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GIORNALE

DI MATEMATICHE

AD USO DEGLI STUDENTI

DELLE UNIVERSITA ITALIANE

SUI CONNESSI TERNARI DI 2° ORDINE E DI 2* CLASSE
IN INVOLUZIONE DOPPIA '

PEL

Dott. M. PANNELLI

11 Chiarissimo Prof. Battaglini ha studiato in una sua dotta Memoria (*),
il connesso di punti e di rette di 2° ordine ¢ di 2* classe, nel quale le linee di
2* classe corrispondenti ai punti del piano, in cui il connesso viene rappresentato,
formano una schiera e le linee di 2° ordine corrispondenti alle rette dello stesso
piano formano un fascio. In questa Nota si fa lo studio analogo per il connesso
di punti e di rette di 2° ordine e di 2 classe, nel quale le linee di 2° classe cor-
rispondenti ai punti del piano formano una rete, rele fangenziale, e le linee di
2° ordine corrispondenti alle rettc formano parimenti una rete, rele punleggiala.
E come il Battaglini ha chiamato quel connesso Cunnesso in involuzione sem-
plice, cosi questo si dird Connesso in involuzione deppia.

1. L'equazione di un silfatto connesso &

M (fF)=(Ff)=raFa+bep+rcF1=0

dove f,, fy,f. sono forme quadratiche omogenee delle coordinate a, , , , &y di un
punto X, rispetto ad un triangolo fondamentale, ed F,,Fp,F, sono forme qua-

(*) Battaglini: « Sui connessi ternari di 2° ordine e di 2* classe in involu-
« zione semplice » Volume VIII degli atti della Reale Accademia delle Scienze Fi-
siche e Matematiche di Napoli, 1879.
VOL. XXtl. 1
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dratiche omogenee delle coordinate u, ,u,,us di una retta U, rispetto allo stesso
triangolo.

Se si indicano con I, m, n i risultati Se si indicano con A, p,v i risultati
delle sostituzioni delle coordinate di un | delle sostituzioni delle coordinate di una
punto dato X alle variabili o, , x, ,®g | retta data U alle variabili u,, u,, u,
nelle forme £, , f; . fe» I'equazione della | nelle forme F, , Fg, F., I'equazione della
linea F di 2* classe corrispondente nel | linea f di 2° ordine corrispondente nel
connesso a quel punto & connesso a quella retta &

@) F=IF,+mF;+nF,=0 F=Ms+ pfy +vfc=0.

Se il punto X percorre una linea f, fra i parametri A, p,v di questa linea
¢ i parametri I, m,n della linea F corrispondente nel connesso a quel punto
passa la relazione

3) M+pm+wm=0

Quindi le linee F corrispondenti ai punti X di una linea f formano una schiera di
cui I’ equazione si ottiene eliminando uno dei parametri L, m,n fra le equazioni
(2) (a sinistra) e (3). Percid, dopo aver fatto il ragionamento correlativo, si pud
concludere :

I. « Ad una linea f corrisponde nel « Ad una linea F corrisponde nel con-

« connesso (fF) una schiera di linee F, | « nesso (Ff) un fascio di linee f, di cui
« di cui I’equazione pud mettersi sotto | ¢ I'equazione pud mettersi sotto una qua-
« una qualunque delle tre forme se- | ¢ lunque delle tre forme seguenti :
« guenti :

mQFg - pF,) + n OF, —vF;) =0 rlfy —mfy) +v(f, —nf)=0

n (uF, —VFp) + 1 (WF, — AFp) =0 _v(mfy—nfy) +A(mf,—1If)) =0

L (vF, — AF,) + m(vFg — uF) =0 A(nfy —1f) +winf, —mfy) =0

Da questi teoremi seguono gli altri due:

Il. « Data una linea £, vi sono 4 rette, « Data una linea F, vi sono & punti,
a ciascuna delle quali corrisponde nel | « a ciascuno dei quali corrisponde nel
connesso (fF) quella linea, ed esse | « connesso (Ff) quella linea, ed essi co-
costituiscono l» base della schiera cor- | « stituiscono la base del fascio corri-
rispondente alla linea medesima ». « spondente alla linea medesima ».

"KRaAaa

Ad una linea qualunque F della schiera
( + BlL)F, + (my + Bmy) Fg + (ny + kny) F, =0,

cioé ad una linea determinata da un valore arbitrario del parametro %, corrisponde
un fascio di linee f, di cui I'equazione pud scriversi cosl:

BRI + Bly) fy = (my + Bmg) f5] + V(4 + Bly) £y = (ny + Biy) f3] = 0,
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Ora se si pone
ph=n,l -l n, ’ ev=lmy—-ml,

si ottiene I'equazione

(Myny =0y my) fo+ My by~ b)) fo, + (Mg —m ) f,=0

che evidentemente rappresenta una linea del fascio anzidetto. Questa linea appar-
tiene a tutti gli infiniti fasci corrispondenti alle infinite linee della schiera data ,
perché nella sua equazione non figura il parametro k. Quindi essa & il luogo delle
quaterne di punti, alle quali corrispendono nel connesso le linee di quella schiera.
Dunque :

III. ¢« Alla schiera di linee F « Al fascio di linee [
U4+ RE)F  + (m+Rmy)Fg+(n+ kny)F.=0 (1 30) fo + (Bat229) Fy+(Vyt2vy) F=0

« corrisponde nel connesso (Ff) la li- | « corrisponde nel connesso (fF) la linea

¢ nea f, che ha per equazione « F, che ha per equazione
(myny — nym,) fy + (ydy — Lmy) f + (#qV2 = Vyika) Fy + (veha — Avp) Fp +
+ (lymy — myly)f, =0 ' + (Ay — eh)) Fy=0.

Infine sono evidenti queste altre due proprietd :

IV. « Al fascio determinato da due ¢ Alla schiera determinata da due li-
¢ linee f, corrisponde nel connesso (fF) | « nee F, corrisponde nel connesso (Ff)
¢ la linea F comune alle due schiere | « la linea f comune ai due fasci corri-
« corrispondenti a quelle due linee f, e | « spondenti a quelle due linee F, e vi-
« viceversa ». « ceversa »,

2. Se a,'=0 e u,?=0 sono le equazioni in coeflicienti simbolici di due linee
una del 2° ordine ¢ I'altra della 2* classe, & noto che se si annulia I’ invariante
simultaneo a,?, vuol dire che esistono infiniti triangoli appartenenti alla prima
linea e coniugati rispetto alla seconda, come anche infiniti triangoli appartenenti
a questa linea e coniugati rispetto a quella; e che in tal caso si, dice che le due
linee 8ono armoniche fra loro.

Quindi se si pone

fa =a,,’=a,'=.. . ,fb=bz‘=b'z'=-'. . ,fc =c,,‘=c'z'=. .
Fa=u¢ =u¢"=' ¢ vy Fg=up'=ue"= c e ,F1=u."=u1:’=. . e

una linea £’ della rete punteggiata ed una linea F” della rete tangenziale sono
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armoniche fra loro, se fra i loro parametri passa la relazione :

) Nl'agt + M'm"ag + Nn""a,t + wi"b,? + w'm"bgt + wn'blr + vi'e? +

v’m”cp* + v'u"c‘{' =0

Ora in virtu di questa relazione, come i teoremi del numero precelente si dimo-

strano i seguenti :

I. « Ad una linea f’ corrisponde una
« schiera di lince armoniche F”, di cui
« 1" equazione pud mettersi sotto una
« qualunque delle tre forme seguenti:
m” [(Na,? + Wbyt +ve,) Fg -
- (X'apg + p.'bp’ + V'sz) F,l
+ 0 [(Vag? + bt + Ve ) F, —
- Nal +p'dlr+v'e)F =0

n" [(Nagh + w'bg* +v'eg) Fy —
- (Nal +p'b2+vest) Fy
+ 1 [(Nagt + whgt +viegt) Fy —
— (N 2+ p'bg? +v'e,) Fg]l =0

" [(Na? + p.'b." +ve?) F, —
— (Na? + w'b,* +v'eH) Fy)
+ mll [(lla’{t + p"b,’ + vICYH) Fp —
- ()\’apz + p-'ba’ + V’Ca‘) F.{] =0

II. « Alla schiera di linee F”

(l," + kl’"-) Fa. 4 (m"u + km,") Fﬂ +
+(n" + Ry )F, =0

« corrisponde la linea armonica f’, che
« ha per equazione

[y By —ng my YA+l - L") Ay

+ (rmy —my'1y") Asl fy

T (M~ my")B ("1, —1, ") B,
+ (4"'my" —m"l,") Bs] [y

+ [(my"ny"—ny"my")Cy+ (1"l —1y"1y")Cy

+ (4 'my" —my"l,") Cgl fo=0 |

« Ad una linea F" corrisponde un fa-
« scio di linee armoniche f’, di cui I'equa-
¢« zione pud mettersi sotto una qualun-
« que delle tre forme seguenti :
P~, [(l"aa,2 + ”"'ag" + "/"a'y.) rb -
= (I"bg? + m"bgt + n""b.2) f,]
+V' [("a? + m"ag* +n"al) f, —
= Vet +mcgt + e ) f1=0

v [(1'b,? + m bg? + n"b) f —
= ("e? + megt + et fi)
+ N [(17bg* +m bg® + b2 fy —
- (l'a2+ m'agt + n'a,t) ] =0

N [(teg® +m"egt + ncy?) fy —
= ("a2 + m"ag* + n"a?) fi]
+ W (e + mUcgt + n''e ) £ —
— (I"bg? + m"bgt + 1"bY) £ =0

« Al fascio di linee f'

ANy + 1)) fo + (v +uply) i +
+ (v +xvy) fo=0

« corrisponde la linea armonica F", che
« ha per equazione

(Ve = v'va)A L+ (VA = 0% )By +
+ At — A Ci 1Ry

+ [V — V) Ap + (2 = A'V,) By
+ (B — Ay) Cal Fy

+ [~ W'1t) Ag + (M2 — A'%) By
+ 't — 1yA2) Gyl F‘y =0
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dove A,, A, ;AssB{!ByyBs20;:C,,Cs rappresentano i complementi algebrici

degli elementi del determinante

a;t ag ap
bt bt b?
¢t ce? cy?

Infine si hanno qui due teoremi affatto analoghi ai teoremi 1V del numero
precedente, che, per brevitd, non vengono neppure enunciati.

3. Ad ogni linea [’ corrisponde nel connesso (fF) una schicra di linee F'
(n°® 1, teor. I, a sinistra) e corrisponde altresl una schiera di linee armoniche F”
(n® 2, teor. ], a sinistra). Queste due schiere appartengono ad una medesima rete
tangenziale, epperd hanno una linea in comune. Quindi:

I. « Ad ognilinea [’ corrisponde, per

v Ad ogni linea F” corrisponde, per

« mezzo del connesso (fF), una linea | « mezzo del connesso (Ff), una linea ar-

¢« armonica F" ».

« wonica [’ ».

Fra i paramectri \', ', v' di una linea f' e i parametri ’, m" , n" della linea
armonica corrispondente F” passano le relazioni (3) e (4), epperd:

II. « 1 parametri della linea F”’ corri-
¢ spondente ad una data linea f* sono
¢ determinati dalle formole :

p"l" = y.r()‘/alrg + p.lb.‘l + V'C.!’) —
- V'()\'Gp’ + p.'bpl + V'CF.)

(5) "M =v(Na + b+ ve,t) —

- NMNapr+ bt + v'ey?)
o' = M(Nag® + wbg? + vieg?) -

= WA+ wbt + ve?)
« dove p” & un fattore di proporziona-
« litd ».

Le due schiere della rete tangenziale
corrispondenti ad una mecdesima linea f
della rete punteggiata coincidono fra
loro, se si ha:

pA = Aa,t + byt + ve,?
o1 = Aag? + pbg* + vegt

v =ha,? + ub,® + ve,t

« I parametri della linea f* corrispon-
« dente ad una data linea F’ sono de-
« terminati dalle formole :

p'N =m"(l"¢c,t + mcgt + n'c,t) —
n"(t’lba‘ + mllbgt + nan‘g)
P’ =n"(l"a? + m'ag* +n'ar) —
— ‘u(lncaz + mllcpl + nuc‘yg)
v =l(l"b2 + m"bp‘ +n°bt) -
—m'(V'a, + m ag? + n"a,?)
« dove p' & un fattore di proporziona-
¢ litd ».

I due fasci della rete punteggiata cor-
rispondenti ad una medesima linea F
della rete tangenziale coincidono fra loro,
se si ha:

ol = la,’ + mﬂp’ + M.Y’
pmn = Ib,* + mbg* + nb.?

en = lc,* + meg* + eyt
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Ora perché queste tre equasioni coosi-
stano deve essere

o' —p, b Co*
(6) ag be* -0, cgt =0.
a, byt o -p
Quindi :

1I. « Vi sono tre lince f, a ciascuna
« delle quali corrisponde ncl connesso
« (fF) una schiera di linee armoniche
« F. Esse saranno rappresentate dalle
notazioni fy,f,,fy ».

=

Ora perchd queste tre equazioni coesi-
stano deve essere

at—e, a at
bt bg*—p, b} =0.
| ¢, cga c’: —p
Quindi :

« Vi sono (re linee F, a ciascuna delle
« quali corrisponde nel connesso (Ff)
« un fascio di linece armoniche f. Esse
o saranno rappresentate dalle notazioni
« Fy,Fy,Fy .

4. Ad ogni linea /' corrisponde una schiera di linee armoniche F”’ (n® 2 teo-

rema I, a sinistra), e a questa schiera corrisponde nel connesso (Ff) una linea
f" (n® 1, teor. IIl, a sinistra). Viceversa, ad ogni linea f” corrisponde nel con-
nesso (fF) una schiera di linee F” (n° 1, teor. I, a sinistra), e a questa schiera
corrisponde una linea armonica f’' (n® 2, teor. lI, a sinistra). Quindi:

« Le linee F si corrispondono proiet-

I. ¢ Le linee f si corrispondono proiet-
« tivamente fra loro ».

« tivamente fra loro ».

Se l'equazione della schiera di linee armoniche F" corrispondente ad una data
linea [ si scrive sotto la forma

[m"(Nag? + n'bg? + vegh) + n'(Vayt + Wbt +ve ] Fy
—_ mn()\raa: + p.:b“z + V'Ca’) FB - n"(l’aa' + l"bq,’ + v’cg’) F1 — 0,

si vede che I' equazione della linea f” corrispondente nel connesso (Ff) a questa
schiera si ottiene per mezzo del teorema III (a sinistra) del n.° {. ponendo

L =Nagt+p'bg+v'cgt , my = —(Na4pw'b+v'e?) , ny=0
L=No +p'bl4ver , my=0 v Ny =—\at+3'b2v'e,?),
epperd &

Na2+u'b2 +v'e,?) f, + (Vag*+wbg* +v'eg?) fy + Nal+p'brive) £ =0,
Dunque :

II. « I parametri A" ,p",v" della li- « I parvametri !, m’', n' della linea F’
« nea f” corrispondente ad una data li- | « corrispondente ad una data linea F’

~
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' ¢ nea f’ sono determinati dalle formole:
"\ =2agt + p'b,t + Vet
(1) o"p" = Nag* + w'bg? + v'eg?
oV =2a® + p'b st +ve?

« dove o” & un fattore di proporziona-
« litd ».

In modo affatto analogo si trova:
III. « T parametri X', p',v della li-
« nea f' corrispondente ad una data li-
« nea f sono determinati dalle formole:
&\ = )\"Ai + p.lIA’ + "MA8
o'’ =2A"B, + K"'By + v''By
¢V = l"C. + !,'"02 + V"03

¢« dove o' & un fattore di proporziona-
a litd ».

« sono determinati dalle formole :
sV =Va+m"ag + n'a?
s'm’ = 1"b* + m'"bg? + n"b,?
gn' =l"c? +m"c? +n'ct

« dove 8' & un fattore di proporziona-
« litd ».

« I parametri 1", m"” ,n” della linea
« F’ corrispondente ad una data linea
« F’ sono determinati dalle formole :
8””' = l’A. + m’B| + n’c‘
sl'm" = VA: + m’B’ + n'C’
g'n" =VAg + m'Bg+ n'C,

« dove 8” & un fattore di proporsiona-
« litd »,

Le equazioni contenute in questi teoremi III, si possono ancora ricavare da
quelle contenute nei teoremi precedenti II, risolvendo questultime rispetto ai pa-
rametri A', ' ,v' e I", m”,n” rispettivamente. Si ha cosl una prova -della esat-

tezza dei risultati sin qui ottenuti.

_Una linea [ coincide con la linea cor-
rispondente, se si ha:

oA =2Aa,? + wb,? + ve,?
o =ha,® + pbg® +vegt
ov =2a, + pbt + ve
Quindi :
IV. « Vi sono tre linee f, ciascuna
¢ delle quali coincide con la corrispon-

« dente, e queste sono le tre linee
¢ fi ’ fz ’ fs o

Una linea F coincide con la linea eor-
rispondente, se si ha:

sl =la,* + mag + nat
sm = 1b,* + mbg* + nb}
sn =lc,® + meg? + neyt
Quindi :
« Vi sono tre linee F, ciascuna delle

« quali coincide con la corrispondente ,
« e queste sonp le tre lince ¥,,F,.Fy ».

In virtd dei teoremi IV del n.° 1. e dei teoremi analoghi accennati alla fine

del numero 2, si ha ancora:

V. « Alle tre linee f,,f,,fs corrispon-
« dono nel connesso (fF) le trc schiere
¢ di linee armoniche (Fy, Fy), (Fy,F,),
« (Fy . Fy) , determinate dalle linee
« ¥y, Fy, Fg, prese due a due ».

« Alle tre linee F,,F,,Fy corrispondono
« nel connesso (Ff) i tre fasci di linee
« armoniche (fy , f3), (3, f2) + (i s 1) »
« determinati dalle linee f,,f;,f;, prese
¢ due a due ».
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5. Siano
P2=0 , Q=0 , R2=0 e up?=0 , Ue*=0 , ur*=0
le equazioni delle tre linee £.f.f; e quelle delle tre linee F,,F,,Fy rispettivamente.
Se le prime tre linee si prendono per determinare la rete punteggiata e lc se-
conde per determinare la rete tangenziale, I'equazione del connesso ¢

P 2up® + Qluq? + R 2ur*=0,

epperd si presenta ancora sotto la forma (1). Ma, poiché in virth deir teoremi V
del numero preccdente, si ha '

PQ‘=0‘ y Pr*=0 ’ Qr?*=0 , Qp*=0 ’ Re?=0 , Re®*=0

le formole (5) prendono la forma pil semplice

p"a" - (RR’ - QQ ‘)ﬁ"rl P,a, = (RR! — QQ g) b/lcn
o"b" = (Pp* — Re?) Yo' p'%’ = (Pe? — Re?) c"a”
p"¢" = (Qa* — Pe) &' oY = (Qa* - Pet) ab"

¢ cosi le formole (7)

o”a" = alppz slal = allppg
o"f" = ¢ Qa’ $b' = b"Qo?
OI,Y" = YIRR: slcl — C”RR'

dove a', b',c', ... hanno significati analoghi a quelli di I',m’',n', ...

Le equazioni (7) (a sinistra) possono essere considerate come le equazioni che
definiscono una corrispondenza collineare fra i punti del piano, se i parametri
M, ', ¥ si riguardano come le coordinate di un punto cd i parametri A7, ", v’

come le coordinate del punto corrispondente. Quindi, come & noto, essc possono
esser messe sotto la forma

ka.ll = alp.
K" = Bps
kY =0s

dovo py,p,.p5 sono le radici dell'equazione cubica (6) e & & un fattore di propor-
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zionalitd. Ora dal confronto di queste equaszioni con le precedenti (a sinistra) si
ricava

Pet _oa _ Qo* _ea _
Ret oy Rai gy
dicendo H e K i valori dei rapporti ¢, :p; € py: s

6. Se si indicano con

(a' ] g’ 9 Y’) L (a" L B" L T”) L B | (a(‘.'..) ’ g('+.) ? T(.+.))

i parametri di n+ 4 linee f, ciascuna delle quali sia dedotta dalla precedente con
le condizioni

a® alr— e gr-u -
@m=H= - @=FiFo

¢ chiaro che I'ultima linea coincide con la priwmitiva, se si ha:
H*=K"=1.

In tal caso si dird che il connesso (fF) & ciclicamente proiellivo secondo n.
Dunque :

I. « Se il connesso (fF) & ciclicamente « Se il connesso (Ff) & ciclicamente
proiettivo secondo n, prendendo una | ¢ proiettivo secondo n, prendendo una
linea qualnnque [, di questa la schie- | « linea qualunque F**¥, di questa il fa-
ra delle linee armoniche F” ¢ poi di | « scio delle linee armoniche f(*, e poi
questa schiera la linea [” corrispon- | « di qu:sto fascio la linea F corrispon-
dente nel connesso, e cosi per u volte | « dente nel connesso, e cosi per n volto
di seguito, I’ (n + 1)m* linea otlenuta | ¢ di seguito, I'(n + 1)™ linea ottenuta
coincide con la primitiva ». « eoincide con Ja primitiva ».

= a AR AR X

In particolare , se le condizioni precedenti sono soddisfatte per n=1, ciod
s¢ si ha

H=K=1,

ad ogni linea f corrisponde nel connesso (fF) una schiera di lince armoniche F,
e cosl ad ogni linea F corrisponde un fascio di lince armmoniche /. Quindi, in questo
caso, le lince f,, [, f. sono armoniche con le linece Fy e Fy,F, e Fy ,F, e Fy
rispettivamente, epperd si ha:

=0 , at=0, b2=0 , b'=0 , ¢'=0 , c=0.
Inoltre I'equazione cubica (6) si riduce a questa:

(1> —0) (bg* =) (et —¢) =0
VOL. XXVI. 2
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¢ cosi si trova
er=0a , pp=bg' , ps=cy

Dunque:
II. « 1l connesso (fF) & ciclicamente proiettivo secondo 1, se sono soddisfatte

¢ le condizioni seguenti:
agt=0 , a2=0 , br=0 , b2=0 , ¢2=0 , c?=0
a.t=bgt=c
Si eonsideri ancora il caso di n=2. Se I'equazione (6) si scrive sotto la forma
p*—Lp*+Mp—N:-0,
I'equazione di cui le radici sono p,?, p,?, ¢ &
- RO~ (L*—~2M)R*+ (M*—2LN) R—N?=0;

e quesia ha tutte e tre le radici eguali, se fra i suoi coefficienti passano le re-
lazioni

(Lt - 2M)? = 3 (M — 2LN)

9N? = (Lt — 2M) (M2 — 2LN)

dalle quali, eliminando il coefficiente N, si ricava una nuova relazione che si scinde
nelle due:

L2—3M=0 , L*+M=0.

Ciascuna di queste pud essere combinata con la prima delle due precedenti e cosi
si ottiene :

3LN-M=0 0 LN + M2 =0.

Ma se sono soddisfatte le due relazioni corrispondenti a sinistra, le tre radici
1 P2 Ps SOno eguali fra loro; se poi sono soddisfatte quelle a destra, due di
queste radici sono eguali e la terza differisce da esse soltanto per il segno ; dun-
que, poich& ciascuno di questi due casi s'intende per ora escluso, si ha:

11I. « Il connesso (fF) non pud essere ciclicamente proiettivo secondo 2 ».
E poi evidente : ,
IV. « Il connesso (fF) & ciclicamente proiettivo secondo 3, se sono soddisfatte
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« le due condizioni :
L =a¢’ + bg”i‘&,’:()
M = (bp!cxl + cy,aaz + aﬁ!bpz) — (by‘caz + ca‘a"t + ag’baz) = 0.

7. Le due linee f ed F, corrispondenti nel connesso (fF) ad una retta U ¢
ad un punto X, sono armoniche fra loro, se fra le coordinate della retta U e
quelle del punto X, passa la relazione

azz ual aat + ac' t‘a‘ baz + azi uY! cat + bc! ual agg + bz’ !‘Bz bp’
b2 weteg® + ¢t ugta? + o ug byt + et uytet = 0.

Quindi questa & I' equazione del connesso formato da elementi (X, U) tali, che le
linee corrispondenti nel connesso (fF) al punto e alla retta di ogni elemento, sono
armoniche fra loro. Seguendo le denominauioni del Battaglini, questo connesso
si dird associalo al connesso dato. Dunque :

I. « I connesso associato ad un connesso di 2° ordine e di 2* classe in in-
« voluzione doppia, & un altro connesso di 2° ordine e di 2* olasse in involuzione
« doppia ».

Se come equazione del connesso (fF) si prende

Plupt + Q2 uq + R2ur?=0,
quella del connesso associato diventa
le uP! PP’ + Qz’ UQ’ QQ’ + R:c’ 'UR‘ RR’ = o ;

e da questa equazione & facile dedurre :

Il. « 11 connesso ([F) e il suo connesso associato hanno le stesse linee fon-
« damentali f,,f,,fs e le stesse lince fondamentali F, ,F, ,F; »

111, « Se il connesso (fF) & ciclicamente proiettivo, anche il suo connesso as-
« sociato & ciclicamente proiettivo ».
In particolare, se si ha

a,? agt et
N=1]20b? bgt bt | =0,

¢t cg? ot

¢ o Ppr=0, oppure Qq*=0, oppure Rg*=0. Supponiamo, per fissare le idee,
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che sia Pp? = 0. In tal caso la linca P,2 =0, & armonica con una qualunque delle
linec 'della-rete tangenziale, di cui I'equazione &

anp® + bug? + cur®*=0,
perché sono soddisfatte le condizioni

Ppr=0 , Pg?=0 , Pr*=0.

Dunque :

IV. « Se ¢ N=0, il connesso associato al connesso (fF) & un connesso di
« 20 ordine e di ?* classe in involuzione semplice e una delle linee f, , f3 , [s
a & armonica con una qualunque delle linee della rete tangenziale, e cosi una
« delle linee F,,F,, Fy & armonica con una qualunque delle lince della rete pun-
« teggiata ».

In modo analogo si trova :

V.« Se ¢ M=0 ed N=0, il connesso associato al connesso (/F) & un con-
nesso di 2° ordine e di 2* classe in involuzione identica e ciascuna linea di| uno
dei fasci (f,,/3) . (fs, ), (fy ,fy) & armonica con una qualunque delle linee della
rete tangenziale, e cosi ciascuna linea di una delle schiere (F,, Fy), (F;,F)),
(F,,F,) & armonica con una qualunque delle linee della rete punteggiata ».

8. In ¢id che precede si & tacitamente supposto che le radici p,, 2, .ps del-
I'equazione cubica (6) fossero disuguali fra loro. Ora si passa a studiare i casi,
in cui due di queste radici, oppure tutte e tre, sono eguali.

~1° Sia p, =py. In tal caso si hanno due sole linee f, a ciascuna delle quali
corrisponda mnel connesso una schiera di linee armoniche ; e cosl due sole linee
F, a ciascuna delle quali corrisponda nel connesso un fascio di lines armoniche.

Siano f, e f, quelle due prime linee. Le due schiere corrispondenti hanno in
comune una linea Fy, alla quale corrisponde nel connesso il fascio di linee ar-
moniche (f, , fy) ; epperd F; ¢ una delle due anzidette linee F. Sia F, I'altra. La
linea f comune al fascio (f, . f,) o al fascio i linee armoniche corrispondente nel
connesso alla linea F,, ha come corrispondente nel connesso stesso la schiera di
linee armoniche (F,,F,); e quindi, in virtd dell’ipotesi p, = p, . quella linea deve
coincidere con una delle due linee [, , f;. Si supponga che coincida con f; ; allora
(F, ,F,) & la schiera di linee armoniche corrispondente nel connesso alla linea f,.
Sia poi (Fy, F,) quella corrispondente alla linea f, e (f;, f;) il fascio di linee ar-
moniche corrispondenti nel connesso alla linea F,.

In virtd di queste considerazioni, si ha:

] A" K =N

Pp’:O v Pr=0 , Pr*=0
Q=0 , QQ’:O y Qr*=0

Re*=0 , Re*20 , Ra!20;
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quindi la nuovy equazione cubica (6) &

IPP'-9 y 0 ,» 0
0 ) QQ’—P ] 0 =0,
IO ’ RQ’ ) RR"'?

e perché questa ammetta due radici eguali & necessario che sia
Qq! = Rr?.

Percid le formole che nel caso attuale definiscono la dipendenza proiettiva fra
le linee della rete punteggiata espressa dal teorema I (a sinistra) del n® 4 sono:

all al pll ’
Y 1R
dove si & posto
Pp‘ 2
= T=o

ed analoghe sono le formole che deflniscono la dipendenza proiettiva fra le linee
della rete tangenziale espressa dal teorema I (a destra) del medesimo numero.
Ora se

(a , @ v (a; , @' , Y') , @, @r: , .\,u) ye ey (a(u) s (3(») , Y(“))

sono i parametri di n + 1 linee £, ciascuna delle quali sia dedotta dalla precedente
con le condizioni ,

al” alr- 1) 6(') e(""’

-m == ’ meFn

Y() Y(' 1) Y(') Y(' 1)

¢ facile vedere che i parametri della (n + {)m* linea [ dipendono da quelli della
prima per mezzo delle formole

a®™ a g™ @
TRl @yt
le quali provano: .

L. « Se due delle tre radici dell'equatione cubica (6) sono eguali fra loro, il
« connesso (fF) & ciclicamente proiettivo secondo n, quando sono soddisfatte in-
« sieme Je due condizioni

=0 , I"=4.
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29) Sia p, = gy = ;. In tal caso si ha una sola linea f, alla quale corri-
sponda 'nel’ connesso' una schiera di linee armoniche, e cosi una sola linea F, alla
quale corrisponda nel connesso un fascio di linee .armoniche:

Sia f, quella prima linea. Delle due linee F, ed F, che determinano la schiera
di linee armoniche corrispondente ad f,, una, F;, sia la linea della retc tangen-
ziale alla quale corrisponde un fascio di linee armoniche. A questo fasgio appar-
ticne la linea f,, epperd esso pud riguardarsi come determinato da questa linea
fy e da un‘altra linea f;. Siano infine f; ed F, due linee armoniche corrispondenti
nel connesso.

In virtd di queste considerazioni si ha :

Pp? : 0 , Pet=0 R Pr:=0,
>
Q?’ Z 0 ’ QQ. < 0 ' Qr? =0,
Rp? =0 , RQ'ZO . RR’ZO,
quindi 1a nuova equazione cubica (6) &
pP‘ bl p N 0 P 0
Qr? ’ Qe — (2 0 =0,
0 ) Rq? ’ Rp* - 4

e perché questa abbia tutte e tre le radici eguali ¢ nccessario che sia
PP’ - QQI —_ RR'.

Percio le formole che nel .caso attuale definiscono la dipendenza proiettiva fra
le linee della rete punteggiata espressa dal teorema I (a sinistra) del n® 4 sono:

Ro?
P!

all al » sz BII
i abe bl ’ =
Y

o

=

=E'-+
Y

ed analoghe sono le formole che definiscono la dipendenza proiettiva fra le linee
della rete tangenziale espressa-dal teorema [ (a destra) del medesimo numero.

Le formole precedenti permettono senz’altro di stabilire :

II. « Se tutte ¢ trc le radici dell'equazione cubica (6) sono eguali fra loro ,
« il connesso (fF) non pud essere mai ciclicamente proiettivo ».

9. Se il discriminante dell’ equazione della linea F corrispondente nel con-
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nesso (fF) ad unm punto dato X, si annulla, la linea F della 2* classe si riduce a
due punti ; epperd/: :

I. « I luogo del punto X. al quale « L'inviluppo della retta U, alla quale
« corrisponde nel connesso (fF; una cop- | « corrisponde nel connesso (Ff) una cop-
¢ pia di punti, ha per equazione « pia di rette, ha per equazione

(ara")tata’ 2a" 2+ (BR'B") 0, D' 0", + | (aa'a” Vru,tuytu, 2 (L'D" ) ugtugup.t +

+ (YY)t + + (cce") Mty tu? +
+3[(aa'B)2b 2+ (aa'Y) el ta’ + 3[(aa’d) ugt+(aa'c) u, ugtu, ?
+3(B2Y) e, + (B8 @) a0, 'S + 3[(bb'c) uy2+(bb'ay u,?ugtug?
+3[(ya) L +(Yy 8)2b, les e ! + 3[(ce'a) s >+ (ce'b)uptluy i, ;
+ 6(afy)?a b e, =0 + 6(abc)ugtug’u,t=0

t ¢ quindi & una linea del 6° ordine ». | ¢« e quindi & una linea della 6* classe ».
Inoltre :

Il. & Il luogo delle coppie di punti « L’inviluppo delle coppie di rette cor-
« corrispondenti ai punti X della linea rispondenti alle tangenti U della linea
« precedente, & la curva d' Hermite precedente , & la curva d'Hermite
« della rete tangenziale, e quindi & una | « della rete punteggiata, e quindi & una
a curva generale del 3° ordine ». curva generale della 3" classe ».

III. « L'inviluppo della retta che uni- « I1 Juogo del punto d’incontro delle
« sce i due punti di una stessa coppia, due rette di una stessa coppia, & la
« & la curva di Jacobi della rete tan- curva di Jacobi della rete punteg-
¢ genziale. e quindi & una curva gene- giata ., e quindi & una curva generale
« tale della 3* classe v. del 3 ordine ».

af’"a=rn

ax a R

Siano A e B i due punti di una inedesima coppia. Ad essi corrisponde nel
connesso (Ff) un fascio S di linee f, a ciascuna delle quali corrisponde poi nello
stesso connesso (fF) una schiera di linee F, di cui fa parte la linca singolare for-
mata dai due punti A e B. Quindi delle 4 rette costituenti la base di questa schiera
2 passano per il punto A e 2 per il punto B. Percid ad ogni linea [ del fascio S
corrisponde una coppia di rette appartenente al punto A e un’altra coppia di rette
appartenente al punto B. Ora & facile dimostrare che tutte le coppie di rette ana-
loghe che passano per A, formano un’involuzione, come pure quelle che passano
per B, e che le coppie di queste due involuzioni si corrispondono una ad una. Fra
le linee del fascio S vi sono 3 coppie di relte e a ciascuna di queste trc coppie
corrispondono due rette coniugate nell'involuzione A e Ie due rette a queste cor-
rispondenti nell'involuzione B. Si hanno cosl’6 rette dell'involuzione A, due a due
coniugate, ad ognuna delle quali corrisponde nel copnesso (fF) una coppia di rette,
esse dunque appartengono all'inviluppo I (a- destra). Cosl appartengono allo. stesso
inviluppo le 6 rette corrispondenti dell'involuzione B. Dunque :
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1V. « Le b tangenti condotte all'invi- « I 6 punti d'incontro con il luogo I
«/luppo (X {a| destra)yda un punto qua- | « (a sinistra) di una tangente qualunque
« lunque della curva d’Hermite della | ¢ della curva d' Hermite declla rete
« rete tangenziale, formano 3 coppie di | « punteggiata, formano 3 coppie di punti
« raggi in involuzione ». I « in involuzione ».

Ciascuno dei raggi doppi dell'involuzione di centro A forma, contato due volte,
insieme alla coppia di raggi corrispondente nell involuzione di centro B, la base
di una schiera di linee F corrispondente nel connesso ad una linea del fascio S.
Fra le linee di questa schiera ve n'& una costituita da due punti, che giacciono
sul raggio doppio che si & considerato. Questo raggio appartiene dunque all'invi-
luppo III (a sinistra) ; epperd :

V. « Delle 3 tangenti condotte alla Ja- « Dei 3 punti d'incontro con la Jaco-
cobiana della rete tangenziale da un | « biana della rete punteggiata di una
punto qualunque della curva d'Her- tangente qualunque delia curva d’Her-
mite della rete medesima, una & la mite della rete medesima, uno & il
retta che unisce questo punto al suo punto d’incontro di questa tangente
congiunto, e le altre due sono i raggi con la sua congiunta e gli altri due
« doppi dell'involuzione delle 6 tangenti sono i punti doppi dell'involuzione dei
condotte dallo stesso punto all’invi- 6 punti d’incontro della stessa tan-
luppo I (a destra) ». gente con il luogo I (a sinistra) ».

[ Aasar

R AR A" aAam’R IR

10. L’ equazione in coordinate di punti della linea F della 2* classe corrispon-
dente nel connesso (fF) ad un punto dato X, &

(ay) a2 0t + (BEY)? 0,2 b+ (1Y) o 2+ 2BYY b2 0t
+201ay)* 1 01 + 2AaBy)t 002 =0,

dove y,, ¥, ,Ys sono le coordinate correnti. Se la linea F passa per il punto X
cui corrisponde, questa equazione & soddisfatta da y,=x,; epperd:

I. « Il luogo dei punti che giacciono | « L’inviluppo delle rette che toccano
« sulle linee corrispondenti F della 2* | « le linee corrispondenti f del 2° ordine
« classe ha per equazione « ha per cquazione

(ax'z)ra,ta’ .+ (Bix)2 b, b2+ (an'u)® uy® u,? + (bb't)® ug ug® +

+ (Yy o)t c.2 ¢/ + 2Pyx)t bt e, + + (cc'u)® uy w® + 2(beu)? ugt ut +

+ 2(yax)cta,? + 2(2fx)ta b, =0, + 2 (cau)u,tu,? + 2aburtut u =0
« e quindi & del 6° ordine ». « e quindi & della 6* classc ».

Inoltre :

II. « 11 luogo dei punti X, di cui le « L' inviluppo delle rette U, di cui le
« linee corrispondenti F passano per un | « linee corrispondenti [ toceano una retta
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1 punto dato Y, ha per equazione « data V, ha per equazioné
(a2ytata’ .t + @Ry b2V 2+ (aa'v)* ug® t,® + (bb'0)® ugt ug? +
+ (YY'Yre et + 2By b et + + (cc'v) uy uy® + 2(bee)? ugt vyt +
+ 2(yay)icta, + 2(aly)?a,,2 =0 + 2(cav)*utu,? + 2(abv)tutug =0
¢ ¢ quindi & del 4° ordine ». « ¢ quindi & della 4" classe ».

Le coordinate di una retta qualunque che passa per il punto comune a due
rette date U ¢ V sono

U, + 8ty ) U, + ST, ) TUy + SV,
epperod I'equazione della linca f ad essa corrispondente nel connesso (Ff) &
agt (P + 8v),2 + b2 (ru + sv)gt + (1w + sv)t =
ossia
(a2 + bt ugt + ¢t ut) + 208 (a2 g v, + b Ug v + €7 1y 1Y) +
+ 82 (a2 v.? + bt vgt + ¢t o) = 0.

Dunque :

1. « Le linee [ corrispondenti necl « Le linee F corrispondenti nel con-
connesso (Ff) alle rette di un fascio, | « nesso (fF) ai punti di una retta, for-
formano un sistema semplicemente in- | « mano un sistema semplicemente infi-
finito tale, che per ogni punto del | « nito tale, che ogni retta del piano
piano passano due sole lince del si- | « toceca due sole linee del sistema v.
=(ema ».

KR AR A=

L' inviluppo delle lince f corrispondcnti alle rette del fascio (U, V) ha per
equazione

(ugtug+htugt+e i) (a, 20, +htrgt+ ety = (a b+ bt wgr gt e by, -0
ossia
(U gt =ty o)t 2 (ugteg  —grgngrg)h M 2 i (ugtey A—tgr gy Yot
2, ? . : . . 2 2, 2 2.2 )
+ (ugtryttugtegt=2uwauyr)b 2egt + (gt buteg - urpnv)e tagt +

2.2 25 2 . L 1 .
+ ugte 2 rughigh - ugraugre)u ti )t = 0.

Orn 8¢ Yy . 9s . Y5 reppresentano le coordinate del eontro del fascio (1", V) i of=

VoL, XNVIL )
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tienc facilmente
2upv,t — U U, 0y) = (a'y)? , 2(Uglvg? — ugvgugwy) = (R2'Y)Y,
2(u o, — wouvp) = (YY'Y)?
ugo,? + wltogt — ugogth o, = (Byyt , utot + ugtet — 2oy, = (Yay)?,
Ugtog® + Ugtv,® — v, g0, = (afy)?
Quindi la equaziome precedente diventa
(aylagta’s + Y03 + (YY) ea'e’s? + 2Rvy)thy e, +
+ 2(yay)icta,® + 2(2fy)ta,tb,t = 0

epperd tenendo presente il teorema II (a destra) di questo numero si conclude :

IV. « L’ inviluppo delle linee [ corri- « L’inviluppo delle linee F corrispon-
« spondenti nel connesso (fF) alle rette | « denti nel connesso (Ff) ai punti di una
« di un fascio di centro Y, & il luogo | « punteggiata V, ¢ I'inviluppo delle rette
« dei punti X di cui le linee corrispon- | « U, di cui le linee corrispondenti f toc-
« denti F passano per il centro Y ». l « cano la retta V ».

11. Dicesi coincidenza principale di un connesso, la coincidenza formata
dagli elementi comuni al connesso dato e al connesso identico :

Uy T, + Uy @y + Uy By = 0.

Ora 8i cerchi il luogo del punto X tale, che la retta U che lo congiunge ad
un punto flsso Y formi con X un elemento della coincidenza principale del con-
nesso (fF). Nel connesso identico, ad ogni punto corrisponde l'insieme delle rette
che passano per esso. Quindi (X, U) ed (Y, U) sono due elementi di (uesto con-
nesso, cpperd si ha:

Uy By + Uy @y + Ug 3= 0
Uy Yy + U Yy +UgYs = 0.
Inoltre perché (XU) deve esserc ancora un clemento del connesso (fF), si ha pure
agtu,t+ b, ugt + ¢t ut=0.

Eliminando u,,uq,u, fra le tre equazioni precedenti, si ottiene I' equazione del
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luogo cercato. Dunque :

« 11 luogo del punto X tale, che la « L'inviluppo della retta U, tale che il
« retta U che lo congiunge al un punto | « suo punto ¢’ intersezione X con una
¢ fisso Y costituisca con X un elemento | « retta fissa V costituisca con U un ele-
t (X,U) della coincidenza principale del | « mento (U,X) della coincidenza: princi -
« connesso (F) ha per equazione « pale del connesso (Ff), ha per equazione

a X(azxy)*+b 2 (Bry)t+e,X(yey)2=0 gt (auv) +ug(buv) +uy(cuv)*=0

« epperd ¢ una curva del 4° ordine, che | « epperd & una curva della 4" classe, che
¢ possiede in Y un punto doppio ». « possiede in V una tangente doppia ».

Teramo 24 Novembre 4881.
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La R. Accademia delle Scicnze Fisiche ¢ Muemaliche di Napoli, ha pubbli-
cato\il' 'séivente’:

PROGRAMMA DI CONCORSO.

L’Accademia non ha ricevuto alcuna risposta al Prograinma di concorso sca-
duto nel Marzo 1887 sopra un tema di matematica. L’ altro concorso sopra tema
di chimica, aperto in Gennaio 1887, scade nel prossimo Marzo. Intanto I'Acca-
demia ripropone il tema di matematica nei seguenti termini:

Sard conferito un premio di lire mille all’Autore della migliore Memoria :

« Sulle curve piane del 4° ordine in relazione con I'interpretazione geometrica
delle forme invariantive della forina ternaria biquadratica ».

L'Accademia desidera un’ esposizione analitica sistematica delle pii notevoli
proprietd delle curve piane del 4° ordine in relazionc con l'interpretazione geome-
trica delle forme invariantive della forma ternaria biquadratica La Memoria do-
vrebbe trattare :

1° Delle polari della curva di 4° ordine.

2° Delle sue tangenti doppie.

3° Dei suoi flessi

4° Dei earatteri analitici invariantivi che distinguono le lince speciali del
4° ordine.

5° Della gcometria sopra una curva del 4° ordine.

I’Accademia si riserba di conferire una parte del premio anzidetto qualora
fosse trattato soltanto qualcuno dei pit importanti dei precedenti argomenti.

CONDIZIONILI

{. Le memorie dovranno cssere scritte in italiano, latino o francese, e do-
vranno inviarsi al Segretario dell'Accademia non pil tardi del mese di Marzo 1889.

2. Esse debbono essere distinte con un motto, il quale dovrd essere ripetuto
sopra una busta suggellata che conterrd il nome dell'Autore.

3. La memoria premiata sard pubblicata negli Atti dell’ Accademia per in
tero o per sunto, e I'Autore ne avra cento copie.

4. Tutte le memorie inviate pel concorso al Premio si conserveranno nel-
I'Archivio dell'Accademia, e soltanto si permetterd di estrarne copia a chi le avrd
presentate.

Napoli, Gennaio 1888.
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SULLA
DERIVATA TOTALE DELLE FUNZIONI DI DUE VARIABILI REALI

E SULL'INVERSIONE DELLE DERIVAZIONI
PER

RODOLFO BETTAZZI.

1. Nella mia Nota. « Sui concetti di derivazione e di integrazione delle funzioni
¢ di pit variabili reali » pubblicata nel Vol. XXII del Giornale di Matematiche
chiamai derivala tolale di una funzione f(x,y) di duc variabili reali 2.y nel punto

o[ (x,y)

o(x.y) il limite (quando esista) del rapporto

(y.y,) € indicai col simbolo

f(@o + I, Yo+ K) = flag + h.y)—F(. yo+ k) + F(24 - Yo)
hik

preso quando & e k tendono a zero in un modo qualunque. Quel rapporto rap-
presenta I'incremento vispetto ad @ (o ad y) degli incrementi della funzione ri-
spetto ad y (o ad ) negli intorni del punto dato: lo dissi percid rapporio in-
erementale della funzione f(x,y) nel punto (x,,y,). Notai che conviene tencr
distinti i quattro rapporti incrementali che si hanno dando ad h e k i vari segni
di cui sono suscettibili: talché si pud giungere a 4 derivate totali, che distinsi
coi segni che spettano ad i e &k nei quadranti in cui sono prese, e dissi infine
derivala (olale ordinaria quella che si ottiene quando le quattro derivate ora
dette sono uguali.
Se per brevitd si pone

_f(wo+"vyo+k)“f(‘”o"“h’yo)-r(‘vo-yo’*'k)'Ff(wo'?/o)
- hk

R

essendo x,, y,) un determinato punto del campo in cui & data la funzione f(2.y)
(per il qual punto supporremo di aver condotto le parallele agli assi coordinati ,
in modo da aver diviso il campo in 4 quadranti) dimostrai in quella Nota che presi
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i due limiti inferiore e superiore, rispettivamente I’ L’ dei valori
p ! p xo»yoahak ’ zO'yovhvk 0
che il rapporto incrementale R, ; assume quando i e % variano nel rettangolo
che ha per lati le rette x=x, , @=2,+h , Y=y, , Y=y, +% (csclusi i lati
T=& , Y=1Y, ,» dove R, ; non ha significato) essi sono tali che quando o h, o

k o h ¢ &k insieme diminuiscono, ¥ 0 cresce o resta invariato e L’
Ty Yor kR Zo Yool B

o decresce o resta invariato: quinli su ogni retta h =h, compresa nel rettangolo,

U ha un limite er k=0,e L' er k=0 ha un limite
Zy.Yo-h .k Z4,Y,y Py, 0 P ’ To.Yo ok P

L : e per ogni retta k=&, , pure compresa nel rettangolo, per =0 le
To Yorlty 0 )

medesime quantitd hanno limiti rispettivi: ' Questi limiti

L’ .
Z9-Yo.0,k, ’ TgsY0,0,k4

possono essere finiti o infiniti. La quantitd ! anch’ essa non decresce
y.49.5,0

uando h s’avvicina a zero: quindi per h=0 ha un limite A\’ :del pari L'
q q P %o, Yo P zovyo'hvo

ha un limite A’ . 1l valore ' & limite anche di V' quando b e k
0l . Z9rYo Ty-Yo.h K
tendono a zero in un modo qualunque, purché si mantengano ambedue diversi da
zero, ed & anche limite per k=0 di V/ ; cosi A’ ¢ limite di L’
xo-.'/oaO,k Zoy.Yo x‘,.yo,h,k
e di L .
%o.90:0.%

Alle due quantitd A’ , A detti il nome di estremi oscillatorii rispet-
ZoYo  TorWo
tivamente inferiore ¢ superiore del rapporto incrementale (++); esse dipendono

non dall'ampiezza né dalla forma del campo, ma solo dal punto (x,,%,). La con-
dizione necessaria e sufficiente aflinché in un punto esista la derivata totale (+ +)
¢ che essi in quel punto siano uguali. Sec gli 8 estremi oscillatorii sono uguali in
un punto, in esso esiste la derivata ordinaria (*).

2. La derivata totale & chiaramente in stretta relazione colla derivata seconda
mista di una funzione di due variabili; ma pud esistere I’una senza che esistano
le altre e viceversa. Infatti per I'esistenza della derivata totale occorre che esista
il limite di R, , anche, p. ¢. quando tende a zero prima h e poi k; ma non oc-
corre che esista il limite per h=0 di R, ,: basta che, per h=0, R, ; oscilli fra
limiti che tendano a divenire uguali per k=0. Invece perché esista la derivata
of

527y nel punto (&,,y,) occorre che esista il

seconda mista

im [@o+h.y) — (@, Y)
h=0 h

~ per ogni y compreso fra y, ¢ Y, +k con k convenicnte giacché¢ quel limite &

.
v

(*) -Per quanto & enunciato in questo paragrafo, vedi la mia-Nota citata,
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f'z (@4, 9), € poi il

lim —.r—,“:'(wo ' y°+k) -f’z(wo '.y_o)_
k=0 k .

e quindi che a forliori esista il lim R, ;. Le due derivate non sono quindi tali che
h=y '

il concetto dell’una comprenda quello dell’ altra: vedremo per altro ora come &
legata 1a loro esistenza,

Intanto & bene notare che si sogliono considerare le derivate miste ordinarie,
ciod le derivate prime ordinarie rispetto ad y (o ad a) delle derivate prime ordi-
narie rispetto ad 2 (o ad y). Qui, per maggior generalitd, distingueremo quattro
specie di derivate seconde, cio¢ le derivate destre o sinistre rispetto ad y (o ad x)
tanto delle derivate destre che delle derivate sinistre rispetto ad x (o ad y) e in-
dicheremo esse pure colle coppie rispettive di segni che per calcolarle si danno
agli incrementi it ¢ k di o, ed y,. Senza stare a ripeterlo ogni volta, intende-
remo di fare i nostri studi sulle derivate miste e totali (+ ).

3. Nella mia Nota citata & dimostrato il teorema :

t Se in un punto (x, , y,) interno al campo in cui una funzione f(x . y) & data,
¢ questa funzione ammette la derivata totale in un certo quadrante (p. e. (+ +))
t e negli intorni (x, + h,y,) del medesimo quadrante ammette la derivata prima
¢ rapporto ad vy, e mnegli intorni (z, .y, + k) quella rapporto ad &, esisteranno le
« due derivate seconde miste prese nel medesimo quadrante e saranno uguali alla
t derivata totale — e quindi fra loro, ciod sard possibile I'inversione delle deri-
¢ vazioni (®) ».

Vogliamo ora cercare le condizioni di esistenza della derivata totale e insieme
di uguaglianza alle due derivate miste. Quanto alla funzione f(x.%y) da studiarsi
la supporremo sinistra in tutti i punti interni ad un certo campo in cui si sup-
pone nota : e ci limiteremo a studiarne i punti in cui gli estremi oscillatorii
sono finiti. ’

Supponiamo per semplicitd che il punto (@,,y,) in cui si studia la derivata
sia il punto (0,0), il che non limita la sua arbitrarietd, potendo ogni punto ri-
dursi ad essere origine con un solo cambiamento di assi. Denoteremo allora piu
brevemente con Iy, L'y, U'ax €cc. le quantitd indicate fin qui rispettivamcute

con U L V ece. ¢ con o', A’ gli estremi oscillatorii.
Ty Yohke’ " g, yo ke’ 20,30,0,K 8

Essendo per ipotesi finiti A’ ¢ A’, saranno finiti pure U , , L'y 4 € cosi le quan-
titd che in seguito denoteremo con U} ) ecc., almeno quando h e k, come per
noi sard lecito supporre, siano sufficicntemente piccoli; giacché il rapporto incre-
mentale , ¢ quindi anche i suol limiti inferiori e superiori, ed i limiti verso cui

(*) Vedi mis Nota § 0.
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tendons questi limiti inferiori e superiori, finiscono per mantencrsi semptre com-
presi/ fra M- @oenA’+ ¢ quando h e k tendono a zero, essendo z del grado di pic-
colezza che piu ci piace.

Se ora con Lk s'intende il rettangolo che ha per lati a=0, x=h, y=0, y=k,
osserviamo che, a causa del significato dato a I, per il teorema del Weier-

strass, nel rettangolo ik o sul suo contorno ¢'¢ almeno un punto tale che in
qualunque suo intorno il limite inferiore dei valori di R, ; & ancora U, ;. Se questo
punto & all'interno di i1k o su uno dei lati che non passano per (0, 0) pud avve-
nire che in esso R, ; prenla effettivamente quel valore ', ;. Se poi questo non
avviene,, come in particolare se questo punto & su uno degli assi, dimodoché in
¢sso R, ; non abbia valore, potremo dire soltanto che in ogni suo intorno, U x &
limite inferiore di R, , ¢ quindi esistono infiniti punti in cui R, ; dilferisce da esso
tanto poco quanto si vuole. In altre parole, o esistono due valori h, e k, diversi

da zero (0, <h , k,<k) tali che R =1, oppure esistono due valori h, e
= = hyk,  hjk

k, (uno dei quali o anche ambedue potranno essere uguali a zero) tali che, preso
6 piccolo a piacere, vi siano due numeri @, e $, non al arbitrio ma diversi da
zero e inferiori a numeri di piccolezza arbitraria, in modo che si abbia

| ! =1 g
() Rhﬁ"c ) Byt h,k +

con : conveniente, ma minore di ¢ — essendo sempre (h, + &, , k, + 8,) un punto
del campo nel quadrante (+ +) che si studia.

Consideriamo ora il limite inferiore dei valori che R, ; prende nel solito qua-
drante quando k ¢ fisso ¢ h prende tutti i valori compresi fra 0 ed I (0 escluso,
I incluso), e indichiamolo con l', (,; s'intenderd facilmente il significato che avranno
i simboli analoghi Vg xy L'y () » L',k Allora Uy o) non decresce quando h tende
a 7cro: quindi per h=0 esso tende ad un limite che indico con I'g ) (*); ¢ ana-
logamente per V', , ecc. Sard evidentemente sempre t’h > per k, < k.

N v(ko): h,k =

Allora, se il punto (I, k,) di cui si & parlato & tale che in esso Rh l

1]
wky BE,
prenderd in esso R, , il valore minimo di tutto il rettangolo hk ; e quindi anche
U ¢ uguale ad esso, cioé

h.(ky) :

’ — -
Uty = Rh| kT e

Se questo non avviene , consideriamo R . Sulla retta y=1F, + 8,

Bty By + 6y

(*) Nella mia Nota citata adoprai altri simboli per questa quantitad: ho sostituito
questo per maggior chiarezze.
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(su cui si trova il punto, (h, + a, , ky + 2,) nel quale si considera ora R, ,) pren-
dimno la quantitd indicata con U’ , ; essa intanto, come limite inferiore
L, (kl + Be)

di certi valori di Ry, ; fra i quali comparisce Rh, Fag Ry 4B, ci di

v . <R ;
h, (k, +8) < hy+ 2y Ky +£4

ma insieme, essendo (I, +4 @, ,%,+ @,) un punto del rettangolo hk, dev' essere
lk,(k,+,s,)3lh,k’ onde sard

> U

lh~(k|+ﬂ|)— h’k;

R >
B+ a3y, By + By —
ciod, a causa della (1), sard in tutti i casi

v >U > U
PR WP R L) O )

con s piccolo a piacere, purché si prenda convenientemente §, , il quale del resto.
anche fissato arbitrariamente o, si pud stabilire che sia minore della grandezza,
che pia ci piace. Quosta formula si riferisce anche al caso in cui

— = .
AT T b WS
basta porre in essa £, =0 e quindi ritenere k, diverso da zero. Essa vale qua-
lunque siano h e k purchd comprese ncl rettangolo hk: e le si pud dare la forma:

(2 tls,k=lh,(k,+ﬂ,)_n con n<o.

Essendo ora I, () il limite preso per h=0 di I 4, ne viene che per ogni
k, fissato ¢ piccolo a piacere, si trova un valore u, dipendente in generale da k,
¢ sullicientemente piccolo, tale che per ogni i <, purchd diverso da zero, si
ha in valore assoluto ed anche in segno (essendo 'y () > Vpw)

G
oy d
o, — Unymy < e

S¢ di pid la quantitd Voy ha un limite per k=0, e questo & A, ne viene
the si troverd un valore v sufficientemcnte piccolo, perché per k<v e insiemne
diverso da zero, sia in valore assoluto ,

, ¢
[’A = lwl < i

VOL. XXVI i
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Se @ in particolare non dipenderd da k, cio# sard lo stesso qualunque sia &
purche 'minore-di'v;-'allora sommando lec due relazioni precedenti si deduce che
fissato @ piccolo a piacere, si possono determinare due numeri g e v in modo che
presi i ¢ B comunque, purché 0 <h<u , 0 <& <y, si abbia in valore assoluto,

-}
[r\ - ",k,(k)] < é .

g

Ma dalla (2), preso per o il valore 3

e scelti 2 e & dentro i limiti p e v 8i ha

A-U k=A—t’ conn<—°,

Bt +6) T

¢ quindi sard in valore assoluto, se A< ,R<v,
[A - l',,‘,‘] <6

dipendendo p e v da o, ma essendo % e & comunque presi, purchd rispettivamente
minori di essi. Se ne deduce che il limite di 'y , per h=0, k=0 & A, ma d'altra
parte il suo limite & X', quindi sard

A=0.

Vale a dire che se esiste il lim Vo,w © Vs, tende verso Uy, uniformemente ri-
=0 ’ 4] .,

spetto a &, cio¢ in modo che per tutti i valori di 2 minori di v basti prendere h
minore di un medesimo numero p perchd esso differisca dal limite corrispondente
meno di 6, sard

lim Vo gy =\,
o Lo,

Del pari, ammesso che siano soddisfatte le analoghe condizioni per L'y ), si di-
mostra che

lim L'O,(h) =A.

E siccome dall'essere uguali o disuguali gli estremi oscillatorii dipende l'esistenza
o non esistenza della derivata totale, concluderemo che supposte verificate le con-

dizioni poste per I'y ), L'g ), 12 derivata totale esiste o no secondoché sono o
non sono uguali i due limiti

’1;!2 Vo, Lng L's, -

Volendo occuparei «delle funzioni che amnettono le derivate miste, supponiamo
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ora che la nostra funzione ammetta la derivata prima a destra rapporto ad «, in
tutli i punti dell"intorno (0, &) del punto O sull’asse y (0 incluso) ¢ la derivata
prima a destra rapporto ad y in tutti i punti dell'intorno (0, ) del punto 0 sul-
lasse (0 incluso). Avremo in tal caso che a forliori esisterd l;t_fo Ry k. che in-

dicheremo con R, ; per qualunque k preso nell'intorno anzidetto (2 > 0) e quindi
necessariamente i due limiti per 2=0 di Uy 4o L'y ), ciod g ) » L'y ), 80DO
per ognuno dei valori accennati per k uguali fra loro ed uguali al valore di R, ;;
onde Vo x) € L'g  hanno un limite o no secondoché lo ha o no Ry, per £=10:
¢ quando lo hanno ¢ lo stesso per ambedue ed & questo lklgl) Rox - Ma quando

csiste la derivata seconda mista (+ +) 52}% , €ssa & uguale a liHn} Ro,x5 quindi se
oY
oz 0y
l'y ) verso s o) saranno uguali gli estremi oscillatorii ed esisterd la derivata to-
tale: ed allora per il teorema citato in principio del paragrafo, esisterd anche
2
a: gy' Dunque : .
¢« Limitandosi alle funzioni f(x,y) che ammettono le due derivate prime in
« intorni del punto (0,0) presi sugli assi, se in quel punto esista la derivata se-
¢ conda mista (+ +) ai% (o I'altra a;—'arw e se ha luogo la convergenza uniforme
o di ¥y verso Uy ), esiste la derivata totale, ed esiste anche I'altra derivata
« msta che & uguale alla derivata totale e alla prima derivata mista — cioé & pos-
« sibile I'inversione delle derivazioni ».
4. Vediamo ora come si possa trasformare la condizione dclla convergenza in
ugual grado di I, ) verso 'y e di L', 4 verso L', 4.
Si & visto che, nel caso a cui si & detto di porre speciale attenzione, quello
cioé in cui la funzione nostra anunetta in intorni di (0, 0) presi sugli assi delle
® e delle y le derivate prime rispettivamente rapporto ad y e ad x, si ha:

nel punto (0, 0) esiste e se ha luogo la convergenza in wgual grado di

l'altra derivata mista e sard uguale a

lim R, s =Ry =Voy=L'0.ty »
ek = o,k = Lo, (1) = Lo

laonde le condizioni di convergenza uniforme si possono scrivere cosi:
(3) Ro.k bt l'h.(k) <0 ' L,h,(k) - Ro,k <6

quando h < 2 e k qualunque purch® minore di v, con p e v convenienti. Ma
"m, » L'y, S0no appunto i limiti inferiore e superiore dei valori di R,, quando
k & fisso ad h variabile ; per cui dico che quelle condizioni equivalgono all’ altra
che R, , tenda al suo limite R,, uniformemente per k <v. Infatti se avviene que=
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st’ultima circostanza vuol dire che si ha in valore assoluto, per h<p, k<y,
&) [Roa—Ryul<o

onde ¥y 4y . L'y iy per h <, k<v non possono differire da R,y pitt di 20; e
viceversa se le (3) sono soddisfatte, siccome Uy 4y <Ry <1/, ). sard vera a for-
tiori in valore assoluto la (4). La nostra condizione di convergenza in ugual grado
si cambia quindi nell'altra che la differenza fra R, , e R, deviessere minore di o
per qualunque h < @, qualunque sia k, purché minore di v, essenlo p e v scelti
convenientemente ; ossia che quella differenza dev’ essere minore di ¢ per tutti i
punti interni ad un certo rettangolo wv. Pud quindi concludersi :

« Per le funzioni che ainmettono la derivata prima in intorni del punto (0,0)

« presi sugli assi, se nel puato stesso esista una delle due derivate seconde miste
3

9 . -
¢ p. es. %gy ¢ se allora R, , tende uniformemente al suo limite Ry, per &
« sufficientemente piccolo, esistono la derivata totale ¢ I'altra derivata mista, e tutte
« queste derivate sono uguali, cioé & possibile I'inversione delle derivazioni ».

*f
oy ox

S’intende che se si sapesso esistente dovrebbe R, ; tendere uniforme-

mente a R, ,.

8. Supponiamo ora reciprocamente esistente la derivata totale nel punto (0,0).
Allora, sempre riferendosi a funzioni che ammettono le derivate prime, per il teo-
rema citato in principio del § 3 esisteranno ambedue le derivate miste - che oltre
a ¢id saranno anche uguali fra loro. Dico inoltre che & verificata la condizione
dclla cunvergenza in ugual grado di R, , verso R, . Infatti esiste intanto questo
Linite Ry a causa dell'esistenza delle derivate prime di f(x,y) rispetto ad .
Esistendo la derivata totale deve esistere il limite di R, quando h e k tendono
a zero in un modo qualunque, anche se tende a zcro primna I e poi k o viceversa.
Se questo limite & C, dev' essere quindi C =lim R, , =lim R, . Cid vuol dire che

k=0,k=0 =

si possono trovare due valori m, e v, tali che per h<p, e k<v, sia in valore
assoluto

[C—Ruxl< %

ed un valore v, tale che, per k <v, sia, pure in valore assoluto,
]
[C—Roxl < 3

con ¢ preso in precedenza piccolo a piacere. Indicando quindi. con v, il minore
dei due numeri v, e v, avremno, sottraendo le precedenti disuguaglianze . che per
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h<py,k<v, sard sempre in valore assoluto

[Rox —Rppl<o

che & la condizione (4).
" Possiamo quindi concludere :

« Considerando le funzioni che in tutto un intorno (0, z) del punto 0 sull’asse
delle o (gli estremi inclusi) ammettono la derivata prima rispetto ad y, ed in
tuito un intorno (0, k) del punto 0 sull’asse delle y (gli estremi inclusi) la de-
rivata prima rispetto ad x, la condizione necessaria e sufficientc perchd esse
ammettano la derivata totale (finita) ncl punto (0,0) & che esista nel punto
(0,0) una delle due derivate seconde miste e che il rapporto incrementale R, ,

a2 | a a M

« tenda al suo limite Ry, (se esista la derivata - 0 R, , se esiste |'altra

orf

ox 9y
2

« 3_30%:) uniformemente per B <v con v convenientemente piccolo ».

a Con queste condizioni si ha di piu che esiste anche I'altra derivata seconda
« mista ed & uguale a quella data, ciod & possibile I'inversione delle derivazioni ».
2

ox oy

che 1a convergenza uniforine di R, ; verso R,; si verifichi a destra e a sinistra

di 0 sull'asse delle 2 per k minore di v solo in valore assoluto, cioé sia una con-

vergenza uniforme nell’ intero rettangolo ®x =p , 4 =—p,y=v,y=—v, allora

evidentemente si ha cosi la condizione necessaria e sufficiente per Fesistenza della
derivata totale ordinaria.

Se si chiede che esista nel punto (0, 0) la derivata mista ordinaria

e

. ' . N orf C
6. Se supponiamo che la derivata secom}a woy’ che noi indicheremo con

[y @>Y) esista non solo nel punto (0,0) ma in tutto un intorno di questo
punto , nel quale intorno chiederemo solo per ora che sia determinata e finita,
allora, essendo

PR =10,8) (0,0 -0, 0
h

h
Ryx = 7
sard
. '30|h - '0!0 "
Bog=lim Ry, = L0 B=LC D 0,

dove k, & un conveniente valore intermedio fra 0 e k. Ponendo pol :

f(w,y-i-k)—f(w,y)=9(w,y,'k).
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la funzione ¢ (x, ¥y, k) ammette le derivate pritne e seconde finché le ammettono
f(@')'y +®)Oe f(@'/y). Allora, esistendo la derivata prima di f(x,y) rispetto ad o
in tutto un intorno di (0, 0), in particolare sull’asse y fra 0 e &, sard

o + hyy,k) — o(2,Y,k)
h

=@ @+ N, Y B =f@+ W, y+k) =[x+ 1 ,y)

essendo &' un conveniente valore compreso fra 0 ed h. Ma poiché

R R
h

Rh,k =

sara anche

R _ @y 0,R) —¢(0,0,k) £ (V,k)—f(h,0)
hok = hek - R ’

Di qui si rileva
Ryw="F"z (W, K con 0<k <k,
La quaotitd R, ,— F, x sard quindi ora uguale ad

f,,z'y(o , k,) — ";p,y(h' , kl) ;

e per l'esistenza della derivata totale basterd che essa tendaa zero uniformemente.
Se ", (@ ,y) oltre esistere, come si & supposto, in tutto un intorne di (0,0) &
in questo punto continua assolutamente, vuol dire che preso ¢ piccolo a piacere,
devono esistere due valori 2 e v tali che per i<y, k<v la dilferenza fra due
qualunque dei suoi valori deve essere minore di 6; quindi la differenza precedente
per 2 < & minore di ¢ per tutti i valori di k& <v, ossia & soddisfatta la richiesta
condizione di convergenza in ugual grado. Lo stesso accadrebbe se la derivata se-
conda mista senza esser continua nel punto (0, 0) avesse in quel punto una dis-
continuitd di quelle che possono togliersi cambiando il valore nel punto — fosse
ciod tale che esistesse il limite di [, ,(h, k) per h e k tendenti comunque a zero,
na non fosse uguale a f'; (0, 0) - Nell'uno e nell'altro di questi duc casi sono
soddisfatte tutte le condizioni richieste dal teorema precedente, onde si pud con-
cludere :

« Se si ha una funzione f(»,y) che nezli intorni del punto (0, 0) situati sugli

« assi & ed y ammette le derivate prime rispettivam:nte rapporto ad y ed «, e
« in un intorno rettangolare che comprende il punto (0, 0) all'interno ammette
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« determinata e finita una delle due derivate miste che nel punto (0, 0) & anche
¢ continua, o ahneno ha'unx discontinuitda che pud togliersi cambiando il valore
¢« nel punto, la funzione in quel punto ammette la derivata totale e l’altra derivata
¢ mista ed & possxbxle I'inversione delle derivazioni ».

Questo teorema & simile ad uno gid noto (*) che di condizioni sufficienti per
Jinversione delle derivazioni; ma & alquanto piu generale, non chiedendo che sia
fin da principio verificata la continuitd di una delle due derivate prime, e non
esigendo la continuitd di quella delle derivate miste che si sa esistere , ma solo
lesistenza di un limite per i valori di questa derivata mista quando h e & tendono
a zero. Di pia il nostro teorema prova che, quando sono soddisfatte le condizioni
espresse in esso, esiste anche la derivata totale che & uguale a ciascuna delle due
derivate miste.

Queste condizioni peraltro non sono necessarie per 1’ esistenza della derivata
totale, e nemmeno per la sola possibilitd dell’inversione delle derivazioni.

1. Le considerazioni esposte mettono in chiaro come possono esistere funzioni
dotate di derivata totale e prive di derivate miste, e del pari funzioni che hanno
le due derivate miste uguali ¢ non hanno derivata totale.

Le funzioni della prima specie devono essere tali da non ammettere in intorni
del punto (0, 0) situati sugli assi ambedue le derivate prime ; giacchd, se le am-
mettessero ambeduc, esistendo la derivata totale s'é gia visto che dovrebbero esi-
stere le due derivate miste ed essere uguali, contro I'ipotesi. Un esempio & quello
gid citato al § 9 della mia Nota, della funzione

fl@,y)=9@) +d(y)

dove @(x) e ¢(y) sono funzioni che non hanno e derivate rispetto a quelle varia-
bili da cui solo dipendono. Cid fa si che mancano le derivate iniste, in tutti i
punti, mentre la derivata totale esistc ed & uguale a zero in tutti i punti. Se in-
vece p{x) non ammettesse derivata rapporto ad x, e ¢(y) I'ammettesse rapporto
ad y, allora la derivata totale sarebbe ancora zero in tutti i punti, la derivata

mista man-

of . X 0
o esisterebbe e sarebbe uguale a zero, mentre la derivata woy
cherebbe sempre.

Un esempio di funzioni che soddisfano alla seconda condizione & la funzione

che per =0,y =0 & uguale a 0, e negli altri punii & data dalla formula

= Tt ang 7
f(@ «y) = y*arctang v + aarc tang ©

(*) V. Dini, Lezioni di Calcolo Infinitesimale.
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dove per arctang si prenderd sempre I'arco positivo o negativo che ha il minore
vitlore'assoluto.Clafatti ' &, nel punto (0, 0),

It arc tang :-: + h* arc tang ,F—: arc tang (;:) are tang (%)
hk - (’_l) ¥ (E‘)
Rk h

e quindi il limite per k=0, =0, quando h e k vanno a gero cowmunque, non
esiste : e basta a provarlo il supporre che i e & vadano a zero insieme in modo
che h =k, oppure in modo che A =k?; giacchd nel primo caso si ha:

Ryix=

Rupx= :—; costante

e nel 2° caso
arc tang!
3

arc tang k
Rpx = £

TR

che per 2=0 tende ad 1.-Esistono invece lc due derivate miste e sono uguali fra
loro, essendo 1 il loro valore comune.
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SU DI UN TEOREMA SUL CALCOLO SIMBOLICO  ~ ~
NELLA TEORIA DELLE FORME BINARIE

NOTA
D1

ERNESTO PASCAL.

Scopo di questa breve Nota ¢ di dare, sotto un aspetto pil generale e pid
completo, la dimostrazione di un teorema sul calcolo simbolico delle Forme binarie,
che gid si trova aceennato per incidente in un altro mio lavoro (*).

In una recente opera comparsa contemporaneamente al mio lavoro (**), lo
stesso teorema si trova enunciato e dimostrato in un modo diverso. Mi pare che
con questa mia dimostrazione si penetri pit addentro nell'intima natura della qui-
stione.

La estensione alle Forme ternarie del teorema che forma l'oggetto di questa
Nota si trova in un recente lavoro di Study (***); la sua estensione poi alle
Forme ennarie si trova in un mio recentissimo lavoro pubblicato nei Rendiconti
dei Lincei. .

Indichiamo con a,b,c,d, ... altrettante serie di coefficienti di Forme bi-
narie lineari, e con @ ,y,z,t,... altrettante serie di variabili. Per brevita, chia-
meremo le une e le altre elementi, e allora & noto che fra quatiro elementi qua-
lunque (siano tutti coeflicienti, o tutti variabili, o alcuni coeflicienti e altri varia-

(*) Su di un nuovo simbolo nella teoria delle Forme binarie a due serie di va-
riabili. Rendiconti della R. Accademia di Napoli.—1887.

(**) Gordan's Vorlesungen uber Invarianientheorie, von Kerschensteiner
pag. 182, 1l ragionamento di pag. 14 non ha nessun rigore come osserva in una
nota lo stesso Autore.

(***) Math. Ann. Bd. 80, s. 120,

VOL, XXVI.

(3]
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bili) esiste sempre una relazione d’identitd, la quale secondo i diversi casi piglia
le'seguenti’'espressioni :

(ab) (cd) + (be) (ad) + (ca) (bd) = 0
(@bye, +(bc)a, +(ca)d, =0
a; b, — @a,b,—(ab)(@y)=0
a, (yz) + a,(zx)+ o, (xy)=0

() (yz) + (y!) (zx) + (3t) (wy) =0

Si abbia ora una funzione di un certo numero di elementi, e composta di un
aggregato di prodotti di determinanti binarii del tipo (ab) o (xy), e di fattori li-
neari del tipo a,. Dico che se tale funzione & identicamente zero, deve potersi
ridurre ad un assieme di termini ciascuno dei quali contenga come fattore I'identita
zero corrispondente a quattro certi elementi, di cui tre son fissi per ciascun ter-
mine e il quarto muta da termine a termine. Naturalmente la funzione si intende
omogenea in ciascuno elemento.

Supponiamo in primo luogo che nella Funzione vi compariscano solo quattro
elementi, che potremno supporre, per fissare le idee, tutti quatiro coellicienti.

Allora la funzione sard un assieme di termini ciascuno del tipo

(ab))‘ﬂ (aC))‘” (ad))‘“ (bc))‘u (bd)x“ (cd))‘u

dove per tutti i termini dovra aversi

Agp + Mg+ Ay, =cost. = a
Agy + Agg + Mgy = cOst. = B
Agy + Aga + Ay = cOBL. =Y
Ay + Mg+ 243 =cost. =&
da cui si ricava:
(M= Ag) + (A gy — Xyy) = cOSE.
(Ags = Agq) = (\yy — Ayy) == coSL.

e cosi altre analoghe.
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Onde si ricava che
g l,. bt Aa‘ = cost.
ll’ -_— )g‘ = COSt.

A" - A’s = OOSt.

Epperd, éupposto, per flssare le idee, che queste tre costanti sono tutte po-
sitive, si ha che tutti i termini hanno per fattore comune
(ab))‘ﬂ-."u (ac)"‘u")'u (ad)lu')‘:s

che si pud dunque trascurare, e resta una funzione che sard anche zero, ma dove
perd gli esponenti di

(ad) e (cd)
(ac) e (bd)
(ad) e (be)

sono rispettivamente eguali.
Poiché Yespressione che consideriamo & omogenea rispettivamente in

Gy, 0y 5 byyby 5 €40 5 dy,dy,

si pud dire che, in tutto, in essa vi compariscono solo quattro variabili indipen-
denti, che potremo chiamare a, b, ¢, d.

In luogo delle due variabili ¢, d posso allora introdurre le altre due A , B,
legate alle prime dalle relazioni :

(ac) (bd)=A
(ad) (bc) =B

M

¢ in tutta I'espressione in luogo di ¢, d dovremo porre i loro valori in funzione
di A,B,a,bd.
Perd poiché tutta la Funzione risulta solo di termini del tipo:

[(ac) (bd) * [ (ad) (be) }* [ (ab) (cD)]',

cosl ci basta vedere che cosa diventa in funzione di A, B, a, b, la sola espres-
sione (ab) (cd).
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Scompariscono le altre due variabili @ , b, € resta solo
(ab)(cd) = A — B. @)

La Funzione deve dunque ridursi ilenticamente a zero facendo le sole appo-
sizioni (1), (2) . perché non abbiamo fatto altro che alle due sole variabili ¢ , d
sostituire le altre due fra loro indipendenti A , B.

Possiamo ancora dire, s¢ poniamo (ab)(cd) =C, che si ottienc una Funzione
razionale ed intera delle tre variabili A, B, C, ¢ che deve ridursi identicamente
a zero ponendo C = A — B, ovvero, che deve avere per fattore C — (A — B).

Poiche poi si vede che C - A + B non & altro che appunto che

(ab) (cd) + (be) (ad) + (ca) (bd),

si vede che & dimostrato I’ assunto. -

Supponiamo ora che la Funzione contenga pitt di quattro elementi, p. e. cin-
que. Per fissare le idce, possiano sempre supporre che due degli elementi siano
le due serie di variabili @,y. Applicandovi allora 1a nota formola fondamentale di
Gordan (*, la Funzione si riduce ad una serie ordinata secondo le potenze di
(y) ¢ di cui i coeflicienti sono polari rispetto al polo (y).

Ora se tutta la Funzione in @,y deve essere zero, dovrd essere zero ciascuna
Funzione su cui si applichi I'operazione di polare (**). E poiché ciascuna di queste
funzioni contiene adesso quattro soli elementi, cosl si applica il teorema dimo-
strato sopra, e si ricava che essa deve essere del tipo

[(ab)eg + (be) ag + (ca) by ] Q.

Dovendo poi su questa operare la polare di polo vy, si avrd che la Funzione
primitiva risulta infine di un assieme di termini di cui ciascuno o conticne per
fattore

(ab) e, + (be)ay + (ca) b,
ovvero
(ab)e, + (be) @y, + (ca) b,

Si vede quindi che la Funzione a cinque elementi potrd sempre ridursi ad un
assieme di duc termini di cui uno contenga per fattore 'identild zero corrispon-

'
(*) Mathematische Annalen, Bd, III.

(**) Clebsch. Th. der alg, Formen, pag. 18.
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dente a quattro elementi a, b, ¢, x, e Ialtro I'identitd zero corrispondente ai
quattro elementi @', b, ¢, v. '

Se invece di cinque elementi ve ne fossero pili, colla ripetuta applicazione
della formola di Gordan si giunge in generale al risultato che in tanti termini
pud scomporsi la Funzione quanto & il numero degli elementi meno tre.

Per rischiarare la teoria esposta svilupperemo un esempio, e propriamente lo
ricaveremo da quello che si trova a pag. 15-16 della citata Opera di Kerschen-
steiner.

Col metodo ivi seguito si decompone la Funzione

F=6,—G,/+G,— G,

contenente i cinque elementi @ , b, «, 8,2, in quattro termini, ciascuno conte-
nente per fattore una idenlild zero ; e se poi questi quattro termini si riducono
a due, & solo colla supposizione dell’equivalenza dei simboli @ , 3 ; a, b rispetti-
vamente, perché simboli di due cubiche. Noi invece col nostro metodo trasforme-
remo F direttamente in due termini ciascuno contenente un’identild zero come
fattore, indipendentemente dalla supposizione che gli elementi contenuti in F siano
simboli o quantitd effettive.

Per comoditd facciamo i seguenti mutamenti. Mutiamo

le variabili @ nei coelficienti ¢
i coeflicienti a nelle variabili @
i coefficienti g  nelle variabili Y.

Allora
G, = (ab) (bo)? (y)* a, a, G,’ = (ab) (ac)* (xy)* b, b,
G, = (ab)* (wy) a, by ¢, Gy’ = (ab)* (xy) a, b, ¢’

Sopprimendo il fattore comune (ab) (y) e seguitando a chiamare G i termini
rimasti, e applicando ad essi la formola di Gordan, si ricava:

Gy = (Y) (be)? e a’:c’

G,'= (@y) (ac)* A b
Yy
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Gy = (ab) { 3‘ 05 by 0.t + % (@y) 1!3’ [ay(be) + (ac) bz) ¢, + % (@y)* (ac) (be) }
1 1 '
G,' = (ad) { ;&’ 8z by C2" — 5 (2Y) 3 [a5(be) + (ac) bl ¢, + 5 (xy)* (ac) (be) }
indicando con A Toperazione di polare rispetto al polo y.
y

Onde raccogliendo :

F = (ab) (xy)* A (ab) c, [ (ac) b, + (¢b) a, + (ba) ¢, ] =
y

= (ab)? (wy)* ¢, [ (ac) by + (cb) a4y + (b@) e ] +
+(ab)* @y)* ¢z [ (ac) by + (cb) @y + (ba) ¢y ).
Passando inﬁne ai simboli primitivi si ha:

F = — (ab)X(2f)* {8, [(ba)a, + (aaMb, + (ab),] +a((bE)a, + (Ba)b, + (ab)3, 1.
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DEMONSTRATION ELEMENTAIRE
D' UNE FORMULE DE RAABE

PAR

M. LERCH

Docent & PEcole Polytechnique tchéque de Prague.

Considérons I'intégrale
[: 1gT (x + u) dc = F(u)

et supposons que u soit réel et positil.
Posant @ + u =z cette intégrale se change en

F(u) =[:rl logT'(z)dz

d’ol il suit la formule

d L Du+1)
| WF(u)—lg O Igu
dont on conclut
¢V} F(w)=C+ulogu —u,

C désignant la constante d’intégration.
On a évidemment

1
C=[olgr(w)clw;

la formule

I‘(w)l‘(l—w):tﬂTﬂKE;
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nous donnera
L] 1 ]
[o Igr(x) dx =1g=n -/o 1g sennx dow — [o Igrd — o) de

et puisqu’'on a
[} L]
/olgl‘(i —w)dw:[olgl‘(w)dw
il s’en suit
2f] lgr (@ dw=1gx - [ g sinww dz=Ig2n

de sorte qu'on aura enfin

C=

DO| =
o5
no
A

En substituant cette valeur dans la formule (1) il vient

() /;lgl‘(w-r u)dw:ulgu—u+%lg2rc.

* Cette formule a été donnée par Raabe et démontrée de plusieurs maniéres
simples que la précédente.

moins
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SULLE FORME DI TERZO GRADO GENERATE
DA DUE FORME ELEMENTARI PROIETTIVE

di primo e di secondo grado di un piano o di una stella
DEL

Dott. LUIGI CERTO.

Occupato in altra investigazione, ebbi bisogno, per proseguirla, di studiare
la materia che & oggetto di questa Nota, ¢ intorno alla quale non vi & pubblica-
zione di sorta, se si tolgano le nozioni contenute ncila Geometrie der Lage di
Reye (*); mentre che per due forme elementari proicttive di secondo grado, o
di primo e di secondo grado, in posizione gencrale, vi sono, oltre le nozioni con-
tenute in quest’opera, due particolari lavori, I'uno di Benno Klein (**), I'altro
di Jottes (***).

Pubblico i risultati di quello studio occasionale, con la speranza ch’io possa
riprendere la trattazione dell'argomento in generale e¢ in modo completo.

Il lwogo del punlo d’inlersezione di L’ inviluppo della. rella congiungente
due raggi corrispondenti in due fusci | due punti corrispondenti in due pun-
proteltivi di raggi, l'uno di prima clas- | leggiate proiellive, l'una di primo, ! al-
se, Vallro di scconda, e siluati in uno | lra di secondo ordine, e posle in uno
slesso piano, ¢ una curva di terzo or- | sltesso piamo , ¢ una curva di lerza
dine (****). classe (****).

Il luogo della retia d’inlersezione di | L' inviluppo del piano che contiene
due piani corrispondenti in duc fasci | due raggi corrispondenti di due fasci
proieltivi di piani, U'uno di prima clas- | proieltivi di raggi, l'uno di primo or-
se, V' allro di scconda, e apparlenenti | dine, Uallro (costiluente un cono) di se-
a una slessa slella, é un cono di terzo | condo ordine, e apparienenti a una me-
ordine. desima slella, & un cono di teraa clusse.

(*) Erste Abteilung, eilfter Vortrag, 1877. :
(**) Ueber die geradlinige Fldche 3. Ordnung und dercm Albildung auf einey
Ebene, 1876,
(***) Die Raumcurve 4. Ordnung 2. Species synthetisch behandelt, 1888,
(****) Cfr. Reye 1 c. pag. 109, ' B
VOL. XXVI. 0
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Difatti: (primo, teorema a sinistra), sieno (a) (b) rispettivamente i fasci dati
della prima e della seconda classe, ed (A) (B) le punteggiate nelle quali quei fasci
sono segati da una retta arbitraria r del piano. Ad un punto A,” = a,'r di (A) cor-
risponde il punto B, =b,r di (B); ma da B, esce un secondo raggio b," di () ¢
il raggio a,” corrispondente in (a) determina un secondo punto A,” =a,”r della
punteggiata (A), il quale anch’ esso corrisponde a B,. Sicchdé le punteggiate so-
vrapposte di primo ordine (A) (B) sono in corrispondenza (2, 1); e perd, pel prin-
cipio di corrispondenza di Chasles (*), hanno tre punti uniti, che sono i punti
ove r sega la curva generata dai fasci (a) e (b).

Questa curva, che chiameremo percid K3, si pud agevolmente costruire, quando
son date tre coppie di raggi corrispondenti a, b, a, b, asb; dei due fasci (a) (b).
Difatti , segando questi fasci rispettivamente con una retta arbitraria s condotta
pel punto a,b, e con la b,, si otterranno due punteggiate rettilinee prospettive
(P) (Q), determinate dal punto unito a,b,=P, =Q, e dalle coppic di punti corri-
spondenti Py =sa, Q,=0,b,, ¢ Pg=8a, Q;=0b,b,. Quindi si trova subito di un
punto P; in (P) il suo corrispondente Q; in (Q), e non resta che a condurre per
questi punti rispettivamente i raggi a;b; nei fasci (a) (b), per oltencre un punto
a,b; di K3.

2. Le coppie come A, A," costituiscono una involuzione quadratica di punti
sulla trasversale r. Sieno M N i punti comuni a r e alla conica C? inviluppo o so-
stegno di (b). I due raggi b'b" di (b) uscenti da M sono coincidenti in un sol
raggio m, e i due raggi a'a'” corrispondenti in (a) coincideranno anch'essi in un
raggio e; e il punto E =er sard un punto doppio dell’ involuzione (A’ A”). Analo-
gamente si troverd, partendo da N, il secondo punto doppio F.

Se la r & un raggio a,’ del fascio (a), ad ogni punto di r, considerato come
punto B; della punteggiata (B), corrisponde in (A) il centro del fascio (a) contato
due volte, come punto A, e come punto A.”.

E in particolarc, a questo centro pensato come punto B, di (B) corrisponde
n (A) sé stesso contato due volte, come punto A,’ e come punto A,”. Al raggio
r=a," di (a) corrisponde un raggio b, in (b); il quale seghi » nel punto B,. Da
B, esce un secondo raggio b, di (b), cui corrisponde un raggio a,” in (a). E dei
raggi a,’a,” il primo ha con r tutt’i puntiin comune, il secondo sega r nel centro
di (a); ciot dei punti A,’A,” il primo & indeterminato sulla », il secondo ¢& il
centro di (a). La involuzione (A'A”) & degencrata in una involuzione impropria ,
ove i due punti doppii E F coincidono nel centro di (1), e i loro corrispondenti
nella punteggiata (B) sono con essi coincidenti; e tutte le coppie son costituite
da questo centro come punto A’ ¢ da un punto arbitrario di » come punto A”.

(*) Comptes rendus de 1'Académie des sciences, 27 Juin 1864 T. LVIII, p. 1175,
Clebsch-Lindemann Vorl, u. Geom, 1876 p. 210.
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Dei tre punti uniti delle punteggiate (A) (B) sulla r, due coincidono col centro

di (a) e il terzo & By::Dunque:

La curva generala del lerzo ordine
ha nel centro del fascio di prima classe

un punio doppio.

Il como generalo di terzo ordine ha
una generatrice doppia nell'asse del fa-

scio di prima classe.

La curva generala di lerza classe ha
per tangente doppia la base della pun-
teggiala di primo ordine.

Il cono generalo di terza classe ha un
piano tangenle doppio mel piano del fa-
scio di primo ordine.

3. Si prenda per trasversale r uno dei due raggi di (a) corrispondenti ai due
raggi comuni ai fasci (a) (b). Il punto B, dell'Art. precedente viene allora a coin-
cidere col ccntro di (a), e quindi tutti e tre i punti uniti delle punteggiate (A)
¢ (B) sulla r sono coincidenti nel centro di (a). Dunque :

Le due langenli della curva generata
di terzo ordine nel punio doppio sono
quet raggi del fascio di prima classe
che corrispondono at due raggi del fa-
scio di seconda classe apparienenti an-
che al primo fascio.

I due piani tangenli nella generalrice
doppia del cono di terzo ordine sono
qguei piani del fascio di prima classe
che corrispondono ai piani che il fa-
scio di seconda classe ha in comune
con quello di prima.

I due punli di conlatlo della tangente
doppia colla curva generala di lerza
classe sono quet punit della punteggiala
di primo ordine che corrispondono ai
due punli che la punleggiata di secondo
ordine ha in comune con quelle di
primo.

Le due generatrici di conlatlo del pia-
no langenle doppio col cono di lerza
classe sono quei due raggti del fascio di
primo ordine che corrispondono ai raggi
che il cono di secondo ordine ha in co-
mune col fascio di primo ordine.

4. La trasversale r sia un réggio b’ del fascio (b). Da un punto B di essa

esce un sol raggio variabile b” di (b), cui corrisponde un raggio a” di (a). I
raggi a” b” disegnano sulla r due punteggiate proiettive sovrapposte (A”) (B).
Quindi i tre punti di intersezione di r con la curva K3 sono il punto A'=a’b" e
i due punti uniti delle punteggiate (A") (B).

Se A'=a't’ ¢ un punto comune alla conica C* e alla cubica K3, e b" & i
raggio del fascio (b) infinitamente vicino al raggio b/, saranno i punti B = b'b" ed
A" =b'a" infinitamente vicini ad A’; ciod uno dei punti uniti delle punteggiate
proicttive sovrapposte (A”) (B) sard infinitamente vicino ad A’. Dunque nei punti
comuni alle C* K?® queste curve si toccano; sicché in generale :

La curva generala di tcrzo ordine &
tritangente alla conica inviluppo o so-
slegno del fascio di raggi di seconda
classe.

Il cono generalo di terzo ordine & {ri-
tangente al cono inviluppo del fascto
di piani di seconda classe.

La curva di lerza classe & (rilangenle
alla conica base della punleggiala di
secondo ordine.

Il cono generato di lerza classe & iri-
tangente al cono di secondo ordine.
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3. Supponiamo che i fasci (4) (b) siano situati in modo che un raggio a,’ di
(@) coincida,col| corrispondente b, di (b), ciod che vi sia un raggio unito u=a,'=b,’.
La cubica generata K® si spezza allora in quel raggio u e in una conica K? che
passa pel centro di (a) ed & bitangente alla conica C:. Il punto dove u & toccata
da C? e quello ove & segata dalla corda comune di contatto delle C* e K* divi-
dono armonicamente le tangenti comuni a C* e K?, e anche la conica K* (*).

Dunque :

La curva generata da due fusci pro-
icltivi di reggt di prima e di seconda
classe di uno slesso piano, che abbiano
un raggio unilo, si compone di queslo
raggio ¢ di una conica che & bitun-
genle alla conica sostegno del fascio di
seconda classe e che passa pel ceniro
dell'altro fascio, ove h per tangente il
raggio . del fascio di prima classe, cor-
rispondenie al raggio comune ai due
fasci diverso dal raggio unilo.

Il cono generalo da due fusci proiel-
livi di piani di prima e di scconda
classe di una slessa stella che abbiano
un piano unilo, si compone di queslo
piano e di un cono di secondo grado
che ¢& bitangenie al cono soslegno del
secondo fuscio e che contliene lasse del
primo, dove ha per piano (angenle quel

La curva generata da due punleg-
giale proieltive di primo e di secondo
ordine di uno slesso piano, che abbia-
no un punlfo wnilo, si compone di que-
slo punto e di una conica che & bilan-
gente alla conica base della punteggiala
di secondo ordine ed & langenle alla
rella base dell’altra punteggiata nel pun-
to, della punleggiala di primo ordine,
corrispondente al punio comunec alle
due punleggiate diverso dal punto -
nilo.

Il cono generalo da due fasci proiel-
tivi di raggt di primo e di secondo or-
dine di una slessa stella aventi un rag-
gio unilo, si compone di queslo raggto
e di un cono di secondo grado che é bi-
tangenle al cono base del secondo fascio
ed & langenle al piano del primo nel

| raggio, del fascio di primo ordine, cor-

piano . del fascio di prima classe, cor- | rispondente al raggio comune ai due

rispondente al piano comune ai due
fasci diverso dal piano unilo (**).

fasci diverso dal raggio unilo.

6. Se la proiettivitd fra’ duc fasci (a) (b) & tale che tutt’ e due i raggi comuni
ai due fasci corrispondano ciascuno a s& stesso, cioé siano due raggi uniti u,u, ,
la R? si spexza nei due raggi w, u, e in una retta K' la quale & anch’essa un

raggio di (b).

Estendendo la definizione di forme prospettive a due forme elementari
proiettive di primo e di secondo grado di cui due elementi corrispondenti varia-
bili determinino I'elemento variabile di una forma elementare di primo grado, pos-

siamo dire che:

(* Cremona, El. di Geom. proj. n. 145 e 132,

(**) Cfr. Reye 1. c. pag. 112.
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Due fusci proiettivi di raggt di prima
e di seconda classe'in\uno'slessoCpiano
se hanno due raggi unili sono prospel-
tivi e Vusse di prospelliva & un raggio
del secondo fuscio (*).

Due fasei proietlivi di piant di pri-
ma e di seconda classe in una slessa

stella se hanno due piani unili sono .

prospellivi e il piano di prospelliva é
un elemento del secondo fascio.

(*) Cfr. Reye 1. ¢. pag. 110,

Due punteggiate proietlive di primo
e di secondo ordine in uno slesso piuno
s¢ hanno due punli unili sono prospet-
tive e il cenlro di prospelliva ¢ un punio
della seconda punteggiata (*).

Due fasct proietlivi di raggi di pri-
mo ¢ di secondo ordine in una stessa
stella se hanno due raggi unili sono
prospellivi ¢ U'asse di prospelliva & un
raggio del secondo fascio.
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SULL' N-AGONO INSCRITTO ISOCLINO

IN UN N-AGONO PIANO SEMPLICE DATO
PEL

Dott. LUIGI CERTO.

Mi proposi questo studio nello stesso tempo dell’altro correlativo, di cui diedi
brevissimo cenno in questo Giornale, vol. XXIII. E stavo per pubblicarlo, quando
mi accorsi che intorno al principale oggetto di esso s'era fermato lo Steiner (%),
e che recentemente Rudolf Sturm (**) aveva ampiamente illustrato quel Juogo
della trattazione di Steiner. La lettura di questi lavori mi riconsigliano vie me-
glio Ia pubblicazione integrale del mio.

L

1. E facile risolvere elementarmente il problema :

Dali ad arbilrio in un piano due punti A', A", e un (n—!)-lalero semplice
8, 85 .0 8y_9 8,4, coSlruire una linea poligonale A', A A,... A, , A, (A" in-
scrilla isoclina nel dato poligono, ciod tale che il suo vertice A; sia sopra la
retta a;, e le direzioni A\ A, , A A;,, dei suoi due lati che in a; si incontrano,
formino angoli eguali opposti con una stessa direzione o rispettivamente con le
due direzioni di a; ({=1,2,...,0—2,0—1).

Infatti basta costruire il gruppo di punti P,P,...P, ,P, ,, di cui P, sia il
simmetrico di A’, rispetto ad a,, e P, sia il simmetrico di P,_, rispetto ad g,

(*) Nei numeri 63, 64 della prima delle sne due memorie : Ueber Mazimum und
Minimum bei den Figuren in der Ebene , auf der Kugelfidche und im Rawume tber-
haupt, pubblicata, tradotta in francese, nel Giornale di Liouville, vol. VI, e nel Gior-
nale di Crelle, vol. XXIV, e, in originale, nelle sue G sammelie Werke, vol. II.

(**) Nella seconda parte delle Bemerkungen und Zusdlse zu Steiners Aufsdize
.aber Mazimum wnd Minimum, Journal f. d. reine u. angewandte Math,, Bd., 96.
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(i=2.3,....n-2,n-1); quindi costruire il gruppo di punti A,_, A, _, ... A;A,.
in modo che sia ‘A, =AY, P,y 0,0y, e sia A=Ay, Piea; (I=n--2,n-3,...,2,1).

1l problema & determinato e di primo grado (*).

La stessa linea poligonale inscritta isoclina pud ottenersi costruendo il gruppo
di punti Q,_, Qu_g..- Qs Q,, in modo che Q,_, sia il simmetrico di A", rispetto
ad a,_,, ¢ Q; sia il simmetrico di Q,,, rispetto ad a; (i=n-2,n-3, ..., 2,1);
quindi costruendo il gruppo A, A,... A, ; A,_, in modo che sia A,=A", Q,-a,, €
sia A, =4;_,Q;00; 1=2,3,....0—-2,n—1).

Se si costruiscono entrambi i gruppi di punti (P) e (Q), la linea poligonale
richiesta & formata dalle rette A’, Q, P, Q, PyQs . . . PuyQuy Pu_y A%
prese nell’ ordine in cui sono scritte.

2. Seisegmenti A, A, A, A, A;A;..., lati in senso stretto della linea poli-
gonale ora costruita, si fanno coincidere successivamente, il primo colla sua im-
magine rispetto ad a,, sulla retta P, A,; questa immagine e il secondo colle loro
immagini rispetto ad a,, sulla Py A,; queste due immagini e il terzo colle loro
immagini rispetto ad ay, sulla P;Ag; ecc.: si troveranno in ultimo trasportati
tutti quei lati sulla retta P,_, A”,, in modo che ciascuno sard adiacente al pre -
cedente e che, considerati come segmenti relativi (**), avranno per somma il seg-
meoto P, , A”,. Per comporre questa somma, si deve (partendo con un segno
arbitrario pel primo lato) prendere ciascuno degli altri lati con lo stesso segno
del precedente ovvero col segno opposto, secondo che sia riflesso ovvero rifratto,
cioé secondo che stia col precedente dalla stessa banda o da bande opposte della
retta g; sulla quale s'incontrano (***).

(°) Cfr. Baltzer, Elem. der Muth., Planim., 1883, § 6. 12: S8teiner. m,
c., 68, III, C, 8.9

Il problema : Descrivere il cammino che deve seguire in un bigliardo una palla
d'avorio, affinché partendo da un punto dato venga a passare per un altro punto dato,
dopo avere urtati alcuni lati assegnati del contorno supposto poligonale (Sannia e
D'Ovidio Elem. di Geom., 1886, prob. 12 degli Es. in fine del lib. 2.9 ; ovvero,
che torna lo stesso: Deserivere il cammino che deve percorrere un raggio luminoso,
che parta da un dato punto di una stanza prismatica di specchi (secondo umna dire-
zione contenuta nel piano condotto per quel punto perpendicolarmente agli spigoli la-
terali del prisma), e che si rifletta in determinate pareti della stanza , affinchd per-
venga ad un altro punto dato in quel piano; & un caso particolare del nostro, e ha
delle condizioni in piin da sodisfare, derivanti dalle particolari condizioni fisiche, sic-
¢hé non & sempre possibile.

(**) 8tolz, Vorles. u. Allg. Arith. I. Teil, 1885, V. Abschn., 7; Baltzer,
op.c., § 14, 1,
(***) 8teiner, m. ¢., 63, III, A; Sturm, m, c., §§ 19, 21 e 23.
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Se, si verifica sempre la prima ipotesi, la grandezza assoluta della somma sara
eguale alla'somma delle grandezze assolute dei lati, cioé sard il perimetro della
linea poligonale nel significato ordinario.

Facendo, in ordine inverso, la analoga ridvzione di quei lati sulla retta Q,A’,,
si ottiene la stessa somma, cio¢ il segmento A’,Q, sard eguale al segmento P, _,A''y;
perché la punteggiata descritta dai lati ridotti sulla retta A', Q, & eguale a quella
descritta sulla retta P,_, A”,.

Chiameremo, in tutt' i casi, perimelre della linea poligonale inscrilla isoclina
un segmento eguale a ciascuno dei segmenti P,_, A", A’; Q, assolutamente con-
‘siderati. '

Per ogni altra linea poligonale inscritta nell’ (n—1)-latero e terminata ai punti
A’, A", non ha Juogo la nozione del segno nei lati, perché, mediante le succes-
sive operazioni descritte innanzi, questi non si ridurranno sopra una stessa retta,
ma formeranno un contorno poligonale che avrd gli stessi termini del segmento
P,_, A", ovvero A', Q,; siamo dunque indotti a considerare questi lati come un
gruppo di segmenti assoluti, e a dare al perimetro il significato ordinario di somma
di lati assolutamente presi. E si ha il teorema:

Fra le linee poligonali che terminano agli slessi due punli ¢ sono inscrille
nell’ (n — 1)-latero, la isoclina & quella di pid piccolo perimelro.

II.

3. Proponiamoci adesso il problema (%) :

Dalo un n-agono piano semplice arbilrario, coslruirne un allro inscrillo
isoclino nel primo, ciod tale che abbia ciascun vertice ordinatamente sopra cia-
scun lato (retta) del primo, e abbia ciascuna coppia di lati consecutivi egualmente
inclinati a quel lato del primo sul quale s'incontrano (vedi § 1).

Chiamiamo a, 0, ... a,_, a, le rette ¢ V, V,...V,_, V, i punti costituenti i lati
¢ i vertici del dato poligono, in modo che sia a;=V,V;,,(i=1,2,...,m).

Di una retta ¢, del piano si costruisca la simmetrica r, rispetto ad «, ; della
retta r, si costruisca la retta r, simmetrica rispetto ad a,; ecc.; ¢ finalmente
'della retta »,_, si costruisca la retta »”, simmetrica rispetto ad a,,.

I piani rigati sovrapposti

) (™) () oo (Paey) (")

(*) Dal quale dipende I'altro: .

Tracciare in un bigliardo di contorno poligonale arbitrario il cammino che deve
percorrere una palla urtando in assegnate sponde con dato ordine, affinchd la palla
stessa lo possa seguire perennemente. Un analogo qneslto pub farsi circa il cammino
d'un raggio luminoso, eoc. (§ 1, nota), '
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descritti rispettivamente dalle rette r,r,vy.. .7, s, al variare della prima
" nel piano dato , 'sono',! cominciando (dal secondo, ciascuno simmetrico del prece-
dente rispetfo agli assi a, ay...a,_, @,

Dunque secondo che n & dispari o pari i piani rlgatn (ry) (r",) sono eguali
opposti o eguali direttamente (*).

Nel primo caso vi & in generale una sola retta unita r,, oltre la retta all’in-
finito. Perché la rete di coniche, i cui punti basi sono i punti uniti (**), & com-
posta delle iperboli equilatere che hanno un assintoto in comune (**®); e quindi due
dei tre punti uniti cadono nel punto all'infinito di questo assintoto, il terzo & il
punto all'infinito comune agli altri assintoti; e delle tre rette unite una & quel
primo assintoto, le altre due coincidono con la retta all’ infinito (****).

Quando si parta da questa retta unita r, come retta r',, ¢ solo allora, sard

1

¢ quindi I’ n-latero semplice che ne risulta, costituito dalle rette r, ry... 75, 1y,
prese in questo ordine, ¢ I'unico n-latero inscritto isoclino al dato.

Per costruire la retta r, basta trovare di due punti M' N’ del piano (r',) i cor-
rispondenti punti M’ N” del piano (") ; la retta congiungente i centri dei segmenti
M B” N' N"” sard la richiesta r,.

Nel secondo caso non v' & in generale nessuna retta unita reale, oltre la retta
all'infinito. Perchd la rete di coniche, i cui punti basi sono i punti uniti, & com-
posta dei cerchi che passano per uno stesso punto reale al finito; e quindi i tre
punti uniti sono questo punto e i due punti ciclici immaginarii all'infinito del pia-

(*) Ofr., anche per cid che segue in questo §, Felix Klein, U. sogenante
Nichi-Euklid. Geom., §§ 9 e 13, Mathem. Ann. IV.

(**) Standt, Geom. der Lage, n® 294 e Beilrage sur Geom. der Lagé, na-
meri 188, 801 ; Chasles, Mém. de Géom. in seguito all’Apéreu hislorigue, n. 488.

(***) Chasles, Propr. rel. au déplac. fini eto., n°® 42, 1°, Qomptes rendus, t. 51.

(****) Ofr. Schell. Theorie der Bewegung und der Krafie, 1879-80, II. T.,
Cap. I, § 7; Baltzer, op. c., § 7, 4, e anche § 12, 6 (dove la simiglianza si riduca
8d egnaglianza); Sannia e D' Ovidio, op. o., § 110; Magnus, Aufy. und. Lehrs.
aus der anal. Geom., § 18 ; Chasles, ultima m, ¢., n°® 86, 8° e n® 45, In questo
'ultimo numero v' & una inesattezza, non corretta nd osservata da Brisse nella sua
riprodugione illustrata (Journal de Liouville 1874.75) della memoria di Chasles,
ciod I'ssserzione che per due figure eguali inversamente uno dei due punmti uniti &
all'infinito ; infatti abbiamo visto sopra che invece ¢uit’' ¢ dwe i punti uniti somo al-
I'infinito,
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no; e le tre rette unite sono le rette immaginarie che congiungono il primo punto
con gli altri due, e la retta all’ infinito, congiungente questi due (*).

Dunque quando n & pari in generale non v & nessuno n-latero inscritto iso-
clino. Ma se in particolare i piani rigati (+',) (1’',) risultano omologici affini ed omo-
tetici, se, in altri termini, hanno parallele (direttamente) le rette corrispondenti
(che avviene quando &, — o, + a3 — ...+ %_,—a,=0 (§ &), vi ha infinite rette
unite r,, e sono i raggi paralleli che escono dal centro dell’ omologia. Quindi in
questo caso particolare vi sono infiniti n-lateri inseritti isoclini al dato, e son
tali che i lati di uno sono paralleli rispettivamente ai lati di un altro qualunque
di essi. Una di queste infinite rette =, si costruisce congiungendo due punti omo-
loghi M’ M" dei piani (',) (") (**).

Osservazione. Per tutti e due i sopra trattati casi che esista un n-agono in-
scritto isoclino ryry. .. T, =A Ay, .. A, dove & ry=A A, (1=1,2,...,0), @
condizione necessaria che in esso vi sia un numero pari di coppie di lati (segmenti)
successivi A, A; A;A;,, posti da bande opposte della retta a; sulla quale si in-
contrano. Perché risulta dal nosiro ragionamento che, fissando una direzione sopra
quella retta 17, con cui si deve partire per costruirlo, & necessario che, in entrambi
i casi, la dirczione corrispondente che si ottiene sulla ', coincida con la dire-
zione scelta sulla r',; & necessario ciod che queste due direzioni costituiscano una
sola direzione A, A,, ovvero A, A,, del lato r,. E perché percorrendo il contorno
dell’ n-agono inscritto isoclino in un determinato verso, le direzioni secondo cui
si cammina soprd due lati (segmenti) successivi saranno fra loro simmetriche ov-
vero I'una opposta alla simmetrica dell’alira, rispetto al lato dell’ n-agono dato sul
quale si segano, secondo che quei due lati sono dalla stessa banda o da bande
opposte di quest’ultimo (cfr. § 2).

Sicché considerando I' n-agono inscritto isoclino come una linea poligonale
inscritta isoclina nell’ (n ~ 4)-latero ag,, agyy ... @;_4 ¢, € avente i termini coinci-
denti nel vertice A;, il perimetro (nel significato speciale del § 2) di questa linea
& costante, al variare di ¢ da 1 ad n; e perd possiamo d’ ora innanzi intendere
per perimelro dell’ n-agono inscrilto isoclino il perimetro di una di queste n linee
poligonali (i=1,2,...,n). .

Per un n-agono inscritto arbitrario, nell’n--agono dato, la condizione su detta
non & necessaria, @ perd non si pud che ritenere per esso la definizione ordinaria
di perimetro, somma di lati (segmenti) assolutamente considerati , se non si vuol
dare un significato ambiguo a questa parola.

(°) Schell, 1. c. §§ 4 e 5; Baltzer, op. ¢., § 7, 2 ¢ 8, e anche § 12, 5
(riducendo la simiglianza a eguaglianza) ; Sannia e D'Ovidio, 1. 6.; Euler Nov,
Act. Petrop., 9, p. 154 ; Magnus, 1. ¢,; Chasles, m. ¢., numeri 1, 7, 45.

(**) Cfr. questo § con la mia nota Sui poligoni piani semplici, Giornale di Bat-
taglini, vol. XXIII, '




)( 8% )(
A . 3
4. Chiamiamo ;i I'angolepesitivo V, V,_,-V;V,,, del poligono dato, che ha il
vertice in V;(i=1,2,...,n—1,n). Fissiamo una direzione sopra ', , indicandola
con quests stessa lettera, e chiamiamo @ I'angolo positivo che essa fa con la di-

rezione V,V, di a,, cio¢ poniamo

N
eV, V,=0.

Chiamiamo con r, la dirczione simmetrica della direzione ', rispetto ad a, ;
con 7, la direzione simmetrica di r, rispetto ad a,; ccc. Avremo le seguenti egua-
glianze di angoli : : ‘

A B A _A A
PaVaVa= Vi Vyery =rg Vi Vo + V, V-V, Y,y

=f+a

A A A A
1',°v’ vs=Vg v,'r' =r.'v: v. +v’ v"vg Va

=n—-f-a,+a

A A A A
TV V=V Vierg = VsV + Yy Vp - Vi ¥,

N N A Ay
-V, V5=V, vs"';:'-rafvb Vi+ Vi V-V, Vg

=t—-f-o,+a,—-a,+a,

A
VVeora= fH+ay—agt+oy—...+a, (n dispari) ,
=t—f—-a,+a,—ay+... +a, (n pari)..
Nel caso che n sia pari, quando & inoltre

Oy =0y + 08— oo+ Ry g —a=0,
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¢ soltanto allora, si ha
A A
r”u'vl vu =g = r’s'vl vn ]

ciod la ', risulta direttamente parallela alla+, (il che avevamo predetto (§ 3)).

5. Facciamo coincidere la direzione 1/, con la direzione V,V,, cioé facciamo

g =0; e indichiamo con p, Py... Pa_y Py l& direzioni r, r,...7,_, ", che si ot-
tengono in questa particolare ipotesi. Si avrd

A
VoVipp= -y +ay—...+a, (n dispari) ,
=T =0y 0y — g+ ... + (n pari).
Se poi indichiamo con gq,_, la direzione simmetrica della direzione V, V, ri-

spetto ad a,_, ; con q,_, la direzione simmetrica di g,_, rispetto ad a,_, ; ecc. ;
e con q, la direzione simmetrica di ¢, rispetlo ad a,, avremo

N A
Qa1 VaVauoy =0+ V, Vo Vo V=1 +0y

A N N
Vot Va2 Qa1 = Gnea* Voot Va2 = Voo Voo Vo Vo
A
A Ve Ve G =ay —ay
A N A
vn-z vn-s' Qn-2 =qu-3" vn-! vu-: = vu—z vu-s * vn-: vn-l

A
+ va-l Vot' Q=%+ Opog —Op_q + 0y

. . . . . . . . . . . . . .

A
vu vl'qi

1l

Oy =0y + 0y — ... + @ (n dispari) ,

=u+¢|~¢,+d,—.u—¢. (n pal‘i).

Dunque

N A . .
VoV qu=V, V-0, (n dispari) ,

A A _
Vo Vi gy =P Va4 (n pari).
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6. Sulla retta a, si. prenda un punto A,, e assumendolo come un punto A’,
e come punto A”, insieme, costruiscansi i gruppi di punti (P) (Q) (A) relativi al-
I'(n —1)-latero a, a,...a, ya,_, (§ 1). La linea poligonale A,AA, ... A, ,A, A,
sard inscritta isoclina a questo (n — 1)-latero. E perché essa possa costituire un
n-agono inscritto isoclino (§ 3) nell’n-latero dato & necessario e basta che la
retta A; A, , che gid passa pel punto Q,, passi anche pel punto P, simmetrico di
P,_, rispetto ad a,; ciod che i segmenti Q, A, A,P,, eguali al perimetro della
linea poligonale (§ 2), sieno sopra una stessa retta. Ed anche & necessario e basta
che Ia retta A,y A, , che gid contiene il punto P,_, , contenga il punte Q, sim-
metrico di Q, rispetto ad a,; ciod che i segmenti P,_, A, A,Q,, eguali al peri-
metro della linea poligonale, sieno sopra una stessa retta.

1. Se n & dispari, le direzioni p, g, sono direttamente parallele (§ 5); e perd
faccndo muovere il punto A, sulla a, nella direzione V, V, , i punti P, Q, descri-
vono due punteggiate direttamente eguali sulle p, g, rispettivamente ; e quindi i
segmenti P, Q, , terminati dalle coppie di punti omologhi di queste punteggiate ,
sono fra loro equipollenti.

Supposto costruito, come nel § 3, il poligono AA,... Ay JA =71y .. 1y Ty
inseritto isoclino al dato, il suo vertice A, dovrd essere centro di quello dei seg-
menti P, Q, sul quale sard situato (§ 6); e tutt’'i segmenti equipollenti P, Q, sa-
" ranno quindi eguali al doppio del perimetro di questo poligono inscritto isoclino
costruito (§ 3, Oss.).

Si abbia ora un n-agono A’', A’,... A’,_, A, inscritto nel dato, diverso dall'iso-
clino, ma del resto arbitrario. E costruiamo la linca poligonale A’y A", A",...
co A" o A%, A, inscritta isoclina all’(n — f)-latero a,0,...0, ya,_,, © i cui
termini coincidano in A’y (§ 1). Si avrd (§ 2) perimetro A',A",A",...A", A’y < pe-
rimetro A’y A’y... A’y , A, -

Se i punti dei gruppi (P) (Q) che son serviti a costruire il poligono A",A",...
«. A"y A’y si indicano con

PPy o Py Py Qg Qe Q4 Q.
si avrd

perimetro A’y A" A"y .. AVg (Alg =P A=A Q).
Ma poiché il punto A’y & fuori la reita P, Q’,, si ha ancora
PaQy<PA'y+ A%, Qy,
ciot, dividendo per 2,

perimetro A, A,...A,_, A, <perimetro A’y A" A" . .. A"y Ay
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Quindi a pit forte ragione &
perimetro A, A,...A, A, < perimetro A", A’y... A"y, A’,.

" Dunque:

* In un n-agono semplice di un numero dispari di lati vi ¢ sempre uno ma
un solo n-agono semplice inscrillo isoclino, il quale & U'n-agono inscrillo di pii
piccolo perimetro (*).

8. Quando il numero n dei lati @, a,... ¢,_, a, del poligono dato- & pari, ab-
biamo visto (§ 3) che in generale non v'& nessun m-agono inscritto isoclino in
quel poligono. Le direzioni p, q, formano allora con la retta a, un triangolo iso
scele di cui 1a base & su questa retta (§ 5); e considerazioni analoghe a quelle
del § precedente non possono aver luogo, se non che nel caso particolars che le
direzioni p, q, sieno direttamente parallele alla direzione V, V,, che sia, ciog,

A A
PaVaVi=V, Vg, =x,
per il che & condizione necessaria e sulficiente che sia
Ay — Oy + 0 — oo+ 0y g — 0y =0.

In questo caso abbiamo gid assodato (§§ 3 e &) che vi sono inflniti n-agoni
inscritti isoclini; ed ¢ facile poi convinoersi che preso un punto A, sulla a, e co-
struita col solito metodo la linea poligonale A, A, A, ... A,_»A,_, A, inscritta iso-
clina all'(n — 1)-latero a,@,...a,_,a,_, ¢ coi termini coincidenti in A,, questa ¢
per I'appunto quell’ n-agono inscritto isoclino al dato che ha per vertice sulla a,
il punto scelto A,.

Se

R Py Py Py Qg Qg e Qe G

sono i gruppi di punti che son serviti a costruire questa linea poligonale, il punto
A, dovrd essere il centro del segmento P, Q,, e dovrd essere (§ 2 e § 3, Oss.)

perimetro A Ay...Aq Ay =PaA, =4, Q,.

Facendo muovere A, sulla.a,, il segmento P,Q, si nuoverd mantenendosi

By

(*) Cfr. questo e il segnente § coi §§ 25, 26 e 27 della m. c¢. di Sturm. Ivi
il punto B,(™ & quello stesso che io chiamo Q,, nel seguente § 15.
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equipollente a s& stesso e conservando come centro il punto A,. Quindi i perimetri
degli infiniti n-agoni/inscrittil iso¢lini/al dato sono tutti fra loro eguali, perché
totti eguali alla metd del segmento costante P, Q,.

Ogni altro n-agono A’y A’;... A’,_, A, inscritto nel dato ha un perimetro mag-
giore del perimetro dell'n-agono A, A, ... A,_, A, inscritto isoclino, avente in co-
mune con quello il vertice A, sulla a,. ¢ quindi anche maggiore del perlmetro
di ogni n-agono inscritto isoclino. Dunque :

In un n-agono semplice di un numero pari di lati o non v' ¢ nessun n-agono
semplice inscrillo isoclino, ovvero ve ne sono infinilt, i quali hanno i perimelri
fra loro eguali e pit piccoli del perimelro di ogni aliro n-agono semplzcc in-
scrillo.

Siccome i contorni di questi m-agoni inscritti isoclini sono anche paralleli
(§ 3), si potrebbe dire che essi sono equipolienti.

Perche si verifichi la seconda parte del teorema ora enunciato, il poligono
dato deve sodisfare ad una sola condizione elementare, la quale fa dipendere la
direzione di una delle n rette a, a, ... a,_, a, dalle altre rette scelte arbitraria-
mente.

nI.

9. Dato un n-agono semplice qualunque, pud darsi uno di questi tre casi:
a) Nell'n-agono inscritto isoclino (n dispari), ovvero in uno degli n-agoni
inscritti isoclini al dato (n pari), ciascuna coppia di lati (segmenti) successivi sono
dalla stessa banda del lato di questo sul quale si incontrano ;
b) Questa proprietd non ha luogo nell'unico n-agono inscritto isoclino (n dis-
pari) ovvero in nessuno degli n~agoni inscritti isoclini (n pari);

Y

¢) Non vi & nessun n-agono inscritto isoclino (n pari).

Nei casi a) ¢ b) il perimetro dell'n-agono inscritto isoclino & un segmento
pit piccolo del perimetro d'un n-agono inscritto qualunque. Ma in a), appunto
perché il primo perimetro si riduce anch’'esso a un perimetro nel significato or-
dinario, come & il secondo, acquista il carattere di un minimo, ovvero di limile
inferiore a cui si approssima indeflnitamente il secondo perimetro, a misura che
i vertici del poligono inscritto arbitrario si muovono, indefinitamente avvicinandosi
ai vertici del poligono inscritto isoclino.

Questo carattere di limite manca in b), perche ivi ¢ una sostanziale differenza
tra il significato speciale del prino perimetro e il significato ordinario del secondo.

Ci si pud domandare qual sia, nei casi b) e c), I'n-agono inscritto che sosti-
tuisce I'n-agono inscritto isoclino del caso @), in quanto alla proprietd notata del
minimo. Ecco cid che oi limiteremo & rispondere in generale :
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Nei casi b) e c) il minimo del perimetro- d’ un n-agono inscrillo variabile
non\ pud) lesserecil penimelro di un n-agono proprio inscrillo ; pud quindi soltanto
essere il perimetro di un n-agono degenerato, in un m-agono (m < n), in quanto
che abbia o delle coppie di lati succcssivi posti sopra una stessa retta, ovvero
delle coppie di vertici successivi coincidenti tra loro, e per conseguenza coincidenti
con un vertice dell’n-agono dato, ovvero 'una e I'altra cosa insieme.

Infatti nel caso b) il minimo in discorso non pud essere il perimetro, nel senso
ordinario, dell’n-agono inscritto isoclino (n dispari), ovvero d'uno degli n-agoni
inscritti isoclini (n pari) ; imperocchd, se in entrambi i casi indichiamo al solito
con A, A,..A, , A, I'n-agono inscritto isoclino, in questo vi sard almeno una cop-
pia di lati consecutivi A, A,,, A, A, situati da bande opposte del lato a,,, del-
Y n-agono dato; e ciascuno degli infiniti punti di a,,, compresi tra A, e il punto
Ay =a,.4AL A, € anche di altri infiniti al di 13 di A',,,, dard ]a somma delle
sue distanze da A, e da A,,, minore di A, A, + A, A,

In tutti e due i casi b) e c¢) poi, se poniamo che esista un n-agono proprio
A"y A’y.. Ay A, inscritto (non isoclino, nel caso b)) il cui perimetro sia quel
minimo, vi sard certamente in esso almeno una terna di vertici successivi A’ A, (A'ys9,
rispettivamente sui lati a, a,,, a,,,, tali che le rette A’ A’,,, A',., A’y non sieno
egualmente inclinate al lato a,,,. Quindi si avrebbe, contro I'ipotesi, un n-agono
inscritto di perimetro pil piccolo che il perimetro di A’y A'y...A'y_{A'y, col so-
stituire al vertice A’,,, uno degli infiniti punti di a,,, che vanno da A’,,, al punto
A'yy=a,,-AW AL, (se i punti A’ A',,, sono da bande opposte di a,,,), ovvero
al punto A",,, tale che le direzioni A", A, A",,, A’,,, facciano angoli eguali op-
posti rispettivamente con le due direzioni di a,,, (se i punti A, A’,,, sono dalla
stessa banda di a,,,). E si contradice all'ipotesi anche sostituendo al vertice A,
uno di infiniti altri punti posti sopra a,,, al di 1d di A”,,,.

10. Volendo limitarci a considerare i soli n—agoni inscritti (in senso stretto)
che hanno i vertici sui lati in senso stretto dell' n-agono dato, dovremo suddivi-
dere il caso a) nei due seguenti:

@) L' n-agono inseritto isoclino (n dispari) o uno degli m-agoni inscritti iso-
clini (n pari), olire a sodisfare la condizione a), ha anch’esso tutt'i vertici interni
ai lati (segmenti) corrispondenti dell’n-agono dato ;

a") Questa seconda condizione non & soddisfatta (*).

(") La osservazione di Sturm, a principio del § 28 della m. ¢., & erronea, in
quanto che la condizione aggiunta in a') non &, in generale, nd necessaria né suffi-
ciente perchd si abbia il caso a). Non solo, infatti, vi sono m-agoni inseritti isoclini
che pur sodisfacendo a quella condizione a') mon hanno la proprietd a); vero &, al-
lora naturalmente 1'n-agono dato sard concavo ; ma vi sono ancora s-agoni inscritti
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Ed allora il minimo del perimetro del poligono variabile inscritto in senso
stretto & soltanto 'nel ‘caso’'a’y' rupprésentato dal perimetro dell’ n—-agono inscritto
isoclino, mentre nei casi a”) b) ¢) non pud essere che il perimetro di un n-agono
degenerato.

11. Per ogni assegnato valore di n la ricerca efettiva dell'n-agono limite de-
generalo, nei casi b) c) quando si tratti di n-agono variabile inscritto in senso
generale (§ 9), e nei casi a”) b) ¢) quando di n-agono inscritto in senso stretto
(§ 10), &, ch’io creda, molto complicata ; richiede si classifichino opportunamente
i diversi n-agoni che possono esser dati, e si studii ciascuna classe ordinatamente;
e se ne pud vedere un esempio nei §§ dal 28 al 33 della m. di Sturm, dove la
ricerca & fatta semplicemente per 1'n—-agono variabile inscritto in senso stretto, in
un dato triangolo ottusangolo (n =3, caso b)), ovvero in un quadrangolo convesso
(n-agono dato convesso, n =4 ; casi a”) b) c)).

Quando I'n-agono dato & un triangolo, si & nel caso a'), soltanto allorché il
triangolo & acutangolo (®); si & invece nel caso b) allorché ¢ ottusangolo; altri
casi non possono darsi.

E per un quadrangolo, si & nel caso a’), soltanto allorché & convesso e in-
seritto in un cerchio di centro interno al quadrangolo stesso (**).

Iv.

12. La soluzione del problema del § 3 pud presentarsi sotto la forma seguente:

Di un punto A, di a, costruiscansi i corrispoudenti gruppi (P) (Q) (A) come
nel § 6. Se il punto A, descrive la punteggiata (A,) sulla a,, i punti P,P,...P,_,P,
descrivono rispettivamente , sulle rette p, py ... Pu_y P, (§ 3), altrettante punteg-
giate eguali alla punteggiata (A,). :

isoclini che non sodisfano alla stessa condizione a’), e pure hanno la proprietad a) ;
e qui I'n-agono dato pud essere anche convesso, e se me ha un esempio nel gua-
drangolo A BC D, fig. 6 della stessa m, di Sturm, § 29, caso c).

(*) Cfr. Sturm, m. ¢., § 20; Steiner, m. ¢., 64, II, 8.% e Anm. 8) in
fine delle gesamm. Werke, Il teorema relativo a questo caso fu enunciato da Fa-
gnano janiore (Eruditorum Diarii, t. I, 1775, prob, IV, art. VII[) ; ma la dimostra-
zione ivi data e quella accennata da Baltzer (op. c., § 6, 12) hanno il solito difetto,
dal quale nemmeno Steiner fu sempre immune (vedi Sturm, m. c., §§ 1, 2 e 25).
La dimostrazione analitica che si trova in Schloemilch (Usbungsbuch s. Stud. d.
hocheren Analysis, I. Teil, 1878, § 82.10) e in Frenet (Reccuil d'cx. sur le Cal.
Isf., 1882, Ex. 223), vale (vedi in fine della Oss. del § 3) per questo solo caso del
triangolo acutangolo, sebbene ivi non sia fatta una tale restrizione,

(**) Sturm, m, ¢,, § 28.

YOL. XXVI. 8
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La retta A, P,_, varia in un fascio parabolico di 2* classe (inviluppante ciod
unaparabola) delqualc fanno parte i raggi a,p._, \*).
Quindi le rette

APas AvaPug.oo AP AA SO A

variano in altrettantl fasci parabolici di 2* classe, ciascuno snmmetnco del seguente
rispetto agli assi

QAu_y Gg_g « . « @

ordinatamente, ¢ contenenti rispettivamente i raggi

Pn-t Pa-z2: + : Dy Gy

11 fascio lineare di raggi paralleli (P,_, P,), e il fascio di 2* classe (Q, A
descritto dalla retta Q, A, sono proiettivi ed hanno per raggio unito la retta al-
I'infinito ; quindi (**) generano con la loro intersezione (oltre la retta all’ infinito)
una conica che passa pel centro (allinfinito) del fascio (P,_,P,) e che & bitan-
gente alla parabola inviluppo del fascio (Q, A,); e che perd & una iperbole (*),
di cui un assintoto & il raggio del fascio (P,_, P,) corrispondente al raggio al fi-
nito comune ai due fasci, e I'altro assintoto & parallelo alla p,.

13. Allorché n & dispari, questa iperbole sega la p, in un sol punto P, a
distanza finita, il quale di l'unica soluzione del problema.

Basta, infatti, per ottenerla, costruire, partendo da questo punto P,, succes-
sivamente i punti corrispondenti

Pay Pacgoo o PaPAgAn ... AyA,.

Quando n & pari, il secondo assintoto della iperbole & p,, e quindi la iper-
bole non sega la p, in nessun punto al finito; sicché non v'& nessuna soluzione.
Ma nel caso particolare che a, —a, + ... +a,_y--a, =0, ciod che q, ¢ p, sieno
direttamente parallele alla direzione V, V, , il fascio parabolico (Q, A,) diventa li-
neare e di raggi paralleli anch’esso, e la interseszione propria dei due fasci
(Pa_s Pa) (Q, A,) si riduce alla retta p, (§ 8). In questo caso adunque ogni punto
P, ‘della p, risolve il problema.

14. Allo stesso risultato si giunge riguardando le punteggiate che, al muo-

* Oremona, Elem. di Geom. proj. 1878, n. 120.

(**) § 5, della mia Nota Sulle forme di 8.° grado gemerals, ecc., vol. XXVI
di questo Giornale.

(***) Cremonsa, op, ., n. 142,
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vere di A, sulla a,, descrivono, sulle q,_; Qs_3 .- ¢y q,, rispettivamente i punti
Qa-t Qu—3 --- Q; Q';'ottenendosi“cosl una seconda iperbole da segare con q,; ecc.

15. E come siam partiti dal lato a,, possiamo partlre da un altro lato qua-
lunque a;, per ottenere la stessa soluzione.

Chiamando con P,, i punti P,(r=1, 2,...,n) che si costruirono nel § 13,
e con Q,, gli analoghi punti Q,(r=1, 2,...,n) cui si sarebbe giunti nel § 14 ;
nel caso, s'intende, che questi punti vi sieno (n dispari, ovvero n pari e

— o+ ...+ &, —a,=0); e chiamando in generale con P,; Q,; i punti P, Q,

che si costruirebbero analogamente partendo dalla retta a; (i =1, 2,...,n), in-
vece che dalla particolare retta a, ., avremo il teorema ;

Dato I n--latero a, a, ...a,_,a, (n dispari ovvero n pari e a, — a,+ coo ot
+ oy 4 —a,=0) e costruiti i due gruppi di punti (P,) (Q,) (r=1, 2,...,n) re-
lativi al lalo a;, ¢ lali (rette) d'ordine dispari del 2n -agono semplice

Port Que Paoas Quoaye oo Prpnye Qeiaye P« Qt+l ‘
ovvero le rette diagonali principali nel 2n--agono semplice

Pisi Pioageo Pog Py Q Ql-izi ve Qriei Quvaes

prese nell’ ordine che qui si preseniano , delerminano ln--agouo A‘I A A,...
Aita Ay, inscrillo dsoclino al dalo a;a;_, 8y «o. 8gyq 344y.

Difatti i lati ' ,
LYY VI VY VIR WY VA v ¥

devono rispettivamerito passare pei punti
Pegg Pigg - Pog Py,
e anche rispettivamente per gli altri

Qu Qiiys -+ - Quag Qe

Quando i varia da 1 ad n, i 2n® punti P e Q che 8t ollengono sono distri-
buili @ 20 @ 2n sugli n lati del poligono inscrillo isoclino.
P. e. sono sopra il lato A, A,., i punti

Pﬂ Pﬁ e Prn Qf-H.l QfH,i A Qf-H,ﬂ'

Il perimelro del pougono mscrzuo zsoclmo ¢ eguale a ciascuno dei in seg-
menti

APy AjQu APy A Qupe(i=1,2,...,0)

E nel caso che n sia dispari :
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Il quadrangolo semplice P; Py, ; Qupy ;Qui=1, 2,...,10) & un rellangolo,
di'cut s dati“son-‘paralleli e perpendicolart ad a;, il cenlro & A; e quindi le se-
midiagonali sono egualt al perimelro suddello. E il quadrilalero semplice
Pii Picy,t Qi1 4 Qu =1, 2,..,1m) & un rombo concenlrico e circoscrillo al rellan-
golo precedenle e di cut una rella diagonale & a,; indicando con p,, g,, l¢ rette
contenenti le direzioni p,q,(r=1,2,...n) del § 5, e in generale con p,;q,; le

rette che si costruirebbero, analogamente alle precedenti, partendo dalla retta
a; =V, Vi (i=1, 2,...,n) invece che dalla particolare retta a,=V, V,.
Se esprimiamo coi numeri
1 2 3 ... n-1 na
rispettivamente le grandezze relative (§ 2) dei segmenti

AcAy AdA; AgA, ... A, A, AA,,

lati in senso stretto del poligono inscritto isoclino, la disposizione dei segmenti
determinati dalle coppie di punti successivi in ciascuna delle punteggiate

P'.| P" Y pﬂ A-,- Ar+| Qr+l,| Qr+l,! vee Qr-ﬂ-',l

sui lati (rette) A, A, (r=1, 2, ..., n) risulta dal quadro seguente :

g AA, 123..m-1n[1) 2 3..0-1n1

E Ay Ag 23.n—-1n1 [2]8..n-1n12

: | aa 3..n-1n1 [3.n—1nt123

g

g L] . . . . . .

0

° Au A, n-1n123..m-11n123..n-1
§ \ALA, n123..n—-1Mm123..n-1n;

dove le parentesi [ ] indicano che i segmenti 1 2 3...n — 1 n chiusi in esse sono
i lati del poligono inscritto isoclino in grandezza e posizione; e la collocazione
relativa delle serie mostra che la seric situata sul lato A; A, si ottiene da quella
sul lato precedente A,_, A;, sopprimendo in questa il primo segmento ©—1, po-
nendovi, adiacente all'ultimo segmento ¢ —1, il segmento i, e quindi prendendo
della serie cosi modificata la serie simmetrica rispetto ad a;.
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INTORNO AD UN TEOREMA DI TCHEBYCHEW

NOTA
DI

GIOVANNI DARONE

studente nell'Universitd di Palermo.

Siano U e V due funzioni di @, ciascuna delle quali varii in un determinato
sc0s0, quando x va da 0 ad 1. Tchébychew ha osservato che I'espressione

) [:lrvam-[:wmf;ww

¢ positiva o negativa, secondo che U e V variano 0 no nel medesimo senso. Nelle
sue lezioni alla « Sorbonne », Hermite, riportando questo teorema, ne ha espo-
sto un’ elegante dimostrazione, dovuta a Picard. Ora noi ci proponiamo di dimo-
strare e completare il teorema di Tchébychew, senza far uso delle considera-
zioni baricentriche, cui ricorre Picard, ed appoggiandoci, invece, sopra una sem-
plicissima identitd algebrica. Si considerino, a questo scopo, due serie di n quan-
titd arbitrarie ; si prenda in esame I’ espressione

N (U0 + Uy + ou0 + UgD,) - (U + Uy + oo +6) (0, + 03+ o0 +9,),
e se ne dispongano i termini nel seguente modo :
Uy (0, — ) + Uy (U, —0p) + Uy (0 — V) + . . . + Uy (D, —0,)
+ 1y (03 — ) + Uy (Dg — Ty) + Uy (V3 —~ V) + . . . + %3 (v, — D)

+Us (Vg — 01) + Uy (V5 = 0g) + Uy (03— V) + . . . + Uy (V5 — V)

+ un('vu - v,) + uu(vn - ”t) ‘i' Uy (vn - ”8) +...+ “n("n - 'va)-



)( 62 )

I termini della diagonale principale sono nulli, ¢ due termini simmetrici ri-
spetto -alla-diagonale'stessa si gruppano in modo da ridurre, come segue, I'espres-
sione considerata :

(Uy = Uy) (Vy = 0y) + (g — Ug) (V3 — V3) + « o + (Uy — W) (¥, = V,)
+ (Uy — Ug) (Vg — V) + + « + + (Ug — W) (D3 — D)
+ .. 0.
+ (Unoy = V) (Va1 = Va)-

Si ha dunque identicamente

t=n {e i=n n
@ n }_, U, vy — Z""Z”i = Z (u; — %) (v, — ), @i<y).
=y =g $=g X

Supponiamo, ora, che le u e le v siano rispetiivamente i valori assunti dalle
funzioni U e V negli estremi superiori di n intervalli uguali, in cui va diviso un
intervallo qualunque. Per semplicitd supporremo che si tratti dell'intervallo 0! ;
ma c¢id non impedird di estendere il teorema di Tchébychew ad un intervallo
qualunque, sia direttamente sia osservando che

. 1 [ /wx-a
Lf(w)dw:l;—_—-(—l/“f b-a da.

Cid premesso, & noto che, per n crescente all'infinito ,

Iim-:TZ:: u‘=[;Uda: , Iim-%g v;:f:de,

e perd, dopo aver diviso per n* I'eguaglianza (2), si ha, facendo crescere n inde-
finitamente ,

. 1 1 L1 = L
@) [OUde-/owa[OVdmum-;ﬁg:(u‘-u,)(v,-v,), (<)

Ora, se le funzioni U e V crescono o decrescono simultaneamente, nell’inter-
vallo considerato, i prodotti (4; —u;)(v; —9;) sono tutti positivi: sono invece ne-
gativi quando una delle funzioni cresce mentre I' altra decresce. Cid dimostra il
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teorema di Tchébychew. E vediamo altresi come non sia necessario che ciascuna
funzione cresca o''decresea ‘¢ostantemente nell'intervallo considerato.

Osserviamo che, dette rispettivamente u e v le variazioni subite dalle fun-
tioni U e V lungo l'intervallo 01, si ha

< < s
0>u,—u,>u, i<,

secondo che U cresce o decresce. Dunque
< <

secondo che U ¢ V variano o no nel medesimo senso. Ne segue, nelle stesse ipotesi,
1\ t
<. < : .
0>llm-’—‘; L(ui.-u,-)(v, -v,-)>;2uv, (<),
1
Per conseguenza si pud alfermare, in virtd di (3), che I'espressione
L} q 1
[0y ao-[ vas[ Vaw
1] ] ]

¢ compresa fra O ed %uv. Questo enunciato completa il teorema di Tchéb y-

chew, e lo include, perché uv & positivo o negativo, secondo che U e V variano
0 no nel medesimo senso. E chiaro poi che, se ciascuna funzione non varia sempre
nello stesso senso, ai valori assoluti di w e v bisogna sostituire le oscillagioni to-
tali subite dalle due funzioni lungo I'intervallo 01.

f;uv , ottenere altri limiti, che spesso
riescono pidt vicini al valore della (1). Infatti, chiamando a,,a,, e B,,8,, i Ii-
miti fra cui oscillano rispettivamente i valori assoluti delle differenze u, ,— u;
D44 — Vg, il prodotto (u; —u) (v, —v;) resta compreso, in valore assoluto, fra
(i-9tayf, ed (i—J)*a, B,. Per conseguenza, dividendo per lim-n*ay@B, o per
lim-n*a, B, il secondo membro della (3), questo diventa

Possiamo, del resto, invece di O ed

t::u- ' 1 1
llm-— 2 [l' + 2 +324. (n—i)“] =lim--i—- Th

Quanto ai Iimiti di n*a, B, , n* @, B, , essi ammettono una semplicissima in-
terpretazione geometrica. Considerando le tangenti ulla curva U=0, nell inter-
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vallo 01, si prendano quelle due che hanno massima o minima inclinazione asso-
lata/\sull'asse! delle! &) e siano rispettivamente a, ed a, le tangenti trigonometri-
che di tali inclinazioni. E chiaro che a, ed a, sono i limiti verso cui tendono na,
ed na,, per n infinito, e perd, introducendo quantitd analoghe, b, ¢ b,, per la
funzione V, si ha

lim-nta,B,=a,d, , lim.nta, B, = a, b,.

Dunque, il valore assolulo dell espressione

[:UVda:—/:wa Vo

o by 7 0a by
¢ compreso fra 13 ed TR

Queste limitazioni potrebbero forse tornare utili nel calcolo di certi integrali
definiti. Come unica applicazione osserviamo che, se si prende

1 1)¢
v=r(ogz) » v=(logz)
essendo ¢ una frazione propria, si ha

1-€
b°=6 -i-i—e) ) b,:oo.

Il teorema di Tchébychew dice che I'espressione
f: a*e™ fx) do — (1 + e)/: e~ f(x) de

¢ positiva o negativa, secondo che la funzione f(x) & crescente o decrescente per
o variabile da zero all’infinito. Grazie al complemento da noi dato al teorema
stesso si pud affermare, inoltre, che il valore assoluto dell' ultima espressionc &

superiore a
% e i)l—'
12 \1- ’

dove a, rappresenta il minimo valore assoluto di e*['(x), per 2 positivo. Ritor-
neremo tra breve sulle considerasioni precedenti per racchiudere I' espressione (1)
fra limiti anche pid approssimati, ed applicheremo allora i nuovi risultati a sva-
riate questioni d’analisi.
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| SULL’ ANALISI INDETERMINATA DI 2° GRADO
NOTA If* (%

Dott. R. MARCOLONGO.

15. X™assiamo ora a discutere un’altra forma dell’equazionc generale; quella
in coi I» —E=0, cio¢ Ia forma

Az*+Bxy+Cy* + F=0
che terremmo scritta invece cosi:
ax® + 2bxy + cy* =P, (M

£ Moto come nella teoria dei numeri 8 intenda per forma quadratica un'espres-
gont Qella forma :

ax? + 2bxy + cy?

¢ ¢ome Iy teorica delle forne quadratiche sia stata completamente sviluppata per
operadiFermat, Eulero, Lagrange, Legendre, GausseDirichlet (**).

Allorquando si cerca di risolvere 'equazione indeterminata (1), si dice che si
cereano le possibili rappresentazioni del numero P mediante la forma quadratica
(@.0,c). Ci si presenta quindi fin da principio il doppio problema, di ricono-
scere ciod a priori se la rappresentazione & possibile, e quindi trovare tutte le
possibili rappresentazioni.

(*) V. Questo Giornale, vol. XXV, pag. 161,

(**) Diofanto-Leonardo Pisano-Fermat che proposero e in parte sciol-
sero alcune equazioni indeterminate di 2° grado, si occuparono di'speciali forme qua-
dratiche. Pit lungi e pit profondamente spinse le ricerche Eulero, ricerche spatse

YOL. XXVI. - 9 '
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Problemi del tutto analoghi ci si erano presentati nello studio della equasionc
di Legendreé; e come la teoria dei resti quadratici ci dié il mezzo di poter ri-
spondere completamente alla domanda della possibilitd o impossibilita della equa-'
zione, la teoria delle forme quadratiche ci fard risolvere il doppio problema per
questa nuova forma di equazione indeterminata. Ma prima di esporre il caso ge-
nerale, riassumendo in breve i principali risultati della teorica delle forme qua-
dratiche, cominciamo coll'esporre due casi particolari dai quali in seguito sempre
faremo astrazione.

16. Supponiamo P = 0. Perché Ia

ax® + 2bay + byt =0
ammetta soluzioni intere diverse dalle
=0 e y=0

occorre che sia b® — ac =u?, essendo % un numero intero; allora sard facile de-
durre in generale :

ac=(:|:u—b)t'
y =al

t essendo una indeterminata intera.

17. Supponendo P: 0, si supponga c=0.

nei Commentari o nei Novi Commentari Academiage scien. imp. Petr. ; i cui risultati
farono poi raccolti nella sua Algedbra.

La risoluzione completa di una equazione indeterminata generale di 2° grado &
dovuta a Lagrange che pubblicd le sue profonde ricerche sulle Nouwv. Mém. de
VAcad. de Ber. nelle Addilions & U'Alg. de Euler, e nelle classiche Memorie citate
al principio della mia prima Nota.

Legendre (Académ. des scienc. 1785 e seg.) completava le ricerche di La-
grange.

Gauss imprese a trattare lo stesso argomento con metodo del tutto diverso
(Recherch. Arith. pag. 116 - Dis. Arith. pag. 165). Infine al Dirichlet sono do-
vute delle interessantissime semplificazioni alla teoria delle forme gquadratiche nel caso
del determinante positivo (Vereinf. der Theorie w. 8. w. Berl. Akad. 1854 e Jour.
de Liouv. tomo 2°, 2" serie) e quindi le splendide ricerche sul numero delle classi
delle forme di dato determinante (Rech. sur div. applic. de U anal. infinit. d& la th.
des mombres, Orelle Jour. 19 e 21, Zahlentheorie, V. Abschnilt,
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La (1) diventa;
x (ax + 2by) =P.

Decomponiamo P nel prodotto di due fattori. Siano v e v i fattori di una di que-
ste decomposizioni ; avremo :

=4 , ax+2dy=v
d'onde

_au—v -
Y=

¢ superfluo osservare che dovremo ritencre solo quelle decomposizioni che ci danno
per y un numero intero.
18. Supponiamo che il determinante della formna sia un quadrato esatto; ciod:

b’ - ac = k’-
L’ equazione :

o\t @
a(— +2b—+¢=0
y) ‘.ll+

- . A . o m m

avrd due radici razionali e diverse che indicheremo con . e F"
[ ]
Avremo
m m,
alax—-— )(a;—-—— )=P
( n y n, y

d onde

(n2 - my) (n,@ - my) = B

. . - nn, P
Dovremo adunque ricorrere alla solita decomposizione del numero —a'- nel pro-

dotto di due fattori, indi risolvere due equazioni di 1° grado rispetio « ed y.

19. Nel caso di 2= 0 le due radici ;—:‘- , g'—' diventano identiche ; in tal caso
[}

giungeremo alla :

ntp
(ho — my)* ===

occorrerd adunque che sia un quadrato esatto

P

_=al
Q
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allora :
ne - my =+ nax.

Due soluzioni particolari sono

onde in generale :
rx=4a+ml

y=mnl

20. Cid premesso richiamiamo brevemente le proprietd principali delle forme
quadratiche che conducono alla ricerca delle possibili rappresentazioni di un dato
numero P; cioé alla risoluzione in numeri interi della equazione indeterminata di
secondo grado :

axt + 2bwy + cy* =P.
Data la forma (a, b, c) se poniamo (*)
x = ox' + Qy'
y =% + 8y

si giunge ad una nuova forma quadratica (a', b’, ¢’) contenuta nella 1* e da essa
ottcnuta mediante la sostituzione

[; 4]

vy &

Fra i coeflicienti delle due forme hanno luogo le relazioni
a’'=aa? + 2bay + cy?
b'=aaB +b(@d +BY)+cyd
¢ =af® + b3 + cot,

Se diciamo con D il determinante della prima forma e con D’ quello della
seconda sard :

D= (a6 —@Y)*D'.

(*) Dirichlet 1. ¢. Quadratische Formen § 56 e seguenti.
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‘0Ogni numeroy/rappresentabilendalla seconda forma, lo sard anche dalla prima.
Se dalla prima forma (a,b,0) si pud passare alla scconda (a',b’,c’) non & vera
la reciproca ; occorre perd che

ad — By =+ 1.

Dal prendere il segno superiore o I'inferiore si distingue la sostituzione in
propria o in impropria.
Nel primo caso la sostituzione inversa mercé la quale ‘dalla (a',b’,¢") si passa

alla (a,b,c) & la:
[; il
- ‘r a °
Due forme sillatte sono dette equivalenti.
21. Dovendo risolvere la equazione :
ax® + 2bxy + cy* =P
potremo limitarci a trovare le soluzioni intere in cui i numeri x ed y sono primi

tra loro. .
Trasformando la (a,b,c) mercé la sostituzione propria

;
v

giungeremo ad una forma equivalente (P, n ,l) e per avere lo stesso determinante
D della prima dovrd essere verificata la condizione

n2—Pl=D
la quale ci dice che la congruenza di Legendre
22=D mod P
& possibile ed ammette 1a radice n. Sarad intanto
D
(7)=1

onde :

La condizione necessaria perché si possa risolvere in numeri inleri l'equa-
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zione indelerminala

ax® +2Mxy + ey =P

¢ che il determinanie D della forma sia reslo quadralico nel numero P (*).
Risoluta coi metodi gid esposti la equazione

z22-Py=D

ciog trovate le due radici incongruenti rispetto al modulo P, se indichiamo con n
un rappresentante della z e con ! uno della y le due forme

(fl,b,c) ’ (P’")l)

avranno lo stesso determinante D. Ma non potremo percid inferirne che a sono
equivalenti ; dovremo dunque anzitutto ricercare se lo sono, e quindi trovare tutte
le sostituzioni mercé le quali dalla prima si passa alla seconda. Il primo ed il
terzo coefficiente di queste sostituzioni sono i numeri interi che ci risolvono I'equa-
zione indeterminata proposta. Vediamo con cid che il nostro problema sard riso-
luto se sapremo risolvere i due a cui abbiamo accennato ; cioé :

Riconoscere se due forme dello slesso delerminanle sono o no equivalenli; e
dale due forme equivalenti (rovare lulle le sostituzioni mercé le quali dall’ una
8i passa all’ altra. Questi due problemi si risolvono completamente. Il primo ri-
chiede metodi del tutto diversi a seconda che il determinante & positivo o nega-
tivo In ogni caso per altro il metodo & tale che nello stesso tempo che fa rico-
noscere che due date forme dello stesso determinante sono equivalenti dd anche
la sostituzione per poter passare dall'una all'altra forwa.

Ammesso adunque che si sia riconosciuto che le due forme (a,b,c), (a',b',c)
di stesso determinante siano eguali, abbiamo una trasformazione S mediante la
quale dalla prima passiaino alla seconda; si tratterd di trovare tutte le altre ; ora
¢ notissimo che se indichiamo con L una trasformazione mercé la quale la prima
si trasforma in s¢ stessa, colla sostituzione composta L.S passiamo da (a,b,”) ad
(a’,0',¢') ; e reciprocamente tutte le sostituzioni che trasformano (a,b,c) in (a',b',¢’)
sono ottenute con tal metodo. '

22. Ora una forma (a,b,c) di determinante D e di divisore ¢ (o essendo il
m. c. d. dei coelficienti @, 2b,c) si trasforma in s& stessa mediante tutte le tra-

sformazioni :
[ 3

(*) Dirichlet. § 60.
Gauss 1. o. § 154,
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dove ot » B,7Y,9 danno i valori seguenti:

cu au
p—-'_ ’ P‘——o-
_l—bu B__t+bu
e ! )

wsendo 4 e ¢ soluzioni intere della equazione pelliana (°)

??—-Duyt=q?

della quale pid oltre avremo diffusamente ad occuparci.
23. Nel caso in cui D sia negativo e = — D, 'equazione

4D, u? = ot

pud essere agevolmente risoluta :

Se ,
D,=¢c?
avréemo :
t=o¢ t=—a} l=0§ t=0 l
u=0) u= 0) u=1) u=-1.)

In tal caso riflettendo ai valori particolari che assumono 2,£,Y,8 potremo
enunciare il teorema seguente :

Una forma (a,b,c) di divisore ¢ e di delerminante D =—o* &i lrasforma in
8¢ slessa medianle lc sole quallro sostiluziont :

b ¢ b ¢
10 ~1 0 s Ta] s q
hi]'[o -J ’[ a 9]’ Lf _QL
G ¢ ¢ ¢
Se invece
D=—-maot

avremo semplicemente che :
24. Una forma (a,b,c) di divisore ¢ e di delerminanie D=-mo* si lrasforma

e ——

(") Dirichlet. § 62.
Gauss. Dis. Anal. § 162 e segtenti.
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in sé stessa medianle le due sole sostiluzioni:
1 0 ) -1 0
L [0 i)
258. Potrd ancora essere :
4D = o® mod io?
ciod :
4D, = 30® mod 4c?,
e primieramente sia :
4D, = 3a2.
L’ equazione pelliana :

t2+%c’u'=o'

ci dard 6 diverse soluzioni; potremd® quindi enunciare il teorema:

Una forma (a,b,c) di divisore ¢ e di determinanie D lale che 4D = — 3a® si

trasforma in sé slessa mediante le sei uniche (rasformazionsi :

c—20 -—¢

R S e |

° 20

26. Negli altri casi 4D, avrd Ia forma
dc+inot

allora I'equazione pelliana corrispondente

t’+(_4_%3)_°2.ul=al

ammetterd due sole soluzioni {=+406,%=0; in tal caso potremo
teorema :

enunciare il
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Una forma (a,b,c) di divisore ¢ e di determinante D, tale che 4D=—(ku +3)q?,
si (rasforma in s¢'slessa’ mediante le' due sole trasformazioni :

o 1]+ [5" 1]

I1 secondo problema & adunque completamente risoluto nel caso del determi-
nante negativo.

2T. Si tratta ora di dover risolvere I'altro problema. Riconoscere se due forme
dello stesso determinante siano o no equivalenti Cominciamo dal considerare forme
con determinante negativo.

Siano (a,b,c)(e’,0',¢") due forme dello stesso determinante neygativo il cui va-
lore assoluto diciamo D,.

Supponiamole equivalenti e sia [: g] la sostituzione che ci fa passare dalla

prima alla seconda.
Potremo cvidentemente supporre, senza ledere la generalitd, che a' < a. Intanto
le equazioni esprimenti il fatlo che (a,b,e) si trasforma in («',b'.¢’) mediante

[ 2 ? ] sono come
Y o
ad ~ @‘Y =1
aar+ 2bay+eyt=a
aaf +2b(ad+ Ly) +cBa=1D".
Dalla seconda abbiamo facilmente :
(aa+by)* + YD, =aa'.

Su questa possiamo fare una osservazione interessante.
Se avesse luogo la diseguaglianza a < 2D, e quindi anche:

a' < V2D,

avremmo aa' < 2D, ¢ quindi ¥ non potrebbe assumere altro che il valor zero o i
valori + 1. '

Supponiamo che c¢id possa farsi; ciod o che la condizione imposta sia veri-
ficata o che sia possibile mediante una trasformazione dedurre dalla forma (a,b,c)
unaltra i stesso determinante e nella quale sia verificata tale condizione. N2 si
manchi di osservare che tal condizione lascia ancora una grande arbitrarietd nei

YOL. XXVI. 10
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coeflicienti della forma. Cid posto sia y=0: dovri allora essere:
a=41 , S=+1
a=d
b -b=+af.
Quest'ultima equazione ci suggerisce un'altra condizione da porre tra i coeflicienti
della forina, condizione che ci porterd a determinare semplicemente 8. Supponiamo

infatti che

a

O] —

b<
e lo stesso avvenga per la 2" forma; cioé:

a

O] =n

Ug;wg

allora b’ — b dovrd essere in valor assoluto minore di a e dovendo essere divisi-

bile per a dovrd essere b'— b=0 e quindi ¢ = ¢' e le duc forme sarebbero iden-
tiche ; oppure potrd essere : :

[
el

allora g=— 1. Onde:

Date due forme (3, b, c), (3', b', ¢') nelle quali
a < V2D, a' < ¥2D,

a 'b'<2a'

b< <3

2O

esse saranno equivalentt quando hanno la forma

(1) (ded)

-

e si passerd dalla prima all’altra mediante la sostiluzione :

[6 ~4]:
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28. Data la forma (u,b, ¢) si riconosce subito se in essa
2b<a

ma non & cosl per riscontrare se ha luogo I'altra a < 42D, che & opportuno
trasformare ; ¢id che ha luogo in modo semplicissimo.
Infatti :

a? < 2D,
ciod :
0%+ 2a < dac
¢ poich® &b <a?, se ha luogo la diseguaglianza

2a? +a < hac

a piu forte ragione sara soddisfatta la precedente, ora questa & certamente veri-
ficata se poniamo

a<e.

Onde ora possiamo invertire la cosa e supporre di aver fatto il ragionamento di
prima sulla forma (a, b, ¢) in cui

2b<a a<ec.

Una tal forma come & noto dicesi ridotia (*).

29. Nell'ipotesi di Y =+ 1 scguendo dei ragionamenti analoghi a quelli gid
fatti si viene a provare che le due forme (a, b, ¢) («’, b', ¢') entrambe ridotte, per
essere equivalenti debbono presentarsi sotto Ia forma :

(a,b,a (@,—0b,a)

e la sostituzione che ci fa passare dalla prima alla seconda &:

[i 7ol

(*) Un tal metodo per giungere a stabilire il concetto di forma ridoita nel caso
del Determinante negativo olire a sembrarci nuovo, & a parer nostro preferibile
molto a quello adottato dallo stesso Gaunss § 171 1. c., dal Dirichlet 1. c. § 64,
Wertheim. Elemente der Zahlentheorie. Leipzig 1887, Kapitel IX, § 107.
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30. Resta ora a mostrare come effettivamente, data, una forma (a, b, ¢) possa
trovarsene una ridotta equivalente.

. 1 .
Si trasformi (a,b,c) con [—(I) 6]; otterrcino una nuova forma (a’,l’,c’) equi-
valente e sard :
a=c
V=-b-cd
ciod:
'zz—b modc=a’
ed evidentemente potremo determinare &' in modo che risulti in valore assoluto

V' <a's

Determinato b' in tal guisa, resterd determinato 8, ¢ quindi la sostituzione mercé
la quale da (@, b, c¢) si passa alla equivalente (e, b',¢') nclla quale & soddisfatta
la condizione :

20’ < ¢

se inoltre fosse ¢ < ¢’ allora tal forma sarebbe ridotta. Se invece fosse ¢ > ¢’ al-
lora ad essa bisognerd di nuovo applicare la trasformmazione e giungeremo ad una
nuova forma (¢',b",¢") in cui 20" < ¢’. Se ¢'<c¢” la forma & ridotta, ecc. E natural-

_ mente il processo dovrd finire poiché la serie ¢ > ¢’ > ¢” di numeri interi ¢ posi-

tivi non pud certamente essere illimitata.
Evidentemente nel passaggio da

(a, b, ¢) a (c, b’y ¢")

si ha

c=(0b->b)8+a.
Se [ ? Gl] ¢ la trasformazione propria con la quale da ’(c, b, ¢') passiamo a
a 1

(¢’.b",c¢") componendola con la [_? ;] otterremo direttamente la trasformazione

con la quale da (a, b, ¢) passiamo a (¢, b’, ¢") e cosi di seguito.

31. Indicando con 8, , 3, , & ... il quarto coefficiente di siffatte sostituzioni, sa-
rebbhe comodo possedere una formula la quale c¢i dia semplicemente la trasforma-
zione prodotto senza aver bisogno di passare per i prodotti delle successive tras-
formazioni. E assai facile detcrminare tal formula.
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Infatti il prodotto declle due sostituzioni

[_(1) a,4 ) [-(1) al,]=[::. —f'+ 8,8,

pud scriversi cosi:

[—_-Hl -1~ 8] z‘]

[641 - [6. y— 18
valendoci delle note parentesi di Gauss le quali si calcolano assai agevolmente
colla stessa regola colla quale si calcolano i numeratori delle ridotte delle fra-
zioni continue. Il prodotto di questa sostituzione per la sostituzione [_ 1 6,] si
potrd rappresentare con :

[ &l =[-8, 8 ]
[61’—'62] —[3',—6,,—5,]

e cosi di scguito sard facile ricavare che il prodotto di quattro sostituzioni della
forma suesposta verrd rappresentato dalla sostituzione

[-azvaa] ["‘ 6:’68»—851
lbu"az’as] [5“"6“63,"54.1
ecc.

Ed & facile poter concludere che i segni da porsi innanzi alle parentesi, si ri-
produrranno di quattro in quattro. Onde tenen'lo presenti quei dei primi quattro

-

potremo concludere che per un numero &n di & i segni sono:

il

per én +1

[ 1]
per én + 2

I
per én 4+ 3
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L’espressione generale (astrazion fatta dai segni) del prodotto di » soustitu-
zioni &:

[ [—' 62 ' 68 9 ote (= 4)“ an—il [‘ 62 ’ 88 y e (" 1)'”‘ 6n] ]
[81 t 6: 9 oo ( 1)’. ou—l] lac y = a: 9 oo (_ ’).ﬂ 61.]

in cui i segni innanzi alle parentesi sono determinati nel moJo suesposto.

32. L’algoritmo mediante il quale una data forma quadratica pud ridursi in
una equivalente ridotta, & olire ogni dire semplice.

Tralascio di darne un esempio avendo in animo di tornare espressamente sulla
risoluzione numerica delle equazioni indeterminate di 2° grado.

Coloro i quali si interessano a questi studi, oltre alle opere classiche citate
nella mia 1* Nota, potranno assai vantaggiosamente approfittare dell'opera recente
del Wertheim (gid citata) nella quale trovansi non poche applicazioni numeriche.

33. Resta con cid risoluto il secondo problema, di riconoscere cioé se due
forme di stesso detcrminante sono o no equivalenti. Infatti se le due forme sono ri-
dotte, si riconoscerd cio immediatamente ricordando che due forme ridotte di stesso
determinante negativo non possono essere equivalenti che in duc casi gid accennati.

Se le due forme non fossero ridotte vi si ridurranno.

34. Tornando alla risoluzione della

ax® + 2bxy + cy* =P

costruiamoci 1a forma (P,n,!); saranno (@, b,c) e (P,n, ) le forme delle quali
bisogna riconoscere I'equivalenza.
Da (a, b, ¢) si sia passati alla forina ridotta (A, B, C) e la sostituzione me-

diante la quale dalla prima si otticne la seconda indichiamola con [: g] e ab-
biamo date le formule generali per cui i coeflicienti «,8,y, 6, dipendono dalle

& in valore ed in segno. Analogamente diciamo [ ] la sostituzione merce la

/ 6'
quale (P,n,!l) si trasforma nclla forma ridotta (A’ B’, C’). Confronteremo (A,B,C)
con (A',B',C’). Potranno avvenire tre casi:

I.° La forma (A, B, C) sia identica colla forma (A’'B’' C’). In tal caso passe-
remo dalla (a,b,c) alla (P, n,l) colla sostituzione composta :

I R PR B et A S

Ma bisogna ancora tenere presenti le sostituzioni per le quali (a,b.c) 3i trasforma
in s¢ stessa. Nel caso in cui

=-mat; o AD=—(kn+3)e




—~—
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quelle trasformazioni si riducono solamente alle:

[o 115 [T 47
allora abbiamo evidentemente :
=+ (ad' — Y')
y=+(%-79)

Se D =—c* le sostituzioni che trasformano in s¢ stessa la forma (a,b,c)
sono quattro; onde le sostituzioni che ci fanno passare da (a,b,c) a (P, n, 1) sono
oltre Ie due precedenti queste altre due :

[_.g —21 (@ -fy aB-op
R R O
_ b(a¥ —BY) +c(y8' - y'3) _ b —af’) + c(«'3 — Y¥
a(@d - gy) : b(y® — 1'9) a (@@ —af’) : b (a'd — v#)
G G

e lltra che si ottiene dal prodotto delle due seguenti
[ ] l ad' -0y  af—af
- ¥ —y6 a'd—qf ]

onde la nostra equazione
ax? + 2bxy + cy* =P

alg oo
alorale

ammetterd queste altre coppie di valori: cioé :

o= (a8 —BY)d :r (Y8' —y'9)c

_4 @ -fY)at (0¥ —19)b

Y 0

le quali, come & facile vedere stanno in un notcvole rapporto colle prime; deno-
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minando con &, € Y, le due prime; cioé:
Lo = (ad' — BY')

Yo = (Y&’ — Y'9)
avremo che le formule
:Fba;o+cy., o iamo+ﬁ,
o ’ o

ci rappresentano due nuove radici della equazione come sarebbe assai facile veri-
ficare a priori.

Qui sorge spontanea l'idea di operare sulle due nuove radici, che chiamercmo
x, e Y,, come si & operato con &,,Yy,; na calcolande le espressioni

bw.jcy. o + % J;!)g._

¥

riotteniamo le radici @, ed vy, ; potremo brevemente accennare tal fatto dicendo
che le radici x,y, , ®,y, formano un ciclo.

Deduciamo adunque il seguente notevole

TeoreEmA. - Se x,,Y, ¢ una soluzione della equazione indelerminala

ax* + 2bxy + cy? =P

nella ipotesi che la quantild b*—ac=—d?, ollerremo una nuova soluzione x,,Yy,
mediante le formule :

x|=:|:b_—x°:£y—° ) h=ia—‘—‘—xotby°

essendo ¢ il m. c. d. dei coefficienti (a,b,c). Le due coppie (X, Ye) ; (X4, Y1)
formano un ciclo.

Supponiamo da ultimo, che 4D = — 3¢®; allora la forma (a, b, c) si trasforma
in s& stessa mediante sei sostituzioni di cui gid abbiamo date le espressioni gene-
rali. Prescindiamo dalle prime due; prendendo a considerare la terza troviamo che
la forma (a,b,c) si trasforma nella (P,n,!) mediante la sostituzione composta :

[ % —;] [aa'—ﬂ‘r' a'@-“@"l
: o W-y3  ad-af.

(48"~ ) (9 = 20) = 20 (18 ~ ¥8)

20. . . . . L .
[ 2a (@8’ — By") + (Y8' — '8) (c + 2b) ] )
20 99 L ] . . .
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Operando invece con la quarta sostituzione otterremo che la sostituzione com-
posta non differisce dalla’ precedente” che pel segno del 1° ¢ 3° coefficiente ; sicché
posto come precedentemente :

08" — @' =, W =YY=y,
otterremo una nuova coppia di soluzioni mercé le formule:

_ ., (g = 2b) o — 2y, 23y + (a+2b)y,
l_':t 2 b4 yl—i _—T—'

Analogamente operando sulla quinta e sesta trasformazione sara facile dedurre
una nuova coppia di soluzioni mercé le formaule :

(o + 2b) @, + 2¢Y, _+—2awo+(c—2b)y.,
t 20 ’ U= 2 '

Onde in tal caso abbiamo che: cognila una soluzione (x, , yo) polremo dedurne
altre due (X, ,Yo) , (Xa,¥s). Sarad facile ancor qui risconirare questo allro nole-
sole fallo.

Le soluziont che si ollerrebbere dalla coppia (x,,y,) allo stesso modo che
queste furono dedolle da (X, ,Y,), coincidono con la coppia (xy,Y,).

Le soluzioni che si otterrebbero dalla coppia (xy,y,) allo stesso modo che
lu coppia (X, .y,) fu dedolla dalle (X, ,Y,), coincidono con la (x,,Y,) ecc.

Si pud ben dire adunque che le tre coppie (Xo,Y¥o) 3 (X4, V) 5 (Xg5 ¥2) CO-
sliluiscono un ciclo.

II. Supponiamo che la forma (A, B, C) non sia identica con Ia (A',B, C)

ma che tuttavia sieno cquivalenti; essendo le duc forme ridotte non potranno av-
venire che due casi’; cioé che abbiano la forma (A,B,A) e (A, — B, A); oppure

(A,;—A,c) ; (A,-%A,C).

Cominciamo dal primo. Da (a, b, c) si passa ad (A, B, A) colla sostituzione

[: g ; da questa alla (A,— B, A) colla sostituzione [? _:)]; e da questa in-
fine alla (P, n,!) colla sostituzione [°

@
' E,]; onde passeremo da (a, b, c)

alla (P, n , 1) colla sostituzione composta :

[ O A P I At Ao

VOL, XXVI. 11



) 82 )

quindi in tal caso si ha:
Te=+ (B8 +ay) ; Y=+ +33)

nel resto si continua come nel caso precedente.
Nell'altra ipotesi, facendo ragionamenti del tutto simili si troverd :

Wo=1 (28 +ay -BY) ;  Yo=1 (¥ — Y -Y0).

35. Per cid che riguarda il numero delle soluzioni della equazione indeter-
minata di cui ci occupiamo, osserveremo che dovendo anzitutto risolvere la

x*=D mod P

dovremo determinare il numero delle sue radici incongruenti, ¢ sappiamo che se
indichiamo con A il numero dei fattori primi dispari contenuti in P quell’ equa-
zione ha 2" radici incongruenti se P & dispa.i o contiene il 2 elevato alla prima
poteuza ; ne avrd invece 2*** se contiene il 2 elevato alla 2*; ne avrd 2"*® se
conticne il 2 elevato alla 3* o ad una potenza superiore.

Se adunque indichiamo con N il numero delle soluzioni della equazione di
Legendre, N potrd avere uno dei tre valori 2%, 2%, 22, potremo adunque
formare N forme dello stesso determinante D della (a,b,c); fra queste occorre
ricercare quali sono equivalenti alla primitiva. Supposto che ve ne siano v < N,
bisogna ricercare le trasformazioni che ci fanno passare dalla prima alle altre e
il numero di queste siamo pure in grado di poter determinare in ogni singolo
caso e sappiamo che tal numero pud essere 2, o 4, o 6. Indichiamo con p uno
di questi numeri; ogni trasformazione ci dd una soluzione, onde in tutto avremo
wv soluzioni. '

36. Nella classe delle equazioni considerate rientra pure la

ax*+ byt ="P
esscndo a e b dello stesso segno; .in particolare si pud risolvere 'equazione
x+yt="P

cio¢ trattare il problema dello spezzamento di un numero in due quadrati. Ed @&
notissimo comne la esposta teoria ci ¢onduca ai seguenti teoremi:

Un numero dispari © cut h fatlori primi sono lulli della forma &n + 1 @
decomponibile nella somma di due quadrati in 2*' maniere differenti (*).

(*) Cfr. Dirichlet 1. o, § 68.
Gauss 1. o. § 182,
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La polenza h™* di un numero primo della forma 4n+1 & d,ecompom'bi'e

sempre nella somma'di' due’quadrdlt in 2% maniere diverse (*).
Ed infine al teorema celebre di Fermat (**).

Un numero primo dispari della forma 4n -1 & decomponibile sempre ed in
un modo unico nella somma di due quadrali.

31. Su questo importante argomento lo studioso tenga presente il teorema
generalissimo di Jacobi riflettente la decomposizione in numero primo p nel pro-
dotto di dae fattori complessi coniugati. Indicando con e un fattore di p—1 ¢
con @ una radice primitiva dell’'unitd del grado e abbiamo che :

" ind (40 —ind (e
S S e,

p=1 k=1

N si manchino di ricordare le formule, per la prima volta date da Gauss (****)
circa lo spezzamento di un numero primo p della forma 4n+1 nella somma di
due quadrati. Queste formule, sotto forma un poco diversa sono le seguenti.

Se

p = a! + b!
i numeri a e b si determineranno come i minimi resti che verificano le congruenze
p-—1
ye 1) - d
a= (- ) ',2 “p-—l)' (mo p)
4

p- =t
+ 2b (" ’—)—‘_—')z =(-1 (mod p)  (*****)

(*) Cfr. Arndt. Bemerkungen {iber die Verwandlung der irrationalen Quadrat-
wurzel in einen Kettenbruch (Jour. Crelle 31).

(**) E notissimo che Fermat soleva serivere i suoi teoremi in margine ad una
edizione di Diofanto. Questa edizione fu ristampata in Tolosa nel 1670 per cura
del figlio. Diophantus Alexandrinus. Arithmeticorum libri sex etc, Cum commenta-
riis C. G. Bacheti et observationibus D. P. de Fermat., Tolosae 1670. Alla pagi-
na 127 : (Arith. liber III).

t Numerus primus qui superat unitate quaternarii multiplicem efc. Idem namerus
1 primus et ipsius quadratus componuntur semel ex duobus quadratis etc. ».

Questo teorema fu per la prima volta dimostrato da Eulero Comm, Novi Petr.
Tomo IV an. 1752 e 1753 p. 8. oppure Commeniationes arithmeticae collectae p. 155,
De numeris, qui sunt aggregata duorum quadratorum.

(***) Questo teorema trovasi in sostanza nella celebre memoria di Jacobi (Ucber
die Kreisth, u. ihre Anw. Crelle 80.

(****) Gauss. Theoria residuorum biquad. commentatio I* Vol. II opere p. 86-87.

(*****) Cfr. Bachmann. Die Lehre der Kreisth. X. Abschnitt.
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38. L'equazione x* + y*=P § storicamente celebre. Primo forse fra tutli se
neoccupacLeonardo Pisano, il quale giunge ad un teorema notevolissimo. Se
@'y ¢ una soluzione della proposta ed a3y tre numeri legati dalla relazione

ot 4+ pr=1?
si otterranno due nuove soluzioni razionali della proposta mediante le formule

ay + B’ ax' — By’
x= "- ; = . *
1 iy 7 ®

Ben pia tardi Eulero si occupa della equazione pitt generale

Cet+y'=A
e dell’altra analoga
ax? + b= ,y! (‘.)

e mostra che se 2’ e y' & una coppia di valori di  ed y ed @ ¢ B una coppia
di valori che soddisfa la

Caxt+yr=1
due nuove soluzioni della proposta verranno espresse per mezzo delie formule :
c=ay +Bx ; y=Cax' +fy.

Ma dopoché il Colebrooke, il Taylor, elo Strachey (***) ebbero al prin-
cipio di questo secolo tradotte dal sanscrito le opere di Brahma-Gupta e di

(*) Beritti di Leonardo Pisano matematico del secolo XIII, pubblicati da
B. Boncompagni 1862, Vol. 2°. Opuscoli, secondo la lezione di un codice della
Biblioteca Ambrosiana di Milano, pag. 256-257. Questo libro di Leonardo andd
perduto verso la fine del secolo scorso (Libri. His. des sc. math. tomo 2° pag. 40).
Per altro si sapeva gia per testimonianza di Luca Pacioli e di Cardano di que-
sto teorema di LLeonardo e come egli lo dimostrasse geometricamente, il che é vero.
Le formule in quistione furono dimostrate per la prima volta da Vieta (Opere 1616,
Feteticorum liber IV, pag. 62).
(**) Euler. Algadbre. Paris 1807 2me Partie, Chap. VI e VIIL.
(***) Algebra with arithmetic and mensuration , from the sanscrit of Brahma
Gupta and Bhaskara translated by Colebrooke 1817,
Bhascara Acharya, Lilawati. translated by Taylor 1816.
Bija. Garicta translated by Strachey. 1818,
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Bhascara Acharya apparve come queste regole circa quattro secoli avanti Leo-
nardo fossero gid' note' agli Indiani (®).

Un tal fatto era talmente inesperato che il Libri scriveva: « I'on doit avouer
« malgré tout notre orgueil occidental, que ci ces ouvrages eussent été apportés
« en Europe soixante ou quatre-vingt ans plus tot , leur apparition méme aprés
¢ la mort de Newton et du vivant d’Euler, aurait pu hidter parmi nous les
1 pogrés de I'analyse algébrique (**) ».

Su tal argomento lo studioso potrd assai utilmente consultare la dotta me-
moria dell’illustre Chasles (ancora non era stato rinvenuto il libro di Leonardo)
ove le formole di Leonardo e di Eulero sono dimostrate geometricamente (***),

39. Nel caso dell’equazione

xt+y'=P
dove P=a%bPct... essendo a,b,c... fattori primi della forma &n +1, si pud ri-

chiedere in quanti modi diversi possa il numero P spezzarsi nella somma di due
quadrati. 11 numero di tali decomposizioni viene espresso da:

@+NHE+n ...
2

1a quale formula venne data da Gauss senza dimostrazione (****). Si pud consultare
la dimostrazione di Legendre (*****) alcune note del Prof. Volpicelli, di Giusto
Bellavitis ed infine la elegantissima dimostrazione del Prof. Chelini (******).

(*) Brahma-Gupta and Bhascara. Algebra p. XVIII, 172, 245, 265 ecc.
Queste regole sono assai oscuramente espresse in versi. Brahma-Gupta viveva
verso la fine del 500. Bhascara verso il 1100 (Libri 1. c¢. Vol. 1° p. 125. Marie
Hist. des sciences math. Vol. I° p. 86 e 130).

(**) Libri 1. e. Vol. I° p. 126.

(***) Formules d'Euler pour la résolution de l'équation Cz? + A = g2, Leur
identité avec celles des algébristes indiens et arabes etc. (Liouv. Jour. tomo II® 1837),
Ivi sono riportate le regole di Brahma-Gupta e Bhascara secondo la versione
di Colebrooke.

(****) Gauss Dis. Arith. pag. 219 (in una nota).

(*****) Théorie des Nombres Vol. I® pag. 814.

(******) Volpicelli. Annali di Scienze Fis. Mat. 1854. Annali di Tortolini
1850. Atti accad. Nuovi Lincei 1850). Bellavitis. Ann. Tortolini Vol. I° pa-
gina 422, Chelini. Ann. Tortolini Vol. 3° pag. 126.
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SUL NUMERO DEI NUMERI PRIMI DA 1 AD =
NOTA

Dottor AURELIO LUGLI

1. Legendre nella sus Théorie des nombres (Cap. IV, § 11), quindi Meis-
sel nei Mathemalische Annalen (Vol. II e III), hanno trattato il problema di de-
terminare quanti siano i numeri primi in un intervallo arbitrariamente dato, della
serie naturale dei numeri, riconducendolo a quello della determinazione dei numeri
primi in un intervallo pia ristretto. Con intento uguale ma con un metodo che
reputo molto pilt semplice di quello segulto dai matematici menzionati, fondandomi
sopra due proprietd elementari dei numeri (*), deduco qui una formola (quella [T)
del n® 5) mediante la quale riesce relativamente agevole determinare il numero
dei numeri primi fino ad un limite qualsiasi. .

2. Teorema. Il numero dei numeri primi della serie |, 2 3...n non divisi-
bili per alcuno dei numeri primi a, b, c, ... 8t olliene smluppando il prodollo

(=D 0-D0-D-

e svstituendo ad ogni lermine il maggior inlcro conlenulo in esso, senza alle-
razione del segno.

Infatti, seguendo Legendre, indicando con E(g) il maggior intero conte-

. n - ) .
nuto nella frazione " nella data serie, vi sono E (&) numeri divisibili per «,

a,2a,...,{E(2)}-a

(*) Quelle espresse dalle formole [8] e [4].

ossia
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2(=n(-)

numeri non divisibili per a, dove il secondo membro va inteso nel senso espresso

dall'enunciato del teorema.
Fra i numeri della data serie divisibili per b, conviene sceverare quelli che

non sono divisibili per a. Ma nclla serie

b2, .. {E(}) ]

vi sono evidentemente tanti numeri non divisibili per a quanti ve ne sono nella
serie

onde rimangono

onde, per quanto si & detto innanzi, saranno

@ 1}(-2)

i numeri delle due ultime serie non divisibili per a ed

IICHRUGHEHEIEHIES

i numeri della serie data non divisibili per a e per b, calcolando sewpre i pro-
dotti ed i loro termini nel modo voluto dall’enunciato del teorema.
Proseguendo analogamente si giunge a concludere che i numeri da 1 ad n

dati dalla [{] sviluppata nel modo stabilito.

3. Indicando ora con ¢(n, i) il numera dei numeri dell'intervallo da 1 ad n,
non divisibili per alcuno dei primi i numeri primi p, =2, p,=3 , ps=5,...
della serie naturale dei numeri, sard analogamente :

?(n.ﬂ="('—£j)(";“,) o (‘—1—:__:> '"%:)’

dove il segno d'eguaglianza va inteso nel modo imposto dall’enunciato del teorema
precedente, quindi:

:p(n,i)::«p(n,i-l){ 1 -;)l—i}
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od anche, con le stesse convenzioni,

n

2 n,)=¢mn,i—1)— E(— ,i-11].
(2] g(n, ) =09 ) ?[ p‘) ]
Facendo variare, in questa formola, ¢ da 2 ad ¢ —1 si hanno le eguaglianze

Q(n,2)=9<n,i)—9[l‘l(2%) ) l]

9(n,3)=9(n,?)—9[E(1%),?]

).ice].

e, i-N=em,i-2-¢[B(;Z

che sommate membro a membro con la [2], danno

(31 ?(n»i)=¢(n,l)-‘ii(cp[E(ga,i—i]).
) =2

Per dare un esempio dell’'uso di questa formola vogliasi determinare quanti
siano i numeri della serie da 1 a 1000 non divisibili per p,=2.p,=3,p;=3,p,=1.
Si osservi che in questo caso & da porsi n=1000 , i=4 e che si ha ¢(n,1)=500,
essendo 300 i numeri dispari da 1 a 1000, ossia i numeri di questo intervallo
primi con p,. 1l termine sommatorio sard formato da tre parti ciod,

1;))(:0)’1] q,[h(mw) ] [F acoo) 3]=
s (1= v (1-)(a- e (- P-1)-

333 -£ (%) + 200—E<g%9)—-E(‘2—¥)+E(Q%))+ 142 —

_E<M2)_E(I42> L(“2> E(H-2) L(“'?') (M) (IL2

=167+ 67+ 38=212,

quindi :
¢ (1000, &) = 500 — 272 = 228,

percid da 1 a 1000 vi sono 228 numeri non divisibili per 2, 3, 5, 7.
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4. S'indichi con,$(n) i}, numero dei numeri primi da 1 ad n, esclusa I’ unita.
Osservando che o (n,t) esprime quanti siano i numeri dello stesso intervallo non
divisibili per i primi i numeri primi p,, py, ... p;, si dedurrd facilmente che,
essendo ¢ < ¢ (n) i numeri medesimi non divisibili per p,, py, ... p;, oltre al-
I'unitd, saranno i numeri primi Py, Piyy s« - Py € i prodotti che si ottengono

dalla combinazione di questi ultimi. Quando perd si ponga iz_«bE(w/n_) risulta

piss> E (Vn), onde nell’ intervallo da 1 ad n i numeri primi con p,, Py, .. . Py
non saranno altro che gli ultimi ¢ (n) —¢ numeri primi e I'unitd, talchd si avrd
l'eguaglianza :

41 - em,N=¢m—-1+1.
Da questa si deduce :

dm)=i-1+o(n,q)

e con la sostituzione a ¢(n , i) del suo valore [3] :

i) ¢<n)=i—t+¢(n,4>—§(m[E(;}i),i—i]),
=2

ed & questa appunto la formola che si presta al calcolo dei numeri primi da 1
ad n quan.lo sia noto il numero di tali numeri nell'intervallo pia ristretto da 1

ad E(Vn) e si prenda i almeno uguale a ¢E(vn).
Come esempio si voglia determinare il numero dei numeri primi nell’inter-

vallo da 1 a 1000. A tal uopo si osservi che E(yn)=31,i=11, quindi:

$(1000) =11 — 1 + ¢(1000 , 4)-3‘“([ (— ,z—l])

Ora, calcolando le singole parti del termine sommatorio, si ha, in seguito al nu-
mero precedente, per i=2, 3, &:

[2@) o] =o[2(22) oo

o[ E (}%) , 2]=¢(2oo,2)=.67,,

o [E (z%) 3] =012, 3)=38;
VOL. XXVI. 12
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per i=1§

o[2(5)- 4] =e00. n=00(1-5)(1- 5)(1-5)(1-7)=
0-5(3)-5(3)-5(5)-#(7) () +5() += ()
+8(5g)+B(57)+2(55) -2 (30) - ) - =(50) - B )+ ol

=090-45—-30-18-124+15+94+6+6+4+2-3-2-1=21.

Gid da ora si vede che il calcolo di queste parti diverrebbe estremamente
complicato quando si fosse costretti a fare uso costantemente della [1]. Fortuna-
tamente la [2] in generale e meglio la [4], quand’ & possibile servirsene, porgono
il mezzo di abbreviare le operazioni. Alla determinazione di quest’ ultima ¢, es-
sendo n=90,E(yn)=9,¢E(Jn)=4 e i— 1| =4 non minore del numero dei nu-
meri primi da 1 ad E(y/n), serve immediatamente la [4]} che dA:

9(90, ) =¢(90) — b+ 1=24—k+1=21,

per I'uso della quale & bene notare perd che necessita conoscere il numero dei
numeri primi da 1 a 90 che supporremo noto. La stessa formola si presta a pia
forte ragionc in seguito attesoché i cresce ed m diminuisce, onde per le ulte-
riori ¢ si ha:

Q[F(%;)E)J: E(1950) 5] =406 -5+ 1=21 -5 41217

Q[E(%) 6] =¢[E ’%9‘—0) 6] =48 -6+ 1=16-6+1=11

[ n ] [ 1000 ]
9 _E p—s),'l_ —cp_E —1—9—),1_—¢(52)~7+l-l5—7+l_9

. E(g;)s =¢LE(1220),8: —§(i3) — 8+ 1=14— 8 + 1;7

(1 000

[ n
cp_E(E) =¢BH)-941=11-9+1=3

Q[E(z%.)t] ;[ (’000 ,1o]=¢(32)—|0f|=u—|0+1=2;
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per cui finalmente :
$(1000) = 10 + 500 — {167 + 67+ 38 + 2! + 4T+ 11 +9+ 7 +3+2}=168.

Vi sono dunque 168 numeri primi da t a 1000, esclusa I'ynita.
5. Come risulta dal precedente esempio, il calcolo del termine sommatorio
pella [5] & grandemente semplificato quando nella determinazione dei valori delle

espressioni o [ E (g) ' - 1] si faceia uso, a partire dal punto in cui ¢id & pos-
]

sibile, della relazione [4]). Mostreremo qui come questa semplificazione sia intro-
ducibile nella [5], il che ci condurrd a1 una nuova espressione della formola che
rappresenta il numero dei numeri primi nell'intervallo da 4 ad n.

Di tutte le espressioni E (;l) sia E (;) la prima per la quale si ha:
i (]

(6 s-1=¢E(\/_;;:

o altrimenti nella serie dei numeri primi p,.pg,.,.p,, ... p;'sia p, il primo pel
quale il numero dei numeri primi da 1 alla radice quadrata a meno d'una unitd
del maggior intero contenuto nella frazione :T uguagli s—1 (*), allora potrd

L]
seriversi in seguito alla [4]:

cp[E(%: , s—l]=¢E(%)—s+‘l+l

¢ 1a medesima relazione seguiterd a valere per ogni altro numero p maggiore di
P, fino a p;, inquantoché per un tal numero la diseguaglianza

s—4>¢E(\/-§—:),

araloga alla i >¢ E n), da cui discende la [4], & sempre soddisfatta. Se percid
si separano gli addendi del termine sommatorio in due parti, la prima compren-
dente quelli che da =2 vanno fino ad i =8 — 1 e la seconda i rimanenti, questi

(*) Un criterio per trovare il valore di s pud aversi confrontando p,., con

E (JPL) ,» giacchd per questo valore E (J ;t'-) dev’essere minore di p;.
' t
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ultimi, in numero di ©— (s — 1), saranno
n T n
E(—— s—1]= E(——)—s+2
Ps ’ - 4' D

f[BGn) o J=vE()-s-1ee

Ps+

o[B(n) s i]=em(Gh) —s-2 42

£+2

[e(3r)r i-t)=4(5r) -0 +2

ed avranno per somma :

=i

Eq[E(—),z—l] un; ) (s-2)(i—s+l)—i—_-;+1(i-——s)

i—s

onde la formola [5] facendo la separazione di questi termini diviene :

vt taso 0 S o[(2) oo ]- 8 e[ (2). o]

=i—1+g¢(n, 1)_2‘ [ & (_) ,_,] Z‘PE(—) it — gt — 3z+5s—4

ossia :

i=s—1

m m=E(3)- éq[E(&), i-1] - gq;E(’;‘) 43 (itst-it556]

che & la formola generale che di il numero dei numeri primi da | ad n, rap-
presentando i il numero dei numeri primi da | a vnoeds il piu piccolo numero

pel quale si ha la relazione s — 1 =¢E(\/§> che & una conseguenza dell’ altra
8

P> E \/g—.)
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6. Crediamo,utile| applicare anche questa formola pilt completa ad un esem-
pio. Ci proponiamo ciod di determinare quanti siano i numeri primi da 1 a 10000
e lo sviluppo del calcolo mostrerd come cid possa conseguirsi facendo uso di una
piccola tavola di numeri primi che pud facilmente costruirsi secondo il waglio di
Eratosiene.

In questo caso abbiamo n= 10000, ¥n =100, ¢(vn)=1i=28,
Pa=3,ps=3,0:=T,ps=11, pe=13, p,=1T, pg=19, py=23 , p,=29 ,
Pa=31,p:=3T, pys=4!l, =43, Pys=4T , Pye=83 , p;1=89 , p,s=61,
Puw=6T, Pao=T1, P2y =T3 , Ppy=T9 , P3s=83 , Py, =89 , pps=91.

Calcolando poi le frazioni E(?—J-) per i valori di 7 fra 3 ¢ 25 si trova
]

E (122%) - 3333, & (1B%) =200, E(’Ogo") = 1428 ,E(0%) — 009,

r(iO_I":—O) 169, E '-01%99) 588, E('°°°°) 526, E('°2°3°° =434,

10000)23 ., E(woou) 392 E(iOOOO) 210 . E(IOOOO - 23,

E(IOOOO 933 E '0;00)_212,13 1%(?_0)_]88 E<aoooo 169,

0000
E('°°°° ~ 163, E(1 -—)_149 F('°°°° —140, E('°°°°\ 136,

I‘,(10000 —126, E(NOOO) 120, E(OOOO - 112, E(iOOOO =103,

e per le radici quadrate di questi numeri a meno d’una unitd :
V3333=51 , y2000=44 , VIEB=3T , +909=30,
NT69=21 , #588=24 , 4526=22 , #i34=20,..

¢ poiché si ha precisamente :

E (i) = F(\/ioooo) (\/10000) %,
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talché a cominciare dall'ottava di queste frazioni la relazione

s> E(\/;-E)

¢ soddisfatta e con essa I'altra

s—izcliE(v—;_:—

cosi sard s ~ 1=1¢(20), ed essendo 8 i numeri primi da | a 20, s=9.
L' espressione da calcolare sard in tal modo

S 1. /10000 5 . 10000
(8] ¢(|0000)=5000-§¢[E(—p‘—).i-a]-éw(_’r +219.

Per il calcolo dei primi quattro termini ¢ procedendo come al n° 3, si tro-
vano seng’ altro i valori 1667, 667, 381, 208, per quello della successiva espressione

Q[E(%@),s]=¢(169,5).

a scopo di brevita, si ricorra primieramente alla [2]. Questa da

?(169,5)= (169, 4)—¢ [ B (1;-?,2)"] = (169, &) — 9 (69, 4).
Per valutare l'ultimo termine si faccia uso della [4], il che & permesso poiché
L=¢E(V6I)=¢@®),
risulta allora
9(769,5)=¢(769,4)—¢(69) +4 - 1=¢(769,4) - 16,
e calcolando direttamente il primo:

?(169, 5) == 160.

Analogamente con lI'uso delle [2] e [4] si trova con sufficiente speditezza che
i due termini ultimi della prima £ hauno i valori: 441 e 95.

L'espressione [8], tenendo conto dei valori precedentemente ottenuti, diviene
cosi :

¥ . /10000
¢ (10000) = 1990_‘§¢E( " )_
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1990 — | $(434) + B(346) + $(322) + $(270) + P(243) + ¥(232)+ ¢ (212) + $(188) +
+$(169) + $(163) + $(149) + $(140) + $(136) + $(126) + $(120) + $(112) + §(103) }.

Ora ricorrendo ad una tavola di numeri primi, che basta estesa fino a &34,
si trovano subito i singoli valori delle ¢, la cui somma & 761, onde

¢ (10000) = 1990 - 164 = 1229,

vi sono adunque 4229 numeri primi da 1 a 10000, esclusa Punita.

1. A verifica delle applicazioni che venissero fatte della formola (1], riporterd
qvi, prendendola dal Legendre (*), una tabella in cui & dato il numero dei
numeri primi, compreso 1, entro diversi estesi intervalli

Numero Numero
INTERVALLY dei INTERVALLI dei
n. primi n.i primi
da | a 10000 1230 | da 1 a 200000 17984
» 20000 | 2263 » 250000 | 22045
» 30000 3246 » 300000 25988
» 40000 4204 » 350000 29971
» 50000 5134 » 400000 33861
» 60000 6058 » 5006000 41538
» 70000 6936 » 600000 49093
» 80000 18317 » 700000 56335
» 90000 8713 » 800000 639317
» 100000 9592 » 900000 74268
» 150000 13849 » 1000000 18493

8. £ ovvio poi che il problema risoluto acconsente la soluzione anche del-

I'altro : Trovare il numero dei numeri primi fra due numeri dati a e b.

(*) Op. cit.-L'edizione francese & molto rara, ne esiste perd una tedesca di re-
cente pubblicazione : Zahlentheoric von Adrien-Marie Legendre. Leipzig 1886,
Per ]a tabella riportata veders a p. 66 del Vol, II dell'edizione tedesca,
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SUL

CONCETTO DI YOLUME IN UNO SPAZIO LINEARE QUALUNQUE,
NOTA

GINO LORIA.

‘

In molte ricerche nelle quali & nccessario considerare I'analogo nello spazio S,
(lineare) a n dimensioni dell’area di un triangolo rettilineo e del volume di un tetrae-
dro del nostro spazio, tutti gli autori a me noti si limitano a introdurre un’'espressio-
ne, funzione delle coordinate di n+1 punti di S,, modellata sulle espressioni analo-
ghe fornite dalla Geometria analilica cartesiana e che essi riguardano come misura
del volume dell’(n+1)-gono avente per vertici i detti punti. Considerata questa intro-
duzione come definizione, essa & logicamente legittima; tuttavia essa lascia, a mio
credere, un po’ insoddisfatti coloro che amano veder stabiliti i concetti geometrici
indipendentemente da un sistema di coordinate. Colle osservazioni seguenti mi
proposi di colmare la lacuna che in conseguenza, secondo e, si riscontra in
questa parte della Geometria; esse furono ispirate parecchi anni or sono dalla
lettura dell'importante memoria del Prof.  Ovidio: Le funzioni melriche fon-
damentali negli spazit di quanle st vogliano dimensioni e di curvalura cosianle
(Mem. dell’Accademia dei Lincei, Serie IlI, Vol. I), e vengono ora pubblicate per-
ché alcuni scritti recenti mi fecero credere non fosse fuor di proposito il farle
conoscere.

1. Siano (2,7, &N, 2,") (r=1,2,3) le coordinate omogenee di tre punti
PO ; (5, , E,", EM)quelle delle reite che li congiungono a due a due. Nel piano
da essi individuato sia stabilita una determinazione metrica, il cui assoluto abbia
per equazione in coordinate di punti e di rette le seguenti:

Ope=20gwywx=0 , ag=Zanf=0;
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sia poi

A= l axl ax"’z(‘) =Zay " wk(')

D=]al ) aE"’e(" =Lay 5§

€hiamando (P P¥) la distanza fra i punti P, P®) e (P®  P®) PU) quella fra
il punto P") e la retta P*) P® (altezza del triangolo P'P"”P"'), avremo :

'm * I 1 Top 1 re

‘et p . A
sen(P"P""") = \l %% , sen (P', P" P) = Ea'2y + &'y’ + Ef'y) W .
acusn azmmru V az_—'z' aE'E'

’

dunque .
@ 2 @ |
w.u wz’r w‘u 'Q/T
scn(P’ P"P’”) sen(pupm) — (El,ml"l'sl’mz"*'es'ws’) \,—A- — w’m w’m wsm
, = _ "t 27 S =

(’wlzl az"x'v ax'"zl ’ Jaz:z: ’3”3" a'l"zlll

Il secondo membro di questa relazione ¢ una funzione simmetrica delle coor-
dinate dci dati punti, quindi possiamo scrivere :

sen (P, P” P"") sen (P"' P"") = sen (P", "’ P') sen (P"’ P') = sen (P"”, P’ P”) sen (P’ ).

Chiameremo seno dell'area del dato triangolo il valore comune di questi pro-
dotti; e indicandola con sen (P’ P” P'”) scriveremo

w|ll m’” ws" JI

w " w " w n
(n sen(P' P"P") = + 2 2

Ja:z:'l az”z" az’"@"'
Correlativamente : indicando con 7' »" 7"’ i lati di un trilatero avremo
sen (r,r"r'") sen (r"r") = sen (r",r'"r') sen (r'"'r’) = sen (+'"',r'r") sen (r'r") ;

chiameremo seno dell’ area del trilatero (r'r"r") il valore comune di questi pro-
dotti ed avremo

& & &
E|" Ez" Ea" JF
(2) Sen (7" v f’") = E.m E’m Ea'"

Vagy dgry agrge
YOL. XXVI.
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Notando che se #'=P"'P" , ' =P'"P' ,r" =PP", si pud scrivere

T, @ x ,’
VA i w‘n

Jazld azl'zll aﬁ'"@'"

m’l' w"l
m.m w:lll a’.'.”

. [} 2
Qg g Bgrrggtn = A grrggent J (Igc"’z’"az'm'_ a’m"m'_’ J Qg0 grgr
aznm "ac'"l’" armwzluazrzr

,

sen(r' "' 1) = \/
[, SO
dedurremo

sen? (P’ P"" P) .
sen (P” P'") sen (P"" P') sen (P' P"")’

3) sen (r " ¢") =

e correlativamente

sen(r' v ")
sen (r'' r""") sen (r'"' ') sen (' 1)

(%) sen (P’ P P;") =

Quando la metrica & euclidea, sostituendo (P'P"P") a sen (P'P"P'") e (r'r'r")
a sen(r' v ') le (1), (2) rientrano in relazioni note.

2. Supponiamo che i tre punti P'P”P" si considerino nello spazio: chia-
miamo in conseguenza @, , x,, ;™ , 2, le loro coordinate omogence. La di-
stanza del punto P’ dalla retta P”P" non & che la distanza di P’ dalla traccia
della retta P” P’ sul piano determinato dal punto P' e dalla retta coniugata di
P" P'" rispetto all'assoluto. Se quindi

G =L Oy W X =0 y op=Xagf b=
sono le equazioni di questo in coordinate di punti e di piani, avremo

a@'d a@'w" acuwm

azuzl azu’n azntm

a 100 ot a 110l a e
sent (P' , P" P"') = {3 x"'x' x"' %"
a.drmu a’z"'c"’

ossia, chiamando ;™ le coordinate del piano P’ P" P,

sen? (P' , P P"') = Qgrvgr

a,y (@i Bogrrigrr = a’d,z,.,)
D’ altronde si ha

Q' Qg prtt = a‘ et 01
sen’ (Pu Pul) — x''z" V' 'z
aﬂ"ﬂ" aa!"z"’

eee
0
‘e
ses
ceee
0o,
o
ceee
®evee
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epperd si conclude

-

sen? (P’ , P P') X sen® (P P') = sen®(P' P P") = Ggvgw

Opa Oz Qg™

3. Consideriamo ora un quarto punto P™ (x,", ®,", 2", ®,””) € chiamiamo
£/, &, §’" le coordinate dei piani che esso determina rispettivamente colle rette
PP, PP ,P'P" e (P*,P'P'P") la distanza del punto P~ dal piano P'P"P'";
avremo :

’

w" wsl w‘l

w"/ w” ’ w." w‘"

4

w" n w’"' w'"l w‘lﬂ

w ' e g m‘w wsﬂ m‘lv
a 2V ¥ aEw‘Elv

sen* (P, PP P") = (ove A =|ay]).

Dalle due ultime relazioni risulta I'altra

zy w®
T w.ll w"’ msﬂ w‘ll
V w"l’ w"" mslﬂ w‘lll

LM M

sen(P’' P" Py sen(P™, P’ P’ P"') =
Va . By Uy Bgav v

E siccome il secondo membro non muta facendo una permutazione fra i punti
considerati cosl si conclude che i quattro prodotti dei seni dei triangoli facce
del dato tetragono pei seni delle corrispondenti altezze sono fra loro uguali.
Chiamando seno del volume del telragono il valor comune di questi prodotti, po-
tremo scrivere

© ® xf xf
w'" w" ! wall w‘"

va

wll" wll'l wslll w‘lll

@ ™ @€ 4 2 v o,
(5) sen(P' PP Prv) = 1 2 s A .
vadxv Qg G G pxv v

4. Considerazioni correlative conducono alla deflnizione di seno del volume

.
(TR
.

sens
[}
e
seecs

cte
.
Y
tetae

‘e
X
foene
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d' un .telraedro e alla forinola

TR T %
OB OE
E‘I" El'" ES,N Eb’”
TR A T T

\/derg. aat'gu aENlEur aE" E“

JD

6) sen(wn'®"n"x")= (ove D =|ay|).
Se P'=="n"nv , P’ =x"nva' , P = avn'n" , Pv = «'n"n'’, dalle (5) (6) scafu-
riscono le due seguenti formole fra loro correlative :
sens (PI P pm P")
sen (P"P'"P) sen(P"'PP') sen(P™ P'P") sen(P'P"P")

©) sen (n'n''n"'z") =

sen? (x’ 2" ' =)

- "prnpvy ..
®) sen (PB“PYE )_sen(u”gt"’n") sen (x'’z" ¢') sen (x" n'z”) sen (x'w"'%""')

Quando la metrica & euclidea , sostituendo ai seni gli archi, dalle (5) (6) si
ottengono le espressioni ordinarie del volume di un tetragono o un tetraedro in
funzione delle coordinate dei vertici o delle facce.

&. 11 metodo con cui siamo passati dalla distanza di due punti all’area di un
triangolo e dall'area di un triangolo al volume di un tetraedro & applicabile anche
agli iperspazii. Infatti, nello spazio a quattro dimensioni sussiste (¢ si dimostra
con ragionamenti analoghi ai precedeuti) il teorema: « dato un pentagono, il pro-
dotto del seno del volume di un tetraedro base pel seno della corrispondente al-
tezza & lo stesso qualunque sia il tetraedro assunto come base » ; questo prodotio
si definird come seno del volume del pentagono. E in generale, dopo avere stu-
diato lo spazio a n — 1 dimensioni, si dimostrerd che: « dato un (n + 1)-gono in
S,, il prodotto del seno del volume di un n-gono base pel seno della corrispon-
dentc altezza & una funzione simmetrica degli n+4 punti dati » ; questa funzione
si definird come seno del volume dell'(n+1)-gono dello spazio S, a n dimensioni.

Siano. &, (i,r=1, 2,...,n+ 1) le coordinate omogenee di n+ 1 punti P
di S,; secon a,,=0 s'indica I'equazione dell’assoluto e con A il discriminante |a,]
di questo, se ancora si chiama (P® P® ., P®+9) il volume dell' (n + 1)-gono
avente per vertici i punti P"), avremo

xN oz L, Wy,

m‘(') w’(’) . e w(l). +|

"y

w‘("'H) w,("'“) .. w(“'“)”_u

sen (P() P@) |, P+1)) —

Crn) gt0) Ppit) g(2) * * * Cpwtn) ginte)
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Nel caso di una. metrica euclidea si conclude che il volume del dato sistema
di punti, a meno di un fattors costante, & misurato dal determinante formato con

le coordinate de’suoi vertici.
Alle considerazioni accennate in questo numero ne corrispondono altrettante

per dualitd, le quali conducono alla nozione di seno del volume di un.(n+1)-edro
nello spazio S, a n dimensioni e alla formola che ne di la misura in funzionc

delle coordinate delle facce.:

5 Ottobre 1887.

QUISTIONIL

86. Se u, cd s sono rispettivamente il termine generale e la somma d' una
serie convergente, si ha, per n infinito,

o () @R Q) Qe

81. 8e, per n infinito, a, tende ad un limite a, si ha

n
Iim.% va,(a, +0,) (@ +ay+ag) ... (a,+a,+...+a,) =%.

. . ; . - . 1t . .

88. ‘Si alteri 'ordine dei termini della serie 1 - 3 + 55— % + ..., lasciando i

termini positivi nell'ordine in cui si trovano ed anche i termini negativi. Se p ¢

la probabilitd che un termine, preso ad arbitrio nella nuova serie, sia positivo,
la somma della serie stessa & ugusale al logaritmo naturale di

p

t—p°
89. 8i conduca, per ociascun punto d’una curva, una retta egualmente incli-
nata sulla tangente e¢ sul piano osculatore, e si dimostri ¢che i punti centrali di
tutte le rette analoghe costituiscono, ad ogni istante, una superficie cilindrica di

rivoluzione. .
E. Cesaro.
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AGGIUNTE ALLA NOTA INTITOLATA:

SOPRA UN TEOREMA SUL CALCOLO SIMBOLICO
NELLA TEORIA DELLE FORME BINARIE

ERNESTO PASCAL.

I1 teorema che forma I’oggetto della Nota succitata si pud in sostanza enun-
ciare nel seguente modo :

« Data un’espressione F del tipo invariantivo omogenea in ciascuna serie di
« coefficienti e di variabili, che sia irriducibile, cio& non sia il prodotto di due
« altre espressioni dello stesso tipo, e che sia identicamente zero, essa potrd ve-
« riflcarsi con processo sempre intero solo con identild-zero ».

O anche:

« Si potranno sempre alla detta espressione F aggiungere e togliere un certo
« numero di termini, e raggrupparli in modo da costituire una somma di parti
« ciascuna delle quali contenga per fattore un’identild-zero ».

Quando noi a pag. 5 della Nota abbiamo osservato che in tante parti pud
scomporsi F quanto & il numero degli elementi meno tre, s’intende naturalmente
che tale & il numero a meno perd di applicazioni dello sviluppo di Gordan.

Ora Yapplicazione di sviluppi di Gordan corrisponde a far uso di un certo
numero di identita-zero ; possiamo quindi conchiudere che il numero richiesto
delle parti & propriamente quanto & il numero degli elementi meno tre, pil il nu-
mero ¢ delle identitd-zero che corrispondono agli sviluppi di Gordan occorrenti.

Questo numero ¢ pud riconoscersi a priori dalla semplice ispezione dei varii
termini di F.

Cosl p. e. nel caso da noi considerato, dalla semplice ppezlone dei valori di
G, , G’y, si ricava che per applicarvi gli sviluppi di Gord an, non occorrono che
solo le due identitd-zero

(ac) (xy) —az ¢y +a, =0
(be) (wy) = by, + by e, =0

(ar).
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Nella Nota succitata, siamo giunti a scomporre F, a meno di sviluppi di
Gordan in due termini;

(ab) (wy)* Ay { (ca) by — (be) @, | | (a0) by + (cd) @, + (Ba) c} (%)

=%(ab) (my)'{(ca)b —(bo) a, H(cw)b + (cb) a,, + (ba) c,}

+ % (ab) (my)'{ (ca) b, — (be) a,, } { (ac) b, + (cb) a, + (ba) ¢, % .

Poiché gli effettuati sviluppi di Gordan non equivalgono che solo alle due
identitd (a), ricaviamo che aggiungendo e togliendo opportunamente certi termini
ad F, e raggruppandoli in modo conveniente , essa deve potersi ridurre a sole
quattro parti ciascuna contenente per fattore una delle quattro suddette identi-
li-zero.

Infatti & facile verificare che identicamente :

F=1 (ab) oy | () b, - G0ya, | { (@) b, + (eb) e, + b)e, |
+ 5 (ab) @y { (ca)d, - Ge)a, | { (@) b, +(eb) g, + bae, |
+3 (@0 @3) { by o0 + by ¢, }{ o) () 40y 0 - o ay ]

{ }

+;;(ab)’(wy) 0y Cx + 05 ¢y {(wy)(cb)+c,b,-cmb,}.

(*) Per una disavverienza questa formola e le seguenti furono stampate inesat.
tamente, Il paziente lettore le avrd gid corrette da sé.
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SULLE LINEE A DOPPIA CURVATURA

PER

GEMINIANO PIRONDINI.

§ 1.

Determiniamo le curve nelle quali i piani osculatori sono equidistanti da un
punto. Se (cosa , cosP, cosy) , (cosA, cosp, cosv) , (cosl, cosm , cosm) sOno
i coseni di direzione della tangente, della normale principale e della binormale
della curva L, la distanza del piano osculatore nel punto (x,vy,2) dall origine
delle coordinate & Zwx cosl; dovremo dunque avere:

1 Zxcosl=costante=a
la quale, colla derivazione e coll applicazione delle note formole di Serret, da :
@) Zxcosh=0.

Se poi i & I'angolo sotto il quale la curva & segata dai raggi vettori R che par-
tono dalla origine O, abbiamo :

3) ' Sxcosa=Rcosi.
Quadrando e sommando le (1) (2) (3) abbiamo: R*=a?+ R® cos®i, da cui
%) Rseni=a.

Ora se sviluppiamo il cono che proietta la linea L da O, per la curva piana avra
pure luogo la relazione precedente e se % e I'angolo polare, si ha:
SEN { = ever——

o @ =)
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¢ la (4) diviene :

adR = du
R VR:— a?

Integrando e dando alla costante arbitraria un valore conveniente, si ottiene:
Rcosu=a;

la trasformata di L & quindi una retta e la L & geodetica sul cono che la pro-
ietta da 0.

Se viceversa prendiamo una geodetica qualunque di un cono col vertice in O,
deve per essa essere soddisfatta una relazione della forma (4); inoltre & soddi-
sfatta (2), poiché in questo caso la normale principale della curva & perpendico-
lare al raggio vettore R; la (3) & soddisfatta pure, dunque deve essere soddi-
sfatta (1), cioé i piani osculatori sono equidistanti da O.

Dunque : ¢ Le sole curve nelle quali © piani osculalori sono equidistanti da
un punto sono le geodeliche dei coni che hanno il verlice in quel punio ».

Vediamo quali sono le linee nelle quali i piani normali sono equidistanti da
un punto. Se tale punto & I' origine delle coordinate, la condizione da verificare
¢ nel nostro caso: Zxcosa=a, dalla quale si deduce:

Y osa=-2
< R “ R

ma il 1° membro & cosi, essendo i I'angolo sotto il quale la curva & segata dal
raggio vettore, dunque dobbiamo avere

cosi= o

=g
la quale relazione sard anche soddisfatta per la curva piana I in cui si trasforma
L per lo sviluppo del cono che la proietta dall'origine.

’

LR essendo R’ la derivata di R rapporto all’angolo
+ !

Avendosi cost =

polare u, si ha:

'R’:_(E.=d“

aR

la quale coll'integrazione ci offre :

I B a
u=- YR = a? + arc. sen (—E) ,

VOL. XXVI. 14
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equazione polare di una sviluppante di cerchio La curva L & quindi sul cono una
traiettoria ortogonale delle geodetiche tangenti a una traiettoria ortogonale delle
generatrici ; questa curva si pud evidentemente chiamare sviluppante geodetica di
questa traiettoria.

Dunque : « Le sole curve nelle quali i piani normali sono equidistanti da
un punlo sono le sviluppanli geodetiche delle traiellorie ortogonali delle genera-
trici dei coni che hanno il vertice in quel punto ».

Osservando che i piani normali di una curva sono i piani osculatori dello spi-
golo di regresso della sviluppabile polare, si potra dire: « Le sviluppanti geode-
tiche delle traieltorie ortogonali delle generairici di un cono sono le uniche curve
che abbiano per spigolo di regresso della sviluppabile polure una geodetica di
un cono ».

Derivando la Za cosa =a rapporto all’arco di L, si ha:

Zcos‘a-{-z a,--°-“—'=o

da cui:

RZ %’-cosk:—p

o0ssia :
N
Rcos(R, p)=—p.

Dunque: « Il luogo dei centri di curvatura della curva L, si olliene pro-
ieltando il vertice del cono sulle normali principalt della curva ».

Osservando poi che i piani rettificanti di una linea sono i piani osculatori della
sviluppabile rettificatrice, si avrd: « Le sole curve nelle quali ¢ piani rellificanti
siano equidisianti da un punlo sono le geodetiche delle sviluppabili il cui spi-
golo di regresso & una geodelica di un cono qualungue col vertice in quel punio v,

Avendosi per queste curve Lo cosA=a, sard:

cosa V cosl

essendo p, v il raggio di curvatura e di torsione della linea ; notando che

~ RZ%cosa , th%cosl

sono le proiezioni P,, P, del raggio vettore R sulla tangente e sulla binormale,
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la precedente diviene :

Dunque : « Nelle curve in cui ¢ piani reltificanti sono equidistanii da un
punlo, le proiezioni del raggio vellore sulle tangenti ¢ sulle binormali sono pro-
porzionali al raggio di curvalura e al raggio di lorsione ».

§ 2.

Proponiamoci di determinare tutte quelle linee le quali, muovendosi di moto
clicoidale intorno a una retta, generano un elicoide rigato.

Presa per asse delle z la retta intorno alla quale avviene il moto elicoidale,
sia L la curva generatrice, L, I'elica circolare linea di stringimento della super-
ficie ed I, !, lc proiezioni delle precedenti sul piano z=0. Indichiamo con p il
parametro del moto elicoidale, con A il raggio del cerchio !, e con 0 !'inclina-
tione costante delle generatrici sull’asse dell’elicoide.

Siano A, B due punti consecutivi di L e siano (A,,By), (a,b), (a,,b,) i
punti che corrispondono ad essi sulle linee L, .1, 1, ; proiettando A, sulla Aa in
A, , abbiamo : :

AA,=A A, cotg b =a,acolgl= Voa? ~0a,® -cotg,

essendo o I'origine degli assi.
Indicando quindi con R il raggio vettore oa di [, si avrd

AAy= v¥R?— h?cotgh;
sard dunque
Aa, = A, =Aa — AA, = z - NR* — h? cotg 0.
La traslazione elementare dt del moto elicoidale & percid data come segue :

dt=d(A,a,) =dz — d YyR* — h*.cotgo.

A
La rotazione infinitesima dw & manifestamente misurata dall’ angolo a,0b, che
formano fra loro i raggi del cerchio [, che vanno ai due punti consecutivi a,, b, ;
quindi

A
dw = d (xoa,).
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Se chiamiamo u I'angolo polare di ! contato a partire dall'asse delle x, abbiamo:

A A A A
20, = X0G — 6,06 = U — G,00 ;

e siccome
cos (a,tlr\a )= ody 1B
V" 9a R’
sard :
A h
aoa, = arc.cos (l—f) .
Dunque :
A h
20a, = U — arc.cos (F)
da cui:

dw = du — d arc.cos (ﬁ—)

dt  dz—d+R*—h?cotg b
p =a:)- = h .
du—d arc.cos(—ﬁ-)

Di qui si deduce:

dz =pdu + d VRT = 1*-cotgb — pd armos(%) :

integrando (e mettendo a zero la costante), si ha:
— h
) z=pu+ yRT = h* . cotg 0 — p arc.cos (IT)

Si potrd dunque enunciare il teorema: « Le sole curve che, muovendost di
moto elicoidale di paramelro p inlorno all’'asse delle z generano un elicoide ri-
galo sono quelle rappresentale dalle equazioni :

x=Recosu , y=Rsenu , z=pu+«/R’—h’cotgﬂ—parc.cos(%)

dove h ¢ 0 sono rispeltivamente la minima distanzu delle generalrici dall’ asse
e Vinclinazione di esse sull asse,
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Se l'elicoide ¢ a direttrice rettilinea h =0 e quindi :

Z =pu + R cotgd

T

Se I'elicoide rigato ¢ a piano direttore 6 = 3

e quindi:

&)
2 =pu —p arc.cos (& ).

Se Ielicoide rigato & quello ad area minima h=0, 0 =g e quindi :

Z = pu.

Nel caso dell’ elicoide gobbo ad area minima mettiamo la condizione che la
curva gencratrice sia un’elica d'un cilindro colle generatrici parallele all’asse;
se i & I"angolo sotto il quale I'elica sega le generatrici del cilindro, le coordinate
dei suoi punti sono :

(6) x=Rcosnw , y=Rsenu |, z=cotgif\R*+R"du.

Nel presente caso.dovrd dunque essere :

p tangi = /R* + B
che con una facile integrazione offre :

R = p tangi-senu,

equazione polare di una circonferenza di raggio ‘gtangi, passante pel polo.

Dunque : ¢« Sull’ elicoide rigalo ad area minima vi sono infiniti sistemi di
eliche circolari non traietlorie orlogonali delle generalrici; esse sono descrille
sopra cilindri passanti tulti per Vasse dell’ elicoide ».

Si pud anche dire: « Se un’ elica descrilia sopra un cilindre circolare di
raggio r e inclinata dell’angolo i sulle generatrici st fa muovere di molo elicoi-
dale di paramelro p = 2rcolgi inlorio a una generatrice qualunque del cilindro,
essa genera una porzione di un elicoide rigalo ad area minima ».

Supponendo poi p=0, I'elicoide degenera nell’ iperboloide gobbo di rivoluzione
¢ si ha percio il teorema: « Le sole linee le quali, ruolando inforno all’ asse
delle z generano un iperboloide rigalo «i rivoluzione sono quelle rappreseniale
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dalle equuzioni :

x=Rcosu , y=Rsenu , z=\R*=hAlcotgl

Confrontando questa terza equazione colla terza delle (6), si ha che esse coinci-
dono quando
RR’ cotg 6

o = cotgi- VR + R™.

Quest’ ultima relazione, potendosi scrivere :

R’ y/(cotg®6 — cotg i) R* + 4t cotg?i = R J/RT — h? cotgi
ci da:

2 Y 29 2 2 5
tangi [ VR? (cotg® 0 — cotg?i) + h cotg” s dR =« + costante

R VR — h?

la quale rappresenta la sezione retta dei cilindri le cui eliche possono essere col-
locate sopra degli iperboloidi di rivoluzione a una falda aventi I'asse paralleio alle
generatrici del cilindro.

Si pud facilmente vedere quando I’ elicoide rigato sard sviluppabile, ovvero
quando sard formato dalle binormali di un’ elica circolare. Si osservi che se i &
'angolo sotto il quale le generatrici dell'clicoide segano l'elica linea di stringimento
tale elica segherd le generatrici del proprio cilindro sotto I'angolo 6 — i; dunque
avremo per la traslazione infinitesima d¢

dt =ds-cos (0 — 1)

essendo 8 I'arco elementare dell'elica. D’altronde la rotazione infinitesima & anche

misurata dall’angolo di contingenza (i:i del cerchio proiezione dell’ elica; dunque

Percio :
p=hcotg (0 - ).
Ora perché I'elicoide sia sviluppabile & necessario e sufliciente che sia =0 e

allora:

p="hcotgh;
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siccomne di qui si trae: h=ptang0, sard:
B2 a0t — nt ptgh
z=pu+ YR cotg?6 — p* — p arc.cos =)

Dunque : Le sole curve le quali, muovendosi di moto elicoidale di paramelro

p intorno all’asse delle z generano un elicoide sviluppabile sono quelle rappre-
senlate dalle equazioni :

e 0
Zz=Recosu , y=Rsenu , z=pu+ s/R‘cotg’o—p’—parc.cos(ELRg—).

T

L’elicoide rigato sard formato dalle binormali di un’elica quando ¢= 3 ciot
quando p =—htgt; di qui si ricava:
h=—pcotgh
e percio

z = pu + YR*— p? cotg?h cotgd — p arc.cos (— p;oﬁg_O)’

Dunque : Le sole curve le quali, muovendosi di molo elicoidale di parame-

tro p inlorno allasse delle z generano un elicoide luogo delle binormali di una
elica circolare sono quelle rappresentate dalle equazionsi :

x=TRecosu , y=Rsenu , z2=pu+ \/R’—p’cotg’e-coth—parc.cos('Lg)tg—?).

Nel caso gencrale I'intersezione della superficie elicoidale eol piano coordinato
z =0 ha per equazione polare :

—u= cotgh VR = 2 — arc.cos(l—‘—)
P R

la quale rappresenta una sviluppante di cerchio nel solo caso in cui :
p = h cotgh.

Dunque : Le sole elicoidi rigale nelle quali la sezione normale all’ asse & una
sviluppante di cerchio sono le elicoidi sviluppabili.

Si pud facilmente determinare quelle linee le quali in un dato movimento eli-
coidale generano un elicoide rigato, rimanendo nello stesso tempo geodetiche 6
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traiettorie ortogonali delle eliche. Infatti se queste ultime condizioni sono verifi-
cate sildeve.avere, secondo quanto ho altrove dimostrato (*)

Z=- ! [ R* du
p
la quale, confrontata colla (3) da:

R J/R* = 1i* (p* + R?) — pR' (ph — R cotg 6) = 0.

Integrando si ottienc :

/' ph — R cotg 0

——— dR = u + cost. ,
R (R? + p*) VR* — h?

che rappresenta la proiezione della curva sul piano z=0; avuta tale proiezione,
¢ completamente nota la curva domandata.

Un’ evolvente qualunque di essa & la curva pilt generale avente la proprietd
di rimanere, nel movimento elicoidale di parametro p intorno all'asse delie z, co-
stantemente linea di curvatura di un elicoide nel quale una delle falde dell’ evo-
luta & un elicoide rigato.

Se si suppone che I'elicoide abbia una direttrice rettilinea, allora h=0 e la
precedente diviene

cotg [ _dR__ a—1u
p colg Ri+pr
con a costante ; eseguendo la quadratura, si oftiene :

arc.tg% =tgb.(a—u),

da cui:

R=ptang(tg0.-a — tg0.u).

Mettendo a-tg 0 =§, si ha:

R =p cotg (u tang0).

(*) Questo Giornale, anno 188%.
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§ 3.

Sia L (®) una linea qualunque (s,p,r) ed L, (3,,0,,7,) lo spigolo di regresso
della sua sviluppabile rettificatrice I ; sia i I'angolo sotto il quale L sega le ge-
neratrici di £ e T il segmento di generatrice compreso fra le curve L, L,.

Se A,A, B,B sono due generatrici consecutive di X e se col ceniro B, e col
raggio B,A descriviamo I'arco AM compreso fra quelle generatrici, abbiamo :

BM=B,M—B,B=B,A-B,B-B,A,+A,A- B,B=B,A,~(B,B—A,A)=ds,—dT.

Notando quindi che per le geodetiche delle sviluppabili abbiamo cotgi:,g, sara:
)] 9—cotgt—————_ (1
‘ MA ds, ds,

, 8i avrd:
J?S + rl

siccome poi: sent =

MA  Typr+rt

®) ds =AB = - =
sent our

Le normali principali di L sono parallele alle binormali di L,, quindi I'angolo
infinitesimo di duc normali principali consecutive di L & eguale all'angolo di tor-
sione di L, ; dunque

Vet + r? ds,
9) o ds = o

Notando infine che I'angolo di contingenza dcllo spigolo di regresso L, della

sviluppabile rettificatrice di L & d arc.tg (—;—) , 1a (8; diviene:

doe T~’p=+r=d r Td( )
P dartg () = T o

(®) 11 lettore & pregato fare la figura.
YOL. XXVI. 1%
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da cui:

r\/ r)\?
0 l+(?)_
1(1)
ds \p

Dalle relazioni precedenti possiamno ricavare il valore di g, ,r, in funzione di
¢, 7; sostituendo in (7) il valore di ds, tratto dalla (8), si ha:

dT -
pr =T Vor+r
Tr !

14
r

da cui si trae:
1+—\/l+()

;

an b=

Sostituendo tale valore nella (9), si ha:
[1 b= \/i + (—)
e (—)
4

Dunque : Il raggio di curvalura p, e quello di torsione r, dello spigolo di
regresso della sviluppabile reltificalrice di una linea sono dali dalle (11) (12)
dove T ha il valore (10).

Da queste formole si ottengono alcune conseguenze notevoli.

Nelle flessioni delle sviluppabili che ne mantengono rettilinee le generatrici,

(12) =

non varia il rapporto % relativo a una geodetica ; quindi per le (11), (12) si maan-

terrd inalterato tanto p, quanto il rapporto ?; se quindi consideriamo due geo-

detiche L,,L, della £, abbiamo che nelle dette flessioni rimangono invariati i

rapporti ;} ’ ;‘- e quindi anche il rapporto ;‘!; ma deve pure rimanere invariato
[ [} b

tanto il rapporto;;" quanto I’ altro ;l, quindi rimarra pure invariato il rapporto ;p
b

Dunque : Considerando sopra una sviluppabile due geodeliche qualunque ,
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lanlo il rapporto dei loro raggi di curvalura quanto quello dei loro raggi i
lorsione, nei puntivdovelessecsonoCinconlrule da una slessa generatrice , rima-
gono invariali in qualsivoglia flessione delle sviluppabile che ne mantenga rel-
tilinee le generatrici.

La condizione necessaria e sufficiente perché la sviluppabile X sia un cono &
che lo spigolo di regresso L, si riduca a un punto; tale condmone ¢ verificata

se py=ry=0, cioé se:
|+——\I (— ) =o0.

Ponendo £= v, poiché T = v—{:,,_“f

aT - v'2(1 + 20%) —vv"(1 + oY)
ds vt A1 + ot

la precedente diviene :

1+ ) (20"t —vv")=0.
Non potende essere nullo il 1° fattore, deve essere :
't -0 =0

la quale, con una prima integrazione da :

v = avt
Di qui si trae:
-f,% = ads,
che integrata offre :
:;= b - as.

Notando che -=£

, si ha il teorema gia dimostrato per altra via (*). Le geo-

detiche dei coni sono carallerizzale dallu propriela che il rapporto del raggio di
curvatura al raygio di lorsione ¢ una funzione lineare dell’arco della linea.

(®) Questo Giornale 1885.
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Sc_mettiamo la condizione che L, sia un’clica, deve essere L=cost.=a e

_ (7)

E+T e e
\/ b (?)

quindi :

&=

-2 2 2
u ="-l = P' p !
P1

[}

da cui:
%arctg(%):a\/%-i—;’—,—.

Tale & la condizione che deve essere verificata fra i raggi 2, di una linea per-
ché essa sia geodetica di una sviluppabile a cono direttore di rivoluzione (. c.).

N . . N
Consideriamo il caso di T =cost. =a; notando che tangz:;, avremo

g\/l + (%)t_seni

a= _’it_(l'.) =0 ossia : m:ds,
ds \p

ds

che integrata da:
a log.tg %i =8+alogm,

con m costante arbitraria.
Di qui deducendosi :

e_1 5
tgi===— (¢ *—mt e’
cotgi=_=5— ( m? e)
avremo : La relazione scrilla carallerizza le geodeliche di quelle sviluppabili le
quali, nel distendersi sul piano, riducono lo spigolo di regresso a una lrallrice

¢ la geodetica all'assintolo di quesla curva.

Consideriamo le sviluppabili le cui geodetiche verificano la relazione %:({ '
con a costante ; la curva piana in cui si trasforma lo spigolo di regresso della
sviluppabile rettificatrice si pud considerare come I'inviluppo di una retta che ruota
uniformemente intorno a un punto nel mentre che esso si sposta di moto unifor-
me sopra una retta R; tale inviluppo ¢ una cicloide generata da un cerchio di

Lo .
raggio gt ¢ la retta R nc & la tangente al vertice.
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Potremo dunque dire.: La relazione == cotg (%—b) carcllerizza le geode-

;.—-

liche delle sviluppabili le quali, quando si applicano al piano, (rusformano lo

spigolo di regresso in una cicloide (general,a da un cerchio di raggio ?2-‘) e la

geodelica nella langente al verlice della curva.

Se trasformiamo I'espressione di r, , ponendo come prima 5=v y 8i trova

o (20— v0")

1 L]

'

. , T,
per cui, se sard = costante =a , avremo:

la quale potendosi scrivere :

v'*(2 - a)=vo"

. vl—vh
Q- =y

con una prima integrazione offre :

Di qui si deduce:

o' =more,

07 dy =mds

e quindi (quando sia az 1 ) , avremo :

v '=(ms+n)(a—1)=ps+q

dalla quale si ricava :

(13)

Se poi a =1, risulta

da cui:

as

4
v=[ps+q]*”".

logv =ms +logn,

v = ne™

Dungue : Se per una curva L il rapporio :—:1 del raggio di torsione dello 8pi-
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gulo di regresso della sviluppabile rellificalrice al raggio di lorsione di 1, & unu
costante |aidiversa dad, la curva L & tale che in ogni swo punlo é verificala lu
relazione '

L
= (ps +q)*!

i~

¢ viceversa.
Se poi quel rapporto & eguale ad 1, in ogni punto dellu curva L & verificala

. r me .
la relazione -=ne™* e vieeversa.
P

Determiniamo tanto nel caso (13) quanto nel (14) la curva piana in cui «i
trasforma lo spigolo di regresso L, della sviluppabile X, allorché questa si di-
stende sul piano.

Supponiamo di aver fatto un tale sviluppo e di avere preso per asse delle @
la retta in cui si trasforma la geodetica L e come origine degli assi il punto dal
quale si contano gli archi s di L.

Sia poi L, la curva piana in cui si & trasformato lo spigolo di regresso L, ;
I'arco 8 di L viene ad essere (nella figura piana) la porzione di asse delle ¢ in-
tercetta fra I'origine e il punto di tragitto della tangente alla L,; dunque evi-
dentemente per passare dalla figura dello spazio alle figura piana, si deve so-
stituire ad 8 Vespressione '

xdy - ydx
dy

Inoltre I'angolo i viene ad essere quello sotto il quale le tangenti di L, se-

uano l'asse delle x e siccome g: tangi, cosl st deve al poéto di gmeuereg-i .

Dunque nel caso generale (13) I'equazione differenziale della L, viene ad essere:

dy [, wdy-ydeo =
E—[p dy +q] )

Consideriamo il caso di « =2; allora la precedente diviene

ay)? _ dy _ .,
(55 =z +q) = —py

la quale, risoluta rapporto ad y, da:
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I.'integrale generale &:

ceps 16°C
y=cot+

che rappresenta una reita; e vi & inoltre una soluzione singolare che si ottiene
colla eliminazione di y' fra la precedente relazione e I'altra:

9—2y _
@ + —-1'":'—'—0.

Tale eliminazione conduce all'equazione :

(e84

che rappresenta una parabola,

Dunque : Le curve gobbe per le quali £=ps+q hanno un raggio di tor-

sione mela del raggio di torsione dello spigolo di regresso della sviluppabile rel-
tificatrice ; quando tale sviluppabile si distende sul piuno, il suo spigolo di re-
gresso 8i riduce a una parabola e la linea dala alla tangenle nel vertice di essa.

Nel caso di (14) si ottiene colle precedenti sostitnzioni

da cui si ricava:

ol ,—
logy' =logn + may : my
che risoluta rapporto ad y da:

_ Y logy’ ' y'logn
m m

y=xy

L’integrale generale di quest'equazione differenziale & :

v=o(os s V)

che, rappresentando una retta, non ha nel nostro caso alcuna importanza; si ha
poi una solnzione singolare che risulta dall’ climinazione di y' fra la precedente
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relazione e l'altra
x+ % (logn—logy' —1)=0.

Tale solugzione singolare & dunque :

my = ne"*!
che rappresenta una curva logaritmica coll'assintoto coincidente coll'asse delle .

Dunque : Le sole curve gobbe nelle quali §=ne"' hanno il raggio di tor-

sione coalanlemenle eguale al raggio di torsione dello spigolo di regresso della
sviluppabile reltificalrice : quando tale sviluppabile si distende sul piane, lo spi-

golv di regresso diviene una curva logarilmica e la geodetica si trasforma nel-
l'asginloto di essa.

§ 4.

Tenendo ferme tutte le precedenti indicazioni, si supponga che L sia una svi-
luppante di L,, ciod una traiettoria ortogonale delle tangenti di L,.
Applicando le considerazioni del § 6, introducendovi inoltre la particolarizza.

. T .
zione i=2-, st ha:

(18) ds=T% __r

quest'ultima ci dJa il raggio di curvatura di L.

Determiniamo ora il raggio di torsione di L; essendo le tangenti di L pa-
rallele alle normali principali di L, , la binormale di L viene ad essere parallela
alla minima distanza di due normali principali consecutive di L,; ma in una curva
qualunque la minima distanza di due normali principali consecutive & paraliela alla
retta rettificatrice della curva; percid I'angolo di torsione di L & eguale all’ an-
golo di contingenza dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificatrice di L,.

Dunque :
ds _ L}
T =d m‘c.tg (P|)
e percid
T
(16) r= .
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La (16) mostra, che-la,condizione onde sia ;‘_: 0 & equivalente all'altra che sia

T TR . o
p—' costante ; quindi si ha il noto teorema: Le sole curve che hanno una svilup
‘ .

panle piana sono le eliche.
Avendosi :

quando sia g— cost. = a, sard:

d r | |
— arct -—‘-) =a\l— +—
(!sl g (9| \/91‘ T

Dunque : Le sole curve che hanno un elict per sviluppante sonc le geode-
liche delle sviluppabili a cono diretlore di rivoluzione.

Passiamo ora a risdlvere le (15) (16) rapporto a p,, r, ; dalla (15) si deduce

Ty 4

—_——

o T2 — ¢?

e ‘sostituendo tale valore in (16) coll'osservare che ds, = dT, si ottiene :

1_r arc.t ( e )
R R AW o
e quindi :
1 _JTi=pt o (
—= = arc. =
y 0 T dl‘ '8 VTt 2

Conviene perd dare a queste espressioni aitra forma, introducendo il valore
di T espresso per gli elementi di L. Se 0 & ’angolo sotto il quale i piani oscu-
latori di L segano la sviluppabile e se notiamo che i segmenti T rappresentano i
raggi di curvatura geodetica di L, avremo:

e T_
‘\/T' 2

—_P i .
T_cos , da cui: arc.tg

Ora se applichiamo la (24) del § 6 facendovi perd i—;, si deduce subito:

g =4 da cui: db = d arc.tg (;9—'-)
Ty (|
VOL. XXVI. 16
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Se dw & I'angolo di contingenza dello spigolo di regresso della sviluppabile
rettificatri¢cedicLyy,) abbiamo -

dw = d are.tg ("—') =~ d arc.ig ("—') = - db; |
P1 'y

ma si & gid osservato che l’angolo di contingenza dello spigolo di regresso della
sviluppabile rettificatrice di L, & eguale all'angolo di torsione di L, dunque

dh=-3
: T

0=—(a+/.9r-s;).

In forza di questi valori si ha per espressione di o, € r,

p.=—~——3T—[-g°°S( /7) +gsen (‘”[7)]

cos’( a+

ed integrando

B e [

Facciamo qualche applicazione di queste formole. Avendosi ad es.

=tgo=tg(a+[%¥)
4]

la condizione che sia — costante & equivalente all’ altra che sia %:0.
l

Dunque : Se una curva ha fra le sue evolute un'elica, la curva data & piana
e tulte le sue evolule sono cliche (una sosla degenerala in curva piana).

Se la curva L, & una geodetica di un cono, si deve avere :

b _
, =ms, +n

e potendosi scegliere I'origine degli archi 8, in modo che n =0 si potra scrivere :

tg (a+f$)=$—:=ms,.
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Ora s, =T+ k con k costante, e se supponiamo k=0 la linea L sara quel-
I'evolvente di L, che incomincia dal punto di L, che & 'origine degli archi s, ciod
dal punto di L, piu vicino al vertice del cono di cui essa ¢ geodetica. In tal caso
avendosi

S O A
. et cos(a+[?)
sara :
_mp
tang (a Pf cos( ,’c:s)
ossia

mp = sen (a+[%—s).

Si conclude: Le linee in tulli i punti delle quali é verificata la relazione

d -
my = sen (a + / -s) sono le sole che si possano considerare come evolvenli di geo-
detiche comiche comincianti dul punlo di queste che ¢ pids vicino al vertice del

cono di cui esse sono geodeliche.

Caso particoLAne. Si ha un caso notevole supponendo che, essendo L, una geo -
detica di un cono, sia inoltre L un’elica. Allora se i & I'angolo costante sotto il
quale J'elica sega le generatrici del cilindro, abbiamo :

2o
I

cotg ¢,
da cui

=lcotgi , cotgi-ds=m _pde
) V1 — m?p?

'Q|-~

Iutegrando e mettendo a zero la costante arbitraria, il che non particolarizza i
risultati, si ottiene :

s-cotgi = — — ~/l —mi?
dalla quale si deduce :

4 =\/;:? — cotg?i-st.

Ora se¢ indichiamo cou g, , 8, il raggio di curvatura e I'arco della sezione retta
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del cilindro che contiene I'elica L, abbiamo :

Po=p 8€N%1 . 8y =8-sent

sen*q .
= \/ — c0s?i-5,?

0o = sen?i \/——cotg tsen’
la quale mostra che la sezione retta & un epicicloide.

Nel nostro caso si & messa la condizione che sia L, una geodetica di un cono;
ma in generale le sviluppate delle eliche sono geodetiche di elicoidi sviluppabili
(cioé di sviluppabili il cui spigolo di regresso ¢ un’elica) ¢ siccome fra i coni
I'unico che si possa considerare come appartencnte alla famiglia delle elicoidi svi-
luppabili & quello di rotazione, ne risulta che L, & una geodetica di un cono di
rotazione.

Si ha dunque il teorema: Fra le eliche, solamenle quelle descritle sopra ci-
lindri a sezione rella epicicloidale si possono considerare come evolrenti di geo-
deliche di coni (necessariamenle di rivoluzione), comincianti dal punio di tali
curve silualo pit vicino al vertice.

§ 5.

Data una linea L dello spazio facciamo passare per essa una superficie rigata
¢ mettiamo la condizione che essa sia sviluppabile. Indicando nel modo solito gli
elcmenti geometrici di L, con A, B, C gli angoli fatti dalle generatrici della su-
perficie rispettivamente colla tangente, colla normale principale e colla binormale,
e con R la distanza di un punto qualunque della superficie da L contata sulla ge-
neratrice, avremo per le coordinate §,7,¢ di un punto arbitrario della superficie.

§=o+ R(cosa cosA + cosA cosB + coslcosC), ete.
Da queste si trae:

dcos A _ cosB
ds 4

de d
M= Z TP (cosa cos A + cosA cosB + cosl cos C) =

?
N2 = Z[%(cosa cosA + cosA cosB + cos ! cos C) ]

digs_é__ cosB)’ + (cosA cosC dcosB)’ dcosC _ cosB)’
r ds ds '

Notando quindi che la condizione di sviluppabilitd della superficie rigata &:

N2 sen?A = M?
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arremo nel nostro caso:

———.—

cosA cosC dcosB deosC co»B dcosA cosB ?
> ( ( cotg®A.

Se supponiamo che la L sia piana, si avra ; =0 e la precedente diviene :

cosA dcosB\? (dcosC) (dcosA cosB

—— 2
A7) T+ ag ) cotg? A.

Si sviluppi la superficie sul piano e sia L, la linea in cui si trasforma L, p,

il suo raggio di curvatura ed A, , B, gli angoli che la generatrice distesa sul piano
fa colla tangente e colla normale di L,. Avremo evidentemente :

A=A,

Inoltre nello sviluppo si conserva inalterata la curvatura geodetica della L; no-
tando che l'angolo ¢ sotto il quale il piano osculatore di L sega la superficie &
dato da (*)

cosB
sen A

os ¢ =

la curvatura geodetica di L sard:

*t cosB’

- ———

p senA

Siccome tale curvatura geodetica alla flne dello sviluppo diviene la curvatura
assoluta di L,, avremo :

1 cosB _i
p senA p,
da cui si deduce:
(18) . cosB=pLsenA.
1

Si ha poi (dalla relazione cos*A + cos?B + cos®C=1):

19) cosC = \/ { - (-:T)’-sen A

(*) V. mia Nota: Sulle sup. rigute, § IV. Questo Giornale.
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dalle quali si ricava :

dcos B dx

= (9') senA -l- cosA ry

d(:;)ssC= [\/l +(:_.)’]' senA + \/T_—.—(-EE)_’ cos%.
send

Ora se nella (I'l) al posto di ——:—B mettiamo il suo eguale T, si vede
1

che essa pud assumere la forma seguente :

(dcosC) (dA __) ost A — (cosA dcosB

dcosB dcosC

¢ se in questa sostituiamo i valori gid calcolati di cosB,cosC, %' ds

si ha dopo alcune facili operazioni :
G,
t A+- (—-—) tg A— =0.
Ea) =

Di qui si trae tangA = Wl 38

PPy (~

senA =

————— € per conseguenza Sara:

l"2 - Pl‘
V(e = o)t + 5o — 00

Avendo quindi presente Ic (18) (19) avremo per i coseni degli angoli A, B, C
i seguenti valori:

(20) cosA = ——r &P — ey . cosB= PG = #r?)
VG —p 61 ey =) PR rme T E—

(¢t = o) YT = P

¢os C = .
Py Vet —p ) +e2 (' pa—pe 1)t

Si ha dunque il teorema: Per far passare per una dula curve piana L, il
cui raggio di curvatura & p, una sviluppabile lale, che nello sviluppo riduca L
a una dala linea ptana L, di cui il raygio di curvalura é p,, si conducano per
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i punti di L delle retie inclinate sulle tangenti, sulle normali prmctpah ¢ sulle
binormali di L diVofigoli'AC B)0 dali dalle (20).

Se mettiamo la condizione che sia pﬁ = costante = k, risulta :

coBA=0 , cosB=k , cosC=1—k?

¢ quindi Ja sviluppabile che ha la voluta proprietd si ottiene conducendo per i
punti di L delle rette situate nei piani normali ed inclinate egualmente sulle
normali.

Operando nel modo detto sopra una spirale logaritmica (p = us) ovvero sopra
una sviluppante di cerchio (p = yas), si ottiene una nuova curva L, appartenente
rispettivamente alle dette classi.

Osserviamo che la relazione p = ‘\/m’—n‘s' rappresenta un’epicicloide, una
cicloide o un’ipocicloide a scconda che n <1, =1, > 1; se sopra una di queste
curve eseguiamo la costruzione precedente, si ha per la trasformata piana:

=_9_§' \/(cosB) (cosB t s

Ora se n <1 evidentemente 0"' pud essere indifferentemente <1 =1,>1;

ma se n=1 ovvero n > 1 necessariamente m > 1.

Dunque : Se per i punti di un'epicicloide L si conducono nei piani normali
delle relte inclinale sulle normali di un angolo coslante ¢ si sviluppa poi la su-
perficie ollenula sopra un piano, la curva L si (rasforma in una curva L, che
pud essere indiffereniemente una cicloide o un'ipocicloide ; se perd si ripele la
della costruzione sopra una cicloide ovvero sopra un'ipocicloide, la curva L, che
si olliene & sempre un’ ipocicloide.

§ 6.

Determiniamo I'espressione del raggio di curvatura di una linea qualunque L,
descritta sopra una superficie sviluppabile il cui spigolo di regresso ¢ una data
linea L.

Sia I Iindicatrice sferica di L,!, quella di L,; siano a,b due punti conse-
cutivi di I ed a,,b, i corrispondenti di i, (*). Se col centro b e col raggio sfe-

——

(") 11 lettore & pregato di fare la figura,
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rico ha, si descrive I'arco a,m compreso fra aa, e bb,, abbiamo:
mb' = bm - bb' = b“" b bb' = ba + a(l. - bb‘ = ba - (bb. - aa.)-

Ora ab misura I' angolo di contingenza%s di L e bb, —aa, & il dilferenziale

di aa,, ciod di essendo ¢ I'angolo sotto il quale I, sega le generatrici della svi-
luppabile. Dunque

Notando poi che I angolo sferico a, bb, & eguale all’ angolo di torsione ‘? di L,

avremo :

n A ds .
am = (a,bb,)-sen (bb,) = - sent;

dunque avremo per l'angolo di contingenza di L,:

ds, _ _\J(1 _diy*  sent
'E__albl_\/ 9~(R) T%LS.
Avendosi poi:
(ts.-':TSi"s"—‘—,
p seni
sard : )

1 seni dit et
@n PR \/(1—95) + .3 seni.

Per far uso di questa formola, siccome non possono essere arbitrariamente
date entrambe le quantitd 7, T, bisognerd calcolare una di tali quantitd quando
¢ data Taltra. Cosi ad esempio se T = costante =a, si vede facilmente che:

a

J(T‘Tp’

seni =
e quindi la (21) diviene:

(a! + PS)%

= .
dp 2 02
\/(a'-t-p' - ap(—t;) +a’;,(a'+p‘)
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Dall'espressione ora trovata di seni si deduce : La linea, luogo degli esiremi
di segmenti coslanti sltaccati sulle langenti di una curve L, & traielloria isogo-
nale delle tangenti slesse solamente nel caso in cui L & a curvalura coslanle.

Se la linea L & piana ;1 =0 e se supponiamo inoltre p, = costante =k, I'ultima

(al i ?i)! — k(a' + 91) - kap el 3

che offre :

s=ak’. pde —
{a* + % { k — a* +¢* |

Fseguendo tale quadratura, si ottiene:

\/m’—a’(—+e’“)

E-'I-c @

(22)

cssendo m una costante arbitraria.

Percio : Le curve il cui raggio di curvalura si esprime in funzione del rag-
gio per mezzo della (22) sono caratierizzale dalla proprield che gli esiremi dei
segmentt di lunghezza coslanle a staccali sulle langenti a partire dal punlo di
conlallo, si (rovano sopra un cerchio di raggio k.

Passando nella (2?) al limite per k=00, si ha:

2
p=1\[mtes —a?

la quale & la nota relazione caratteristica della trattrice.
Nella figura sfenca che ci ha servito a determinare p, si vede chlaramente

che I'angolo sferico u,b m & I'angolo 0 sotto il quale il piano osculatore della linea
L, sega la sviluppabile ; ora siccome

Mb, = a'b. OOSO
¢ siccome a,b, misura I'angolo di contingenza assoluta di L,, sard mb, cguale

all'angolo di contingenza geodetica ‘:—fi di L,. Dunque :

19
dsy =mby=— —di
Pig
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e percid :

1 seni di
@3 =T (10 )

Dalle (21) (23) risulta che : L'angolo 0 sotlo il quale il piano osculatore della
linea L, sega la sviluppabile su cui ¢ descrilla ¢ tale che

di
ds

i\2 2
\/(i—pg—;) +$—,sen=i

Per fare un’applicazione delle formole (21) (23), supponiamo che si tratti della

1-p
(24) cosh =

geodetica di un cono; allora, osservando che in questo caso il rapporto g rela-

tivo allo spigolo di regresso della sviluppabile, ora ridotto a un punto, & eguale
1 . . . -

alla curvatura sferica . della traccia del cono sopra una sfera di raggio unitario

g
col centro nel vertice, la (21) in forza della (23) diviene :

1 sen’d
pe Tem,

Ma evidentemente Tr, & il raggio di curvatura geodetica R, della traccia sferica
normale del cono sopra una sfera di raggio T; avremo dunque,

p'_Rq__.

“senti

ciod : Il raggio di curvalura assolula in un punio qualunque di una geodelica
conica & eguale al raggio di curvalura geodelica (sulla sfera che la conliene)
della traielloria orlogonale delle generalrici in quel punlo, diviso per il qua-
drato del seno dellinclinazione della geodelica sulla generalrice che passa per
8s0.

Questo teorema, nel caso che il cono divenga un cilindro, si trasforma in una
notissima proprietd delle eliche.

§ 1.

T'na linea dello spazio & completamente determinata di forma quando si co-
nosce il raggio di curvatura p e quello di torsione r in funzione dell’arco s. In
certi casi pud essere dato il solo raggio p o l'altro r in funzione di 8 e pud in-
teressare di trovare le corrispondenti famiglie di curve,
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Se & dato p, sideve avere:

xt=1 . 2‘.33"'=L‘;
e
la prima relazione si soddisfa prendendo :
x'=senpcosy , y' =sengsend , 2z’ =cos¢g

dove ¢ e ¢ sono due funzioni arbitrarie di s. Allora la seconda relazione diviene :

?4" ="t +senq-¢"

" -
¢=k+_/\/9—'1ds

sen ¢

da cui si deduce :

con k costante arbitraria.
Dunque avremo per le coordinate #,y,z di un punto qualunque della curva

domandata.
vl 7
o= | seng.cos | k + W'ds ds;
[ N =N
(25) y=/ seng-sen Lk+ —-p“—m-P—-ds ds ;
5 z:[cosq-&s.

Ad ogni forma della funzione ¢ corrisponde una curva.
Supponiamo ora che sia dato il raggio di torsione r. Se I, m, n sono gli an-
goli fatti cogli assi dalla binormale di una curva L, le formole :

(26) w,:/cosl-ds ) y=[cosm-ds y 2=[cosn-ds

definiscono una curva L, legata alla L in modo, che:
d8=d84 , p::?‘. ’ ":Plo

Per conseguenza ricavando cosl, cosm, cosn dalle (25) si avranno nelle (26) le
coordinate dei punti delle curve in cui il raggio di torsione & p, cioé una fun-
zione arbitraria dell’arco.
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Ora dalle (25) si ha:

cosl =p(y'3"—2'y)=—p [q»’-sen ¢~ pl_’_ ¢'® cos @ COS ¢]

cosm=p@x" —a'z")= p [ ¢ -cos¢ -—\/;—, — ¢ cos¢ sen«.p]

cosn =p(x'y' —y'a')= p \/pl,- — @'*-seng.

Sostituendo questi valori nelle (26) ¢ cambiando anche ¢ in r, si ha:
w:-—[ r [q:’ sen ¢ — \/,—l— -cp"»coscpcosq:]ds
T .
Y= fr [cp’ cos ¢ — \/F —¢'*.cos¢ scm];] ds

\ z= fr \/:—,—-cp”osenq:-ds

dove :

1 g
3 r: ?
¢=k+. ds.

sen g

Queste equazioni definiscono nel modo pii generale le curve in cui il raggio
di torsione ¢ una data funzione r dell'arco, la funzione p rimane completamente
arbitraria.

Reggio-Calabria , agosto 1886.
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CALCOLO DEL VALORE, AL NETTO,

DI TITOLI SOGGETTI A TASSA DI CIRCOLAZIONE E DRITTO DI PROVVIGIONE

COME LE OBBLIGAZIONI FERROVIARIE
PER

FERDINANDO RONCHETTI.

Illustrissimo Sig. Professore
Comm. Gluseppe Battaglini
Napoli

Roma li T febbraio 1888

Secondato dalla di Lei benevolenza, vidi nell'agosto e settembre 1886 inserito
in cotesto reputato Giornale di Matematiche un mio Saggio di arilmetica dei Ti-
toli di credito che da persone competenti venne favorevolmente giudicato. Condussi
ora a termine, nello stesso ordine di idee, una nuova ricerca, a primo aspetto ab-
bastanza involuta, tanto che l'avevo messa da parte come disperata, ma che poi,
come I'alira ivi svolta, dei Titoli estinguibili per acquisti al corso di piazza, mena
a risultati inaspettatamente semplicissimi ; quella del valore effettivo che per rap-
presentare un determinato interesse semestrale netto, attivo o passivo, dee avere
un Titolo, soggetto a imposta proporzionale , non solo sui frutti, ma altresi sul
valore effettivo medesimo, com’é la tassa di circolazione ; e per di piu, passibile,
per il debitore, di un dritto, pure proporzionale, di provvigione su tutti i paga-
menti che in ordine ad esso fannosi al creditore, supposti aver luogo per via d'in-
termediario. Ma avendomene porta occasione la recente emissione delle obbliga-
zioni ferroviarie , parvemi opportuno completare anche questa parte della tratta-
zione dei Titoli, in modo che si veda potersene sempre con brevissimi calcoli tro-
vare, per ogni modalitd di essl, il valore corrispondente a qualunque interesse netto ;
altra prova, se ne abbisognasse, del come, pur nel campo della finanza, possa la
matematica esercitare ampio e incontestato dominio.

A chi ora raccomandare questo lavoro se non a Lei, alla cui squisita cortesia
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debbo se anche il precedente poté divenire di pubblico diritto? Ella voglia perd
accoglierlo con 1a consueta indulgenza: e permetta ch’io profitti dell'incontro per
farle pubblicamente palesi i sensi di profonda gratitudine e di vera stima, coi
quali 0 I'onore di protestarmi

di Lei

Devolissimo
Ferdinando Ronchetti.

CAPITOLO PRIMO
Introduzione.

Richiesto di avviso sulla maggiore o minore convenienza della recente emis-
sione delle obbligazioni ferroviarie rimborsabili, o per dir pit preciso, su I'onere
semestrale netto ch’essa apporta al governo per ogni lira di capitale incassato ,
in rapporto a quello ch’ egli avrebbe sopportato se avesse invece emesso rendita
perpetua al corso della giornata, dovetti innanzi tutto preoccuparmi della possi-
bilitd in genere di risolvere matematicamente il problema, presentando esso questo
di apparentemente irriducibile al calcolo, che cioz quei Titoli vanno soggetti a
tassa di circolazione, la quale, come ognun sa, si commisura sul corso medio di
horsa dell'anno precedente, e quindi su di un clemento che parrebbe a tutta prima
non potersi in prevenzione determinare.

Ma a cid & agevole il rimedio, solo che si attribuisca in ipotesi al Titolo ,
per ogni semestre della sua durata, un valore tale ch’esso e al principio e al fine
de’ semestri, e cosi nell’ intervallo, rappresenti un detcrminato interesse netto, e
nel caso nostro, quello precisamente che avrebbe dato la detta rendita perpetua:
che & lo stesso sistema da me seguito nel citato Saggio di aritinetica per risol-
vere l'altro problema, d'aspetto esso pur refrattario, inteso a determinare I' inte-
resse di Titoli, redimibili ai corsi di piazza.

In qual modo poi converrd commisurare la detta tassa per renderne agevole
la calcolazione ? A questo riguardo sard bene di far precedere alcuni cenni dilu-
cidativi.
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CAP. 2.

Premesse sulla tassa di circolazione.

1l testo unico, 13 aprile 1874 n” 2077, delle leggi sulle tasse di bollo non
che in surroga a quelle di bollo e registro, porta, agli art. 68 e 69, che per la
circolazione dei Titoli d'ogni specie (tranne poche eccezioni fra cui la rendita per-
petua) & dovuta una tassa annuale dell’ 19, , che diventa I'1,20 per effetto del
doppio decimo. Questa tassa si liquida sul valore dei Titoli al corso medio di
borsa dell'anno precedente, e se non furono quotati, su quello accertato da pub-
blici mediatori, o, in difetto, sul nominale versato. Essa viene pagata, in rate sc-
mestrali posticipate e computabili dal 1° gennaio e 1° luglio di ciascun anno, di-
rettamente da chi emette i Titoli, salvo il regresso verso i portatori.

Ma per comoditd di calcolo (e pur con impercettibile divario dal vero) io sup-
porrd che la liquidazione, di fronte sl alla finanza che ai portatori, si faccia con-
temporanea al pagamento e a semestre, ritenuto come il periodo pill breve a cui
si fanno i pagamenti sui Titoli; per il che la tassa sard a valutarsi di 6 cent.
ogni 100 lire, ossia 0,0006 (algebricamente f) ogni lira decl capitale alla medesima
soggetto. '

Per la possibilitd stessa del calcolo poi, questo capitale, in principio dei se-
mestri lo computerd, come dissi, in base ai valori di Borsa (o di sconto o effet-
tivi che dir si voglia) successivamente rispondenti a un dato interesse semestrale
netto r’, e, nel loro corso (prescindendo per semplificazione dal pilt esatto calcolo
di sconto quale venne da me suggerlto ai § 122 a 124 dell’ opuscolo Sulla deter-
minazione. dell’interesse e che riservavo ad apposito studio, ma che in concreto
non portercbbe se non microscopiche differenze) lo computerd partendo invece
dalla ipotesi, pur essa abbastanza approssimativa, che lo aumento di valore che il
Titolo aequista pel godimento dei frutti sia, come presso a poco si suole, rappre-
sentato giornalmente da un prorata della differenza tra il valore di Borsa in prin-
cipio e quello al fine di ogni singolo semestre ; con che evidentemente avendosi
tanti valori giornalicri in progressione aritmetica, si potra considerare come valore
medio, passibile della tassa, quello costituito dalla semisomma dei due termini
estremi rappresentanti i valori effettivi a principio e fine di ogni semestre. Se questa
semisomma infatti, moltiplicata pel numero dei termini della progressione di, come
¢ noto, 1a somma dei loro valori, I'omettere tale moltiplica & precisamente come
se questa somma venisse divisa pel numero dei termini, che & quello appunto che
costituisce una media,
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CAP. 3.

Provvigione.

Considerando poi anche il Titolo come servito per via d'intermediario e sog-
getto quindi a un dritto di provvigione su tutti i pagamenti al netto che in ordine
ad esso si fanno da quello al creditore, il detto interesse semestrale netto potrd
distinguersi a seconda che attivo o passivo; e sard attivo quello che percepird il
creditore, niun conto naturalnente tenuto di quel dritto di provvigione; passivo
quello che costituird 1’ intero onere cffettivo del debitore , quel dritto pure com-
preso ; confondendosi poi desso con I'attivo quando creditore ed intermediario siano
una sola ed unica persona.

CAPD. 4.
Prima formola universale.

Cid premesso, innanzi di analizzare partitamente ogni singola categoria di Ti-
toli regolarmente costituili per ammortamento a un valor nominale predeterminato,
quali furono descritti nel citato Saguio, piglierd le mosse da un Titolo ammortiz-
zabile in genere, con la sola condizione che le ainmortizzazioni, in quelle epoche
in cui esse cadono, coincidano pure col pagamento deal interessi.

Per avere dunque il valore effettivo (che per far piu presto dird anche sem-
plicemente valore ; come, capitale, il capital nominale) di qualunque Titolo frutti-
fero al fine di qualunque periodo uguale (che di solito sard il semestre), rifletto
ch’ esso sard naturalmente costituito dei 4 seguenti elementi.

10 dei frutti del capitale c vigente al principio del semestre, depurati di
ogni tassa, compresa quella di circolazione, e rispondenti quindi a un interesse
incognito y. .

2° del rimborso, che chiamerd a, di tutto o parte, o anche nulla, del ca-
pitale predetto, a seconda dell’epoca e della forma costitutiva del Titolo.

3° del dritto di provvigione, unitariamente p, che dovra cadere tanto sui
frutti netti quanto sui rimborsi, e che si ridurrd perd a 0 quando, come dissi, si
ricerchi I'interesse effettivo per un creditore diverso dall'intermediario.

4° del valore effettivo del capitale residuo al principio del semestre suc-
cessivo.

E chiamato n il numero dei semestri a decorrere dal principio di quello che
si vuol considerare fino alla data della estinzione flnale del Titolo, la formula ge-
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nerale del suo valore X,, al principio di qualsiasi semestre, si baserd sulla somma
Ui quei quattro \elerenti)(che ‘segnerd a partire dall'ultimo), scontata all'interesse
™ (ossia 8' — 1) come ai §§ 2 e 3 del citato Saggio: si avrd cosi il seguente va-
lore del Titolo al principio del semestre, in relazione a vy, incognita e alle altre
quantitd o note o determinabili

Xog + (4 + D) (ag + Yn Cp) )

Xa= S

Di qui si avrd pure il valore del Titolo alla fine del semestre
8'Xp=Xpqoy + (1 + D) (Oq + Ya Cy)

Il valore di y, si avrd poi uguagliando i frutti completamente netti a quelli
depurati solo dalle altre tasse proporzionali che non siano quella di circolazione,
deducendovi quindi quest’ ultima, commisurata come si & visto al Cap. 2, ultimo
alinea, sulla semisomma dei valori del Titolo al principio e al fine del semestre

’ M. — 1 ]
Yuly = 1"'6“ -1 x“ -':\s Xa = Tt l2xl(— —-—I-—i)— .

Nel valore di ¢'X, introdotto questo di YaCn » €850 diverra

2r'c,, — 1X, (1 +8)

8XKa=ZKny +(1+D)ag + (A +p) 3

onde
2'Xa=2Xq_y +2(1 +p)a, + (1 + p) 2r'¢, — t(1 + p) 1+s8)X,
Xa i B +1A+P)(1+38) =2 XKooy + (1 +P) (8 + 77c) |
¢ finalmente

Xp=o X+ (L 49) (@ +1"¢0) Koy + (U +p)(an+re,) _
2"+t +p)2+1") s'+t(i+p)(l+%-)

C_ Xt (L)@t 1"ey)
]

Questa sard la prima formola universale per tutti i periodi, applicabile a tutti
i Titoli ammortizzabili superiormente indicati; e in linguaggio comune significhera

che qualunque di siffatti Titoli, soggetto a tassa di circolazione e dritto di prov.
YOL. XXVI. 18
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tigione, avrd al principio di semestre, per rendere un interesse netto r’, un va-
lore rappresentato dai pagamenti che si fanno alla {ine, astrazion fatta dalla tassa
di circolazione, aggiuntovi il valore al principio del semestre successivo, il tutto
scontato a un altro interesse che chiamerd di corrispondenza, uguale a quello vo-
luto, piu la tassa di circolazione (e relativa provvigione) sul valore a meta del
semestre della unitd considerata con I'aggiunta del prorata dello interesse mede-
simo. Resterd poi sempre a determinare il valore del Titolo al principio del pe-
riodo successivo.

CAP. 3.
Titoli a un periodo dal rimborso finale.

Nel periodo perd di ultimo rimborso, riducendosi il valor residuo effettivo
X,-1 sempre e necessariamente in tutti i Titoli a 0. e le guote di ammortizza-
zione a, confondendosi-col capital vigente a principio di periodo, la formola di
venterd per tutti indistintamente i Titoli ammortizzabili, qualunque ne sia la for-
ma costitutiva,

141" L4
Xy=¢, (1 +p) e =¢ (1 +p)

1 ’ °
) e

CAP. 6.
Titolo perpetuo.

Volendo invece applicare la predetta formola generica anche al caso del Ti-
tolo perpetuo (a prescindere beninteso dalla ipotesi del rimborso alla pari , non
potendosi per questo determinare alcuna positiva scadenza), & chiaro che, esclusa
cosl ogni idea di rimborso, dovrd in essa pure sostituire ad a,,0; e la formola
dovrd poi modificarsi, cambiando X,_, in X,, in conseguenza all’'essere per sif-
fatto Titolo indefinito il termine della estinzione, onde non v'é fra un periodo e
l'altro possibilith di assegnare, a intervallo uguale, una differenza nel valore del
Titolo, come invece vi &, per la diversa distanza da quel termine, nei Titoli am-
mortizzabili. Si partird insomma dalla considgrazione che, staccato il frutto e ri-
manendo costante I’interesse, il valore del Titolo perpetuo resta al principio di
qualunque sia periodo immutabilmente il medesimo. '

L’ equazione generica pertanto diventerd

_ X+ +p)re
¢

X
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onde

oX=X+(1+p)rc . (@=-1)X=(l+p)rc
¢ finalmente
r

vrtd+p (1 +%)

"
X=0(i+p)%=c(i+p)

che nel caso di ¢t e p = 0 diventa

"
X=c—,-
T

formola ordinaria e notissima dei Titoli in parola, come al § 6 del Saggio.

CAP. 1.
Riprova aritmetica.

A miglior conferma della esattezza della formola generica ricerchisi qui ad
esempio che valore dovrebbe avere il n.° consolidato 5 %, per rendere un 2 %, pie-
namente netto al semestre, nel supposto (beninteso astratto, opponendovisi per
ora la citata legge 13 aprile 1874) che fosse pur soggetto alla tassa di circola-
zione, e caleolatg il diritto di provvigione in ragione di Y/, %,. Avremo animando
la testé ritrovata formola con la sostituzione alle lettere dei valori corrispondenti;
e operando per un capital nominale di un milione :

0,02117

X =1,000,000.1,0025 0,02 + 0,0006.1,0025.1,01 °

Divenendo il denominatore
0,02 + 0,0006.1,012525 = 0,02 + 0,000607515

awrd coi log.
log. 0,027 = 8,3364597338
— log. 0,020607513 = — 8,3140256150
0,0224341188 = log. 1,0530139
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che moltiplicato per un milione sara 1,053,013,90
e aggiuntovi il 4° 9% di provvigione in 2,632,53
dard per valore del Titolo di un milione 1,055,646,43

s'intende a principio di semestre.

Aggiunti infatti a 1,055,646,43 i frutti allo stabilito

tasso del 2 %, cio¢ 21,112,93

si & 1,076,759,36 valore effettivo alla fine del semestre

Aggiuntovi 1,055,646,43 valore effettivo al principio del semestre

si a la somma 2,132,405,79 che dimezzata dara

la media in 1,066,202,90 E il 0, 6%, su questo valore portera

per tasso di circolazione 639,72 che tolte dal frutto depurato della sola

ricchezza mobile in 21,700,00

dard il frutto netto 215060,28 su cui cadrd la provvigione del

4° %, in 52,65

onde un carico netto di 21,112,93 precisamente come sopra si & visto.
CAP. 8.

Titoli ammortizzabili 1n genere.

Cio detto pel Titolo perpetuo ; quanto ¢ ai Titoli ammortizzabili, volendo ren-
dere di uso immediato per tutti i periodi la ripctuta formola generica, converra
svilupparla, sostituendo man mano al valore da determinarsi X,_, i valori con-
creti di Xy, X,,X,,... Xg_, ottenuti successivamente. Si avrd quindi

0+ l'l‘p a,+r'c a,+r"’c
x’_. ( 2,(‘ )_(!lp) io 1
X+ 1+p a,+7r''c,) a,+r''c a,+r''c
X,+ 1+p as+r''c a+r''e a,+r'e a,+r"c
xs '] ( )(! 8)_('|p) 008 !' !oz 2| 3 8).
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E analogamente

X, —(l+p)( 170 | GadTe | Gybrioy +a..+r”cn.).

P o2 e )

Ora cosa rappresenta questa espressione se non lo sconto composto, a un in-
teresse p, di tutte le somme che si pagano su un Titolo provvigionato, esente da -
tassa di circolazione e soggetto ad ammortizzazione per un capitale predetermi-
nato, di qualunque forma essa sia purché non cada in epoche diverse dagl’ inte-
ressi? E siccome da siffatto sconto si ottenne gid al § 48 del Saggio la formola
universale dei principali Titoli a seconda della effettiva loro costituzione (tenuto
pur conto, per una pill generica applicazione, della possibilitd che per ogni unita
del capital nominale si corrisponda una quantitd P di premio e che le ammortiz-
2azioni si soddisfino con un aggio A sul Titolo rimbersato ed annesso cupon). si
avra che la formola stessa potrd valere anche per Titoli soggetti a tassa di cir-
colazione, con la sola variazione dell'interesse di sconto. Il valore cioé di un qua-
lunque Titolo della specie, dal capital nominale ¢, per rappresentare un determi-
nato interesse semestrale r’ netto di tassa di circolazione e dritto di provvigione,
sard uguale al valore di un Titolo congenere dal capital nominale c,(i+p), esente
dall'una e dall’altra, e il cui sconto si operi a un altro interesse maggiore

p=r +l(l+p)(i s,)—r +t(l+—)+tp-1- pr’_

E cosi la formola generale di ogni Titolo, ammortizzabile o perpetuo, prov-
vigionato o no, soggetto o meno a tassa di circolazione sard

¢=ct+n|T+q(Praderane1-T)]

It
dove r sard il valore a un interesse ; di un Titolo perpetuo dal frutto, netto di
,D

ricchezza mobile, 7"/, ¢ ¢’ rappresentera la quota unitaria delle ammortizzazioni per
ogni sorta di Titoli, pure in funzione di p, cosi com’ & fornita dal ripetuto Saggio;
e la formola funzionerd anche nei casi in cui per un dato Titolo mancasse alcuno
degli elementi in essa enunciati, bastando introdurvi in luogo dello elemento man-
cante uno O.

Lo stesso risultato di equivalenza sarebbesi del resto ottenuto anche con un
analisi diretta per ogni singolo Titolo: ¢ sarei qui tentato di riportare i conteggi
relativi, che per taluni avvedimenti di calcolo potrebbero riuscire interessanti, ma
me ne trattiene il timore di annoiare soverchiamente i lettori.
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CAP. 9.
Titoli ad ammortizzazione differita o alternata.

Ma deesi pur prevedere il caso in cui il Titolo, o ritardi il principio della sua
ammortissazione, o, ci6 che per il calcolo tornerd lo stesso, alterni nel suo corso
forme di ammortizzazioni differenti, pur mantenendo inalterato il valsente de’ suoi
frutti »’c e la sua natura di Titolo provvigionato. Non si & allora che a conside-
rare prima il Titolo nel suo ultime stadio, e trovarne col metodo suesposto il va-
lore al suo principio, che per brevitd si esprimerd con I'equazione ¢' = c(1 4 p) 8.
Quindi riportare questo valore al principio dello stadio di ammortizzazione prece-
dente (che nel caso di Titolo differito vestird la forma del Titolo a scadenza, di
che ai §§ 7 e 8 del Saggio), cid che si otterrd prendendo come capital nominale
rimborsabile il valore gid ottenuto c@, e ponendo in relazione a questo il fruttato,
facendo cioé

4 'J'
re=1"c; onde ==

La equazione del valor complessivo del Titolo, compreso questo nuovo periodo, di
cui chiamerd q” lo sconto unitario delle ammortizzazioni, sard cosl (trascurati per
semplificazione i casi de’premi e degli aggi)

c"=c@(l+p){%;+(i -%',f q"}=c(|+p){r§+(@‘¥)q"}=°(' Y

E ugualmente si opererd ove occorra di calcolare un altro stadio precedente ;
¢ cosl sempre di seguito per tutti gli stadii che intercedano fino al giorno al quale
si vorrd il valore del Titolo

c”'=c(1+p){%"+(1—r;") q"’}=c(1 +p)8
cv=c(l +p) {%'+(6—'-:-') q"}:c(l +p)e ete.

CAP. 10.
Correzione della formola dell’interesse netto p.
Nello accingerci a questi calcoli abbiamo perd trascurato una obiezione che

ci poteva esser fatta; ed & la seguente.
Supposto che il Titolo sia, come suol dirsi, classato, sia cioé uscito dalle mani
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degli assuntori della sna emissione, incaricati per solito del suo servizio mediante
provvigione, per disseminarsi‘in quélle dei privati cercatori d’impiego o specula-
tori, & certo che quello che determiner il suo valore sulla piazza non & gid I'onere
ch’ esso apporta al debitore, o ch’é lo stesso, I'interesse che arreca ai detti as-
suntori , bensi quello che ne fruisce la maggioranza dei creditori. Cid anzi potrd
sostenersi che si verifichi in genere sempre, giacch®, anche per classarsi, un Ti-
tolo & pur bisogno di commisurarsi agl’interessi ed esigenze degli acquirenti. Ora
sta bene che si possa sempre stabilire il valore in parola, a una data epoca, in
base alla cifra dell’ onere sopradetto; ma non é men vero che essendo, la porzione
di quest’'onere che corrisponde alla provvigione, indifferente pel portatore ordi-
nario, a quel valore corrisponderd altra cifra che rappresenterd puramente il cor-
relativo interesse netto del ereditore, ed & su questa e.non sulla prima che si
dovrebbero poi commisurare i valori del Titolo in tutti gli istanti successivi, e cosi
anche alla fine del periodo al quale si riferisce il valore ricercato, e in seguito
sempre fino alla estinzione, ricscendone cosi variate le cifre dei dritti di circola-
rione e conseguentemente anche della provvigione, e percid di riverbero quella
stessa del valore che si ricerca.

Dovrebbesi quindi, per risolvere il problema con tutta la desiderabile esat-
tezza trovare un valore del Titolo, basato bensi sull’onere, ma nel guale gl'im-
porti semestrali della tassa di circolazione e quindi della provvigione si commisu-
rassero a valori successivi del Titolo basati sullo interesse ; problema che non dico
insolubile, ma che mi si presenta complicatissimo.

Ma vedasi piuttosto, se da tale diversa maniera di calcolo deriverebbero poi
all'atto pratico e in via ordinaria differenze apprezzabili; e consideriamo percid
(con un procedimento analogo a quello tenuto nel Saggio, § 23 e seg., per tro-
vare il valore al netto di Titoli estinguibili per acquisti al corse) quelle che si
presenteranno nei due casi pil dissimili, del Titolo ammortizzabile a un semestre
¢ del Titolo perpetuo.

CAP. 11.
Formola oorretta dell'interesse netto g.

Cominciando dal Titolo ammortizzabile a un semestre ; per quanto & detto ai |
Capitoli 4 e 5, avremo:
Somma che lo Stato dee pagare al netto al fine dcl semestre, scontatad al
principio, all’interesse nettissimo 1

(A +p) ey + Y, ¢0) .

X, = o

Valore in fine del semestre in riguardo. del solo portatore, e eio? a pre-
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scindere dal dritto di provvigione
Cy+ Yy €

Tassa di circolazione
(Tt Ot Y6
2
I'rutti, al netto da questa tassa

c
Y, ey =1"¢, 0t c,2_+y_,_, .

Da cui

2y,00=20"ey — (& — ley — 1Y4C4 2+ Dy,e=(2r" = t)ey — Iy

@r'—ye,— lw'
2+¢

Y&y =

Introdotto questo valore nella equazione di X, si avrd

@r'-0e, -z,

se=0A+p)ec,+(1+p) - B

$'(2+0x, =0 +p)2+Hey+ (1 +p)Q" —1)e, — (I +p) i,

FREN+ AP, ={20+p)+ 1A +p)+27"(A +p)—t(1 +p) e

1+ 1+ t+r
Xy =2(+p) ¢y oo oo = (1Hp)ey ————— = (1+p)ey
1(s'+1 2 o
28'+1(s'+1+p) ot +1:2+p s’+t(l+:,) l;)

con una differenza nell’interesse, di %H—%—r— in meno di quello che si trovd al

Cap. B col calcolo generale.
Nel caso del Titolo perpetuo avremo invece, richiamandoci al Cap. 6. :
Valore in principio di semestre per dare un carico netto 7' :

_yetpye
x— r’ . X

Valore in fine, nei riguardi del solo portatore, ciod con I'aggiunta al valore in prin-
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cipio, del frutto netto, senza provvigione :
X +yc
Tassa di circolazione

tX+X+yc__t2X+yc

2 2
Frutti, al netto di questa tassa
ye=r"c~— ¢?£2'."_3£‘.’
Da cui
2yc = 2r'"c — 2lx — tyc (2 +)ye =2r"c - Ux
o= 2r''c — 2
ve=—9

Introdotto questo valore nell'equazione di X, si avrd

’ —
r'e=(1+p) 21;;—?3 {r@+H+2+p)le=2r"c1+p)
X - 'c(l+p) ™e(1 +p)

S I +2+2p) (i+t’-)+tp
2

tpr’

3 in meno su quello che si trovd al citato

con una differenza d’interesse, di

Cap. 6.
E evidente dunque che nel caso tanto del Titolo a un periodo quanto del Ti-
tolo perpetuo sarebbe inesatto adottare un interesse di corrispondenza ,

r tpr
/ — —
r +t(1 + 2)+tp+ 5
come fu trovato in principio, in luogo dei pid giusti trovati ora di

). P , ( r
r’+t(|+-§-)+5 e '+ l+2)+lp.

E chiaro del pari che passando il Titolo da perpetuo ad ammortizzabile, questo
interesse di corrispondenza dovrd gradatamente diminuire flno a raggiunger quello
VOL. XXVI. 19
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per il Titolo a un periodo; e senza ricorrere ad una rigorosa dimostrazione ba-
sterd’ osservare -che-ammettendo il contrario, sia che l'interesse di corrispondenza
rimanesse stazionario, sia che aumentasse in luogo di diminuire, si avrebbe quando
siamo al passaggio, dal Titolo a 2 periodi al Titolo a un periodo, un salto che
nessuna ragione potrebbe giustificare.

Ma per evitare di dover ricorrere, nel calcolare i Titoli amnmortizzabili a piu
di un periodo, ad una media immaginaria, si oss:rva che nei casi ordinarii (e
tanto pit nell’applicazione che dovremo fare a un Titolo ammortizzabile in quasi
100 anni) si potrd senza tema d'inesattezza adottare costantemente I’ interesse di
corrispondeuza del Titolo perpetuo, come quello che applicato auche al Titolo a
1 periodo non potrebbe portare che differenze impercettibili. Posta infatti una

tassa di 6 cent. e una provvigione del 4°.%, sem., il di piu, %p , che 8i verrebbe

nello interesse di corrispondenza ad attribuire al Titolo a 1 periodo, e che sa-
rebbe il maggiore possibile, non porterebbe che una differenza al di sopra del
vero di 0,0003.0,0025, ossia di 0,00000075, dico settediecimilionesimi e Y/, , dif-
ferenza a mala pena sensibile allo stromento logaritmico, e che anche col calcolo
aritmetico non produrrebbe se non dei residui insignificanti e affatto trascurabili.
In simili condizioni faremo dunque sempre

r
— —
p=r +t(1+p+ 2).

CAP. 12.
Dati di fatto relativi alle obbligazioni ferroviarie.

Veniamo finalmente ad applicare le trovate formole alle Obbligazioni ferroviarie
da ultimo emesse, che si sa essere del capital nominale di L. 500 al 3°%,, ga-
rantite dallo Stato, fruttifere semestralmente dal 1° luglio 1887 cem ritenuta di
ricchezza mobile e tassa di circolazione, e ammortizzabili in 90 annuitd, la prima
delle quali al 1° luglio 1896, e sui di cui pagamenti, aflidati alle singole Societa
ferroviarie, si passa a queste del governo provvigione del 4°.%,.

Cominciando dall'indagare la convenienza dell’ emissione nei riguardi di que-
st'ultimo, che giusta quanto dicemmo al bel principio di questo lavoro riducesi
ad un confronto con una corrispondente di rendita perpetua; perché un calcolo in
proposito si potesse fare con rigorosa esattezza, converrebbe veramente conoscere
anche limporto di tutte quante le spese che entrambe le emissioni, rendita pere
petua e obbligazioni rimborsabili (dedotti, per quest'ultime, cventuali dritti di par-
tecipazione), arrecherebbero allo stato, onde avere cos), precisi i due termini di
confronto, capitale netto ricavato e reddito netto vincolato, per ogni singola emis-
sione. Ma poiché non credo che di siffatto estremo vengano, come pur .sarebbe
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utile, pubblicate le risultanze, ci converrd supporre simili spese identiche in en-
trambi i sistemi',’ benché’'per 1¢’dirette alienazioni di rendita ai corsi della gior-
nata (alle quali infatti onde procurarsi i fondi per le ferrovie ebbe prima ricorso
il governo) le spese stesse devano evidentemente essere state molto minori.

Un vgual supposizione dovremo pur fare per quanto riguarda il diritto di prov-
vigione sui pagamenti destinati al servizio di entrambi i Titoli, benché, per la ren-
dita, provvigione abbia luogo, né so in qual misura, solamente sulla parte che &
collocata all’estero; si flngerd cioé, cosa forse lontana del vero, che la maggiore
spesa per provvigione alle societd possa equipararsi a quella che senza di esse
lo stato dovrebbe sostenere per un pil largo impianto de’suoi ufficii.

Su queste basi vediamo qual carico metto rappresentava il consolidato 3%,
allorquando, per ottenere la somma di 226, 234, 258. 10 di cui al R D. 3 giu-
gno 1887 N.° 4314 (e altri 100, 850, 000 occorsero, in appresso, come dalla legge
del 24 luglio success. N.° £771) il governo si assicurd presso un Consorzio d’Istituti
il collocamento delle obbligazioni ferroviarie a 307, 50, per 500 di cui si professd
debitore; il qual Consorzio subito aperse una sottoscrizione che figurd coperta a 316,
pagabili, ©5 alla sottoscrizione che fu il 16 giugno, 50 al riparto, e le altre 241
a totto il 30 novembre con gllinteressi al & %, annuo. Dal Bollettino delle Finanze,
Industria e Commercio del 29 magygio desumo che I'accordo per quel collocamento
avvenne il 24 di quel mese, alla qual'epoca il Listino segnava la nostra rendita 99.50 ;
e a Parigi per il cambio (in onta a ' abolito corso forzoso , tornato ad elevarsi)
98, 70, che sard il corso applicabile trattandosi di titoli pagabili anche all’estero
in numerario; e darebbe, toltone il prorata del cupon di & mesi e 3/, una valuta
al 1.° luglio suce. di 97, equivalente a un carico netto, semestrale sempre, e com-
presa la provvigione, di 2_____,17;‘125 ossia del 2, 24, 21, 06, 2%,.

In relazione poi al portatore la rendita a 97 equivarrd a un reddito netto di

%ossia del 2, 23, 11, 13, &.

CAP. 13.
Posizione del Problema.

Nella imposslbilita in cui siamo di trovare con breve e preciso calcolo il carico o
il reddito netti, e conseguenti corsi della rendita, corrispondenti ai prezzi di emis-
sione suaccennati di 307, 50 ¢ di 316 (impossibilita gid veduta al § 8 del Saggio, ¢
dlla quale mi riservo sempre, come promisi e se ne avrd agio, di mostrare con ap-
posita memoria il metodo di supplire in via approssimativa), il calcolo dovrebbe in-
vece consistere a trovare con due distinte operazioni il valore che avrebbe dovuto
assegnarsi alle Obbligazioni ferroviarie, per rappresentare il carico o il reddito netti
testé veduti in relazione a un corso della rendita di 97, e cid trovando innanzi
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tutto sulla formola del Cap. 11. glinteressi di corrispondenza di quei due interessi
netti,/ e/ inchasecaquelli applicando, prima la formola del Cap. 8 e poscia, trat-
tandosi di Titolo differito, quella pure del Cap. 9.

Ma per semplificare le operazioni procederemo invece in senso inverso, nel
supposto cioé¢ di un interesse di corrispondenza comuune, che per una certa indu-
zione e utilizzando per le formole di ¢’ i dati di Tavole gid costrutte o da co-
strursi per interessi procedenti di 23 in 25 Cent., fingeremo del 2,25°, al se-
mestre e al quale vedremo ora quali distinti interessi netti, sia attivo sia passivo,
equivalgano.

CAP. 14.
Interesse unico di corrispondenza per il carico e il reddito.

Gid vedemmo

p__2r’+t{?(l +p)+r} 20+ 2L +p) U 2+ D'+ 2(1 4 p)
- 2 - 2 - p) )

Di qui
-20+p)=Q+0)
¢ finalmente :

19—l +D)
=2 2+1

che dard il carico netto dello stato in relazione a un interesse di corrispondenza,
p: e si convertird in

quando P sia zero, esprimendo in questo caso sempre il reddito netto del porta-
tore, pel quale & chiaro che non entra mai in calcolo I'elemento della provvigione.
Posti al luogo delle lettere i loro valori in concreto, avremo nel 1.° caso

0,0225-0,0006.1,0025__0,0225—0.000601%

_g0:0218985_0,043797
2,0006 - B

Y -
r=2 2,0006 2.0006 ~ 2,0006

E coi log.
8,6414444

—-0,3011603

8,3402841 =log. 0,021891934.
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Nel 2.° caso avremo invece

0,0225 — 0,0006 20,0219 _0,0438

=2 = .
2,0006 2,0006 2,0006

E coi log.
8,6414741
-0,3011603

8,3403138 = log. 0,021893429.

Cid vorrd dire che il valore della obbligazione ferroviaria che troveremo in
rapporto al carico sulla base d'un interesse di corrispondenza del 2,25 %, equi-
varrd a un carico netto effettivo del 2,18,91,93 4, (quasi con la deduzione del %,
della tassa di circolazione); e quello che troveremo in rapporto al reddito ugual-
mente operando equivarrd a un reddito netto effettivo del 2,18,93,42,9.

Come si vede, frai 2 interessi, attivo e passivo, vi sard poca differenza, e la
differenza maggiore consisterd quindi, pel valore del Titolo in rapporto al carico,
nel doversi moltiplicare il capital nominale per 1+ p. E sarebbe pure un buon
esercizio di logica trovare il perché di quella piccola differenza, per la quale in
conclusione un capitale non provvigionato, 1 + p, scontato a un dato interesse di
corrispondenza, verrebbe a rappresentare un interesse netto maggiore, di quel
che un capitale provvigionato 1, scontato allo stesso interesse sopradetto; ma a
risparmio di tempo e a non deviare dallo scopo, lascerd anche questa ricerca a
chi se ne vorrd dilettare.

CAP. 15.
Applioazione delle formole alle obbligazioni ferroviarie.

Ed ora veniamo finalmente all’applicazione alle obbligazioni ferroviarie delle .
formole generali dei Cap. 8 ¢ 9; la 1* delle quali, che ne dara il valore al 1° lu-
glio 4895, diventerd, riducendo P ed A a zero, prendendo ¢’ dal § 52 del Saggio
¢ chiamato n il numero degli anni anziché dei semestri

r
" "N [ 1—s~" [ r
¢ =1 Ly - =
(+p)e) 3 ( 9)< p__ pQ+p)-T 9(2+9)-r>) (I+piep
1—g™2"

e la 2*, che dard il valore al 1° luglio 1887, ossia 8 anni innanzi, potrd, fatto
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¢"=0¢"% (ove n' saranno gli anni di differimento), rappresentarsi per
’.II rll ,
"=+ c{—+ -— a"“}.
tpeiz+(6-7)

Cominciamo a trovare il valore di § che &:

1:_*_ ]_ﬂ q'
[ /7"

Essendo noto che il frutto semestrale di una rendita annua 39,, al netto della
sola ricchezza mobile del 13,20 %, sul frutto lordo, & per ogni lira, 0,01302, il
suo valor capitale in relazione a un interesse del 2,25 %, sard

v _0.01302
e

0,0225
che coi log. dard:

18,1146110
- 8,3521825

9,7624285 = log. 0,578666661
Si avrd quindi I'equazione
g=0,37866667 + 6,42l33333 q
Ed ora, al valore di q'.
0,03
1-1,03"% 0,0223 0.03

7= u,o2grt"_ 0,0225.2,0225 — 0,03 0,0225.2,0225 — 0,03
1 -1,0225-0

La 1* frazione rappresenta il rapporto fra I'annuitd all'interesse nominale ¢ la sc-
mestralitd all'interesse di corrispondenza. Ora dalla Tav. 8" di Pereire apprendo
il valore dell’annuitd 3/, per 90 anni, che sard 0,03223556. E il suo logarit-
mo 8,50860456.

Per avere il valore della perioditd 2,25 %, per 180 semestri, che manca alle
Tavole, opero come segue :




)( 181 X

log. 1,0225 = 0,0096633
180

1130640
96633

log. 1,0225'% = 1,7393940
10

—— 1

log. 1,0225°'% = 8,2606060 = log. 0,018222418

0,981777582. Suo log. 9,9920131352

i log. 0,0225 = 18,3521825
8,3601693648
che sottraggo dal log. dell'annuitd 3%, 8,50860436
0,1484351952.

Proseguo le operazioni fino alla totale risoluzione delle equazioni di ¢’ e di §

2,0225
0,0225

101128
40450
40450

0,04550625
-0,03

0,01550625. Suo log. 8,1905068 8,1905068
log. 0,0225 8,3521825 log. 0,03 8,4771213

0,1616757 0,2866145 = log. 1,934704
0,1i84351952

0,3101108952 = log. 2,0422594
- 1,934704

q'= 0,1078554. Suo log. 9,031632216
log. 0,42133333 9,6246258299

8,6562580459 =
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= log. 0,04531667
0,57866667

B=  0,62398334
—0,571866667

6 - -'p;= 0,04531667

Ed eccoci finalmente all'ultima equazione, ove pure sostituiremo alle lettere
i loro valori

¢ =1+ p) 500 (0,57866667 + 0,04531667.1,0225~'¢)

log. 1,0225 = 0,0096633
16

B —

5719798
96633

e S~ ——

0,1546128
10

log. 1,0225-1 9,8453872
log. 0,04531667 = 8,656258032

8,501645232 = log. 0,031742798
0,57866667

0,610409468. 500 = 305,20, 47, 34.

Avremo dunque

¢" = (1 +p) 305,20, 47, 34.

Se in questa equazione noi sostituiremo a p, 0,0025, avremo 303,96,77,46,
valore della obbligazionc ferroviaria per rappresentare allo Stato un carico netto
del 2, 48,91, 93, & : se vi sostituiremo zero, avremo 303, 20, 47, 34, valore della
stessa obbligazione per rappresentare al portatore un interesse netto del 2, 18,
93, 42, 9.

In conclusione pertanto: se il Governo avesse rilasciato la obbligazione a
305,97 si sarebbe sobbarcato a un onere netto, tutto compreso, del 2, 19 c. °/,
mentre alienando consolidato a 97, si sarebbe sottoposto, come vedemmo, ad uno
del 2, 24. Ma egli la rilascid a 307, 50 ; compl dunque una operazione ancora pia
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vantaggiosa. Rimangono| perd sempre-intatte le riserve gid espresse circa le spese,
le provvigioni ; cui devono aggiungersi quelle circa le conseguenze economiche
derivate dall’ essersi dovuto fare assegnamento sul concorso del massimo Istituto
di credito e cosi intaccare le risorse della circolazione. Quelli che potranno con-
tare su un guadagno piccolo ma sicuro saranno al solito gli intermediarii.

Quanto al pubblico, s’ egli avesse acquistato la obbligazione ferroviaria a
305, 20, avrebbe fatto un impiego del 2, 19 c. netto %, ; avendolo invece acqui-
stato a 316, avrd fatto un impiego molto minore, che da altri calcoli all’uopo isti-
tuiti mi risultd al disotto anche del 2, 17 che corrispondercbbe al corso della ren-
dita alla pari; e cid quando questa ne distava ben di 3 punti, e acquistandola, il
portatore avrebbe fruito di un interesse di quasi il 2, 24 %,

CAP. 16.

Obiezioni in appoggio al maggior valore dell’'obbligazione ferroviaria.

Ma a spiegare la maggiore appetibilitd della obbligazione ferroviaria in con-
fronto della rendita abbiamo sentito mettere in conto la forma del Titolo che con
la tenuitd dell’interesse nominale e la prospettiva di un lauto rimborso alletta ve-
ramente i capitali del risparmio. A cid per altro pud osservarsi che eranvi pure
sul mercato altre consimili obbligazioni 3 %, , similmente garantite dal governo e
gid in corso di ammortizzazione, le Vittorio Emanuele p. e. e le Livornesi, esenti
le prime da tassa di circolazione, ed estinguibili, le une col 1° ottobre 1961 ossia
fra T& anni, le altre col 1° gennaio 1875, ossia fra soli 68, le quali, come dagli
opportuni calcoli (che risparmio al lettore), avrebbero, per equivalere alla rendita
al pari, potuto acquistarsi per 332, 8! e 331,29, mentre invece si quotavano a
326 e 329; e che aggiunte qdindi alle altre, pur favorevolmente quotate, e diret-
tamente o indirettamente garantite dallo Stato, Romane, Centrali, Pistoiesi, Meri-
dionali, Sarde, Pontebbane etc. avrebbero, se non in tutto, in gran parte, potuto
sopperire alle esigenze dei vogliosi di simile impiego.

E siffatta osservazione pud rispondere anche a coloro che cercassero la spie-
gazione della cosa nel corso elevato del consolidato 3%, il quale al tasso medio
attuale, che depurato del prorata frutti aggirasi intorno al 65,10, renderehbe, non
il 2,24, come il 39, a 97, bensi il 2 solamente ; del che a sua volta troverebh-
hero ragione nella preferibilitd del 3 %, per non essere, né ora né chi sa ancora
fin quando, socgetto all’ alea della conversione. Ma visti appunto i bassi corsi degli
altri Titoli 3%, , essi pure non passibili di conversione, mi parrebbe piu ragio-
nevole ritenere che non dalla sua intrinseca appetibilitd, siano determinati gli alti
corsi di questo Consolidato, bensi dalla esigua sua quantitd, in buona parte anche
immobilizzata ; il che lo rende sensibilissimo alle richieste che su di esso & natu-
rale si volgano sia da parte del risparmio sia degli accaparratori, ma per ¢id stesso

bon lo rende troppo atto a considerarlo come Titolo regolatore del mercato.
YOL. XXVI. 20
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CAP. 117.
Conclusione.

Ma per non divagare pill oltre in considerazioni al campo scientifico troppo
estranee, e volendo pur concludere, mi basti di far rilevare ancora una volta la
utilitd della matematica anche nelle sue applicazioni alla pubblica e privata finanza,
essendosi con essa risolto in modo abbastanza semplice un problema in apparenza
insolubile, quale presentavasi quello del valore effettivo di un Titolo soggetto a
imposta non solo sui frutti, ma anche sul valore effettivo medesimo ; e fattone
concludente saggio sopra un’ importante operazione iinanziaria.

Mi auguro che I'agio non mi manchi per darne in seguito pid ampie dimo-
strazioni , e adempiere insieme le promesse fatte nella chiusa del lavoro prece-
dente ; a che mi trovo pure animato dai favorevoli giudizi avatine da persone com-
petentissime. E termino intanto ringraziando i lettori dell’ attenzione prestatami,
e assicurando loro anche maggior gratitudine se vorranno assistermi dei loro lumi
e onorarmi altresi delle loro assennate osservazioni e censure.
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ALCUNE OSSERVAZIONI
SOPRA LE FUNZIONI SFERICHE DI ORDINE SUPERIORE AL SECONDO

E SOPRA ALTRE FUNZIONI CHE SE NE POSSONO DEDURRE
NOTA
DI

GIULIO GIULIANL

!:2
1. Dallo sviluppo della funzione (! —2ax + a®) * in serie ordinata per le po-

tenze crescenti di a si ottengono le funzioni sferiche X, (p,x) di ordine p, che
per p=2 si riducono alle ordinarie funzioni sferiche provenienti dallo sviluppo

1
di (1 —2ax + o2 %, Alle proprietd gid note delle funzioni X,(p,x), contenute
nelle memorie dei signori Cayley, Clebsch, Heine, Mehler e Tonelli,
ne aggiungeremo qualche altra che forse potrd sembrare non del tutto priva
d’interesse.
Abbiamo intanto (Heine - Hand. d. Kugelfunciionen, vol. I, p. 453).

1) Xap )= xp+n-? 3 “(w+cosv Voi=1)* sen?2¢ de
2t \/?u(n)u(’%-)
[ ]

¢ da questa ne risulta, come ora dimostreremo, che X, (p, ), per & =cosd con

0<0 <= diviene infinita dell’ordine 2p 2— 5 e per 6 =0=rx dell'ordine p—2. Os-
serviamo prima di tutto che
®(p+n—2) _ _ ( p ( p 1 _ F(p,n-1)
() TR =xn(p-1)p(1+p) l+2)... 1+n—2) n_—(n—l)—“(p ')n_——(n—l)""
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essendo F(p,n — 1) una funzione di n che & finita al crescere di n per p finito
¢'che' ha'perlimite per n = cola fattoriale Fc(p) del Weierstrass.
Abbiamo poi, limitandoci a considerare il caso di p pari, che I'integrale

[: (@ + cosg Ax® — 1)® senP 2o do
si riduce alla somma di un numero finito d’integrali, dei quali uno &
<
f (@ + cosp Vot —1)"dyp
[}
e gli altri sono della forma
® —_—
fo (% + cos ¢ ¥x* — 1)® cosme dg.
Tutti perd possono ridursi (Heine lib. cit. pag. 178 e seguenii) all’' espres-

sione v—c_-_(l +d) con ¢ indipendente da n e d infinitesimo del primo ordine al
n

crescere indefinito di n. Avremo quindi, tenendo conto anche delle (1) e (2),

c C
X (p, %)= ————— (A 4+ D)= 14D
(p,%) nﬁ(n—i)""( +D) ns_:, 1 S (+D
n

con C finito anche per n=c0 e D infinitesimo del primo ordine per n = .
Per p=2 si ha una nota proprietd delle funzioni sferiche ordinarie. Se x=1,
dalle (1) e (2) si deduce subito che X, (p, 1) diviene infinita dell'ordine p — 2.
2. Poiché la X, (p,x) soddisfa alla (Tonelli. Ueber die Polentialfunction in
einem mehrfach ousgedehnten Raume. Nach. von der Geselleschaften zuw GOl-
tingen 1813)
2 BXa(p,a)  dX,(p,x)

1 —-x = po— +nn+p—-1)X,(p,x)=0

se ne deduce che non pnd esser nulla per @ =+ 1, né aver radici multiple I'equa-
zione X, (p,x)=0. Di piu dalle due (Heine lib. cil. pag. 453)

1 d_‘(cos(n+a)0
o8-t [ d’ n+s

XaR8+1,2) = (2 = cosb)

x,,(2s+2,ac)=517 %(Pm(w))
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essendo P, (x) la ordinaria funzione sferica di prima specie del grado n + 8, si
ha che le radici della X,(25 +2,%)=0 sono tutte reali e comprese tra — 1 @
+1, e quelle di X,(28+1,x) sono pure tutte reali e comprese tra

i, PO o,
2(n +8) 2(n +8)’

quando si considerino i soli valori di 0 compresi tra —= e +=&.

3. Dimostrerd ora che, mentre una funuione f(x) della variabile reale & pud
sotto certe condizioni pochissimo restrittive (Dini. Sopra le serie di funzions sfe-
riche. Annali di Malematica, serie 1I, tomo VI, e, Serie di Fourier e allre rap- .
presentazioni analiliche delle funzioni di variabile reale; pag. 217 e seguents)

svilupparsi nell’intervallo (—1,1) in serie della forma 2:.‘:A,. X, (2, x) con

L= roxe, 0w,

invece la serie g B,X,(p,x) con

]
- =t

3—p
2 wm(n+p-2) J

non ha per somma un numero finito se p > 2. Ricordo, per giustificare la forma
dei coefficienti B, (cfr. Dini lib. cit. pag. 134) che, come si hanno per p=2 le
formole

[!ix,(Q,w)X,,(Lw)dw:O m>n

[ (o) o g

cosi abbiamo per p > 2 (Heine. Die speciellen Laméschen Funclionen erster Ar!

von beliebiger Ordnung. Journal fiir die Math. vol. 62)

[ %e.0%@ @0 -2 w=0  m2a

2P x(n+p-—2)
2n+p—1 - n(n) ’

[ (@) a- )T dg=
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Ricordo ancora che

T(n+p—2)

‘IR
Xa(p,c086) X, (p, cost) = P X, (p, cosy) sen*"2o do
2y w(n)w(

essendo

cosy = cos b cos 6’ + sen § sen 6’ cosg ,

e che (Tonelli, mem. cit.),

dX y1a(P>) + dx.(p.a_?)_

(P-DXo(p,@) + PXy (Ps2) + .. + (PH21—1) Xy (py) = 5 - &

Ora abbiamo

2n+p—1 =
ZB.X.(p ) = Z (2,'.‘:,:)(,,+1,u(;;x.(p.w') ] F@Xpad-ah) T do

¢ ponendo a =cos0, x'=cosd’, facendo uso delle precedenti e indicando con P
un numero indipendente da n

- w1 ' T
2 B, Xa(p, o) =P Z‘ @n+p-— l)}o f(cosO)senOd)’: Xa(p , cosY) senP2p dep.
[} o

La somma dei primi n + 1 termini di questa serie & data da

w (dx,(p , €0SY) + dX, . (p, cosy)) sen?*o d

P /. f(cos&) 8606(10/ d‘{ seny

Si riconosce facilmente, imitando la dimostrazione data dal prof. Dini per
le ordinarie funzioni sferiche (Dini, lib. cit. pag. 279 e segg.) e tenendo conto
dei risultati del n® 1, che I’ espressione precedente diviene infinita per n=o0 e
per p>2.

II.

1. Consideriamo ora le funzioni I,(p ,x) definite dalla

I, o) = }t [: cos (@ sen ¢ — ng) cos? 2 ¢ do
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che pet p=2 si riducono a quelle di Bessel. Abbiamo

L1
I(p,®) = 1!_ [: cos(aseng)cosnpcos® 2o do + 1‘; / . sen(xseng)senngcos® 2 de

ora

R

[ : sen(xsen ) senngcosP o dp= ( [ ’+ [ :) sen (x seng) sen ng cos? 2o do
o Jx
2

Il secondo di questi integrali, colla trasformazione ¢ == —w , diviene se n

in

e p sono pari, eguale a —| , quindi per n e p pari

e %

L.(p,®= 11: ’: cos (¢ sen @) cosng cosP2¢ de.
Nello stesso modo si dimostra che si ha pure per n e p dispari
I.(p,x)= 11‘ [: €08 (2 sen ¢) cos ne cos® 2o do
¢ finalmente per n dispari e p pari, o n pari e p dispari

In(p ,w):%[:sen(a; sen ¢) sen ng cos* e do.

Supponendo p pari si ha tra 0 e = (Dini, l4b. cit. pag. 112)
) cos (@ seng) cosP~2o=I,(p, ) +21,(p, &) cos2¢ + . . .
sen(x seng) cos? o =21, (p, x)seng + 2I;(p, ) sendp + . . .
mentre invece si avrebbe per p dispari
cos (& sen @) cos? 2@ = 2L, (p, ®)cosqg + 2I3(p, &) cos 3@+ . . .
sen(x seng) cos? 2@ = 2I,(p ,x) sen2¢ + 21,(p , x) sendy +. ..

Limitandoci a considerare il caso di p pari, giacché ncllo stesso modo si trat-
terebbe quello di p dispari, si ottiene per ¢ =0 dalla prima delle (1)

I=Lp,0)+2L(p,0)+...,
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e per @ = -

Nt ™
(§> °°8(‘”\/—c;)=lo(p,w)-—2l.(p,w)+...

L3

e facendo nella seconda delle (1) ?=3

p-2 _
(_:) 2 sen(w\/—;-) =2I, (p,w)sen-2+2[,(p,w)sen%“+ .

cambiando ora nelle (1) ¢ in o +; e sommando, dopo aver moltiplicato la se-

conda per i =41, si ha

efTcos? genP 2o =1, (p , &) + 2 2:‘7;" I.(p , x) cosne

e da questa

[“ e*¥eos? 3enP—2 ¢ cosng dy.
[ ]

Aggiungiamo che i risultati ai quali siamo pervenuti per p pari valgono anche
se p & una frazione irriducibile con denominatore dispari, quando si consideri il
solo valore reale del radicale.

2. Notiamo ora che all'infuori del coefficiente

91-p
=< ()
Ja funzione = I (p,®) & il limite di
nP X, (p, cosg )
n
per n =0, come & dimostrato dall’Heine (Heine lib. cit. pag. 463) partendo

dall’espressione (1) di
0
X, (p , CO8 ;).
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Allo stesso risultato si potrebbe anche petvenire, e si avrebbe allora anch
sviluppo in serie’ 'della’ T;'(p'; o), ' partendo dall espressione di

6
Xn (p , COS 1-»)

sotto forma di un polinomio espresso per i coseni degli archi multipli di n e

plicando le stesse considerazioni della mia Nota: Sopra la funzione P,(cosy)
n infinilo. (Giornale di Matematiche, vol. XXII).

3. La funzione I,(p, x) soddisfa a un’equazione differenziale del quarto or
(n > 0), come pud riconoscersi facilmente da cié che segue. Integrando per
si ha

i -2
j' et=eos? genP~ ¢ cosne do = :—;-” /' ¢™c? senP—1 ¢ sen no de —Bn— .
[1] (1]

. [ * ef=en? 30?3 ¢ cos ¢ sen no dp.
[\]

Sempre integrando per parti

/' e'Ten? senP~ o genno do = _Tm-’ [" "= sen” ¢ cosne do +-’-’;—1-
[ 0

©
/’ e*=c? genP-2¢ c08¢ cOSNo ds ,
[/]

. -1 -
j' o <=? sen®"3 ¢ cos g senne dg = — [" e e? sen® "2 cosn dyp + L
o

« _ 1 (=
. [ e °? 5enP~4 ¢ cost ¢ cosno do - o [ e <? senP2p cos ¢ cosno de.
(1] o

Sostituendo e riducendo

i(p-—‘l)w.

o at
(=) ™xl,(p,x)= 1?/: ¢*=%? genP ¢ cosng do + v

. [ * etmoony sen’~2o cos ¢ cosny dy +
(]

p-2

+ [ " ef%? 36nP =39 c08 N9 dop — (p=2(p=3)
nJo

ns
YOL. XXVI. 21

" e1@00s9 P =45 08 cOSNY do +
0
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(p=%)iwe re
n?

-+ (p—
[ eFes sen? 1%p cosgcosne de = +’(lp L [ ¢re? gen 2o cosne do —

x? rw iTcos) canP—2 2 i, r AT -
— o / e sen”?"%¢ cos’e cosne dg + v @p-3) [ e**c*? genP 2y cose cosne do —
0 (]

- W ': eTon? senP—4 ¢ cosnoy do. 1
Coll’ osservare che
(-9 ™= dl, ;’; L2 [ efTcn? senP-2 5 cos @ cosng d
(- i)‘f' n g%%)’,_m)_ = - f : e ? genP-1 g costg cos nyp dg
Ta precedente diviene -
) :z:: d‘l,,d(:;;l w) @ (n d],,((l:;,a:)+ w’+(’:i~‘2,‘ _ l) I(p , @) —
—(ﬂ-——?‘-fl;m],(p—hw):().
D’ altra parte si ha
(3) M('J:??—w—,)——l(p 2,2) +1.(p, ).
Ricavando dalla (3)
Lp,x) , Hal,®  dl.)

dx do?

e sostituendo questi valori nella (2), otteniamo

ot ¢l (p-2,2) m a’l,(p-2.®) (2x*+(p-2) .\ d'l(p-2, )
n dact twmr-3) da? + nt ) : da? —+
@ dl, (p 2.w) ar+p-2

——— -
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e da questa cambiando p — 2 in p si ha I’equazione differcnziale alla quale sod-

disfa I (p , x).
La I,(p.x) & invece un integrale di un’equazione differenziale del secondo

ordine che pud trovarsi cosi. Dalla
' 3
L(p,2)=1 L e % gen?~2 ¢ do

si ha

[ a.m?dsen” '«pd?=

(11-1)tt de

dlo(p,@) _ & e o
—— — T — ? pP-2
d w[.e sen?"%¢ cosy do = ——

: L3
t. (eﬁceuq senP-! (P)o - ok rewm ? senl’? d? =

~F=TF ®-1r,
(;_"’f)u f b son 2y dy + - w“—n [ et on? genP=23 costy do =
=5l - 50 Tk,
(4]

Un altro integrale della (4) pud trovarsi ponendo Y,=I,(p,x)U. Si vede al-
lora che U deve soddisfare alla

dy p_—-_l+ 2 dl,(p,x) au_.
dx @x Iy (p,®) dac ) da:’

ossia
d’U
p-—1A _2 dly(p, ac} -0
= Lp.x)  dr dU
dx
¢ integrando

(p—=Nloga + 2oz, (p, x) + log :tt:n_u = cost.
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()}
xP It (p, @) Z_g_ = ecost.
0
[ _ G
mﬂ'l ]ot(p s x) °
Quindi

das
Yo=T(p, @) f PV (1o (p, @)

Le funzioni I, (p,®) e Y, servono ad integrare 'equazione a derivate parziali

2
®) af+ai,f, ...+a’ f=0.

Ponendo infatti

R= @ —x/ R +...+ (@ =2 ¢ [(Xy, Ty ..p)=f(R)
si ha, poiché

of _of (w-wN of R—(x,—u,)"
dw}” oR'  R* aR — Rs !

che la (3) si trasforma nella

d¥f +p 1 dr
dR? R dR

+f=0
che ammette per integrali particolari
Iop,R) , Yo(R).

4. Lo sviluppo in serie della funzione I,{p,x) pud aversi facilmente osser-
vando che, per p pari,

In(p, w)_g—i) ] e'Te? senP-2 ¢ cos Ny d¢ =
_ (=) (= i cose
= —-—L O +. )sempcoandq
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E sostituendo a cosne il suo valore dato dalla

n (n
1-2

2 cosng = (2¢0s ¢)* — - (2 cosg)* 2+ —— )] -— (2cosp)* 4 — ...,

dove il secondo membro termina quando finiscono le potenze positive di
perché & applicabile I'integrazione per serie , siamo ridotti a calcolare
della forma

’: senP~* g cos’ ¢ do.

Questi si hanno dalla formola di riduzione

- cos’‘psen'e s — l
p-2 s s X -3 p-2
]sen ¢ c08’p do = TTp_2 TTpo cos’~2¢ sen”"*p d¢
unita alla
- -(p—-3)
sen’"2¢ d u —_—
[o vde= - (p=-?)

che vale per p pari e alla

RN

Joo Frip—1)

quando sia p una frazione (vedi n” 1).
Lo stesso sviluppo potrebbe anche ottenersi sostituendo nella serie

1w cos @
1+ —— ) +.
acos™g
-1
gw=i Zm,,cos(m-—?h)(p+m,,
[\]
0

i
—:—. Z my cos(m - 2h) ¢
o
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secondoché m=2n, o m=2n+1. GI'integrali che dobbiamo calcolare , per cssere
1 1
cos ax ¢0s fo = 3 cos(a+ P + :z-cos(a -f)ex,

sono allora della forma

[ " senP-1 @ c08 lp do.
[}

Questi sono dati dal Kummer nella sua Memoria: De integralibus definitis el
seriebus infinilis, (Gior:ale di Crelle vol. 17).

5. Colla trasformazione ¢ =7 —w si ha
2w -
Lp,o)=7 ] ¢08 (2 sen w) ¢os” 2w dw
0

supposto p pari o frazionario purehé sia soddisfatta la solita condizione del n° 1.
Ponendo poi senw=u, si ha

-3
L(p,x)= % [ : cos (aon) (1 — u’){_ du.

Sia ora F(x) una funzione per la cui derivata si abbia per tutti-i valori di @
tralem,

F’(a:)=%ao+a. cosx + a,c082w + . . .

con

a, = ;2-‘ f: F' () cos na dec.

Cambiando ora @ in ux con 0 <u <1, si avrd ancora nello stesso intervallo,
gli estremi inclusi,

1
F'(ww) = 5 ag + a, cosux + a, cos2ux + . . .

p-3
Moltiplicando per 2(1 —u?)? du, integrando tra 0 e 1 e osservando che

alla serie del secondo mewbro, perché di Fourier, & applicabile Iintegrazione
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tcrmine a termine, si ha
2 =3 ] :
1-: [oF'(ua:)(i —ut)? du =§'-uo+ alop,2)+a L (p,22)+ ...

Ora. sotto certe condizioni, & facile determinare una funzione F'(x) |
quale sia

-3

(6) ¢ (x) = Z [: F'(ux) (1 — u’)er du.

Generalizzeremo per questo una formola dovuta ad Abel (Abel. Resolu
@un probléme de mécanique. Oeuvres complétes, vol. T pag. 97). Consideri
I'integrale

[yt a-ypray.

Ponendo y* =, si ha
a

: ris/) m®

[:,?I“"(' -yt ay = —:—f:a:" (1 - @)f-t dop = .(s

TG

e ponendo z = ay, la precedente diviene
a*éerp (%) r(B)
a
v (3 +8)
a*-!

_— da
Moltiplicando per @—ap’ integrando tra 0 e 2 e osservando che

trasformazione a = xy I'integrale

(]
a=1 (a8 — %)f-4 -
foz (a* =2 Ydz =

a®*f-1dg R ' i
I’: divienc m“[o YT — )R dy,

(@ — a*)P
otteniamo
a a
© g-idg [0 rG)r@ra-gr(24p
s o oy 0T

CorGe)e(Gee)

Q
_—.%r(g)m -0).
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Moltiplicando ora per ag(a)daz e integrando rispetto ad a

f@c o [ v ra—p) fe)ot da

zl)l-

da cui, ponendo [ ¢(a)x*da=f(x) e poiche¢ r(@)r(1 —@)=

_senfr [ da % f'(z)dz
flx) = T /. (* — a')? [o (af = 2*)F"

Questa perd non vale qualunque sia @, dovendo gl'integrali esser ﬁmtl , ma per
@ < 1. Sostituendo nel sccondo integrale a z, ay esso diviene

sen (31:

s
o (A-yP

e quindi

__senfr [T at*t*da [ f' (ay) dy
f(w)— o /o (ml_ac)p 0(1—:‘[‘)'-9.

Si moltiplichino ora i due membri della (6) per

¢ si integri tra 0 ¢ y, si avrd
’ m’ ;. -’q(w) 2 ’efl-‘ dx [* -1 _
x
——f’:lda:_;r —-p___‘[.l?'(uw)(l—u*)’ du =

o(yt-ah T o (P—x) *

T 2
P F@ =T F(y).

sén'—+=x sen=——— ¢«
2 2

AIpo

6. Cerchiamo ora la somma della serie ?; I,(p,x). Abbiamo supponendo p
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pari o frazionario, purché sia soddisfatta la solita condizione del n° 1,

» I’ x
Z L(p, x) = Z [ cos(zsene)cos” e (1 + cosp+cos20+...+-cosng)de =
° o O

2n 41|
- | sen—s—g
= f cos(x seng)cos® %¢ | —; + ——— ) do
) 2 ¢
2 sen 3
2 2n +1
1 sen—p—¢
-3 Iy(p, ) + cos(x sen¢) cosP% ¢ de
sen?
0 2
Ponendo
g =w , h=w+1
Z I.(p,x) = ~3 I (p,x +} cos(x sen 2w) cos”" 22w de
Ma Dini, Ub. cit. p. 25)
®
en ho p—2
lim | cos(asen2w) cos?" 190 2 seng 4= cos(a: sen(+ 0)) cos*(+0) =
e quindi
w\
20, 2)=5-5 lo(p ).
[]

Cosi la serie

3 [ @t ) do
0

ha per somma, comé si riconosce prendendo il limite della somma dei suoi
YOL. XXVI, 22
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n+1 termini,

[(r@| - 1@, 2) 45} da

e in"conseguenza

3 [a 01 a 'a
HRITELS dm+2},[ 1, e do=" [ (@) do.
Si pué determinare f(x) in modo che sia

T [3
F(a) — F(0) =3 [0 [( x) dz,
prendendo
2 o
f(x) == F(x)
e quindi si avrd uno sviluppo in serie per F(x), purch¢ F'(x)-I,(p,x) sia atto

all'integrazione definita (n=0,1,2..)) tra 0 ed a.
7. Prendendo ¢, () =1,(p, x)x*, si ha

dlg(p, @) . —n 094 (2)

—do TN (@) + @ ~dn
d*I,(p , x) e ney AP0 (@) |, die,(x)
_"(lw’_:n(n+ Na™"2q, (@) - 2nz™""! %fm . —:;S——' .

Sostituendo nella (&) e riducendo

A?9a(®@) p—1-2n do,(x) [n(n+2 -p)
) dat T x dx +i ot +1

} Pn (m) =0.
Facendo p=2n + 2, la precedente diviene

d*e, (@) 1 de,(x) nt _

che & I'equazione differenziale delle funzioni di Bessel. Non & perd ¢, (@)=I,(2,x),
come pud dimostrarsi facilmente prendendo per I,(p,x) la

1
»——

?_:/: cos (wu) (1 —u®)  “du
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(in questo caso & p =2n + 2) e trasformando in modo analogo l'espressione

x" i = an
3. o0 = [o cos (x sen @) sen*™ ¢ do

data da Jacobi (Jacobi, Formula transformalionis inlegralium definiloru
Giornale di Crelle vol. 15) per I (2, x). Facendo poi p=h+2n+1 la (
diviene

d’:;(,w) +;—; d?‘sm) + ("(' —wf = 1) (@) = 0.

Si potrd dimostrare facilmente, supponendo che h non varii con n, ma s
costante, che una funzione regolare f(«) nell'intorno del posto =0, & svilu
pabile in serie della forma Zc,¢,(a) (Pincherle, Sopra alcuni sviluppi in ser
per funzioni analiliche. Mem. dell’Acc. di Bologna, Serie 1V, tomo IlI). Svilu

pando 1 in serie della forma
y—x

Zda(y) 9a (@)

si potranno determinare le funzioni ¢,(y) associale delle ¢, (x), ed anche dete
minare, applicando il metodo dato dal sig. Neumann (Neumann, Theorie d
Bessel’ schen Functionen, pag. 8 e seguenti) per le funzioni 0,(x) associate d
funzioni di Bessel, I'equazione differenziale alla quale soddisfano le §,(y).

Lucca , aprile 1888.
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SU QUALCHE PROPRIETA

DELLE CURVE PIANE DEL TERZ' ORDINE FORNITE DI UN PUNTO DOPPIO
NOTA
DI

GABRIELE TORELLL

Nel precedente mio lavoro intitolato : Sul sistema di pit forme binarie cu-
biche (*) stabilii che se f e ¢ sono due forme binarie cubiche, si ha la formola

2Re =28f+2JQ + 3pA, ¢)]
dove

A=(f,f) » Q=(f,8), -, R=(a,4),
S=(1@,Q) ,» I=(fr9)s » P=(,9¢),

Nella presente nota, dalla interpretazione geometrica della formola surripor-
tata, ricavo alcune proprietd delle curve piane del terz’ ordine fornite di un punto
doppio.

1. E noto che se le coordinate di un punto di una curva della specie in di-
scorso sono rappresentate da

exy =0 , p®,=b} , pwy=c?,
la forma
D.? = (bc)? a6,® + (ca)® b, + (ab)?c;?

eguagliata a zero fornisce i parametri dei tre flessi, o, piu brevemente, i punti

(*) Rendiconto della R. Accademia di scienze fisiche e matematiche di Napoli ,
Ottobre 1885, oppure Annali del R. Istituto tecnico di Napoli, vol. III.
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base di D,* sono i tre flessi; e ponendo
be)*=d, , (ca)®*=d, , (adb)’=dy,

I'equazione della retta d dei flessi &

dy 2y + dy 23 + dy ;3= 0.

Inoltre i punti d’incontro della retta u rappresentata dall’equazione

Uy By + Uy Ty + Uy X3=0

colla cubica sono i punti base della forma
Ul=u,a,°+ 4, b3 +uge’.

Di questa forma indicheremo con R il discriminante, con 4,2, Q,® i coval

quadratico e cubico.
2. Cid premesso supponiamo nell<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>