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Abhandlung iiber die Auflosung der numerischen

(leichungen.

Yon
. C. Sturm, |

Aus den Mémoires présentés par divers savants & I'Acad. royale
des sciences de I'Institut de Franoe, t. 6, Paris. 1835.)

Die Auflésung der numenschen Gleichungen ist eine Frage,
die die Mathematiker seit dem Beginn der Algebra bis auf un-
sere Tage unaufhorlich beschiftigt hat. Wir wollen nicht alle
Prozesse, die zur Bestimmung der reellen Wurzeln der Glei-
chungen in Vorschlag gebracht wurden, aufzihlen. Lagrange?)
hat zuerst zu diesem Zwecke eine strenge Methode angegeben;
sie besteht darin, an die Stelle der Unbekannten eine Reihe
von Zahlen in die Gleichung einzusetzen. Die einzusetzenden
Zahlen wachsen von der oberen Grenze fiir die negativen
Wurzeln bis zu derjenigen der positiven Wurzeln und sind so
gew#hlt, daB zwischen zwei aufeinanderfolgende eingesetzte
Zahlen nur eine einzige Wurzel der Gleichung fallen kann.
Die Vorzeichenwechsel, die man in der Reihe der Resultate
erhilt, geben diejenigen Zahlen an, zwischen denen wirklich
eine Wurzel liegt. Daf zwischen zwei unmittelbar anfeinander-
folgende eingesetzte Zahlen nur hdchstens eine Wurzel fallen
kann, das erreicht man, indem man Zahlen einer arithmetischen
Progression einsetzt, bei der die Differenz zweier Glieder kleiner
als die kleinste zwischen den reellen Wurzeln der vorgelegten
Gleichung mogliche Differenz ist. Zur Bestimmung einer gol-.
chen Grofle gelangt man auf folgende Art: Man bildet eine-
Hilfsgleichung [274], deren Unbekannte die - Quadrate der
Differenzen der Wurzeln der vorgelegten Gleichung.zu Werten
hat, und sucht.eine untere Gremze fiir die pogitiven Wurzeln
dJeser neuen - Gleichung. - Die Quadratwurzel aus dieser Grofie
oder jede kleinere Grofe kann als Intervall fiir die sukzessiven

417176 "
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Substitutionen, die bei der Gleichung auszuftthren sind, ver-
wandt werden. )

Vom rein theoretischen Standpunkte betrachtet, lifit diese
Methode in'bezug’auf ‘Strenge-nichts zu wiinschen tibrig. Bei der
Anwendung erweist sich dieses Verfahren aber wegen der
Lange der Rechnung, die zur Bildumg der Gleichung fiir die
Quadrate der Wurreldiffereazen ndtig ist und infolge der viel-
fachen Substitutionen, die mam méglicherweise auszufiihren hat,
als fast unausfihrbar. Obgleich Lagrange auch einige Ver-
einfachungen angegeben hat, so sind die erforderlichen Rech-
nungen doch immer sehr mithsam; daher hat man auch andere
Losungen versucht. Fowriar3) hat ein Theorem, das die
Descartessche Zeichenregel als Korollar enthilt, entdeckt.
Vermdge dieses Theorems kanm man nachweisen, dafl eine
Gleichung zwischen zwei gegebenen Grenzen keine Wurzel hat,
oder daf die Anzahl der zwischen diesen Grenzen gelegenen
Wurzeln eine leicht bestimmbare Zahl sicherlich nicht tiber-
schreitet. Da dieses Theorem aber nicht die gename Anzahl
Waurzeln angibt, so kann die Anwendung dieser Methode dazn
fohren, Wurzeln in Intervallen, in denen sie nicht existieren,
zu suchen; um diese Unsicherheit zu beseitigen, sind neue
Regeln erforderlich.

Das Theorem, dessen Darlegung Zweck dieser Abhandlung
ist, hat mit dem FKourierschen viel Analogie. Es liefert ein
sicheres Mittel, die Anzahl reeller Wurzeln, die eine Gleichung
zwischen irgend zwei Zahlen besitzt, zu finden. Diese Kennt-
nis gentigt zur wirklichen Bestimmung aller reellen Wurzeln,
ohne daf man auf die Gleichung der Differenzenquadrate
zuriickzugehen notig hat.

[275] 1.
Es sei:
Ng™ - Pa™ ' 4- Q2™+ .. .+ T2+ U=0

eime wemerische Gleichung belicbigen Grades, derem similiche
reelle Wurzeln man bestimmen will.

Zuerst fthrt man an der Gleichung das Verfakrem aus,

durch das man entscheidem kann, ob sie gleiche Wurzeln hat;
dabei geht man auf die von uns anzugebende Art ver: Wir
bezeichnen die ganze Funktion Na™ - Px™=* - ... mit V
und die Abgeleitete, die man erh&lt, wenn man jedes Glied
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von 7V mit dem Exposemten des x in diesem Gliede mmktipli-
ziert und den Exponentem um eine Eimbeit erniedrigt, mit V.
Dann mufl ‘man’'den’ grofien 'gemeinsamer Divisor der awei
Polynome ¥ und ¥, suchem. Zumichsk dividiert man ¥ duxeh

, und, wenn man zn einew Reste von niedrigerem Girade als
dem des Divisors ¥V, gelangt ist, so Andert mam die Veor-
zeichen aller Glieder des Restes (die Vorseiehen -~ in — wund
— in +). Mit ¥V, bezeichmen wir dem Ausdruek, in den der
Rest nach der VorzeichenXwderung tihergegangen ist. Auf die-
selbe Ar¢ dividiert man V, durch ¥,. Man findet, nachdem
man die Vorzeichen des Restes moch geidmdert hat, ein Pely-
nom V; von niedrigerem Grade als dem von V,. Die Division
von ¥, durch V, fihrt ebemse zu einer Fumktion V,, die der
Rest der Division nach der Vorzeichensinderung ist. Die Reihe
der Divisionen ist fortzusetzen, wnd dabei ist immer daranf
Ritcksicht zu nekhmen, dal die Varzeicken der Glieder jedes
Restes zu #pderm sind. Diese Vorzeicheninderung, die zum
Zweek der Auffindumng des griflten gemeinsamen Divisors der
Polyno-e ¥V und ¥, umnitig wire, ist for die Theorie, die
wir darlegen, durchaus notwemdig. Da die Grade der anf-
emanderfolgenden Reste abnehmen, se gelangt man schliefllich
entweder zu einem numerischen Rest, der unabhingig [276]
von z und von Null verschieden ist, oder zu einem Reste, der
Funktion von z und Divisor des voraufgehenden Restes ist,
Diese zwei Fille untersuchen wir getrennt,

2.

Zuerst nehmen wir an, daB wan nach einer gewissen An-
zahl von Divisiopen zu einem numerischen Rest, der mit V,
bezeichnet sei, gelangt.

In diesem Fall hat die Gleichung 7V == O keine slewhen
Waurzeln; denn die Polyneme ¥ und ¥V, haben keinen gemein-
samen Divisor, der Funktion ven x ist. Bezeichnet man die
bei den aufeinanderfolgenden Divisionen erhaltenen Quotienten,

die —V,, —V,, ..., —V, als Reste ergeben, mit Q,, Q,,
ey Qu_,, 80 hat man die folgende Reithe von Gleichungen:
V =70, —
v, = 7 . Q, —
V = V,Q, — V,, (1)
o . . Lo "

Vr_:— r._|Qr-| - Vr .
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Die Betrachtung des Funktionensystems V, V,, V,, ..., V,
liefert ein sicheres und leichtes Mittel, zu erkennen, wie-
viel réellé¢/. WarzelnO/ldie/'Gleichung V' = 0 zwischen
zwei beliebig grofen Zahlen 4 und B beliebigen Vor-
zeichens besitzt; B soll dabei grofler als 4 sein. Die
fragliche Regel, die den gewiinschten Aufschlufl ergibt, lautet:
Man setze die Zahl 4 in alle Funktionen 7, V,, V7,

««y Vy_yy Vy an die Stelle von z ein, schreibe die
Vorzeichen der Resultate der Reihe nach in eine
Zeile und zihle die Anzahl der Vorzeichenwechsel,
die sich indieser Vorzeichenreihe finden. [277]Ebenso
schreibe man die Reihe von Vorzeichen hin, welche
die gleichen Funktionen durch Einsetzen der anderen
Zahl B annehmen, und zihle die Anzah! der Vor-
zeichenwechsel, die sich in dieser zweiten Reihe
finden. Boviel Vorzeichenwechsel, wie die zweite
Reihe weniger als die erste hat, soviel reelle Wur-
zeln hat die Gleichung V=0 zwischen den zwei
Zahlen 4 und B. Hat die zweite Reihe ebensoviel
Vorzeichenwechsel wie die erste, so hat die Glei-
chung V=0 zwischen 4 und B keine Wurzel. Da
B grofler als A sein soll, so kann die zweite Reihe
nicht mehr Vorzeichenwechsel als die erste Relhe
besitzen.
3.

Wir beweisen dieses Theorem dadurch, daf wir prifen,
wie sich fir irgend einen Wert von = die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel, die die Vorzeichen der Funktionen 7V, V,, ¥,
..., V, ergeben, #ndern kann, wenn sich  #ndert. :

Wie auch immer die Vorzeichen der angegebenen Funk-
tionen fiir einen bestimmten Wert von x sein mbgen, so kann
nur dann in der Vorzeichenreihe, wenn z allmihlich tiber den
ursprﬂngllchen Wert ‘hinaus wichst, eine Anderung eintreten,
wenn eine der Funktionen ihr Vorzelchen #ndert und folghch
auch Null wird. Daher sind zwei Fille zu unterscheiden,
nimlich ob diejenige Funktion, die verschwindet, die erste V
oder irgend eine der anderen zwischen V und V, gelegenen
Funktionen V,, V,, ...,. ¥,_, ist. Die letate Funktion kann,
da sie eine positive oder negatxve Zahl ist, ihr Vorzeichen
nicht #ndern.
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4
Wir untersuchen. zunsichst, .wie- sich die Vorzeichenreihe
dndert, wemn z kontinuierlich wichst [278] uynd . dabei einen
Wert erreicht und tberschreitet, der die erste Funktion V
annulliert. Diesen Wert bezeichnen wir mit ¢. Fir z = ¢
kann die Funktion V,, die Abgeleitete von V, nicht mit V
gleichzeitig Null werden; denn die Gleichung V— O hat naech
Voraussetzung keine gleichen Wurzeln. Ubrigens ersieht man,
ohne sich auf die Theorie der gleichen Wurzeln zu' berufen,
aus den Gleichungen’ (1), dass, wenn fiir 2 = ¢ die Funktionen
V und V, gleichzeitig Null wiirden, auch alle anderen Funktionen
. Vs - und endlich ¥, gleichzeitig ebenfalls Null
werden wiirden. Nach Voraussetzung ist aber im Gegensatz
hierzu 7, eine von Null verschiedene Zahl. Daher hat ¥V, fiir
xz = ¢ einen von Null verschiedenen, positiven oder negativen
Wert.

Betrachten wir sehr wenig von ¢ verschiedene Werte des x.
Bezeichnet man mit « eine beliebig klein gewihlte positive
Grofe und setzt der Reihe nach x=¢ — « und x=1¢ + 4,
so nimmt die Funktion ¥V, fir diese zwei Werte des x das
gleiche Vorzeichen wie fiir « = ¢ an; ‘denn man kann % ge-
ntigend klein wihlen, daB, wihrend x von dem Werte ¢ — u
bis zu ¢ + » wichst, ¥, nicht verschwindet und sein Vor-
zeichen nicht #ndert.

Man muf} jetzt das Vorzeichen von V fiir c=c -+ % be-
stimmen. Wir bezeichnen fiir einen Augenblick ¥ mit f(z),
V, mit f’' (z), und die anderen abgeleiteten Funktionen des V'
in tblicher Weise mit /’(z), " (), ..., /™ (z). Setzt man
z=c¢ -+ u, so wird ¥ gleich f(c + u) Dann hat man:

fle 4+ u) = fle) + (e} v+ f'(o) 1""’2”31434_....,

oder, wenn man beachtet, daf f (c) Null ist, und /" (c) nicht
verschwindet:
' (e) " (c)

fle+u) = [F'(0) + 12u+123*+ 3]

[279] Aus diesem Ausdruck fir f(c + ) ersicht man, da8,
wenn man dem u sehr kleine positive Werte erteilt, f(c - u)
das gleiche Vorzeichen wie f”(c) und folglich auch wie f'(c 4 u)
besitzt; denn f’ (¢ - %) hat dasselbe Vorzeichen wie f”(c). Fiir
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z =c + u hat daher die Flmktwn V dasselbe Vorzeichen
wie V,.

A-'dm man in der voraufgohendm Formel # im — % ab,
so hat man:

fo—w=—url) — LD uy ..

Hieraus ersieht man, da f(c — ) entgegugenem Vorzeichen
wie [’ (c) hat; folglich ist fir x — ¢ — u das Verzeichem von
14 entgegengesoht zu demjenigen von V,.

Ist daber das Vorzeichem von £’ (z) oder V, firx=¢: 4,
so wird das Vorzeichen von ¥V fiir x_o+u <+ und fir
z=c—w:—, Ist hingegen das Vorzeichen. von ¥, fir
% == ¢ : —, 8o wird das Vorzeichen von Vﬁlrx._c-f-u.—
undﬁlrx—c—uwu'dos-f— Uberdies hat V, fir c —e¢ +
und fir © = ¢ — « dasselbe Vorzeicken wie ftlr z =0

Die gewonnenen Resultate werden durch folgendes Schema
wiedergegeben:

v o7, v o7,
T=c—u — 4 + -
fir Jo = ¢ o 4 Olr o _
r=c+u -+ -+ - -

Versehwindet also die Funktion ¥V, so bildet,. ehe = den
Wert ¢, der ¥ amnnulliert, erreicht, das Vorzeichen von ¥V mit
dem von V, einen Vorzeichenwechsel; dieser Zeichenwechsel
tindert sich, nachdem « den fraglichen Wert tiberschritten hat,
in eine Vorzeichenfolge.

Jede der anderen Funktionen V,, V,,... wird, vorams-
gesetzt, dal keine fir = ¢ gleichzeitiz mit ¥ verschwindet,
ebenso wie ¥V, sowohlfir = ¢ + u als anch fir z =0¢ — u
dasselbe Vorzeichen wie ftir # = ¢ annehmen.

[380] Die Vorzeichemreihe der Funktionen ¥, V,, ¥,, ...,
V, verliert daher, wenn = wachsend einen Wert ¢, der die
erste Funktion V, aber keine der anderen Funktionen ¥,, 7, ...
annulliert, #berschreitet, einen Vorzeichenwechsel. Mam muf
noch untersuchen, was eintritt, wenn eine dieser Funktionen
verschwindet.

b.

V, 8ei eine zwischen ¥V und V, gelegene Funktion, die
fir £ = b Null wird. Dieser Wert des = kann weder die
Funktion V,_,, die V, unmittelbar voraufgeht, noeh die
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Funktion V,,,, die auf ¥, folgt, annullieren. Zwischen den
drei Funktionen V,_,, V,, V,,, besteht nimlich folgende
Gleichung, di¢/\eine! der' Gleichungen (1) ist:

Vn—a = Vplp — Vot

Diese Gleiechung beweist, daf, wenn die zwei anfeinander-
folgenden Funktionen 7, , und ¥, fur demselben Wert des
« Null werden wiirden, es auch gleichzeitig V, ., wiirde. Da
man ferner:

Vo= "Vasi Cnsr — Vaas

hat, 80 wiirde man auferdem noch ¥, ,, = 0 und so weiter fort
finden; schlieflich hiitte man auch gegen die Voraussetzumg
V,=10.

" Die zwei Funktionen V,_, wnd V,,, haben daher fir
=~> von Null verschiedene Werte, ausserdem sind diese
Werte von entgegengesetztem Vorzeichen, denn die Gleichung:

Vot = Va@On — Vasy
ergibs fir ¥, =0:
Voot = — Vauoo

Wir beachten dies mnd setzen an die Stelle ven z zwei
Zablen b — % und b | u, die von b sehr wenig verschieden
sind. Die zwei Funktionen [281] V¥,_, und V,,, werden
fur diese zwei Werte von  dieselben Vorzeichen wie firx =125
haben; denr man kann » gentigend klein wihlen, dafl weder
Vy—, noch V,  das Vorzeichen wechselt, wepn z im Intervall
b — u bis b + u whehst. Wie anch immer das Veorzeiehen
vor V, fir x =— b — u ist, so bilden, wenn man es zwischen
die Vorzeichen von ¥,,_, und V,,,, die entgegengesetzt sind,
setzt, die Vorzeichen der drei aufeinanderfolgenden Funktionen
Va—is Vay Vnyy fir x=0>0 — u entweder eine Vorzeichen-
folge, auf die ein Vorzeichenwechsel folgt, oder einer Vorzeichen-
wechsel, auf den eine Vorzeichenfolge folgt; dies ersicht man
aus folgendem Schema:

Vﬂ—l Vn Vn-u Vn—l Vn Vn-H
fir x =506—wu 4 i— — oder — + -+ .

Urabhiingig daven, wie auch immer das Vorzeichen von ¥,
ist, bilden die Vorazeichen der drei Funktionen V,_,, ¥,
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Vp4, fir 2 =1"> -+ u ebenfalls einen .und auch nur einen
Vorzeichenwechsel.

Uberdies\ hat)(jede. (der | anderen Funktlonen, vorausgesetat,
dal sie nicht gleichzeitig mit V,, fir x = b Null wird, fir
r=b—uud x=0-+u gleiche Vorzeichen.

Die Vorzeichenreihe aller Funktionen 7, V,, ..., V, enthilt
folglich filr # = b - w genau ebensoviel Vorzeichenwechsel wie
fir £ =05 —wu. Geht daher irgend eine zwischenliegende
Funktion durch Null, so #ndert sich in der Vorzeichenreihe die
Anzahl der Vorzeichenwechsel nicht.

Zu demselben Schlusse gelangt man aungenscheinlich, wenn
mehrere nicht aufeinanderfolgende, zwischenliegende Funktionen
fir denselben Wert des = verschwinden. Annulliert dieser
Wert aber auch die erste Funktion 7, so bringt, wie wir in
Nr. 4 sahen, der Zeichenwechsel dleser Funktion in der Vor—
zeichenreihe elnen Vorzelchenwechsel zum Fortfall.

(282] 6.

Wir haben also bewiesen, daB jedesmal, wenn die
Variable = allm#hlich wichst und dabei einen Wert erreicht
und iberschreitet, der ¥ annulliert, die Vorzeichenreihe der
Funktionen ¥, V,, V,,..., V, einen Vorzeichenwechsel ver-
liert; er wurde durch die Vorzeichen von V7 und ¥, gebildet
und wird durch eine Vorzeichenfolge ersetzt. Die Vorzeichen-
wechsel der zwischenliegenden Funktionen V,, V,, ..., V,._,
konnen die schon vorhandene Anzahl der Vorzeichenwechsel
weder vermehren, noch vermindern. Nimmt man daher irgend
eine positive oder negative Zahl 4 und irgend eine andere
Zahl B, die grosser als A ist, und 148t 2 von 4 bis B wachsen,
so enthilt die Vorzeichenreihe der Funktionen V, 7, V,, ..., V,
fir « =— B soviel Zeichenwechsel weniger als die Vorzeichen- .
reihe fir £ = A, wie es Werte « zwischen 4 und B gibt,
die ¥ annullieren. Dies ist das zu beweisende Theorem.

Um die Anwendung zu erleichtern, ist es nétig, dem voran-
stehenden mehrere Bemerkungen beizufiigen.

1.

Bei den voraufgehenden Divisionen, die zur Bildung der
Funktionen V,, V,, ... dienen, kann man jedes Polynom, bevor
man es als Dividendus oder Divisor verwendet, mit einer posi-
tiven Zahl multiplizieren oder durch eine solche dividieren.
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Die Funktionen V, V,, V,, ..., V,, die man so erhilt, differieren
von den frither betraohteten, [283] die in den Glelchungen (1)
-auftreten, 'mur''durch’-positive"' numerische Faktoren; beide
Funktlonsgattungen werden also fir jeden Wert von z gleiche
Vorzeichen haben.

Infolge dieser Modifikation kann man, wenn die Koeffizienten
‘der Gleichung ¥V == O ganze Zahlen sind, Polynome V,, V,,..
bilden, deren Koeffizienten ebenfalls ganzzahhg sind; aber man
muB besonders darauf achtgeben, dal die numenschen Faktoren,
die man einfiihrt oder unterdriickt, immer positiv sein mtssen.

8. }
Es kann eintreten, daB8 fir x =— A4 oder © = B eine der
Funktionen 7,, ¥, ..., V,_, Null wird. In diesem Fall geniigt

es, die Vorzeichenwechsel die in der Vorzeichenreihe der
Funktionen 7, V,, ¥,, ..., ¥V, wirklich auftreten, abzuzihlen
und dleJenlge Funktlon, dle Null ist, fortzulassen. Dies folgt
aus dem in Nr. 5 fir den Fall gegebenen Beweis, dall eine
zwischenliegende Fupktion verschwindet. Wir haben nimlich-
gesehen, daB, wenn V,, fir « — b Null wird, und man dem «
einen von b sehr wenig verschiedenen Wert b — w oder b+ u
beilegt, die drei aufeinanderfolgenden Funktionen V, _,, Vg, Vy 4,
einen und auch nur einen Vorzeichenwechsel besitzen. Dieser
Vorzeichenwechsel bleibt auch noch, wenn man % = b setzt
und in der Vorzeichenreihe das zwischen den zwei entgegen-
gesetzten Vorzeichen von V,_, und V,,_H stehende Resultat
Null fortlisst.

Wird fir =4 dle Funktion VNull so schlieft man zu-
niichst, daB 4 eine Wurzel der Gleichung V=0 ist; dann erteilt
man dem « einen Wert 4 - w, der 4 um eine beliebig kleine
Grofle ilbersteigt. Fiir diesen Wert 4 - » bildet [284], wie
wir in Nr. 4 gesehen haben, das Vorzeichen von 7 mit dem
von V, eine Vorzeichenfolge, bei den tibrigen Vorzeichen der
Reihe von ¥, bis V, ist dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln
wie fir £ = A vorhanden. Durch die allgemeine Regel findet
man daher, wieviel Wurzeln ‘die - Gleichung ¥ = 0 zwischen
‘A 4+ u und B hat, d. h. wieviel Wurzeln gréSer als 4 und
kleiner als .B sind.

Ist B eine Wurzel der Glelchung V=20, so bestxmmt man
nach derselben Regel die Anzahl der zwmchen Auwnd B —u
gelegenen . Wurzeln und beachtet, daf fir x = B — u das
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Vorzeiehen ven V mit dem von. 7, einem Vorzeichenwechsel
bildet (Nr. 4), und in dem Reate der Vorzeichemreihe von ¥,
bis V, ebemsoviel Vonenhenmhei wie fir z — B ve~
handen sind.

9.

Kann man erkennen, da eine der zwischen 7V und 7,
gelegenen Hilfsfunktionen V, fir alle Werte von z zwischen
A und B bestindig dasselbe Vorzeichen behilt, so brancht man
die auf ¥, folgenden Funktionen nicht zu betrachten. Ks
gentigt, die zwei Zahlen 4 und B in die Funktionen hdheren
Grades ¥, V,, V,, ... zu setzen, bei ¥V, Halt zu machen und
die Vorzeichen der Resultate himzuschreiben. Die Gleichung
V=0 hat zwischen 4 und B so viel Wurzeln, wie
die Reihe der Funktionen 7, ¥,, V,, ... bis V,, diese
Funktion eingeschlossen, fiir # =— 4 mehr Vorzeichen-
wechsel als fir x = B hesitzt.

Um dies zu zeigen, kann man ‘auf das Teilsystem der
Funktionen V, V,, V,, ..., V, den gleichen Beweis anwenden,
den wir fir das vollstindige Funktionensystem 7, V,, V,, ...,
Vay Voastr - -y Vpy dessen letzte Funktion eine konstante Zahl
ist, geftthrt haben. Nach unserer Voraussetzung behalt 7,
ohne einen konstanten Wert zu haben, [285] fir alle von 4
bis B wachsenden Werte von x dasselbe Vorzeichen. In Nr. 4
und 5 sahen wir, dafl die Vorzeichenreihe der Funktionen 7,
Vi, Vy +++, V, je@esmal dann einen Vorzeichenwechsel verliert,
wenn V Null wird, und dafl das Verschwinden der zwischen
V und V, gelegenen Funktionen die Zahl der Vorzeichen-
wechsel weder vermehren, noch vermindern kann. Die Glei-
chung 7 =0 hat daher zwischen 4 und B 8o viel Wurzeln,
wie die in die Funktionen V, 7,, V,, ..., V, emgesetzte
Zahl B weniger Zelchenwechsel als dle Zahl 4 erglbt Dles
war zu beweisen erforderlich.

10.

Wéehst © von 4 bis B, und indert dabei V, nicht sein
Vorzeichen, so erhilt man, wenn man 4 oder B oder jede am-
dere zwischen 4 und B gelegene Zahl in die Teilreihe der
Funktionen V,, V,,,, ..., V, einsetzt, wie man sieht, be-
stindig dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechseln. Man darf
aber nicht glauben, dafl auch wmgekehrt, wenn die in diese
Funktionen eingesetzten zwei Zahlen 4 und B dieselbe Ansahl
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Zeichenwechsel ergeben, ¥, fiir alle von A bis B wachsenden
Werte von 2 dssselbe Vorzeicken besiizen mufl. Dieses um-
gekehrte Verhslten findet mur dann statt, wenn die Funktionen
Vuy Voars +--y Vy auBerdem noch gewisse Bedingungen erfiillen,
die wir hier nicht aumseinandersetzen zu sollen glauben. Wir
geben nur an, daB dieses Verhalten im besonderen dann eintritt,
wenn die Grade der aufeinanderfolgenden Funmktionen vV, V,,,,,
Vate) .-+ tmmer um eine Einheit abachmen, wnd das erste
Glted jeder Funktion pesitiv ist. In einer andersa Abhandlung
wollen wir diese sowie mehrere andere Eigenschaften, die ge-
wissen Gleichungen zakommen, darfegen$).

[288] 11.

Wie wir wmser Theorem in Nr. 9 meodifiziert haben, liGt
es sich eft leichter anwemden. Gelamgt man bei dem anf V
und 7V, anzuwendenden Verfahrem zu einem Polynom ¥, (z. B.
zu einem solchen zweiten Grades), das mur fiir imaginire Werte
voa z verschwindet, 30 brawcht man die Divisionen nicht weiter
fortzusetzen; denn dieses Polynom hat fir alle reellen Werte
ven z bestindig das nsimliche Vorzeichen wie sein erstes Glied.
Man kann dieses Polynem daher als letzte der Hilfsfunktiomen
V., Vs ... verwenden. Man kéomnte sogar such bei einem
Polymom V,, das fir reelle Werte von 2 Null wird,” Halt
machen, wenn man seine s#mtlichen Wurzeln bestimmen kann.
Bezeichnet man mimlich diejenigen Wurzeln, die zwischen A4
und B gelegen sind, ihrer Gréfie mach geordnmet, mit dem
kleinsten Werte beginmend, mit p, ¢, 7, ..., so beachte man,
daB ¥, fir alle Werte ven 2z, die zwischen 4 und p gelegen
sind, das gleiche Vorzeichen behdlt. Durch Anwendung un-
seres Theorems, wie wir es in Nr. 8 und 9 modifiziert haben,
findet man, wie viel Wurzeln die Gleichung ¥ = O zwischen
A und p — w hat; dabei ist u eine sebr kleine Gréfle. Da
V, fir alle Werte von z, die zwischen p und ¢ liegen, kon-
stantes Vorzeichen hat, so findet man, wie viel Wurzeln V=20
zwischen p - v und ¢ — %, d. h., wenm mam % gentigend
Klein nimmt, xwischen p und ¢ besitzt. Kbenso erkennt man,
wie viel Wurzeln 7 = O zwischen ¢ und » und se weiter hat.
Hierbei ist vorausgesetzt, dafl die Gleichung ¥ = O keine
gleichen Wurzeln besitzt, und da8 kein Wert von z, der ¥,
annulliert, anch gleichweitiz ¥ annulliert.

[287] Diese Verh#ltnisse, bei -denen man die Anzshl der
Hilfsfunktionen vermindern kamm, verdiemen susdritcklich
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hervorgehoben zu werden; denn die zur Bestimmung der Hilfs-
funktionen notwendigen Rechnungen sind besonders bei dem
letzten Funktionen wegen der Grofe ihrer numerischen Koef-
fizienten ‘séhir/lang!

12.

Das allgemeine Theorem gibt auch ein Mittel dafiir an,
die Gesamtzahl der reellen Wurzeln der Gleichung V' =0 za
bestimmen. Ist eine ganze rationale Funktion von z gegeben,
80 kann man, ohne die Werte von #, welche die Funktion
annullieren, zu kennen, dem x einen derartigen positiven Wert
beilegen, dafl fir ihn und alle gréBeren Werte von x das
Polynom bestindig das gleiche Vorzeichen wie sein erstes
Glied hat; analog verhilt es sich mit allen negativen Werten
von z, die jenseits einer bestimmten Grenze liegen. In gebriuch-
licher Weise bezeichnen wir eine beliebig grofle Zahl mit dem
Symbol co. Um die Anzahl aller reellen Wurzeln der Glei-
chung V=0 zu finden, die zwischen — oo und - oo liegen,
geniigt es, an die Stelle von 4 und B in die Funktionen 7V,
Vi Vo .., V, — 00 und + oo zu setzen und die zwei
Vorzeichenreihen fiir — o0 und -} oo hinzuschreiben. Fir
& = - o0 hat jede Funktion dasselbe Vorzeichen. wie ihr
erstes’ Glied. Jede Funktion geraden Grades, einschlieflich der

Konstanten V,, hat fir © = — oo dasselbe Vorzeichen wie
fir & = - 0o; hingegen nimmt jede Funktion ungeraden
Grades fiir # =— — oo entgegengesetztes Vorzeichen wie ftir

2 = 4 00 an. Der Uberschufl der Anzahl der Vorzeichen-
wechsel, den die Vorzeichen der Funktionen V7, V,, ..., ¥,
fir = — oo tiber die Anzahl der Vorzewhenwechsel fﬂr
z == <+ oo ergeben, [288] zeigt die Gesamtzahl der reellen
Wurzeln der Gleichung ¥V =0 an.

13.

Bei den meisten Gleichungen kann man zur Bestimmung
der reellen und imaginiren Wurzeln sich einer noch einfacheren
Regel bedienen.

Die Anzahl der Hilfsfunktionen V7,, ¥,, ... ist meistens
gleich dem Grade 7 der Gleichung ¥V = O; denn bei der Auf-
suchung des groflten gemeinsamen Divisors von ¥ und ¥, ist
der Grad jedes Restes gewshnlich um eine einzige Einheit
niedriger als der des voraufgehenden Restes. Wenn die
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Anzahl der Funktionen V,, V,, ... genau gleich m ist, kann
man die Anzahl der imaginiren Wurzeln der Gleichung V=0
aus dem bloSen Anblick der Vorzeichen der ersten Glieder
der Funktionen' V,, ¥, einschlieflich der letzten Funktion,
bestimmen; diese letzte Funktion enth#lt # nicht mehr und
wird gerade durch V,, dargestelll. Die Gleichung V=0
hat so viel Paare imaginirer Wurzeln, als in der Vor-
zeichenreihe der ersten Glieder der Funktionen 7,
V,, ... bis zum Vorzeichen der Konstanten V,,, dieses
eingeschlossen, Vorzeichenwechsel auftreten. Dieser
Satz 1Bt sich auf folgende Art beweisen:

Aus der gemachten Voraussetzung folgt, dafl von zwei auf-
einanderfolgenden Funktionen ¥, , und ¥, die eine von ge-
radem, die andere von ungeradem Grade ist. Haben diese
zwei Funktionen fir £ = - oo gleiche Vorzeichen, so haben
sie fir x = — o0 entgegengesetzte Vorzeichen. Haben sie
umgekehrt filr x = - oo entgegengesetzte Vorzeichen, so haben
sie fiir x = — oo gleiche Vorzeichen. Schreibt man daher
die zwei Vorzeichenreihen der Funktionen V7, V,, V,, ..., ¥,
fir # = — oo und . fiir £ = -+ oo untereinander, [289] so
entspricht jedem Vorzeichenwechsel in der einem Reihe eine
Vorzeichenfolge in der anderen Reihe. Die Anzahl dexr Vor-
zeichenfolgen filr £ = — oo ist folglich gleich der Anzahl der
Vorzeichenwechsel fiir £ =— -} oo.

Die Anzahl der Vorzeichenwechsel fiir # = <4 o0 sei mit
¢ bezeichnet; ¢ kann dabei auch Null sein. Die fraglichen
Vorzeichenwechsel werden durch die Vorzeichen der Koeffi-
zienten, welche die hdchsten Potenzen von z in den Hilfs-
funktionen V,, V,, ..., V,, multiplizieren, gegeben; dabei sind
die ersten Glieder von 7V und V7, positiv angenommen.

Die Vorzeichenreihe mufl fir 2 = — oo, wie wir soeben
gesehen haben, ¢ Vorzeichenfolgen enthalten; sie umfalt daher
m — ¢ Vorzeichenwechsel, denn die Anzahl der Funktionen
V, Viy Vay ««+ Vi betriigt m 4 1, und in einer Reihe von
m -+ 1 Vorzeichen ergibt die Anzahl der Vorzeichenwechsel
und Vorzeichenfolgen zusammen die Summe m.

Infolge des allgemeinen Theorems mufl die Anzahl der
reellen Wurzeln der Gleichung V' = 0, die zwischen — oo
und + oo liegen, gleich dem Uberschug der Zahl m — & der
Vorzeichenwechsel fir # —= — oo tiber die Zahl ¢ der Vor-
geichenwechsel fir # = +- 0o sein. Die Gleichung V =0
hat daher m — 27 reelle und folglich 27 imaginire Wurzeln;



16 C. Sturm.

diese treten bekanntlich paarweise in der Form a + by — 1 suf.
Die Anzahl der Paare ist mithin gleich ¢. Dies war zu be-
weisen.

14.

Ftir ¢ = O folgt folgendes Korollar: Bind die erstem
Glieder von V und ¥, positiv, betrigt die Anzahl der
anderen Funktiomen V,, V7,, ..., einschlieBlich der
Konstanten, die z nicht mehr enth#ilt, m — 1, und ist
bei [£90] allen das erste Glied pesitiv, se sind simt-
liche Wurzeln der Gleichung ¥V = 0 reell

S8ind umgekebrt simtliche Wurzeln der Gleichung
V=0 reell, so mufl die Anzabl der Hilfsfunktionen
Ve Vs -.. bis zu der, die x micht mehr enthilt, diese
eingeschlossen, m — 1 betragen (anders ausgedrtickt,
der Grad jeder dieser Funktionen ist um eine Einheit
niedriger, als der der voraafgehenden) und auflerdem
mtissen die simtlichen ersten Glieder der Funktionen
positiv sein.

‘Wiire die Amzahl der Funktionem V,, V,, ... kleiner als
m — 1, so wiirde die Vorzeichenreihe der ¥Funktiemen ¥, ¥V,
Vi ... flir £ = — o0 eime geringere Amzahl von Vorseichen-
wechseln als m haben. S8ind simtliche Wurgzeln der Gleichung
V' =0 reell, so muBl die erwibnte Vorzeichemreike n Vorzeichen-
wechsel mehr als die Vorzeicheamreihe fiir z =— <+ oo haben.
Zun#ohst muf also die Anzahl der Funktiemwem V,, V, ...
gleich m — 1 sein. Auflerdem mufl der Xoeffizient jeder
Funktion, ebenso wie bei 7 und V,, positiv sein; denn semst
wiirde die Vorzeichenreihe der Funktiomen 7V, V,, ¥,, ...
fiir £ = - co einen oder mehrere Vorzeichesrwechsel auf-
weisen, und die Gleichung V' = 0 wiinde se viel Paare ima-
ginirer Wurzeln besitzen, wie die Anzshl dieser Vorzeicken-
wechsel betrigt.

Sird die Koeffizienten der Gleichung 7V =—.0 unbesiimmt
und werden sie durch Buchstaben dargestellt, so sind die
Polynome V,, V,, ..., die man bei der Aufsnchung des
gréBten gemeinsamen Divisers von 7V und V, findet, vom
Grade m — 2, bez. m — 3, usw. Die Koeffizienten der hdch-
sten Petenzen von « in diesen Polymomen, V,, eingeschlossen,
sind Buchstabengrofien, die aus den Koeffizienten der Gleichung
V =0 gebildet sind. Die Bedingungen fiir die Realitiit sfimi~
licher Wurzeln der Gleichung ¥V = 0 reduzieren sich daher
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darauf, daB jede dieser GrdBen positiv werden mufl, und keine
(281] verschwinden darf. Die Zahl dieser Bedingungen ist
nicht grdfer \als m 1, (sie-kann (aber, da einige in den an-
deren enthalten sein kénnem, kleiner werden.

15.

Wie unser Theorem fir die Aufsuchung der reellen Wur-~
zeln einer Gleichung 7' =0 ohne gleiche Wurzeln zu ver-
werten ist, ist jetzt von selbst klar.

Nachdem man die Funktionen V,, V,, ..., V,, von denen
die letzte z nicht mehr enthilt, aufgesucht hat, bestimmt man
zunichst die Gesamtzahl der reellen Wurzeln der Gleichung,
indem man die Vorzeichen der Funktionen V, V,, ..., V,
fiitr £ = — 00 und z = - oo hinschreibt.

Dieses Verfahren haben wir in Nr. 12 oder fir den all-
gemeinen Fall, in dem die Zahl der Hilfsfunktionen V,,V,,...
m—1 betragt durch die Regel in Nr. 13 angegeben

Um die posmven Waurzeln zu finden, setzt man in die Funk-
tionen V, V,, ..., V,. an die Stelle von x eine Reihe von
wachsenden Zahlen O, 4, By C, D, ... ein und schreibt die
Vorzeichenreihe der Resultate, die jede der eingesetzten Zahlen
ergibt, hin. Geht man von der Vorzeichenreihe, die eine ein-
gesetzte Zahl ergibt, zu der Vorzeichenreihe, welche die fol-
gende Zahl ergibt, ilber, so liefert infolge des bewiesenen
Theorems die Anzahl der verlorenen Vorzeichenwechsel die
Anzahl der Wurzeln der Gleichung V=0, die zwischen diesen
Zablen liegen. Auf diese Weise findet man diejenigen Zahlen,
zwischen demen Wurzeln liegen, und auch die Anzahl der
Waurzeln, die sie umfassen.

Um keine unndtigen Substitutionen auszufithren, mnB man
Halt machen, sobald man zu einer Zahl kommt, die soviel
Vorzeichenwechsel wie eine unendlich groB8e Zahl ergibt. Die
Substitution einer unendlich groSen Zahl weist soviel Vor-
zeichenwechsel auf, wie [292] die Vorzeichenreihe der ersten
Glieder der Polynome V, V,, V,, ..., V, besitzt. Eine der-
artige Zahl, wie wir sie soeben angaben, ist eine obere Grenze
filr die Wurzeln der Gleichung; denn zwischen dieser Zahl und
-+ oo kann keine Wurzel liegen.

Nehmen wir an, dall zwischen 4 und B mehrere Wurzeln
liegen. In diesem Falle wird man eine oder mehrere zwischen-
liegende Zahlen einsetzen. Die bei dem Ubergang von einer

Ostwalds Klassiker. 143. 2
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eingesetzten Zahl zu der ibr unmittelbar folgenden verlorenen
Vorzeichenwechsel geben immer die Anzahl der zwischen den
zwei Zahlen gelegenen- Wurzeln an.

Unter Umstinden genfigen einige Substitutionen, um die
Trennung der Wurzeln vollstindig auszufithren, d. h. fiir jede
Wurzel zwei Grenzen, zwischen denen sie allein gelegen ist,
zu bestimmen. Sind die Wurzeln sehr nahe beieinander ge-
legen, so ist man gendtigt, zu ihrer Trennung eine groflere
Zahl von Substitutionen auszufiihren. Wir werden ibrigens
bald sehen, daf diese Trennung zur Berechnung der Wurzeln
nicht unbedingt notwendig ist, und daB der ganzzahlige Bestand-
teil der Wurzeln ausreicht. Setzt man in die Funktionen ¥, V,,
..., V, negative Zahlen, oder #indert man, was auf dasselbe
hinauskemmt, in allen Funktionen # in — « und setzt positive
Zahlen ein, so findet man ebenso diejenigen Zahlen, zwischen
denen die negativen Wurzeln liegen.

Die Substitutionen kénnen so ausgefithrt werden, daB man
zunsichst die Ziffer hochster Ordnung jeder Wurzel, dann die
Ziffer der unmittelbar folgenden niedrigeren Ordnung, usw.
findet.

16.

Den angensherten Wert jeder Wwrzel kann man bis auf
eine Einheit oder auch sogar bis auf einen gewissen [293] Bruch
bestimmen; der noch unbekannte Teil ist dann durch ein
rascheres Niherungsverfahren zu finden. Hierzu kann man
entweder die Newtonsche oder die Lagrangesche Niherungs-
methode4) verwenden.

Man weill, dafl es Fille gibt, in denen die erstere versagt.
Dann bedient man sich vorteilhafter der Lagrangeschen; diese
erhilt durch unser Theorem, wie wir auseinandersetzen werden,
die notwendige Erginzung.

Die Anwendung dieser Methode setzt voraus, da nur die
zu berechnende Wurzel zwischen zwei aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen gelegen ist. Durch eine Transformation fithrt
man hierauf auch leicht den Fall zuriick, in dem eine Wurzel
zwischen zwei bekannten Grenzen gelegen ist. Hat eine Glei-
chung aber Wurzeln, die um sehr kleine Gréfien untereinander
differieren, so gelangt man nur nach mehrfachen Substitutionen,
die lange Rechnungen erfordern, dazu,.fiir jede Wurzel zwei
Grenzen zu finden. Durch Verbindung unseres Theorems mit
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der Lagrangeschen Methode kann man diesen MiBstand ver-
meiden.

Es handelt, sich jum die Berechnung der Wurzeln der Glei-
chung V = 0, die zwischen den zwei ganzen aufeinander-
folgenden Zahlen @ und a - 1 liegen. Gibt das Theorem an,
daBl die zwei Zahlen nur eine Wurzel umfassen, se setzt man

nach dem bekannten Verfahren v —= a | —;- in die Gleichung

V= 0. Da die Unbekannte y nur einen einzigen positiven
Wert, der groBer als die Einheit ist, besitzen soll, so setat
man in die fiir y transformierte Gleichung an die Stelle von y
die ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., bis man zu zwei aufeinander-
folgenden Zahlen b und & - 1 gelangt, die Resultate ent-
gegengesetzten Vorzeichens ergeben. Diese Zahlen umfassen
den gesuchten Wert von y. Dann setzt man in die Gleichung

1 . . - -
Cfir y: y=1>0 4 ) hierbei hat x nur einen einzigen positiven

Wert, der grofer als 1 ist. Hierauf sucht man den ganz-
zahligen Bestandteil ¢ von %, indem man die Zahlen 1, 2, 3, ...
einsetzt. [294] Fihrt man so fort, so erhilt man den Wert
von z in Form des Kettenbruches:

1
“ T rra
c+ ...
Nehmen wir jetzt an, daB unser Theorem die Existenz
mehrerer Wurzeln zwischen den zwei ganzen Zahlen o und

a—+ 1 anzeigt. Auch dann setzt man zun#chst noch x=a 4~ 1

Y
in die Gleichung V'=0. Die Unbekannte y muf8 soviel posi-
tive Werte, die grofler als 1 sind, besitzen, als =z Werte
zwischen @ und @ 4+ 1 hat. Die einfache Substitution der
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... in die transformierte Glei-
chung fiir ¥ geniligt im allgemeinen nicht, um alle Werte von
y zu finden; denn zwei oder mehrere Werte des y konnen
denselben ganzzahligen Bestandteil haben. Daher muBl man z
nicht nur in der Funktion 7, sondern auch in den Hilfs-

funktionen V,, V,, ... durch a 4 — ersetzen und bei einer ,

Funktion V,,, deren Vorzeichen fiir alle Werte von x zwischen
a und a 4 1 dasselbe bleibt, Halt machen.

PAd
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Sind die Polynome V, Viy Vg ..., V, auf diese Weise
in Funktionen von y transformiert, so setze man an die Stelle
von y die ganzen Zahlem 1, 2, 3, 4, ... und schreibe die

Vorzeichenreihe, die jede eingesetzte Zahl ergibt, hin. Die Diffe-
renz der zwei Anzahlen von Vorzeichenwechseln, die zwei
ganze aufeinanderfolgende Zahlen b und b - 1 ergeben, zeigt
an, wieviel Werte des y zwischen den zwei Zahlen liegen und
die Gleichung V' = 0 befriedigen. Dies ergibt sich auf fol-

gende Weise: Wir setzten ¢ = a - L und fahrten die zwei

Zahlen b und b 4~ 1 in die Polynome V, V,, V,, ..., V,, ein,
nachdem wir die Polynome als Funktionen von y ausgedriickt
hatten. Hierdurch erhilt man dieselben Resultate, als wenn

mana+3—mda+b+1

ihrer urspriinglichen Form als Funktionen von z setzen wiirde.
Die Differenz der zwei Anzahlen von Vorzeichenwechseln, welche
die Vorzeichen dieser Resultate ergebenm, gibt die Anzahl der

in die gleichen Polynome [295] in

Werte von =, die zwischen a - -1— und ¢ + —— liegen

b + 1
und Waurzeln der Gleichung V'==0 smd, an. Diesen Wurzeln
entsprechen ebensoviel Werte vonr y, die zwischen b und b4 1

liegen.

Findet man, dafl 4 und b 4 1 mehrere Werte von y um-
fassen, so setzt man y = "b 4 —21,’- und fithrt in die Polynome
V,V, Vg ..., die schon als Funktionen von y ausgedrtickt
sind, b 4 i fir y ein. Man braucht nicht bis 7, zu gehen,

sondern macht bei einem Polynom Vy, das fir alle Werte von

y, die zwischen b und b + 1 liegen, immer dasselbe Vorzeichen

annimmt, Halt. Dann setzt man in die Polynome V, V,, V,,
, Vi an die Stelle von z die Zahlen 1, 2, 3,

Die Differenz der zwei Anzahlen von Vorzeichenwechseln,
die zwei ganze aufeinanderfolgende Zahlen ¢ und ¢ 4 1 er-
geben, kiindigt die Anzahl der Werte von %z an, die zwischen
¢ und ¢ 4 1 liegen und Wurzeln der Gleichung 7V = O ent-

" sprechen. Fihrt man auf die angegebene Art und Weise fort,
80 - entwickelt man alle Werte von #, die zwischen a und a1
liegen, in Kettenbriiche.
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Hat eine der aufeinanderfolgenden Unbekannten y, z, ...
nur einen einzigen Wert, der zwischen zwei ganzen aufeinander-
folgenden Zahlen\ liegt (80 .braucht) man, um diesen Wert in
einen Kettenbruch zu verwandeln, nicht die Hilfsfunktionen
Vo Vg ... Dann geniigt es schon, das gewdhnliche Ver-
fahren anzuwenden, das wir oben ftir den Fall auseinander-
setzten, dal ein Wert von «, der zwischen den zwei Zahlen a
und a 41 allein liegt, in einen Kettenbruch zu entwickeln ist.

Soll man Wurzeln, die sehr wenig voneinander verschieden
sind, mit grofler Anniherung berechnen, [288] so kann man
zunichst durch die von uns angegebenen Mittel einen gentigend
nahen Wert fiir jede Wurzel finden und dann, um einen exak-
teren Wert zu erhalten, zu der Newtonschen Niherungsmethode
tibergehen.

Bemerkungen: 1. Stellt man die Funktion von ¥ durch
f() dar, so wird fir z = a 4 _;

r=t(a+5)= %.{f(a)y'" +f(a)y"'-'+f,(—‘2y'"—’+---}-

Fir jede positive Zahl, die man an die Stelle von y setzt,
braucht man nur die Vorzeichen und nicht die numerischen
Werte der Polynome V, V,, V,, ... zu kennen. In dem fir"
V hingeschriebenen Ausdruck kann man daher den positiven

Faktor yim unterdrticken und fir ¥ einfach die ganze Funktion

fla)y™ + f'(a)y™ ! -|— e )y"'" —~+ ... nehmen. Diese Be-
merkung 148t sich auf alle Funkhonen V,V, Vs «.., in denen
x durch o 4 1 ersetzt wird, sowie auf alle transformierten

]
Funktionen, die man im. Laufe der Rechnung benutzt, an-
wenden.

2. Bewahrt die Funktion 7, fur alle Werte von z, die
zwischen a und a + 1 liegen, wie wir voraussetzten, dasselbe
Vorzeichen, so ist es nicht notig, in der Funktion' 7, «

durch o 4 —}/— zu ersetzen; denn V, wird fir alle Werte von
y, die grofer als 1 sind, dasselbe Vorzeichen besitzen.
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" Ebenso wird man sich davon befreien konnen, b + fiir

y in Vy/'zi/\setzen)Ofalls 'V [fir jeden Wert von y, der ZWi-
schen » und b | 1 liegt, konstantes Vorzeichen besitst.

[297] , 17,
- Wenden wir unsere Methode auf einige Beispiele an!

Erstes Beispiel.
Die Gleichung sei:
2 — 22 — b = 05).
Hier ist: :
V =2 — 22 — 5,
V, = 3a* — 2.

Um V, zu bilden, dividiere man ¥ durch ¥V,. Zur Ver-
meidung von Briichen multxphzmre man zunichst V' m1t 3 (Nr. 7).
Als Rest erhiilt man — 4z — 15; durch Vorzeicheninderung
findet man:

V, =4z + 15 .

Dann dividiert man 7, durch V, und multipliziert, um
Briiche zu vermeiden, die Funktion V, ebenso wie den dann
.verbleibenden Rest mit 4. )

Der von z unabhingige Rest, zu dem man gelangt, ist
-+ 643. Daher wird:

V, = — 643%),

Die Existenz dieses numerischen Restes beweist, dafl die
vorgelegte Gleichung keine gleichen Wurzeln hat. Die Anzahl
der Hilfsfanktionen V,, V,, V, ist gleich dem Grade [298] der
Gleichung, und die Relhe der Vorzeichen der ersten Glieder,
einschliefilich 7, lautet:

++ —.

* Wiren die Koeffizienten von ¥V, und V, griBere Zahlen, so
wiirde man die Division von dnrcfl v, vermelden indem man
bemerkt, daB infolge der Relatlon V.= ’Vz Q,—V, das gesuchte
Vorzeichen von V, entgegengesetzt zu dem ist, das man erhiilt,
wenn man in V, den einzigen Wert von x, der V annaulliert, ein-
setzt. Das Vorzeichen dieses Resultates findet man aber lelcht
indem man priift, ob der Wert von z, der V, annulliert, zwnschen
denen, die V, annullieren, liegt oder niclit ]iegl:.
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Da diese Reihe einen Vorzeichenwechsel anfweist, schliefit
man nach dem Satz in Nr. 13,. daBl die Gleichung ein Paar
imaginirer Wurzeln| fund)| folglich-eine reelle Wurzel besitzt.
Dies kann man auch ersehen, wenn man die Vorzeichen der
Funktionen V, V,, V,, V, fir £ = ~— 00 und z = + o
hinschreibt und die Dlﬂ'erenz der zwei Zahlen der Vorzeichen-
wechsel nimmt.

Da nur eine einzige reelle Waurzel existiert, so ist es nicht
notig, um ihren ganzzahligen Bestandteil zu finden, die Hilfs-
funktionen V,, V,, V, zu betrachten. Es gentigt, verschiedene
Zahlen in die Funktion V7 allein zu setzen. Da O und <4 oo
in V gesetzt, Resultate entgegengesetzten Vorzeichens ergeben,
80 sieht man zunichst, daB die Wurzel positiv ist. Setzt man
z=2 in V, so erhilt man ein negatives, hingegen liefert
x = 3 ein positives Resultat. Die Wurzel liegt daher zwischen
2 und 3. Mit Hilfe des gewohnlichen. Niherungsverfahrens,
an das in der voraufgehenden Nummer erinnert wurde, findet
man beliebig gute Niherungswerte. Man erhilt:

z = 2,094 55148.

Zweites Beispiel.

Wir suchen die notwendigen Bedingungen dafiir, daf die
Gleichung: .
@ +pr+9g=0
nur reelle Wurzeln besitzt.

Man hat:
V =$3+P93+‘I,
V,=382+p. .

(298] V, und V, findet man durch die aufeinanderfolgenden
Divisionen. Um Briiche zu vermeiden, ist der Dividendus bei
der ersten Division mit 3, bei der zweiten mit der positiven
Groe 4p* zu multiplizieren (Nr. 7).

Man findet:

. V!
V.

3

= — 2px — 3¢,
= — 4p% — 27¢%

Die Bedingungen der Realitit der Wurzeln der vorgelegten
Gleichung (Nr. 13 und 14) lauten:

—2p>0, —4p°—07¢>0.
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Diese sind gleichbedeutend mit:
p <0, 4p*+427¢* 0.

Die erste Bedingung ist in der zweiten enthalten; das gefun-
dene Resultat ist itbrigens bekannt.

Auf gleiche Art wiirde man die daftr notwendigen Be-
dingungen finden, dafl die Gleichung: .

'+ pxt 4+ qr +r=20

nur reelle Wurzeln hat.

Drittes Beispiel.

Im folgenden Beispiel werden wir zeigen, wie man zwei
Wurzeln, deren Differenz sehr klein ist, berechnen kann.
Die Gleichung laute:

7 4 112 — 102z 4 181 = 0.

[800] Man hat:
V =a% 4 112* — 1022 + 181,
V, = 32 4 222 — 102,
V, = 8b4x — 2751,
V, = - 441,

Zuniichst ersieht man aus dem Satze in Nr. 14, daf die
Gleichung drei reelle Wurzeln besitzt.

Um die positiven Wurzeln zu finden, setze man in die Funk-
tionen V, V,, ¥,, V, an die Stelle von 2 die Zahlen O, 1, 2,
8, 4 ... und schreibe die Vorzeichen der Resultate hin.

Man findet:

vV Vv, V, V,
fir c =0 4+ — — <4 2 Vorzeichenwechsel
z=1 + - — +
z =2 + — — 4+ S (a)
z=3 4+ — — <+ 2 Vorzeichenwechsel
z=4 + 4+ +. + 0 »
g=+o00 + + + + O »

Diese Tafel zeigt, daB die Gleichung zwei positive
Wurzeln besitzt, und diese zwischen 3 und 4 liegen.
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‘Wir bestimmen jetzt den Wert dieser Wurzeln bis auf die
erste Dezimale. Zur Erleichterung der Rechnung setzen wir
x = 3 + y, und, ersetzen| nicht, nur in V7, sondern auch in ¥,
und V, « durch 3 | y; denn aus der voraufgehenden Tafel
ersieht man, daf fur die Werte 3 und 4 jede der Funktionen
V, und V, ihr Vorzeichen indert. Infolge der angegebenen -
Transformationen gehen die Funktionen V, V,, ... tber in:

=y +20y*— 9y +1,
V, = 3y* 4+ 40y — 9,
V, = 864y — 189,
V, = +.
[301] Man setzt der Reihe nach y =0, y=0,1, y =0, 2
..., bis die Vorzeichenreihe der Funktionen V, V,, V,, Ix
die zwei Vorzeichenwechsel, die sie fiir das dem z =3 ent-

sprechende y = O besitzt, verliert, oder V sein Vorzeichen
wechselt.

v v, Vv, V,
y=0 eergit + — — 4+
. y=01 > + - - +
y=02 » 4 — — <+

y=03 » + + 4+ +.

V wird daher fir zwei Werte von y, die zwischen 0,2 und
0,3 liegen, oder fir zwei Werte von x, die zwischen 3 2 und
3, 3 liegen, Null.

Die Ziffer fir die Hundertstel jeder Wurzel bestimmt
man, indem man in dieselben Funktionen ftir y die Zahlen
0,20...,021...,0,22..., ... 80 lange einsetzt, bis die
Vorzeichenreihe zwei Vorzeichenwechsel verliert, oder ¥ sein
Vorzeichen wechselt. Man findet:

V Ifl V! VS

fir y = 0,20 + — — -+
y=021 + — — 4 V=- 0001261
y=022 — V = — 0,001352.

Aus dem Vorzeichenwechsel des V" ersieht man, daB einer
der zwei gesuchten Werte von y zwischen 0,21 und 0,22 fallt,
und dif der andere groBer als 0,22 sein muB. Die zwei
Wurzeln sind mithin jetzt getrennt. Man braucht daher nicht

mehr die Hilfsfunktionen V,, V,, V,. Man setze fir y den
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Wert 0,23 in die Funktion V. Dann findet man das positive
Resultat -+ 0,000 167; hieraus folgt, dall der zweite gesuchte
Wert von y zwwchen 0 22 und 0,23 fallt.

[302] 'Durch-'neue Substltutlonen, die man auf V ausfﬂhrt,
findet man, daB die Ziffer der Tausendstel ftir die kleinere
Wurzel 3 und filr die groBere Wurzel 9 lautet. Die zwei
positiven Wurzeln der vorgelegten Gleichung:

28+ 112® — 102z + 181 = 0
werden daher bis auf drei Dezimalen gleich 3,213 und 3,229.

Wendet man auf die Gleichung selbst oder die transformierte
Gleichung in y die Newtonsche Regel an, so findet man fir
jede Wurzel drei weitere Dezimalziffern. Man findet die Werte
3,213 128 und 3,229 521, die bis auf ein Millionstel exakt sind.

Dieselben Werte kann man auch nach dem Lagrangeschen
Verfahren erhalten, wenn man die Wurzeln in Form von Ketten-
briichen aufsucht. Nachdem man mit Hilfe der Tafel (a)
erkannt hat, dal die Gleichung V' = O zwischen 3 und 4

1
zwei positive Wurzeln besitzt, setzt man =3 4 —: y hat

dann zwei positive Werte, die grofler als 1 sind. Man gqrsetzt
hierauf « nicht nur in V7, sondern auch in ¥, und V,, die ihr

Vorzeichen #ndern, wenn « von 3 bis 4 wichst, durch 3 - 7

Unterdritckt man, wie am Ende von Nr. 16 angegeben wurde,

die positiven Faktoren 7 »?/1,-4, ..., 80 wird:
V=y"—9"+20y+1,
Vi=— 9y + 40y + 3, .
V, = — 189y - 854,
V,=-+. v
In diese Funktionen setzt man y =1, 2, 3, 4, .... Fiir y=1

findet man dieselben Resultate wie fir z — 4, n#mlich:
y=1l:4+++ +.

Fir y=4 werden die Vorzeichen + -+ - 4, und fir y=25
lauten die Vorzeichen 4- — — +4-.
(808] Die zwei gesuchten Werte fiir y fallen, wie man

sieht, zwischen 4 und 5. Man setzt dann y =4 <+ ;,
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hierbei hat auch z noch zwei Werte, die gréfer als 1 sind.
Die Funktionen ¥, V,, ... lauten:

Vi=2"—42*4+3x+ 1,
V‘ :—_—1926’—32%——9,
V, = 98z — 189,

V,=+.
v v, VvV, 7,
x=1 ergibt + — — - (wie y =>5),
X = > )
z2=3 » .

Der eine der Werte des z filit mithin zwischen 1 und 2, der
andere zwischen 2 und 3. Ist man an diesem Punkte ange-
langt, so braucht man nicht mehr die Hilfsfunktionen V,, V,,
V,. Man entwickelt den kleinsten Wert von % in einen Ketten-

bruch, indem man z =1 4 —1— setzt. Die voraufgehende

Glelchung

x3—-4x‘+3x+1=0
wird dann:

#f—2f8 —t+4+1=0.

Die GroBe ¢ kann nur einen einzigen positiven Wert, der groBer als
die Einheit ist, annehmen. Setzt man filr ¢ die ganzen Zahlen
1, 2, 3, ..., so findet man, dall 2 und 3 entgegengesetzte

Vorzeichen ergeben. Man setzt daher ¢=2 -{—%, wobei

# > 1 ist. Ebenso findet man v = 4 - »1~, v=20-4 l, usw.

[304] Die kleinste positive Wurzel der Glelehung V=0 wird
daher durch den Kettenbruch:

x—3+

141

Do
+

™S
+

[\“]
=)
+
1|~
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ausgedriickt. Bildet man die Niherungsbrtiche and verwandelt

3965
den sechsten, der 1934

man bis auf Millionstel: z — 3,213 128.
Auf gleiche Weise findet man den zweiten Wert von =z,
der zwischen 2 und 3 liegt. Man erhilt der Reihe nach:

lautet, in einen Dezimalbruch, so findet

1 , 1* , 1
x=2—|—-—t,—, t=1+7 ), u—4+ 11 v=20+—r—'_) cree

Daher wird:
1
s=3+
2+1
141
4 +1
20 4 -. ;
die zweite positive Wurzel der vorgelegten Gleichung ist folglich:
z == 3,229 521.
(305) 18.

Bisher haben wir angenommen, daB die vorgelegte Glei-
chung V=0 keine gleichen Wurzeln hat. Man kann es stets
so einrichten, daf man nur Gleichungen, die diese Bedingungen
erfillen, zu 16sen hat. Wie man weil, kann man die Auf-
l16sung einer Gleichung mit gleichen Wurzeln auf diejenige von
Gleichungen niedrigeren Grades mit nur ungleichen Wurzeln,
die der vorgelegten Gleichung geniigen, zurtickfithren. Mit Hilfe
der im voraufgehenden auseinandergesetzten Prinzipien kann
man daher alle reellen Wurzeln bestimmen.

Trotzdem wird es nicht unndtig sein, den Nachweis dafur
zu fihren, dafl, selbst wenn die vorgelegte Gleichung ¥V = 0
gleiche Wurzeln hat, das in Nr. 2 ausgesprochene Theorem
noch weiter richtig bleibt. Auch in diesem Falle kann es noch
dazu dienen, alle reellen Gleichungswurzeln aufzufinden, ohne

*) Die transformierte Gleichung in u’ lautet ebenso wie die
Gliaichung in %, zu der man bei der Berechnung der ersten Wurzel
gelangte. 2
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daB man die Gleichung in zwei oder mehrere Gleichungen mit
ausschlieflich ungleichen Wurzeln zu zerlegen nétig hat.
Nehmen \wir, an ) daB man heim Aufsuchen des grifSten
gemeinsamen Teilers von ¥V und 7,, wie es in Nr. 1 aus-
einandergesetzt ist, zu einem Reste V. gelangt, der Funktion
von x ist und den voraufgehenden Rest V,._, ohne Rest teilt.
Dieser letzte Rest V, ist dann der grofite gemeinsame Teiler
von V und V,, und die Gleichung ¥ = O hat gleiche Wurzeln.
Die aufeinanderfolgenden Divisionen ergeben die Reihe von
Gleichungen :
V=V0Q — 37
V,= V 2O — 3)

[

- @)
Vi_e = Vr_s Qr_y - Ve,
Vr_.i = VrQr'

[306] Wie man sieht, teilt V. gleichzeitig alle Funktionen
V, V., Vs, .... Bezeichnet man mit 7, 7,, T,, ..., T,
die Quotienten, welche die Division von ¥, V,, V,, ..., ¥,
durch V,. ergibt, so hat man die folgenden Gleichungen:

T =710 — 1,
?:=TQQ_ 39 (3)

Ty o= Qr-( - T,
und schlieBlich:
T,=-+1.

Wie wir jetzst beweisen werden, 148t sich das in Nr. 2 fir
das Funktionensystem V, V,, V,, ..., V,. ausgesprochene
Theorem, das fiir die Gleichung V7 = O ungleiche Wurzeln
voraussetzte auch auf die neuen Funktionen T, T,, T,, )
T, anwenden, trotzdem T, nicht mehr die abgeleltete Funktlon
von T ist.

Zungichst weil man, daB der groSte gemeinsame Divisor
V, von V und V7, sich aus dem Produkt der mehrfachen
Faktoren von V zusammensetzt; jeder Faktor tritt dabei in
einer Potenz auf, deren Exponent um eine Einheit kleiner als.
bei V ist. Hieraus folgt, dafl der Quotient 7, der sich bei der
Division von V durch V, ergibt, alle Faktoren von ¥V, sowohl
die einfachen als auch die mehrfachen, in der ersten Potenz
enthdlt. Die Gleichung 7= 0 hat daher dieselben Wurzeln.
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wie die vorgelegte Gleichung V' = 0; Jede dieser Wurzeln tritt
aber bei T'= 0 nur einmal auf.

Wir wollen, untersuchen, wie die Vorzeichenreihe der Funk-
tionen T, T,, T,, ..., T,, wenn x verschiedene Werte an-
nimmt, Vorzeichenwechsel verliert oder gewinnt. Die Vorzeichen-
reihe kann sich nur infolge der Vorzeichenwechsel &#ndern,
welche die Funktionen T, T}, T,, ... bei ihrem Verschwinden
erleiden. .

Wir behandeln zuerst den Fall, dall die erste Funktion 7
gleich Null wird. [307] ¢ sei ein Wert von z, der 7 zu Null
macht. Die Funktion T, kann nicht gleichzeitig mit 7 Null
werden; denn wirden 7 und T, fiir denselben Wert von z
gleichzeitig Null, so wiirden auch infolge der Gleichungen (3)
simtliche andere Funktionen T,, T,, ... und schliefilich 7,
gleichzeitig Null. Dies kann aber nicht eintreten, da 7,—=-1
ist. Filr « = c besitzt 7, daher einen von Null verschiedenen
Wert. Legt man mithin dem « Werte ¢ — » und ¢ + %, die
sehr wenig von ¢ verschieden sind, bei, so wird T, fir diese
Werte dasselbe Vorzeichen wie fiir = ¢ haben.

Der Wert ¢, der T annulliert, ist auch eine Wurzel der -
Gleichung ¥ = 0. Nehmen wir an, daB ¢ p-fache Wurzel
von V=0 ist, oder, anders ausgedrtickt, dafl ¥ durch (x —c)P
teilbar ist. Bezeichnet man den Quotienten mit ¢ (z), so hat man:

V=(—cf- ¢);
die abgeleitete Funktion 7, nimmt den Wert an:
Vi=(@—cf~" - [pp@) + (@ —d) - ¢'(]].
Hieraus folgt:
v (x — ) p(x) _ z—e¢

Vel e—ag'l | - THE
P\

Nun ist aber:
V=TV, wnd V, =T17V,,

daher wird:
L _r
V. 1
und folglich:
T xr—c
- = 4)
T x—o) ¢ (x (
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T
Diese Formel Liflt erkennen, daf der Quotient T fir Werte

1

von z, dieyeim klein'(wenig)groffer als ¢ sind, positiv und
[808] fiir Werte von «, die ein klein wenig kleiner als ¢ sind,
negativ. wird. Fir x = ¢ - « hat mithin 7 dasselbe Vor-
zeichen wie T, fiir #=¢ — w ist das Vorzeichen von 7' ent-
gegengesetzt zu dem von T,. Verschwindet keine der anderen
Funktionen T,, T,, ... fir £ = ¢, so hat jede von ihnen so-
wohl fir 2 =c¢ — w als auch © = c¢ -+ » dasselbe Vor-
zeichen wie -fir ¢ = ¢. Hieraus folgt, dall die Reihe der
Vorzeichen der Funktionen 7, T,, T,, ..., T, einen Vor-
zeichenwechsel verliert, wenn = einen Wert, der die Funktion
T allein annulliert, bei seinem Wachsen tiberschreitet.

Verschwindet eine der anderen Funktionen T,, T, ...
T,_, ftur einen Wert von x, der nicht gleichzeitig 7 auf Null
reduz:ert, 8o bleibt die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der
Vorzeichenreihe dieselbe. Nehmen wir nimlich an, daBl T,
fir £ = b Null wird, so werden infolge der Gleichungen (3)
die zwei benachbarten Funktionen T, _, und T,,, fir z =125
von Null verschiedene Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen
haben. Wiirde 7),_, oder T, gleichzeitig mit 7), verschwin-
den, so miiflten, wie man sieht, alle Funktionen bis T, dieses
eingeschlossen, ebenfalls Null werden. Das ist aber unmoglich;
denn T, ist gleich 1. Wie auch immer das Vorzeichen von
T, fir x = b — w ist, so bilden, wenn man es zwischen die
Vorzeichen von T),_, und 7, ,,, die entgegengesetzt sind, setzt,
die drei Vorzeichen einen und nur einen Vorzeichenwechsel.
Ebenso ist es auch fir £ = b -+ w. Hieraus folgt, daB in der
Reihe der Vorzeichen von T, T,, T,, ..., T,, falls eine
zwischenliegende Funktion verschwindet, ohne da die erste
Funktion gleichzeitig Null wird, sich die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel nicht #ndert. Verschwindet aber die erste
Funktion T, so verliert, wie wir oben gesehen haben, die
Vorzeichenreihe einen Vorzeichenwechsel.

Hierauns folgt, daB, wenn = von A4 bis B wichst, soviel
Werte von 2 zwischen 4 und B die Funktion T auf
Null reduzieren, als die Reihe der Vorzeichen der
Funktionen [309] T, T\, T}, ..., T, fir x = B weniger
Vorzeichenwechsel als fiir z = 4 enthilt.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die reellen Wurzeln der
Gleichung T'= 0, die auch die der vorgelegten Gleichung
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V =0 sind, bestimmen, ohne daB man hijerbei auf die Funk-
tion T und ihre Abgeleitete die Operation des grofiten gemein- .
samen Divisors; anszuftihren braucht. Es gentigt, V und V,
nach der Methode des groften gemeinsamen Divisors zu be—
handeln.

Da die Gleichung 7= O nur ungleiche Wurzeln hat, so
muf man, nachdem man eine von ihnen berechnet hat, noch
wissen, wievielmal sie in der vorgelegten Gleichung 7V = O
auftritt. Wie oben bezeichnen wir mit ¢ eine Wurzel der
Gleichung T'= 0, die p-fach in ¥V = O auftritt. Da 7 nur
einmal durch den Faktor z — ¢ teilbar ist, setzen wir:

T=(x—c)y).
Bezeichnet man mit 7’ die abgeleitete Funktion von T, so

hat man:
T'= ylo) + (¢ — o) P'(a)
und folglich:

T s—o |
T e—dv@
14—
Y(@)
‘L T T
Dividiert man den Wert von T durch den von T der oben
durch Formel (4) gefunden wurde, so erhilt man:
| e=d9'la)
T
Vi @ —c) Y (=) @)
14 25
v
Hieraus folgt, wenn man z = c setzt:
T,
=

[810] Hat man eine Wurzel ¢ der Gleichung T'= 0 be-
rechnet, so setzt man sie in die zwei Funktionen T, und 7.
Der Quotlent den man erhilt, wenn man das erste Resultat
durch das zweite dividiert, drtiekt aus, wievielfach diese Wurzel
in der Gleichung 7V = O enthalten ist. Ist die Wurzel ¢
irrational, so erhilt man fir 7, und 7" nur Niherungswerte;
ihr Quotient wird aber nur sebr wenig von einer ganzen Zahl,
die p ist, differieren. Ubrigens kennt man auch andere Mittel,
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um den Grad der Vielfachheit jeder Wurzel der Gleichung
¥V = 0 zu bestimmen.

Schlieflich\ist/ nochOzn bemerken ndtig, daB man sich von
der Ausfahrung der Division von ¥V, 7, V,, ... durch 7,
befreien kann. Man hat:

V= TVr; Va =T|Vr7 VS=T2Vﬂ LR Vr“'_‘TrVr'

Hat daher fiir einen gegebenen Wert von « die Funktion ¥,
einen positiven Wert, so hat fiir diesen Wert von « die Funktion
V dasselbe Vorzeichen wie 7, V, hat dasselbe Vorzeichen wie
T,, V¥, wie T,, und so weiter, schlieflich hat ¥V, dasselbe
Vorzeiechen wie T,., demn 7). ist gleich 4 1. Hat aber ¥,
einen negativen Wert, so sind die Vorzeichen von ¥, 7, ...,
V, entgegengesetzt zu denjenigen von T, T,,..., T,. Wie
auch immer das Vorzeichen von V,. ist, es weist die Vorzeichen-
reihe von V, V,, V,, ..., V, die gleiche Anzahl von Vorzeichen-
wechseln wie die Vorzeichemreihe von T, T,, T, ..., T, auf
Aus dieser Bemerkung und dem voraufgehenden Satze folgert
man, daB die Anzahl der reellen verschiedenen Wurzeln
der Gleichung V =0, die zwischen 4 und B liegen,
wenn man von dem Grade der Vielfachheit jeder
Waurzel absieht, gleich ist dem UberschuB an Vor-
zeichenwechseln der Vorzeichenreihe der Funktionen
V,Vy V..., Vp flir . = 4 tiber die fiir z = B. Unser
Theorem ist so auf den Fall, daB8 die vorgelegte Gleichung V=0
gleiche Wurzeln hat, ausgedehnt.

(311] 19.

Man kann wissen wollen, wie die Vorzeichenreihe der
Funktionen V, V,, V,, ..., V, sich zu verindern hat, damit
sie jedesmal beim Verschwinden von 7 einen Vorzeichenwechsel
verlieren kann.

In Nr. 4 und 18 haben wir gesehen, daB, wenn ¢ eine
einfache oder mehrfache Wurzel der Gleichung ¥V = 0 ist, die
zwei Funktionen V und V, fir © = ¢ — « entgegengesetate
und fiir « = ¢ + u gleiche Vorzeichen besitzen mtissen. Be-
zeichnet man mit ¢’ die ¢ unmittelbar folgende, einfache oder
mehrfache Wurzel der Gleichung V" =0, so daB zwischen ¢
und ¢’ keine andere Wurzel gelegen ist, so sind firz =¢ —
die Vorzeichen von ¥V und V, entgegengesetzt. ¥ hat fiir alle
Werte von x, die zwischen ¢ und ¢’ liegen, bestiindig dasselbe

Ostwalds Klassiker, 143. 3
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Vorzeichen. Da V, fir £ = ¢ | » dasselbe, hingegen fiir
z = ¢’ — u entgegengesetztes Vorzeichen wie V hat, so sieht
man, daB,V, fir, s =+ v und z = ¢’ — u zwei Werte
entgegengesefzten Vorzeichens besitzt. Wichst = folglich von
¢+ u bis ¢ —u, so muB V, einmal oder eine ungerade
Anzahl von Malen sein Vorzeichen Zindern.*)

y sei der einzige oder der kleinste Wert von z zwischen
¢ und ¢/, bei dem V, sein Vorzeichen wechselt. ¥ und ¥,
haben dann fir x = y — u dasselbe gemeinsame Vorzeichem
[812] wie fir x = ¢ + 4. Fir £ = y 4 u hat ¥V dasselbe,
V, hingegen entgegengesetztes Vorzeichen. V, wird far die
drei Werte y — 4, 7, y + u (Nr. 5) entgegengesetztes Vor-
zeichen wie V annehmen. Ist z. B. V fir »=c¢ -} w positiv,
80 hat man folgende Tabelle:

V ¥y V,

firc=y—u -+ -+ —
r=y —+ 0 —_—
r=y4+u -+ — —.

Bevor z den Wert ¢ erreichte, der 7V annulliert, bildeten
die Vorzeichen von V und V, einen Vorzeichenwechsel. Dieser
#ndert sich, nachdem z den Wert ¢ tiberschritten hat, in eine
Vorzeichenfolge. Diese Vorzeichenfolge bleibt erhalten, bis
V, sein Vorzeichen geindert hat. Nachdem ¥, sein Vorzeichen
gewechselt hat, wird die Vorzeichenfolge in einen Vorzeichen-
wechsel tibergehen. Gleichzeitig #ndert sich aber ein Vorzeichen-
wechsel, der durch die Vorzeichen von ¥V, und V, gebildet
wird, in eine Vorzeichenfolge. Mithin wird in der Gesamtreihe
der Vorzeichen die Anzahl der Vorzeichenwechsel weder ver-
mehrt, noch vermindert.

Andert V, bei einem neuen Wert von z, der zwischen ¢
und ¢’ liegt, zum zweiten Male sein Vorzeichen, so wird der

¥) Diese Eigenschaft, die das Fundament der von Rolle und
de Gua zur Auflssung der Gleichungen vorgeschlagenen Methode
bildet, ist bekanntlich nicht bloB auf die rationalen Funktionen
beschrinkt. Man beweist diese Eigenschaft fiir irgend eine Funk-
tion f(x) einer Variablen z leicht durch die Bemerkung, da, wenn
die abgeleitete Funktion f”(z) fiir alle Werte von 2 zwischen zwei
gegebenen Grenzen positiv oder negativ ist, die Funktion f(z) in
dem Intervall bestindig wachsen oder abnehmen muB. Hieraus
folgt, daB die Funktion f(x) nicht fiir zwei zwischen diesen zwei
Grenzen gelegene Werte verschwinden kann.
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Vorzeichenwechsel, den die Vorzeichen von ¥V und ¥, bilden,
ehe x diesen Wert erreicht, von neuem durch eine Vorzeichen-
folge ersetzt.,/'Wegen)ides| ¥ bleibt indessen in der Vorzeichen-
reihe die Anzahl der Vorzeichenwechsel ungeiindert. Da V,
auf diese Art pur eine ungerade Anzahl von Malen sein Vor-
zeichen #ndern kann, so bilden nach der letzten Anderung die
Vorzeichen von V und V7, einen Vorzeichenwechsel, der be-
stehen bleibt, bis = den Wert ¢/, der 7V annulliert, er-
reicht. Der Fall, daf 7, ohne Anderung seines Vorzeichens
verschwindet, ist hier nicht zu betrachten.

(318] 20.

Ist ¥V, die abgeleitete Funktion von ¥, so wissen wir, daB,
wenn ‘V fir x = ¢ Null wird, V fir £ = ¢ — » entgegen~
gesetztes und fiir @ = ¢ - dasselbe Vorzeichen wie ¥, hat.
Kilrzer kann man dies auf die folgende Art ausdriicken: der
Quotient —:; geht beim Verschwinden von 7 immer vom Nega-

1
tiven zum Positiven iiber.

Fir das Folgende nehmen wir an, dal V, nicht mehr die
abgeleitete Funktion von ¥, sondern irgend ein Polynom von
niedrigerem Grade als dem von V sei, das mit V keinen reellen
Faktor gemeinsam hat. - Ebenso wie man sich in Nr. 1 des
abgeleiteten Polynoms bedient hat, wird man das jetzige
Polynom V, benuizen kénnen, um andere Polynome V,, ¥, ...
von abnehmendem Grade herzustellen.

Wir betrachten das neue Funktionensystem 7, V,, V,, ...,
V,, das auch die Gleichungen (1) befriedigt. Erreicht und
iiberschreitet -, wenn es wiichst, einen Wert ¢, der V" annulliert,
80 kann der Quotient —]1; vom Negativen zum Positiven oder

L}

vom Positiven zum Negativen tibergehen oder endlich sein Vor-
zeichen ilberhaupt nicht #ndern. Im ersteren Fall verliert die
Vorzeichenreihe der Funktionen V, V,, V,, ..., V, einen Vor-
zeichenwechsel, im zweiten Fall gewinnt sie dagegen einen
Vorzeichenwechsel, im dritten Fall #ndert sich die Anzahl der
Vorzeichenwechsel nicht. Das Verschwinden einer zwischen
V und V, gelegenen Funktion kann die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel nicht #ndern. (Nr. 5.) Hieraus ergibt sich leicht
folgendes Theorem, das fir den Fall, daB V, nicht mehr die
abgeleitete Funktion von ¥ ist, das in Nr. 2 ersetat:

3e
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Die Anzahl der Wurzeln der Gleichung V' = 0, die zwischen
den zwei Zahlen A und B liegen, und fiir die der {314} Quotient

I—I:- vom Negativen zum Pesitiven iibergeht, weniger der Anzahl

1 .
der Wurzeln derselben Gleichung, die zwischen 4 und B liegen,
Vv
und fiir dieT,— vom Positiven zum Negativen ibergeht, ist

1
gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel, die sich in der Vor-
zeichenreihe der Funktionen V, V,, V,,..., V, firz =4
vorfinden, weniger der sich fiir z =— B ergebenden Anzahl von
Vorzeichenwechseln.

Die Anzahl aller zwischen 4 und B gelegenen Wurzeln der
Gleichung 7V = O kann daher nicht kleiner als die Differenz
dieser zwei Zahlen von Vorzeichenwechseln sein; sie kann aber
gleich dieser Differenz werden oder sie um eine gerade Zahl
tibertreffen. Damit sie ihr genau gleich sei, mufl V7, die abge-
leitete Funktion von 7 sein oder eine Funktion vorstellen, die
fir alle reellen Werte von x zwischen 4 und B, die ¥ annul-
lieren, stets das gleiche oder stets entgegengesetztes Vorzeichen
wie die Abgeleitete besitzt. Da man eine solche Funktion
a priori nicht kennt, so ist man gendtigt, um alle reellen
Waurzeln der Glelchung V = O sicher bestimmen zu konnen, fiir
V, die Abgeleitete von V7 zu nehmen.

21.

Ist V, die abgeleitete Funktion von V, so ist das Bystem
der ‘Hilfsfunktionen V,, ¥,, V,, ..., das man nach dem Ver-
fahren des grofiten gemeinsamen Teilers aus 7 und V, her-
leitet, nicht das einzige, das man zur Aufsuchung der reellen
Wurzeln der Gleichung 7= 0 verwenden kann. Wir werden
sofort zeigen, dall man eine unendliche Anzahl anderer Funk-
tionen bilden kann, die dieselben Eigenschaften besitzen.

Wir multiplizieren die abgeleitete Funktion V, mit pz + g,
wobei » und g Unbestimmte sind, und ziehen [315] von dem
erhaltenen Produkte die Funktion 7 ab. Als Resultat erhalten
wir ein Polynom mten Grades. Dieses dividieren wir durch
eine Funktion zweiten Grades der Form ax* 4 bx -4 c¢; dabei
sind a, b, ¢ bekannte Zahlen. Diese Zahlen sind so gewiihit,
dal die Form az® -4 bx + ¢ fiir jeden reellen Wert von
bestéindig positiv ist oder wenigstens nur fiir einen einzigen
reellen Wert von «, der V, nicht annulliert, verschwindet, fiir

1
\
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jeden anderen reellen Wert von « aber positiv wird. Die
Division des Polynoms ¥V, (pz -} q) — V durch az® 4 bz +¢
liefert einen Quotienten, der eine Funktion m — 2ten Grades
in z ist; wir bezeichnen sie mit V,. ¥, enthilt p und ¢
in allen seinen Gliedern im ersten Grade. Bei der Division
erhalten wir aulerdem noch einen Rest ersten Grades der Form
Kz 4 L, bei dem die Koeffizienten K und L die Unbestimmten
p und ¢ im ersten Grade enthalten. Wir setzen die Grofen
K und L gleich Null und bestimmen hieraus Werte fir » und ¢,
die gewthnlich endlich und bestimmt ausfallen. Diese Werte
substituieren wir in den Quotienten V,, der ein vdlliz bekanntes
Polynom wird. Die durch diese Rechnung bestimmte Funktion
V, hingt mit ¥V und V¥, durch die Gleichung:

Vilpe + q) — V= V,(aa" + b2 + ¢) (5)
oder: V=V, (px+ q) — V,(az* + bz + ¢) (6)

Zusammen.
Ist der Koeffizient von z™~? in V, nicht glei¢ch Null, so
bildet man auf dieselbe Art eine Funktion V; vom Grade m — 3,
indem man das Polynom ¥, (r&z 4+ s) — ¥V, durch einen neuen
Divisor zweiten Grades ex* + fx - g dividiert. Dieser Divisor
soll auch fir alle reellen Werte von z positiv sein und nur fir
einen einzigen Wert von =, der jedoch ¥, nicht annulliert,
verschwinden konnen. r und s bestimmt man so, daB [316]
der Rest der Division Null wird; die gefundenen Werte fithrt

man in ¥, ein. Man hat dann:
Vi = Vy(re + s) — Vi(ea* + fz + g). (6)

Wire V, vom Grade m — 3, so wiilrde man das Binom
rz 4 8 durch ein Trinom rx* 4~ sx - ¢ ersetzen. In diesem
Falle wiire V,(rz* + sz + ) — V, durch ex® -+ fz + g #u
dividieren und r, s, ¢ so zu bestimmen, dafB der Quotient V
hochstens vom Grade m — 4 wiirde. V7, hitte dann der
Gleichung:

V, = Vy(ra® 4+ sz + 8) — V,(ea® 4 fz 4+ g) (6)
zn geniigen. Auf gleiche Art sind die Funktionen V,, V,, ...
zu berechnen.

Hat die Gleichung V" = O keine gleichen Wurzeln, so kommt
man zu einer letzten Funktion V,, die  nicht mehr enthilt.
Kédme man nimlich zu einer Funktion V,, die = enthilt, und
wire die folgende Funktion V., identisch Null, so wiirde ¥,
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infolge der Gleichungen (6) gleichzeitig alle voraufgehenden
Funktionen und daher auch ¥, und V teilen; dies ist aber
gegen die Voraussetzung.

Beachtet man das voraufgehende, so hat das Theorem, das
wir fiir die in Nr. 1 definierten Funktionen V, V,, V,,...,
welche die Gleichungen (1) befriedigen, aussprachen, auch fir
die neuen Funktionen, deren Bildungsweise wir eben aumsein-
andersetzten, Geltung. Auf das neue Funktionensystem ¥, V|,
V4 ..., V, kann man niimlich das ganze in Nr. 3, 4 und 5
dargelegte Beweisverfabren anwenden. Da V, immer die ab-
geleitete Funktion von V ist, so wird die Vorzeichenreihe der
angegebenen Funktionen jedesmal, wenn V verschwindet, einen
Vorzeichenwechsel verlieren. Hingegen bleibt die Anzahl der
Vorzeichenwechsel ungeiindert, wenn eine der zwischenliegenden
Funktionen (817] V,, ¥,, ... verschwindet; denn die zwei
Nachbarfunktionen haben dann von Null verschiedene Werte
mit entgegengesetzten Vorzeichen. Dies folgt leicht aus den
Gleichungen (6) und unseren Annahmen.

Fir das neue Funktionensystem ¥, V,, V,, ..., V, behilt,
vorausgesetzt, dal keines der Trinome axz?® + dx + ¢,
ex® 4+ fr + g,... die Funktion V teilt, das Theorem auch
noch in dem Fall seine Giiitigkeit, daf 7V = O gleiche
Waurzeln hat.

Da der Divisor zweiten Grades ax® 4 bx -+ ¢, der zur
Bildung der Funktion V, dient, bis auf die oben ausgesprochenen
Bedingungen willkiirlich gewihlt werden kann, so wird man
unendlich viele Funktionen, die mit ¥, bezeichnet werden
diirfen, erhalten. Ebenso wird man aus V7, und einer der
Funktionen ¥V, eine unendliche Menge von Funktionen ¥,
herleiten, usw. Daher ist es moglich, eine unendliche Menge
von Systemen von Hilfsfunktionen zu bilden, die zur Auf-
1gsung der Gleichung V = O geeignet sind.

Das durch die Gleichungen (1) definierte Funktionensystem,
das wir in dieser Abhandlung besonders betrachtet habem, ist
unter denen, die wir soeben angegeben haben, enthalten. Man
kann es aus den allgemeinen Gleichungen (6) dadurch herleiten,
daB man die Trinome ax® 4 bz + ¢, ex® + fx -+ ¢ auf die
Einheit oder einfach auf eine positive Zahl reduziert.

Es gibt noch ein anderes besonderes Mittel, das ebenso
einfach wie das in Nr. 1 auseinandergesetzte ist und die Hilfs-
funktionen zu bilden gestattet. Hat man zwei aufeinander-
-folgende Funktionen V,_, und V,, so kann man die folgende
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Vp, dadurch bilden, daB man die Polynome statt, wie es
gewohnlich geschiebt, nach fallenden, nach steigenden Potenzen
von # anordnet, Die Division wird einen Quotienten [318] der
Form p <+ 'qz’ 'und" einen durch 2* teilbaren Rest ergeben.
Vertauscht man die Vorzeichen aller Glieder dieses Restes und
dividiert ihn durch z*, se hat man die Funktion V,,,. Sie
hingt mit V,,_, und V,, durch die Relation:

Vas = Valp + 92) — Vypy 2t
Zusammen. .

Reduziert man die Trinome az® 4 bz +4-¢, ea® + fr 4 g
in den allgemeinen Gleichungen (6) auf das einzige Glied «?,
s0o kommt man auf die zuletzt angegebene Relation.

Um V,,, zu erhalten, kann man die Division von V,_,
durch 7, auf zwei verschiedene Arten ausfihren; man kann
die Polynome nach steigenden oder nach fallenden Potenzen
von = anordnen. Die Kombination dieser zwei Prozesse ergibt
mehrere Systeme von Hilfsfunktionen, die zur Auflsung der
Gleichung 7V = O gleichmiifBig geeignet sind. Hieraus folgen
auch mehrere Grofensysteme, die von den Koeffizienten der
Gleichung abhéingen, und deren Vorzeichen die Anzahl reeller
Waurzeln der Gleichung kennen lehren.

Auch noch andere Mittel wiirden zur Bildung der Hilfs-
funktionen existieren. Ausfuhrlichere Einzelheiten iiber diesen
Gegenstand wiirden aber ilberflissig sein.



Anmerkungen.,

Charles Sturm wurde am 29. September 1803 in Genf, wo
er auch seine Schulbildung erhielt, geboren. Mit fiinfzehn
Jahren trat er als Studierender in die Akademie seiner Vater-
stadt ein. Durch seine Fahigkeiten zog der Student die Auf-
merksamkeit seines als Mathematikers wohl bekannten Lehrers
Simon Lhuilier (1750—1840), der ihm eine glinzende Zukunft
voraussagte, anf sich. Der Tod des Vaters im Jahre 1819
zwang den Jingling, private Lehrtitigkeit auszaftben, um als
#ltestes von vier Kindern fiir sich und die Familie zu sorgen.
Im Jahre 1825 siedelte Sturm mit seinem Jugendfreunde Dantel
Colladon, der spiter in Genf als Professor fiir Physik wirkte,
nach Paris tiber, wo er schon vorher (1823) als Begleiter seines
Schiilers, eines Sohnes der Frau von Staél, kurze Zeit gewesen
war. 1827 empfingen Sturm und Colladon ftir ihre gemeinsam
ausgefiihrten Untersuchungen iiber den Druck der Flussigkeiten
(1834 erschienen im fiinften Bande der Mémoires des savants
étrangers) den groflen mathematischen Preis der Pariser Aka-
demie. In das Jahr 1829 fillt die erste Veroffentlichung von
Sturms berihmtem algebraischen Fundamentalsatz. 1830 ver-
schaffte Aragos Protektion Sturm eine Professur am Collége
Rollin in Paris. 1836 wurde der Gelehrte als Ampéres Nach-
folger Mitglied der Pariser Académie des sciences. Vorher
(1834) hatte sie ihn zum zweiten Male, und zwar fiir seine
algebraischen Untersuchungen, durch ihren groflen mathema-
tischen Preis ausgezeichnet. Satzungsgemifl sollte der Preis
dem Verfasser der wichtigsten, in den letzten Jahren gemachten
mathematischen Entdeckung verliehen werden. 1840 erhielt
Sturm die Professur fir Analysis an der Ecole polytechnique,
sowie auch die Professur fir Mechanik an der Faculté des
sciences in Paris; die letztere hatten als seine Vorginger La-
place und Poisson innegehabt. Im Jahre 1851 wurde Sturm
leidend. Am 18. Dezember 1855 setzte der Tod seinem an
Erfolgen und Ehren reichen Leben ein Ziel.
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Die Personlichkeit des hervorragenden Gelehrten schilderte
sein Freund Joseph Liouville (1809—1882) in der am 20. De-
zember 1855 gehaltenen, Grabrede mit folgenden Worten:
»Meimen Augen erschien er wie ein zweiter Ampére. Offen-
herzig und gleichgiltiz gegen das Glick und die Eitelkeiten
des' Lebens verbanden sie beide mit dem erfinderischen Geiste
ein enzyklopiidisches Wissen. Vernachlissigt und gering ge-
achtet von den auf ihren eigenen Vorteil bedachten Minnern,
die nur nach Macht gelisten, iibten sie beide auf die Jugend
in unseren Schulen, an demen das Genie nie eindruckslos vor-
tbergeht, einen hohen EinfluB aus. Ohne.es zu wiinschen, ja
vielleicht selbst ohme es zu wissen, besaBen sie grofie Popu-
laritite.

Die wissensehaftlichen Arbeiten Sturms sind vorzugsweise
Fragen der theoretischen Physik, der Algebra und der Theorie
der Differentialgleichungen gewidmet. Hier heben wir nur seine
klassisch gewordenen Resultate iiber gewisse Eigenschaften
reeller Losungen reeller linearer homogener Differential-
gleichungen der zweiten Ordnung, die rein mathematisch wie
aueh physikalisch . wichtig sind, hervor. Eine eingehende
Wiirdigung dieser Untersuchungen, die das von F. Klein (Got-
tinger Nachrichten, M4rz 1890) sogenannte Oszillationstheoreth
betreffen, und eine Schilderung der hervorragenden Stellung,
die ibnen in der modernen Literatur zukommt, findet man in
dem Aufsatze von M. Bocher: »Randwertaufgaben bei gewdhn-
lichen Diffentialgleichungen«, der sich im zweiten Bande der
Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, 8. 437—463
‘befindet.

Biographische Nachrichten, sowie eine vollstindige Aufzihlung
und teilweise Charakterisierung simtlicher Sturmscher Arbeiten
gibt Prouhet (1817—1867), ein Schiller von Sturm, im Bulletin
de bibliographie, d’histoire et de biographie mathém. (1856),
8. 72—89 (Supplement zum 15. Bde. der Nouvelles Annales
de Mathématiques). Der Aufsatz ist auch in dem erst nach
Sturms Tode erschienenen Cours d’analyse wieder abgedruckt.
Ebenfalls posthum ist der Cours de mécanique. Beide Werke,
eine Frucht von Sturms Lehrtitigkeit, sind von Prouhet heraus-
gegeben und haben eine- stattliche Anzahl von Auflagen erlebt.

Die bedeutendste Leistung von Sturm ist in dem hier zum
ersten Male in deutscher Ubersetzung erscheinenden »Mémoire
sur la résolution des équations numdriques< niedergelegt.
Diese Schrift ist unzweifelhaft diejenige Arbeit, der wir den
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hervorragendsten Fortschritt in der Behandlung der numerischen
Auflosung der algebraischen Gleichungen mit reellen Koeffi-
zienten verdanken. Die Abhandlung ist dem nach des Ver-
fassers 'Namen' 'genannten' Sturmschen Lehrsatze gewidmet, der
zum ersten Male die genaue Anzahl reeller Wurzeln einer
reellen numerischen Gleichung zwischen zwei gegebenen Zahlen
zu bestimmen gestattete, wihrend die fritheren Kriterien nur
eine Grenze fiir jene Zahl lieferten. In der schon erwihnten
Grabrede rihmt Liouwille mit Recht die in der vorliegenden
Arbeit erzielten Resultate in folgenden Worten: »Durch diese
grundlegende Entdeckung hat Sturm die Elemente der Algebra
mit nemen Resultaten bereichert und sie hierdurch gleichzeitig
vereinfacht wie vervollkommt. . ..  Er hat das Gliick gehabt,
eine derjenigen Wahrheiten zu finden, welche die Jahrhunderte
tiberdanern, ihre Gestalt nicht verindern und den Namen des
Erfinders wie Kugel und Zylinder den des Archimedes be-
wahren. «

Die Anregung zur Beschiftigung mit der Gleichungstheorie
verdankt Sturm Fouriers algebraischen Arbeiten; diese sind
erst 1831 nach Fouriers Tode in seiner Analyse des équations
déterminées, die ich anch als Nr.127 der Ostwaldschen Klassiker
der exakten Wissenschaften in deutscher Ubersetzung heraus-
gegeben habe, vollstindig erschienen. Sein Verhilinis zu Fourier
hat Sturm selbst im elften Bande des Bulletin des sciences
de Férussac, wo er 1829 seinen bertthmten Satz ohne Beweis
mitteilte, auf folgende Art dargestellt: »Das Werk, das seine
gesamten Arbeiten ilber algebraische Analysis in sich ver-
einigen soll, ist noch nicht erschienen. Ein Teil des Manu-
skriptes, das diese kostbaren Untersuchungen enthilt, ist einigen
Personen mitgeteilt worden. Herr Fourier hat mir gern dessen
Lektiire gestattet, ich konnte es infolgedessen mit MuBe studieren.
Ich erklire daher, volle Kenntnis aller noch nicht heraus-
gegebenen Arbeiten von Herrn Fourter zu haben, die sich auf
die Auflésung der Glelchungen bezieben, und ich benutze diese
Gelegenheit, um ihm meine Dankbalkelt fiir seine Gtite zu be-
zeugen. Dadurch, dafl ich mich auf die von ihm geschaffenen
Prinzipien stiltzte und seine Beweise nachbildete, habe ich
die neuen Theoreme, die ich hier ausspreche, gewonnen.«

Zur Geschichte der Erfindung des Sturmschen Theorems
enthiilt der sechste Band der zweiten Serie der Nouvelles An-
nales de Mathématiques (1867) eine interessante Polemik zwi-
schen Prouwhet (a. a. O., 8. 238) und Duhamel (a. a. 0., 8. 428).
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Es moge hier in Ubersetzung folgende Mitteilung von Duwhamel
folgen: »Eines Tages, als wir von der Akademie zuriickkehrten,
fragte ich ihn, wie .er zu seiner Entdeckung gekommen wiire.
Mit der ihm''eigenen-'Einfachheit-und Gutmiitigkeit antwortete
er sogleich: Die Unvollkommenheit des Fourierschen Theorems
war, wie ich bemerkte, darin begriindet, dafl die betrachtete
Reihe von Polynomen Vorzeichenwechsel verlieren kann, ohne
daB das erste Polynom Null wird, d. h.. ohne daB iman eine
Whurzel der Gleichung passiert. Hieraus folgt, dall die Diffe-
renz zwischen den Vorzeichenwechseln, die zwei gegebenen
Zahlen entsprechen, nur eine obere Grenze, nicht aber die
genaue Anzahl der Wurzeln zwischen diesen zwei Zahlen an-
geben kann,

Infolgedessen fragte ich mich, ob es nicht moglich wiire,
solche Funktionen zu finden, bei denen, wenn z von der un-
teren Grenze der reellen Wurzeln einer Gleichung zn der oberen
Grenze kontinuierlich iibergeht, nur in dem Falle Vorzeichen-
wechsel verloren wilrden, wenn « einen Wert, der gleich einer
Whurzel ist, passiert. Dal mir dies gelungen ist, wissen Sie.«

Der von Duhamel weiter ausgesprochenen Ansicht kann
man wohl nur beipflichten: »Auf welche Art und Weise Sturm
dazu gekommen ist, die Reste, zu denen die Aufsuchung des
grofiten gemeinsamen Teilers zwischen der linken Seite der
Gleichung und ibrer Abgeleiteten fithrt, mit veréinderten Vor-
zeichen zu nehmen, konnen wir unméglich wissen. Vielleicht
ist ihm selbst die Spur hiervon verloren gegangen; dies ge-
schieht ja oft bei denjenigen Erfindungen, fiir die logische
Deduktionen sich als ungentigend erweisen, und die das er-
fordern, was man mit Genie bezeichnet. Eine plotzliche Er-
leuchtung des Geistes tritt ein, sie hiingt sicher von den vorher
gesammelten Ideen ab, hierfir verlischt aber das Gefiihl bei
dem Erfinder selbst so plotzlich, dafl er, wie man es oft ge-
hort hat, fast zu glauben geneigt ist, nur dem Zufalle seine
Erfindung zu verdanken.«

Sturm hat seinen Lehrsatz im Mai 1829 der Pariser Aka-
demie vorgelegt und ihn hierauf, wie bereits erwihnt, im
Bulletin des sciences de Férussac veroffentlicht. Ein Beweis
des Satzes wurde 1830 von v. Ettinghausen im 7. Bande der
Wiener Zeitschrift fir Mathematik und Physik gegeben. (Re-
produziert im 13. Bande des Crelleschen Journals f. d. r. u
ang. Math. [1835], 8. 119.) 1832 erschien auch in der ersten
Auflage der Algebra von Choquet und Mayer ein Beweis des
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Sturmschen Satzes. (Vgl. Prouhet, Bulletin de bibliographie ete.
[1856], 8. 83). Die hier vorliegende Arbeit hat Sturm im
6. Bande , der| Mémoires- présentés par divers savans i I’Aca-
démie royale des sciences de VInstitut de France (1835),
8. 271-—318, publiziert. Die unserer Ubersetzung in eckigen
Klammern beigefﬂgten Zahlen beziehen sich auf die Seiten der
Originalabhandlung.

Die in Sturms Aufsatze bei der Operation des Aufsuchens

av

des groften gemeinsamen Teilers von V und V, = iz auf-

tretenden Reste V,, V,, ..., ¥V, (vgl. Gleichungen (1), 8. 5)
hat zuerst J. J. Sylvester (1814—1897) im 15. Bande des
London and Edinburgh Philosophical Magazine (1839), 8. 434,
durch die Gleichungswurzeln auszudriicken versucht. Ist V =

=@ —a)(@—a,)(@—0a)...®—0ay), wobe a‘:i':a*:{:

av S 1
oy o= .
.+ oy sei, ¥, e Vh | oy, , S0 wird fir
den sogenannten allgemeinen Fall, d. h. der Grad jeder Funk-
tion V;(¢=1, 2, 3, ...) ist immer nur um eins kleiner als

der der voraufgehenden Funktion, wie Sturm dies in Nr. 13
der vorliegenden Arbeit annimmt,

ak‘, ak!, T ak‘)% L
l Z(x—a‘h )(w_a"g)"‘(z_ak;)’ i=2,3,..,m. (I)
i(i—1)

2
Faktoren bestehenden Differenzenproduktes der ¢ Wurzeln oy ,

@,y - -y of; der Gleichung V= 0. 7V, ist eine Summe von
mm—1)(m—2)...(m—141)

d(akl, Cpgy =y ak‘.)’ ist hierbei das Quadrat des aus

Summanden, die erhalten

1-2.83 ---4
wird, indem man in dem hinter dem Summenzeichen stehenden
Ausdruck fiir k,, k,, ..., k; auf alle moglichen Arten ¢ ver-

schiedene der m Zahlen 1, 2, ..., m setzt. Die GroBen A;
sind bestimmt durch ’

Ay == m?, l,-.l,.“:.—_-[Zd(ak‘, Upyy oo ak‘.)i],,
=2 3, ..., m— 1.

Es ist 24 (@K, @Ry oy ak‘,)’ eine ganze rationale sym-
metrische Funktion der Gleichungswurzeln von V' =0; folglich
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werden die Groflen A; augenscheinlich Quadrate rationaler
symmetrischer Funktionen der Gleichungswurzeln von V= 0
und driicken, sich daher, als-Quadrate rationaler Verbindungen
der Gleichungskoeffizienten von 7 = 0 aus. Da simtliche
Koeffizienten von 7 =0 reell sein sollen, so besitzen die 4;
ausschlieBlich positive Werte. Zur Bestimmung der Anzahl
reeller Wurzeln der Gleichung V' =0 mit reellen Koeffizienten
zwischen den Grenzen 4 und B kann man nach Nr. 7 (vgl
8. 10) von den positiven Faktoren A; absehen, so daf man
fir den betrachieten reguliren Fall statt der durch (I) gege-
benen Funktionen V; die Funktionen A;V; benutzen kann.

Den ersten Beweis fiir das von Sylvester unbewiesen an-
gegebene Resultat lieferte Sturm selbst in der Arbeit »>Dé-
monstration d’un’ théordme d’algtbre de M. Sylvester« (Journ.
de math., 7, 1842, 356); hierbei hat er auch die von Sylvester
nicht exakt angegebenen A bestimmt. In seiner grofen, 1853
in den Philosophical Tlansactlons, 143, 407—548 verdffent-
lichten Arbeit: »On a theory of the syzygetw relations of
two rational integral funetions, comprising an applieation to
the theory of Sturm’s functions and that of the greatest alge-
braical common measure«, hat dann Sylvester noch weitergehend
die Darstellung der beim Sturmschen Restverfahren sich er-
gebenden Reste durch die Gleichungswurzeln behandelt,

Wir konnen hier nicht die zahlreichen Arbeiten, die durch
die Sturmsche Abhandlung angeregt wurden, siimtlich aufzihlen,
wir beschrinken uns darauf, die Beziehungen des Sturm-
schen Problems zu der Theorie der reellen quadra-
tischen Formen zu besprechen. Dieses fruchtbare und
wegentlich neue Moment der Verkniipfung der Frage nach der
Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung mit reellen Koef-
fizienten zwischen zwei gegebenen Grenzen mit der Theorie der
reellen quadratischen Formen verdankt man Charles Hermite
(1822—1901) (Sur I'extension du théoréme de M. Sturm & un
systéme d'équations simultanées, Compt. rend. de I’acad. de Paris,
35, 1852, 52, ferner Remarques sur le théoréme de M. Sturm,
ibidem 36, 1853, 294) und Sylvester in der zuletzt genannten
Arbeit. Hat die Gleichung mten Grades V = 0 mit reellen
Koeffizienten die 7 verschiedenen Wurzeln ¢o,, o, ..., ¢y,
und bedeutet ¢ () eine beliebige ganze rationale Funktion von
x mit reellen Koeffizienten, so adjungiert Hermife der
Gleichung V' = 0 die fiir reelle Werte von « reelle quadra-
tische Form:
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k=m

1
g‘” — oy (u, + plag)u, + @(op) v, +
Fplagfu, + - 4+ @ (ag)" " uy)®

der m reellen Variablen u,, w,, ..., #,. Aus ihr leitet er eine
wegen der willkiirlichen Funktion ¢ (x) unendliche Mannigfaltigkeit
von Funktionensystemen ab, von denen jedes die genaue Anzahl
der zwischen zwei gegebenen Grenzen liegenden reellen Wurzeln
der Gleichung =0 zu bestimmen gestatten soll. (Vgl. 8.57.)
Sylvester beruft sich in den Phil. Trans. (1853), 8. 483 ff. bei
Einfihrung der allgemeineren reellen quadratischen Form:

k=m

g =2 (@ — o)1, () u, + Wylag)uy + - - - + Yy (o) u)®,
k=1

wobei g eine ungerade, positive oder negative ganze Zahl,
Y, (@), Ya(®), ..., Yy(x) willkiirliche ganze rationale Funk-
tionen von x mit reellen Koeffizienten bedeuten, auf eine Mit-
teilung von Hermite. Durch sie hatte er Kenntnis, dafl die
l'VV‘ [vgl. 8. 44, Gleichungen (I)] Deter-
minante beztiglich Hauptunterdeterminanten der fir die beson-
dere Funktion ¢ (x) =« spezialisierten, am Anfange der Seite
angegebenen quadratischen Form werden. (Vgl. 8. 57.)
Sylvester bringt am eben angeftihrten Orte, ausgehend von
der quadratischen Form g, das Sturmsche Problem mit dem
von ihm gefundenen und von ihm sogenannten Trigheits-
gesetze der reellen quadratischen Formen (zuerst mit-
geteilt im Philosophical Magazine, (4) 4, [1852], 142,
dann bewiesen in Phil. Trans. [1853], 481) in Zusammenhang.
Dieses Trigheitsgesetz besagt, daB, wie auch immer eine
quadratische Form mit reellen Koeffizienten in eine Summe von
positiven und negativen Quadraten linear unabhiingiger, reeller,
linearer, homogener Formen transformiert wird, die Anzahl der
positiven ebenso wie die Anzahl der negativen Quadrate un-
verinderlich ist. Beztiglich der Geschichte des Trigheitsgesetzes
wissen wir, da Riemann (1826—1866) sowohl das Gesetz
als auch dessen bekannten einfachen Beweis aus Gaup’ Vor-
lesungen ilber die Methode der kleinsten Quadrate, die Rie-
mann wahrscheinlich 1846/47 horte, kannte. Vgl. Bernhard
Riemanns ges. Werke, Nachtriige, herausgeg. von M. Noether
und W. Wirtinger (1902), 8. 59. Auch Jacobs (1804—1851)

von ihm gegebenen
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war seit 1847, also vor Sylvesters Publikation, auf das Triigheits-
gesetz und dessen Beweis gefithrt worden. Jacobis Beweis
ist - auy seinen ) hinterlassénen Papieren 1857 von Borchardt
(1817—1880) im 53. Bande des Orelleschen Journals f. d. r. u.
ang. Math., 8. 275 mitgeteilt worden. Der gleiche Band enthilt
anch einen Beweis des Prinzips von Hermite, sowie interessante
Bemerkungen zu Jacobis und Hermites Aufssitzen von Borchardt.

Fir die Untersuchung des Zusammenhanges zwischen dem
Trigheitsgesetze der reellen quadratischen Formen und dem
Sturmschen Problem.koénnen wir in der quadratischen Form g
— man kann ibrigens statt g eine noch etwas allgemeinere
quadratische Form zugrunde legen (Brioschi, Nouvelles An-
nales de Math., 15, 1856, 272) — jede der willktirlichen
ganzen rationalen Funktionen Yile) E=1, 2, ..., m) mit
reellen Koeffizienten,- da sie- nur fir die Wurzeln von V=0
betrachtet wird, mit Hilfe von V=0 vom Grade m — 1 oder
von niedrigerem Grade annehmen. Es sei:

WY;(@) = b=t - sDam—2 - ... p)_,,
1=1,2, ..., m

Fir das Folgende setzen wir voraus, daf die willktirlich zu
wihlenden Funktionen ;(z) linear unabhingig seien, d. h. die
Determinante

|bS!')[ (=012 ...,m—1; i=1,2, ..., m)

von Null verschieden ist.

Die imaginiren Wurzeln von ¥V = 0 ordnen sich wegen
der reellen Koeffizienten von ¥ = 0 in Paare von konjugiert
imaginiren; diese mdgen mit ¢, ,, a,, @,, ..., Cm, s Cm,
bezeichnet sein. Die reellen Wurzeln von - V= 0 mdgen -
Com, 417 am 421 - > Om lanten. Nach Voraussetzung habe
V = O lauter verschiedene Wurzeln.

‘Die qnadratlsche Form g liBt sich in Teile zerlegen.
Der Teil:

(¢ — O‘k)q(l/"c (g)u, + Yy (‘xk)“a * Ym(ag)un)?,
der einer der reellen Wurzel oj=0ym, 41, (ky=1, 2, ..., m—2m,)
entspricht, ist, da die ; reelle Koefﬁzxenteu b(') hdben und

fir z nur reelle Werte in Frage kommen, reell. ! Jedem Teile
von g:
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{z — “k)q : (‘1[’4 (ak)ui + Y, (ak)ui 4 wm(ak)“m)’r
der einer der imaginiren Wurzeln ax = oy, (k,=1, 2, ..., m,)
entspricht, 148t sich der Teil von g zuordnen, der zu der emt-
sprechenden konjugiert imaginiren Wurzel @y, (k,=1, 2,...,m,)
gehort. Mithin ist g eine reelle quadratische Form.

Wir setzen:

(@ — ap, ) = g, (cos g, + isingy ), i=V—1,
k,=1,2, ..., m,

und folglich, da x reell ist, die konjugiert imaginire Grofle:

(@ — @, ) = ok, (cos gy, —isingy), i=V—-1,
k|=1, 2, ceay My .

Unter V Ok, verstehen wir einen willkiirlich zu wihlenden, aber,

wenn einmal gewihlt, festen Wert der zwei moglichen reellen
Werte, die die Quadratwurzel aus der positiven GroBe g;, an-

nehmen kann. In ¢ fihren wir die 7 neuen reellen Variablen
W,y Wy, ..., Wy durch die Gleichungen:

Wi, =+ Wk, 4m, =Va(cos%k-‘ + 1 sin%‘i) >
= (wi(akl)ul + %(“k,)% + et 'pm(ak‘)um):

2 2
S (l/"(—‘_’k,)ui -+ ws(aki)uz + -+ wm(ak‘)um)y
k=12, ..., m,

, / Pk, . Pr
wg, — LW, o, = Vg, (cos— — ¢ 8in ——’) >

Wam, +k, = Yy (C‘am4+k,)ua -+ w.(%m, +k,)“e + -
o+ wm(azm,+k,)“m7
ky=1,2,...,, m—2m, :
ein.

Die Determinante der Koeffizienten von w,, u,, ..., %,
in den eben angegebenen Transformatlonsglelchungen wird glewh
€0y -+ Om, |Wi(uy)|; dabeiist [;(ay)| die Determinante der
m* Grofen Y, (ay) (1=1, 2, ..., m; k=1, 2, ..., m), wo unter
Ok, +m, die Wurzel @, (k, =1, 2, ..., m,) zu verstehen
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ist. Nach dem Multiplikationssatze fiir Determinanten wird
| ;(a,)| gleich dem Produkt aus der nach Annahme von Null
verschiedenen Determinante | bf;-" der linear unabhingigen Funk-
tionen y;(x) in'die’ Potenzdeterminante von o, a,, ..., a,;
diese ist gleich dem Differenzenprodukt der m Wurzeln, das
nicht verschwindet, weil =0 nach Annahme lauter verschie-
dene Wurzeln hat. Da  reell sein soll, o, (h, =1, 2, ..., m,)
imaginir ist, so kann (# — o )7 nicht Null werden; mithin
sind ¢,, @3, --+; Qm, Von Null verschiedene GréBen. Hieraus
folgt, dall die Determinante der Koeffizienten von w,, u,, ..., %,,
in den Transformationsgleichungen nicht verschwindet, also

wkl+iwm‘+k,7wki—iwm'+k, by =1, 2, ..., m,),
Wym, +ky By =1, 2, ..., m —2m,) und daher auch
W,y Wyy ..., Wy m linear unabhingige, lineare Funktionen

VOR U,, Ugy ..., Uy, Sind.
Durch Einfiihrung der neuen Variablen w,, w,, ..., w,,
die reelle, lineare, homogene Funktionen von w%,, w,,

ceey Upy
sind, geht g in die neue quadratische Form G:

ki=m .
Y . 9 .
2 (wk, + % Wy, +k,) + (wk‘ - 'wm,-«k,)’ +
h=1
ke=m—2m;
+ (@ — %am, +ln‘,)q : w;m, +ky =
k=1
ki=m ke=m—2m,

=*2, 2(w/c: - 'wm:+k,) + 2 (@ — “am,+k3)q : w§m'+k,
1=1 k2=1

tiber.

Setzt man in G fir x die reelle Zahl 4, so hat die qua-
dratische Form G offenbar m, 4 p Quadrate mit negativen
Faktoren; dabei bedeutet u die Zahl der m — 2m, reellen
Waurzeln von V' =0, die grofler als 4 sind. Ist nimlich
A <y, 4k, 80 Wird (4—agy g, )9, Weil g eine ungerade
Zahl ist, negativ und ist ferner auch, wenn 4 keine Wurzel
von V=0 ist, was wir ausschlieBen, von Null verschieden.

Setzt man in G fir z die reelle Zahl B, und sind u' der
m — 2m, reellen Wurzeln von V=0 grofler als B, so haben
m, +u' der in @ auftretenden Quadrate negative Koeffizienten;
daB B Wurzel von V=0 ist — charakterisiert durch V' (B)=0 —
schliefen wir aus. Die Differenz p — u' gibt folglich die

Ostwalds Klassiker. 143. 4
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genaue Anzahl der zwischen 4 und B (B > A4) gelegenen
reellen Wurzeln von V' =0 an. Bedenkt man moch, daB
nach dem Trigheitsgesetze fir jede reelle, lineare, homogene
Transformation von nicht verschwindender Determinante die
Zahlen m, + y¢ und m, + u’ invariant sind, so ergibt sich
der Satz:

Transformiert man die reelle quadratische Form g
durch reelle, linear unabhéngige, lineare, homogene
Transformationen, nachdem man in g erst z =4 und
dann z = B gesetzt hat, in eine Summe von reellen
Quadraten, und findet man im ersten Falle N, im
sweiten Falle Ny Quadrate mit negativen Vorzeichen,
8o ist die genaue Anzahl der zwischen A4 und B
(B> A) gelegenen Wurzeln von ¥V =0 gleich der
Zahl Ny — Np.

Die reelle quadratische Form g kann in der Form

r=m g=m

2’2 Crs ur ug

r=1 s=1

geschrieben werden, dabei ist:

k=m
Cps = g(x — o) Yy (op) Py(eg) -

Die Koeffizienten C,.; der quadratischen Form g sind als
symmetrische Funktionen der Wurzeln von ¥V =— O rational
durch die Koeffizienten von ¥V = O ausdriickbar, sind also
reell; auBer den Gleichungskoeffizienten hingen die C,.; noch
von einem Parameter z ab. In der reellen quadratischen
Form ¢ hat man 2 —= 4 und z = B zu setzen und die
Zahlen Ny und Np zu bestimmen. Es ist noch zu bemerken,
da, da 4 und B die Gleichung V — O nicht befriedigen
sollen, die Determinante von g fir x = 4 und fir z = B
nicht verschwindet; denn ersichtlich hat die transformierte
Form G, wenn fir x keine Gleichungswurzel gesetzt wird,
keine verschwindende Determinante. Die Losung des Sturm-
schen Problems ist daher auf die Aufgabe der Bestimmung
der Anzshl der negativen Quadrate bei der reellen Trans-
formation einer reellen quadratischen Form von nicht ver-
schwindender Determinante in eine Quadratsumme zuriick-
gefihrt.
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Die letztere Frage 14t sich auf folgende Weise erledigen:

r=m s=m
Ist 2 E' Cpsu, ug; irgend eine quadratische Form von nicht
r=1| s=1
verschwindender Determinante, so kann man die Indizes 1, 2,
..., m stets in der Form o, g,, ..., g, wobei g,, g, ..., 0,
eine Permutation von 1, 2, ..., m bedeuten, anordnen, daf
in der Kette der Hauptunterdeterminanten:

06, o, CO', g, Co‘4 gy CE. om

or,
Iypy= C"?oa 0"209 0"2 03 *°° C‘T:z m |, Fm_.'-_—‘ﬁ )
: : mOm
Como, Cl)'.mO‘2 C(rm63 e Camtrm
T,
I P R C Cm )
"mOom ~“Om—i Om—y
T,

Fm-a == asC C m C 9 ceey

OmOm Om—y Om—~1 Om—e2O0m—2

FA=CO'4'0'|7 ri=1

nicht zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder verschwinden.
Hat man die Indizes in der angegebenen Weise geordnet, so
r=m s=m
enthilt die reelle quadratische Form 2 2 Cps w, ug bei der
r=1 s=1
Transformation in eine Summe von Quadraten reeller, linearer,
linear unabhingiger, homogener Funktionen genau ebensoviel
negative Quadrate als die Reihe I'y,, I',,_,, ..., I,, I'y Vor-
zeichenwechsel darbietet, wenn man bei der Zihlung der letz-
teren die etwa vereinzelt aufiretenden Nullen fortldflt. Vgl
hierzu Gundelfinger in den Zus#tzen zur dritten Auflage von Hesses
Vorlesunrgen ilber analytische Geometrie des Raumes, Leipzig
(1876), 8. 460 und in Crelles Journ. f. d. r. u. ang. Math.,
91, 1881, 221, Uber die Transformation einer quadratischen
Form in eine Summe von Quadraten, sowie H. Webers Dar-
stellung im ersten Bande seiner Algebra, 8. 290ff. der zweiten
Aufl. (1898).

Ist keine vorherige Umstellung der Indizes notig, bestimmen
also im besonderen die Vorzeichenwechsel der Kette von Haupt-
unterdeterminanten:

4%
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1Cy Cyy - Cim! Oy Co ..C0my !
A __iC'“ Coa .- C,m‘ _ |Gy Gy "'sz -1 i
m— ! E : '7 m-—1 . : |
iOm1 Cma -+ O Cin-11 Oz -+ Cp_yms |
G G Cim—s ‘
Ay = G G Cim-s y ey 4y =0, 4,=1

Cm—z 1 Cn—sa-- Cm—z m-—e
die Anzahl negativer Quadrate bei der reellen Transformation der
r=m s=m
reellen quadratischen Form 2 ZC’, s Uy U in eine Summe von

r=1 s=lI
Quadraten, so spricht man von dem reguliren Falle, auf den sich
Hermite in Crelles Journ. f. d. r. u. ang. Math., 52, 1856, 40,
Jacobs in einer nachgelassenen Arbeit, ebenda, 53, 1857, 270 und
Sylvester in der mehrfach genannten Abhandlung (1853), 8. 481
unter der Voraussetzung beschriinken, daf auch nicht isolierte
Determinanten der oben angegebenen Kette verschwinden. Daf}
aber der regulidre Fall nicht stets eintritt, beweist das Beispiel der
reellen quadratischen Form u? + 2u,u, + 2u,%,. Man erhilt
die GrofBenreihe 4, =1, 4,=0, 4,=0, 4,=0, 4, =1,
A,=1, die bei Fortlassung der Nullen itberhaupt keinen Vorzeichen-
wechsel besitzt. Die angegebene quadratische Form kann aber

wy oy 4 w)t — F g — w4 F 4w — Sy — )

geschrieben werden; folglich treten bei einer Umwandlung in
eine Summe von Quadraten zwei Quadrate mit negativen Vor-
zeichen auf. Die Permutation der Indizes 1, 2, 3, 4, 5 in
1, 2, 5, 4, 3 liefert I'y=1, I''=0, I, =—1, I',=0,
I'y=1, I'y = 1 und mithin bei Fortlassung der isoliert stehen-
den Nullen die richtige Zahl 2 fiir die Vorzeichenwechsel.

Mit Hilfe der angegebenen Resultate ist aus der quadratischen
Form g, nachdem man z = A gesetzt hat, N, und ferner
aus g, nachdem man z = B gesetzt hat, die Zahl Np zu be-
stimmen. Die auseinandergesetzte Methode verdient, wie schon
Sylvester (a. a. O., 8. 486) bemerkt, deswegen besondere Auf-
merksamkeit, weil sie nicht wie alle vorangegangenen Prozesse
zur Entscheidung der Frage nach der genauen Zahl reeller
Wurzeln einer Gleichung zwischen zwei Grenzen beim Beweise
sich auf Stetigkeitsbetrachtungen stiitzt.
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-Wegen der Willkiirlichkeit der in der Form g auftretenden v;
sowie der ungeraden Zahl g kénnen N, und Np durch die Vorzeichen
einer uwnendlichen Mannigfaltigkeit-yon GréBen bestimmt werden.

Wihlt man im besonderen , (z) =1, ,(x)= ¢(z),
¥y (@) = p(a, Y,(0) = p@), ..., Yule) = @™, wo-
bei @(x) eine ganze rationale Funktion von # mit reellen
Koeffizienten bedeutet, und sind 1 sowie die Reste, die ¢ ()
und dessen Potenzen bei der Division durch V(x) ergeben,
linear unabhiingig, so gelangt man zu einer fir unsere Frage
brauchbaren quadratischen Form:

k=m

h =2(x—ak)q' (u4+ (P(ak)ui +¢ (ak)’ua +e (p(ak)m_‘ um)’v
k=1

deren Koeffizienten:

k=m

Crs =& — ap)?- pleg) " p(og)~*

k=1
lauten. Setzt man in die Form % fiir x = A, bestimmt dann
fir = die Anzahl negativer Quadrate IV, und sucht ebenso die
Anzahl negativer Quadrate Np, wenn = B wird, so ist die
Differenz Ny — Np gleich der Anzahl der zwischen 4 und B
gelegenen Wurzeln von 7 = 0. Betrachten wir fir die an-
gegebene quadratische Form A das Funktionensystem:

Am—j=]Crs| (r=1,2..,m—j;s=1,2,..,m—j),

j=0,1,2, ..., m—1,
sowie 4, = 1!

Zundichst spezialisieren wir noch die Form k, indem wir
¢(x) =« wihlen und ¢ =1 setzen. Fir @(z) = x, sind
auch 1, z, 2% ..., o™~* linear unabhingig. Fir diesen
speziellen Fall werden die Koeffizienten von h:

k=m
Cps = 2 (@ — ak)‘akr-.-s_-2 =28 453 — Sras—1»
k=1
k=m . .
dabei ist S; =2 a;t, also gleich der Summe der ¢ten Po-
k=1
tenzen aller Wurzeln von V=0. A4,_; nimmt den Wert an:
xS, — S, z8, — 8, e @Sp_j_y — Spj
xS, -— Si IDS, -— Ss a;Sm_] -.— Sm—j+4 —

xSm_j_l "_Sm—j xSm—j_‘Sm--jﬂ* .. “Szm—ej—:—sem—ej—l.
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S, 8 S, v Spejey
|88, S, oo By @
== nn . ’
Sm—j Sm-—j-H Sm—j-u v ng-—!j—t "

wie sich ergibt, wenn man die Elemente jeder Zeile der zweiten
Determinante mit Ausnahme der letzten Zeile mit  multipliziert,
von denen der folgenden Zeile subtrahiert und dann die erhaltene
Determinante nach den Elementen der letzten Kolonne entwickelt.
Diese besondere Reihe von Determinanten hat Joachimsthal (1818
bis 1861) auf anderem Wege aufgestellt und bewiesen, daB der
Unterschied der Vorzeichenwechsel, den diese Reihe ftir z =_A4 mehr
als fir z = B hat, die Anzahl der zwischen 4 und B gelegenen
Waurzeln von V=0 angibt (Crelles Journ. f. d. r. u. ang. Math.,
48, 1854, 400). Dieses Resultat ist jedoch nur im allgemeinen
richtig; denn die der Herleitung zugrunde liegende quadratische

r=m s=m
Form: 2’2 (®8S;45—g — Spas—y) % uy liefert nicht stets,
r=1 s=1
wenn man & = A bez. x = B setzt, sowohl zur Bestimmung
von N, als auch zur Bestimmung von Nz den reguliren Fall.
Betrachtet man z. B. die Gleichung x* = 1, so wird fiir sie
die quadratische Form 4xu?— 8w, u,— 8u,u,~+ 8xu,u,+ 4wu]
zu untersuchen sein. Als Werte der Hauptunterdeterminanten
findet man:
4z 0 0 —4
4,= g —2 ix 3x=—4‘x‘+4‘7 A4y =~ b4z,
— 4 4z 0 O
4, =0, 4, =4z, 4, =1.

Man erhilt ftir
x=—4dieVorzeichenr.+-,+,0,—,-4-,alsozweiVorzeichenwechsel,
= 0> » 4+, 0,0, 0,4, > keine > )
r= 2> » —-,—,0,~,+4, » einen » .
- Die Vorzeichenreihe fiir z = 0, die nicht nur isolierte Nullen
enthilt, ist nicht branchbar. Um N, zu bestimmen, beachte
man, daf die der Deduktion zugrunde liegende quadratische
Form: 4xu}! — 8w, u, — 8w, u; + 8xwu,u, + 4xuj fir
=0 in — 8u,u, — 8u,u, tibergeht. Diese Form bietet,
wie man sieht, nicht den reguliren Fall zur Bestimmung der



k=m

k=1

k=m
k=1

k=m

k=1
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negativen Quadrate dar. Permutiert man die Indizes 1, 2, 3, 4
in 1, 4, 3, 2, 8o bestimmt man nach der 8. 61 gegebenen
Regel die \Anzahl|der|negativen Quadrate fiur die Form
— 8u, w, — 8uyu, richtig gleich 2; folglich ist N, = 2. Es
witd N_; — N, =0, N, — N, =1 entsprechend der Tat-
sache, daB z* =1 zwischen —} und O keine, zwischen O
und 2 eine reelle Wurzel hat.

Gehen wir zu der allgemeineren quadratischen Form A
(8. 53) mit Koeffizienten:

k=m

rs =g (& — ex)? - @log) " pleg)

zurtick und betrachten fiir sie 4, ; =

k=m k=m

k=1 k=1

k=m k=m
D@ — ap)? - (o), g (E—ep)?-plex, ... g (z — ox)? - @(og)
k—_:m k—:m

D @) plog)™ 4, Dm—ap)8-plar)™y ey D (m—0tp)9- o)™

k=1 k=1
(j=0,1,2 ..., m—1).

Die Determinante Am_j wird erhalten, indem man die Ele-
mente der zwei Matrizes mit m — j Zeilen und m Kolonnen:

1 1 Ce 1
@(a,) @ (o) ¢ (o)
P(e,) () ¢ (em)?
@e)" T @la)" I L pa)™ T
und
(x - al)q (x - a,)q te (x - am)q
@—a)ple,) ([@—o)pla) ...(@— cp)?p(en)
Tople) (@&—a)lp(ay) ...(@— am)? @lapm)

(@=0,)9 ()" (=)0 Pty P ... (gt et

Dle — o), Dlle—ar)l-@lag), -y D [@—0p)? lag)™ i~

IN -Ji

2

A
|
|
'!
|
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zeilenweise komponiert. Nach einem bekannten Determinanten-
satz (vgl. Ostwelds Klassiker, Nr. 77, 8. 40) wird das zu
untersuchende A4,, ., gleich einer Summe von Determinanten-
produkten’,’ 'die’ - dadurch -gebildet werden, daf man aus den
zwei Matrizes alle Determinanten mit m — j Zeilen und m —j
Kolonnen bildet und immer zwei entsprechende miteinander
multipliziert. Die Determinanten der zweiten Matrix unter-
scheiden sich von denjenigen der ersten nur um Faktoren der
Form:

(@ — e )& — o). . (& — e, )%
daher wird:
dpj=@— ) & —a) ... (=— Wk ;)8 X
1 1 e 1 2
p(ag,) P (ag,) c. rp(akm_j) '
)¢ (ox,)? (o, s pleg, ) ;
Plag )" pla )P  p(ag,

die Summe ist zu bilden, indem man fir &, k,, ..., ky_;
auf alle moglichen Arten m — j verschiedene der Zahlen 1, 2,
<4.., m setzt. Es ist:

1 1 e 1
o (o) ¢ (ay,) cee plog, )
¢ (ax,)? P (ag) coe (o, ) =

) (dkl)m—j" (p(a’kz)"‘—j—q . (p(ak'm_j)m—j—a
= d{(p(ak,)7 ‘p(ak,)) SREET) ‘P(C‘Icm_j)}v

() — 1 —_—
wobei 4 das aus den ‘=Y ) (72n =1 Faktoren bestehende

Differenzenprodukt der m —j GroBen (), ¢(ag), ---,
‘P(“km_j) bedeutet. Fiir die untersuchte Form # wird folglich:

Ay =

r—J

Do - @—ap ) m—ay, ) A{por), plory), - Plon, ) g

)
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Fir ¢ = — 1 sind diese Formeln von Hermite (Compt. rend.,
36, 294) gegeben worden, aber auch sie sind wie die
Joachimsthalschen | Funktionennur im allgemeinen zur Be-
stimmung der reellen Wurzeln von ¥ (z) = O zwischen den
Grenzen 4 und B verwendbar. Setzt man noch ¢(x) ==,
80 wird: :

—y ['d{ak., ak%, . ooy (ka_j}}i
-~ —ag )@ —ay)... @—ag, ;)

Adpj=

dies sind die Sylvesterschen Funktionen i'i’:—’ﬁv—m—" (vgl. 8.44

und 8. 46), die auch das Problem nur im allgemeinen ldsen.

Historisch ist noch zu bemerken, daf die Adjunktion einer
reellen quadratischen Form und die Verwendung des Trigheits-
gesetzes zur Losung der von Sturm stammenden Problem-
stellung Jacobi bereits vor Verdffentlichung der Hermsiteschen
und Sylvesterschen Arbeiten bekannt waren. Wie Borchardt
berichtet (Crelles Journ. 53, 8. 281), stellte Jacobi seine
Untersuchungen zum Beweise des noch zu erwihnenden Bor-
chardischen Satzes an. Zu diesem Zwecke bildete er sich die
reelle quadratische Form:

k=m
9, 22(“4 + opu, + atug + - A o™ T )’
k=1

Diese quadratische Form geht aus g (8. 46) hervor, indem man
q=0 setzt und ;(x) =o'""' wihlt. Das auf 8. 48 und 49
angewandte Beweisverfahren lehrt, dal, wenn V=0 m, Paare
imaginirer Wurzeln hat, so besitzt g, bei einer Transformation in
eine Summe von Quadraten reeller, linear unabhingiger, linearer,
homogener Funktionen 72, Quadrate mit negativen Vorzeichen.

r=m s=m
9, kann in der Form geschrieben werden: D' DTS, o, u, u;,
k=m r=1 s=1

wobei S; =2 a;’ ist. Liegt der regulire Fall vor, so wird
) k=1 r=m s=m

fir die reelle quadratische Form 22 Spes—qg Uy us die

r=1 s=1

Anzahl 1, negativer Quadrate bestimmt durch die Vorzeichen-
wechsel der Reihe von Determinanten:
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S, S, . St S, S, coo Sy,
S, S, ... 8y S, S, R -
. y . ’ )
St Sm ++- Sem—sg Sm—s Sm-v -+ Sam—s

S, S, S, s, 8,

8, 8, 8, ) , 1.

S S 0
S, 8 8, b

Der Borchardtsche 8atz (Journ. de math. 12 [1847], 58),
den sich Jacobi auf diese Weise bewies, lantet: Die Gleichung
V = 0 hat soviel Paare imaginiirer Wurzeln wie die obige
Reihe Vorzeichenwechsel besitzt. Das Borchardische Theorem
ist sicher richtig, wenn in der obigen GrdoBenreihe die Nullen
nur isoliert auftreten. Dafl es aber auch versagen kann, lehrt
die Gleichung z°® = 1. Fiir sie hat man nach dem Borchardt-
schen BSatze die Grofenreihe: 3125, 0, 0, 0, 4 5, 1 zu be-
trachten. Um die richtige Zahl 2 fir die Paare imagindrer
Wuwrzeln von 2° = 1 zu finden, ist die #®* = 1 entsprechende
quadratische Form g, = 5u? 4 10u,u, 4 10u %, zu unter-
suchen, die sich von der 8. 52 behandelten nur um den un-
wesentlichen positiven Faktor 5 unterscheidet.

Betrachten wir noch die reelle quadratische Form &,:

k=m .
2 (@ — ag)? - (4, + axuy + ap’us + - - -+ " uy)t,

k=1

die durch Spezialisierung aus % (8. 53) hervorgeht. Die ge-
gebene Gleichung V=0 mit reellen Koeffizienten mdoge lauten:
ayz™ 4+ 2™~ 4+ .- - 4 ay,_ 2+ a,=0. Es seien
ty tyy +-+y tp, m reelle Variable; wir setzen dann (Hermits,
Compt. rend. 46, 1858, 961):

=0t f Aty - agly A - + Gy itm,
Uy = Gly +ayty + - -0 00 + st
Uy = ayly + ajty + - - - - Qpy_yby,
Up—y= Glp—y + @y,
Uy == ayty, -

Durch diese lineare, homogene, reelle Transformation, deren
Determinante @ ist, also nicht verschwindet, geht die Form
k, in eine neue reelle quadratische Form H, iiber, die lautet:
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k=m

Z(mﬂak)q . [ao 8+ (ay + agag)ty + (a4 + opa, 4 ola,)t, +
k=1 .
o (a4 o ap) g Ay - “km_‘”’o)‘m]'-

Infolge des Trigheitsgesetzes wird die neue reelle quadratische
Form H,, wenn man in ihr £ = 4 und z = B setzt, ebenso
wie die urspriingliche Form 4, zur Bestimmung der Anzahl
der reellen Wurzeln von ¥V = 0 zwischen den Grenzen 4
und B geeignet sein.

Fir ¢g=—1 und ¢ =0 kann H, bequem berechnet werden.
Zu dem Zweck verstehen wir unter £ und 1{ zun#chst will-

Vin

YO ng

ktirliche Parameter und bilden —ar DaV(a;)=0
ist, so wird:
Ve _ VE)—TView _
§—ay §— oy
_ §m__ak §m—|_akm—4 ?_akt
=a, E_ +a, E—ap +-tam, E—ay +m_y

== q,§m! + (ayop—+a,)E™ "+ (@ 05+ a0+ a,) EM 3 4 -
T+ (o ™™ 4 @, ™ A e Gy g0 - apy_g)E
+ (@™ T - a0 " T a0 T - Oy Ot Gy ) 87

V(&)
—>— nach Potenzen von & fir §™~* die

k
Variable ¢,, fiir §7~* die Variable ¢#,, usw. fiir § die Variable ¢,,_,
und fir £° die Variable #,, zu setzen ist, so ist der Ausdruck,
der bei der Bildung der Summanden von H, zu quadrieren ist,

Li)- Analog fithren wir symbolisch ——— — )
—Ck .
ein und verstehen darunter den Ausdruck, den man erhilt,
V(n)
Y

der Entwicklung fir ™! die Variable ¢, fir »™~* die
Variable #,, usw. fir » die Variable ¢, _, und fir »° die

Variable 7, setzt. Die symbolischen 45 und 4L
§—a  n—oy

Versteht man das gefundene

der Entwicklung von §V(§)

symbolisch, daf nimlich in

das symbolische

wenn man nach Potenzen von 7 entwickelt und nach

sind also
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k=m
14
identisch. H, kann dann symbolisch E' a)? —g—(?— qV—('Zx)—
— Y% k

geschneben werden; -'diese Schrelbwelse bedeutet dafl man
die in bezug auf _]ede der zwei Variablen § und n ganze
rationale Funktion vom Grade m — 1 nach Potenzen §'17
entwickeln soll und dann fir &pk (=0, 1, 2, ..., m—1;
k=0,1,2,..., m—1) b, ity j 2zu setzen hat. Auf
diose Weiso erhalt man die quadratische Form H,.

Fir g=1 wird der symbolische Ausdruck, der H, ergibt:

& TE Vi f—o _ n—o
& iy o= P

= S—op oy n—ay
Bedeutet V' (x) die erste Abgeleitete von V(x), so wird:

k=m \ k=m
= S =1 T 0%
Unter der Annahme ¢=1 lautet daher der symbolische Ausdruck
filr H,:
Vig -V'(E)-(E—a)— V(& -V'(y)-(n—2)
§—1
In dieser Form treten nicht mehr die Wurzeln von V=0 auf,
und H, ist folglich fir ¢ =1 bequem zu berechnen. Wir
haben also den Satz: Ordnet man den symbolischen Ausdruck:
Vin) - V’(§) =)= V-V (n) (n—2)
§—n
nach Potenzen &'y* und fihrt ftir diese
t—itm—r 0=0,1,2,...,m—1;k=0,1,2, ..., m—1)
ein, so ist die Diﬁ'erenz der Anzahl negativer Quadrate, die
die entstehende reelle quadratische Form der m Variablen
t,y ty, ..., ty, bei einer reellen Transformation in eine Quadrat-
summe aufweist, wenn man die Form fir x =4 und =B
betrachtet, gleich der Zahl der Wurzeln der Gleichung V' =0
zwischen den Grenzen A4 und B. (Hermite, Crelles Journ. f.
d. r. u. ang. Math., 52 (1856}, 51).
Fiir ¢ = O erhilt man den symbolischen Ausdruck:
‘2- VE -V _ ’E V(g - V(n)[ 11 ]=
= E—ap)(p—ap) = §—n ly—ep S—o
V- V') — V-V
§ —_

= V'(n).
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Die reelle quadratische Form, die dem letzteren Ausdruck ent-
spricht, geht offenbar aus der Jacobischen reellen quadratischen
- Form g, (Vgl, 8. b[) durch-reelle,lineare Transformation her-
vor; daher sei sie mit (, bezeichnet. Die reelle quadratische
Form G, wird nach Sylvester (a. a. 0. 8. 511) als Bézoutiante
bezeichnet. Die symbolische Schreibweise filr die Bézoutiante
G, ist von Cayley (1821—1895) angegeben worden. Vgl
Sylvester, a. a. 0., 8. 517, sowie Hermite (Crelles Journ. f. d.
r. u. ang. Math., 2 (1856), 44, Cayley, ebenda, 53 (1857),
366, Borchardt, ebenda, 53 (1857), 367. Erinnert man sich
des ftir g, giiltigen Resultats, so folgt: Die Anzahl negativer
Quadrate, die die reelle quadratische Form G, die Bézoutiante,
bei einer reellen,  linearen, homogenen Transformation in eine
Summe linear unabhingiger Quadrate besitzt, ist gleich der
Anzahl von Paaren imaginirer Wurzeln von 7 = 0.

Wir fihren ein: V,(x) = mV(z) — «V'(x). Ist:

V(g) = ayz™ + a,2™"" 4 g, 2™~ ... 4 a4y, & + Gy,
so wird:
v, (x) = a, 2™ 4+ 2a,2™"* 4 34,23 + .
+ (m.— 1)a,_,x + ma,, .
V,(x) ist also die partielle Abgeleitete der bin#ren Form:
aoxm_i_a‘zm— ly + aixm—iyi + c e + am_qum_l + amym

-nach y, wenn nach der Differentiation ¥y = 1 gesetzt wird.
Infolge der Relation:

V@) =mV(z) —aV'(z)

V(e = (V.6 + 57" E),

wird:

1 ‘(
V('7)=E(Vl( + 77" (n)),

und der symbolische Ausdruck fir G, nimmt die Form an:

1LV(8 V') — Vi) - V'() ,

= I 14

= p— E 7.
In der nicht symbolischen Schreibweise ist V’ () - V'(y) gleich
[m“otc + (m — 1)at, + (m — 2)ayt, + - - - + am—ctm]2’

also ein volles Quadrat einer reellen, linearen, homogenen
Funktion von %, &, ..., ¢,.
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Vi(§)-V'(p) —V.(y) V'(§)
§—n ‘
wird als hochste Potenzen vom & und 7 die m — 2ten auf-
weisen, schreibt man daher
Vig)-V'(g) — Vi) -V'(§)
§—1
nicht symbolisch, so enthiilt es nmr die m — 1 Variablen #,,
ty, ... lyp. Fibrt man auf G, jetzt die folgende reelle,
lineare, homogene Substitution:
T, = ma,t, + (m—1)a,t; + (m— 2)agty + - - - + ap_, Iy

L=ty =1, .. =1y

aus, 8o geht G, in eine neue reelle quadratische Form iiber,
die symbolisch geschrieben werden kann:

1 (@) -V () —V.(n) - V'(E) +5§
m E—n m

und als transformierte Form dieselbe Anzahl negativer Quadrate
wie @, ergeben wird. 7, tritt in

A&V () —=Vi)-V'(§)
m §—1
tiberhaupt nicht auf. Folglich ergibt
1(VE -V )=V V()
m E—n
dieselbe Anzahl negativer Quadrate wie
1 V8-V =V -V
m E—1
Vi(§) -V () —Vi(n) - V'(§)
§—n

Hieraus folgt der Satz von Sylvester (a. a. O. 8. 513): Die
Gleichung 7' =0 hat soviel Paare imaginirer Wurzeln wie die
reelle quadratische Form von m — 1 Variablen ¢, £, ..., #p,

1
+;b‘T|g

oder
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Vi(§)- V') —Vi(m)-V'(§

die symbolisch geschrieben ist,

bei einer Transformation)in (éine"Summe von Quadraten reeller,
linear unabhiingiger, linearer, homogener Formen negative
Quadrate besitzt. V, und V' bedeuten die partiellen Differential-
quotienten des al§ biniren Form gedachten V. Die angegebene
reelle quadratische Form der m — 1 Variablen wird als Bézou-
tiante von ¥V, und V' bezeichnet; Sylvester mennt sie die
Bézoutoide. Den Zusammenhang zwischen dem Jacobischen
g, und seiner Bézoutoide hat Sylvester nicht gekannt. Wih-
rend er auf die Form g erst durch Hermites Mitteilungen ge-
filhrt wurde, ist er auf G, und seine Bézoutoide hiervon ganz
unabhiingig gekommen. ' _

Eine eingehende historische Wiirdigung der an den Sturm-
schen Satz ankntipfenden Literatur gibt Noether in der Bio-
graphie von Sylvester, Math. Ann:, 50, (1898), 139, Dar-
stellungen findet man in Nellos Vorlesungen iiber Algebra,
(1896), Bd. 1, 238—271, H. Webers Algebra, Bd. 1 (2. Aufl.
1898), 301—340, und in Hattendorffs Monographie »die Sturm-
schen Funktionen« (2. Aufl. 1874).



Anmerkungen zum Text.

1) Zu S. 8. Lagranges (1736—1813) Methode ist zu finden
in seinen Oeuvres, 8, 8. 24 ff. und 8.140 fff Nach La-
granges eigener Angabe (a. a. O. 8. 143) gebtihrt jedoch dem
englischen Mathematiker Waring (1736—1798), der zu dem
gleichen Zwecke in seinen Miscellanea analytica (1762) die
Gleichung fir die reziproken Werte der Wurzeldifferenzen der
urspriinglichen Gleichung aufstellte, die Prioritit fiir diese
Untersuchungen. Zur Zeit der ersten Verdffentlichung (1769)
waren Lagrange Warings Untersuchungen noch unbekannt.
Eine Vereinfachung der Lagrangeschen Methode, die darin be-
steht, daf man ohne Untersuchung einer Hilfsgleichung eine
positive GroBe findet, die kleiner ist als der absolute Betrag
der kleinsten Differenz irgend zweier reeller Wurzeln der vor-
gelegten Gleichung, ist von Cauchy (1789 —1857) in seiner
Analyse algébrique (1821), Note III, angegeben worden. Oeuvres
de Cauchy, 1le sér., t. III, 396 ff.

2) Zu S. 4. Der von Fourier in seiner Analyse des équa-
tions déterminées hergeleitete Fundamentalsatz (deutsche Aus-
gabe Nr. 127 der Ostwaldschen Klassiker, 8. 92 ff.) lautet:
Ist V(z) = O eine Gleichung mten Grades mit reellen Koeffi-
zienten, und bedeuten V'(x), V"(x), ..., V(™ (z) die Abge-
leiteten von V(x), so ist die Anzahl der reellen Wurzeln von
V(r) = O zwischen zwei reellen Zahlen 4 und B (4 < B),
die nicht Wurzeln von V(x) = O sind, hochstens gleich der
Differenz der Vorzeichenwechsel der zwei Reihen:

vid), V'(4), V'(4), ..., V((4),
V(B), V'(B), V"(B), ..., V"™ (B)

oder unterscheidet sich von dieser stets positiven Zahl Zy — Zp
um eine gerade Zahl. Jede Wurzel ist dabei nach dem Grade
ihrer Vielfachheit zu zihlen. Fiir 4 = 0 und B = oo folgt



