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PREFACE.

Cette nouvelle édition de notre Cours d’Analyse différe
beaucoup de la précédente. Nous laisserons de cété les mo-
difications secondaires, pour indiquer bri¢vement les prin-

cipaux changements introduits :

Les éléves entrant 2 I'Ecole Polytechnique étant déja fami-
liers avec les fonctions élémentaires, nous avions supposé
celles-ci connues d’avance. Cependant leur étude suppose
des notions de Calcul infinitésimal; nous avons donc jugé a

propos de leur donner une place dans cette seconde édition.

Cette étude ne peut d'ailleurs se faire d’'une maniére com-
pléte que par I'introduction des imaginaires; d’otu la nécessité
de définir les fonctions de variables complexes, leurs bran-

ches, leurs points critiques, etc.

Bien que le présent Volume ait pour objet principal le
Calcul différentiel, nous avons, suivant l'exemple d’autres
Auteurs, placé dés le début la définition et les propriétés
fondamentales des intégrales définies, simples ou multiples,
lorsqu’on peut les considérer comme limites de sommes. De
cette facon, les notions fondamentales du- Calcul infinité-
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simal se trouvent a peu prés toutes réunies dans les trois

premiers Chapitres de ce Volume.

Dans la précédente édition, ol nous tenions a conserver
toute la simplicité possible, nous avions glissé un peu rapi-
dement sur ces premiers principes, (ui ont été récemment
I'objet d’études approfondies de la part des géométres les
plus éminents. Notre but actuel est un peu différent : nous
les exposons avec toute la précision et la généralité que nous
avons pu, ddt-il en résulter quelque complication.

Certains points présentent encore quelque obscurité.
Pour en citer un exemple, nous n’avons pu arriver a définir
d’une maniére satisfaisante I'aire d’une surface gauche, que
dans le cas ou la surface a un plan tangent, variant suivant

une loi continue.

Enfin nous avons complétement remanié le dernier Cha-
pitre, sur les courbes planes algébriques, pour y introduire
les résultats principaux des recherches de MM. Cremona,

Halphen et Nither.
C. Jorpan.
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COURS

D’ANALYSE

L’ECOLE POLYTECHNIQUE.

PREMIERE PARTIE.

CALCUL DIFFERENTIEL.

CHAPITRE 1.
VARIABLES REELLES.

I. — Limites.

1. L’objet primitif de I'’Arithmétique est I'étude des
nombres entiers.

Pour pouvoir exécuter, dans tous les cas, la résolution
des équations du premier degré, on a di étendre cette pre-
miére conception, par l'introduction des nombres négatifs et
des nombres fractionnaires. On obtient ainsi 'ensemble des
nombres rationnels. )

La résolution des équations de degré > exige de nou-
velles généralisations. Les principes sur lesquels elles repo-
sent sont intimement liés & ceux du Calcul infinitésimal, et
nous devons les exposer briévement.

J.—1L '
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2. Nomsres IRRATIONNELs. — Soient A et B deux sys-
témes de nombres rationnels jouissant des propriétés sui-
vantes :

1° Tout nombre de B est plus grand que tout nombre
de A; . .

2° On peut toujours déterminer dans A et B respective-
ment deuzx nombres a et b, tels que 'on ait

b—a<e,

quel que soit le nombre positif ¢, donné a priori.

Ces hypothéses admises, les nombres (rationnels) pour-
ront se réparlir en trois classes :

La premiére % contiendra tous les nombres inférieurs a
quelqu’un des nombres de A; la seconde v tous les nombres
supérieurs a quelque nombre de B; la troisiéme £, ceux qui
ne sont ni inférieurs 4 un nombre A, ni supérieurs 2 un
nombre B.

Il est impossible que cette classe & contienne deux nom-
bres différents ¢ et ¢ <<c. On aurait, cn effet, quel que fau
le choix de a el de b,

= Al = AP = o
aZc, b3ec, d’ou b—aZc—¢,

résullat contraire a notre seconde hypothése.

Elle peut contenir un nombre unique c (ce cas se présen-
tera, par exemple, si I'on prend pour A 'ensemble des nom-
bres < ¢, et pour B l'ensemble des nombres > c).

Mais il peut arriver aussi qu’elle n'en contienne aucun (on
sait qu'il en sera ainsi si 'on prend pour A la suite des ré-
duites de rang impair, pour B celle des réduites de rang
pair d'une fraction continue illimitée).

Nous ferons disparaitre cette distinction, en disant que,
dans le second cas, il existe encore un nombre ¢ plus grand
que tous les & et plus petit que tous les ¥b, mais que ce
nombre est irrationnel.

L’ensemble des nombres ainsi obtenus, tant rationnels
qu'irrationnels, constitue le systéme des nombres réels.
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Chacun de ces nombres est défini, comme on le voit, par
la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits
que lui, et de ceux qui sonl, au contraire, plus grands que
ui.

3. Si un nombre rationnel r est plus petit (plus grand)
qu'un nombre réel c, il est clair, d’aprés nos définitions, que
tout npmbre rationnel 7 plus petit (plus grand) que 7 sera
a fortiori plus petit (plus grand) que c.

Mais on peut démontrer qu’il existe, en outre, une infi-
nité de nombres rationnels compris dans ’intervalle de r
ac. ‘

En effel, si ¢ est rationnel, tous les nombres r—+ m(c —r),
ol m est une fraction quelconque comprise entre o et 1, sa-
tisfont a cette condition. .

Si ¢ est irrationnel, supposons, pour fixer les idées, ¢ > r.
Soient A, B les deux systémes de nombres rationnels qui dé-
terminent c¢. Tout nombre rationnel appartient, par hypo-
thése, 3 'une des deux classes L et Wb, définies comme ci-
dessus. .

Le nombre r < ¢ appartient a la classe L. Il est donc
moiadre qu'un nombre ¢ du syst¢éme A. Ce nombre a étant
plus petit que tous les B n’appartient pas a la classe W : c’est
donc un nombre . Donc il est moindre qu’un autre nombre
a, du syst¢tme A. Continuant ainsi, on obtiendra upe suite
infinie de nombres rationnels croissants r, a, a,, ..., et tous
<ec.

On dira qu’un nombre réel ¢ est plus grand qu’un autre
nombre réel ¢/, s’il existe un nombre rationnel » qui soit <¢
et > ¢. Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre
infini, compris entre ¢ et r, ou entrc 7 et ¢, jouiront de la
méme propriété.

Il est clair que, si ¢ > ¢’ et ¢'>¢", on aura ¢ >> ¢'.

Enfin, entre deux nombres rationnels quelconques r et
r ¢, il existe nécessairement un nombre irrationnel (e,
par suite, une infinité).
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Soit, en effet, ¢ un nombre irrationnel défini par les deux
systémes de nombres rationnels A et B. On peut déterminer
dans ces syst¢tmes deux nombres a et b, dont la différence
soit <C ¢, et comprenant entre eux le nombre c.

Soient A, B, les deux systtmes obtenus en ajoutant la
constante 7 — a a tous les nombres de A et de B. Il est évi-
dent que ces nouveaux systémes ont les qualités requises
pour définir un nouveau nombre irrationnel, compris.entre »
et r—4e.

Un nombre réel ¢ sera dit positif, s'il est > o (anquel cas
il scra encore supérieur & une infinité de nombres rationnels
positifs); négatif, s'il est < o.

Les inégalités

b—a>o, b—a<e
pouvant s’écrire ainsi
(=a)—(—=b)y>o0, (—a)—(—b) <y

on voit qu’a tout nombre véel ¢, défini par le systéme des
nombres a et celui des nombres b, correspond un autre
nombre de signe opposé, défini par le sysiéme des nombres
— b et celui des nombres — «. Nous désignerons ce nombre
par — ¢. On aura, d’aprés cette définition,

—(—c¢)=c.

4. 1l nous reste a généraliser la définition des opérations
de I’Arithmétique, pour les rendre applicables a tout nombre
réel.

Soient ¢, ¢’ deux semblables nombres, définis respective-
ment par les systémes A, B; A/, B'. Soient «a, b; @', ' des
nombres pris respectivement dans ces systémes, on aura

b+0>a+ad.

Mais, d’autre part; on pourra choisir a, 0, o', V' de telle
sorte qu’on ait

. :
b—a<<- V—a'< =;
2 2
d’od
b+ b —(a+a')<ce.
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Le syst¢tme des nombres a+ «' et celui des nombres
b + b’ définiront donc un nombre réel, que nous appellerons
c+c.

De méme, le systtme des nombres b — a' et celui des
nombres @ — 0’ définiront un nombre, que nous appelle-
roons ¢ — ¢'.

On a évidemment, d’aprés cette définition, .

c+c'=c¢-+¢, c—c=cH+(—¢').

La soustraction est d’ailleurs 'opération inverse de addi-
tion, de telle sorte que le nombre (¢ —¢') + ¢'=¢, n'est
autre que c. Pour le montrer, nous prouverons que toul
nombre rationnel > ¢ est > ¢, et réciproquement.

Les nombres > ¢ sont ceux qui sont plus grands que I'un
des nombres b, les nombres >> ¢ ceux qui sont plus grands
que I'un des nombres b — o'+ V.

Or, tout nombre o > b — «'<+- V' est « fortiori > b, car
O>d.

D’autre part, si «£>c¢, on pourra délerminer entre z
et ¢ une infinité de nombres rationnels encore > ¢. Soit
x —e¢=01un d’eux; on aura

si 'on choisit «’ et &' de telle sorte (ue 6'— o' s0it <Zz.

3. Pour définir la multiplication et la division, nous sup-
poserons d’abord ¢ et ¢ positifs.

Soient 2, o' des nombres fixes choisis d'avance arbitrai-
rement parmi les nombres positifs contenus dans les systémes
A, A’; B, B’ des nombres fixes (nécessairement positifs) choi-
sis d’avance dans les systémes B, B'; a, b, @', b’ des nombres
positifs & choisir dans ces mémes systémnes; on aura tou-
jours

bV’ > aa’, 7:—, > .
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Mais on peut choisir ces nombres de telle sorte que I'on
ait
b-—a-<s, V— a'< 3,

o étant une quantité & déterminer ultérieurement.

Il est d’ailleurs permis de supposer, en outre, que a et b
sont contenus dans I'intervalle de 2 a 3, @' et 4’ dans I'inter-
valle de o’ 4 3'. En effet, a, par exemple, est sirement << B.
S'il est < a, on aura b — 2 << b — a < 6. On pourrait donc
substituer « & @, tout en maintenant I'inégalité demandée.

Cela posé, on aura

bV —ar < (a+38)(a'+3)— aa'
<(a+a')d+ 3 < (§+B)3+3

_— —

b a_l)b’—aa’<(_3+’,3’)8+8’
a v al a't

Si donc on détermine ¢ de maniére a satisfaire a la fois aux
inégalités ’
. a'te

s<<t, 3 °<m,

SEra
on aura
bb'— aa'-< (3+B'+1)d <5,
b  a (834 f'+1)8
a b ¢

Le systéme des nombres ac/, joint & celui des nombres b¥/,
et le systéme des nombres ??" joint a celui des nombres ai’"
définissent donc deux nombres réels, que nous désignerons
respectivementl par cc’ et g

La division ainsi définie est 'inverse de la multiplication.
Pour I'établir, il faut prouver I'identité des deux nombres

c .
gc’z ¢, et ¢, en montrant que les nombres rationnels su-

périeurs a I'un le sont a I'autre, et réciproquement.
Soit z un nombre > ¢,. Il sera, par définition, plus grand
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qu’un des nombres ae,b’, et, a fortiori, plus grand que le
nombre b; il sera donc > c.

Réciproquement, si £ > ¢, il existera un autre nombre
rationnel £ — ¢ encore plus grand que c, c'est-a-dire plus
grand qu’un nombre 4. Or on peut déterminer, quel que
soit 8, @’ et &', de telle sorte que I'on ait ¥'<< a’+ ¢, d’ou

i’b’<b+—- <b+“lo

.

.. .. . 2'e b
Si 'on choisit ¢ moindre que —, on aura > o b'. Done

B
L >cy.

Pour étendre la définition de la mulnpllcatlon et de la di-
vision au cas ou I'un des facteurs, ou tous les deux, sont né-
gatifs, on appliquera la régle des signes. Enfin on admet
qu’un produit est nul, si I'un des facteurs est nul.

On voit, sans aucune difficulté, que les opérations ainsi
généralisées, appliquées & des nombres rationnels, donnent
les mémes résultats que les opérations ordinaires, et que les
régles du calcul algébrique subsistent sans aucun change-
ment.

6. On nomme valeur absolue ou module d'un nombre
réel ¢ ce nombre lui-méme, s’il est positif, le nombre —¢, si¢
est négatif. Ce module sc désigne souvent par lanotation |c|.

On a évidemment

la]1b]=ab],
la]—1b]—lc|Zja®bxc| 2 a]+|bl+]|cl.

7. Soient A, B deux systémes de nombres réels tels :
1° que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A;
2° qu'on puisse toujours déterminer dans A et B deux
nombres a et b tels que b—a soit <<e. Il existera un
nombre réel unique ¢ tel que I'on ait constamment

b3c3a.

Soient, en effet, A’ le syst¢tme des nombres rationnels
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inféricurs’d' I"un' au moins des nombres A; B’ le systéme
des nombres rationnels supérieurs a2 I'un au moins des
nombres B. Les nombres B’ seront plus grands que les
nombres A'.

D’autre part, déterminons dans A et B deux nombres «

€ .
et btels que b —a < 3" On peut déterminer dcux nombres

. P . €
rationnels comprenant « et dont la différence soit << 3 le

plus petit @' de ces deux nombres appartient & A, et I'on a
a--a'<s
3

On peut de méme déterminer dans B’ un nombre &' tel que

. € P
U — b soit < 3" On aura, par suite,
V'—a' <e.

Les systémes A’, B’ élant formés de nombres rationnels
déterminent un nombre réel ¢ plus grand que tous les o’ et
moindre que les §'. Ce nombre satisfait aux conditions re-
quises. En effet, s'il était moindre qu’un nombre a de A, il
exislerait entre @ ct ¢ des nombres rationnels a’ plus grands
(Jue ¢, contrairement a la définition de c. S'il était plus grand
qu’un nombre 4 de B, on arriverait A une contradiction ana-
logue.

On voit d'ailleurs, comme au n® 2, que le nombre ¢ est
unique de son espéce.

8. Lintes. — Soit x une quantité variable, i laquelle on
dounne successivement une suite illimitée de valeurs zy, ....
Lay -+ - On dit que la suite xy, ..., Zg, ..., ou, d’'une ma-
ni¢re plus abrégée, la variable & tend ou converge vers la
limite c si, pour toule valeur de la quantité positive ¢, on

_peut assigner un enlier v, tel que 'on ait

|xp—c|<e

pour toutes les valeurs de 2 supérieures a v.
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La variable = ne peut tendre a la fois vers deux limites
différentes ¢ et ¢'; car on a

C’—C:(.I',,—C)——(.l‘,,—("),
d’ou
je¢'—c|Zlap—el4+|ap—c'].
Donc, quel que soit 2, 'un au moins des deux modules
|opn—cl, |xa—c'| »

sera au moins égal a 3| c'—c|.

Il importe de transformer la définition précédente, de ma-
niére a pouvoir prouver l’existence d'une limite, lors méme
qu’on ne serait pas en mesure de la déterminer.

9. Tutonime. — Pour que lasuite x,, ..., ry, ... tende
vers une limite, il faut et il suffit qu’on puisse trouver une
suite €, ..., &4, ... de nombres positifs non croissants,
ayant pour limite zéro, et tels que U'on ait, pour toutes
les valeurs des entiers n et p,

| £r— Tpsp| << Eu-

1° Supposons, en cffet, que la suite &y, ..., Ly ...
tende vers une limite ¢. Soient ¢y, ..., Cu, ... une suite de
nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite. On
pourra, par hypothése, délerminer pour chaque valeur de m
un entier v, tel que I'on ait constamment, dés que n est
> Ym,

le,—c|<<le,

et, par suile,

I-Trn—-z'/x+p| z I'l'la_cl+ I‘rno-p_cl b S
Si nZv,, mais n + p > v,, on aura d’'autre parl
| Zn—Znap| Z|Ta— €|+ | Tasp—c| e+ 13,

e désignant la plus grande des quantités |z, —c|, ....
lx‘ﬁ—cl'
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Enfin, si n et n 4+ p ne sont ni I'un ni autre >v,, on
aura
[ Zn— Zusp| Z | Zn— | +|2nsp—c|<2e.
Définissons maintenant une suite de quantités positives
€4y +-+y Sy - .- par les relations

Ea=2€+ 8, sion vy,
~ . =
e’n — %, SV <R Yypiqe

On aura constamment
| Zn— Lnsp | < -

D’ailleurs les quantités ¢, forment une suite non croissante,
et ¢, tend vers zéro quand n tend vers . Car on peut prendre
m de telle sorte que 6,, soit moindre qu’une quantité quel-
conque ¢, et il suffira de prendre ensuite n > v, pour étre
str d’avoir

~
Z Oy < e.

€a

2* Réciproquement, supposons qu’on ait pu déterminer
une suite €y, ..., &, ... de nombres positifs ayant pour
limite zéro, et tels que I'on ait, au moins pour les valeurs de
n qui surpassent un nombre fixe m,

(1) I Ln— Lpsp | <Tus

et proposons-nous de démontrer que la suite zy, ..., Zp, ...
tend vers une limite.
Désignons par ay la plus grande des quantités

Lm+1"" Em+1y  «+-y Ly &;
par b, la plus petite des quantités

T+ Emery -y Lyt gy,
on aura évidemment

a, 5 ay, by 2 by, si v > p.
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D’autre part, I'inégalité (1) peut s’écrire
— < Tp— Tpep<< &y
d’ou
Lp— < Tnyp< Lp+ Ep-

Supposons nZv et changeons dans cette équation p en
p +v— n; elle devient

Lpy— sn<-‘1"n-p<'1:n"' Sy

et comme elle a lieu pour les valeurs n=m +1, ..., v, on
en déduit
Ay < Lypp << b,.

Plus généralement, p et v étant deux entiers positifs quel-
conques > m, et A le plus grand des deux, on aura, par la
combinaison des inégalités ci-dessus,

ay z < b < b,.
Donc, tout nombre b est plus grand que tout nombre a.
Mais on a d’autre part
by—a, Z (ry+3) — (vy—¢) < 2¢,,

quantité qui peut étre rendue <C ¢ en prenant v assez grand.

Donc les deux syst¢mes de nombres a et b déterminent
un nombre ¢. Ce nombre et le nombre z,,, étant tous deux
compris entre a, et by, on aura

|~tv+p_ CI <,

ce qui est précisément la condition pour que les quantités .
convergent vers c.

10. CoroLratre. — S¢ les quantités x, sont telles que
Uon ait toujours

Lyt S Tay

elles tendront vers une limite c ou croltront de maniére
a surpasser finalement toute grandeur donnée E.

En effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur
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de la quantité positive 8, on puisse déterminer un entier v tel
que l'on ait constamment

Lypp— Iy < 3,
quel que soit p.
Donnons a ¢ une suite de valeurs ¢,, 8., ... convergeant
vers zéro; soient v, va, ... les valeurs correspondantes de v.
Soil, d’autre part, n un nombre S v4 mais <C vx,y. On aura

I Ta— Lprp | TIEpp— Ln X Lurp— Ty
et si 'on pose n -+ p = v+ q,
o
|‘tn"‘ Lytp | < Typpq— Ly < Gk

Si donc on définit les quantités ¢, , ..., €, ... par la con-
dition
€, = Oy quand n = v < vge,
on aara ’
| & — Lpip | <z

Les quantités e,, ainsi définies, convergeant vers zéro, les
(uantités z, tendront vers une limite.

Supposons, au contraire, qu'il existe une quantité ¢ pour
laquelle il soit impossible de déterminer une quantité v cor-
respondante. On pourra, quel que soit n, déterminer un
nombre n + p = n, tel que x, — x, soit plus grand que 3.
Nous pourrons donc déterminer une suite illimitée de
nombres 1, ny, nayy ..., ny, ... tels que I'on ait

- . . e
Ly, — Ty " G, Ly — Lg, > 0 AP
1 .
d’on
.
£y, > ry+ k.

Cie nombre deviendra plus grand que le nombre donné E
. L. . E—.ur,
deés que & sera supérieur & ——-
]

11. S¢ lu variable « tend vers la limite ¢, — x tend
vers la limite — c.
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Celle proposilion est évidente; car on a
e —c|=|—x+c|.
Si donc on a pour n >v
[ ra—c|<e,
on aura en méme lemps
| —&a+c|<:.

12. S¢ la variable x tend vers une limite c différente

de séro, .zl tendra vers la limite %

Posons, en effet, z,—c =2§,; on aura

— E"
cic+£&,)

Ly €

% | |51
— -n - -n

= ’
lelle+5a] <lclGe]—1%])

quantité qui deviendra <z, dés que n sera devenu assez
grand pour qu’on ait

2
8] < —SL°_.

Si x tend vers la limite zéro, on pourra, quelle que soit la
quantité positive E, déterminer un nombre v tel qu'on ait,
pour toute valeur de n plus grande que v,

' , " .
|J,'"|<F; d’on 1-— > E.

Iy
I o . N
Donc - e tend vers aucune limite. Nous conviendrons tou-

tefois de dire qu'il tend vers x.

Si, en tendant vers %, x reste & partir d'un certain moment
constamment positif, on dira qu'il tend vers + . S'il reste
constamment négatif, il tendra vers — cc.

13. Soient x, y deux quantités variables simultané-
ment, et prenant respectivement les suites de valeurs z,,

pARIRET SRR 8¢ x, y lendent respectivement vers
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des limites finies ¢, d, x +y et zy tendront vers les
limites ¢+ d, cd.

Posons, en effet,

Va—d="p.

rp,—c=E,
On pourra, par définition, quelle que soit la quantité posi-
tive &, déterminer deux quantités v, et v, telles que l'on ait
18a | <8, sin>v,
[na] <8, si n>>vy,
et, par suite,
|Enl<a) |'f,,,|<8,‘ st n>yv,
v désignant la plus grande des quantités v, et v,.
Cela posé, on a
Ia’n"'yn— (C—I—d)l =|€n+"m| P lsnl + |"lnl<°6)
|Zpyn—cd|=]|cta+din+§amal
cllnal+d] 8]+ 5| |nal
<|c|8+|d|8+ 3

<

Les seconds membres de ces inégalités seront << e si 'on
détermine I'arbitraire ¢ de telle sorte qu’on ait cn méme
temps .

€
cl+[d]+1’

€
6<;, s <1, e <

Notre proposition est donc démontrée.

Si z tend vers oo, ¥ continuant a tendre vers unc limite
finic d, on pourra, dc méme, quelles que soient les arbi-
traires E' et 6, déterminer un nombre v tel que 'on ait

|za| > E, |yn—d| <3, si n>v,
d’ou

| Tatyu|=|Zn+ya—d+d|5 |z | —|ya—d|—]|d|

>E—3—|d|>E,

si I'on choisit E’ plus grand que E + ¢ +|d |. Donc, dans
ce cas, r + ¥ tendra vers oo.
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Le produit zy’ tendra aussi vers oo, si d n’est pas nul. En
effet, choisissant pour ¢ une quantité <<|d|, on aura

yv:=d+()’n_d)7
d’ott
l7al3|d|—3,
et enfin
|zayu| >E'(|d]|—38)>E,

si I'on choisit E' plus grand que m .

Si y tendait vers zéro, ¢en méme lemps que x vers oc, on
ne pourrait rien affirmer a priori. '

Supposons enfin que z et y tendent tous deux vers 0. On
ne pourra rien affirmer @ priori sur la somme r + y. Mais
le produit tendra évidemment vers co.

14. De la combinaison des résultats qui précédent, on
déduit immédiatement la proposition suivante :

Soit R(z, y, ...) une expression rationnelle quelconque
des variables x, y, .... Si ces variables tendent simulta-
nément vers les limites c, d. ..., R(x, y, ...) tendra vers
la limite R(c,d,...).

Ce théoréme est toutefois soumis A cette restriction que la
suite des opérations indiquées pour calculer R, connaissant
z, ¥, ..., puisse s’exécuter effectivement pour les valeurs
particuliéres r =¢, y =d, ....

Si donc parmi ces opérations figurent des divisions, il
faut que le diviseur ne soit pas nul.

15. L’Arithmétique et I'Algébre comportent quatre opéra-
tions fondamentales : addition, soustraction, multiplication
et division. On peut en concevoir une cinquiéme, consistant
a remplacer une quantité variable par sa limite. C’est I'intro-
duction de cette nouvelle opération qui caractérise le Calcul
infinitésimal.
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16. InFintmENT PETITS. — On donne le nom d'infiniment
petit a toute quantité variable qui tend vers zéro; celui d'in-
finiment grand a toute quanlité variable qui tend vers x.

L'inverse d’un infiniment petit sera donc un infiniment
grand, et réciproquement.

La suile des valeurs z,, ..., x,, ..., qu'on assigne succes-
sivement & un infiniment petit .z, doit avoir, par définition,
zéro pour limite; on peutne la soumettre 4 aucune autre res-
triction. Mais on peut aussi, si 'on veut, I'assujettir a d’au-
tres conditions : stipuler, par exemple, que ces quantités
scront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restrictions,
qui devront étre spécifiées dans chaque cas, on devra la con-
~ sidérer comme arbitraire.

-17. Deux infiniment petits r, y seront indépendants,
s'il n'existe aucune corvrélation obligatoire entre les valeurs
Lyy eeey Tuyovn €LYy ooty ¥y .. qu'on leur atiribue respec-
Livement.

Au contraire, s'ils sont liés de telle sorte que, x, étant
connu, on puisse en déduire 37, on dira que )’ est un infini-
ment petit dépendant de x. Cette dépendance sera, en
général, réciproque, de telle sorte que, 7, élant connu, x,
pourra s’en déduire.

Deux infiniment petits z, y élant ainsi liés, on dira qu’ils

. . Y
sont du méme ordre, si, lorsque x tend vers zéro, = a pour
limite une quantité constante c¢ différente de o; y sera
, , Y .. . .
d’ordre plus élevé que .r, si % & pour limite zéro; il sera
. . ¥
d’ordre moindre, si Z tend vers .

On peut, dans la plupart des cas, préciser cétte notion, en
mesurant par un nombre I'ordre de grandeur d’un infiniment
petit. On pourra dire, en effet, que y est d’ordre « par rap-

port & .r, si le rapport !; tend vers une limite finie et diffé-
£

rente de zéro, lorsque z lend vers zéro.
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D’aprés cette définition, une quantité y qui tend vers une
limite finie sera un infiniment petit d’ordre zéro; un infini-
ment grand y tel que yz* tende vers une limite finie et dif-
férente de zéro sera un infiniment petit d’ordre — a.

Dans toute question ou figurent plusieurs infiniment petits
Z,¥, 3, ... dépendant les uns des autres, on pourra choisir
arbitrairement I'un d’eux comme élalon de mesure. Cet in-
finiment petit principal, x, par exemple, élant considéré
comme ayant pour ordre de grandeur I'unité, y, 3, ... auront
des ordres de grandeur représentés respectivement par des
nombres ¢, 3, ....

Le méme procédé de comparaison serait applicable a des
infiniment grands.

18. Soient y un infiniment petit d'ordre «; A la limite

vers laquelle tend ._z}_; quand .r tend vers zéro. On aura
%:A+lz, d’on ry=Az*+hz?,

/ tendant vers zéro avec ..

Le premier terme Ax* se nomme la valeur principale
de y. Il représente cet infiniment pelit avec une erreur re-
lative qui décroit indéfiniment avec x.

Si I'on ne veut pas se contenter de cette premiére approxi-
mation, on aura a déterminer la valeur principale du reste.
Soit BB cette valeur principale; nous aurons une seconde

valeur
Yy=Arr+ B.»

approchée jusqu’a 'ordre 3. On chercherait de méme, s’il
était utile, la valeur principale du reste, et ainsi de suite.

La détermination des valeurs principales des infiniment
petits et leur développement en série suivant les puissances
de l'infiniment petit principal, qui en est la conséquence,
formeront en grande partie I'objet de la premiére Partie de
ce Cours.

J.—L 2
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La solution de ‘ce probléme fondamental fournit une mé-
thode d’approximation précieuse dans toutes les applications
des Mathématiques; mais 1a ne se borne pas son utilité : elle
permet d’obtenir des résultats d’une entiére rigueur, fondés
sur la proposition suivante.

19. Le rapport de deux infiniment petits du méme
ordre, y et 3, ayant respectivement pour valeurs princi-

pales Ax* et Bx®, a pour limite B
On a, en effet,

y=x*(A+nh), s—x*(B+4),

Ji et & tendanl vers zéro avec .x. Donc

lim= = lim ; — ;

Y A-+-h_ A
3 B+ B

(- '
II. — Ensembles. - O° - . ”’:G

12 !
N -

20. Soient r, y, ... des quantités variables; nous appel-
lerons point un systéme de valeurs simultanées a, b, .
donné a ces variables; écart de deux points p =(a, b. ...)
etp'=(d, l, ...)'expression

pr=la —al 4+t —bl ...

Si cet écart est nul, les deux points coincident, et récipro-

«uement.
On dira que le point p =(a, b, ...) est la limite d'une
suite de points

Pv=(ry Yy o), cey Po=(Tny Yny +-.), ceey

si I'écart pp, a pour limite zéro lorsque n croit indéfiniment,
ce qui revient a dire que .ry, ¥y, ... ont respeclivement pour
limites a, b, .



VARIABLES REELLES. 19

On nomme ensemble toute collection de points, en
nombre fini ou infini. Un ensemble aura autant de dimen-
sions qu'il figure de variables z, y, ... dans_la définition de
ses points.

On nomme point limite d’un ensemble E tout point qui
est la limite d’une suite de points de E. Le systéme de ces
points limites forme un nouvel ensemble E', qu'on appelle
le dérivé de E.

Considérons, par exemple, le cas d’une seule dimension.
D’aprés les définitions précédentes, I’ensemble des nombres
entiers n’a pas de point limite.

Celui des fractions 4, 1, %, ... a une seule limite z =o.

Celui des nombres rationnels >>a et < b a pour dérivé
I’ensemble des nombres réels Sa et Zb.

Ce dernier se confond avec son dérivé.

On voit par ces exemples qu’'un ensemble E peut contenir
des points qui n’appartiennent pas a son dérivé E, et réci-
proquement.

Si un point p = (a, b, ...) appartient a E sans appartenir
A E, on pourra, par définition, trouver une quantité ¢ telle
que tout autre point de E soit écarté de p de plus de . On
dit dans ce cas que p est un point isolé dans E.

21. Nous appellerons ensemble parfuait tout ensemble
qui conlient son dérivé.

Un ensemble E', dérivé d’un autre ensemble E, est né-
cessairement parfait.

Soit en effet = un point limite de E’. On pourra, par hy-
pothése, déterminer dans E' un point p’ tel que 'écart p'=

soit < Z- D’autre part, p' étant un point limite de E, on
pourra déterminer dans E un point p tel que I'écart pp’ soit

< ;- Cela posé, soit

p=(a b, ..., p=(a,t, ...), 1:.:(1, 8, ...%
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on aura
pr=|la—a |+ |b—B|+...
la—d|+]a'—a|+]|b—b|+]|b6/—B|+...
PP+ pm<e

Donc = est un point limite de E et appartient a E'.

22. Si I'ensemble E ne contient pas tous les points pos-
sibles, les points qui ne lui appartiennent pas forment un
ensemble complémentaire E,.

Soient respectivement E’, E| les ensembles dérivés de E,
E,. Tous les points de 'espace pourront étre répartis en trois
classes :

1° Ceux qui appartiennent a E, sans appartenir & E;.
Pour chacun d’cux p on pourra assigner une quantité e telle,
que tout point dont I'écart & p est < e n’appartient pas a4 E,,
et par suite appartient 3 E. Nous dirons que les points de
cetle classe sont intérieurs a E (et extérieurs a E,).

2° Ceux qui appartiennent 4 E,, sans appartenir a E'. Ces
points seront extérieurs & E et intérieurs a E,.

3° Enfin ccux qui appartiennent en méme temps & I'un
des ensembles E, E, et au dérivé de I'autre. Ces points con-
stituent la frontiére commune des deux ensembles E, E,.

Il existe toujours des points frontiéres. Soient en effet
p=(a,b,...)etm=(a, B, ...) deux points quelconques,
choisis respectivement dans K et dans E,, et soit n un entier
arbitraire. Considérons la série des points

' m m
[a + 2 (a—a), b+ DB—b), ]
ot m prend successivement les valeurs o, 1, ..., 2", Le pre-
mier point de cette suile est p et appartient a E; le dernier
est = et appartient a E,. Soit p, le dernicr des points de

celte suile qui appartienne a E, =, le suivant. On aura

Pn:[a“*‘tn(’—a): b+ tn(p—b), ...],
= [a+ u,(2 —a), b4+ u,(B—0), )
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t, et u, étant deux fractions comprises entre o et 1, ayant
. 1 . .

pour différence o et dont la premiére ne décroit jamais, et

la seconde ne croit jamais lorsqu’on fait croitre n.

Supposons d’abord qu’il n’existe aucune valeur de n au
dela de laquelle ¢, cesse définitivement de croitre ou «, de
décroitre. Les quantités ¢, et u, tendront vers une limite
commune §, et les points p,, ..., pa, ... d’une part, w,, ...,
Tn, ... d’autre part, auront pour limite le point

P=[a+08(z—a), b+0(B—10), ...].

Ce point appartiendra donc a la fois a E'et 4 E, et, comme
il appartient nécessairement 3 E ou 4 E,, ce sera un point
frontiére.

Supposons, au contraire, qu'a partir d’une valeur v de n,
£n, par exemple, cesse de croitre, et reste égal a ¢,; u, décroi-
tra et tendra vers ty; les points =,, %y, ... tendront donc
vers p,. Ce point appartiendra donc 4 E| et, comme il appar-
tient 4 E, c'est encore un point frontiére.

23. La frontiére F dont l’existence vient d’étre établie
constitue un ensemble parfait.

Soit en effet ¢ un point limite de F; F contiendra une
suite infinie de points ¢, ..., ¢4, ... convergeant vers q.

Si parmi eux il y en a une infinité appartenant 3 EetaE|,
leur point limile ¢ appartiendra 4 E' et 4 E{, dérivés de E
et de E|. Mais E, étant parfait, contient son dérivé. Donc ¢
appartient a la fois 3 E’ et 4 E|, et, comme il appartient né-
cessairement a E ou 4 E,, ce sera un point frontiére.

Si, parmi les points ¢,, ..., ¢n, ..., il n’en existe qu'un
nombre borné appartenant 4 E et a E}, les autres, en nombre
infini, appartiendront &3 E, et E/, et la conséquence sera l2
méme.

24. Quant aux points intérieurs ou extérieurs, leur exis-
tence n’est pas nécessaire. Il est évident, par exemple, que
si 'on prend pour E I'ensemble des nombres rationnels,
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pour E, celui des nombres irrationnels, il n’y aura aucun
point qui ne soit contenu dans la frontiére.

Les ensembles parfaits qui contiennent des pointls inté-
rieurs présentent un intérét particulier, et il convient de les
caractériser par un nom spécial. Nous les appellerons des
domaines.

235. Un ensemble E d'une seule dimension est dit borné
supérieurement (inférieurement), si tous les nombres qui
le composent sont inférieurs (supérieurs) a3 un nombre
fixe L.

Soient, dans ce cas, F ’ensemble des nombres plus grands
(plus petits) que tous ceux de E; F, son complémentaire. Il
cxiste un nombre frontiére M, lequel jouira de la double
propriété : 1° que E ne contient aucun nombre > M (<< M);
2° qu'il en contient qui sont > M — (<M +¢), quel que
soit le nombre positif .

Ce nombre M est, d’aprés cet énoncé, une des limites
de E; nous l'appellerons la limite supérieure ou le maxi-
mum (limite inférieure ou minimum) de E. Il peut, sui-
vant les cas, rester en dehors de I'ensemble E ou lui appar-
tenir. On dit, dans ce dernier cas, que E atteint son
maximum (son minimum). Cette circonstance se présentera
nécessairement si E est un ensemble parfait. :

Si plusieurs ensembles E,, E,, ... admettent respecti-
vement des maxima (ou minima) M,, M,, ..., il est clair
que I'ensemble E, résultant de leur réunion, aura pour maxi-
mum le plus grand (pour minimum le plus petit) des nom-
bres My, M,, ....

Si réciproquement on décompose un ensemble E admet-
tant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels E,,
E;, ..., ceux-ci admettront des maxima au plus égaux a M
(des minima au moins égaux a M).

26. lonsidérons plus généralement un ensemble E a un
nombre quelconque de dimensions.
Soient (a, b,...), ... ses points. Nous dirons qu’il est
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borné si I'ensemble de toutes les valeurs des modules |a|,
| 6], ... pour ses divers points admet un maximum p. Dans
ce cas, les nombres a, b, ... étant compris entre — 1. et
~+ @, forment un ensemble borné en dessus comme en des-
sous.

Réciproquement, si I'ensemble des nombres a, b, ... admet
un maximum M et un minimum m, ’ensemble E sera borné,.
car les modules |a|, |b], ... ne pourront surpasser le plus
grand des deux nombres | M|, | m|.

27. Tout ensemble borné qui contient une infinité de
points admet au moins un point limite.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s’agisse d’un en-
semble E 4 deux dimensions; soient (a, b), ... ses points.
Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les
nombres a et b sont compris.

Partageons l'intervalle M — m en n intervalles égaux.
Chacun des nombres «, & tombera dans I'un de ces inter-
valles. Groupons en un ensemble partiel lous ceux des.
points de E dans lesquels @ et & tombent respectivement
dans les mémes intervalles. Nous obtiendrons ainsi n? en-
sembles partiels, dont la réunion constitue E. L’un au moins
E, de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinité de-

points; et si (a, b), (@, ') sont deux de ces points, leur:
3 ’ / M—m
écart, |a — a'|+ | b — '|, ne pourra surpasser 2 .

Opérant sur E, comme sur E, on le décomposera en

ensembles partiels dont I'un au moins, E,, contiendra une
. . . M—m
infinité de points dont I'écart ne pourra surpasser 2 —

On opérera sur E, comme sur I, et ainsi de suite.
Cela posé, soicnt

P+ un point choisi & volonté dans E,;
P2 un point différent de p,, choisi a volonté dans E,;
ps un point différent de p, et de p,, choisi & volonté dans E; ;

et ainsi de suite.
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Ces points py,” pa, ps, ... tendront évidemment vers un
point limite =.

28. Nous pouvons ajouter la remarque suivante, qui nous
sera souvent utile :

Soit ¢ une quantité quelconque. La suite py, ps, ... con-
tient un point py dont I'écart éirz‘rest < e. Soit g, un autre

. [ 4
nombre, moindre que ; et que les écarts pym, ..., paT. La

suite contiendra un point p, dont I'écart & = sera <T¢,; et
I'indice a, sera > . Soit ¢, un nombre moindre que les

. € . .
écarts Py, ..., Pg, 7 et que -2—'; la suite contiendra de méme

un point p,, dont I'écart & = sera <Te, et a, sera > a5 et
ainsi de suite.

On obtient ainsi une infinité de points successifs pqy, Pa,,
Pa,, --- ayant pour limite =, et tels : 1° que les indices , 2y,
a4, ... aillent en croissant; 2° que l'écart de p,, & = soit
<t

29. Soient E et E’ deux ensembles formés par des points
de méme nature.

Les écarts des divers points p de E aux points p' de E'
forment un ensemble de nombres non négatifs. Il est donc
borné inféricurement, et admel un minimum A, posilif ou
nul, que nous appellerons I'écart des ensembles E, E'. Si
cet écart est > o, nous dirons que les ensembles E, E’ sont
séparés.

30. S¢ deux ensembles bornés et parfaits E, E qui
r’ont aucun point commun ont pour écart A, ils contien-
dront au moins un couple de points ayant précisément A
pour écart mutuel.

Soient, en effet, p = (x,y,...), ... les points de E;
p'= (x5 ...), ... ceux de E'. Associons-les deux & deux
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de toutes les maniéres possibles de maniére a former de nou-
veaux points pp'=(z,y, ..., 2,5, ...) dépendant d’un
nombre double de variables. I’ensemble EE' de ces points
sera évidemment borné et parfait.

Cela posé, si E et E' ne contenaient aucun couple de
points dont I'écart fdt 4, ils contiendraient tout au moins
un couple de points p,, p, dont I'écart serait moindre que
A +¢, ¢ étant un nombre donné qui peut étre choisi a
volonté.

Soient d 'écart de p, a p', ¢, un nombre <d et < %-

Oan pourra déterminer un nouveau couple de points pa, P
dont I'écart soit << A + ¢,. :

Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de
couples p,, p\; ...; puy p,; --- dont les écarls mutuels
convergent vers A. Les points correspondants p, p\, --..
pap, de 'ensemble EE/, étant en nombre infini, admettent
au moins un point limite pp’, ol les deux points compo-
sants p, p' auront pour écart A. Mais p est unc limite de
lensemble des points p,, ..., pa, ... qui appartiennent
tous 4 E; c’est donc un des points limites de E; et comme
cet ensemble est parfait, il contient p. On voit de méme
que E’ contient p’. Le théoréme est donc démontré.

L’écart A ne peut étre nul, car s'il I'était, p et p’ se con-
fondant, E et E' auraient un point commun contre I'hypo-
thése.

31. Nous disons qu’un ensemble parfait et borné est d'un
seul tenant lorsqu’il ne peut étre décomposé en plusieurs en-
sembles parfaits séparés.

On voit aisément que le caractére distinctif d’un pareil
ensemble est le suivant :

Entre deug quelconques de ses points p, p', on peut
toujours, quel que soit e, intercaler une chatne de points
intermédiaires, telle que l’écart de deux points consé-
culifs soit Ze.
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Cetle condilion est nécessaire. En effet, supposons que
pour une valeur donnée de < elle ne soit pas satisfaite. Asso-
cions au point p d’abord tous ceux des points de E dont I'é-
cart a p est Z¢, puis ceux dont 'écart & 'un de ceux-ciest Z ¢,
et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupés forment un
ensemble E,. Les autres points de E forment un ensemble E,,
contenant au moins un point p', et dont I'écart A E, est > .
D’ailleurs chacun des ensembles E,, E; est parfait. Soit, en
effet, /, un point limite de E,. Il appartient & E, qui est sup-
posé parfait; d’ailleurs, il existe des points de E, dont il est
écarté de moins de e. Donc il appartient 4 E, et non a E,.

Soit, d’autre part, /; un point limite de E,. Il appartient
a E; et, comme il existe des points de E; qui en sont écartés
de moins de ¢, il ne peut appartenir & E,; donc il appartient
a E,.

Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet,
supposons E décomposable en deux ensembles parfaits sé-
parés E,, E,; soit ¢ leur écart; p,, p; deux points pris
respectivement dans E, et E;; si on les relie par une chaine
quelconque de points intermédiaires, on aura nécessairement
deux points consécutifs appartenant 'un a E,, l'autre 3 E,.
Leur écarl sera donc 5 8; et la condition de I'énoncé ne sera
pas remplie, pour les valeurs de ¢ moindres que 6.

32. La proposition qui précéde entraine celte conséquence
évidente :

Un ensemble E formé par la réunion d’un nombre quel-
conque d’ensembles d’un seul tenant E,, E,, ... dont

chacun a au moins un point commun avec 'un des précé-
dents est lui-méme d’un seul tenant.

33. Un ensemble d’un seul tenant E, s’il ne se compose
pasd’un seul point, se confond avec son dérivé E'. En effet,
il le contient, par définition. Mais, d’autre part, il y est con-
tenu. Soient, en effet, p, p’ deux points arbitrairement choisis
dans E. On peut intercaler entre eux une chaine de points
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P P, - - . telle que I'écart de deux points consécutifs quel-
conques, et notamment celui de p a p,, soit Z ¢. Soient d cet

écart; ¢, un nombre < det < 2- On peut trouver de la méme

maniére un nouveau point p, dont I'écart a p soit < ¢,. Con-
tinuant de méme, on obtiendra une suite infinie de points
P15 Pa, - - -, convergeant vers p. Donc, p appartient a E'.

34. On peut encore remarquer qu'un ensemble E, d’un
seul tenant et d’une seule dimension, qui contient deux
nombresdonnés aetb,contient tout nombre c intermédiaire
entre a et b. Soient, en effet, a,, a,, ... une suite de nom-
bres intermédiaires entre a et ¢ et convergeant vers c;
by, ba, ... une suite de nombres intermédiaires entre b et ¢
et convergeant vers c. On pourra, par hypothése, intercaler
entre a et b une chaine de nombres appartenant a E, et dont
les écarts successifs soient moindres que b, — a,. L’'un au
moins de ces nombres intermédiaires tombera entre a, et b,.
Désignons-le par c,. Soit ¢, I'écart | c,— ¢ |; on peut trouver
dans les suites a,, a,, ... et b,, by, ... deux nombres a,,
bn, dont I'écart soit < ¢, puis déterminer dans E un nou-
veau nombre c,, tombant entre @n, et by, ; et ainsi de suite.
Les nombres ¢,, ¢, ... convergent vers ¢. Donc c est unc
limite de E, et, comme E est parfait, c est I'un de ses points.

Si 'ensemble E est borné, il admettra un maximum M et
un minimum m; étant parfait, il les atteindra. Il est donc
formé par le systéme de tous les nombres réels qui sont ZM
et m.

Si E n’est borné que supérieurement (inférieurement), il
sera formé par I'ensemble des nombres réels qui sont 2M
{qui sont 5 m).

S’il n’est borné dans aucun sens, il contliendra tous les
nombres possibles.

35. Soit E un ensemble borné, formé des points p, p, ....
Les écarts de ces points, pris deux & deux, forment un en-



28 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

semble de nombres positifs qui est borné. Il admet donc un
maximum d que nous appellerons le diamétre de I'en-

semble E.

36. Nous allons chercher, d’autre part, & préciser la no-
tion de I'étendue de cet ensemble (4 laquelle nous pourrons
donner en particulier le nom de longueur, d'aire ou de vo-
lume, lorsque le nombre des dimensions se réduit a 1, 2,
ou 3).

Considérons, pour fixer les idées, le cas de deux dimen-
sions. Chaque point (u, ¢) de E pourra étre représenté
géométriquement sur un plan dont u et ¢ sont les coor-
données. Décomposons ce plan, par des paralléles aux axes
coordonnés, en carrés de coté r.

L’ensemble de ceux de ces carrés qui sont intérieurs a E
forme un domaine S intérieur 3 E; I'ensemble de ceux qui
sont inlérieurs a E ou qui rencontrent sa frontié¢re forme un
nouveau domaine S + S’ auquel E est intérieur. Ces do-
maines ont des aires délerminées que nous représenterons
également par S et S+ §'.

Faisons varier notre décomposition en carrés, de telle
sorte que r tende vers zéro; les aires S et S+ S'tendront
vers des limites fixes.

En effet, considérons, par exemple, les aires S. Celles de
ces aires pour lesquelles r reste au-dessous d’un nombre
fixe 5 sont bornées, car elles sont toutes contenues dans un
méme carré de coté M —m+ 25, M et m désignant le
maximum ct le minimum des coordonnées w, v dans 1’en-
semble E. Soit A leur maximum. On pourra trouver une dé-
composition déterminée pour laquelle S prenne une va-
leur S, plus grande que A — ¢. Soit & I’écart entre la fron-
tiere de E et celle du domaine S,. Considérons une autre

.. . . s ., .
décomposition quelconque ot r soit < . L’écart maximum

de deux points d'un méme carré y sera <C é. Donc tous ceux
de ces carrés dont un point appartient & S, seront en entier
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dans Iintérieur’ 'de 'E. Donc le domaine S contiendra S,, et

I’on aura
S:;S]>A — €,

d’autre part, SZA. Donc les sommes S auront bien une li-
mite égale a A.

D’autre part, les aires S + §', n'étant pas négatives, sont
bornées inférieurement, et admeltent un minimum a.

Il existera une décomposition déterminée pour laquelle
S + 8§’ prendra une valeur S+ S| moindre que a+«.
Soit & I'écart des frontiéres de E et du domaine S,+ S;.
Considérons une autre décomposition quelconque ou r soit

~

[ . .
< e Tous les carrés dont un point appartient a2 E ou a sa

frontiére seront intérieurs & S, + S|. On aura donc
S+S’§S‘+S; <a-e

D’autre part, S + S'a. Donc a est bien la limite des
sommes S + §'.

Comme on a S + 8’38, a sera au moins égal & A.

Nous appellerons A ’aire intérieure de E, a son aire
extérieure. Si §' a pour limite zéro, nous dirons que E est
quarrable et qu'il a pour aire la quantité a = A.

37. Soit E’ un nouvel ensemble intérieur 3 E. L'aire exté-
rieure de E', et a fortiori son aire inlérieure, seront
moindres que l'aire intérieure de E. Soit, en efet, 8 I'écart
des frontiéres de E et de E'. Si I'on décompose le plan en

. . s . .
carrés de coLé < -, il est évidenl que tous les carrés non ex-
4

térieurs a E', et aussi les carrés adjacents, sont intérieurs
a E. L'aire intérieure de E surpasse donc l'aire extérieure
de E' d’'une quantité au moins égale a la somme de ces der-
niers carrés.

38. Supposons enfin E formé par la réunion de plusieurs
ensembles partiels E,, E,, ..., et considérons une décompo-
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sition’ quelconque du plan en carrés. Soient respectivement
S, S, S,, ... les sommes des carrés intérieurs 3 E, E,,
Es, ...5 S, S}, S}, -.. celles des carrés qui rencontrent
leurs frontiéres. Tout carré intérieur 4 Pun des ensembles
E,, E,, ... l'est a E; et, d’autre part, tout carré non exté-
rieur i E est nécessairement non extérieur 3 I'un au moins
des ensembles E,, E,, ..., on aura donc

S3S,+S;+..., S+8ZS8,+8,+8:+8,+...,

et, en passant a la limite,

ASA + A+, aZa +ay+...,

Ay Ay, ... et ay, a,y ..., représentant les aires intérieures
et extérieures de E,, E,, .... Les inégalités ci-dessus se
changent d’ailleurs en égalités, si E,, E;, ... sont quar-
rables.

39. On peut concevoir une infinité de décompositions du
plan en régions élémentaires quarrables Ac, As,, ...
dont le diamétre ne surpasse pas un nombre donné p. Con-
sidérons une suite quelconque de décompositions de ce
genre, dans laquelle p tende vers zéro. La somme ¥ Az, éten-
due aux éléments intérieurs & E, aura pour limite A, aire
intérieure de cct ensemble.

Nous pouvons, en effet, déterminer une décomposition du
plan en carrés, telle que la somme S des aires des carrés in-
térieurs a E soit > A —¢; soit ¢ I’écart des frontiéres de E et
deS. Dés que p sera devenu < 8, tout élément Az qui a un de
ses points dans S sera tout cntier intérieur & E. L’aire ZAs
contiendra donc & cc moment l'aire S, et sera > A —¢. Mais,
d’autre part, elle ne peut surpasser A. En effet, soit ¢’
I’écart entre sa frontiére et celle de E; concevons une autre

ar
- , -
décomposition en carrés, de coté < 3 Tous ceux de ces

carrés qui ont un point commun avec l'aire  As seront inté-
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rieurs 3 E. La'somme S, des aires des carrés intérieurs est
donc au moins égale & T As; mais elle ne surpasse pas A.

Donc A est bien la limite des sommes = As.

On voit, de la méme maniére, que la somme X As, éten-
due, non seulement aux éléments intérieurs i E, mais aussi
a ceux qui rencontrent sa frontiére, a pour limite 'aire exté-
rieure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornée a ces élé-
ments frontiéres, tendra vers zéro, siE est quarrable.

40. Les considérations qui précédent sont évidemment
applicables aux ensembles d'un nombre quelconque de di-
mensions. On pourra déterminer, pour chacun d’eux, une
étendue intérieure et une étendue extérieure. Si celles-ci
coincident, I'’ensemble sera mesurable.

III. — Fonctions bornées. Fonctions intégrables.

41. Des quantités variables, z, y, ..., sont dites indé-
pendantes, s'il n’existe entre elles aucun lien, de telle sorte
que chacune d’elles puisse encore prendre toutes les valeurs
dont elle est susceptible, aprés qu'on a fixé la valeur des
autres. '

Soit, au contraire, « une nouvelle variable, liée aux pré-
cédentes de telle sorte qu'a chaque point (z, », ...) appar-
tenant i un certain ensemble E, corresponde une valeur
déterminée de u. On dira que cette relation définit « comme
Sonction de z, y, ... dans I'ensemble E.

Une fonction de z, y, ... peut se représenter par la no-
tation f(z, y, ...). Si 'on considére simultanément plu-
sieurs fonctions différentes, on pourra les désigner respec-
tivement par F(z, y, ...), (=, ¥, -..), - .. en changeant
la lettre initiale.

La définition qui précéde est d’une telle généralité qu’il
est évidemment impossible d’établir aucune propriété appli-
cable a toutes les fonctions sans exception. Des hypothéses
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restrictives sont, en effet, nécessaires pour servir de base a
un raisonnement quelconque.

42. Foncrioxs sornEes. — Une fonction f(z, y, ...) esl
dite bornée, dans un ensemble E pour lequel elle est défi-
nie, si les valeurs qu'elle prend pour les divers points
(x, 5, ...) de cet ensemble forment un ensemble borné.

La somme, la différence et le produit de deux fonc-
tions bornées f et ¢ sont des fonctions bornées; car ona

IfEelZIfl+]el,
If-el=1fllel

Si f est une fonction bornée et si le.minimum p. de son

I .
module n’est pas nul, - sera également bornée; car on a

S

l {' — ' <
ST e
43. Soit f(z, ), ...) une fonction bornée dans un do-

maine E, dont I’étenduc, que nous supposerons mesurable,

sera également représentée par E.
Décomposons E en domaines élémentaires mesurables

ey, ey .... Désignons par M, m le maximum et le mini-
mum de la fonction f dans E; par My, m; son maximum et
son minimum dans ex; et formons les sommes

S:EM,,.ek, s:Zm‘ek.

Coimnme on a évidemment
mZmyZMIM,

S el s seront comprises entre

.
Eme,,:mzekzmz
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Emek: "128k= mE,

et leurs modules seront au plus égaux a LE, L désignant le
plus grand des deux modules |[M| et |m| [ou le maximum

du module de f(z, y, ...) dans le domaine E]. -

el

44. Tatorime pe M. Darsoux. — Si nous faisons va-
rier la décomposition en éléments, de telle sorte que les
diamétres de ces éléments tendent vers zéro, les sommes
S et s tendront vers des limiltes fizes.

En effet, considérons, par exemple, les diverses sommes S.
Leurs valeurs forment, comme nous venons de le voir, un
ensemble borné, lequel admet un minimum T. EL 'on peut,
quel que soit ¢, déterminer une décomposition A', telle que

. . €
la somme correspondante S’ soit comprise entre T et T + =

Soient e, ..., e, les éléments de cette décomposition, n leur
nombre; on aura

E :zek, S’ .':2;\“./_%.
1 1

Soit A une autre décomposition quelconque. Nous y dis-
tinguerons plusieurs sortes d’¢léments. 1° Ceux qui sont in-
térieurs a 'un des éléments e,. ..., e,, par exemple & ¢;;
nous les désignerons par ey, ..., €4, . ... 2° Ceux qui empic-
tent.sur plusieurs des éléments e,, ..., e,; nousles désigne-
rons par e, ..., €, .... Nous représenterons enfin par My,
M, les maxima de f dans les éléments e;;, €;. On aura évi-

demment
MuSM MM,

R
L [} [

el enfin, si S désigne la somme correspondante a la décom-
J. — Cours. 1. 3
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position considérée,

S :Enik,eﬂ +EM;e;

k, i

= EM,,EeH +2M ¢
A i

: SI_Z Mk (e,, —ZGH> -+ MZe’,

k i
T+ Z +2(RI —M;) (ek—Ze“>
k

i
ET+ LM m)E(ek—zeu>.
k i
Enfin, T étant le minimum des sommes S, on aura
S3T. .

De ces deux égalités résulte immédiatement la preave que,
si le diamétre des éléments tend vers zéro, S tend vers T.
En cflet, les domaines e,, ..., ¢, étant mesurables, la dif-

férence entre e; et la somme Eek,- des nouveaux éléments

(ui lui sont intérieurs tendra vers zéro avec le diamétre de
ces ¢léments. On pourra donc, aprés avoir choisi e aussi
petit qu'on voudra, ce qui fixera le nombre n, assigner un
nombre ¢, tel que si tous les éléments ont un diamétre < ¢

chacune des n sommes ek—Eek; devienne moindre que

20(M —m)
Ce nombre T s¢ nomme U'intégrale par excés de la fonc-
tion f(x,),...) dans le champ E.

- Dés lors, S sera compris entre T et T +e.

45. On voit exactement de la méme maniére que les
sommes s admettent un maximum ¢ et que, si I'on fait varier
la décomposition de telle sorte que le diamétre maximum
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des éléments tende vers zéro, la somme tendra vers ¢. Ce
nombre sera l'intégrale par défaut de la fonction f dans
le domaine E.

46. Remarques. — 1° Si E est formé par la réunion de
plusieurs domaines mesurables E,, E,, ..., on pourra dé-
composer ceux-ci en éléments infiniment petits ¢y, e,, ..., et

former pour chacun d’eux la somme 2 Mjyex. La somme cor-

respondante pour le domaine E s’obtiendra par I'addition de
ces sommes partielles. Passant 4 la limite, on voit que I'inté-
‘grale par exces de la fonction £, pour le domaine E, est égale
a la somme des intégrales analogues pour E,, E,, .... De
méme pour l'intégrale par défaut.

2° Nous savons qu'on peut déterminer une suite de do-
maines mesurables E,, ..., E,, ..., dont chacun soit intérieur
au suivant et a E, et tels que leurs étendues aient pour li-
mite E. L'intégrale (soit par excés, soit par défaut) dans le
domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n =,
I'intégrale dans le domaine E,. En effet, la différence des
deux inlégrales est égale a l'intégrale prise dans le domaine
E — E,, et son module sera au plus égal 3 L(E — E,), quan-
tité qui tend vers zéro quand n tend vers .

3° Nous avons admis, dans tout ce qui précéde, que le do-
maine E a une étendue mesurable. Une nouvelle définition
nous permettra de supprimer cette restriction. On peut, en
cffet, toujours considérer E comme la limite d’une suite de
domaines mesurables E,, ..., E,, ..., dont les étendues
convergent vers une limite qui, par définition, n’est autre
que I'étendue intérieure de E. L’intégrale (par excés ou par
défaut) dans E, tendra, pour n =, vers une limite déter-
minée. En effet, la différence entre les intégrales dans E, et
Em (m > n) aura son module au plus égal &

L(Em - Jn)zL(E_ En)’

quantité qui tend vers zéro quand n croit indéfiniment. Nous
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considérerons cette limite de I'intégrale dans E, comme re-
présentant la valeur de I'intégrale dans E.

47. Nous appellerons oscillation de la fonction f dans
I’élément ¢, la différence O = M; — nix entre son maximum
et son minimum. Cette différence ne pouvant éire négative,
la différence

T—t= limEM,,ek — limkaek = limzo‘. er

entre les deux intégrales par excés et par défaut ne pourra
éire négative. Cherchons a quelles conditions elle sera nulle.
Remarquons, a cet effet, que T élant le minimum des

sommes EM,,e,‘ et ¢t le maximum des sommes kaeh

T — ¢ sera le minimum des sommeszokek.

Cela posé, soit € un nombre positif choisi 4 volonté et con-
sidérons une décomposition quelconque de E en éléments
€yy ooy €y - .. Soient e;, ... ceux de ces éléments dans
lesquels l'oscillation O; surpasse ¢; ¢y, ... les autres éléments
ou l'oscillation O,Ze. On aura

(1) EO,,eA._—_ 20‘e1+20,e,>520;.

Mais, d’autre part, O;= M;— m; ne peut surpasser M — m
et O;Z¢; donc

( EO,,ekz (M— m)Ee,-+ s2e,

(2)
Z(M—m)Ee‘-—i-sE.

Si donc il est possible de déterminer ¢ de telle sorte que

pour aucune décomposition Ee,- ne s’abaisse au-dessous

d’un nombre positif fixe 2, la somme ZO,kek sera toujours

supdérieure d ¢A; el son minimum T —¢ ne pourra éire
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moindre que eh. Au contraire, si, quel que soit ¢, on peut
.. \ ' . .
trouver une décomposition o&}deg soit moindre que tout

nombre positif donné, on pourra, en prenant e assez petit,
puis choisissant une décomposition convenable, faire dé-
croitre autant qu'on voudra les deux termes du second

membre de (2) et rendre ainsiEO/,ek moindre que tout
nombre positif donné. On aura donc

T—t=o.

48. Foncrions ixTécraBLES. — Une fonction f(z,y,...)
est dite intégrable dans le domaine E, si ses deux intégrales
par excés et par défaut

T =lim z Mee;,  t=lim Emke‘,

prises dans ce domaine, coincident, ainsi qu'il vient d’étre
expliqué. Soit, dans ce cas, (2, ¥k, .- ) un point choisi arbi-
trairement dans 'élément e;; on aura évidemment

M,..T;f(z,..,y,,, e .)§mk,

EMke,,f;' Ef(.z‘,,,y,,, coa)ers 2 myey.

<
La somme }‘f(x,,,yk, ...)ex tendra donc encore vers la

d’our

méme limite que les deux sommes précédentes. Cetle limite
se nomme l'intégrale delafonction f dans le domaine E. On
la représente généralement par la notation

l—_:Sxf(x,y, ...)de;

S est un signe de sommation, qui signifie limite de somme;

de représente I'un des éléments infiniment petits ci-dessus
désignés par ey, ..., e, ...; il est sous-entendu que dans
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chaque terme’ de la somme on doit substituer dans f aux
variables x, y, ... leurs valeurs en un point de I'élément de
que 'on considére; enfin la lettre E, mise en indice, dénote
le champ de I'intégration; on peut d’ailleurs la supprimer
lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité a craindre.

49. 11 cst clair que la valeur de I'intégrale I ne dépend pas
des variables de sommation z, y, ..., mais seulement de la
nature du champ et de celle de la fonction f. Elle sera d’ail-
leurs comprise, d’aprés ce que nous avons vu, entre ME et
mE, el son module ne pourra surpasser LE.

Ces derniers résultats sont susceptibles d’étre un peu gé-
néralisés. Supposons que f soit le produit de deux fonctions
%, ¥ dont la premiére soil intégrable el reste positive dans le
champ E. Soient M’, m’' le maximum et le minimum de ¢
dans ce domaine ; on aura

M 2 ?(.I‘/_-,‘}'k, oo )ekj 2?(.1‘5-, Yy oo )‘ll(.l‘/,-. Yks - - -)ek
iﬂl’ 2?(17”)'&; ce)ex
et, en passant a la limite,
M'S?(I, ¥, ...)dez S?(w,y. DY, . )de

sm' S'f'(.z', Y, ...)de,

ct, par suile,

S(p(w,)', (e, ...)de:p.S?(ar,y, ...)de,

p élant une quantité comprise entre M’ et m'.
Cette proposition porte le nom de théoréme de la
moyenne.

30. Sile champ E est formé par la réunion de plusieurs
domaines mesurables E,, E,, ..., I'intégrale E sera évidem-
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ment égale A la somme des intégrales relatives a ces champs
partiels.

Si E n’est pas mesurable, nous le considérerons, ainsi qu'au
n° 46, comme limite d’'une suite de domaines mesurables
E,, ..., Ep, .... La limite des valeurs des intégrales prises
dans ces domaines sera, par définition, la valeur de I'intégrale

dans E.

51. Soient f, f", ... des fonctions intégrables dans un
domaine E; I', I, ... leurs intégrales; ¢/, ¢, ... des con-
stantes.

La fonction
S=cdfl+c"fT+ ...

sera intégrable et aura pour intégrale
I=cT'+c'1"+....

11 suffit, pour le voir, de passer a la limite dans I'identité

E/(x‘,y,,, cde= ¢ Zf,(-”k:)’k; Y-
+c’2/”(‘tk;)’k, ...)ek—i-

52. Le produit f'f" de deux fonctions intégrables est
intégrable. En effet, soient M', m' et M’, m” les maxima et
minima de f' et f” dans E; M}, m}, et M}, m} leurs maxima
et minima dans ex; O', O", O,, O} leurs oscillations dans
les mémes domaines.

Supposons d’abord que m’ et m" soient positifs; m;, my,
M;, M} I'étant a fortiori, on aura, dans tout I'élément e,

ML ML S 7 Smumy.
L’oscillation O, du produit /' f” dans cet élément est donc
au plus égale a

MM} — mim} =M, (Mg — my) + mi (M}, — mj)
ZM'0;+ M’ 0;,
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et, par suile,
lim Eo,‘e,‘ =M'lim Eo; ex-+ M'lim zo;ek —o.

Supposons, au contraire, que m', m" puissent étre négatifs.
Soil ¢ une conslante posilive, plus grande que|m'|et|m”|.
Les fonctions f'(z, y, ...)+c et f'(z,y,...) + ¢ seront
intégrables et auront pour minima les quantités positives
m' + ¢, m" + c. Leur produit sera donc intégrable. D’ail-
leurs ¢ f'(z,y, ...), cf'(z,y, ...)le sont également, ainsi que
la constante c? dont l'oscillation est toujours nulle. Donc, le
produit

S r/=(f"+c)(ff+c)—cf'—cf"—c?

scra aussi intégrable.

33. Sila fonction fest intégrable et si son marimumM

. . A . ] .
et son minimum m sont de méme signe, - sera inté-

S
grable.
En effet, P'oscillation Qj de} dans I'élément e; sera
‘_l__l_i _ 3)~Ik—n1k] - 31‘—-—&: O‘-
fne ™ Ml 7 | Mpmy [ mt < mi

Donc

. 1
lim Y Qe -—1lim Y Ore;=o.
K€k < 73 L€k

5% On dit que l'intégrale
Se f(2,y,...)de

est d'un ordre de multiplicité n, si le nombre des dimen-
sions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui re-
vient au méme, le nombre des variables indépendantes z,
¥y --.)cst égal an.

53. Les théorémes exposés jusqu’a présent ne dépendent
aucuncment de ce nombre n. Mais, dans le cas des intégrales
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simples, ou n =1, il est nécessaire, pour se conformer aux
usages regus, d'introduire quelques légéres modifications
aux notions précédentes.

Presque toujours, le champ de I'intégration est le domaine
d'un seul tenant formé par les nombres compris entre deux
nombres fixes a et b. On doit alors partager l'intervalle ab
en éléments infiniment petits dz,, dz,, ..., et I'on repré-
sente I'intégrale par la notation

j‘:bf(.r) dr.

On voit que le signe de sommation S a é1é remplacé par
le signe équivalent /', et qu’au lien de désigner le champ
par une seule lettre, on met en évidence ses deux extrémités
a, b, qu'on nomme les limites inférieure et supérieure de
I'intégrale.

Si b> a, ce sont la des changements de pure forme; mais
si b <<a, on introduit une nouvelle convention que nous
devons signaler. Dans la théorie générale, I'étendue des élé-
ments de était toujours considérée comme étant une quantité
positive. Ici, au contraire, nous affecterons chacun des seg-
ments dx du signe — si b << a (auquel cas x décroit en va-
riant de @ a b).

Il résulte évidemment de celte convention qu'on a

b a
(3) ff(x)d.r:—f f(x)dx.
a b

En outre,
b c c
I d lr = ) dr.
@ [ r@rdes e [ rera

Car si a < b <, celle égalité est un cas particulier d’'une
proposition énoncée au n° 30, ct notre présente convention
la rend applicable aux autres cas.

Si

S(@)=f(z) +f (@) + ...,
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la'premiére somme s'étendant a ceux des rectangles ej, et la
seconde a ceux des reclangles e}, o k a la valeur constante
que nous avons supposée.

Si donc nous désignons par I la valeur de I'intégrale par
exces de J(7) dans l'intervalle de n =y & 7, = yx+ dys, on
aura

]kz ().kd)’kzz M ei +2 I\Ie}k.
[ i

Chacun des ¢éléments dyy intérieurs 3 F donne une rela-
tion de ce genre. Sommant ces égalités, il vient

z 1= 2 Myeu + Mz el
ik ik

On remarquera .que dans la premiére somme du second
membre figurent tous les rectangles e intérieurs a E, car
toute paralléle aux z qui rencontre un de ces rectangles, ou
passe & une distance de son contour moindre que I’écart de
ce contour a Ja fronti¢re de E, traverse nécessairement ce
domaine. Au contraire, quelques-uns des rectangles fron-
Liéres e;; pourront manquer dans la seconde somme.
Passons maintenant a la limite en supposant que I'étendue
des rectangles décroisse indéfiniment. Le premier membre
21, aura évidemment pour limite I'intégrale K. La premiére
somme du second membre aura pour limite I'intégrale double

S JS(x, v)de prise par excés. La seconde a pour limite zéro,
E

si E est mesurable, comme nous I'avons supposé; car la
somme tolale des aires des rectangles fronti¢res tend vers

) . 1 .
zéro, et & plus forte raison la somme Ze}k, si elle ne s’étend
ik
(u’a une partie de ces rectangles.
Notre proposition est donc démontrée.

87. On verra, par un raisonnement tout semblable, que
'intégrale par défaut k est au moins égale a V'intégrale double
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S S (z, y)de, prise par défaut. Mais, par hypothése, f(z, )
E

est intégrable. L’intégrale double a donc la méme valeur,
qu’on la prenne par défaut ou par excés. On aura donc

K-_—_Sef(x,_y)de:k,

et pour délerminer l'intégrale double, il suffira de calculer
K ou 4, qui s’obtliennent chacun par deux intégrations simples
successives.

58. Supposons en particulier le champ E constitué de telle
sorte qu’une parallele y =7 4 I'axe des z ne coupe sa fron-
litre qu’en deux points ayanl pour abscisses ¢(7,) et ®(7).
Soit, pour fixer les idées, ® (%) > ¢(x). Si la fonction f(z, v,)
est intégrable dans I'intervalle de 9 (%) a ®(%), on aura

AL
J(m)=/j(n)= Sz, ) dn.
(M
Soient b el B le minimum et le maximum de ) dans tout le
champ. Si J(%) est intégrable de b a B, on aura

B B LITY)
\ — 1) dr, = d: T,
K fb“"d fb n[ [ s .)dw]

%)

et en appelant y la variable de sommation, précédemment
désignée par 7,

) B Dy |
sz(.r,y)dezk:fb d_y[ ? f(x,y)d.tJ.

()

Supposons de méme : 1° qu'une paralléele 2 = § a Paxe
des y ne coupe la fronti¢re de E qu’en deux points ayant pour
ordonnées $(£) et W(§)>¢(£); 2° que f(§, ») soit inté-
grable de ¢ (§) 2 W(§); 3° que son intégrale J, (£) soit elle-

méme intégrable de @ 4 A, a étant le minimum et A le maxi-
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mum de x dans tout le champ E; on aura de la méme ma-

niére . _
Szf(.r, y)de:ja‘ dx [‘/’;m f(a:,y)dy] .

Lorsque le champ E est un rectangle, on a
Y(r)=a, W(z)=A, ¢()=0b  ¥(y)=B;

et la comparaison des deux valeurs de l'intégrale double
donne

(8) fbndy[[Af<x,y>u] =f“Adx [fbnf(x, y)dy]-

On peut, dans ce cas, représenter cette intégrale double
par la notation plus symétrique

/{: ' f Af(x, yﬁ«’ftb’»

qui mel en évidence les deux intégrations a effectuer succes-
sivement; ces deux opérations peuvent d'ailleurs étre inter-
verlies, comme nous venons de le voir.

IV. — Fonctions continues.

39. Soit f(x,y, ...) une fonction des n variables z,
Ys « . définie dans un ensemble E.

Soient (a, b, ...) un point déterminé de E; &, &, ... des
quantités variables, assujetties a la seule condition que le
point (@ + h, b+ £k, ...) appartienne aussi a E.

Si, pour toute valeur de la quantité positive ¢, on peut dé-
lerminer une autre quantilé positive 8, telle que I'on ait

|fla+h, b+ k,..)—f(a,b,..)|<c¢

pour tous les systémes de valeurs de £, &, ... pour lesquels

on a
[ h] <3, k| <3, ce
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on dira que la fonction f(z,y,...) est continue au point
(a)b,...).

La méme idée peut s’exprimer sous cette forme plus
abrégée :

La fonction f(z, y, ...) est continue au point (a, b,...) si

SJa+h b+ 4k, ...)—f(a,b,...)

tend vers zéro en méme temps que &, £, ....

60. Soient f, f,, ... des fonctions des variables z, y, ...
définies dans E. Les divers syst¢émes de valeurs simultanées
de ces fonctions correspondant aux divers points de E peu-
vent étre considérées comme les points d’un autre en-
semble F. Soit maintenant 3(f, fi, ...) une fonction des va-
riables f, fi, . .. définie pour tout point de F. Il est clair que
» peut étre considérée comme une fonction de z, y, ... dé-
finie pour tous les points de E.

Une semblable expression se nomme une fonction de
Sonctions ou fonction composée.

Si les fonctions f, fi, ... sont continues au point
(a, b,...) et prennent en ce point des valeurs 2, a,, ...;
si, de plus, la fonction 3 est continue au point (%,a,,...),
cette expression, considérée comme fonction de x, y, ..
sera continue au point(a, b, ...).

En effet, pour étre assuré que I'accroissement de ¢ ait son
module < ¢, il suffit, par hypothése, que les accroissements
de f, fi, - . aient leur module < ¢; circonstance qui se pro-
duira, par hypothése, toutes les fois que les modules des
accroissements de z, y, ... seronl moindres qu'une autre
quantlité fixe 7.

Les fonclions z 4y, £ — y, £y élant évidemment con-
tinues. pour lout syst¢me de valeurs de z, y, on obtient
ce corollaire que la somme, la différence et le produit de
deux fonctions continues sont continus.
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61. Sifestcontinueetdifférentedezéroaupoint (a,b,...),
1 . .
7 sera continue en ce point.
Soient, en effet, Az, Ay, ... un systéme d’accroisscments

donnés a z, y, ...; Af l'accroissement correspondant de f;

Ly 1
celui de = sera

! L S . ' A
RV A (VR Y))
et, si |Af| <|f|, son module sera au plus égal &
[arf]
[fILILAT—Tas1]
el sera moindre que ¢, si l'on a, en outre,
el
lafl < m‘

Or il suffit, par hypothése, pour étre assuré que ces inéga-
lités sont satisfaites, d’assujettir |Az|, |Ay|, ... & rester in-
férieurs a un nombre fixe 3.

62. Une fonction f(x,y,...) est dite continue dans un
ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points.

Si cet ensemble E est borné et parfait, la continuité y
sera uniforme.

Ce terme demande quelques explications.

Soit, en général, ¢ une fonction de deux séries de va-
riables z, y, ... et k, .... Supposons que, pour chacune des
valeurs de z, y, ... contenues dans un ensemble E, ¢ tende
vers une limite déterminée lorsque £, ... tendent vers des
limites données a, .... L'ensemble de ces valeurs limites
sera une certaine fonction ® des variables z, y, ....

On pourra, par définition, pour chaque nombre positif ¢
el pour chaque point (x,y, ...) de E, assigner un nombre
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positif 8, tel que I'on ait toujours

(1) I9(zy 9, -0 by L) —®(2,y, .. )| <e

dés que |A — 2], ... sont < 3.

Il existe, d’ailleurs, une infinité de nombres & satisfaisant
i cette condition; car, si elle est remplie pour une valeur de
3, elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous désignerons
par A le maximum de ces nombres & (si la condition était sa-
tisfaite pour toute valeur de 8, A serait infini).

Nous obtenons ainsi, pour chaque valeur de ¢, un ensemble
de nombres positifs A correspondant aux divers points de E.
Cet ensemble de nombres admettra un minimum 7 positif ou
nul, lequel ne dépend plus que de ¢, et la condition (1) sera
satisfaite pour tout point de E, tant que l'on aura

Ih—¢|<n)

Si donc 7 reste > o, quelque petit que soit ¢, on pourra,
pour chaque valeur positive de ¢, assigner un autre nombre
positif o indépendant de z, y, ... el el que I'on ait, pour
tout point de E,

lo(z, )y ooy by o) — (2, )y, ...) | <e

dés que |k — &, ... sont <7,

On dira, dans ce cas, que la fonction ¢ converge unifor-
mément vers sa limite ® dans tout 'ensemble E.

Appliquons cette notion a une fonction f(r,y,...) con-
linue dans 'ensemble E. D’aprés la définition de la conti-
nuité, f(z+ h,y + Kk, ...) tend vers f(x,y,...) lorsque &
k, ... tendent vers zéro. Et la continuité sera uniforme si I'on
peut, quel que soit ¢, trouver une quantité positive 7 indé-
pendante de z, y, ... et telle qu'on ail, pour tout point
de E,

| fle+hyy+ ko) —flz,y. .. ) |<e
dés que
[hl<m,  k[<m, ...

63. Ces explications données, procédons a la démonstra-
J—1 A
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tion du théoréme. Il nous faut établir que le minimum 7 des
nombres A correspondant aux divers points (z, y,...) de E
est nécessairement > o.

Supposons que 7 fit nul. L’ensemble des A contiendrait
des nombres moindres que toute quantité donnée. Donc E
contiendrait une suite indéfinie de points po, pi, ..., Pay- ..
pour lesquels A serait respectivement moindre que ¢,
e €
PR TR

Ces points admettraient au moins un point limite II, puisque
E est borné; mais E est, en outre, parfait; il contiendrait
donc le point II.

Cela posé, on pourrait (28) déterminer, dans la suite
Pos Prs Pay ---, une suite indéfinie de points pa, pq, ..,
P, - -- convergeant vers II et tels que =, a, ..., %, aillent
en croissant; les valeurs correspondantes de A étant moindres

€ € A . .
que gz ey g e décroitront indéfiniment.

On pourrait donc trouver dans E un point tel que son
écart a Il et la valeur de A qui lui correspond fussent simul-
tanément plus petits que toute quantité donnée. Ce résultat
entraine une contradiction. En effet, la fonction f étant con-
tinue au point Il = (x,, ¥, - - -), on peut assigner une quan-
tité positive ¢’ telle que I'on ait

[ (Zot s Yot by o) = f(Z0r Yo ) | <5

dés que
R <, k|I<¥, ...,

et il est aisé de voir que pour tout point I'= (&', y/, ...)
de E dont 'écart & IT est < —, le nombre A sera au moins

u|o:

égal a

Soit, en effet, z'=z + F', /' = ){,+A y ++.. Onaura, par
hypothése,

N

W]+ K]+ <3
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et, a fortiori,

U N
i< i<l
Cela posé, on a, si[h|<;f,|ki<:f, cees

S +h,y +k..)—f(2,y,..)]
flf(x"*'h’y”'*"k"“)—f(wov.?'o»-'-)l
+ Sy ) = f(Zo, Yor o) |
If(@o+h+ R, yo+ k+K,...) = f(2oy Yoy ...) |
+ | f (2o + 1y yo+ Ky )= f(Zoy Yoy -0 [ <oy

car |A K|, |[k+K], ... et /], [K], ... étant <&,

€
chacun des deux termes du second membre est < 5

64. Tutorime. — Soient f, f,, ... des fonctions de x,
¥« ... continues dans un ensemble E; et soit ¥ 'ensemble
des points (f, fi, -..) qui correspondent aux divers
points de E.

1° Si E est borné et parfait, ¥ le sera également.

2° Si E est d’un seul tenant, ¥ le sera également.

Supposons, en effet, que E soit borné ct parfait. Si IF
n’était pas borné, on pourrait y déterminer un point g,, ot
la somme

s=I/1+ AT+

fat plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un
autre point ¢,, ol cette somme fit > 21.; un autre point
q2, ou elle fat > 4L, etc. Soient py, py, pa, ... les points
correspondants de E. IIs seront tous différents, car f, fi, .

n’ont qu’un seul systéme de valeurs en chaque point de E.
Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point
limite II, lequel appartiendra 2 E. Et I'on voit, comme au
puméro précédent, qu'il devrait exister dans E des points
dont 'écart a I fat moindre que toute quantité donnée, la
valeur correspondante de s étant en méme temps plus grande
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que loute quantité donnée. Ce résultat est contradictoire.
Soit, en effet, ¢ la valeur de s au point II. La fonction s étant
évidemment continue, pour tout point de E dont I'écart a I
est moindre qu'un certain nombre 8, la valeur de s reste
comprise entre les deux nombres fixes ¢ — ¢ et ¢ + ¢.

Il reste & prouver que F est parfait, c’est-a-dire contient
son dérivé F'. Soit ¢’ un point de F' vers lequel converge
une suite infinie ¢, g1, ..., ga, ... de points de F. Les points
correspondants de E, po, py, ..., Pn, ... seront tous distincts,
car & chaque point de E répond un seul point de F. Cette
suite admet donc au moins un point limite II, appartenant
a E. et conticnt une suite de points py,, pa,, Pa,, - - - qui cOn-
vergent vers II. Les points correspondants de F convergent
vers le point ¢ de F qui correspond a IT; mais ils convergent
vers ¢'. Donc, ¢’ se confond avec ¢ et appartient 4 F.

Supposons enfin que E soit d'un seul tenant el montrons
qu'il en est de méme de F. Soient g et Q deux points quel-
conques de F;

p=(z,7,...) et P=(X,Y,...)
les points correspondants de E; on peut les relier par une
chaine de points intermédiaires p,, p,, ..., telle que I'écart
| rwr — Zi |+ | Yher— ya |+ - ..
de deux points consécutifs
Pi=(Zis Yts -+ -) et Pk+l=(~tk+n)’k+n .4
el, a fortiori, chacun des modules
l""l.'+l'—‘rkl, ]}’/.-+|-)’k|',
soit moindre qu’un nombre donné quelconque 7.

Or, la continuité étant uniforme dans tout le domaine E,
on peut prendre 7 assez pclit pour que loute valeur de 4,
chacune des quantités

| (Bhwrs Yiars <o) = f( Xy Yi» ) |
|f1(xl.~+n}’k+n ) =fil@n yr .- ) l

..................................
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et, parsuile, leur somme, devienne aussi petite qu'on voudra.
Or, cette somme représente 1'écart des points gx et gi,y qui
correspondent a p; et A pi,,. Les points ¢, ¢4, ..., Q forment
ainsi une chaine ou I'écart de deux points consécutifs est
moindre qu'un nombre & choisi arbitrairement. Notre pro-
position est donc établie.

Corollaires. — Considérons en particulier le cas ol nous
n’'avons qu'une seule fonction f de z, y, ... continue dans E :
1° si E est borné et parfait, F admettra un maximum et un
minimum et les atteindra (25); 2° si E est d’un seul lenant,
F contiendra toute la suite des nombres compris entre son
maximum et son minimum (34).

Si au lieu d’une seule fonction continue nous en avons
plusieurs f, f, ..., la fonction

s=f1+1AT+]. ..

jouira des propriétés ci-dessus.

63. Soient u, ¢, ... des fonctions des variables z, y, ...
en méme nombre que ces derniéres, et définies dans un en-
semble E. A chaque point (x, 5, ...) de E correspond un
point (u, v, ...); la réunion de ces derniers points forme
un ¢nsemble F.

Supposons qu’a chaque point de ¥ corresponde récipro-
quement un seul point de E; on pourra considérer z, y, ...
comme des fonctions de u, ¢, ... délinies dans I'ensemble I.
Ce nouveau systéme dc fonctions se nomme I'inverse du
systéme de fonctions primitivement considéré.

Si Uensemble E est borné et parfait, et les fonctions
U, v, ... continues dans E, z, y, ... seront réciproque-
ment des fonctions de u, v, ... continues dans F.

Il nous faut prouver que, si I'on prend dans F une suite de
points ¢y = (uy, 1y -..)y ..oy §o= (Uny ¥ny )5 --+ CONVEr-
geant vers un point yy (lequel appartiendra a F), les points
correspondants p, == (Zy, }'1, ..}y ooy Pa= (TnyYuy++-)y+--
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convergeront nécessairement vers le point IT qui correspond
ay.

Supposons qu’il en soit autrement; il existera un nombre
e tel qu'on puisse, quel que soit n, trouver dans la suite
Pusty Png2s - - un point py, dont I'écart a IT soit > €. Aprés
celui-la on en pourra trouver un autre pg, et ainsi de suite.

L’ensemble de ces points pq, pg, . . ., en nombre infini, ad-
mettra au moins un point limite I', dont I’écart 4 I sera en-
core Se. On pourra déterminer dans cette suite un point p
dont I'écart a I' soit moindre qu'un nombre donné 3, puis
un autre point py plus voisin de I' que p; et dont I'écart a I’

soit < 3’ et ainsi de suite.

Aux points py, pu, ... ainsi obtenus, correspondent
dans F les point ¢y, ¢y, ... qui tendent vers 4. Mais, & cause
de la continuité des fonctions u, ¢, ..., ils doivent tendre
vers le point ' de F qui correspond a IT'. Donc y =/, et
ce poinl unique correspond & deux points différents II et II'
de E, contrairement aux suppositions de I'énoncé.

66. Une fonction f(z, y, ...) continue dans un do-
maine E borné et parfait est intégrable.

On peut, en effet, quel que soit ¢, trouver une autre
quantité positive 7 telle que 'on ait

|flz+hy+k . )—f(r, 5 ..0]<e

si|k], |A], ... sont <<%. Si donc nous décomposons E en
éléments e; de diameétre <<, l'oscillation Oy sera, dans

chacun d’eux, <e. La condition d’intégrabilité sera donc
satisfaite.

V. — Fonctions & variation bornée.

67. Soit ¥ = f(x) une fonction d’une scule variable z,
bornée dans un intervalle ab qui contienne les valeurs parti-
culi¢res 2, et X > x,. Donnons & z une suite de valeurs
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croissantes Zy, Zy, ..., Tn_y, X, €t soient o, ¥y, ..., Y les
valeurs correspondantes de y. On aura

(1) Y —yozg(yk—yk-.)w— n

p désignant la somme des termes positifs, n celle des termes
négatifs de la somme ci-dessus.

Nous dirons que p est la variation positive de y et n sa
variation négative pourle syst¢tme de valeurs z,, z, ..., X.
La somme

(2) t::E[y,,—_y,‘_,]:p-i-n

sera sa variation totale.

En changeant le nombre et la position des valeurs inter-
médiaires z,, ..., £,_,, on pourra faire varicr ces trois
sommes. En particulier, si entre 24_, et 4 on intercale une
nouvelle valeur £, ces sommes conserveront leur valeur pri-
mitive, si f(§) est compris entre yx_y el yx; sinon p et n
seront accrus tous deux de la différence entre f(£) et celle
des quantités y4_y, y» dont elle est la plus voisine, et ¢ sera
accru du double de cette différence.

Cela posé, admettons qu’un des trois systémes de sommes
P, rty ¢t admette un maximum. Il ¢n sera de méme de chacun
des deux autres, en vertu des équations (1) et (2). On dira,
dans ce cas, que y est une fonction & variation bornée
entre z, et X.

68. Les fonctions a variation bornée, telles qu’elles vien-
nent d’étre définies, onl pour caractére spécifique de pou-
voir étre mises sous la forme

y=s—u,
5 el u étant des fonctions positives, bornées et non décrois-
santes entre z, et X.
Pour le démontrer, considérons deux valeurs quelconques

z', 2" dans l'intervalle de zo 4 X (2" étant supposé compris
entre 2’ et X).
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Soient

¥’y )" les valeurs correspondantes de y;

p'y 'y ¢ les variations de y dans l'intervalle 52’ pour un
choix quelconque de valeurs intermédiaires z,, z,, ...;
p’, n', ¢ les variations de y dans I'intervalle x4 2" en pre-

nant pour valeurs intermédiaires z,, z,, ..., z'et d’autres
valeurs quelconques x), ... intercalées entre 2’ et 2”;
P, n, tles variations de y dans l'intervalle total z,X, en

prenant pour valeurs intermédiaires z,, ..., &, 2}, ..., z'-.

On aura évidemment

y/_J,o:pI__nl’ y”___yozpl__n"
PIpip,  WIn"Za,  UTUCH
Mais, par hypothése, p, n, ¢ admettent des maxima D,
N, T. Donc, p/, r/, ¢ et p”, n”, (" admettent aussi des maxima
P, N, T/, P’, N, T", et I'on aura les inégalités
P'ZP'P, N:N:zN, T:IT:T,

desquelles il résulte que P, N, T' sont des fonclions de 2/,
positives de leur nature, et, en outre, hornées et non décrois-
santes de z, a X.

Cela posé, en faisant varier le nombre et la position des
valeurs intermédiaires z,, z,, ..., on peut faire en sorte
que p' se rapproche indéfiniment de son maximum P'. La
différence p’— n' étant constante, n' se rapprochera en
méme temps de son maximum N'. L'équation

)”—)'o—_-'-P’— n
deviendra donc a la limite
yl___yo:PI_ NI’

ce qui montre que y’ estla différence des deux fonctions po-
sitives, bornées et non décroissantes

P'+y,+c et N+,

¢ désignant une counstante positive quelconque > — y,.



VARIABLES RRELLES, 57

Réciproquement, si y = 5 — u, z et u étant des fonctions
positives, bornées et non décroissantes entre x, et X, sa va-
riation totale ¢ sera limitée; car on a, en désignant par z,,
34y ...y L et uy, uy, ..., U les valeurs de 5 et de u pour
X =gy Tyy .-y X,

“—"Zl}'k—yk-. | :zl"k— up— (Sk—1— 1)
22!55' _‘-'k—ll"*‘El p— Uk—y | 2L — 30+ U —u,.

69. Soient y = 5 — u, 3= 5'— «’ deux fonctions & varia-
tion bornée; leur somme
s+ 3'— (u+u'),
leur différence
s+u—(u+3"
et leur produit
s5'+ uw' — (us'+su')
seront évidemment des fonctions de méme nature.
Enfin, si  a une variation bornée, et si, de plus, son
.. .o 1 .
module a un minimum p différent de zéro, 5 aura une varia-
tion bornée.
En effet, sa variation totale
Y=Yk

2 r_ v :2 :2'."'k—'.')’k—l |
MO YuYa-y |° wt

reste toujours inféricure & un nombre fixe.

70. Une fonction f(x) a variation bornée dans un in-
tervalle ab est intégrable dans cet intervalle.

Ona
f(r)=9¢(x) —¥(2),
o(z) et ¢(x) étant des fonclions croissantes et bornées. Il
suffit donc de montrer qu'une semblable fonction ¢(z) est
intégrable.
Décomposons le champ ab en éléments e;; soit O 'oscil-
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lation de'la'fon’ction dans e;; on aura

ZOkekz eEOk,

e désignant le plus long des intervalles e;.
Or, »(z) étant constamment croissante de a a b, ZO,,

représentera évidemment son accroissement total

?(6) —¢(a).

Cette quantité est une constante; d’autre parl, si les élé-
ments ¢ décroissent indéfiniment, e tend vers zéro; donc

limZO;,ek= 0, et ¢(z) est intégrable.

71. Soit f(x) = ¢(x) — ¥{x) une fonction bornée, et /
un infiniment petit positif. Les fonctions ¢(z) et ¢(x) étant
non décroissantes, ¢(x — k) et ¢ (z — A) varieront toujours
dans le méme sens quand & décroit, sans jamais surpasser
les valeurs fixes ¢(z) et ¢(z). Elles tendront donc vers une
limite, ct leur différence f(x — k) tendra aussi vers une li-
mite, que nous représenterons par f(z — o).

On voit de méme que f(x + &) tend vers une limite, qu'on
peut représenter par f(x + o).

72. Une fonction f(x), continue et & variation bornée
dans Uintervalle de zo a X, est la différence de deux
Jonctions continues et non décroissantes.

En cffet, f() ayant une variation bornée, on aura
S(z)=¢(z) —¥(z),

¢(z) ct Y(z) étant des fonctions non décroissantes & varia-
tion bornée. ’

Considérons, en particulier, la fonction ¢(z). Pour une
valeur de z, intermédiaire entre x, el X, on aura

¢(x—e) T g¢(x) T 9(z+e)
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Si ¢ tend vers zéro, ¢(x —¢), ¢(z + ¢), qui varient tou-
jours dans le méme sens, tendront vers des limites déter-
minées ¢(z — o) et (z + o), et I'on aura encore

¢(x—0)Z 9(x) Z ¢(z + o).

Si la différence ¢(z + 0) — 9(x — o) est égale & zéro, la
fonction ¢ sera continue au point z; sinon, cetie différence
sera positive, et nous dirons que la fonction présente en ce
point une discontinuité égale a cette différence.

Cette discontinuité peut d'ailleurs se séparer en deux par-
ties : la discontinuité antérieure o(x) — p(x — o) et Jadis-
continuité postérieure ¢(x + o) — o (x).

La fonction ¢(z) n’étant pas définie pour les valeurs de la
variable <<z, ou > X, nous n’aurons a considérer, pour
Z=ux,, qu'une discontinuité postérieure ; pour r =X, qu’une
discontinuité antérieure.

Soient maintenant a, z deux valeurs quelconques de la
variable; z,, ..., x, une série de valeurs intermédiaires entre
celles-1a. Formons la somme des discontinuités

?(a+0)—s(a)
+ ¥ [#(@n+ 0) — ¢ (21— 0)] + (@) — (& —0),
1

quc nous désignerons par
S(a, x, .. L)

Cette somme est au moins égale a ¢(a+ o) — p(a); mais
nous allons voir, d’autre part,s qu'elle ne peut surpasser
3(z) — 3(a).

Soit, en effet, & un point quelconque intermédiaire entre
i et x5, ; la fonction ¢ étant non décroissanle, on aura

¢(re+0)2 ?(Elc) 2 9(Zr4y—0).

Soient de méme &, et £, des points respectivement intermé-
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diaires enlre d'et x, et entre x, ct x, on aura

¢(a+o0) Zeo(&) 2 9(xy—o0),
¢(za+0) ZT9(8r) Z 9(z —o0).

On aura, par suite,
S(a.xy, ..., x)
2?(50)-—?(a)+2[?(5k) —2(8-1)] +¢(2) — 2 (n)
1

2 9(x)—9(a).

Celle somme restant ainsi inférieure a une limite fixe,
quels que soient le nombre et la position des points de divi-
sion .y, ..., Z,, admeltra un maximum S(a, x), que nous
appellerons la discontinuité totale de la fonction dans
I'intervalle de @ 4 2. Ce maximum sera compris entre
?(a+0) —¢(a) et 3(z) — 3(a).

D’ailleurs, on a évidemment, d’aprés la définition des
sommes S,

S(ayxy, ..., 2)=S(a, >y, ..., &) +S(Lps ..., )3

d’oti, en supposant que x; conserve une valeur constante #
et passant a la limite

S(a,z)=S8(a, b) +S(b, x).

On voit par la que la fonction S(z,, z) est une fonction de
x non décroissanle de z4 a X.
Posons maintenant

¢(x) = ¢, (&) + S(xy, x).

La nouvelle fonction 9,(.r) sera continue et non décrois-
sante.

On a, en effet, L étant positit,

oy (x+h)— o (x) = o(x+h) — S(xp, 2+ h) — ¢(x) + S(x, T)
=c¢(x+h) —e(x) —S(z, x + h).
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Cette quantité ne peut étre négative, car S(z, z + k) est
au plus égal 2 ¢(z + k) — ¢(z).

D'ailleurs elle tend vers zéro avec k; car, S(z,z + k)
étant au moins égal A ¢(x + o) — v(x), elle ne saurait étre
supérieure & ¢(z + h) —p(z+ o), qui tend vers zéro
avec h.

La fonction non décroissanté ¢ (z) admet en chaque point
la méme discontinuité que (z), puisque leur différence
@(x) — §(x) est supposée continue. Donc, dans tout inter-
valle, ¢(z) aura la méme discontinuité totale que o(z), de

telle sorte que, en répétant les raisonnements précédents, on
aura

$(2) = $i(2) + S(xy, 7),

¥, (z) étant une fonction continue et non décroissante et

S(zo, z) représentant la méme fonction que tout a I’heure.
On aura donc

S(x)=2(z) — ¥ (&) = 2,(x) — % (z),

ce qu'il fallait démontrer.

VI. — Dérivées et intégrales des fonctions d'une
seule variable.

73. Soit f(x) une fonction d’une variable .z, définie dans
Pintérieur d’'un domaine D.

Soient xy un point fixe intérieur 3 D; ¢ son écart de la
frontiére de D; tout point x4+ h ot [ 2| <C & sera encore in-
térieur 4 D.

Si I'expression

S (zo+ h) — f(xy)
h

tend vers une limite fixe lorsque /. tend vers zéro, cette li-
mite s’appellera la dérivée de f(x) au point x, et se repré-
sentera par f'(z,).

Si, pour tous les points intérieurs 3 D, f(z) admet une
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dérivée, I'ensemble de ces valeurs constituera une nouvelle
fonction, également définie & I'intérieur de D, qu'on nomme
la dérivée de f(r) et qu'on représentera, avec Lagrange, par
JS'(x) ou, avec Cauchy, par D f(z).

Toute fonction qui a une dérivée est continue.
En effet, I'égalité

lir f(w+/;l)— (x) = /'()
h=0

donne

lim{f(x+ &) — f(z)]=f'(z)limh—=o.

Si f(z) se réduit @ une constante, sa dérivée sera nulle.
On a, en effet,

Sz +h)—f(x) _o
h ~h

=o;
d’on
J'(x)=Ilimo =o.
Si f(x) =z, sa dérivée est égale a 1. Caron a

Slr+h)y—flz) __h__ |
3 =r=U

d’'on
[ (x)=limi1=1.

74. Posons, pour abréger,
h=Aar, f(x+h)—f(zx)=Aaf(z).
On a, par définition,

lim

Af(Z) _ .
T.L‘— —‘f (‘t)r

d’ou
M) _ g2y +R,

Af(.z') =f'(x)Ar + RAx,

R tendant vers zéro avec Ax.
Ainsi A f(x) se compose de deux termes; I'un, f'(x)Ar,
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simplement proportionnel a4 Az, et qui constitue sa valeur
principale; 'autre, R Az, infiniment petit d’ordre plus élevé.

Le premier terme f'(z) Az se nomme la différentielle de

S(z), et se désigne par d f(z).
Dans le cas paruculxer ou f(z) se réduit & z, sa dérivée
étantégale a I'unité, 'équation de définition

O] df(z)=[f'(r)sz

se réduit a
d.x: :’AJ_’?.

Substituant cette valeur de Ax dans I'équation générale (1),
on en conclura

df(z)=/(a)de, fiz)=2L2),

Cette nouvelle expression de la dérivée par un quotient de
différentielles est trés fréquemment employée pour la repré-
senter.

T5. Dérivée d’une somme. — Soit y = u + v — w une
somme algébrique de fonclions ayant les dérivées connues
', ¢, &. On aura évidemment, en désignant par dy, Au,
Av, Aw les accroissements de ces fonctions correspondant
a l'accroissement & = Az donné a la variable. indépendante,

Ay Au A¢ Aw
Ar T Ar  Ar Az’
d’ou, en faisant tendre Az vers zéro et passant a la limite,

Ay Aw
_hm~—-_lnm Jim ——llm—_u v —wl,
7/ Ax Axr + Axr Ax +

Dérivée d’un produit. — Soit y = uv, u et v ayant des
dérivées connues ' et ¢'. On aura

A w4+ Auw) (v + Av) — uy Au Ay
y ( )(M ) =2 ) +uly,

. Au . . Ap
y’:lnmahm(v—e—Av)+uhmE=u’v+uv'.
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Cetie équation peut s’écrire

!

w
= — 4 —
u (3

R

Si l'on avait y = uvw..., on aurait évidemment, d’aprés

cela,
! !

~

!

y WV ow
= 4l
y u v w
- . . u
Dérivée d’un quotient. — Soit y = - onaura
N w+Au u Au Av
Ay v+ Avp ¢ Az Ar
Ar Az T ov(v+Av)

el, a la limite,

!

vu' — uy'
—"

Dérivée d’une fonction de fonction. — Soit y = F(u),
« = f(x) étant lui-méme une fonction de z; on aura évi-
demment
Ay Ay Au
Az Au 3z

et a la limite, Au tendant vers zéro avec Ar,
. Ay .. Au ,
Y= hm-A—u lim v F'(u)u'=F'[f(2)] f'(x).

Dérivée d’une fonction inverse. — Soit y = f(x) une
fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’on
ait z = ¢(y). Si I'une de ces fonctions a une dérivée connue,
on aura immédiatement la dérivée de I'autre.

On a, en effet, en supposant connue la dérivée de 9, par
exemple,

Ay 1

mais lim 2% "(¥)
—_— i im— =« .
Ar Az’ Ay A4
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Done, i la limite,
4 —__l_=_..,l.__.
T =560 = ¢
76. Si, en un point donné z, la dérivée f'(x) n'est pas
nulle, on pourra assigner une quantité ¢, telle que
l’expression
Af(x) =f(x +ar) — f(x)
ait le signe de f'(z) Az pour toutes les valeurs de Ax de
module < 8.

On a, en effet,

lim - ";—f:—) =f(x
d’oun

Af(z)y _ o,

~iy =/ (x)+ R,

R tendant vers zéro avec Ax. On peut donc assigner unc
quantité g, telle que, si | Az | < 8, |R| soit << |f'(x)]. Alors,
S'(x) + R ayant le méme signe que f'(x), A f(x) aura le
méme signe que f'(z)Ar.

77. Tutorime pE RoLLe. — Si f(x) admet une dérivie
dans Uintervalle de xy @ X et s'annule pour z4 et X, sa
dérivée s'annulera en un point intermédiaire.

Les valeurs de x qui sont 5z, et Z X formant un ensemble
borné et parfait, la fonction f(z) admel, dans cet intervalle
de z, 4 X, un maximum et un minimum et les atteint effec-
tivement (64). Si ce maximum et ce minimum sont nuls
tous deux, f(x) sera constamment nulle, sa dérivée aussi,
et le théoréme sera démontré.

Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple.
soit différent de zéro. Soit § la valeur correspondante de ,
laquelle sera différente de z, et de X. On aura f'(§) = o;
car, s'il en.élait autrement, 'expression

1§+ axr) —f(§)

(33
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aurait, pour des valeurs suffisamment petites de Az, le signe
de f'(§)Az. En donnant & Az un signe convenable, on pour-
rait la rendre positive. Donc § ne correspondrait pas a la va-
leur maximum de f, comme on I’a supposé.

78. Corollaire. — Soient f(x), ¢(z), ¢(z) trois fonc-
tions admetlant des dérivées dans I'intervalle de @ 4 b; con-
sidérons le déterminant
Sf(x) e(x) Y(z) |
f(x+h) e(x+h) Y(x+h)

S(z+0Rh) ¢(z+0h) $(z+0k)!

C’est une fonction de la variable 6, qui s’annule pour
0= o0 ct§ =1, et qui, d’aprésles régles de dérivation données
ci-dessus (75), admet pour dérivée, dans cet intervalle, le
produit de & par le déterminant

J(x) ¢(x) Y(x)
=|flz+h) ¢(z+h) Y(z+h)
S (x+0hk) o'(x+0h) Y(x+0h)

Ce nouveau déterminant devra donc s’annuler pour une
valeur de § comprise entre o et 1.

Posons, en particulier, ¢ (z) =1; d’ol ¢'(x) = 0. L'équa-
tion A = o deviendra

[¢(x) —¢(x+ h)]f/(x+0h)
+ [f(z+h)—f(x)]¢'(x+0h)=0:
d’ou

(2) flx+h)y—f(z) __ fl(z+0h)

o(x+h) —g(z)  ¢(z+0k)

Si nous posons, en outre, ¢(z) = z; d’ou ¢'(xr) =1, cette
derniére équation deviendra

ou

(3) f(@+h) — f(2) = hf/(z+0h).
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4

Dans cette formule, z + 04 est une quantité inconnue,
mais comprise entre z et z + h.

79. Sila dérivée f'(x) est constamment nulle dans cet in-

tervalle, on aura
S'(x+0h)=0;
d’ou
J(z+ h)—f(z)=o.

Si cette dérivée, sans étre constamment nulle, n’est jamais
négative, f(xr + h) — f(x) aura le signe de k. Soient, en
effet, £ un des points de 'intervalle de £ & = + & pour les-

quels la dérivée est positive; § + 3 un point infiniment voi-
sin de § et compris entre £ et  + h. On aura

J(x+ h)—[f(z)
=f(x +h)—fE+8) +f(E+3) —f() +[(8) —f(x)
=@+ h—3=3)f"(x) + [SE+8) —f(O)]+(E—2) f'(n),

7, étant un nombre compris cntre 2 + A et £+ 8, v, un
nombre compris entre § et z.

Si I'on prend 8 assez petit, f(§ + 8) — f(£) aura le signe
de 3 f'(§). D’ailleurs, f'(E) est positif, f'(n), f(n,) positifs
ou nuls. Enfin, &, z +h —§— 3, £ — x ont le signe de /.
Donc, sur les trois termes qui composent f(x + h) — f(z),
I'un a strement le signe de %, les deux autres ont aussi le
signe de /i, s’ils rie sont pas nuls. La somme a donc le signe
de h.

On voit de méme que, si la dérivée f'(x), sans étre con-
stamment nulle, n’est jamais négallve S(z+h) ——f(x) sera
de signe contraire a /. L
~ Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Tutonime. — La fonction f(x) reste constante dans
tout intervalle ot f'(z) est constamment nul; elle crolt
avec x dans tout intervalle ou f'(z) reste positif; elle dé-
crolt au contraire, quand z crolt, dans tout intervalle
ot f'(x) reste négatif.
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Les deux derniéres parties de ce théoréme subsistent en-
core si f'(x) peut s’annuler dans I'intervalle considéré, mais
sans changer de signe, pourvu qu'il soit impossible d'isoler
dans l'intervalle considéré un intervalle partiel dans lequel
JS'(x) soit constamment nul.

80. Tutorime. — Si f'(x) reste continu dans un en-
gy J(EHR)—[(x) . .
semble E borné et parfait, 7 ¥ tendra uni-

Jormément vers sa limite f'(x).

En effet, cette expression est égale a f(x + 04). Mais
S'(z), élant continue, I'est uniformément dans E (63).

Donc, on peut assigner une quantité v, indépendante de r,
et telle qu’on ait

| f'(z+0h) — f'(x)]| <=

dés que le module de 84 et, a fortiori, dés que celui de h
est < 7.

81. Tutorime. — Sila fonction f(x) est intégrable de
aab, Uintégrale définie

X
[ foraz=F),

ott xq et X sont compris entre a et b, est une fonction de X
@ variation bornée et continue. Si de plus f(x) est con-
tinue au point X, F(X) aura en ce point une dérivée égale

a f(X).
Soit, en effet, i le maximum de | f(x)| dans 'intervalle ab.

Décomposons l'intervalle de o 2 X en intervalles partiels
LoZyy -+vy ThotThy -5 Ta_y X. La varialion tolale de la

fonction intégrale
X
[ fyda,
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relalive a cette décomposition, sera

2

On voit donc qu’elle ne peut surpasser une limite fixe. Donc,
F(X) a une variation bornée.
En second lieu, changeons X en X + AX; on aura

nf(.z') dr

Lh—1

WIS SN

X + AX

X X + Ax
AF(X):f f(x)dw—f f(a:)dz:f f(z)dr,
o E X

quantité qui tend vers zéro avec Ax, car son module est au
plus égala n|Ax|.

Supposons enfin que f(x) soil continue au point X. On
aura par définition

X+ Ar

d =1 E - -1/
f! f(x)dz -mEf( ) (Zh— Thr)

Zyy ...y Ty_y 6tant des valeurs intermédiaires infiniment
voisines les unes des aulres, intercalées entre X =z, et
X + AX = z,, et § une quantité intermédiaire entre z_,
el xg.

On peut, par hypothése, quel que soit ¢, déterminer une
quantité ¢, telle que I'on ait, tant que [ 2| < ¢,

/(X +h)—f(X)] <e

et, par suite,
S(X+h)=f(X)+R,

R ayant son module < z.

Supposons maintenant | AX | < ¢. A plus forte raison, les
modules des différences §— X seront < 8, et I'on aura géné-
ralement

JE&) =Sf(X) + Ry,

R4 ayant son module < =.
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Substituant ces valeurs des quantités f(), il viendra
Y /) erm mm) = Y LX) 4+ Ro) (34— 2-3)
Y /0 + Y (@n— ram) TLAX) + 418X
=V /0 — s)(@u— @) S LAX) — 218X

La quantité

Ef(zk)(xk_ Zr_y)
AX

est donc toujours comprise entre f(X)+¢ et f(X)-—c¢. 1l
en sera de méme de sa limite

X+ AX

iy S

On peut, d'ailleurs, prendre ¢ aussi pelit qu'on voudra, a
condition de faire décroitre suffisamment A;‘(. On aura donc
a la limite

X-+AX
f Sf(z)dr
F'(X) =Iimx——:¥——— =71(X).
Remarque. — Si 'on supposait X constant, mais z, va-
viable, l'intégrale définie
X
[ si=ras
serait une fonction de x,. D’ailleurs, elle est égale et de signe
contraire 3
f ./(a:) dr
x

dont la dérivée est égale, d’aprés ce qui précede, a f'(z,).
Sa dérivée sera donc — f'(xo).



VARIABLES RKELLES. 71

82. Le théoréme qui précéde montre que toute fonction
f(z) continue dans Uintervalle de a & b est la dérivée
d’une autre fonction F(x).

Il est, d’ailleurs, aisé de trouver I'expression générale des
fonctions qui ont pour dérivée f(x). Soit, en effet,

F(z)=F(z)+ o(2)
I'une d’elles. Sa dérivée sera
F(z) +¢'(z) =f(2) +¢'(z).

Pour qu’elle se réduise a f(x), il faut et il suffit que 9'(x)
soit nul. Donc, p(z) se réduit & une constante ¢ (79), qui
peut d’ailleurs étre choisie arbitrairement.

Lorsqu’on a obtenu, par un procédé quelconque, une
fonction §(z) ayant pour dérivée f(x), on trouve, sans peine,
la valeur correspondante de c. En effet, dans 'équation

X
[ rarde=3X)+c;

faisons X = z,. Le premier membre s’annulant, il vient

j(‘ro) +c¢=o,
et, par suite,
X
[ sty dz=5X) = F(0).
On nomme fonctions primitives ou intégrales indéfinies

de f(x), les fonctions qui ont pour dérivée f(z). On les
désigne par la notation

ff(t) dx

pour mettre en lumiére leur liaison avec l'intégrale définie.
Cetle expression, comme on vient de le voir, ne repré-
sente pas une fonction déterminée, mais une infinité de
fonctions, différant les unes des autres de quantités con-
stantes. ‘
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83 \Dérivation des intégrales définies par rapport a
un paramétre. — Soit f(z,y, ..., ) une fonction des
variables z, y, ..., a qui reste continue tant que z, y, ...
restent intérieurs 4 un domaine D et « intérieur a un do-
maine A.

Soit E un domaine borné et parfait intérieur 3 D; pour
toute valeur de « intérieure a A, 'intégrale ‘

I:SEf(x,y, ...,2)de

aura une valeur déterminée; c’est donc une fonction de x.
Cette fonction est continue; car, si 'on change 2 en a - Az,
elle prendra un accroissement

A[:_—Szf(x,vy,...,a+Az)de—SEf(-r,y, ooy 2)de
:S Af(z,y,...,2)de,
E

dont le module ne pourra surpasser LE; L étant le maximum
da module de A f(z,y,...,a).

Or, soit 6 une quantité dont le module soit moindre que
I'écart de z a la frontieére de A; le point a + Ax sera encore
intérieur a A, lanl que |Ax| sera 8. La fonction f restera
donc continue tant que z, y, ... se mouvront dans E et que
le paramétre variera entre o — & et « + 3. Cet ensemble de
valeurs étant évidemment borné et parfait, la continuité de f
y sera uniforme; donc L, et par suite Al, tendront vers zéro
avec Aa.

Supposons de plus que f considérée comme fonction de «
seulement (r, y, ... conservant des valeurs constantes)
admette une dérivée; ce sera une nouvelle fonction de z,
Y» +++» &, que nous pourrons désigner par fy(zx,y,...,2),
et nous aurons

Af(x,y,...,2) = falX,)) ..., 2+ 042) Az,

6 étant une quantité variable, mais toujours comprise entre
oetr.
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Si nous admetlons enfin que f;, soit continue dans le méme
champ ou nous avons déja supposé que f1’était, cette expres-
sion sera de la forme

[fa(®,y, ... 2) + R] Az,

R tendant uniformément vers zéro avec Az, dans tout le
domaine E.
On aura donc
Al .
T’_‘S [falz,¥,....a) +R]de
% E

= sz;(.r, Y-, 2)de + SER de.

Soit L, le maximum de |R| dans E; on aura

SER de

quantité qui tend vers zéro avec Az. On aura donc

iLIE)

Iim;:SEf;(x,y, ..., 2)de.

L’intégrale I admet donc une dérivée, représenlée par I'inté-
grale ci-dessus.

8%. Intégration par parties. — Soit
S(z)=ro(2)¢(x)
une fonction formée du produit de deux autres. On aura
df(x)=1d'(r)¥(z)dr +¢(2)¥ (r)de
et, en inlégrantder =a a x =0,
b v
[ e@undes [ e ¥ ds

a [ b

= [ dftz)=7(8) ().

Cette équation raméne, comme on voit, le calcul de I'une
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{les deux intégrales qui figurent au premier membre au
calcul de l'autre, qui pourra se trouver plus simple.

Ce procédé de réduction a regu le nom d’intégration par
parties.

Quant au second memkre f(b)— f(a), il conviendra,
lorsque la fonction f(r) a une expression compliquée, de le
représenter par la notation abrégée

[/(2)]a.

VII. — Dérivées partielles. Différentielles totales.

85. Passons i la considération des fonctions de plusieurs
variables.

Soit, par exemple, © = f(x,y) une fonction de deux
variables r, y définie dans tout l'intérieur d’un certain
domaine D.

Soit (z, y) un point quelconque intérieur & D. On pourra
déterminer une quantité ¢ telle que tous les points

| £+ Az, y + Ay |,
ot

|az ]+ |8y | <8,
soient encore intérieurs a D.

Changeons z en x + Az, sans faire varier ). Si 'expres-
sion
Sz +ax, y) — f(z,))
Ax

tend vers une limite fixe quand Az tend vers zéro, cettc
limite se nommera la dérivée partielle de f par rapport
4 r au point x, y. On la représente indifféremment par
P'une ou I'autre des trois notations suivantes :

f_;:(l‘,)/), D.’l‘f(x,}’), (’ff)-:)y)'

Si I'expression
S(z, v +ay)— f(=z,7)
Ay
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tend de méme vers une limite, ce sera la dérivée partielle
par rapport i y, et on la représentera par les notations ana-

logues

fy(£:7), Dy fla,y), _df(;_"g;

Si en chaque point intérieur & D il existe des dérivées par-
tielles, chacune d’elles sera une nouvelle fonction de z, y,
définie dans I'intérieur de D.

86. Supposons maintenant qu’au lieu de faire varier iso-
lément z, y, on les change simultanément en z + Az,
¥ + Ay, et étudions I'accroissement

Af(z,y)=f(x + Az, y + ay) — f(z, ).

Cette expression peut se mettre sous la forme

S(x+ 82,y +8y)—f(@,y + 8y) + f(2, 7 + 87) — f(2, 5)
ou, en appliquant la formule (3) du n° 78,

Se(x +0Ar, y +Ay)Ax +fy(x,y +0,Ay) Ay,

O et 8, étant des quantités plus petites que l'unité.

Faisons tendre Az et Ay vers zéro. § Az et 0, Ay tendent
a fortiori vers zéro, de quelque maniére que puissent varier
6 et 6,. Si donc les fonclions f,, f; sont continues au
point z, y, les multiplicateurs de Az et de Ay tendront
respeclivement vers f,(z,y) et f(z,¥).

Soit d’ailleurs E un ensemble borné et parfait quelconque
intérieur & D et dans lequel f;, f, soient continues. Leur
continuité sera uniforme. On pourra donc, quel que soit ¢,
assigner une constante ¢ telle que pour tout point de cet
ensemble les dilférences entre ces multiplicateurs et leurs
limites deviennent < e dés que |Az |, | Ay | deviennent < 8.

On aura donc

(1) af(z, ) =fé(x,y)w+f}(-r,y)Ay+RAw+RnA)’,

R et R, tendant vers zéro avec Ax et Ay (et cela uniformément
dans tout I'ensemble E).
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On voit'donc que A f(z,y) se compose de deux parties,
F'une

(2) Se(z,y) Az + fo(x,y) Ay,

simplement linéaire en Az et Ay, l'autre composée de
termes d’ordre plus élevé que 'un ou l'autre de ceux qui
précédent.

L'expression (2) se nomme la différentielle totale de
S(z,y). Les deux termes qui la composent sont les diffé-
rentielles que 'on obtiendrait en faisant varier une seule des
deux variables z, y et laissant I'autre constante. On leur
donne le nom de différentielles partielles.

Si I'on supposait, en particulier, que la fonction f(x, y)
ne fit autre que z, f,(x, y) se réduirait a 1, et f}.(z, ) 4 o.
L’équation

df(z,y)=fz(x, y)Ax +f}('”; y)ay

se réduirait donc a
dr = Ax.

En supposant que f(x, y) se réduisit a y, on trouverait
de méme
dy = Ay,
ct, par suite,

(3) df("))'):ﬂr(x)}')dx'*'f;(x’ }')d)'-

Ainsi qu'on I'a vu aux n** 73 et 79, la condition nécessaire
ct suflisante pour que f(z, y) reste constante lorsque
varie seul (et, par suite, se réduise & une fonction de »)
est fo(x, y)=o.

De méme, la condition nécessaire et suffisante pour que
JS(z, ) ne dépende pas de v est f, (x,y)=o0.

Ces deux conditions réunies exprimeront que f est indé-
pendant de z et de y, et, par suite, se réduit i une con-
stante. Elles peuvent étre résumées en celle-ci

df(z, y)=o.
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Car, pour que cette expression, égale a
Sz(x, y) Ax + f(z, y) Ay,

s’annule identiquement, quels que soient Az et Ay, il faut
* et il suffit que f,.(x, ») et f,(z, y) soient nuls séparément.

87. Admettons que, par un procédé quelconque, on ait
mis A f(z, y) sous la forme

(1) Af(x,y)=Adr + Bdy +Sdr +8S,dy,
A et B élant indépendants de dr et dy, et S, S, tendant
vers zéro en méme temps que dx, dy; on aura
. A=fo(x, ), B:f’;(.z‘,)'),
df(x,))=Adxr+ Bdy.
Egalons en effet les deux expressions (1) et (4) de A f(xr,));
il viendra, en divisant par d.r,

’ d 1y
Selx, y)+R+[f (x, )’)+R.]2‘£=A+S+(B+S,)IZ~;.

. , d .
Faisons tendre dir et dy vers zéro, de telle sorte que ?G)

tende vers une valcur fixe )5 on aura a la limite
Selo, y)+fr(r, y) A=A+ Bl

Cette égalité, ayant lieu quel que soit %, se décompose dans
les deux suivantes

So(x, ¥)=A, Jy(x, »)=B.

88. La remarque qui précéde permet de déterminer aiscé-
ment les dérivées partielles et la différentielle totale d’une

fonction composée.
Soit, en effet, une semblable fonction

SJlu, e, 00),
ty, ¢, «.. élant elles-mémes des fonctions des variables in-
dépendantes z, y, ....
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Pour obtenir la différentielle totale de celte expression,
considérée comme fonction de z, ¥, ..., donnons & z, y, ...
des accroissements dz, dy, .... Soient Au, A¢, ..., Af les
accroissements correspondants de u, ¢, ..., f. On aura

dav
R, R,, ... tendant vers zéro avec Au, A¢, ....
Mais on a, d’autre part,

du Jdu
Au_(—);d.-r-i- a;dy+...+Sd;r+S,dy+...

Af:g—'-ZAu+0—fA"+...+RAlI+R, Av+-.. .,

=du+Sdr+S,dy+...,
av av
Av._d d.z:-l—dyd)'—t— +Tde+T,dy+..
:':.dV-i—Td.l‘-{-T,d)‘—i—...,

S,S,..., T, T, ... tendant vers zéro avec dz, dy, ...
Substituant ces valeurs dans I'expression de Af, il vient

Af——!(1u+ fdv+ A+pdr+pdy+..

df ou  9df ov A
<du ox T ov 07 +) dz

af du  df dv .
(()u ay ¥ o¢ ay “""')dv'
+...+pdr+pdy+...,

¢1 71y --- tendant vers zéro avec dix, dy.
On aura donc
__9fdu  df v
“oudzr tovart
()f 9f du  If o

dy — ou dy " ov dy

et d’autre part
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d’ou les deux propositions suivantes :

La dérivée, par rapport a une variable indépendante x,
d’une fonction composée f(u, v, ...)s’obtient en ajoutant

fon s . af 9 .
ensemble les dérivées partielles 7‘5, 0——: » -+ respective-
ment multipliées par les dérivées de u, v, ... par rapport
acz.

La différentielle totale df s'exprime au moyen de u,
¢y oo ydu,do, ..., de la méme maniére que si u, v, ...

étaient des variables indépendantes.

89. Supposons que des fonctions u, ¢, ... des variables
indépendantes z, y,, ... satisfassent identiquement a une
équation

Sf(u,¢,...)=o0.

Le premier membre de cette équalion étant une fonction
composée de z, ¥, ... dont la valeur est constante et égale
a zéro, ses dérivées par rapport a chacune de ces variables
sont nulles. On aura donc

df _of ou  Of dv
0z ~ udz v oz
df _ Of ou _ df ov

:O,

=o,

Ainsi toute identité f(u,v,...)=o fournira de nou-
velles identités en égalant a zéro les dérivées de son pre-
mier membre par rapport a chacune des variables indé-
pendantes.

Ces nouvelles équations peuvent d’ailleurs se concentrer
en une seule

dfzg'—idx+g——§dx+...:o.

90. Nous dirons qu’une fonction f(z,y, ...) est définie
(ou jouit d'une propriélé donnée) auzx environs du point
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(%0, Y0y ---) sil’'on peut déterminer un nombre positif 4, tel,
que la fonction soit définie (ou jouisse de la propriéié de-
mandée) pour tous les points (z,y, ...) ou |x— x|,
|y —%al, ... sont zh.

91. Tutorkme. — Soit F(z,y,...,u) une fonction des
variables x, y, ..., u, laquelle sannule au point

(o, Yos o0y Uy).

Supposons : 1° qu’elle soit définie et admette des dérivées
partielles continues ¥, ¥, ..., F, aux environs de ce
point; 2° que F, ne sannule pas en ce point.

On pourra déterminer une fonction des variables x,
Yy ... définie auzx environs du point (zq,¥,, ...) et pre-
nant en ce point la valeur u,, et qui enfin substituée a la
placede u dans U’équation F = o, la rende identiquement
satisfaite; cette fonction sera unique et admettra les dé-
rivées partielles

F., F.

— 7 T e
2 7,

En vertu des hypolhéses faites sur I'existence et la conti-
nuité des dérivées partielles F;, F), ..., F,, on pourra dé-
terminer une quantité positive k, telle que, pour tous les
points (&£, ¥, ..., u) ot | —zo|, |y —20ly -ovy |6 —uy|
sont Z h, ces dérivées partielles existent et différent de leurs
valeurs initiales (F7)o, (F})o, .-+, (F)o de moins de ¢, en
désignant par ¢ une quantité positive choisie 2 volonté, mais
que nous supposerons moindre en valeur absolue que (F),.

Si donc on désigne par A la plus grande des quantités
[(Fp)o|+ ¢, [(F))o|+¢, ... et par Blaquantité [(F,),| —¢,
on aura, pour tous les points considérés,

I[Fel<I(F)l+e<A, |Fil<A, ..., [|F,|I>B.

En outre, F, conservera toujours le signe de (F,),.
Cela posé, soit n~- 1 le nombre des variables z, y, ..., u;
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désignons par k le plus petit des deux nombres £, -'%h. On

aura, pour tous les points (zo+ Az, ..., g+ Au) = (z, ..., 1)
oudrZk, Ay Tk, ... et AuZh,

F(z,y,...,u)= F(z,y,...,u)—F(z4, 50, - .-, ty)
= Fi(xs+0Az,y, ...,u,)Ax
+ F (2o + Az, o+ 0,8y, ..., ug) Ay +. ..
+ F (zy+ Az, yo+ Ay, ..., u+0,, Au) Au.

Chacun des m premiers termes de cette expression a son mo-
dule << Ak. La somme de leurs modules est donc

<mAk<Bh.

Mais, d’autre part, le dernier terme a son module plus grand
que B|Au].

Si donc nous posons, en particulier, Au ==/, ce lerme
I’emportera sur la somme des autres et donnera son signe a
I'expression. D’ailleurs, le facteur

F,(zy+ Az, yo+ Ay, ..., u+ 8, Au)

a toujours le méme signe, celui de (F,),. Donc, si 'on pose
successivement Au=h et Au=—h, on obtiendra, pour
F(z,y,...,u), deux valeurs de signe contraire. Mais F est
une fonction continue de u; elle s’annulera donc pour une
valeur de u intermédiaire entre uo— h et wy+ h. Elle ne
s’annulera d’ailleurs qu’une fois, car sa dérivée garde le
méme signe dans Lout cet intervalle.

Nous avons donc établi qu’a tout systéme de valeurs de
Z, ¥y ..y tel que £ — o, ¥y — ¥, ... aient leurs modules
non supérieurs a &, correspond une valeur unique de « com-
prise entre uo—h et uo+ h et satisfaisant a P'équation
F = 0. L'ensemble de ces valeurs conslituera une fonction
de z, y, ... enli¢rement définie dans ce domaine, ct qui se
réduit évidemment 3 u, au point (o, yo, .. .).

Soient d’ailleurs (z,y,...) et (z + Az, y + Ay, ...) deux
points de ce domaine; « et u -+ Au les valeurs correspon-

J.— 1L 6
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dantes de cette fonction. On aura
F(z+ Az, y + 3y, ...,u+8u) —F(z,y, ..., u)
Fo(x+0Az, y,...,u) Az

+F (z+ax, y+0,4y,...,u)dy +...

+F (x+ Az, y + Ay, ..., u+ 0, Au) Au.

o=

Il

Le multiplicateur de Au ayant son module plus grand que la
constante B, cetle équation montre que Au tend vers zéro
avec Ar, Ay, ....

Faisons, en particulier, Ay =...=o0. L’équation se ré-
duit a

o= F (z+0Az,y, ...,u)azx
+F (z-+Az,y,...,u—+0, Au)Au;
d’ot
Au F.(x+0Ax,y,...,u)
Az~ Fo(z+Ax,y,...,u+0,Au)

¢l 4 la limite, en faisant tendre Az vers zéro,

du
9=

_Fzy,..u)
F.(z,y,...,u)

. du , . .
Les autres dérivées T}" ..+ se détermineraient de méme.

92. Tutorkme. — Soient F,, ..., F, n fonctions des
m + nvariables x,y, ...; u, v, w, ... sannulant au point
(Tos Yoy -3 Uay Yoy Woy -+.). ST Uon suppose : 1° qu'aux
environs de ce point, ces fonctions admettent des dérivées
partielles continues; 2° que le déterminant

'\

OF, OF, OF,
du dv OJw
J=1| ... .
JoF, OF, JF,

s v ow

' ne s'annule pas en ce point, on pourra déterminer un sys-
_-¢dme de fonetions des variables z, y, ... définies aur en-
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virons du point (o, ¥o, - -.), prenant respectivement en cc
point les valeurs ug, vo, Wy, ... et qui enfin, substituées a
lu place de u, ¢, w, ... dans les équations Fy=o, ...,
F,= o, les rendent identiquement satisfaites. Ce systéme
de fonctions est unique, et ces fonctions admettent des
dérivées partielles.

Ce théoréme est établi par ce qui précéde, dans le cas ou
F'on n’a qu'une seule équation, et nous pourrons, dans la dé-
monstration, supposer qu’il ait été établi pour le cas de
n — 1 équations.

Cela pos¢, pour que J soit 2 o pour le point x4, y,, ...;
Igy ¢'0y Woy -- -, 1l faut évidemment qu'une au moins des dé-
JF, 9dF, JF,

rivées s—, —; —, +
du,” dvy~ dw,

-+ soit différente de zéro. Soit, par

3—1—;:’ 20. On pourra, d’aprés le théoréme du n° 91,
déterminer une fonction « de z, y, ...; ¢, w, ... qui satis-
fasse identiquement a I'équalion ¥y = o et qui admelte des
dérivées partielles aux environs du point z, ¥, ...; ¢,
Wo, ... Subslituant cette valeur de u dans les équations sui-
vantes F;=o, ..., F,=o, elles prendront la forme sui-
vante

exemple,

Py(r, ¥, .0, L) =0, oy ¢, —o.

Les fonctions &,, ..., ®,, étant respectivement égales a
F,, ..., F,, admettront, aux environs du point x4, 5, ..
Vuy Wy, .. .. des dérivées partielles

)

00, O, O du | 0w OF, OF, ou
dr — 9r  9u oz’ g o Y omwen’
Le déterminant
o ow
Ji= Jd%, 0P,

9 ow



84 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

des dérivées partielles relatives a ¢, w, ... sera, en négligeant
les termes qui se détruisent,

Oy OF | [gF gFy | R O,
v ow 9 Ju oOw 9 dv  du
o, o7, 1+ SR om | SEIoR o [
dv  dw : Ju Ow 5 dv  du l
e e e I T
Remplacant %‘—:, g% > +«- par leurs valeurs
ok, R,
_9v 9w
du du
cetle expression deviendra é aleé-i-' et commeﬁ a au
P 8 oF,’> Ju
du

point (Zo, ¥qs - - -5 Uoy oy Vo, - - -) une valeur finie et différente
de zéro, J, sera lui-méme [ini et différent de zéro.

On pourra donc, par hypothése, déterminer des fonctions
¢, w, ... des variables indépendantes z, y, ..., qui salis-
fassent identiquement aux équations ®,=o, ®;=o, ..., qui
se réduisent & ¢q, Wy, ... pOUr T =Xy, ) =Y, ... €L qui
admettenl des dérivées partielles aux environs de ce point.
Substituant ces valeurs de ¢, w, ... dans I'expression de .
on obtiendra pour u, ¢, w, ... des fonctions de =z, y, .
satisfaisant aux conditions requises.

93. On donne le nom de fonctions implicites a celles

qui sont ainsi définics par un systéme d’équations non réso-
lues

(B) e ,

La démonstration précédentc montre a la fois que ces
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fonctions u, ¢, w, ... existent et qu'elles admetlent des
dérivées partielles.

L’expression de ces dérivées partielles s’obtiendra d'ail-
leurs aisément en dérivant les identités (3) par rapport aux
diverses variables indépendantes. On trouvera ainsi, en déri-
vant par rapport a z, par exemple,

dF, OF, du JF, dv  OF, ow
9z 9w 9z T o0 0z T 9w 9z T
(6) J i ittt a st e ettt et a e .
dF, O0F,0du OF, ov OF, ow
' 9z T ou 0z T 00 0z T 9w oz T

=0,

systéme d’équalions linéaires dont la résolution donnera
du dv odw

02’ 95’ op | sous forme de fractions ayant J pour déno-
minateur. Ce déterminant étant par hypothése une fonction
continue de z, y, ... et de u, ¢, w, ... qui sont elles-mémes
conlinues en .z, ¥, ... est une fonction continue de z, y, ....
D’ailleurs, au point g, Yoy « e+, 0D @ U = Uy, ¥ = ¢g, ... €L
J ne s’annule pas. Donc, dans un certain domaine autour de

ce point, J sera encore différent de zéro, et les valeurs de

gl—;, gi) --- fournies par les équations (6) ne pourront de-

venir illusoires.

94. Les considérations précédentes fournissent la solution
d’une question importante :
Soient

(7) ul:fl('rl’ . '-axn)) sy um:fm(xl) -..,.’l‘,,)

m fonctions des n variables indépendantes z,, ..., z,
admettant des dérivées partielles continues. Nous dirons que
ces fonctions sont indépendantes s'il n’existe entre elles
aucune relation qui permette d’exprimer I'une d’elles au
moyen des autres.

Un systéme de fonctions tel que (7) étant donné; propo-
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sons-nous de¢ rechercher combien il contient de fonctions
indépendantes.
A cet cffet, formons le tableau des dérivées partielles

df| df] 0/1
—_ e d_;.,

d_J']’ ().t,’ ’ N
Un, m .. Ofm,
dr,, or,’ oz,

Avec les éléments communs a un certain nombre de lignes
de ce tableau ct 4 un nombre égal de colonnes on peut
constituer un déterminant. Construisons tous les détermi-
nants de ce genre. Nous pourrons énoncer le théoréme sui-
vant :

Tutorkime. — S¢ l'un des déterminants a p* éléments,
tel que celui-ci

(o6 O |
!()Il d&l'P
D=;... ... ...
o, 7 |
| dxy ar,

ne sannule pas au point (§,, ...,8,), et si au contraire
tous les déterminants & (p +1)* éléments sont identique-
ment nuls aux encirons de ce point :

1° Les fonctions u,, ..., u, seront indépendantes aux

environs de ce point.

2" Au contraire, up,,, ..., Un pourront sexprimer en
Jonction de uy, . .., up.

1° En effet, soient ¢y, ..., vy, les valeurs de wy, ... unm
au point (E,, ....§,). Les équations (7) étant mises sous
la forme

(8) Ji—u,=o, ey fm—um=o0.

le déterminant des dérivées partielles de leurs premiers mem-
bres par rapport & Xy, ..., Zp, Upyry « - -y Um Sera évidem-
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ment égal a (—1)» PD. Il sera donc différent de zéro au
point (&, ..., &Guy ¢4y --.y ¥m) et I'on pourra regarder les
équations (8) comme définissant implicitement z,| ..., xp,
Upyyy ..., Un en fonctions de wy, ..., up, Zpyry ..., Zp aUX
environs du point (¢, ..., ¢p,Epyiy ---, Ea). A chaque systéme
de valeurs w,, ..., up, Zpy1, ..., Zo suffisamment voisines
des valeurs initiales ¢y, ..., ¢p, Epyiy ..., En correspondra
un systéme de valeurs de z,, ..., zp. Donc, réciproquement,
iy, ..., up pourront, par un choix convenable de valeurs
de z, ..., z, prendre tout syst¢me de valeurs suffisamment
voisin de ¢,, ..., ¢p. Donc les fonctions u,, ..., up sont in-
dépendantes.

2° D’autre part, up,,, ..., un sont aussi des fonctions des
nouvelles variables indépendantes w,, ..., up, Tpyiy ..., Tu-
Mais il est aisé de voir qu’ils ne dépendent pas de z,,,, .. ..
z,. Soient en effet «;'une quelconque des fonctions w4, ...
Um, xx I'une quelconque des variables z,,,, ..., £,; nous

) dll,'
allons montrer qu'on a -— =o.
().Z‘k
On trouve en effet, en dérivant les équations (8) par rap-
port a xy,

O 0z fi 0z O _

oz, dz; '~ 0xp dzp | O0ri o
9fp 9z, 9 oz,  Ofp _
(de‘—i‘ dzpo—x;—Fd—z_k—-O,
Uy doy L Ui dey i du _
Jdxr, 0, Feeet ox, 0z, = dxy Oy =0
)’ s .. Jd.r, dx,
d’ou,en éhmmantm, B
du; du;
D (7;* =0, et enﬁn d_‘t; =o0.

Donc upy, ..., um sont fonctions de u,, ..., up seule-
ment, el la seconde partic du théoréme est démontrée:
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95. Le cas le plus intéressant de cette analyse est celui ot
m = n. Dans ce cas, pour que les n fonctions u,, ..., u,
soient distinctes, il faut et il suffit que le déterminant

o ... %
dx, oz,
. | o
0@'1 ().z‘,,|

ne soit pas identiquement nul.
Cela équivaut évidemment a dire que les différentielles

totales
Ifr af,
oz, dr,+...+ oz, dz,,
afn afn
-0—‘?’ d.l“ “+ ...+ -a?n dx,,

sont linéairement distinctes.

Le déterminant J se nomme le jacobien des n fonctions
uy, ..., U, par rapport aux variables z,, ..., z,.

On lc représente souvent par la notation

o(uy, ..., up)
0(zy, ..., %)

afin de rappeler qu’il joue dans la théorie de ce systéme de
fonctions un réle analogue & celui de la dérivée dans celle
des fonctions d’une seule variable. Voici quelques exemples
de ces analogies :

1° Supposons que Z,, ..., Zn, au lieu d’étre indépen-
dantes, soient elles-mémes des fonctions de nouvelles va-
viables yy, ..., 4, définies par des équations

zl:?l(}'l’ .. w)’n)'
Les fonclions
U;=[fi(Zy, o5 Ta)

deviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions

N
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de », ..., ya, telles que
U= fi(xye .., XTR) =P (010 - VR )y
et 'on aura évidemment

0% _fidn i du
dyy ~ orx, dyy +eeet 0x, Oy

Le déterminant

o(uy, ..., u,)
d(}'h ---1]’:;)

formé avec les éléments —di", est évidemment le produit des

0)’[‘
deux déterminants
oh ... 9
d.t.l . d_x“ _d(ul,...,u")
% . dfn d(‘z‘h '-'71":)
dx, dx,
ct
9% .. 9%
Al I ENR Y
9&. . _d_?_ﬁ 0()’1)-“’)"3)
J' d“ d)’n
On a donc
(9) 0(‘{: ..... ) _ O(Uyy ooy Un) O(Zrs ooy Tn)

Oy --s¥n) O(Zyy ooy Za) Y1y -1 Yn)

Supposons, en particulier, que les variables z soient
exprimées en fonction des variables u, de telle sorte que

Yis ..., )'n se confondent avec u,, ..., u,. La formule précé-
dente deviendra

0(uyy . ooytty) O(Zyy ooy Zy) —.
0(xyy ooy xy) O(Uyy ..oy lty)

(10)

Les formules (g) et (10) sont la généralisation évidente de
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celles qui donnent la dérivée d’une fonction de fonction ou
d’une fonction inverse.

VIII. — Lignes continues. — Lignes rectifiables.

96. Lignes continues. — Une ligne, élant définie comme
le lieu des positions successives d’un point mobile, sera re-
présentée, dans le cas du mouvement plan, par un systeéme
de deux équations

& =f(t), Yy =zq(L),

/[ et 9 étant des fonctions de la variable indépendante ¢, qu’on
pourra considérer comme figurant le temps. Si ces fonctions
sont continues, la courbe sera dite continue.

Supposons que ¢ varie de la valeur initiale ¢, a la valeur
finale T. Si les valeurs finales de z, y coincident avec leurs
valeurs initiales, la courbe sera fermée.

Plus généralement, si, pour plusieurs valeurs différentes
de ¢, z et y reprennent le méme syst¢me de valeurs, la
courbe passera plusieurs fois par un méme point, que I’on ap-
pellera un point multiple.

La distance d’un point fixe (§, %) au point (¢, z, ) d’une
ligne continue est une fonction continue de ¢; sile point (&, 7,)
n’est pas sur la courbe, cette fonction ne s’annulera pas; elle
admettra donc un minimum différent de z ‘ro, qu’elle atteindra
pour une certaine valeur de ¢, et qu'on pourra appeler la
distance du point (§, ) a la courbe.

Soient de méme (¢, z, y) et (u, §, n) deux points pris res-
pectlivement sur deux courbes continues

r=f(¢), y=3p() e E=F(u), n=2%(u)

Leur distance sera une fonction continue de ¢ et de u. Si les
courbes ne se rencontrent pas, elle atteindra, pour un cer-
tain systéme de valeurs de ¢ et de u, une valeur minimum,
qui sera la plus courte distance des deux courbes.



VARIABLRS REELLES. 91

97. Considérons enfin une courbe fermée C continue
et sans point multiple, décrite en faisant varier ¢ de ¢, a
T = to+ w. Elle sera caractérisée par deux équations

xz=T(¢), y=1%o(),

ot les fonctions F et ® sont définies de ¢, a t, + w, et satis-
font aux relations

F (¢t + w) =F(¢,), DL+ w) =D(¢,).

A chaque valeur de ¢ comprise dans cet intervalle corres-
pond un point différent de la courbe, sauf les deux valeurs
extrémes ¢, et ¢, + w, qui correspondent au méme point.

Soient f(t) et p(¢) deux fonctions respectivement iden-
tiques 4 F(¢) et a®(¢) dans l'intervalle de ¢, a ¢, + v, et dé-
finies pour les autres valeurs de ¢ au moyen des relations

St+w)=/(1), e(t+w)=3().

Ces nouvelles fonctions serqnt continues, et les équations
xr = f(t), Yy =r(t),

ou ¢ varie de -—— o0 & -- % représenteront encorc la méme
courbe que précédemment, décrite une infinité de fois, de
telle sorte qu’a chaque pointx, y de la courbe correspondent
une infinité d’arguments ¢ différant entre eux de multiples
de .

Cela posé, soient

(t,z,y) et (¢,2',y’) deux points variables pris sur une
méme courbe C continue et fermée, sans point multiple;

A = \/(2'— z)*+ (' — y)? leur distance;

t'— t = h la différence de leurs arguments.

Ces arguments n’étant déterminés pour chaque point
qu’a un multiple prés de w, on peut évidemment les choisir

w
de telle sorte que A ne surpasse pas P valeur absolue. On

peut admettre, en outre, qu'il est positif, en échangeant au
besoin les deux points z, y et z', y.
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D’aprés les propriétés des fonctions continues, on pourra,
quelle que soit la quantité positive a, déterminer une autre
quantité § telle que, pour toute valeur de & moindre que 8,
on ait

o' — x| < =, ly—y|<-—=» dou A<a
VAN

Donc, si A tend vers zéro, il en sera de méme de A.

Réciproquement, si A tend vers zéro, il en sera de méme
pour A. En effet, A est une fonction continue de ¢ et de /;
car la différence entre la distance des points ¢, ¢ + A et celle
des points ¢ 4+ dt, t 4+ dt + h + dh estau plus égale en valeur
absolue a la somme des distances du point ¢ aa point ¢ + dt,
et du point ¢ + A au point ¢ + dt + h + dh, lesquelles dis-
lances tendent vers zéro avec dt et dh. D’autre part, A ne
s'annule que pour £ = o. Donc, parmi tous les systémes de
points ¢, ¢ + h, ou k n’est pas inférieur 3 une quantité fixe
g, il cn existera un pour lequel A prendra une valeur mi-
nimum o' différente de zéro. Donc, quel que soit d’ailleurs ¢,
A ne pourra s’abaisser au-dessous de «' sans que k s’abaisse
au-dessous de §'.

Si donc A tend vers zéro, A tendra également vers zéro, et,
par suite, la distance du point ¢ & un point quelconque de
P'arc compris entre les points ¢, ¢ + & tendra aussi vers zéro.

98. Cela posé, donnons a P’argument ¢ une suite de va-
leurs infiniment voisines ¢, ¢, ..., embrassant une période w.
Sur les points de C ainsi déterminés, construisons un poly-
gone inscrit P. La distance d'un quelconque de ses sommets,
tel que ¢;, aux divers points de I'arc de courbe ¢;¢;,, et no-
lamment & son aatre extrémité ¢;.,, pourra étre supposée
< 8, 3 étant une quantité infiniment petite, indépendante de
la position du point ¢;. La distance d’un point quelconque ¢,
pris sur I'arc Kliyi, & un autre point ¢ pris sur la corde
tit7,y, sera '

Ui+ tlt'z i+ it <2 d.
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déduit aisément un polygone réduit P' sans point multiple,
et tel que la distance de deux points quelconques ¢, ¢/, pris
sur une partie de la courbe et sur la partie correspondante de
ce polygone, soit infiniment petite, et cela uniformément.

Suivons, en effet, le contour du polygone P jusqu’a ce que
nous arrivions a un poini multiple a@; soit ¢;¢;,, le coté sur
lequel il est situé. Continuons & suivre le polygone jusqu’a
ce qu’on arrive & un second cOté fx44,,, passant également
par le point multiple a. Les droites ¢;¢;,, et txt4,, ayant une
longueur < ¢ et se coupant au point a, la distance des points
tiet ty,, sera < 28, quantité infiniment petite. La différence
txy1 — t; deleurs arguments sera donc < ¢ en valeur absolue,
¢ élant une quantité infiniment petite.

Si cette différence est positive, la distance au point ¢; d'un
point quelconque de I'arc ¢ty ...t sera <m, 7 étant un
infiniment petit. La distance d’un point quelconque ¢, pris
sur la partie ¢;...t; de cet arc & un point quelconque ¢ pris
sur la droite ¢;a, sera donc << 0 + 8. D’autre part, la distance
de deux points quelconques pris sur l'arc £t et sur la
droite ats,, est < 28. Si donc, en décrivant le contour du
polygone P, nous nous abstenons de décrire la boucle
atiy,...txa, de maniére a substituer a la ligne polygonale
titiyy ...ty la droite ¢;a et, au coté tﬂ;,_,_., la partie atx,., de
cette droite, nous obtiendrons un polygone réduit P,, ayant
moins de points multiples que P, et tel qu’en prenant arbi-
trairement deux points ¢, ¢ sur une partie de la courbe et
sur la partie correspondante du polygone, leur distance soit
constamment << x, « désignant un infiniment petit, égal a la
plus grande des quanlités n + 3, 28.

Si la différence ¢z, — ¢; était négative, au lieu de sup-
primer dans le polygone P la boucle at,,, ...t a, on suppri-
merait 'autre boucle ats,...t;a, ct 'on arriverait évidem-
ment au méme résultat.

Si le polygone P, présente encore des points multiples, on
y supprimera une nouvelle boucle, et ainsi de suite, jusqu'a

Le polygone P peut avoir des points multiples; mais on en z
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ce qu’on arrive a un polygone réduit P/, sans point multiple,
et jouissant des mémes propriétés.

99. Ce nouveau polygone P’ divise le plan en deux ré-
gions, l'une extérieure, I'autre intérieure.

Nous allons établir qu'il existe toujours un point p, situé
dans la région intérieure, et dont la plus courte distance a P’
surpasse une quantité fixe, différente de zéro.

Soient, en effet, A = (t,,20,0) et B=(t\, 24, y1) les
deux points de la courbe C pour lesquels z atteint sa plus
plus petite valeur z, et sa plus grande valeur z,. La courbe
sera formée de deux arcs, I'un allant de A en B, I'autre reve-
nant de B en A.

Considérons sur ces deux arcs deux points (¢, z, y) et
(¢,2',y'), dont les abscisses soient comprises entre x, + {3
et z,— 3, f étant une quantité fixc arbitraire, moindre que
Ti— %o, La distance de chacun de ces points & I'un quel-
conque des points A, B étant 5 3, les différences des argu-
ments, ¢ — &y, t,—t, t'—t,, t, — t', surpasseront une quan-
tité fixe v; et, comme 'argument varie de w quand on décrit
la courbe entiére, on en conclut que ¢ — ¢ est compris entre
2y et w — 2. La distance des points ¢ et ¢ ne pourra donc
s'abaisser au-dessous d’une quantité fixe d.

Cela posé, la distance entre deux points choisis a volonté
sur deux portions correspondantes de la courbe C et du po-
lygone I” est << «, a désignant un infiniment petit. On pourra
donc déterminer sur P’ deux points A’, B', dont les distances
A4 A, B soient respectivement < z; et le polygone se compo-
sera également de deux arcs polygonaux, I'un allant de A’ &
B/, Pautre revenant de B' & A’. Prenons respectivement sur
ces deux arcs deux points (§,7), (¥, n'), dont les abscisses
soient comprises entre o+ 3+« et £, —  — a. H existe
sur la courbe des points ¢, ¢/ dont les distances A ces deux-la
sont << «; leurs abscisses seront comprises entre z,+ 3 et
x,— 3; leur distance sera donc > d, et la distance des points
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(&m), (§',7') sera > d — 22, quantité qui deviendra, lorsque
2 décroit, plus grande que d,, d, étant une quantité quel-
conque moindre que d.

Cela posé, coupons le polygone réduit par la droite

I+ Ty

r= - Les points A’ et B’ n’étant pas du méme co1é

de celte droite, elle traversera chacun des deux arcs A'B' et
B’A’ en un nombre impair de points. En remontant cette
droite a partir de I'infini négatif, on sera d’abord en dehors
du polygone. Au premier point d’intersection, on entrera
dans I'intérieur; on en ressortira au second, et ainsi de suite.

Supposons, pour fixer les idées, que la droite en question
traverse d’abord I'arc A’B’ en m points consécutifs, puis I'arc
B’A’ en n points, puis I'arc A'B’ en m’ points, etc. La série
des nombres m, n, m/, ... contiendra au moins deux nom-
bres impairs. Soit, par exemple, m' le premier nombre de cette
nature que contient la série. Le nombre m + n + m’ élant
impair, le trongon de droite contenu entre le (m + n + m')¥éme
point d’intersection et le suivant sera intérieur au polygone;
d’ailleurs, ses deux extrémités sont I'une sur I'arc A'B/,
I'autre sur I'arc B'A’.

Considérons un point quelconque de ce trongon de droite.
La somme de ses distances aux portions ¢ et ¢’ des lignes
polygonales A’B’ et B'A’ comprises entre les deux abscisses
Lo+ B+ 2 et £, — 3 — a est au moins égale a la plus courte
distance de ces deux lignes, qui est > d,. Or, lorsque le
point se déplace sur le trongon de droite considéré, sa dis-
tance & ¢, d’abord nulle, varie d’une fagon continue et devient
plus grande que d,. H existe donc sur cette ligne un point p,

. . ‘., d . .
ou cette distance devient égale a —2—'- La distance de ce point

a ¢ sera >%

Zo+ 2,
_—

D’autre part, I'abscisse de ce point étant égale a sa

distance a un quelconque des autres points des lignes A’B’ ou
B'A’, dont I'abscisse est moindre que 2o+ 3-+a ou plus grande
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. Xy —
que z,— 3 —«, sera au moins égale a —'—;—”—ﬂ—-z,

quantité qui, pour a assez petit, devient plus grande que

X

toute quantité d, inférieure a f‘%—“ — B. La plus courte

distance du point considéré au polygone P’ sera donc >/, {
désignant la plus petile des quantités d, et ds.

100. Cela posé, le lieu des points du plan qui sont a la
distance a d'un c6té du polygone P’ se compose de deux
droites égales et paralléles & ce coté et de deux demi-cir-
conférences reliant leurs extrémités. Tragons ces droites et
ces cercles pour chacun des c6tés de P'. L’ensemble de ces
lignes auxiliaires décomposera le plan en un certain nombre
de régions. Considérons, en particulier, celle de ces régions
qui contient le point p. Elle est intérieure & P/, et tous les
points dc son intérieur seront & une distance de P’ plus
grande que a. Elle sera limitée par un contour fermé R sans
point multiple, dont chaque point sera 4 la distance « de P".
Le cercle de rayon { — «, décrit du point p comme centre,
sera en entier dans son intérieur. Au contraire, tous les
points de la courbe C lui seront extérieurs, car leur distance
aPest<a.

Décomposons le contour R en éléments infiniment petits
par des points de division a, @/, @’, .... Soient ab, a'¥/, ...
des droites de plus courte distance menées de ces points au
contour P'. Ces droites auront o pour longueur commune.
Elles ne peuvent rencontrer sur leur parcours ni R ni P'; car,
si cela avait lieu, on aurait sur R un point dont la distance a
P’ serait < 2. Elles resteront donc dans I'espace annulaire
compris entre R et P'. Enfin, elles ne peuvent se couper mu-
tuellement; car, si ab et a'd', par exemple, se coupaient en
un point de leur parcours, on aurait évidemment

ab'+a'b<<ab—+a' b <az;

I'une des deux distances ab', a'b serait donc << 2. On aurail
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donc ici encore, sur R, un point dont la distance a P’ serait
< a.

Cela posé, soient ab, a'b’ deux lignes de plus courte di-
stance consécutives. A la portion bcd’ du polygone P, com-
prise entre b et b, correspond un arc BB' de la courbe C,
dont les extrémités B, B’ sont respectivement a une distance
<ade b et de &'. La distance rectiligne des points B, B’
sera infiniment petite, car elle est au plus égale a

Bb+ ba+aa'+a'b+ b'B,

quantité moindre que 42 + aa’. Donc tous les points de I'arc
BB’ sont a une distance infiniment petite de B. Il en sera de
méme des points de laligne polygonale bcb’, dont chacun est
¢loigné de moins de a de I'un des points de BB'. D’ailleurs la
ligne polygonale Bbaa'b'B’ est également infiniment petite.
Donc tout le contour polygonal baa’b'cbh sera contenu dans
un cercle de rayon infiniment petit décrit autour de B, et tous
les points de la région intérieure a ce contour seront infini-
ment voisins de B.

Donc tout point de la région annulaire comprise entre R
et I sera infiniment voisin de la courbe C.

Le contour R, dont nous venons d’établir les propriétés,
est formé de lignes droites et d’arcs de cercle; mais ces arcs
de cercle, s'il en existe, tournent leur convexité vers I'inté-
rieur de P’ et, en remplagant chacun d’eux par un polygone in-
scrit dont les cOtés soient assez multipliés pour que la distance
du cercle au polygone soit moindre que la plas courte di-
stance de R a P’ et 2 C, on obtiendra un nouveau polygone S
uniquement formé de lignes droites et jouissant des mémes
propriétés que R, & savoir : 1° il n’a pas de point multiple ;
2° il contient A son intérieur un cercle de rayon fini; 3° il
laisse a son extérieur tous les points de P et de C; 4° tout
point de I'espace annulaire compris entre P’ et S est infini-
ment voisin de C.

101. On pourrait considérer de méme, parmi les régions
J— ?
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dans lesquelles le plan est décomposé par les lignes droites
et les cercles auxiliaires, celle qui est extérieure a toutes ces
lignes. On verrait aisément, par des considérations toutes
semblables a celles que nous avons développées, que Lous ses
points sont & une distance de P’ plus grande que a; qu’elle
est limitée par un contour fermé R/, sans points multiples,
cnveloppant le polygone P’ et la courbe C, et dont tous les
points sont i la distance a de P'; que tous les points de I'es-
pace annulaire, compris entre R’ et P/, sont infiniment voisins
de C; enfin, qu'on peut remplacer R’ par un polygone S’ ex-
clusivement formé de lignes droites et jouissant des mémes
propriétés.

102. 1l est donc établi qu'on peut, quelle que soit la quan-
tité ¢, trouver deux polygones S, §' sans points multiples,
intérieurs 'un 3 autre, entre lesquels la courbe se trouve
contenue, et tels que chaque point de I'espace annulaire qui
les sépare soit 4 une distance de C moindre que .

Soient 7, 7’ les plus courtes distances de ces polygones a
la courbe C; ¢, une quantité moindre que 7 et %'. On pourra
trouver deux nouveaux polygones S,, S, intérieur et exté-
rieur, dont l'écartement a la courbe soit <e¢,; ils seront
évidemment compris entre les deux autres.

Continuant ainsi, on pourra former une série de polygones
intérieurs de plus en plus grands S, S,, ..., cl une série de
polygones extérieurs 8, S|, ..., comprenant toujours entre
eux la courbe C et s’en rapprochant de plus en plus.

Les points du plan seront de trois sortes :

1° Ceux qui, & partir d’un certain terme de la série, de-
viendront extéricurs aux polygones &', S}, ...; onles nom-
mera points extérieurs @ la courbe;

2° Ceux qui sont intérieurs a partir d’'un certain moment
aux polygones S, Sy, ...; on les nommera points intérieurs
a la courbe;

3° Ceux qui sont intérieurs a tous les polygones de 1a
suite §', S/, ..., mais extérieurs 3 tous les polygones S,
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Sy, - ... Ces points, dont la distance a la courbe est moindre
que loute quantité assignable, seront situés sur elle.

Il est donc établi que toute courbe continue C divise le
plan en deux régions, I'une extérieure, 'autre intéricure,
cette derniére ne pouvant se réduire a zéro, car clle contient
un cercle de rayon fini.

103. Deux points intérieurs g, ¢’ peuvent toujours étre
réunis par un trait polygonal intérieur & la courbe. Il existe,
en effet, dans la série S, S,, ... des polygones intérieurs,
un polygone S; qui les conticnt tous deux. Par les points ¢,
q', menons des droites quelconques qui coupent ce polygone
en ret /. Les droites gr, ¢'r’, jointes & 'un des deux arcs
de S; qui réunissent r & 1, satisferont a la question.

Deux points extérieurs pourront éirc réunis de méme
sans traverser la courbe.

Au contraire, toute ligne continue ), qui joint un point
intérieur ¢ & un point extérieur ¢, coupera nécessairement
la courbe C. Soient en effet « I'argument dont la variation
donne les divers points de D; u,. ¢ les valeurs de cet argu-
ment aux points q, ¢'.

Considérons I'ensemble des valeurs de « comprises entre
g et . Celles de ces valeurs qui correspondent a des points
intérieurs a C forment un ensemble borné. Soit U son maxi-
mum. Le point U, appartenant a la (rontiére entre les
poiuts intérieurs et les points extérieurs, sera sur la courbe C.

10§. Une ligne L continue et sans points multiples, tracéc
daos I'intérieur d’un contour continu C sans point multiple
el ayanl scs extrémilés sur ce contour, partage l'intérieur
de C en deux régions séparées.

Plus généralement, considérons une région R du plun limi-
tée : 1’ par n contours fermés sans points multiples G, .. ..
Cya, extéricurs les uns aux aulres; 2° par un autre contour
analogue G, qui les contient dans son intérieur. On pourra,
sans parlager R en régions séparées, tracer n lignes conti-



100 PREMIERE PARTIE, — CHAPITRE 1.

nues L, ..., L,, réunissant respectivement les contours
Cy, ..., C, au contour C,. Mais, cela fait, toute nouvelle
ligne continue L,,,, joignant deux quelconques des points
frontiéres de R, divisera R en deux régions distinctes.

On exprimera cette propriété d’une maniére abrégée en
disant que I'ordre de connexité de R est égala n +1.

Ces propositions sont évidentes dans le cas ou C,, Cy, ...,
C, sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous
avons vu qu'on peut les considérer comme des limites de
polygones.

103. Counses mectiFiasLEs. — Considérons une courbe
définie par les ¢quations

x=f(8), y=3(0).
Soient ¢y, ¢y, . . .. t,, T une série de valeurs du paramétre ¢;
ZoyYo3 L1y Vis --+3 X, Y les valeurs correspondantes de x.

. Le périmeétre du polygone inscrit a la courbe, et dont ces
points sont les sommets, sera

(1) EV (Bt — 04) + (Yarr— Ya)*

Si cette somme tend vers une limite déterminée et con-
stante, lorsque les intervalles ¢4, — ¢4 dans lesquels on a
divisé lintervalle T — ¢, décroissent indéfiniment d’ampli-
tude, cette limite représentera la longueur de Uarc de
courbe correspondant a cet intervalle.

Pour que cette limite existe, il faut, en premier lieu, que
la somme (1) ne puisse pas croitre indéfiniment par un choix
d'intervalles quelconque. Or I’expression

T =T (el

est au moins égale & |zxp— Lr] €L d | yap — i !, mais ne
peut surpasser la somme de ces quantités. Pour que cette
premiére condition soit remplie, il est donc nécessaire et suf-

fisant que les sommes

X lJf'k-H—-l'. I, ) I,Vk-H‘_ "A'l
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soient limitées et, par suite, que f(¢) et o (¢) soient des fonc-
tions & variation bornée.

106. Supposons cette condition remplie, et soit L le maxi-
mum du périmeétre des polygones possibles. Il faudra encore
que le périmétre de tout polygone, pour lequel les inter-
valles ¢4,y — ¢4 sont suffisamment pelils, soit aussi voisin
qu'on voudra de L.

Cherchons & exprimer analytiquement cette condition.
Nous savons tout d’abord (71) que les fonctions f(¢—+ ¢),
=(t +8), f(t —3), (t — 8), ol  est un infiniment petit po-
sitif, tendent vers des limites f(¢+ o), ¢ (¢ + o), f(¢ — o),
7(t —o).

Cela posé, soit P le périmétre d’un polygone II correspon-
dant aux points de division ¢,, ..., &, ... el soit £ un point
quelconque intermédiaire entre ¢ et £4,. Introduisons deux
nouveaux points de division ¢ — ¢ et ¢ + ¢ également com-
pris dans l'intervalle de ¢; 4 ¢;,,. Le nouveau polygone IV
ainsi obtenu différant du premier par le remplacement de
P'un de ses cOtés par une ligne brisée, son périmétre P’ sera
s P.

Introduisons le nouveau point de division ¢. Nous obtien-
drons un troisiéme polygone 11" qui différe de II' par le rem-
placement du c6té qui joint les points f(¢ — 8), o(t — 3) et
J(t+8), (¢ + &) parles deux lignes qui joignent respecti-.
vement ces deux points au point f(¢), (¢).

Supposons que ¢ décroisse indéfiniment; les points f(¢ — g),
z(t — &) et f(t+ 3), (¢ + 8) tendront vers les points fixes
SJ(t—o0),9(t —o)etf(t+0),9(t + 0); et, si le point f(¢),
%(¢t) n'est pas sur la portion de droite qui joint ces deux
points, nous obtiendrons, par I'adjonction du nouveau point
de division ¢, un accroissement de périmétre fini. Soit a cet
accroissement. Le périmétre du nouveau polygone étant au
plus égal a L, celui du polygone Il ne pourra surpasser L—a,
et cela quelque rapprochés que soient les points ¢, ¢y, - ..,
tx, - .., tant que le point ¢ ne fera pas partie de cette suite.
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Nous arrivons donc a ce résultat que, pour toute valeur
de ¢ comprisc dans I'intervalle de ¢, a T, le point f(¢), o(¢t)
doit étre sur le segment de droite qui joint les points f(¢+ o),

#(t+ o) et f(t— o), 3(t— o).

107. Cette condition est suffisante. En effet, soit ¢ une
quantité quelconque. On pourra déterminer une division en
intervalles ¢o, ¢y, ..., tx, ..., T, telle que le périméire P

du polygone correspondant soit > L — %

Soit 14, #,, ..., t;, ... unc autre division en intervalles
assujetlis a la seule condition d’étre tous moindres qu'une
quantité fixe ; nous allons montrer que, si 3 est suffisam-
ment petit, le périmétre F/ du polygone ainsi obtenu sera
plus grand que L — =.

Considérons, en effet, un troisi¢me polygone obtenu en

prenant, pour points de division, tous les points ¢ et tous
les points t;. Son périmétre P seraS P > L — §~

Evaluons, d’autre part, la différence entre P’ ct P, en sup-
posant que 8 ait été pris << &', &' désignant le plus petit des
intervalles ¢4, — t, auquel cas deux quelconques des points
¢ seront séparés au moins par un point de la série ¢; .

Soient n le nombre total des points de la premiére divi-
sion; n' le nombre de ceux de ces points qui n’appartiennent
pas a la seconde division. Soient, enfin, ¢ I'un de ces der-
niers points, ¢; el ¢, ceux des points ¢ entre lesquels il
tombe. Le coté ¢/ t;,, du polygone P’ sera remplacé dans I
par les deux cOtés ¢ ty, tit;, .

Or la distance ¢} ¢4 diflére de la distance (¢ — o, ¢) d’une
quantité¢ au plus égale en-valeur absolue a la distance
(t;, tk—o0); de méme ¢¢;,, différe de (&, tx+ o) d'une
quantité au plus égale en valeur absolue a (¢, tx+o0);
enfin ¢ ¢;  difféere de (&x— o, tx+ o) [lequel est égal a
(tx— o, tx) + (tk tx+ 0)] d'une quantité au plus égale en
valeur absolue a (¢, ti— o) + (& —+ o, ¢;,,). On aura donc

tt,' L+ ‘kt;i—i - tl" ‘;4-29(‘." ] b— 0) + 2(“’"" o, ‘;‘n)'



YARIABLES REELLES. 103

Or les distances (¢;, ty— o) et (tx+ o, ¢;,,) tendent vers
zéro avec 8. On peut donc trouver une quantité 8y, telle que,
pour toute valeur de & inférieure & 8;, chacune de ces dis-
€

g, on aura deés lors

tances soit moindre que

’ \ 1 = €
lyle—+ ‘kt;-l—l — ity 2 an.
A chaque point ¢ de la premiére division qui n’appar-
tient pas & la seconde, correspond ainsi une quantité 8;. Si
nous prenons pour ¢ une quantité moindre ‘que la plus pe-

tite des quantités 8,, ..., 8, ... et &, nous aurons donc
’ ’ = € :“‘
pr_ pr :Zk(t; bt b — Gl ) 30 =25

d’on

- € _
l”;P"—;;L—a.

108. Si I'arc de courbe compris entre les points ¢, et T a
une longueur déterminée L, et qu'on prenne un point ¢
quelconque intermédiaire entre ¢, et T, les deux arcs par-
tiels £o¢ et tT auront également des longueurs déterminées
L', L’ et 'on aura

L'+ L"=L.

En effet, L est, par définition, le maximum du périmétre
des polygones inscrits & 'arc ¢, T. Parmi ces polygones, il
en est qui n’ont pas de sommet en ¢; mais, en intercalant ce
nouveau sommet, on ne fait qu'accroitre le périmétre. On
peut donc, pour la détermination de L, ne considérer que
les polygones qui admettent ¢ pour sommet. Or ceux-ci sont
formés de deux polygones, inscrits, I'un dans I'arc ¢4 ¢, 'autre
dans I'arc ¢tT. En appelant P, P’, P" les périmétres des trois
polygones, on aura toujours

P'+P'=P.

Donc, P étant limité, P’ et P’ le seront également, et L,
maximum de P, sera la somme des maxima partiels L/, 1.".
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Il 'résulte de la que I'arc ¢4¢, ou le point ¢ est considéré
comme variable de ¢, 4 T, est une fonction de ¢, essentielle-
ment positive et croissante. Nous la désignerons pars. Cher-
chons quelles nouvelles conditions sont nécessaires poui’
qu’elle soit continue.

109. Lorsque ¢ s’accroit de la quantité ., I'accroissement
de l'arc est évidemment égal A la longueur de I'arc compris
entre les points zet ¢ + h. Intercalons donc, entre tet ¢t + /,
une série de valeurs intermédiaires ¢,, ..., ¢,; écrivons,
pour plus de symétrie, £, et ¢, & la placede tett+A;
I'accroissement cherché As sera le maximum de I'expression

N Ve = FET T () — )T

lorsqu’on fait varier le mode de division de l'intervalle; on
aura, par suite,

As= f(4) — £(0),
S ¢(8) — 9(¢)-

Faisant tendre ¢, vers ¢, les seconds membres de ces iné-
galités tendront respectivement vers

J(t+0)—f(t) el o(t+0)—g(s).

Si donc ces expressions ne sont pas nulles, As ne pourra
décroitre indéfiniment avec £, et1’arc sera discontinu.

En changeant le signe de 4, on verra de méme que l'arc
sera discontinu, si

J(t—o0)—/f(t) et o(t—o0)—u(e)
ne sont pas nuls.

110. Supposons, au contraire, qu’on ait

S(t—o)=f(t+0)== f(¢),
¢(¢—o0)=ce(t+0)=72(¢),
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ce qui exprime que f(¢) et o(¢) sont continues. L'arc s sera
lui-méme continu.
En effet, on aura (72)

f(t) :fl(t)—f!(t)v
e (8) = o,(¢) — 91(¢),

Ju, J2y 91, %2 élant des fonctions continues et non décrois-
santes. On aura, par suite,

2\/[.,'“#-”) — U]+ [(hrs) —2 (20|
o

S

2[ |f.<tk+.>—f|(ck>—/,(zk+.>+f.(tk>|]

+I D1 (Lrwr) — @1 (Er) — ©a(bhiy) + ‘Pl(tlc)l

[

N i) = £1(80] + Lfallens) — S0
- - I+ [?l(tk-l—l) — o (8)] + ['?:(‘kn) — ‘?:(‘k)]’

T A+ R) = [(O]+ [fa(t+ h) — fa(e)]
+ o (e +h)— o (8)] + [9:2(t + h) — 0,(8)].

Or chacun des quatre termes de cette expression tend
vers zéro avec &, puisque fy, fa, 2i, @2 sont des fonctions
continues.

Nous nommerons courbes rectifiables celles dont I'arc a
une longueur déterminée, fonction continue de ¢. D’aprés
ce que nous venons de voir, on les reconnaft & ce caractére
que les fonctions f(¢) et o(¢) sont continues, et & variation
limitée.

111. Si les fonctions f(¢), ¢(¢) ont des dérivées conti-
nues au point ¢, l'arc s aura lui-méme une dérivée, égale &

VS ()2 +2'(e)2.
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On a, en effet,
[(hrd) — f(8) = S(%4) (b1 — &),
"?(tlﬁ-x) - ?(tk) = ?’(’2-) (ka1 — Lr)y

<k et 7 étanl compris entre ¢ et iy et, a fortiori, enlre ¢
et t+h.
On en conclut

EV[/‘UM) ) [ ) — 9 ()T
uz 2 (tkss— LV (x) + 9%(%)-

Or Vf"(3k) + 32(%x) differe de \if"2(¢)+92(t) d’une
quantité moindre en valeur absolue que

VIS Ge) = f1O1F + [o7(=h) — #'(0) ]

D’ailleurs les fonctions f’ el 9’ sont continues ; donc, en pre-
nant A assez pelit, on pourra rendre | f'(wx) — f(¢)] et
|%'(s3) — %'(¢t)| moindres qu'une quantité positive quel-
conque .

On aura donc

W () + 93 (30) — V() =+ 27 () | < eva.
Donc
1 e
(2) };z\/l.f(tlﬂ-t — )] 5 (k) — )]
sera compris entre

: 2 (bers— ) LVIZ(0) + 27(0) + ¢V
=) + 9 (l) +ey/a

et

VI (E) + 9" (1) —ey/a.

Multiplions indéfiniment les valeurs intermédiaires ¢,, ....
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As .
tyy ...; la somme (2) tendra vers ~,? qui sera encore com-

pris entre les deux nombres ci-dessus.
Si & décroit indéfiniment, on pourra faire tendre en méme
temps ¢ vers zéro, et I'on aura a la limite

lim “7: — VA 0.

112. La région R du plan intérieure a une ligne recti-
fiable (fermée et sans point multiple) est toujours quar-
rable.

Partageons, en eflet, le périmétre L de cette ligne en arcs

L
égaux de longueur =, et décomposons le plan en carrés de
n

L , .
coté o Il est évident que chacun des n arcs obtenus ne

pourra vencontrer plus de quatre de ces carrés. La somme

des aires des carrés qui rencontrent la frontiére de R est
Lt 4L .

donc au plus égale a 4n—=, = =—. Cetle expression tend

n n

vers zéro quand n croit indéfiniment; R est donc quarrable.

113. Une courbe dans I'espace peut étre représentée par
trois équations

x == f(¢t), y=r2(t), s =4(2).

Elle scra continue, si les fonctions f, o, b le sont.

Nous appellerons longueur d’un arc de cette courbe la
limite du périmétre d’un polygone inscrit.

Des raisonnements identiques a ceux des n°* 105 a 111
montrent :

1° Que pour que cel arc s existe et soil une fonction con-
tinue de ¢, auquel cas nous dirons que la courbe est recti-
fiable, il faut et il suffit que f(¢), o(¢), $(¢) soient conti-
nues, et i variation bornée;

2° Que s est une fonction croissante de ¢4
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3> Quesi f(¢), 9(t), $(¢) admettent au point ¢ des déri-
vées continues, s admettra unc dérivée, égale a

V() + g2 (L) -+ §3(¢).

IX. — Fonctions élémentaires.

114. Avant d'aller plus loin, il convient de passer en
revue certaines fonctions particuliérement simples, que 1'on
désigne sous le nom de fonctions élémentaires.

Fonctions rationnelles.— Considérons I'expression Ax",
ol A est une constante et n un entier. En lui appliquant la
régle du n® 75 pour former la dérivée d’un produit, il
viendra

(Axz®) L
Azt —x T2

(Az*) = nAxn-'.
La dérivée d'un polyndme entier

Ar*+Baxm 4. ..
sera donc
nAxr"'4+~mBam-t4 . ...

v ’ . . u .
Celle d'unc fonction rationnelle .2 quotient de deux poly-
ndémes, s’en déduira immédiatement (75).

115. Logarithme. — On donne le nom de logarithme
arithmétique de x a la fonction définie par I'équation

la variable x élant supposée positive.

. L. 1
Cette fonction a pour dérivée 2’ ct s'annule pour r =1.

Elle est d’ailleurs croissante.
On a, d’aprés. cette définition, y désignant une seconde
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variable positive,

_dzxy _dx dy _ .
dLogzy = Ty = -+ 5 —=d Logx + dLogy,
d’od

Logzy =Logx + Logy + C.

Pour déterminer la constante C, posons z =1, y =1; les.
logarithmes s’annulent tous; donc C =o, et

(1) Logxy == Logx + Logy.
Pour la valeur particuli¢re y = :;, celte équation deviert
1
(2) Log.r + Log—x- =o.

Si x tend vers o, il en est de méme de son logarithme.
Soit, en effet, @ un nombre quelconque > 1; dés que x sera
devenu plus grand que a”, on aura

Logx >> Loga® > n Loga,

quantité qui tend vers o avec n, Loga étant positif.
Si z tend vers o, Logx tendra vers — 0 en vertu de I'é-
quation (2).

116. Exponenticlle. — Le logarithme de x, élant une
fonction croissante, ne reprend pas deux fois la méme va-
leur. 11 a donc une fonction inverse. On la nomme fonction
exponentielle, et on la représente par e*. Cette fonction est
ainsi définie par I'équation

x == Logy.

Llle croit avec z, est égale & zéro pour £ =—o0; a 1 pour
Z=0; & o pour x =+ . Pour z=1, elle prend une va-
leur déterminée e, que nous calculerons plus tard.
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Elle a pour dérivée

dy _ U _ e
dr = dz =7 ="
dy
Donc
(3) (e*) =e".

Posons enfin dans la formule (1)
Logz = u, Logy =v;
d’ou
Logxy -z u -i-¢.

On en déduit

£ —=e", yo——e, Ty cnestr
ct, par suite,
%) cMeb. et v,
En particulier, si ¢ =:— «, il viendia
(3 etesnoo,

117. Fonction «™. — Nous désignerons par le symbole
™ la fonction définie par I'équation

(0) y= eml,o:.r’

x étant une variable positive.
Si m est un entier positif, elle est, d’aprés la formule (4),
le produit de m facteurs égaux a e'*** ou x; si m est négatif),

. , , I S .
ce sera le produit de m facteurs égaux a % Si m est une

. ) , . . .
fraction £, on aura, en élevant I'équation (6) & la puis-
p :
sance ¢,
Yl = epLosr - 4.p,

Donc y sera la racine positive de l’équalion binéme ci-des-
sus. Celle racine positive, évidlemment unique, se nomme lu
racine ¢ arithmétique de xr.
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Généralement, » = z™ tendra vers o, 1, + oo lorsque
m Logz tendra respectivement vers — o0, 0, + oc. Si done
on suppose m positif ct croissant indéfiniment, z™ tendra
vers 0 ou vers oo suivant que x <r1ouax>1.

On a évidemment

(7) P Loxren Logxr — elm+n) Logr — $m+n’

(8) (xm)n._._;enl.o;r":emnl.og.r:xmn.

On trouve enfin, en appliquant la régle pour dériver les
fonctions de fonctions

m m
(9) (J"")"_’.: em Logx ; — X ; —_ "!wm—l’

formule qui n’avait été établie jusqu'a présent que pour
m entier positif.

118. Fonctions trigonométriques. — Les fonctions sin,
cosz, tangz, colxr élant délinies comme dans les éléments,
il est aisé¢ de déterminer leurs dérivées.

Remarquons d’abord que, si 'on change z en z + k, les
accroissements de sinz et de cosz seront les projections de
I'arc / sur les deux axes coordonnés, et leur module ne pourra
surpasser /. Donc sinz et cos.z sont continus.

On a en second lieu

2 sin é —cordeh<h<2 Langg,

. h
2 sin —

h

h
cos;< <I.

. h
Si /i tend vers zéro, cos tend vers 1; donc

. h
2 sin —
2

lim =1I.
h
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Cela posé, on a

. (sinzry = lim sin(.r + 2) —sinz

(10) ¢ .
2 s1n —
. 2 h
- lim cos .r+; = cosx

h

et, par suite,

(11) (cosx) :[sin("—;—.t)]’z—cos(g—x) =—sinur,

(12) (tangz) = sinz\’ __ coslr+ sin'r 1
°7 7 7 \cosz - cos*x  cos*r’

cosx’ cos?x + sintx 1
13) (cotxr) = (= _—— =
(13) ( ) <sm.t> sin*z sin®.xr
119. Fonctions trigonométriques inverses. — Si nous

faisons parcourir & la variable z la suite des valeurs com-
. k14 ™ . .
prises entre kn — 3 et Anw+ 3 la fonction ¥ =sinz prendra

successivement les valeurs comprises entre —1 et 41, et
chacune une seule fois. On peut donc réciproquement con-
sidérer £ comme une fonclion de u, définie dans l'intervalle
de —1 3 +1.
Cette fonction @x(u), inverse de sinx, admeltra une dé-
rivée égale a
! A Gl

Gzl = oE i
le radical devant étre pris avec sa valeur arithmétique; car,
lorsque . est compris entre An — ; et k4 :, son cosinus
a le signe de (— 1)*.

La dérivée précédente cesse d’ailleurs d’exister, en deve-
nant infinie, pour les valeurs extrémes « == 1.

120. Considérons I'arc de courbe représenté par I'équa-
tion
xr = ?lt( u ).
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Aux deux extrémités de cet arc, on a respectivement
. f 0 '
.r:k-r:—l;, u -.:sm(l.‘:——;):::—(—l)",

r=kr 4 = u :sin(l'ﬂ—{-’—:): (—nk.
2 2

Si donc & est un nombre pair 2/, on aura pour « =1,

T=2m% + -
2
et pour u=—1, R
r=ams— -
A

Donc

™ 3

cp,,,,(l)-.:am-.:-i-a, Gim(—1) =2m=n — 0

Au contraire, si & est un nombre impair 2/, 41, on aura

‘ ~ k14

Tam+g (1) =(2m +1)7 — 5! Sy (— 1) =(2m +1)% + 2

Il vésulte de ces formules qu’on
Ogm (1) = @344 (1), Som (— ‘):?mn—l(-')'
I.’arc de courbe, représenté par I'équation
xr =¢i(u),

se raccordera donc a ses deux extrémités avec les arcs repré-
sentés par les équations

xr==g_y(u), &= ().

On se trouve douc naturellement conduit i considérer
I’ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe
unique dont ils seraient les trongons, et les fonctions oz (u)
comme formant autant de branches d’une fonction unique.
laquelle aura pour chaque valeur de « une infinité de valeurs

l—1 8
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distinctes, au lieu d’une seule, comme nous I'avons admis
jusqu’a présent. Cette fonction, inverse de sinz, se repré-
senle par arcsinr; €l nous désignerons par Arcsinz celle
de ses branches qui correspond a k = o.

121. Soit

u = cos.x = sin ('; — .r).

Si I'on désigne par arc cosu la fonction inverse, on aura

x = arc cosu, -~ — r =—arc sinu,
2

d’on

. - .

\ arccosu =- ~ --arcsinu,
(14) 1 . +

' (arccosu) = — (arcsinu) —= - ——,

Vi—u?

. . M
le signe dépendant, ‘comme tout & I'heure, de celle des
branches de la fonction que Fon considére.

122. L’inversion de la fonclion
u = tang.x

donne lieu a des considérations analogues aux précédentes.

Si l'on fait varier x entre A= et (A -+ 1)=, u prendra toutes
les valeurs réelles, chacune une seule fois. On pourra donc
considérer réciproquement x comme une fonction de w«,
inverse de langz. Cette fonction ¥x(u) admettra pour dé-
rivée

1 e 1 o

ftangz) T 1 flangty T i@

(13)

Les diverses fonctions ¢,(«) pourront étre considérées
comme autant de branches d'une fonction i valeurs mul-
tiples, que I'on représente par arc tang «. Nous désignerons
par Arc tangu celle de ces branches qui s’annule pour « = o.
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X. — Dérivées et différentielles d'ordre supérieur.

123. Soit « = f(x) une fonction de z, ayant une dé-
rivée u'. Si cette nouvelle fonction admet elle-méme une
dérivée, on la représentera par «’, f'(z) ou D2u et on I'ap-
pellera la dérivée seconde de u.

La dérivée de o' sera la dérivée troisiéme de u, et se
représentera par u”, f”(z) ou D3u; et ainsi de suite.

La différentielle «’' dz de la fonction u est une nouvelle
fonction de x dont on pourra chercher la différentielle.
Cette nouvelle différentielle dépend de la relation qu'on
voudra établir entre la variable z et l'accroissement dx
qu’on lui fait subir. Si 'on admet que cet accroissement
ait une valeur constante, indépendante de z, cette différen-
tielle sera évidemment égale & «" dz.dz = u’ dx2.

Or soient D le domaine dans I'intérieur duquel f(z) est
supposée définie; E I'ensemble des points intérieurs dont
I'écart i la frontiére est moindre qu’un nombre fixe &; pour
tous les points de E, on pourra, sans risquer que x + dx
sorte du champ, assigner 4 dz une méme valeur constante
de module << &; dx élant ainsi constant dans E, la diffé-
rentielle de «'dz y sera égale a w'dx.dzx = u"dz?. Cetle
expression se nomme la différentielle seconde de u, et se
représente par d?u.

Sil'on fait décroitre ¢ indéfininent, E s’étendra de maniére
a englober successivement chacun des points intérieurs a D;
ce qui permettra d'étendre la définition précédente de d*u a
tout 'intérieur de D. ' '

De méme, d?u aura une différentielle «”dx?; ce sera la
différentielle troisiéme de u, et on la représente par d*u.
Continuant ainsi, on aura

du = u'drx,
d*e — u"dx?,
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d’oti
,__ du ,_ du d u

= W= —, vy M= —.
dz’ dx? dxt

Chacune des dérivées successives de u est ainsi un quo-
tient de différentielles, ce qui donne une nouvelle maniére,
trés souvent employée, de représenter ces quantités.

124. Si l'on donne & x un accroissement Ar, la fonc-
tion f(z) prendra un accroissement
A flz) =/f(z+ az) — f(z),

que nous appellerons la différence premiére de f(x).
La différence de la différence premiére sera la différence
seconde, et se représentera par A? f(r), et ainsi de suite.
Posons, pour abréger I'écriture,

Sz +nsz)=fn.
On aura, d’aprés la définition précédente,
0 Y
ou symboliquement
(2) fr=(+A) = FAR = (A
On aura réciproquement

Afe = =S
_\tfo:Afl__Afo_:.‘/'i__./‘l_fl+f0:f!__ 2f1+f0’

ct généralement
(3) A"fo:f”-{-Af"_’—}—Bf""—i—...+Kf°,

A, B, ..., K érant des coefficients numériques.
Pour les déterminer, prenons la différence des deux mem-

bres de I'équation (3). 1l viendra

_\n-‘-l/'o:__\fu_*_ A _\fu-—l_*_. s KA'/".
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Mais I'équation (1) peut étre mise sous la forme symbo-
lique

A= (f— ).
Donc
A==l + AT K] = (= A S
On aura donc, en changeant nenn —1, ...,
(§) A= (f—n)art o=, = (f— Pt A = (f 1),
pourvu que, le développement effectué, on remplace le der-
nier terme (—1)7 par (—1)" f*.

125. Les signes d’opération D et A peuvent étre permutés
enlre eux; car on a évidemment

DA f(x)=D[f(z + Az) — f(=z)]
=D f(x+Ar)—D f(z)=AD f(z).

En posant, pour plus de clarté,

A=t f(xr) =o(x),
on aura donc
¢' () —= A"t fl(2).

Cela posé, appliquons a la fonction ¢(z) la formule
Af(x)=f(x + Azx) — f(r) =Ax f'(z + 0 Ax),

6 ¢tant compris entre o et 1.
Il viendra

A" f(x) =Ar ¢'(x + 0Az) = Ax.A%) /(& + 0 Ax).
On aura de méme
At fi(x) = A AP f"(x + 0, Ax),
9, étant compris entre o et 1, etc.; et, par suite,

At f(z) =Az" f*(x +0Axr + 0, Az +...)
= Az® fr(x + t Ax),

¢ étant compris entre o et n.
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Divisant par Az” et faisant tendre Ar vers zéro, on aura
a la limite, si f%(x) est continue,

(3) S () =1 mMAﬁf)‘.

126. Soit u = f(x, y) une fonction de plusneurs variables
indépendantes z, )'; ses dérivées pamelles f f pourronl
admettre elles-mémes des dérivées paruelles

Nous désignerons les dérivées partielles de parf"(x. ),

Siy(x.x) ou par D7, f, D3, f ouenfin par == d’f A celles

Jirt’ dr 0
‘9, " " R o f
de ;)i). par f:r.r(-l',oj'), f,.r(.l‘.)-') ou xf, j/ ou +,
o
Jdy?

dm +n+p+.A.','
Y drmdyn doP. ..
duite de f en y effectuant successivement m dérivations par
rapport a x, puis n dérivations par rapport a ), puis p déri-
vations par rapport a x, elc.

En général représentera la fonction dé-

127. Posons
A f(ao,y)=f(o +Ar,»)— f(r,)),
A f(x,y) =f(x, y +Ay) —f(r, 7).

On aura évidemment

A A S, y) = f\.r +=Ax, ¥y +4y) — f(o&r + Arx, v)
(06) —f(r,y +Ay) + f(x,y)
-z A, f(x, ).
Posons, pour plus de clarté,
3, /(.l‘,_}') = ?(.l‘, r)
On aura
A f(xo, y) —=3(x +ax, y) —e(x, )

=or(r+0Ar,y)ir .
=[fe(xr+0Ar,y+2y)— fo(xr+0Ar, )] Ar
= fay(x + 03z, y +0,4y) dy Ax.
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Donc
AL f(z, )

Az Ay =fa(r+0az,y + 0, 4y).

Si la fonction f;, est continue au point z, y, on aura, en
faisant tendre Az et Ay vers zéro,

Ay, f(‘t’ﬂ.

(7) Siyte ) = lim 2L

Si f}.(x, ») est continue au point z, ), on trouvera de
méme

Sre(ax, y) = lim ==/ 0222
et, en vertu de I'égalité (6),

(8) f;x(x) )):f:‘,(-l‘, )
Nous obtenons donc le théoréme fondamental suivant :

Tutorime. — St les dérivées partielles [y [y froys Sre
existent aux environs du point xz, y; si, de plus, fy,, [},
sont continues en ce point, ces deux dérivées partielles
seront égales.

On voit par la que deux dérivations successives, opérées
par rapport a deux variables différentes x, y, peuvent (sous
les conditions précédentes) étre interverties sans changer le
résullat final. On en déduit

dm+n+p+... /' dm+a+pc "

(9) 0z dym dxb. | T Jumrie - gyni

en opérant d’abord toutes les dérivations relatives & x, puis
celles relatives a y.

128. On voit aisément qu’on aura en général
| 8
dl"f‘/‘

AmAt f(x, y) = JE d_);'/(w + LA, y + 4 AY) Aa™ Ay,

¢ élant compris entre o et m, ¢, entre o et n.
Si donc la dérivée partielle d’ordre m + n, qui figure au
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second membre, est continue au point z, y, on aura, en fai-
sant lendre Az et Ay vers zéro,

9 (& ¥) o AmALS(Z, y)
(10) B vy v

129. Considérons maintenant la différentielle totale

df__—()—rd 3§ 1y

de la fonction f{(x, ). La différentielle de cette différen-
ticlle, prise en supposant dx et dy conslants, se nomme la
différentielle seconde de f, et se désigne par d?f. La diffé-

rentielle de d*f sera la différentielle troisiéme d*f, ct ainsi
de suite.

On a, d’aprés cette définition,

.. () f orf I f nf )
d*f==(5dx T+ dy(lb)([.t-i—(d dx+¢))' sdy ) dy
f 2 af '/ 4
=9 d.r+)) o drdv-f—dy
ct, plus généralement,
n ’ f m "'/. m-— .
Anf = ).z:"*d‘t + m dw”‘—T—d_d‘r Ydy + ...
Lm(m—n.. (m-——n—f—.) anf m o fun
’ 1.2, T Qrmen d)’" dx d)
dmf

+. dym d),m
ou, sous forme symbolique,
(11) amf = (—— dx + 0) dy>mf.

Cette formule étant vérifiée pour df et d*f, il sufftira d'¢-
tablir que, si elle est vraie pour un nombre m, elle sera
vraie pour m —+ 1.

Pour cela, différentions cette formule. Nous obtiendrons
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évidemment un résultat de la forme

dnu-lf—- mjn.d""'m“""\") m‘{ydxmdy+...
dm,,., m+lf
-+ An W_—;/'Wd‘tm+l_ud-yn+ SR sy | d),mvc-l dym-H

Il reste a vérifier I'expression des coefficients numé-
riques A.
Or, le terme général,

dm+l f

A"my dxm+i- "d)

provient de la différentiation par rapport & x du terme en
dxm-ndyn de I'expression de d/z et de la différentiation
par rapport a ¥ du terme précédent. Ces termes ayant res-
pectivement pour coefficients

m(m—1)...(m—n-+1) et m(m—u)...(m— n+2)
1.2...0 ’ 1.2...(n—1) ’

A, sera égal a la somme de ces deux quantités, soil 3
m(m—1)...(m—n-+9) m—n-1
- s i+ —
t.2...(n—1) n

_(m+1ym...(m—n+-2)
- 1.2...0 ?

ce qui confirme la formule.

130. Soient « et v deux fonctions d'une ou de plusieurs
variables. On aura généralement

d™(uv)y=vd*u+mdm"'udy +...

I
) dmn=rudro+4...+udmnyp.

(12)¢ m(m—1)...(m—n+
| L mm=...(m-
1.2...0

En eftet, Au, Av étant les accroissements de u etde ¢, on
aura

A(uv) = (u + Au) (¢ + A¢) — uv = v Au + u Av.+ Au Av.

Négligeant le terme du second ordre Au A, et remplagant
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Au, Av par leurs valeurs principales du et dv, on aura, pour
valeur principale de Aug,

duy = vdu + udy,

ce qui confirme la formule pour m =1.

Drailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre m,
on verra, comme précédemment, qu’elle est vraie pour
m-—+1.

131. Plus généralement, soit V= f(u, ¢) une fonction
quelconque de u et de ¢, « et v élant encore des fonctions
d’une ou de plusieurs variables indépendantes z, y. Propo-
sons-nous de déterminer les différentielles successives de V.

On a pour la différentielle premiére, ainsi que nous I'a-
vons vu,

dV-—d du + fdv

Pour calculer la différentielle seconde d2V, il faudra diffé-
f A
()
¢, qui ont respectivement pour différentielles
Pf g O orf s

2T Gian ™ gt g

rentier celte expression. Or -3 sont des fonctions de u,

D’autre part, du, dv dépendent de z, y, ... et ont, par
définition, pour différentielles d®u, d?¢. Appliquant la régle
trouvée pour différentier un produit, il viendra donc

d’\"_<3fda+ 9 dt)dll+<—(t—dll+-ldv) /3~

d 2
of df -
-+ dud’u + a—;d s
o o f 9! i a
:‘-ﬁ;—{du'—i- zdu o0 dudy + fdv’—{- -d—l-‘d’u + ;—{d’v.

Une nouvelle différentiation donnerait d®V, et ainsi de
suite.
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On voit, par les formules qui précédent, que dV a la
méme forme que si u, v étaient des variables indépendantes;
mais il n’en est pas de méme des différentielles suivantes :
d*V, par exemple, contient des termes en d*u et d*v qui
n’existeraient pas dans cette hypothése.

XI. — Changements de variables.

132. Ona souvent I'occasion de substituer aux variables qui
figurent dans une formule de nouvelles variables ayant avec
les premiéres une liaison connue. Nous sommes acluelle-
ment en mesure d’indiquer les régles a suivre pour effectuer
cetle opération lorsque les fonctions & transformer con-
tiennent des dérivées. Nous allons les exposer en commen-
cant par les cas les plus simples.

ProsLimr I. — Soit y = F(x) wune fonction de z
dy d'y
dz’ dz*’
que x, au lieu d’étre une variable indépendante, soit lui-
méme fonction d’une nouvelle variable t, et soient z',
' .09y, .. les dérivées successives de x et de y par
rapport a t.

On demande de trouver les relations qui existent entre
dy dy
de’ da¥’

ayant pour dérivées successives -+-+ Supposons

v WA
exy a2l o, e

J ¢tant, par rapport a ¢, une fonction de fonction, on aura,
par la régle connue,

Dérivant de nouveau par rapport a ¢, en remarquant que

d . . . .
-‘T}l’:csl une fonction de .r, qui est lui-méme fonction de ¢, on

aura
dty dy
"y — /2 % ”
J’_d——-lta‘ +—' T,
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Dérivant encore, on trouvera

w24 dy .
y"_ - x’+3d ,.r.z‘+d—~cx,
dy. dy
Résolvant ces. equatlons par rapport a Zil’ Zi_’ <+ 0N

trouvera réciproquement
dy y' Ay x'y'—yvzx
(1 g == =
dr  «x dz? L'
On remarquera qu’en appelant d,r, dix, ..., d\ ¥y, &}y
-les différentielles successives de z et de y par rapport a la
nouvelle variable ¢, on aura

p— !

d’ot1

Donc la dérivée de ) par rapport & r reste égale au rapport
.des différentielles de z et de ¥, quelle que soit la variable
indépendante.
L’expression des dérivées suivantes est au conlraire chan-
gée. On aura, par exemple,

dy _diedly—dyvdiz

drt d,x®
133. Prosiime 1. — Soit, comme précédemment,
y =F(z). Posons
(2) x = f(¢, u), Y =o(¢, u).

Nous aurons trois équations entre x, y, t, u. On peut donc

considérer z, y, u comme des fonctions de t. Cela posé, on
2

rexprimer &L, €L, .
demande d’exprimer 5 Ao’
du d'u

v aE

- en fonction de t, u,
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Prenons les dérivées successives des équations (2) par rap-
port a la nouvelle variable indépendante ¢. Il viendra

puis

v 0}
= azj;
o d’o
J dt‘

4

=%
= d"

v

i f du
Jdtou dt
Jd*e du
dt du dt

df du
du dt’

d's du
du de’

9'f du?
Jdud det

0*p dut

T 0w dr

.................................

Jf d*u
du dir’
d» dtu

+ou dn’

On n’aura plus qu’a substituer ces valeurs dans les expres-

sions (1).

134. ArprLicaTiONs. — 1° Soient x = p cosf, y = p sinf.

On demande l'expression de la quantité

G5

dry
dax?

‘nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le
]

ds d*s

nom de rayon de courbure) en fonction de z, 4, 0’ ot

Oun aura

_ds .

= & cos® — psind,
ds

P

Y= —Zsin0 + ¢ cos0,
_dlp dp .

2= ot cos0 — 2 a6 sin® — p cosH,

dp

R

ot db

(—p—sme +- 2 —=cos0 — psin0
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' 3
(lyi L% Z'”+ I!!
() = (o 3a) ==

(x”_'_ 'VI’);
_.z') —y'z"’

et

2
4 yt= Z,% + ¢t

@£y’ — "= (éﬁ cosd — ¢ smo) ( sin® 42 4 ? cos0 —p sinO)

; do db
dp . ar dp .
——(2-2 sinf + pcosﬁ) (%50050_270 smO——pcosO)
2
_ ,,dp 4t

P e £+
do? N2 ‘
(110’ +e )
, % dip
> d0t TP ot

R=

135. »° Les deux variables x et y étant lies par une
équation, on demande d’exprimer les dérivées z', x", ...
de x par rapport a y en fonction des dérivées y’, y". ...
de y par rapport a x.

On a, par le théoré¢me sur la dérivée des fonctions inverses,

Prenons la dérivée de cette équation par rapport a la nou-
velle variable indépendante y. En remarquant que y/, »”, .
sont des fonctions de z, qui lui-méme est fonction de y, le
théoréme sur la dérivée des fonctions de fonction donnera
1 . '1.ﬂ
7 e de ),_/3 4

L ."’ 3y ' 3."”3 - .’J.V”
im | — iy e = - i3 ’
Y Yoo J

.....................................
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136. Les fonctions de plusieurs variables donnent lieu a
deux questions analogues, que nous allons traiter.

ProsLimelll. — Soit 5 une fonction de deux variables x,
y- On pose x=f(t, u), y="2%(t, u), t et u étant deuz nou-
velles variables. On demande d’exprimer les dérivées par-

- - 2~ 2~ 2
tielles 3—;, %;;: —3—;;, d%;?’ g—);, --- en fonction de t, u,
Jds Jdz 0%z

&=, 2,722, ...
at’ ou’ o

3 étant fonction de x, y, qui sont eux-mémes fonctions
de ¢, u, sera une fonction composée de ces deux nouvelles
variables. Prenons ses dérivées partielles successives; il
viendra

05 _ 03 0z 0 dy

ot —ox at " dy ot’
(3) q

9 _ 0z or 03 oy

du— Oz du " dy du’

. Js
puis, en remarquant que oz’

sont des fonctions de x, ),

eux-mémes fonctions de u et dgy\ /-C
[ 0z _ (0% dr s dy\dr 03 dx
i —<oF 9t T dzay ’u?) ot "oz o
IR L
, \dxrdy dt = dy* dt]) ot ~ dy Jd¢
(4) d*s (dr\? s drdy 0%z [dy?
= az(ar) +*35zay ot o+ W(;;z)
9z 'z 0Js d'y
Jr o6 gy oet’
ro _zmds, e (0ndy dr )
3) I‘d[du T da? dt du  dxdy \dt du  du Ot
| L osoray s 0w 0z oy
\ Jdy? 0t du  dxr dtdu ' dy vtou
s d*s [or\? Pz dr dy  0*s (dy\?
| S =5 (5) 25235 o e + 553 ()
() )3 x5 Py
( or 0&* " dy dut’
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On'calculerait de méme les dérivées troisiémes, etc.

Cela posé, les équations (3), linéaires en L ‘—’f, permettent

Jdx ad
d’exprimer ces quantités en fonctions de 3 ou ° et des déri-
vées partielles de z et y, lesquelles sont des fonctions con-
ds 0=

nues de ¢, u. Portant ensuite les valeurs trouvées pour oz’ oy
dans les équauons (4), (5), (6), on pourra les résoudre par

-~
<

dx PP 9z dy’ dy"
ordres supérieurs.

Cette méthode est évidemment applicable a des fonctions
d’un nombre quelconque de variables.

rapport a de méme pour les dérivées des

137. Remarque. — On ne doit pas perdre de vue que la

dérivée partielle 9z d’une fonction de deux variables z, y
dx :

est, par définition, la dérivée de 5 considéré comme fonction
de z, y restant constant. Si nous remplagons y par ¢(z, u),
de telle sorte que les nouvelles variables indépendantes soient
z et u, la nouvelle dérivée partielle par rapport 3 z sera k
dérivée de z par rapport & z, u restant constant. De ce
changement de définition résulte naturellement un change-
ment dans la valeur de cette dérivée partielle.
Soit, par exemple, 5 =F(x, »). On aura
' 05 _ oF
or — or’

Mais, aprés le changement de variable, on aura

s=F[x,o(x,u)], d—;:z—i;--q-z—f;_);
138. Exemples. — 1° Soient x, ), 5 trois variables indé-
pendantes. Posons
xr = at + bu + cv,
y=at+ bu+cy,
=a"t+ 0 u—+ v,
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a, b, c, ... étant des constantes choisies de telle sorte que la
substitution soit orthogonale, c’est-a-dire qu’on ait
a
Tyt =2 u\—i- vt AN
Cette condition fournira le systéme d’équations suivant,

a®+ a'* + a'"* =1,
b 4- b - BT oo
4+ P+ " =1,
ab +a'l’! +a"b"=o,
be +bc¢' +0"c¢"=o,

ca+ c'd +c"a" =o,
ou le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait,

a+ b+ =,
a?>+ U~ 't =,
a’t4- b - "o,
(7) , ' )
aa' -+ OO + ¢’ =o,

aa + 00"+ cc¢" —=o,

aa+0"b-+c"c=o.

Soit maintenant V une fonction quelconque de r, y, s.
Considérons les deux expressions

AR (£+ ay
d—w)+ dy) " \os/’
o*y a9V gV
oxt Tyt T 9z

(ui se présentent dans un grand nombre de probl¢mes, et que

M. Lam¢ a nommées les paramétres différentiels du pre-

mier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous

de les exprimer au moyen des dérivées partielles de V par
J.— L 9
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rapport aux nouvelles variables ¢, «, ¢. On aura

oV _ oV oV oV
Y TR P dy T4y

Jav dV av av

P P T
A ()Y ¢ av e av
2 A R P
"V a9tV —a Al a Kl
ot T iy 0L dy 0rdz |
N drady ay* dy e
y nyv . J*V » 0V )
e\ 9z oz Jdr ds P ;
'V 9V AR}
—_— g 2 i ¥a
=a ozt +a ‘))4 + a e
aa ’—()2\'- 2a'a"()—-— +a2a"a ()!‘:-
+oaa dzdy " drads P FP
Ny !d’\' ¢V Y
out T =0 + o Jdyt b PE
a9V 7A0Y EAY
' " _
+2bb Iz v +20'b o s T 2b” b() P

AV _ eV v ety
PR P B TR
EAY , o 0V EAY

+ 2¢¢’ v—, - -i-2¢'¢ 4 2c"C 5—

dr dy dy 03 dsdxr’

Ajoutons les carrés des trois premicres ¢quations. 1l vien-
dra, en tenant compte des ¢quations (7),

JdV\? AR LAR [V c OV 2
(-0_[> ' (()u) (()( )_'kdl ) dv)-* (7)—:)
Les trois suivantes, ajoutées cnsemble, donneront de
méme

\

'y gtV vV v otV itV
-

O T 0w T 0 T g T 9 T 0
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La forme des paramétres différentiels n’est donc pas
altérée par une substitution orthogonale effectuée sur les
variables, et c’'est a cetle circonstance que ces expressions
doivent leur importance en Analyse.

139. 2° Posons
x = p sin0 cosy, y = psin0siny, 5 =pcosh,

et proposons-nous d’cxprimer les paramétres différentiels
de V en fonction des nouvelles variables p, 9, ¢.
Le changement de variables qui précéde équivaut évidem-
ment aux deux suivants, opérés successivement
Z == r cosy, y =rsind, s5=3
cl
r=sind, Y=4{, 5 = cosb.

Effectuons le premier changement de variables. Il viendra

av_ oV cosy + Al 5in ¢

T or ' dy Sty

A oV . av

:)7{; ==z rsind + o cosy,
'_)1, _ary costy + 2 *V osd sin: A

g T g oot 4))'7.;0 Y sinyg - 0)5 sin z%,
1)1\' . l)zl ,° .i“1' oy _()’_\_; ? ’in-' CO"¥ 4 4’_\’ 2 cost
oy T oY T gy Jdy S eos dy? rreos

r

- (‘—); rcosy — ;)_y rsind.

On en déduit immédiatement

Jr 7 ()—','/ —(5; +<d—)’ ’
IV PV 1 aV Vv
0 T g T s T oA T I

2

. oV J*V L . ,
Dlailleurs, —— ¢t == n’ont évidemment pas changé. Les
Js Js? °
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paramétres différentiels deviendront donc respectivement

() (= ()

v 1 0*V 1 oV 0tV

o7 T EE T r s T 05

Le second changement de variables qui nous reste a effec-
tuer, 4 savoir

" 5 =pcos0, r—=rysin, Y=1,

n'altérera ¢videmment pas v o'y et transformera respec
p 9y’ 9 p

tivement
() (%) e ()5 (%)
dr) a;() dp) ¢i\o8/’
PV BV BV BV dV
P PERAPT R TP

Lnfin on aura les relations

2\— = Qxcoso + Al sinf)
dp ~ 0s or
w__ d—vo Sinh + ’1!'00"0
d‘) —_ ‘);l St ()I‘ ki 39,
d'of 'on déduit, en éliminant %‘_—,
OV _ OV cos0 OV
dr MG T T

Substituant ces valeurs dans les expressions précédentes,
on aura, pour le premier paramétre différentiel,
(’()V')2 8 (’d\" ' 1 (“()\" 2
) == =5 - =57l )
\d) 2\ dY ) B pYsin?h \ oY

et pour le second

otV 1 'V 1 iV a2 gv coth OV

_T

wtawm T mm o s T A
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140. Prosrime IV. — Soit 5 une fonction de z, y. Po-
sons )

(R) o= f(¢LHu,v), y=r2(tu,v), s=4V(L u, ).

. (e , FIN H
On demande d’exprimer les dérivées partielles (%:,‘ b
Jis y

gz en Jonction de t, u, v et des dérivées partielles
dv Jdv 9%v
o' oa aEt |

s étant une fonction de x, y, les quantités z, y, ¢ seront
des fonctions de ¢ et de u, en vertu des trois équations (8).
Prenant les dérivées partielles de ces équations par rapport
a ces nouvelles variables, il viendra

dr _of L Ofd¢  dx_0f  df dv
o9t — ot v o’ Jdu — da v du’

Iy _dy_ ddv Iy _do  dedv
Jat ot Jdv o’ Jdu__ou ' dv du’

D _ 0% oydv 0z 0y 0% 0
ot ot vl du_ou " dv 9a’
dur O O v O (0N 0f Ot
Jdtdv dt = 9vi \ ot dv der’

~

On n’aura plus qu’a substituer ces valeurs dans les équa-
P q

. - , . ds 0Js 0's
tions (3) a (6), lesquelles détermineront oz’ 9y 0z

XII. — Changements de variables dans les intégrales
définies.

1#1. Soient z et ¢ deux variables, liées par la relation
x=¢(¢).

Nous admettrons que pour tous les points ¢ d’'un domaine
borné E : 1° la fonction © conserve une dérivée continue et
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différente-de' zéro; 2° a deux valeurs distinctes de ¢ corres-
pondent deux valeurs de « toujours distinctes.

Cette seconde condition serait, d’ailleurs, une consé-
quence de la premiére si E était d’'un seul tenant; car il
serait formé des nombres compris entre deux nombres fixes
ty, T, et si z prenait la méme valeur § pour deux valeurs
différentes ¢, et ¢, de la variable ¢, z —§ s’annulant pour
ces valeurs, sa dérivée ¢'(¢) s’annulerait pour une valeur
intermédiaire, ce qui est contraire & notre premiére hypo-
thése.

A I'ensemble E des points ¢ correspond un ensemble E' de
points x, et si ¢ décrit un ensemble parfait E,, de longueur
mesurable ct intérieur a E, x décrira un ensemble parfait E|,
intérieur 3 E'.

Soient

¢t un point de E,;
t + dt un point infiniment voisin;
x et x + Az les points correspondants.

Opb aura
Ar = (9¢'(¢) + R)dt,

R tendant uniformément vers zéro avec d¢ dans le domaine
E,. Si donc dt¢ reste inférieur 2 un nombre fixe convenable-
ment choisi, R sera constamment moindre qu’un nombre

arbitraire ¢. Le rapport Jazl restera donc compris entre
| &t

M 4 ¢ et m—e, M ct m désignant le maximum et le mini-

mum de | ¢'(¢) [. ]

On en conclut que E| a une longueur mesurable. Décom-
posons, cn effet, la droite lieu des points ¢ en éléments infi-
niment petits dt,, dty, .... La somme des éléments qui
contiennent des points de la fronti¢ére de E, sera infiniment
petite. Soit d¢x I'un de ces éléments; les points de E, qu’il
contient étant a des distances au plus égales a dt; de I'un
d’entre eux ¢, leurs correspondants seront a des distances

du point x4 qui correspond & ¢4 moindres que (M + ¢) dt,;

“
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ils seront donc tous contenus dans un segment ¢ de lon-
gueur moindre que 2(M + ¢) d¢x.

La réunion des segments 8 forme un ensemble contenant
la frontiére de E|, et dont la longueur, étant au plus égale a

Zak <2(M+s)2dlh

est infiniment petite. Donc E| a une longueur mesurable.

142. Soit maintenant f(x) une fonction de la variable z,
bornée dans E|; on aura

S(e)=fl=2(O] =F(0),

F élant une fonction de ¢, bornée dans E,.

Nous allons montrer que l'intégrale, soit par excés, soit
par défaut, de la fonction f(z), prisc dans l'intérieur de
E|, est égale a I'intégrale corvespondante de la fonction
F(¢)|%(¢)] prise dans I'intérieur de E,.

Considérons, par exemple, les intégrales par excés. Dé-
composons E, en éléments mesurables infiniment pelits dt,,
dt,, ... et E| en éléments correspondants Ay, Ax,, ... éga-
lement mesurables. Soient My le maximum de F(¢)]%'(¢)]
dans I'élément dtx; M) celui de f(.x) dans I'élément Axy. 1L
faut prouver que les deux sommes

.
2 My | dtg ], z M, [ Ay |

tendent vers la méme limite.
Soit ¢4 la valeur de ¢ a 'origine du segment di;; on aura

[Ari]=]¢' (&) + R || dels

| Ri! étant << e si les éléments sont assez petits. D’autre
part, f(z) et I'(¢) n’étant que dcux expressions différentes
de la méme quantité, le maximum de F(¢) dans I'élément
| dtx| sera M;, et celui de F(¢)]%'(¢)| sera compris entre
M s et M Ni, nx et Ny désignant le minimum et le maximum
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de [3'(¢) [ dans cet ¢lément. Comme on a
ne2|9'(6) | 2Nk,

M, | #'(t)| sera compris entre les mémes nombres. On aura

donc
M= ML [#' (&) + 2],

| ex| étant au plus égal a Ny— ny.
Orc la fonction |%'(¢)|, étant continue dans E,, I'est uni-
formément; si donc les éléments sonl assez pelits, on aura

Np—np<s, d’on |ex] <:.

Cela posé, la différence

E M | Az —2 M, | deg |

¥ (e M) ],

sera égale a

Désignons par p' le maximum du module de f(x) dans E,;
le module de la somme ci-dessus sera moindre que

(e + u'z) Eldtklz (1 4+ u)E,

cl tendra vers zéro avec ¢.

La démonstration serait toute semblable pour les inté-
grales par défaut.

Si f(z) est intégrable dans le domaine £, ses intégrales
par excés et par défaut coincideront; il en scra de méme des
intégrales de F(¢)¢'(¢) dans E,; cette fonction sera donc
intégrable dans ce domaine.

143. Remarque. — Si nous supposons la fonetion f(x)
bornée dans E'; nous pourrons faire croitre le domaine E,
de telle sorte que son aire tende vers I'aire intérieure de E;
celle de E| tendra vers I'aire intérieure de E', et 'égalité

S,/ (nde=§ Pz
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démontrée ci-dessus, deviendra a la limite

S, /@de=§ Fyg@a,

sans qu'il soil nécessaire de supposer que E et E’ soient me-
surables.

144. Supposons en particulier que E et, par suite, L’
soient d’un seul tenant; E sera formé par les valeurs de ¢,
pour lesquelles on a

t,ZtoT,
to et T élant deux nombres fixes; K par les valeurs de x pour
lesquelles
rozxZX,
xo et X étant les valeurs correspondantes a ¢, et T.
L’intégrale de f(x), dans le domaine E', sera représentéc

par
.X

/ S(r)ydr,

I
si X > r,; par cette méme quantité changée de signe, dans
le cas contraire.

De méme, I'intégrale de IF(¢) %'(t) dans E sera représen-
tée par

T
f F(e)|4'(2)]de,

st T > ¢,; par celle expression changée de signe, si T < ¢,.
D’ailleurs |¢'(¢)| est égal a ¢'(¢) on & — ¢'(¢), suivant
«que cette dérivée esl positive ou négative. La derniére inté-

grale sera donc égale a
T

[ F(t)s'(¢)de

J,

ou égale et contraire, suivant que (T — ¢,) 9/ (¢) esl positive
- ou négalive. Mais cette quantité a le méme signe que X — x,,
car lorsque ¢ croit, 2 croit aussi, si $'(¢) > o, et décroit au
contraire, sio'(¢) <<o.
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On a donc, daos tous les cas,

fxf(.r)dar :fTF(t)z?'(t)dt.

On peut donc formuler la régle suivante pour le changement
de variable dans les intégrales simples.

Remplacer dans la différentielle a intégrer x par »(t),
dx par 9'(t) dt; prendre pour limites de Uintégrale trans-
Sormée les valeurs de t qui correspondent auzx an-
ciennes limites.

145. Passons au cas des intégrales doubles.

Soient x, y et u, v deux couples de variables, liées par les
relations

r=9(u,r), Y=9,(u,v).
Nous admettrons que, pour tous les points («, ¢) d’'un do-
maine borné E : 1° les dérivées partielles de ¢, 9, restent
continues; 2° que leur jacobien J reste différent de zéro;
3° qu’a deux points («, ¢) différents correspondent deux
points (z, y) toujours différents.

A P'ensemble E des points («, v) correspondra pour les
points (.r, y) un ensemble £/, et, si («, v) décrit un ensemble
parfait et mesurable E,, intérieur & E, (z, y) décrira un
ensemble parfait E| intérieur & E'.

146. Soient

(u, ¢) un pointde E,;

(u+du, ¢ +dv) = (U, V) un point infiniment voisin;

(xyx) et (z-+3x, ) +3y)=(X, Y) leurs correspon-
dants.

On aura

d2 du +- de dv-+Rdu +R,dv=dxr +R du + R, dr,
Jdu Jav

Ay = %du + ‘f,—‘;" de + Rydu + Ry dv =dy + Rydu + Rydv,

Axr =
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R, R,, Ra, R; tendant uniformément vers zéro avec du, dv
dans tout le domaine E,. Si donc | du | et | dv| ne surpassent
pas un nombre p suffisamment petit,

[Rdu+R,de| et |Rydu—+ Rydy|

resteront moindres que
e[ldu|+|dv|],
¢ pouvant étre choisi aussi petit qu’on voudra.

La distance do des deux points (u, ¢), (« + du, ¢ + dv)
est donnée par la formule

ds® = du® + dv?,
el la distance As de leurs correspondants par celle-ci
Ast = Art4 Ays,
En désignant par s sa valeur principale, on aura

R "J% Jo L] do, do, *
T 2 S ~—L ’ —_ —_ )
ds* —dr*+dy*-= <4)u du + oo d‘> + <()u du + pm ds)

=Mdu*+ aNdudv + P de?,

en posanl, pour abréger,
_ [0s\? Jo, \?
M- ((7&) = <-d—l;> )
do do,
b () (5)"
__ 0% 03 do, d3,
N=Gudet a0
d dv
Le mpport ne dépend que de u, v et du rapport -

sa valeur ne sera donc pas altérée si 'on y remplace du dv
par des quantités proportionnelles =, {3 telles que 'on ait
22+ 32 =1; il sc réduira alors &

Jd 2 J 2 .,
(ia+ 33) +<&a+—?’ﬁ> -

du du /,

V&l
. . . . .
C’est une fonction de «, ¢, 2, 3 continue et toujours po-
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sitive; car elle ne pourrait s’annuler que si 'on avait a la
fois :
do
+ 3t

92, 92
Jdv

x 9, 9%
du

g =o, du Jo f=o,

d’oit J =0, ou 2= 3 =o0. Or, par hypothése, dans tout le
domaine E, J est 2o et, d'autre part, a2+ 32=1. Donc
celte fonction admet un maximum M? et un minimum m?

.. ds .
tous deux positifs. Donc enfin le rapport — ;
U e P € rapport e est loujours

compris entre les deux nombres positifs fixes M et m.

D’autre part, | As — ds| est au plus égal a la distance des
points (x -+ Ax, y + Ay) et (x + dx, y + dy), laquelle ne
peut surpasser elle-méme la somme de ses projections

|Ar —dr|+|Asy —dy| =|Rdu+ Rydv |+ |Rydu + Ry dv |
<z2ef|du| +]dv|] < heds.

l.c rapport A (Is+.\s-—ds sera donc compris lui aussi
‘ PP ds ~ us ds p ur auss

cntre deus nombres fixes M <+~ fc et m — 4e.

147. H résulte de la que, si (u, ¢) décrit une ligne recti-
fiable de longueur L, la ligne correspondante décrite par
(x, y) sera également rectifiable et aura une longueur com-
prisc entre ML et mL. Car si 'on inscrit 4 ces deux lignes
des polygones correspondants quelconques 4 cdtés infini-
ment pelits, le rapport des colés homologues ct, par suite,
celui des périmétres, seront toujours compris entre M 4 4¢
ct m — 4e. D’ailleurs, si les cdtés deviennent suffisamment
petits, on pourra faire décroitre ¢ autant qu’on voudra.

148. Cela posé, admettons que, le point (u, ¢) restant
fixe, on fasse parcourir a du eta dy toute la suite des valeurs
de 0 4 p, p étant un infiniment petit.

Le point (¢ + du, ¢ +dv) = (U, V) décrira un carré Q
de cOlé p, et son correspondant (x—+ Az, y +Ar) = (X,Y)
se confondra sensiblement avec le point (§, %) qui a pour
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coordonnées

&—.L—{—d.l’—.l—{-g—dll—i-d? d,

=y +dr=y+ Ddu v By,

Ce dernier point (&, 7,) décrit un parallélogramme; car si,
dv étant nul, on fait varier du de o a g, (§, %) décrira un
segment de droite ayant pour projections f’—"’o ?3—'-9' et si

° du®’ du’®’ !
d’autre part, assignant & du une valeur fixe, on fait varier
dv de o A p, (§,7) décrit un autre segment de droite ayant

pour [)rOJecllons 3?‘, ’r . Ces prOJecllon:. étant mdépen—
dantes de du, la dnrecuon et la longueur de ce nouveau seg-
ment n’en dépendront pas non plus.

L'aire de ce parallélogramme P sera, d’aprés une formule
connue, égale a

do ()m,
du 9u’
mod =|J |
Jo 9%
Jdv 2 v P

D’autre part, ses cotés seront au plus égaux a M3 et son pé-
rimétre p a 4 M.

149. Quant au point (X, Y), sa distance au point (&, 7,)
est, comme nous I'avons vu, moindre que la quantité

ac[ldu| +|dv|]

et a fortiori moindre que 4¢p.
Si donc on construit deux nouveaux parallélogrammes
Y et I, I'un extérieur, 'antre intérieur a P, et dont les cotés
soient distants de ceux de P de la quantité 4¢p, la région R
du plan décrite par le point (X, Y) contiendra P, mais sera
contenue dans P’. Or la différence des aires de P’ et de P”
est évidemment égale 4 2. fep.p et, par suite, au plus égale
a 32Mep?. Mais clles comprennent entre elles aire P/ égale
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a |J]p? Elles sont donc comprises toutes deux entre
[13]+32Me]p2 et [|[J]|—32Me] 2 Il en sera a fortiori
de méme pour les aires intéricure et extérieure de R. Celles-
ci coincident d’ailleurs, comme nous allons le voir.

150. En effet, soit plus généralement E, un ensemble me-
surable quelconque contenu dans E, (qui pourrait étre d’ail-
leurs identique a E,); I’ensemble E; décrit par (z, »') lorsque
(u, ¢) décrit E, est également mesurable.

En effet, décomposons le plan des u, ¢ en carrés Q de

ﬂ .
¢Oté p. La somme ZQide ceux de ces carrés qui rencontrent

la frontiére F; de E, tend vers zéro par hypothése. A chacun
d’eux Q; correspond un parallélogramme P; d’aire moindre
que la quantité

[IJ,I+ 321\1‘-]?’:[‘J,' -+ 32“15](2,',

J; désignant la valeur de J en un sommet du carré Q;.

L’ensemble de ces parallélogrammes formera un domaine
mesurable et parfait, enveloppant la fronti¢re F, de E| et
dont I'aire sera au plus égale a la somme des aires des paral-
lélogrammes P; (qui, en général, empiétent en partie les
uns sur les autres). Mais, en désignant par p le maximum
de |J | dans E,, on aura évidemment

ngi(p+ 3gns)2Qn

. . . N ~r .
quantité qui tend vers zéro avchQ;. Donc E} est bien me-

surable.

On trouve d’ailleurs aisément I'expression de I'aive de E|.
En cffet, a chaque carré Qy intérieur a E, correspond dans
E| un élément Ry, mesurable comme on vient de le voir, et
dont I'aire sera de la forme

Re=[Js|+n]1Qu

7,4 étant un infiniment petit, de module < 32Ms.
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L’aire de E sera évidemment égale &

limERk - limE[ 6]+ me] Qus
’ EﬁkQ/c

expression dont la limite est zéro. On aura donc pour laire

cherchée -
£, = IimE 10l Q= le |J {de.

151. Soit maintenant f(z, y) une fonction de z, y, bornée
dans E|. Posons f(¢, ¢,) = F(u,¢). L’intégrale, soil par dé-
faut, soit par excés, de f(z, y) dans le domaine E| sera égale
al'intégrale correspondante de F (u, ¢)|J | dans le domaine E,.

Décomposons, en effet, le plan des u, ¢ en carrés de coté p.
Soient Q4 I'un d’eux qui soit intérieur a E,; Ry I'élément
correspondant de E|, et considérons, par exemple, les inté-
grales par excés. Désignons par Mx le maximum de F («, v) |J |
dans Qx; par M celui de f(x, y) dans Ry. 1l nous faut mon-

trer que Ies deux sommes

EM,,.QA., 21\1;1{‘:21\1;[”“-4--,,‘.]Q,‘

tendent vers la méme limite.

Or le maximum de F(u, ¢) = f(x, y) dans Q4 est évidem-
ment My ; et celui de F(w, ¢)|J| est égal & M vk, W4 dési-
gnant une quantité intermédiaire entre le maximum Ny et le
minimum n,de |J| dans Q. D’ailleurs, J étant continu dans
E,,la différence Ny — ny, et @ fortiori la différence |Jx| — i,
Lendra vers zéro avee 3, et cela uniformément.

mais on a
< 3aM: Y Q< 32 MeE,,
dund

Cela pos¢, on aura
’ ’ ’ !’
PRATE Y HUES NIRRT WA AN
ﬂ ’
-_—2‘[ [kl — va+ 1] MG Qe
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Or;'sV/s'tend vers zéro, | Jx| — vk et 04 tendent uniformément
vers zéro, My reste au-dessous d’une limite fixe M’; enfin,

sz a pour limite I'aire de E, qui est finie. Donc la diffé-

rence ci-dessus tend bien vers zéro.

152. Si la fonction f(z, )) reste bornée dans tout le do-
maine E'; I'égaliré

J . —
bﬁ,'f(l', ))de = SE'F(u, v)|J|de,

qui vient d'éire établie, donnera a la limite, en faisant tendre
E,, E| vers E et E/, la relation

Sﬂ,f(x,y)de: SEF(u, ) || de,

sans qu'il soit nécessaire de supposer que E et E' soient me-
surables.

153. Des considérations toutes semblables s’appliquent
aux intégrales triples. L’analogie est telle, qu'il nous suffira
d’indiquer la marche du raisonnement.

Soient x, y, s et ¢, u, v deux séries de trois variables liées
par les relations

xro=9,(¢ u,v), Y=ot u,v), 3= 25(t u, ).

Lorsque (¢, «, v) décrira dans I'espace un domaine E, (r, », 3)
décrira un domaine correspondant E'.

Supposons : 1° que dans tout le domainc E, ies dérivées
partielles de 9,, ¢,, 93 soient continues, et leur jacobien J dil-
férent de zéro; 2° qu’a deux points{tje, ¢) différents corres -
pondent toujours deux points (z, y@diff¢rents.

Si (¢, u,¢) décrit un domaine parfait et mesurable E, in-
térieur 4 E, (, y, 3) décrira un ensemble correspondant E',
intérieur a E'.

Soient (¢, u, ), et (¢t +dt, u +du, v + dv)= (T, U, V)
deux points de E, infiniment voisins : leur distance d7 sera
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donnée par la formule
e 4'—_- det + dut + dvt,
et celle As de leurs correspondants par la formule
As* = Ax*+ Ay®+ Az?,
expression dont la valeur principale est
ds* = dz*+ dy*+ ds?
("‘?' dt+ 2 qu 4 0 dv)

ou av
=M,de*+ Mydu*+ Mydv*+ 2N, dudv
+aN,dvdt +2N;dtdu,
/] : d9:\? /]
S e w3
; 991 091 —\' 92 92 _\' 9% 0%
Ni= du odv’ Ny = av 9’ N = dt ou

Si |dt|, |du), | dv|ne surpassent pas un nombre donné 3,
la distance des deux points
(x+Ax, y+ Ay, s-+335)=(X,Y,Z)
et
(z+dx, y+dy, s5+ds)=(%1,%)
sera moindre que 3¢[|dt|+ |du|+|dv|], ¢ ne dépendant
que de » et tendant vers zéro avec lui.

. As .
On en déduit que - est compris entre deux nombres po-

sitifs fixes M et m. Si donc (T, U, V) décrit une ligne recti-
fiable, il en sera de méme de son correspondant (X, Y, 7).
Si (T, U, V) décrit un cube Q de coté o, (§,4,%) décrira
alors un parallélépipéde P, de volume |J | 2* ct dont les cOLés
seront au plus égaux & Mo et I'aire A au plus égale a 6 M2g2.
Le point (X, Y, Z) est d’ailleurs & une distance de (§, 7, §)
moindre que 3¢[|dt| + |du|+|dv|]et, a fortiori, moindre
que g¢ep. Si donc on construit deux parallélépipédes P’ et P”,
Pun intérieur, P'autre extérieur & P, ayant leurs faces paral-
léles a celles de P et a la distance gep de ces derniéres, le
domaine R décrit par (X, Y, Z) contiendra P’, mais sera con-

J—1 ‘o
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tenw’'dans-P’.‘Of la différence des volumes de P’ et de P’ est
évidemment
2.95pA 2 108M’ep\ 9

On en conclut, comme aux n° 150 a 152 :

1° Que le domaine décrit par (z, y, 5) lorsque (¢, u, ¢)
décrit dans E, un domaine mesurable est mesurable;

2° Quesi f(z, y,s) =F(¢, u,v) est une fonction bornée
dans E|, on aura

S f(.r,y,s)de:S F(t, u,¢)|J|de;
E; £,

3* Que si f(x,y,s) est bornée dans tout le domaine K’
mesurable ou non, on aura encore

SE,f(x,y, s)de = SEF(t, u,v)|J|de.

154. On traiterait par des procédés tout semblables le cas
des intégrales multiples d’ordre quelconque; mais, I'intuition
géométrique faisant ici défaut, il faudrait traduire en langage
analytique les démonstrations relatives a I'aire du parallélo-
gramme ou au volume du parallélépipéde et en faire 'exten-
sion au cas de plus de trois variables. Nous ne nous y arré- -
terons pas.

155. Soient (u, ¢) un point d’un plan et (z, 3, 3) un point
de I'espace, lié au précédent par les équations
x=¢ (u,v), Yy =¢2(u,v), s=o3(u, ).
Nous admettrons que pour les valeurs de (u, ¢) comprises

dans un domaine E : 1° les dérivées partielles de ¢, @, ¢4
restent continues; 2° les trois jacobiens
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ne s’annulent pas simultanément; 3° a deux points (u,¢)
distincts correspondent deux points (z, y, 3) distincts.

Le point («, v) décrivant un domaine E, borné et parfait,
intérieur 4 E, le point (z, y, 3) décrira une surface.

158. Soient
(u,¢) un point de E,
(¢ +du, ¢ + dv) =(U,V) un autre point infiniment voisin;
3 t A Ay)=(X,Y) I dants.
(x {)/;.(x + Az, y +Ay)=( aeurs correspondan

2-+572
On aura }
ar=%qu 4 %dr + R du + R, dv,
du de
e _ 024 d9y , .
Ay = E‘-du -+ —del( + Rydu + Rydyv,
As = d—?fdu -+ %d" + R, du + R; dv.

du Jdv

Posons
ds? = du? -- dv?,

As? = Art4+ Ay? - ASE
Cette derniére quantité aura pour valeur principale

ds*=dx'+ dy* + ds* =M du* + 2N du dv + P dv*,

_ d?i 2 . 0?1 ()’9,' _ 0?1 2
M=y (%) N=Xaus P=X(%)
ds

g 0 4 o
On verra, comme au n° 146, que le rapport ~, reste con-

stamment compris entre dcux nombres positifs fixes M et m.
Si nous supposons que |du| el |dv| ne surpassent pas
un nombre o suffisamment petit, |R!, |R,|, ... resteront
moindres qu’une quantité arbitrairement choisie ¢, ct la
distance des points (X,Y,Z) ct
&m0 =(x+dr,y+dy, s +ds)

(et @ fortiori la différcnce As — ds) sera au plus égale a la
quantité
|Rdu +~Rydv|+...<<3:[|du|+|dv|] <6zds.
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As .
Le rapport o restera donc compris entre M + 6¢ et m — 6e.

On en conclut, comme au n° 147, que, si (U, V) décrit une
ligne rectifiable, la ligne correspondante décrite par (X,Y, Z)
sera également rectifiable. )

157. Sile point (U,V), partant de la position initiale (u, v),
se meut dans le plan des u, ¢, le point

r ()?l 0?: )
3 _-.zr+%du+—5;dc.
n=y+ (;—f:du-i-%?dv,
—_ - J%, doy
{=3s3 +d—udu+wdv

décrira un plan, dont I'équation
A—z)+B(rn—y)+C({—3)=0

s'obtient en éliminant du et dv entre les trois équations
ci-dessus.

Supposons que du et dv varient de o 4 p, le point (U,V)
décrira un carré Q, et les projections du point (§, 7, §) sur
les plans coordonnés, des parallélogrammes, ayant respecti-
vement pour aires [A|Q, |B|Q, |C|Q. Le point (1, %)

décrira donc dans 'espace un parallélogramme, d’aire
VAT B+ C:Q.

Mais, si p estinfiniment petit, le point (X,Y,Z) décrira un
élément de surface infiniment voisin de I’élément plan décrit
par (&, 7,, £); nous sommes donc conduits a lui attribuer une
aire, ayant pour valeur principale '

VAT - B+ GIQ,
et, par suite, & définir de la maniére suivante I'aire Q, de la
portion de surface décrite par (x,y, 3) lorsque (u,v¢) dé-
crit E, :
Nous décomposerons E, en carrés infiniment pelits; nous



VARIABLES RRELLES, 149

multiplierons chacun de ces carrés Q; par

‘ VALI+Bi+C},

Ay, By, C; étant les valeurs de A, B, C en un de ses som-
mets. La limite de la somme

2 Ai+ Bi+ CiQs,
qui n’est autre chose que I'intégrale double
§, VAT BT Cle,
E,

représentera I’aire demandée Q,.
Supposons maintenant que E, tende vers E; Q, tendra
vers une limite Q, égale &

S VAT B G de.
E

158. Lorsque la surface décrite par le point (z,y, 3) est
un plan, I'aire Q est susceptible d'une mesure directe. Il faut
donc établir que notre définition nouvelle n’est pas en dis-
cordance avec cette notion déja acquise. En désignant par
2, B, 1 les cosinus directeurs de la normale au plan, nous
aurons

%i-:: ]{_: == S VAR B""T‘—C‘—:‘;

notre formule devient donc
1
o1 S |A | de.
3
Or S | A|de est bien, comme nous I'avons montré (150),

Iaire de la projection de Q.

139. Nous' devons encore montrer que l'aire, définie
comme nous l'avons fait, ne dépend que de la nature de
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la surfuce décrite par (x,y, s) et non du choix particulier
des variables auxiliaives u, ¢. Posons, en effet,

u=fi(uy, ), "=f1("n Y1)

ty, ¢, étant deux nouvelles variables qui parcourent un do-
maine F lorsque («, ¢) parcourt le domaine E. On aura

-l"—_-?l(fnf:)’ ’=f’:(/nf2), zz?a(fnf:)
et, cn appelant J le jacobien de f, fa,

__dv 93 Jdy 0s

B,=BJ,
C,=-ClJ.

L'expression de 'aire en fonction des nouvelles va-
riables u,, v, sera

Sr\/Af—f- Bi+ Clde,= Sr"/’\"'" BT C?|J | de,.
Or cette intégrale est bien égale a I'intégrale
S VA B Cide
E

prise dans le champ E (152).

XIII. — Formation des équations différentielles.

160. On nomme équation différentielle de Uordre n
toute équation entre une variable indépendante .z, une fonc-
tion y de cette variable et ses n premiéres dérivées.

161. Soit y une fonction quelconque, définie par I'équa-
tion

() F(r, y)=o.
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En prenant les dérivées de cette équation, il viendra

o Ly

dx  dyY
#F  #F , OF_, JF ,
orr T 2azayt T T gyt =

....................................

Toute équation déduite de la combinaison de ces équations
avec la proposée sera une équation différentielle a laquelle
satisfait la fonction y. Parmi ces équations, il conviendra de
rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la plus
avantageuse pour le but qu’on se propose.

162. Il arrive souvent que des fonctions dont I'expression
contient des transcendantes ou des radicaux satisfont a des
¢quations différentielles d’oti ces transcendantes ou ces radi-
caux ont disparu.

Soit, par exemple,

y = arcsinux.
On en déduit
S — ____I
YLy a
d’ou
(1— %) y't=1.

Prenant la dérivée de cette équation et supprimant le fac-

teurcommun 2)’, on aura |’équation du second ordre

(2) (1—ax)y"—xy'=o.

On peut déduire de cette équation une formule récurrente
commode pour le calcul des dérivées successives de y. Pre-
nons en effet la dérivée mi*® dc cette équation; il viendra,
en appliquant la formule connue qui donne la dérivée mi™e
d’un produit,

(l‘__ xt) ylm+) —amzyim+e) — m (m — 1) yim)
J— Jf}t(m*’l) _— my(m) —o0
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et, en réduisant,
(o)t — (2m + 1) xy(m+) — myltml—=o,
Cette formule se simplifie pour la valeur particuliére z = o.

Si I'on désigne par yo, ), ... ce que deviennent alors »,
¥y ..., il viendra

y(om+2):: m,y(o"”’
On aura, par suite,
yo=o0, y'=aty;=o, ..., I¥=o,
Yo=1y, =13,
Yy =3y ==+12%3"

............... ceeny
yarr— 44232, (2n--1)%

163. Considérons en second lieu Iexpression

y:(a‘-i—\/_.’l?’_-—l)".

Prenons la dérivée logarithmique des deux membres,
c’est-a-dire la dérivée de leurs logarithmes; il viendra

_};’_n(x+\/x’-—l)'_ n

Y adyvsE—1 N

(zr—1)y'*=nty?,

d’ot

ou, en prenant la dérivée et supprimant le facteur commun
ay,
(3) (2*—=1)y"+axy'—n'y =o.

Prenant la dérivée m**=° de cette équation, on aura la for-

mule récurrente

(1"— ,)),(m-t-!) + amxy("”")
+m(m— 1)y(m)+ .2’}"”’""”—}- m,y("')— n’y(m);- o

ou, en réduisant,

(2 —1) yim+t) - (am + 1) xym+D) - (m?— nt) y(m =o.
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Pour £ = o, cette formule se réduit a
(4) y:’m+”=(m‘—n’)y;’"’.

164. L’¢équation différcntielle (3) subsisterait évidemment,
ainsi que la formule (4) qui en est la conséquence, si I'on
changeait le signe du radical dans I'expression dey. Elle sub-
sistera encore si I'on pose

y=C(z+yId—1)"+C (z--/z"—1)",

C et C' étant deux constantes quelconques, car le résultat de
la substitution de cette quantité dans le premier membre
de (3), étant évidemment égal a C fois le résultat de la sub-
stitution de (z + y/z?—1)" plus C' fois le résultat de la
substitution de (« — /z*— 1)", sera nul.

Soit, en particulier, C == C'=, et supposons n entier et
positif. L’expression

y:-‘,-(.t-i—\/.v’—1)"+..}(‘p_v’ﬁ__,)"

étant développée suivant la formule du bindme, les puis-
sances impaires du radical se détruiront, et 1'on obtiendra
évidemment un polynéme entier de la forme

FN=ARX A, Tt A, L

Le coefficient A, peut se calculer aisément. On a en effet,
en divisant par z” et faisant tendre x vers w,

A,=lim L
zll

.

=tin[ (/i) S (o) =

Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu’on
a, en général,

Yo rr=r1.a...(n—ap)A,_sp,

Yot t=1r1.2...(n—2p—2)An_gp-s
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d’ott

fa-ap—z)

Yo

Ap—sp-r=Ap_gp(n—2p) (n —2p — ')';lmj
0

.

ou, d’aprés la formule (4),

. (n—ap)(n—2p—1)
Ap_sp—2=An_yp (n—ap—2)—n? )

Cette relation permettra de calculer successivement tous
les coefficients, en partant du premier.

Posons

z = cosv,
d’otr
Vat—1=ising;
il viendra

Yy = 1(coso + ising)?+ } (cose — ising)®
ou, d’aprés une formule que nous établirons plus Join,
y=1(cosno+ isinng)+ L(cosne — isinng)
= cosne = cosn(arccoszx).
Nous venons donc d’obtenir le développement de cosnzy,
suivant les puissances de cos$.
163. Soit, comme dernier exemple, I'expression

_ d"(.t:_’— )"

R r

Posons, pour abréger,

(rt—1)" ==,

En prenant la dérivée logarithmique de celte expression,
il viendra
anx 5!
x:—1 s

ou
(z*—1)s'—2naxrs=o0.
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Prenons la dérivée (n + 1)"*™® de cette équation; on trou-
vera

(nt-0)n o,

(22— 1) 37+ 4 (n 4+ 1)azsin+) + -
—-2pxst"t) —an(n+1)3" =0
ou, en remplagant 3"’ par y et réduisant,

(rr—1) )"+ 2ary'—n(n-+1)y=o.

166. Considérons une équation
F(x,y, ¢, ..., cn)=o,

contenant, outre les variables x, ), n constantes ¢,. ..., ¢,.
Cette équation représente une infinité de fonctions distinctes,
que 'on obtiendra en donnant successivement aux constantes
tous les systémes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions
satisferont & une méme équation différenticlle de I'ordre n,
qu'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premiéres

dérivées de cette équation; on obtiendra les nouvelles équa-

tions suivantes
.ql‘j + (.)_lT A o
gz gyt T

#F __@F , F . OF

P - - 2 o e —

o0 T 2argy Y T gy T

................................... ,
%§+ %ym—o

Entre ces équations et la proposée, éliminons les con-
stantes ¢, . . ., C,; nous obtiendrons I'équation cherchée

(2, 3y )y oo M) =0
167. Counsidérons, par exemple, I'équation -

xl y!
A+r TBa

=1,

ou A et B sont des constantes déterminées et A un paramétre
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variable. Cetle équation, considérée au point de vue géomé-
trique, représente un syst¢tme de coniques homofocales. (Si
nous supposons, pour fixer les idées, A™> B, les foyers réels
seront sur 'axe des z, a la distance /A — B de I'ori-
gine.)

Prenons la dérivée de cette équation; il viendra, en sup-
primant le facteur commun 2,

z -+ y_y’ —=o0
A+ B+a

Des équations précédentes, on déduit

I v 1 1

A+)\:.;§';.——xy’ B+l=;’—zyy"

__'_.r’____, B + )\ =J.’_ z‘}yl.

Eliminant , on aura ’équation différentielle de ce systéme
de coniques
oty —uxy

A—B=——p— =)'+ ayy

ou
xyy't+(x*—H»*— A+ B)y' —xy—=o.
168. Considérons I’équation
2L y'+2ax +2by +c=o,

qui, considérée au point de vue géométrique, représente
I’équation générale des cercles. Cetle équation contenant
trois constantes, I’équation différentielle qui s’en déduit sera
du troisiéme ordre. Pour 'obtenir, nous formerons les dé-
rivées successives

r+yy'+a+by'=o

(nous avons supprimé le facleur 2 pour plus de simplicité),

1+y +yy +by"=o,
3y'y' +yy"+ by"=o.

Eliminant b entre ces deux derniéres équations, nous ob-



VARIABLES REELLES. 157
tiendrons I'équation différentielle des cercles
G+ Yy —y' @Yy +yy")=o0
ou, en réduisant,
(+yMy =3y y"=o.

169. L’équation différenticlle des coniques a été obtenue
par M. Halphen de la maniére suivante :

L’ordonnée y d'une conique est définie par I'équation

y=ar+bx(pxr*+aqxr+ r')%.

On en déduit, par des dérivations successives,

1
Y =aXx(px+q)(px*+aqzx+r) ?,

-1 -3
Y'=xplpri+age+r) " (pr+q)(prt+2qr+r) *
_ . PP+ 2qr 1) = (pr+q)

(pzt+aqz+r)
pr—1t
(pxt*+29x + r):

)

(5) j,,—}_ pri+agqxr +r
= T
(pr—q*)?

et, en effectuant trois nouvelles dérivations,

(6) <_y”—§)”:; o.

Si la conique est une parabole, p sera nul. Le second
membre de I’équation (3) ne contenant pas de terme en 2,
deux dérivations suffiront pour faire disparaitre les aulres
constantes. L’équation différentielle des paraboles sera donc

(7) ()”_§)’: o.

Il est aisé d’obtenir les équations (6) ct (5) sous forme



.
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développée. 'On a, en effet,
B ) Pt
1 :—,'A’ 10 l/"“x‘ ” 2 lr"i v
(773) =t Ty 1y TRy,

(r3) =

k'u

11 8
T3 20 273, ® IV
YUY )

Y
V' ~,n),|\'_ _:.),'_:'),v'

Portant ces valeurs dans les équations (6) et (7), chassant
les dénominateurs et supprimant le facteur commun 2,il vien-

dra. pour I’équation générale des coniques,
— _10‘).0'3 + 45"‘,”“’.0.},1\!_ 9)’”}".= 0
, pour celle des paraboles,
59" —3)"yV=o
170. Cherchons enfin la condition pour que des fonctions

¥4y Y2y +++y ¥n d’'une méme variable x soient liées par unc
équation linéaire & coefficients constants

Ciyi-+Cyya+...+ Cuyn=o.

Prenant les dérivées successives de cette ¢quation, il vien-
dra

Cl ).(lu—l)_l_ C"),«’n—l) “+ ...+ Cnyln—l)_ 0
et, en éliminant les conslantes,

I TR NP 2
IJ". Yoo oo Y |,

cee cee oo LY !

J(in—“ .}'(zn_” . m 1) I

On verra dans le Calcul intégral que cette condilion est
suffisante.
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171."'On donnele'nom d’équation auz dérivées partielles
d’ordre n a toute équation entre des variables indépen-
dantes z,, 3, ..., Zp, une fonction 5 de ces variables et ses
dérivées partielles des n premiers ordres.

172. Soit
F(.l‘l, sy Lpy Sy Cpy ovey cll) =o

une équation contenant n constantes arbitraires et définissant
une fonction 5 des p variables indépendantes x,, ..., xp. On
pourra joindre a cette équation ses p dérivées partielles

oF JoF 0s

d_.l‘| -+ P 6.7‘1 == o,
OF 0 05 _
dr, = 0Js dx,
par rapport a chacune des variables indépendantes z,, . v
Ip, Puis ses p(_p:—_l) dérivées partielles du second ordre
0*F *F  o0s

=o,

'F_, F 95 OF "’_=>’+ oF a's
Jx} Jduar, 05 dua, Jds? (d.z‘, Jds du;

.............................................

ct ainsi de suite jusqu’a ce que le nombre total

k=1+p+

pip -+ . pp+1)..(p+z:—1)

2 1.2...p
des équations ainsi obtenues surpasse le nombre n des con-
stantes arbitraires. Eliminant ces n constantes entre les &
équations, on obtiendra un systéme de A — n équations aux
dérivées partielles d'ordre p, 4 chacune desquelles 3 satisfera,
quelles que soient les valeurs des constantes cy, ..., c,.

173. Considérons maintenant la fonction s définie par
I’équation plus générale

Fleg, ..y 2p, 5, 21(2, ce @)y Pa(Byy ey Bo=1)s ...]=o,
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ow'laf) SOyl By, ..., Bp_i, ... désignent des fonclions
connues de zy, ..., Zp, 3, et @, @, ... des fonctions arbi-
traires. Joignons A cette équation ses dérivées partielles suc-
cessives des ordres 1, 2, ..., p. Nous obtiendrons ainsi

p(p+|)+“.+ p(p+n_...(p+p—1)=k
2 1.2...p

1+ p+

équations, dans lesquelles figureront les quantités suivantes :

1° Zy, ..., Zp, 3 et ses dérivées partielles jusqu'a I'ordre p;

) d%
da,_,

2° la fonction ¢, et ses dérivées partielles %?, ,
1

d:’" .-+ jusqu’a I'ordre o, la fonction 3, et ses dérivées par-
1

tielles g—;—” .-+ jusqu’a l'ordre p, etc. Le nombre / de ces
1

dernidres quantités sera évidemment égal a

(p—-)p~-.fp+9—a)],

n[l+p—l+...+ e
YN

n désignant le nombre des fonctions ¢,, o,, ....

Donnons successivement a p les valeurs 1, 2, 3, .... 1l
arrivera nécessairement un moment ou le nombre A des équa-
tions surpassera le nombre /. En effet, en changeant 5 en
p(p+1).(p+p)

1.2...(p+1) ’
(p—)n...(p+p—1)

1.2...(p+1)

quantité inférieure 4 la précédente, si p+ 2 >n(p—1).
Donc, dés que p surpassera n(p — 1) — p, A croitra plus
rapidement que / et finira par le surpasser. A ce moment, on
pourra éliminer entre les & équations obtenues les fonctions
P4y -++y Pa et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi
k — [ équations entre x,, ..., Zp, 5 et ses dérivées par-
tielles jusqu'a l'ordre o, et la fonction 3 satisfera a ce sys-
teéme d’équations, de quelque maniére que soient choisies les
fonctions arbitraires 9y, ..., @,.

Nous allons faire quelques applications de cette théorie.

2+ 1,0n accroit le nombre des équations de

tandis que le nombre { s’accroit de n
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174. Supposons d’abord que Péquation qui détermine 3
soit de la forme

(8) F(uy, uyy ..., up)=o,

u,, ..., up désignant des fonctions connues des variables in-
dépendantes z,, ..., z, et de 5. Sil'on congoit que 5 ait été
remplacé par sa valeur en zy, ..., Zp, u, ..., up devien-
dront des fonctions de zy, ..., z, seulement, ayant pour
dérivées partielles

D, u du, Jdu, 0z du,  du, d3

= — —_— D, u = R
= or, T 9 ony ’ T 9x, T 05 dx,’

Jdu du, 0ds
= P _—r - N D, uv,— —* e =,
or, ¥ 9z 9z’ ’ e d.r,,+ Jds dr,
Pour que ces fonctions soient liées par une relation telle
que (8), il faut et il suffit que leur jacobien soit nul : on
pourra donc écrire immédiatement I'équation aux dérivées

partielles

a laquelle s doit satisfaire.
Voici quelques exemples :

175. L'équation
(9) r—as=¢(y—b3)
représente un cylindre parall¢le a la droite (x = a3, y= b3).

En effet, cette surface a unc infinité de génératrices recti-
lignes paralléles i cette droite et données par les équations

£ —as=rs(2),
y—bs=a,
2 étant un paramétre constant pour unc méme génératrice,
mais variable d’unc géndératrice a I'autre.
J—-1L 3
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En faisant varier la forme de la fonction ¢, on aura une in-
finité de cylindres différents. Ils satisfont tous & une méme
équation aux dérivées partielles, que I’on peut écrire immé-
diatement.

En effet, 'équation (g) établissant une relation entre les
deux fonctions x — a3, ¥ — bs des deux variables indépen-
dantes x et y, le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui
donnera I’équation

1—a s _bf
Jox ox 0z 0z
o= =1—a-——20
_a_d_z |.._b._d_z ox 0},
d ox

r—a__ (y—b
s—¢ Wsi—=c¢c)
ot ¢ est une fonction arbitraire, représente un systéme de

cbnes ayant pour sommet le point (a, b, c) et pour généra-
trice les droites

r—a

I—C

y—

= ?(a)’ P

- a.

L’équation aux dérivées partielles de ces cdnes s’obtiendra
en égalant  zéro le jacobien

(z—a) 2
' 9= _y—b o=
s—c¢  (s—c) (s—c¢) ox
-0y | =0y
T T G—¢)? s—c (s—c)yr |

ce qui donne, ‘en effectuant les calculs et chassant les déno-
minateurs,

Jds Js
(r—a) =g =s—c
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AT1. L'équation

2+ y*+s'=o(azx + by +c3)

représente un systéme de surfaces de révolution dont les pa-
ralleles " wcfiwe
2+ y'+ 31 =¢5(2),
ar+by+cs=xa

. . , z _y __
sont perpendiculaires & l'axe — = 4 =

ol

Ces surfaces satisferont a I'équation

J3

T4+ 55— a-+c¢—
dz T
J3

ou

bx—ay:(cy-—bz)g—.-‘:—k(az——c.r)g—;-

178. Une fonction « de plusieurs variables x, y, s estdite
homogéne et d’ordre n si elle peut se mettre sous la forme

1! Y . K -
u.—:z"g;(-:-, =_-)~ . R

Il résulte de cette équation que 377« est fonction de = ct

ulk

y ’ LY . .
de == On aura donc, en égalant i zéro le jacobien,

~

s—n 2’1
dr
__a0u

Jdy

0

aljm=

o=

=

1
- b
3

_a0u

:

I~
S

i ds

—nstry —

L:el 8
l

bl

ou, en elfectuant les calculs et chassant le dénominateur 57+3,

tp{)‘u_'_ ()_u _du__n
d.c 'ydy+"(ﬁ_ u-
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179. Comme seconde application de la théorie générale de
I'élimination des fonctions arbitraires, considérons un sys-
téme de p fonctions z, ay, ..., 2,_, des p variables indépen-
dantes zy, ..., Z,, déterminées par le systéme des équations
simultanées

Fo(ay, .. oi®py 3,200 s %p_ gy @150+ o, $p) = O,

Fo(&yyeey XpySy%g50nsqpgyPryeees Pn) =0,

olt 9y, ..., 9p désignent des fonctions arbitraires de «, ...,
@p_y. Nous allons montrer que z satisfait a une équation aux
dérivées partielles d’ordre r, indépendante de ces fonctions.
Formons, en effet, la dérivée particlle de F, par rapport a
z,; elle se composera :
1° Des termes —* JF, + oF, _d_::, dus a la variation de z, et
0 Ty I H 01’1 —_—
de 5; nous les désignerons, pour abréger, par D, F,;
OF, _ OF, do, ) 9%,

a5+ 99, om, » dus a la varia-

2¢ Des termes (
I

tion de 2, ; nous les désignerons par D, F, g

3¢ Des termes analogues D, F, gz s> -+ +» dus & la variation

des autres paramétres a,, ....
Réunissant tous ces termes, on aura I'équation

011 d;g _
0—1‘|+D“’F'¢E —-+...=o0.

D, Fy+ Do, Fy
Les dérivées partielles par rapport & x3, ... donneront de
méme

D,Fy+ Do, F, 5% + D F, 92

Eliminant entre ces p équations les p — 1 quantités D, F,,
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DgF,, ..., il viendra

0z, Odvy |
DoFi o 3w

0z, O, —=o.
D..F, dry dr,

Ce déterminant, développé, sera de la forme
AD,F,+ BD,F,+...=o,

. ()1| dz|
A, B, ... étant des fonctions de oz 9m

Les équations F; = o, ... donneront de méme

AD,,F,+BD,F;+...=o,

.........................

Eliminons entre les équations qui viennent d’étre obtenues
les rapports des coefficients A, B, ...; il viendra

D, F, D,F, ...|
D, F, D,F, ... |=o.

..........

Le premier membre de cette équalion sera une fonction
de x X S ——. —-: a € 1]
eee ceey - ’ cee - crey P
" YR ™ ().’l‘l’ ’0.1‘,, v » TP ThH rm

que nous désignerons par F,,.
Désignons par D, F,,, la portion de la dérivée partielle
de Fp.y par rapport a z; qui provient de la variation de z;,
d3 H
3, d_-l/“’ tecy 07‘1

velle équation

; on trouvera de la méme maniére une nou-

Dy Fpyy D, Fpyy
Fp+2: l D.l', Fg Dz’ F’ oo = 0,
|

..........
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dans laquelle figureront, outre les quantités précédentes, les
dérivées secondes de z.

Continuant ainsi, on obtiendra une suite d’équations

F,—o, e F,—o, Fpri=o, eeey  Fpipa=o,

entre lesquelles on pourra éliminer les p — 1+ n quantités

Ayy ovvy Xp_ty Piy + -y Pny €€ qui donnera une équation aux
dérivées partielles d’ordre n.

180. E'zemple. — Cherchons I'équation aux dérivées par-
tielles des surfaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont
engendrées par le mouvement d’une droite. Les génératrices
d’une telle surface auront des équations de la forme

Fi=z—as—a—o,

F,=y—bs—f=o0.

Trois conditions sont d’ailleurs nécessaires pour déterminer
le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d’ex-
primer trois des coefficients, par exemple a, b, 8, en fonc-
tion du quatriéme, a.

Appliquons la méthode précédente. Nous formerons I'équa-
tion

03 5
_p._|DeFo DF || %0m _“o—yl
R 0 I 38 A
T oz 0y|
0z 0z
__l—aa; bo—y-
L’équation suivante sera
D.F, D,F, ’s .
o= Jds 03 =(l—b-—"-)DxF,+b—"D,F,
& _pZ d d
b()x 1 b()y y x

03

ou, en remplagant 1 — b%; par a = et supprimant le fac-
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05
teur commun —

iz’
o—=aD.F,+ bD,F,
0%z dts 0z 0z
= ( b >+b<ad_—xdy+bd—r)
0%z 0%z 0tz
=o' +aaby o+ B Gl =F

On trouvera de méme I'équation suivante

o=F,=aD,F,+ bD,F,
s s s 03

— 3 2 —_ 3 .
=a oz ,+3abd ’dy+3ab dxdy’+b s

On n’aura plus, pour obtenir I'équation aux dérivées par-

tielles, qu’a éliminer le rapport - entre les deux équations F,
et F;.

181. Considérons enfin une fonction 3z définie, ainsi que
les paramétres «,, ..., a,_;, par un syst¢tme d’équations de
la forme suivante

f(xh ey Tpy 5y &gy vy Bpgy Pyy ..y Pr) =0,
Dq, f=o, Dy, f=o0, ceey D“r-'f::o'

Prenons les dérivées partielles de f par rapport &4 chacune
des variables indépendantes z,, ..., z,. En vertu des équa-
tions (10), ces dérivées se rédulront a leurs premlers termes

D, f, ..., Dz, f. On aura donc

(10)

D.f=o, ..., D.f=o.
Désignons ces équations par
F,—o, ceny Fp,—o.

On en déduira, comme dans le probléme précédent, une
suite de nouvelles équations

Fpiry=o, ey Fpin_1=o.

”~
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Ces)équations, jointes aux précédentes et a la primitive
S = o, fourniront un systéme de p + n équations, entre les-
quelles on éliminera ay, ..., 2,_4, ¢y ..., @n. L'équation
résultante sera encore de l'ordre n. En effet, F,, ..., F,
contiennent 3 et ses dérivées partielles du premier ordre;
F,,. contiendra, en outre, celles du second ordre, etc. ; enfin
Fp4n_s contiendra celles du n'*™ ordre.

182. Exzemple. — Cherchons I’équation aux dérivées par-
tielles des surfaces développables. On nomme ainsi celles qui
sont définies par le systéme des deux équations

f=3—2z—By—y=o, Dyf=o,

3 et y étant des fonctions de a.
On en déduira, d’aprés la méthode précédente,

Jf _ds

=9z T or 79

puis o o
i =

drdy Iy

Ce sera I’équation cherchée.
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CHAPITRE II.

VARIABLES COMPLEXES.

I. — Fonctions synectiques.

183. L’introduction des nombres irrationnels ne suffit
pas encore pour rendre résolubles toutes les équations algé-
briques. Il est nécessaire pour cela de faire intervenir une
derniére notion, celle des nombres complexes.

Soit P=A/"+Bi™'+...+ K un polyndme entier, a
coefficients réels, contenant une indéterminée ¢. En le divi-
sant par {2+ 1, on obtiendra un résuliat de la forme

P=0Q(*+1)+a+ bi.

Nous conviendrons de négliger les multiples de i2+1, et
de considérer comme équivalents, et représentant un seul
nombre complexe (ou imaginaire), tous les polyndmes qui
donnent le méme reste. Parmi ces polyndmes, le plus simple
est le reste @ + O¢ lui-méme, qui serala forme normale du
nombre complexe. La maniére la plus simple de former ce
reste consiste a remplacer partout dans P 2 par — 1, * par
— I, {* par +1, 5 par i, elc.

Si b = o, ce nombre sera réel; si @ = o, on dira qu'il est
purement imaginaire; si a = b = o, il sera nul.

Un nombre complexe a + bi peut étre représenté géomé-
triquecment par un segment de droite, dont les projections
sur deux axes rectangulaires Oz et Oy soient respectivement
a et b. Soient  la longueur de cette droite, ¢ I'angle qu’elle
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fait 'dvec-OX;-on aura

pcosp —a, psing = b,
p =Va?+ b2, 0059=‘—;, sin?.—_-l—;-

La quantité p, qui doit étre prise positivement, se nomme
la valeur absolue ou le module de a + bi; on la représente
par la notation | @ + bi| ou mod(a + bi).

L'angle ¢ est 'argument de a + bi; il n’est déterminé
qu’aux multiples prés de 2w, lorsque a et b sont donnés.
Le module, au contraire, est entiérement déterminé; il ne
s'annule que si 'on a simultanément @ = o, 0 =0, d’ou
a—+ bi =o.

Deux nombres complexes @ + bi et @ — bi, qui ne diffé-
rent que par le signe de la partie imaginaire, sont dits con-
Jugués entre eux. Ces nombres ont le méme module, ainsi
que les nombres — a — bi, — a + bi, qui leur sont égaux et
opposés.

Si la droite représentative du nombre a + bi a son point
de départ a l'origine des coordonnées, son autre extrémité
seraau point z =a, y = b. Ce point se nomme I'affize de
a + bi.

184. Soient a + bi, a’'+ U'i, ... des quantités complexes.
Leur somme
(a+ad+...)+(b+b+...)i

sera évidemment représentée par la résultante des droites
quireprésentent séparément les nombres a + bi, @'+ ¥'i, . . ..
D’aprés les propriétés connues de la résultante, nous pour-
rons énoncer la propriété fondamentale suivante :

Le module d’une somme de quantités complexes ne peut
surpasser la somme de leurs modules; mais, d’autre part,
il est au moins égal au plus grand de ces modules, dimi-
nué de la somme des autres.

On peutremarquer encore que, si les directions des droites
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composantes sont toutes comprises dans l'intérieur d’un
angle d’ouverture inférieure 4 =, la résultante y sera égale-
ment contenue.

Donc, si les termes d’une somme ont des arguments
dont les différences mutuelles soient toutes <=, 'argu-
ment de la somme sera intermédiaire entre les arguments
de ses termes.

La différence de deux nombres complexes a + bi, a'+ b'¢
sera définie par I'expression

(a—a')+ (b —1b')i,

dont le module sera compris entre la somme et la différence
des deux nombres a +- bi, a'+- ¥'i.

185. Le produit des deux nombres a + bi, @'+ b'i sera
donné par la formule

(a+ bi)(a'+ ') =aa' + (ba'+ ab')i + bb' i,
ou, en divisant par i?+ 1 et ne gardant que le reste,
(aa’ — bb') + (ba' + ab')i.

Ce résultat prend une forme plus intéressante si 'on met
en évidence le module et I'argument des deux facteurs consi-
dérés; on aura alors

a +bi —p (cosg + ising),
a + b'i =p'(cosp’ + ising’)
et, pour le produit,
pp'[cos¢ cos¢’ — sing sing’ + i(sing cosg’ + sing’ cose)]
=pp'[cos(o +¢') +isin(p +¢')].
Donc le module d’un produit est le produit des modules

des facteurs, et son argument la somme de leurs argu-
ments.

186. Le rapport des deux nombres a + bi et a'+ &'¢
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sera le nombre z + y i qui, multiplié par le diviseur, repro-
duit le dividende. On devra donc avoir

a+bi =(a+bi)(x+yi)=adzxz—by+i(br+a'y).

Cette équation se décompose dans les deux suivantes

adx—by=a, b'r+a'y=29,
d’oti 'on tire
__aa'+ bV __ba'—ab’
=z Y= aim

Le probl¢éme comporte donc une solution unique et tou-

jours admissible, si le diviseur @'+ &'¢ est différent de zéro.

. Il est manifeste que les régles du calcul algébrique s’éten-
dent aux nombres complexes.

487. On dit qu'un nombre complexe variable z + {y tend
vers une limite fixe ¢ + di, si

|x+iy —(c+di)|=V(x—c)+ (y —d)

tend vers zéro.

Cette expression est au moins égalea |z —c|etd |y —d|.
Elle ne peut donc tendre vers zéro que si z tend vers c et y
vers d.

Cette condition est suffisante, car on a

e +iy—c+di|Z|x—c|+|y—4d],

et les deux termes du second membre tendent vers zéro, si x
tend vers c et y vers d.

Les propriétés des modules d’'une somme algébrique ou
d’un produit démontrées aux n°* 184 et 185 sont précisé-
ment les mémes qui ont été signalées au n° 6 dans le cas
particulier des nombres réels et qui ont servi de fondement
dans le § II pour I’étude des ensembles. Les propriétés trou-
vées dans ce paragraphe subsistent donc dans le cas ol les
variables z, y, ... parcourraient non plus la suite des nom-
bres réels, mais celle des nombres complexes.
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188. Soient z, », ... des variables indépendantes réelles,
P et Q des fonctions réelles de ces variables, définies dans
'intérieur d’'un domaine E et admettant des dérivées par-

tielles continues. La fonction complexe u =P + {Q admet-
P .0Q 9P = .0Q
3;-'_'0.: dy—l—zd—, -+ . égale-
ment continues, et son accroissement Au, lorsqu’on passe
du point (z, y, ...) au point (z + Az, y + Ay, ...) sera
de la forme
JoP 2Q JP aQ
AU-—< +l‘ﬂ:>Ax+<dy+l7>Ay+...
+ (R+Sé)az + (R, + S;0)ay +...,

tra des dérivées partielles

R, S, Ry, S,, ... tendant vers zéro avec Ar, Ay, ... (etcela
uniformément dans tout ensemble E, borné et parfait inté-
rieur 3 E).

Supposons les variables z, ¥, ... en nombre pair; repré-
sentons-les par x, y; x,, »4; ... et formons les combinai-
sons complexes

s=o+ Ly, S5 =2+ Uy,
On aura
3= Ar + iAy, Az = Az + iy, RN
‘55|§|5’|)§|A)'|’ I-\-’xlilA‘ZxL;lA.)’ll-
L’expression

(R+SHar+ (R +S;0)Ay +...
pourra donc se mettre sous la forme

gAS + p1AS 4. .,

les quantités

x LAY
o= (R+ Si)i_f (R4S 0) 1 p=aee

tendant encore vers zéro en méme temps que Ar, Ay, Az,,
Ay, ... (et cela uniformément dans E, ).
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Si, d’autre ‘part, nous supposons les dérivées partielles

dP dQ JP dQ . .
9z’ 9z’ ay’ oy’ "’ liées par les relations
dz dy d)’ oz’

d:c, dy. 5}2 - 9z,
les termes de la premiére ligne de I'expression de Au pour-
ront s’écrire ainsi

(32 +z-0-9-> (Az + iAy) + (:P + g—Q> (Azy+ iAy,) +..

(dP 0Q>A,+(L’E+, dQ)Azl+....

ox +e 0 ax, o0z,

On aura donc finalement

OP  .9Q 9P dQ)
(» ,‘"‘(dw“dx)"“ (5 (g ) pat e
+ pAzZ + pyAZ, . ...

Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous
dirons que « est dans 'intérieur de E une fonction synec-
tique des variables complexes 3, z,, .... Les termes de la
premiére ligne du développement (2) seront sa différen-
tielle totale du.

Posons, en particulier, A3, =0, Az; =o0, ...; nous au-

rons
Au _dP  .dQ

T oz 9z
Au oP 0
Si Az tend vers zéro, v tendra vers une llmue o5 ! ()S
indépendante du rapport des deux infiniment petits Ar et
Ay. Cette limite sc nomme la dérivée partielle de v par

s . du
rapport & s et se représentera par la notation usuelle ——-

~

(Si u ne dépendait que d’une seule variable complexe, on
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I'appellerait simplement la dérivée de u et on la représente-
rait par % ou «.)

La fonction u# admettra de méme, par rapport aux autres
variables z,, ..., des dérivées partielles

du_ 0P .00
dz‘ - d-l" ()y.’
Toutes ces dérivées ‘—,— g .. seront d’ailleurs des fonc-
31

tions continues de z, y, x.,y., ceen

189. Réciproquement, pour que I'expression P+ Q¢, ou
P, Q sont des fonctions de z, y, x,, ¥\, ... définies dans

Iensemble E, admette des dérivées partielles continues ‘—’? ’

3—_“: .-+ indépendantes, la premiére du rapport de Az a Ay,
1

la seconde du rapport de Az, a dy,, etc., il faudra que P et
P dQ JoP

Q admeutent des dérivées partielles continues —— %' 9z’ 9y

-3—3-: -+« liées par les relations (1).
En effet, changeant x en z + Az, sans altérer y, z,, y,, ...,
on aura
Au __ Au _ AP 4+iAQ
Az T Az~ Ar

Pour que cette expression tende vers une limite fixe d_’
AQ

- AP ..
il faut que —> — tendent vers des limites.
Ar Ax

Donc P et Q doivent admettre des dérivées partielles
9P 9Q » et 'on aura
ox’ ox’
ou _ 0P 00,
Jds  or Jdr

Changeons de méme y en y < dy, sans altérer les autres

”~
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variables. On aura

Au _ Au _ AP+iAQ _ AQ — (AP
K;_i_A)-'_- Ay T Ay

. . . du
Pour que cette expression tende vers la limite —— , lorsque

0s
Ay tend vers zéro, il faut que 4Q ’ g tendent vers des limites

A
QQ; ()_p’ et 'on aura 7
dy "9y
Qu _dQ _ 0P
0z —dy ady’

du

Pour que cette expression de 3
3

coincide avec la précé-
dente, il faut qu’on ait

P _9Q oP_ N

dr — dy dy ~  ox

u . . . .
Enfin, pour que g_.-, soit continue, il faut que sa partie

.. .. . )
réelle et sa partie imaginaire le soient. Donc -d—P, i(—), d—-P, o0

dx dx dy dy
doivent étre continues.

On obtient des résultats analogues pour les autres déri-

. JP a0
vées partielles PPARE A

190. Remarques. — 1° Si I'on veut que P + Q¢ soit une
fonction synectique de 3, 5, ..., aucune des deux fonctions
P et Q ne pourra étre choisie arbitrairement; car les deux
premiéres équations (1), dérivées respectivement par rapport
a . et y et ajoutées ensemble, donnent

PP P
e -+ ?f—,— = o.

Dérivées par rapport a y et z, puis retranchées, elles
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donnent
¢Q  dQ _
ot dy* 0
On trouvera de méme
9P 0P __ NQ  9*Q
it iT®  Tm T g T
2° Si I'on admet (ce qui a toujours lieu, comme on le
verra plus loin) que les dérivées secondes ﬂ), ﬂ,
Jdrt’ Jdx dy
Jdu Ju

existent et sont continues dans l'intéricur de E,

905 05,
seront encore des fonctions synectiques de 3, 5,, ....
En effet,
du _dP  .9Q

Jds ~ or Tox

par exemple, admet des dérivées partielles continues
Jd du __ J*P ", 70 .
Jr ds  ost
J (_)u .c)_’l’__ i 2%
Jdy s drdy ‘();c d.)”
I ; 9t ()
Jdry ds — Jdrdr, o or,’

..........................

Il reste & montrer que ces dérivées partielles satisfont aux
relations

2P 90 9iar 0%
det T drdy’ drdy ~ dat’
aP 00 178 L LI )
gei T de ) dedn T ey

Or celies-ci s’oblicnnent 1immédiatement en dérivant les

équations (1) par rapport a &, ry, ....
o Q: , u  Ju .
32 Si nous représentons par ——» - -« les dérivées

J3*’ 0303,
J—L 12



178 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE Ii.

du R
de 2’ par rapport a 3, 3,, ..., on aura
d*u __ 0'P i 2Q
0305,  Odzxzox, ox ox,
o*P . 0*'Q  ou

= 0z 0z "' 9z,0z  9z05;

. . du
4° Si nous supposons « indépendant de 3, on aura 35 =9

sl u =23, g—‘_f =1. Si donc, dans I’équation

du du
= — A3 4+ — A3, ...
du 03 -+ dz. 1T )
qui définit du, nous posons u = 3, il viendra ds = As. De
méme ds, = A3y, ..., e, par suite,
du du
du—Edd-i‘d—:ldo‘-i—.-..

5° Les théorémes du n° 75 et la régle plus générale du
n° 88 pour la dérivation des fonctions composées s’appli-
quent sans changement aux fonctions synectiques de va-
riables complexes.

-+ 191. Tutorime. — Soit F(s, 3, ...) une fonction sy-

A

mt V' pectique de
» [
U ., . .
{""“J’ s=x 41y, Sy=x+ Yy,
3 ’ . 1 .
o définic aux environs du point

{=Et+ i, =& +in,

. e . 4, OF
et Sannulant en ce point sans que sa dérivée partielle 53

sy annule.

On pourra déterminer une fonction synectique de
51y .+, définie aux environs du point (§,, ...), prenant
en ce point la valeur J et qui, substituée dans l'équation
F(s,54, ...) =0, larende identiquement satisfaite. Cette
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JSonction sera unique et admettra aux environs du point
(&, .. .) les dérivées partielles

JF JF

93, 03,
(3) —_— —;F‘) _— '7‘—.—}1'—.—)

05 a5

Soit, en effet,
F(s, 5, ...)=P+Qj,
P et Q étant des fonctions de &, y5 x4, 713 . ...
On a, par définition,
(o _9Q 0P dQ
or ~ dy’ oy~ or’
P _9Q  JP__ 0Q
(’-Z] - ()}'1 ’ (’)’1 - d.l’l

Ie jacobien

P oP |
j— oz dy |
T 19Q dQ
gr 9y

de P et Q par rapport & x, y se réduira, en vertu dc ces

¢équations, a
(2‘3 - (9QV
o or)’

ce qui est le carré du module de la dérivée

JdF _oP .J

s o oz

Celle-ci ne s’annulant pas au point initial (§, 4, &, 7, -..)
J ne s’y annulera pas. On pourra donc déterminer, et cela
d’une seule maniére, aux environs du point (§,,4,, .. .) deux
fonctions réelles z, y des variables indépendantes z,, 5, ...,
satisfaisant identiquement aux équations P =0, Q = o (ou,
ce qui revient au méme, i I'équation F = o) et se réduisant

fee §2
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respectivement a §, 7 au point (§,, 7, ...). Les différentiellc s
totales de ces fonclions seront données par les équations
()P JpP

dy + — op dr,+ -‘-’—l:d',—'-..._:o,
9y

"Q 9Q "_Q_ 9Q _

ou, en vertu des équations (1),

()Pd de,_'_ JP d 20 dy,

Jr or ) ()—.l'; .Dl—-dT' —+...==o0,
9Q , P, dQ w o
(-ﬁ-dl‘—k%d)+b';l‘—ld.1‘|'i-‘—‘t—ld)|+... = 0.

Ajoutons ces équations, aprés avoir multiplié la seconde
par £; il viendra

3P+'d( )(d.z: + idy)

<%j7+ ‘ §Q> (dry+ 1d),) +.
ou .

JF JF

(-):(1~+I; ds,+...=z0.

Celle relation montre que la quantité complexe s est bien
unc fonction synectique de 5,, ... et a pour dérivées par-
tielles les expressions (3). Elle satisfait d’aillcurs a 'équa-
tion F = o et se réduit a § + /v au point (§,, ...).

I.e théoréme que nous venons d’établir est entiérement
semblable & celui démontré (91) pour les fonctions de va-
riables réelles. Les conséquences déduites de ce dernicr (92
4 93) subsistent évidemment aussi pour les fonctions synec-

tiques de variables complexes.

192. Les conditions qui expriment que « =: P+ Q¢ est
une fonction de 5 = x + i) sonl susceptibles d'une interpré-
lation géométrique remarquable.
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Marquons en effet, sur le plan, le point qui a pour affixe
« = f(3). A chaque point 5 correspond un point «, A chaque
ligne décrite par 3, une ligne décrite par «.

Considérons trois points 3, 5+ A3, z + A, 5 formant un
triangle infiniment petit, dont les c6tés auront respectivement
peur longueurs | As[, | A,z [, | A/ — A5,

Les points correspondants u, « + Au, u + A, u formeront
un autre triangle, dont les c6tés auront pour longueurs

| Au|=[[S"(5) + R]as],
lau) = [f"(5)+Ry]4 5],
Ay — su| =|[f'(5 4+ 33) +p](3; 5 —a3) |,

R, Ry, p tendant vers zéro avec A3, A, 5.

Les rapports des cdtés correspondants sont donc respec-
tivement | f/(z)+ R, [ £/(s)+ R, | /(s +A4z)+p] et
tendent vers la limite commune f'(z) lorsque As et A, s ten-
dent vers zéro. Les deux triangles tendent donc & devenir
semblables.

‘Ce raisonnement serait toutefois en défaut pour les valeurs
de 5 qui annuleraient f'(s).

II. — Intégrales des fonctions synectiques.

193. Soit toujours
S(5)=P+iQ

une fonction de 3, synectique a I'intérieur d’un domaine E,
et soient

z=29(), y=¥()

les équations d’une ligne rectifiable L menée dans I'intérieur
de E entre deux points z4 et Z.
Les quantités P et Q étant des fonctions continues de z,
* 9% qui, sur la ligne L, sont eux-mémes des [onctions conti-
nues de ¢, seront le long de cette ligne des fonctions con-
tinues de ¢. Représentons-les par P(¢) et Q(2).

P17
OREEY
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Entre les valeurs ¢,, T de ¢ qui correspondent aux deux
extrémités de L, intercalons une suite de valeurs intermé-
diaires t,, ..., ¢, .... Entre deux valeurs consécutives ¢,
tyy, prenons arbitrairement une valeur intermédiaire <.
Désignons par 3, Sxy4, Gk les valeurs de z qui corres-
pondent & i, txpi, Tk

Cela posé, formons la somme

S =2 f(%) (5k+1— 3x) = Z[P (%) + £ Q(54)] (8441 — 3k)-

St Uon fait décrottre indéfiniment I'étendue de tous
les intervalles Aty= ty .y — ty, la somme ci-dessus tendra
vers une limite fixe, que nous appellerons I'intégrale de
J(3)ds suivant la ligne L, et que nous représenterons par

j;f(:.) ds.

Pour établir ce théoréme fondamental, il suffit de montrer
que, quelle que soit la quantité ¢, on pourra déterminer une
quantité v telle que la différence entre deux sommes quel-
conques S et S’ dans chacune desquelles les intervalles Aty
sont << 7 ait son module nécessairement < e.

Soient S, S’ deux de ces sommes correspondant respecti-
vement & deux syst¢émes de valeurs intermédiaires ..., ¢,
thyry +o- €L sy By iyyy - .5 S” une troisiéme somme corres-
pondant & un nouveau mode de division ou figurent toutes
les valeurs intermédiaires ¢ et ¢'. On aura

|S'—S|2|S"—S|+|8"—§};

il suffit donc de montrer que, si n est assez petit, le module
de la différence S”— S sera <C -:-, la méme démonstration
s’appliquant a la différence analogue 8" — §'.

Considérons un terme

[P(ze) + i Q(=4)] (Sk41 — 3%)
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de la somme S. Il est remplacé dans S” par une somme de
termes
E[P (k) + £ Q(%k)] (Zhwr— 3k)
ou
E( Skt — k) = Ska1— 3k
La différence entre cette somme de termes et le lerme pri-
mitif sera donc

(1) E{P(%k) — P(w) + i[Q (k) — Q(=i)]] (shws— ).

Cela posé, = et 7} étant compris enlre ¢ et t4,, leur dif-
férence sera <. D’ailleurs, les fonctions P et Q, étant con-
tinues, le sont uniformément. On pourra donc, en prenant
7 assez pelit, rendre toutes les quantités P(s) — P(s4),
Q(53:) — Q(=x) moindres en valeur absolue qu’une quantité
arbitraire &.

Cela posé, le module de la somme (1) sera moindre que

- 1
EVas|spu—ail /K
D’ailleurs | 54,y — 34| n’est autre chose que la distance rec-
tiligne des points s;,, et 5. Donc |3}, — 3; | représente
le périmétre du polygone formé avec les points 55, ... et
sera au plus égal a I'arc de courbe compris entre z; et sxy,.

Opérant de méme sur chacun des termes de la somme S ct
sur les termes correspondants de S”, on aura

|S"— S| <tyal,
I désignant la longueur de I'arc total. En prenant £ assex

. e, . €
petit, on pourra rendre cette différence moindre que 5

194. Supposons, cn outre, que les fonctions ¢(¢), ¢(¢)
admettent unc dérivée continue. Le calcul de I'intégrale dont
Pexistence vient d’étre élablie se raménera a celui d’inté-
grales réelles. .

Il s’agit, en effet, de trouver la limite de la somme

E(P+ Qi) (Ar + iAy) == (PAr — QAy)+ i Z(QAz+ Pay).
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Or on a, d'apres les hypothéses faites sur les fonctions ¢
et ¢,
Ar=[¢'(t) + R] Ay, Ay =[¥'(&) +R'] Ay,
R et R’ convergeant uniformément vers zéro avec A¢, dans
I'intervalle de ¢t & T.
On aura donc

S(Par—Qay)==x[Pe¢'(t) — Q¥'(&)] At + = (PR — QR’) Ar.

Le second terme de cette expression tend vers zéro avec les
intervalles At. En effet, soient M une limite supérieure des
modules des fonctions P et Q sur la ligne L; » le maximum
des modules des quantités R, R'; on aura

mod 2(PR-— QR’)AtZaMnzatZ2My(T - ¢).

Or, lorsque les At décroissent indéfiniment, les R, R’
tendent uniformément vers zéro; donc v tend vers zéro.
Oun aura done

lim S(PAr — QAy) =lim =[P¢/(¢) — Q¥/(¢)] A¢
T
= [ Py — Q¥ du

De méme

T
limS(QAr + Pay)= [ [Q¢'(t) + Py/(e)]dr.

'ty

195. De la définition de I'intégrale ff( )ds par une

limite de somme résultent évidemment les propriétés sui-
vantes :

1 Si la ligne L cst formée de plusieurs parties succes-
sives I, Ly, ..., on aura

fo(:)d==fhf(s)d~+[f( s)ds -+

u],

2° Si L et L' représentent la méme ligne, décrite dans
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deux sens opposés, on aura
f(s)ds :—ff(:)d:..-
L L

3o Si f(z)=ci fi(5)+ca fa(5)+ ...y €1y €2, ... élant
des constantes, on aura

[f(ﬂdz:C:[fx(s)d5+c,£f,(:)dz+....

4° Enfin, soient M le maximum de | f(3)| sur la ligne L,
ct { la longueur de cette ligne, on aura

2 f(%) (Ske1— 32) | ZMZ] 540y — 22 | SMp,

p désignant le périmetre du polygone 543,...3...; d’od,
en passant a la limite

[f(:)d:!le.

196. On remarquera que, dans les raisonnements qui pré-
cédent, nous nous sommes appuyé uniquement sur la con-
tinuité des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des
équations aux dérivées partielles qui expriment que P+ Q¢
a une dérivée déterminée. Mais ces nouvelles conditions vont
intervenir dans la démonstration du théoréme suivant :

Tutonime. — Soit C un contour fermé continu et sans
point muluple, et tel que tous les points non extérieurs
a C soient intérieurs au domaine E. L’intégrale f f(3)ds
prise suivant une ligne rectifiable fermée quelconque K
intérieure a G sera identiquement nulle.

La fonction f(3) =P+ Q{, étant continue pour tous les
points non extérieurs a C, qui forment un ensemble parfait,
le sera uniformément dans cet ensemble.

Soient

z=12(t), y=%{)

les ¢équations de la courbe K. Donnons a ¢ une série de
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valeurs successives &y, ..., tx, ...; nous obtiendrons sur la
courbe une série de points correspondants 59, ..., 3, ...
Supposons que les intervalles ¢4,y — ¢ soient tous < o. En
faisant décroitre suffisamment cette quantité ¢, on pourra
faire en sorte :

1° Que les distances %434y, (qui tendent uniformément
vers zéro avec 8) soient moindres que la plus courte distance
de K a C, et par suite que le polygone inscrit P, qui a pour
sommets Zg, 3y, -.., Sk --., S0it Intérieur a C;

2° Que la différence entre la somme

2 f(54) (Bas1— 3)
et sa limite ff(:) d3 ait son module moindre qu’une quan-
K

1iLé ¢ choisie a volonté;
3° Enfin, que la différence entre cette somme et l'inté-

graleff(:) ds, prise sur le contour du polygone P, ait
P

aussi son module <7 e.
Pour établir ce dernier point, qui seul a besoin de démon-
stration, considérons le terme

S(58) (3441 — 54)
correspondant & I'élément 54 34.,. Il est remplacé, dans I'in-

tégrale ff(:) ds, par 'expression suivante
P
BmZ f(50) (S1ey,6— 3ix)s

ol 3j, ... sont des points de division infiniment voisins pris
sur la droite 5x54y4.
Comme on a

Bp1— Sk = ‘\:(z;ﬂ,lc'— EB

la différence entre ces deux expressions sera la limite de la
somme

E(/(5) — (3] (Shayp — 30a)s
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dont le module est au plus égal a
My 2| 500,06 — 50k | = M| 3y — 56| = Malis

{x désignant la longueur du cOté 25y, — 54, et My le maximum
des modules des quantités f(z},) — f(3x)-

Raisonnant de méme sur chacun des cdtés du polygone et
désignant par M le maximum des quantités My et par ! la
longueur de la courbe K, on aura pour limite supérieure du
module de la différence cherchée

=M, z M=/, 2 M.

D’ailleurs, le point 3}, étant situé sur la droite zx344,, On

aura
20k — 3k ) 2| Skt — 311

Donc les différences z); — 3x et, par suite, les quantités
f(3i4) — f(5x) tendent uniformément vers zéro avec 8. On
peut donc, en prenant 8 assez petit, rendre M moindre que

7’ ce qui démontre notre proposition.
Si donc nous établissons que l'intégrale f f(5)dzs est nulle

pour tout polygone P, le théoréme sera démontré, car le mo-
dule de l'intégraleff(:)dz étant << 2¢, quelque petit que
K

soit ¢, sera rigoureusement nul.

197. Le contour polygonal P peut se traverser lui-méme
en certains points; le nombre de ces traversées sera limité et
n(n—ru)

au plus égal a » n ¢tant le nombre des c6tés du po-

lygone. Partons, dans ce cas, d'un point quelconque du con-
tour pour le décrire dans le sens de l'intégration, jusqu’a ce
qu’on traverse pour la premiére fois les parties déja décrites.
La portion de contour comprise entre ces deux passages au
méme point formera un contour partiel qui ne se traverse pas
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lui-méme.”Si 1'on suppose le théoréme établi pour un sem-
blable contour, on pourra négliger cette portion de la ligne
d’intégration, et il ne restera plus qu’a faire la démonstration
pour le contour restant, ot le nombre des traversées est
diminué.

On voit donc qu'il suffit d’établir notre proposition pour
un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-méme. Or
I'intérieur d'un semblable contour peut se décomposer en
triangles. Supposons le théoréme établi pour chacun de ces
triangles; la somme des inlégrales obtenues en faisant le
tour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par
cxemple, sera nulle. Mais les cotés de ces triangles qui ne
font pas partie du contour P étant décrits deux fois en sens
contraire, les intégrales correspondantes se détruisent deux
a deux; et 'intégrale restante sera précisément celle qu'on
obtient en décrivant le contour P.

Nous avons ainsi ramené la démonstration du théoréme au
cas ol le contour K, au lieu d'étre une courbe rectifiable
quelconque, dont la notion est un peu confuse, se réduit &
un triangle.

On peut méme admettre que le triangle a un de ses cOtés
paralléles a I'axe des ), car tout triangle peut étre décomposé
en dcux triangles de cette nature.

198. Considérons un semblable triangle ABC (fig. 1).
Soient
A=a--a'i,
B=0b+[a+ m,(b—a)]i,
C=b+|d+m(b—a)]:

les affixes de ses sommets (de telle sorte que m,, m repré-
sentent vespectivement les coefficients angulaires des cotés
AB, }é(:).

Nous allons montrer que I'intégrale f f(3)ds, prise sur le
contour du triangle, a une valeur indépendante de m.
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Elle se compose, cn effet, des trois intégrales

s)ds, 5)ds, s)ds.
s [ rads [ 1o

[.a premiére ne dépend pas de m.

Fig. 1.

Cherchons la dérivée de la seconde. Soit
S =P (2, 7) +iQ(x, y).
Laa ligne BC a pour équations
x b, y=a+t(b—a),
¢ étant réel et variant de mq & m. Donc l'intégra’e

i S(s)ds
BC

sera égale a
/ "VPLb, @ b — @)+ EQLb @+ th —a)] | i(b —a) dt

et sa dérivée, par rapport a sa limite supérieure m, sc:a

Db a s mbh -a)]+iQ[ba +m(b—a)]i(b—c)
= lf((_:)(ll— (l).

Cherchons, d'autre part, la dérivée de la troisicme inté-
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grale prise suivant le c6té CA. On a, sur cette ligne,
=1, y=a-+m(t—a),

t étant réel et variant de 6 a4 a. Substituant ces valeurs dans
JS(3), on obtiendra un résultat de la forme

(2) f(3)=P(x, )+ iQ(z, y)=Pi(t, m) +iQ,(¢, m),

el comme
=dz + idy = (1 + mi)dt,

I'intégrale cherchée deviendra
[ TPt )+ Qi m)) 1+ i,
5

expression ol I'on séparerait sans peine la partie réelle de la
partie imaginaire.
Sa dérivée par rapport & m sera

(3) fb[@,':; 3(3l>(x+rrzi)+(P,+Q,i)i]dl

Or on a, par hypothése,
<0P dQ) P .dQ

+ i +¢—-,
.}’

or

et, d’autre part, en dérivant I'équation (2) par rapport aux
variables indépendantes ¢, m dont x et y sont des fonctions,

P dQ P 9Q) Py 00,
0t+‘0 +nl<¢T}’-+ 'a7> “+¢ dt

(v 0@)_9&“0@1

dy) ~ dm om

La combinaison de ces équations donne
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Substituant cette valeur dans I'intégrale (3), elle devient

Il' (’P‘ . QI g
t — —_— — = P, dt
j; l[( a)(dt + i, >+ +Qi‘]
°d . . W
:tf CTt[(t_a)(P,+Q.1)]dt:z[(t-—a)(PH‘Q:‘)]b
o
=—i(b—a) f(C).

Cette dérivée étant égale et contraire a celle de l'intégrale
suivant BC, on voit que l'intégrale f f(z)dz, prise autour
du triangle, est une constante indépendante de m.

Or, si m = o, l'intégrale suivant BC disparait, et les inté-
grales suivant AB et CA sont égales et contraires. Donc la
constante est nulle et le théoréme est établi.

199. Cororraire. — Soient L, L, deux lignes arbitrai-
rement tracées dans U'intérieur de C entre deux points
JSixzes s et L. On aura

ff(:)d: = | f(s)ds.
L L,

Car la ligne L,L~! étant fermée, on aura, d’aprés ce qui

précede,
[ oL
LL-r Y, YJi-e J, YL

L’intégrale ne dépend donc pas du tracé de la ligne L, mais
seulement de la position de ses extrémités. On peut mettre
ce fait en évidence en la représentant par la notation

[zf(z)dz.

200. Dans l'intérieur de C, celte expression représente
une fonction synectique de Z, ayant pour dérivée f(3).

Cherchons, en effet, son accroissement lorsqu’on change Z
en L+ dL. :

Soit L la ligne d'intégration suivie de 3, & Z. On peut
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adopter comme ligne d'intégration de 3, 4 Z + dZ la ligne L,
suivie de la droite infiniment petite qui joint Z a Z + dZ.
On aura alors

~LZ+dL

y

z
f(:)d:—f Sf(s)ds

L]
Z+di

Z+dZ Z+dl
— 3)ds = f(Z ds 3)— f(D)] ds.
fz S(3)ds = f(Z) fl +~[ L) —f )]

Le premier terme est évidemment égal a4 f(Z)dZ. Le se-
cond a pour limite supérieure de son module M | dZ |, M étant
le maximum de | f(3) — f(Z)| sur la ligne d’intégration. Or
|35—7Z] est Z|dZ]|, et f(3) est continue. Si donc dZ tend
vers zéro, il en sera de méme de M; on aura donc

J,

R étant un infiniment petit.

On voit par la qu'il existe des fonctions synectiques ayant
J(Z) pour dérivée et définies dans le méme domaine que
celle-ci; elles auront pour formule générale

LZ+d2

~ [ =1r@+myaz),

AL
J’(z,):j f(3)ds +c,

¢ désignant une cons:ante.
L'une de ces fonctions ¥(Z) élant donnée, on obtiend:a
la valeur correspondante de ¢ en faisant Z = 3,. Il vient

F(3) =c.

On aura, par suite, comme au n® 82,
.z ) )
h [ 7z)ds=52)—F (=0,
Comme on a évidemment

t/-:.lf(:,)d:, :—[:"'f(:)d:,
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I'intégrale, considérée comme fonction de 5,, aura pour dé-
rivée — f(30).

201. Les régles pour la dérivation des intégrales définies
et pour I'intégration par parties (n°* 83 et 81%) s’appliquent
évidemment aux intégrales que nous considérons en ce mo-
ment.

202. Le changement de la variable indépendante peut s’o-
pérer comme il suit :

Soit z=1¢(¢) une fonction de ¢, synectique a I'intérieur
d’un domaine E,. Lorsque ¢ se meut a l'intérieur de E,, z
se mouvra dans un domaine correspondant E.

Supposons en particulier que ¢ décrive un arc L, de ligne
rectifiable; s décrira une ligne correspondante L, et ses va-
riations seront lices & celles de ¢ par la relation

Az = (9"t + R)Ae,

®'t restant continue, et R tendant uniformément vers zéro
avec A¢; car les points de L, forment un ensemble borné et
parfait; on pourra donc assigner une quantité 7 telle que,
si [At| <=, [R] devienne moindre qu’une quantité ¢ arbi-
trairement choisie, quelle que soit la position du point ¢
sur L,. D’autre part, le long de cette ligune, | 9'(¢)| admettra
un maximum IJ-.

Soit ¢4y « .y tgy .. T une suite de points pris sur L,
de telle sorte que les différences Alx= tx,y — ¢t; aient leurs
modules moindres que 7; et soient Zg, «..y 35y o. , Z les
points correspondants de L; on aura

As, = ['\P’(tlc) -+ R‘] Al
d'oll
[As6|Z(m+2) ] Al ;

donc les As; tendront uniformément vers zéro avec les Ay,

Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur

{=lmE]As;[Zlim(p +:)S A% T uly,
l, désignant la longueur de L,.
J. — L. 13
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Cela posé, soit f(z) une fonction de z, synectique dans E, ;

ou aura .
I f(sx) Asi = Zf(o) (9"t + Ry) Aty

Faisons tendre 7 ct ¢ vers zéro. Les Az, et les Az, tendant
vers zéro, le premier membre aura pour limite

ff(s)d.-.
L
el le second

ff(cpl)c?'t dt +lim = f(ot) Ri ALy
L,

Or, si I'on désigne par M le maximum de | f | sur la ligne
d'intégration, le second terme aura son module moindre que
Mze/!,. Il tend donc vers zéro, et I'on aura

(3) /'f(s)d; = [f(cpt)cp’tdt.
Cde “ L

203. Tutonimr. — Soient Gy, Cy, ..., C, (fig. 2) des
contours fermés rectifiables et sans points multiples, e.rté-
rieurs les uns aux autres, et tous intérieurs a un dernier
contour C, de méme nature.

Fig. 2.

Co Z

—

Soit, d’autre part, fs une fonction de s synect que
dans un domaine E contenant dans son intéricur toute
la région R du plan bornée par les contours Co, C,. ...,
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Cu, y compris ces contours eux-mémes; on aura

ffzdz:f/zdz+...+ff:dz,
Ce Cy Cn

les intégrales étant prises dans le méme sens, par exemple
dans le sens direct, autour de ces divers contours.

Nous supposerons n = 2 dans la démonstration.

Joignons les contours Gy, G, C; par des lignes rectifiables
L, L, L, sans points multiples et ne se rencontrant pas mu-
tuellement ( fig. 2). La région R se trouvera divisée en deux
régions partielles Ry, R,, limitées chacune par un seul
contour fermé dans tout 'intérieur duquel f3 est synectique.

L’intégrale /'f: dz prise dans le sens direct le long de

chacun de ces contours frontiéres sera donc nulle (196).
Ajoutant les résultats obtenus pour les deux régions, on re-
marque :

1 Que chacune des lignes L, L,, L, ayant é1é décrite une
fois dans chaque sens, les intégrales correspondantes se dé-
truisent;

2° Que les deux moitiés du contour C, ont été décrites
chacune dans le sens direct ; la somme des intégrales obtenues

sera donce
/ S5ds;
C

3" Que les deux moitiés de chacun des contours C,, C,
ont é1¢ décrites dans le sens rétrograde. Si donc nous dé-

signons par | f3ds, | f3ds les valeurs des intégrales prises
Gy Cy
en décrivant G, et C, dans le sens direct, les intégrales ob-

tenues seront —ff: ds, ——ff:.d:. Nous avons donc
(8 C

comme résultat final

Sf3ds — j:d:—ffzdz:o.
Co C, c,
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204. Tutorime. — Soit f3 une fonction synectique a
A’intérieur d’un domaine E; soit K un contour (rectifiable,
Jermé et sans point multiple) et tel que toute la région
-du plan non extérieure a K soit dans U’intérieur de E;
-on aura pour tout point a de cette région

1 Sz dz
<6) Jo=mi) o

Soit, en effet, ¢ un cercle de rayon infiniment petit r dé-
<rit du point @ comme centre; on aura, d’aprés le théoréme
précédent
S5 g — [ﬁ-d.:_[afi-q- LiSa,

J, s—a . 3—a A

s—a sS—a

ELYE™S

.Le dernier terme tend vers zéro avec r. Soit, en eflet, M le
mmaximum de | fz — fa| sur le cercle ¢; |5 — a| étant égal
-a > sur ce méme cercle, le module de l'intégrale ne pourra

M s P
-surpasser — 2mr = 27M. Or, i cause de la continuité de

JS(3), M tend vers zéro avec r.
D’autre part, on a sur le cercle

s=a-+r(cosp + ising),
ds=r(—sing + icos¢)dy = (3 — a) ( do,

% étant réel et variant de o 4 2w. On aura donc

£ 19
ds . .
f e = ido = 2=/,
s—a '
c []

203. L'équation (6), dérivée par rapport au paramétre a,
<onnera les suivantes

1.2...n
Sfra= o l(:_a)"+ld~.
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Les intégrales qui figurent au premier membre sont des fonc-
tions de a finies et déterminées. Les dérivées successives de-
la fonction f sont donc synectiques, comme f elle-méme,.
dans tout I'intérieur de K.

Soient

r la plus courte distance du point a au contour K;
M le maximum de | fz | sur ce contour;
{ sa longueur.

On aura, sur lout ce contour,

et, par suite,
..n M

- 1.2,
lfrale—r— mm!l -

et, en particulier, si K est un cercle ayant a pour centre,
d’ott [ = 2%r,

_t.2...n.M
(8) |fralz b

r

206. Les résultats précédents s’étendent immédiatement
aux fonctions de plusieurs variables.

Soit, par exemple, f(3, ;) une fonction des deux variables
complexes 3, 3,, qui reste synectique tant que 3, 3, restent
dans I'intérieur de domaines E, E,. Soient K, K, deux con-
tours fermés (rectifiables et sans point multiple), tels que
tous les points des régions non extérieures a K et & K, soient
intérieurs respectivement 4 E et A E,; a, a, désignant deux
points quelconques pris dans ces régions, on aura

floa) =g ) ==a %
-~ - ! ,f(") "I) -
f('xal) 2_1” 5.—((|d ’

d’ott

o _f(s30ds
(9) Sfla, a))= (Zﬂi)’jx‘I;("‘ (s —a)(-’n_al)] 4
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et, en-dérivant-m fois par rapport a a et m, fois par rap-
port a a,,

0) @*'"'.f(a'”'?:_._ 1.2...m.1.2. ..m.f[f( (s, 5)ds, ) ds.
K

da™ ()('l'l"‘— (2,”‘): , 5 — a)m+1 (51— a,)"'-‘*‘ v
1

Les dérivées partielles seront donc synectiques, et si I'on
désigne par M le maximum de | f(3, 3,)| pour tous les sys-
témes de valeurs de 3, 5, respectivement situées sur les con-
tours K, K,; par », , les distances de ces contours aux
points a, a; par /, /, leurs longueurs, on aura

0"“""' f( a, a, )

_m!lm! M
da™ da’ x

(11)

< '(2“)'1— _,-—nm,d?.ﬁ 1

En particulier, si K et K, sont des cercles de méme rayoun r,
ayant leurs centres en a et a,, il viendra

M

():'H-m' f( a, al ) _
- ,-m:ﬁu, .

i ary L
va™ dayt |

m!m,!

III. — Fonctions rationnelles.

207. PoLy~omes ENnTiERs. — Considérons un polyndme
P(s)==Asz7 - Bzm' .. K,

ol 5 est une variable complexe, A, B, ..., K des nombres
complexes quelconques.

Cetle expression a une valeur délerminée pour toute va-
leur de s.

D’ailleurs, si nous posons, pour abréger,

P (z)z-mAs" - (m —1) Bz

P'(s)z=m(m—1)As""24 (m —1)(m—2)Bsm-34

.....................................................

nous aurons

2
P(s+h)=P(s)+hP'(5)+ -|<h—2 P"(5)+...,
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d’otl
P(zs+h)—P(3) _, _ h .,
7 _P(“)_"TEP("H"”’
lim PEEM =P _pygy,
h=0 /l

Donc P(s) est une fonction synectique ayant pour dcri-
vée P'(s).

Si|s|tend vers x, il en sera de méme de [P(3)]. On a,
en effet,

[=1

Donc, € désignant une quantité positive quelconque, |P(s)]|
sera >¢ dés que |5] sera 56, ¢ désignant une constante

plus grande que 1 et que |B|+. -l-;-l IKl+e

[POI>1si(1a1= )> 11zl = (Bl ...+ [KD.

208. L'équation P(3) = o admet toujours au moins une
racine.

Donnons en effet & 5 une valeur quelconque ¢; soit ¢ la
valeur correspondante de |P(z)|. La constante ¢ étant d¢é-
terminée comme ci-dessus, considérons ’ensemble des va-
leurs de s dont les affixes ne sortent pas d’un cercle C de
rayon ¢, ayaut pour centre 'origine des coordonnées.

Cet ensemble étant borné ct parfait, | P(5)|, qui varie d'une
maniére continue avec 2, y admettra un minimum m au plus
¢gal a ¢, qu'il atteindra effectivement pour une valeur déter-
minée a de 5. Celte valeur sera intérieure au cercle C, car
sur le cercle |z =2d et |P(5)] > .

Nous allons démontrer que ce minimum est nécessaire-



o
<
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nientulcSupposons, en effet, qu’on cit
m =P (a) > o.

Donnons & 5 une valeur @ + h, & étant une quantité com-
plexe assez pelite pour que le point a + A soit encore dans
le cercle C; nous allons voir qu'on pourra déterminer A de
telle sorte que |P(a + A)|soit <|P(a)|, ce qui implique
contradiction.

On a
. Pm(a)
P(a+h)=P(a)+hP'(a)+...+hm ——2) .

1.2...m

Le terme en A™ dans ce développement a pour coefficient
Pm(a . oo, .
T3 ( 27; = A, quantité différente de zéro. Mais les coeffi-
cients des autres puissances de i peuvent étre nuls.
Supposons, pour fixer les idées, que le premier terme dont
le coefficient ne soit pas nul soit le terme en A*. Notre dé-

veloppement prendra la forme
pp I

P(a+h)=P(a) + Byt B, M+ 4. .+ B,y .
On en déduit |
[P(a-+m)|ZIP(a)+ Bl +|By| | A+ 44 [B, | | R]
Prenons le module de 4 assez petit pour qu’on ait
[h] <1, [Bo| [h|<[|P(a)],
et déterminons son argument par la condition
Margh + argBy—=argP(a) + =.

Les deux quantités P(a) et ByA* ayant des arguments qui

different (,!f;:’ et |P(a)| étant >|B,/A}|, on aura

5 [P(a)+ By | =|P(a)| — | By| [ A
et, par suite,

[P(a+h)|Z|P(a)|—|Bo| |AP+|By| [AP+ +. ..,
|P(a-+4)—|P(a)|Z|hP[—|Bo|+|By| [A]+...].
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Le facteur entre parenthéses tend. lorsque A | tend vers
zéro, vers la quantité négative —'B, . Donc. en prenant
| A, sufiisamment petit. on aura
P(a—h) — Pa) <o.
Il est donc établi qu'on peut donner a 3 une valeur a. telle
que I'on ait
‘P(a) —o. doa P(a)=o.
2(9. Divisons P(3) pa'r le bindme 3 — «: il viendra
P(sY=iz—a)P, (' —R,
le quotient P,(s) étant un polyndéme de degré m —1 et R

une constante. Posant d’ailleurs dans cette identité s = a.

elle devient
o—=R.

On aura donc, plus simplement.
Pish=(s—a)P,(3

En opérant sur P;(5), comme sur le polyndme primitif,
on le mettra de méme sous la forme du produit d’un bi-
néme 3 — b par un polyndme P,;(5) de degré m — a, et
ainside s nte jusqu’a ce qu'on arrive a une simple constante C.
On aura finalement

P(s)=C(zs—a)(s—0b)....
D’ailleurs, en divisant les deux membres de cette égalité par

5™, puis faisant croitre 5 indéfiniment, il viendra a la limite

A=C,
et par suile
P(s)=A(zs—a)(s—0b)....

Nous obtenons donc ce théoréme fondamental :

Tout polynéme P(z) de degré m peut étre mis sous la
SJorme du produit de son premier coefficient A par m bi-
némes du premier degré s —a, s —0b, ....

Sous cette forme, on voit immédiatement que les racines
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de'Péquation 'P(3) = o sont les quantités a, b, .... Elles
sopnt au nombre de m si les facteurs s —a, 5 — b, ... sont
différents. Si a d’entre eux sont égaux a 5 — a, on dira que
a est une racine multiple, dont l'ordre de multiplicité
est a. D’aprés cette convention, le nombre des racines,
comptées chacune avec son ordre de multiplicité, est tou-
jours égal & m.

210. Soient a, b, ... les racines distinctes de I'équation
P(s)=o0; 2, 8, ... leurs degrés de multiplicité. On aura

P(z)=A(s—a)*(zs—0b)B...
et, en dérivant,

P'(z) 2 __?_ )

.P(—Zj _————;_a—*-:'_b—i-...,

P'(s)=aA(s—a)*!(s—b)B...
+BA(s—a)2(s--b)B-1 ...,

Tous les termes de cette expression sont divisibles par
(5 — a)* sauf le premier, qui ne 'est que par (3 — a)*~!.
Donc la dérivée P/(3) admet la racine a avec I'ordre de mul-
tiplicité o —1. De méme, elle admettra b avec l'ordre de
multiplicité 3 — 1, etc. Quant aux racines simples de P(3),
elles ne seront plus racines de P'(3).

Soient donc P, le produit des bindmes 5 — « qui corres-
pondent aux racines simples de I'équation P = o; P, le pro-
duit des bindmes correspondants aux racines doubles, etc..
de telle sorte qu’on ait, & un facteur numérique prés,

P=P,P;P:....

Le plus grand commun diviseur de P et de sa dérivée I
sera (a un facteur numérique pres)

Q = P’ P} vo e
Celui de Q et de sa dérivée Q' sera, de méme,

R=P,....
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On en déduit, par la division,

P 0
P,P,P;...—_:-(—), l)’Ps-———li!

~

et, en divisant de nouveau chacune de ces expressions par la
suivante, on obtiendra enfin Py, P,, Ps, ....

Ainsi Py, Py, Py, ... peuvent s'obtenir par de simples
divisions.

211. Fnactions naTionnNeLLEs. — On nomme fonctions
algébriques celles qui sont liées a la variable indépendante
par une équation de la forme I(«, 3) = o, ou Il est un poly-
ndme entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouis-
sent pas de celle propriété.

Les fonctions algébriques les plus simples, aprés les poly-
ndmes entiers, sont les fractions rationnelles, définies par
une équation du premier degré en «

Qu—P=o,

Q et P étant des polyndmes en 3, qu’'on peut supposer sans
facteur commun.
En résolvant cette ¢quation, on obtiendra « sous la forme
explicite
l)

u = -
Q

Cette expression a une valeur bien définie pour toute va-
leur de 3, sauf lorsque 5 est racine de I'équation Q = o.
Soient a I'une de ces racines; « son ordre de multiplicité.

o 1s .. P . .
Si l'on fait tendre 5 vers «, Q sera infinie d’ordre a.
. ..., PPQ—Q'P , .
La fraction ; a une dérivée ——(¥~Q—~,- *— également bien
~

détinie pour toute valeur de 5 qui n’est pas racine de Q.
Celle-ci a une dérivée de méme nature; elle est donc con-

. . . P . .
linue. Ainsi —~ est une fonction synectique de s dans tout

le plan. a 'exception des racines de Q = o.
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Si'a est uné racine de Q d’ordre de multiplicité 2, Q sera
divisible par (x — a)*, Q' par (x — a)*~', et P sera premier
a xr — a. La dérivée KQ&Q’P
expression, contiendra donc x —a en dénominateur a la
puissance a2+ 1, et deviendra infinie d’ordre 21 pour
r=a.

» réduite a sa plus simple

212. Supposons que Q ait été décomposé d'une maniére
quelconque en un produit de deux facteurs Q, et Q, pre-
miers entre eux. On pourra détermincr deux polyndmes M,
M,, tels que I'on ait

M Q,+M,Q, =1
el, par suite,

P_ P _P(MQ:+M,Q) _ PM, | PM,
(\)_‘\)IQi— QIQ! - Ql Q’

. P
La fraction Q est donc la somme de deux autres, ayant

respectivement pour dénominateurs Q, et Q,.

Si 'un des facteurs Q,, Q, était lui-méme un produit de
deux facteurs premiers entre eux, on pourrait décomposcr
de nouveau la fraction partielle correspondante en une
somme de deux autres fractions, et ainsi de suite.

213. On donne le nom de fraction simple a une fraction
dont le numérateur est une constante et le dénominateur
une puissance « d’un bindme z — a.

On déduit aisément des remarques qui précédent cette
proposition fondamentale :

. P
Toute fraction Q peut étre décomposée en une somme

de fractions simples, augmentée d’un polynéme entier.

Nous pouvons tout d’abord supposer que le coefficient de
la plus haute puissance de 5 dans Q se réduise a I'unité; car
on n’altére pas la valeur de la fraction en divisant simultané-
ment P et Q par ce coefficient.
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Cela posé, décomposons Q en ses facteurs du premier
degré; soit

Q=(s—a)*(s—b)B....
Les facteurs (3 — a)%, (3 — b)8, ... élant premiers entre
eux, on aura, d’aprés les propositions précédentes,
P F(s) G(s)
0= (:—a)“+(;_b)ﬁ+"”
F, G, ... étant des polynbmes euntiers.

Considérons I'une des fractions partielles, telle que
(s —a)*
Posons

s=a+h:
F(3) développé suivant les puissances de A prendra la forme
Ag+Agyh+ .o+ AD 13- W2 (R),
® (&) étant un polyndme entier.
On aura, par suite,

F(s) A, A, A
Goap=ne * gt T m ),

ct, en remettant pour h sa valeur 5 — a,

F(s) Ag A
L S N L P Y
(G—a) (G—a)3 " Fila ¥ b
c’est-a-dire une somme de fractions simples, plus un poly-

ndme entier.
Opérant de méme sur chacune des fractions partielles, il
viendra finalement

P A, Ax
‘Q— z-—-a+",'+(-s~:—a)“)
(1) . B, Bg  +W(s),
( +3—-7/+“.+(3—[))#
e N TP

U'(s) étant un polyndme entier.
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Le degré de ce polyndme W est aisé & calculer a priori.
Supposons, en eflet, que Q soit de degré m et P de degré

. P . .
m — . Si| 3| tend vers o, Q tendra aussi vers oo et sera in-

fini d’ordre p. I1 doit en étre de méme du second membre.
Mais les fractions qu’il contient tendent vers zéro. Donc U°
doit étre un infini d'ordre p.. Donc p est le degré du poly-
ndme.

On verrait de méme que ¥ doit se réduire & une con-
stante si P est de méme degré que Q, et disparaitre com-
plétement, si P est de moindre degré que Q.

Connaissant ainsi le degré du polyndéme ¥, il sera facile
de déterminer ses coefficients, ainsi que les constantes A,
B, .... Il suffira, aprés avoir chassé les dénominateurs dans
P’équation (1), d’identifier les coefficients des mémes puis-
sances de x dans les deux membres. On obtiendra ainsi un
systéme d’équations linéaires pour déterminer les coefficients
inconnus.

214. 1l est souvent préférable d’employer le procédé sui-
vant, ui a l'avantage de montrer que la décomposition ne
peut se faire que d’une seule maniére.

Posons 5 = a +- h dans I'équation (1); il viendra

P(a+h)=Pay+hP (a)—-...,

Ja+1

..... tLo... (a+1)

Effectuons la division de ces deux polyndmes ainsi ordonnés
suivant les puissances croissantes de £, et arrétons-nous au
moment ol nous aurions & écrire au quotient des termes ne
contenant plus A& en dénominateur. Nous aurons ainsi

P(a—!—/n_e‘ll Ay R/
Qa+i)y = "t T Q@+

gy »by, ... étant des constantes et R un polyndme entier.
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Le second membre de I’équation (1) devient, par la méme
substitution,

Ad Ai BI »
/t_“ +...+—h—+m+..-+q’(a+1‘)'

Nous avons donc identiquement

R Qa+h)
A A B
= /l.: + . 4/1," -+ (l—-———bl—.-——/; S+ W(a-h).

Multiplions les deux membres par A%, puis faisons & = o.
Il viendra ., = A,.

L , v A .
Supprimons les deux termes égaux Qh—: ct h—:’ multiplions

par i*~* et faisons i = o; il viendra Jbog_y = Ay_y, .
Les coelficients Ay, ..., A, sont donc délerminés sans
ambiguité par les relations

A,=4,, ce A=

On calculera de méme les coefficients By, ..., Bg relatifs
4 une seconde racine b, et ainsi de suite.
Reste a calculer le polyndme entier W (5), dont on connait
déja le degré p.
Soient
P = Mam+b o M, sm+ b=t

Q=Nsz" 4 Nzm-! + ...
On trouve par la division

P
i Sest et o+ R,

2y 1y --. 6tant des constantes et R s’annulant pour 3=oco.
Soit d’autre part

W(s)=sst+4 s b 4 4 Spe
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On’aura I'identité

b+ ...+ R
A, L\ . B,

“z—a (s—a)*  s—b

+...+s.-.!'-+...—+—.t|,,.

Divisant par s* et faisant 5= x, il viendra p ==s. Suppri-
mant les deux lermes égaux ps#, ssi, divisant par 5*~1 et
faisant 53 =x, il viendra 5, =s,. ....

213. Supposons, en particulier, que Q(:.) n'ait que des
racines simples, et soit de degré m, P(s) étant de degré < m.
Soit @ I'une des racines de Q; on aura

Pla+h) _ Pla+... Pla) 1 N
Qa+h)  Qa)h+... ~Q'a) h '’
En second lieu, le polynome ¥ 5) n'existera pas. La for-
mnule de décomposition sera donc
P(3) _ P(a)
Q(3) ~ &Qa) s —a’
la sommation s’élendant aux diverses racines a d: Q(3.
Multiplions cette équation par s et faisons 3= x;

e e

S 1

s—a

[T~

ayant pour limite I'unité, il viendra

PO g 2P
Qa) =2 Q(3)

Si P (5) est de degré m — 1, le second membre a pour limite
M
N
Q(s)- ,

Si, au contraire, le degré de P(3) est <m — 1, la limit:
scra nulle, et 'on aura

» M et N étant les premiers coefficients de P(3) ct de

Pl _
Q)
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IV. — Fonctions algébriques.

216. Passons a P'étude des fonctions algébriques, défi-
nies par une équation de la forme

(V) Slu,s)=Mau"+Miu"'+...+-M,=o,

ou M,, ..., M, sont des polyndmes entiers en s.

Nous pouvons supposer le polyndéme f(u, 3) irréduc-
tible, c’est a-dire non décomposable en un produit de fac-
teurs de méme nature; car, s'il était réductible, on n’aurait
qu’a étudier séparément les équations obteunues en ¢galant
chaque facteur a zéro.

Pour chaque valeur particuli¢re de 3, 'équation (1) don-
nera, en général pour u, n valeurs distinctes u,, ..., u,. Ce
résultat souffre toutefois deux exceptions :

1° Si z est racine de I'équation M = o, le degré de 1'équa-
tion en u s’abaisse au-dessous de n, et unc ou plusieurs
racines disparaissent. ‘

2° L’équation (1) peut avoir des racines égales. Dans ce
cas, le produit

(2) N =DM — wy)?

est égal i zéro. Or ce produit, élant symétrique par rapport

aux quantités Mu,, Mu,, ..., est un polyndme entier en .
L’équation f= o admettra donc n racines distinctes, sauf

pour les valeurs de 3 qui satisfont 4 'une des équations

M =0, N =o.

Ces valeurs exceptionnelles, en nombre limité, ont regu le
nom de points critiques. Les autres valeurs de 3 sont des
points ordinaires.

217. Soit C un contour continu, fermé, sans point mul-
tiple, et laissant a son extérieur tous les points critiques. Les
points non extérieurs & C forment un domaine E, d’un seul

J.— L 1h
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tenant; ct'si 5 est assujetti i rester dans ce domaine, a cha-
cune de ses valeurs correspondront n racines u,, ..., u, de
I’équation f=o.

Nous allons montrer tout d’abord que, dans ces condi-
tions : 1° les modules |u,|. ..., |u,| ne peuvent surpasser
un nombre fixe p; 2° les modules | &, — uy|, ..., | tti— uy|
ne peuvent étre inférieurs 4 un autre nombre fixe v, plus
grand que zéro; 3° les modules des rapports

D flu;,3) 0 f(ui3)
Jds . Ju;

ne peuvent surpasser un nombre fixe .

Soit, en effet, a le maximum de | 5| dans le domaine E.
Tout polynéme entier en 3, tel que A 3%, aura son module
au plus égal a la quantité fixe

T|A|a*

.. aM  dM
En particulier, N, M, M,, ..., e (d;', .
némes de ce genre; donc |N|, [M], [M,], ...,

dM,
dz
assigner; soit b la plus grande d’entre elles.
D’autre part, M est de la forme

- sont des poly-
dMI
dz |’

» +-- admettent des bornes supérieures que I'on peut

A(s—3))...(5—3,),

oit 3,, ..., 5p sont des points critiques. Si & désigne la dis-
tance du contour C au point critique le plus voisin, chacun
des modules [z — 32|, ..., |3 — 5, | sera au moins égal a 3
en chaque point de E; donc |M| ne peut s’abaisser au-des-
sous du nombre fixe | A |37, que nous désignerons par c.

On trouvera de méme pour |N| une borne inférieure c¢'.

Cela posé, soit p. la plus grande des deux quantités 1, %’;

on aura, pour toutes les valeurs considérées de z et pour



VARIABLES COMPLEXES. 211

toute valeur ¢ de la variable « dont le module surpasse p.

[f(0, )| S IMITel*— M [o]*=t—...— | My]
clel*—  b(|e|* '+ |e|*2+...+1)

> clelr— nbleltSelelri([o] —p)>o.

A1V

Ainsi ¢ ne peut satisfaire & I'équation f=o0. Donc, les
modules des racines |u,|, ..., |u,| ont p pour borne supé-
rieure commmune. '

Les quantités |u, — u,|, ..., | u;— ux| auront donc pour
borne supérieure 2 . L'équation (2) donne d’ailleurs

IN|=T|M[*|u;— u |,

d’od), en remplacant |N| par sa borne inférieure ¢/, et tous
les facteurs du second membre, sauf 'un d’eux |u;— wy|,
par leurs bornes supérieures

clz bn(n-—l)(gp)n(n-—t)—i ] u;— Uy ll.

Donc | u;i— uy| a pour borne inférieure la quantité

AV
nin—1)
(2p0) *
Quant a la dérivée partielle
'_)-_f((;‘_"‘:) :‘fi-l—y_'u;'-i- ‘%u;‘“-&-...,

elle a pour borne supérieure de son module la quantité

bpr 4 bpr—t4. ...
On a cnfin
S, sy =M(e—u)...(u—u,).

Prenant la dérivée partielle par rapport 4 u et posant ensuile
= u;, il viendra

d flu;, 3)

s :M(u;—-u,)...(u,-—»—u,),
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expression dont le module a pour borne inférieure

cvi-t,

Le module du quotient

0 f(u;,3), 0 f(u;,3)
Js o dyy

a donc pour borne supéricure la quantité

bpr4-bpr—t ...
o= :
cvr—1

218. Ces préliminaires posés, choisissons, a volonté, pour
chacune des valeurs de la quantité complexe 3=z + y{, une
des n racines de f = o. L’ensemble des racines ainsi choisies
scra une fonction U des variables z, y.

Cherchons a diriger notre choix de telle sorte que cette
fonction soit continue.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Sideux fonctions Uy, U,, déterminées comme ci-dessus,
sont continues dans tout le domaine E, et ne sont pas iden-
tiques, elles ne seront égales en aucun point de E.

En effet, d’aprés nos hypothéses, | Uy — U, | scra une fone-
tion continue de z, y. D'ailleurs, en chaque point 5 de E,
U, et U, sont des racines de 1'équation f(«, 3) = o. Si ces
deux racines sont identiques, on aura

l ljl —_ Ug l —= 0.
Si elles sont différentes, on aura au contraire

|Uy— Uy v,

P

Puisque U, et U, ne sont pas identiques, il existera au moins
une valeur de z pour laquelle le second cas se présentera.
D’ailleurs, les valeurs de |U; — U, | doivent former un en-
semble d'un seul tenant (64). Donc | U, — U, |, ne pouvant
prendre les valeurs intermédiaires entre v ct o, ne pourra

s’annuler.
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Le nombre des fonctions continues distinctes que I'on peut
former ne saurait donc surpasser le nombre n des racines de
'équation f= o, et s'il existe n semblables fonctions Uy, ...,
U,, les valeurs de ces fonctions, étant constamment diffé-
rentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeur de s,
la suite compléte des racines de cette équation.

219. Nous allons montrer réciproquement qu'on peut
grouper ensemble les valcurs de u correspondant aux divers
points de E de maniére a constituer n fonctions continues
distinctes Uy, ..., U,.

Dans la démonstration de cette proposition, il nous sera
permis de supposer que C est un contour polygonal. En
effet, nous savons qu'on peul déterminer un contour poly-
gonal @, sans point multiple, contenant C dans son intérieur
et dont tous les points soient & une distance de C moindre
que 0. Tous les points critiques seront encore extérieurs i ce
contour €. Or, si le théoréme est vrai pour le contour %, il
le sera évidemment pour le contour intérieur C.

Si le théoréme est vrai pour deux contours polygonaux
W=350a5,39, ¥'=13¢3,05, ayant un coté commun 3,3,
(fig-. 3), 1l le sera pour le contlour polygonal € = 30a3,b3,
résultant de la réunion de leurs autres parties.

Fig. 3.

X

Xeo

Soient, en effet, U), ..., Uy, les n fonctions U relatives
au contour ¥'; Uj, ..., Uy les n fonctions relatives A ¢”.

Posons
=Tyt LYo, =z, + iy;

”
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Un point 5 situé sur la ligne 5,5, aura pour coordonnées
T =1=xy+ (r;— o) ¢, y=xo+ (1—xot

¢ désignant le rapport des distances 53, el 5, 3.

Si le point 5 =z + {y décrit la ligne 3,3, ¢ variera de o
a 1, et z, y seront des fonctions continues de ¢.

Les valeurs des diverses fonctions U, ..., U}, au point 3,
sont les diverses racines «?, ..., u«, de I'équation

S(u,3,) =o.

Il en est de méme pour les fonctions Uy, ..., U;. On pourra
associer une a4 une ces fonctions aux précédentes, en joi-
gnaul ensemble celles qui prennent la méme valeur en 3,.

Soient, par exemple, Uj et Uj les deux fonctions qui pren-
nent la valeur u. Ces deux fonctions seront égales le long
de la ligne z,3,.

En effet, U; est continu par rapport a z, » qui, sur laligne
3034, sont des fonctions continues de ¢. Donc, le long de cette
ligne, U; est une fonction continue de ¢. Il en est de méme
pour U; et, par suite, pour [U; — U;|.

La quantité ¢, variant de o & 1, parcourt un domaine d’un
seul tenant. Donc | U; — U;| jouit de la méme propriété. Or
U;, U] sont, en chaque point 5, des racines de I'équation
JS(u, 3) =o0. Onadonc, ou | U; — U;| = o si ces racines sont
identiques, ou | U; — U;| S v, si elles sont différentes.

Ce dernier cas ne peut se présenter, car [ U; — U;| étant
nul au point 3, et ne pouvant prendre les valeurs intermé-
diaires entre o et v, I'’ensemble de ses valeurs ne serait pas
d’un seul tenant.

Cela posé, considérons une fonction U; égale a U; dans
'intérieur de &' et sur sa frontiére, a U; dans 'intérieur de
4" et sur sa frontiére. Cette fonction sera évidemment con-
tinue dans l'intérieur de ¢.

En faisant successivement { =1, ..., n, on aura les n fonc-
tions demandées.

On peut, aumoyen de ce lemme, ramener la démonstration
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du théoréme au cas ou le contour & est contenu en enlier
dans un cercle de rayon << ¢ décrit autour d’un de ses points
comme centre, ¢ étant une quantilé que nous pourrons choisir
aussi pelite que nous voudrons.

On peut, en effet, au moyen de diagonales, décomposer
I'intérieur de @ en une suite de triangles T,, T, ..., ayant
chacun un cété commun avec le suivant. Si le théoréme est
vrai pour chaque triangle, il le sera pour le quadrilatére formé
par T, et T,, puis pour le pentagone formé par T,, T,, T, ct
ainsi de suite.

Considérons donc un de ces triangles T. On peut le décom-
poser par une série de paralléles a la base, distantes les unes

. € . .
des autres de moins de 5 en une série de tranches; il suffira

d’établir le théoréme pour chacune d’elles.
Subdivisons enfin la tranche considérée par des perpendi-

. . . €
culaires & la base, distantes de moins de 5 on la partagera

. . €
ainsi en éléments, dont chacun sera un carré de coté 5 ouune

partie d’un semblable carré; et il suffira d’établir la propriété
pour chacun de ces éléments et, a fortiori, de I'établir pour
un cercle de rayon ¢ ayant son centre en un point de cet él¢-
ment, car I'élément tout entier lui sera intérieur.

220. Or on sait, par la démonstration que nous avons
donnée de l'existence des fonctions implicites (191), que,
pour tout point 3, du domaine € et pour toute racine u; de
I'équation f(u, 3,) = 0, on peut déterminer un nombre p; tel,
que, dans un cercle de rayon p; décrit autour de 5, comme
centre, il existe une fonction U; de la variable complexe z,
satisfaisant & 'équation f(u, 5) = o et se réduisant a «] pour
3= 3.

On pourra donc déterminer une quantité 3 telle que, dans
un cercle K de rayon p décrit de 3, comme centre, il existe
n fonctions Uy, ..., U, de la variable complexe z, satisfai-
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saut Wl'équation fi(«, 5) = o. Il suffira pour cela de prendre
» ¢gal a la plus petite des n quantités p,, ..., pa-

Il est clair que, si cette propriété appartient 4 un cercle K,
elle appartiendra @ fortiori a tout domaine contenu dans ce
cercle.

Si donc il existe un point 3., tel que cette propriété ap-
partienne a tout cercle décrit de ce point comme centre, quel
(ue soit son rayon, on n’aura qu’a prendre ce rayon assez
grand pour en conclure que cette propriété appartient au
domaine E, ce qu’il s’agit de démontrer.

Dans le cas contraire, les rayons des cercles décrits autour
de 5, et jouissant de la propriété demandée admettront un
masximum r fini, mais diflérent de zéro. Aucun cercle de
rayon > r ne jouira de la propriété demandée; mais tout
cercle de rayon  — 2 en jouira, quelque petit que soit A.

A chaque point 5=z + {y de E correspond ainsi un
nombre  unique et déterminé, lequel sera une fonction de
x, y.

Cette fonclion est continue. Soient, en eflet, r et r' ses
valcurs pour deux points voisins z et 3 -~ h. Décrivons de
5+ h comme centre un cercle de rayon r —)—|h]. Ce
cercle sera contenu dans le cercle de rayon r — X décrit au-
tour de 5. On pourra donc y déterminer les n fonctions

3
Uy, ..., U,; donc son rayon ne pourra surpasser r/, et I'on
aura

J T e

rir—)—1h|,

el, en faisant tendre A vers zéro,

rsr—|hl.

On trouvera de méme
rzr—|hl
Donc |/ — r| sera Z | | et tendra vers zéro avec A.
La fonction r étant continue, toujours positive, admet
dans E un minimum ¢ qu’elle atteint, et qui sera nécessaire-
ment > o. La détermination des fonctions Uy, ..., U, pourra
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donc se faire dans tout cercle de rayon <¢, quel que soit
le point de E qui sert de centre; ce que nous voulons dé-
montrer.

On voit, en oulre, par celle analyse, que les fonctions
Uy, ..., U, sont des fonctions synectiques de 3 et que leur
dérivée en chaque point est donnée par la formule

01U, )

v, _93
Az T J0f(Upnzr
oU;

221. L'une quelconque U; des n fonctions, dont I'exis-
tence vient d'étre établie, est entiérement définie dans E par
la connaissance de sa valeur initiale «]. Proposons-nous de
calculer la valeur ¢; qu’elle prend en un autre point { de K.
Nous savons déja que ¢; est une des n racines de I'équation
JS(u, %)= o; mais il nous faut assigner un caraclére qui per-
mette de la distinguer des autres.

A cel effet, tracons dans E une ligne rectifiable quel-
conque L joignant les points zo et {; soit / la longueur de

. ~ . ., IIU,' .
cette ligne. En intégrant la dérivée - le long de cette ligne,

on aura (200)

R7AOK -
et comme i(éif'— est au plus égal 4 =, on cn déduit

| i —u?| T wl.

. v . . . .

Sil< g’ cette inégalité suffira pour distinguer la va-
cine v, des autres racines de f(u, {) == o. Car soil v; une de
celles-ci, on aura

| oi— x| Sv>awl
et par suite

[ —ul |3 ee—vil =] 0i—u? | >wl,
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. P . o« e .
Si I3 75’ ©n partagera L par des points de division in-
'3 L . v
termédiaires 3,, 5,, ... en arcs dont chacun soit < 5a’

I'on calculera successivement les valeurs que prend U; en
chacun des points 34, z,, ..., §.

9222. Soit maintenant
x=9(t), y=¥()

une ligne continue quelconque L ne passant par aucun point
critique; et soient Zo= Zo—+ {)o, § =& + i7 les extrémités
de cette ligne; ¢, et 7t les valeurs correspondantes de ¢. On
pourra déterminer pour chaque valeur de l'indicc Z, et d'une
seule maniére, une fonction continue u; de la variable ¢, sa-
tisfaisant tout le long de L a I’équation

o=f(u,s)=f[u,¢(t)+ iy(¢)]
et se réduisant a u] pour ¢ = ¢,.

En effet, supposons d’abord que L soit contenu en entier
dans le domaine E formé par les points non extérieurs a un
contour C fermé, continu, sans point multiple et laissant 4 son
extérieur tous les points critiques. On peut déterminer dans
ce domaine, comme on I'a vu, une fonction U;, continue par
rapport a z, ¥, satisfaisant & 'équation f(u, 5) = o et se ré-
duisant a 4 pour 5= z,. Le long de la ligne L, z, » sont
des fonctions continues de ¢. Les valeurs successives de U;
le long de cette ligne fourniront donc une fonction u; de la
variable ¢ satisfaisant a 'énoncé.

Cette fonction est unique. En effet, s’il existait une autre
fonction v; de méme nature, | u;— v;| serait une fonction
continue de ¢. Les valeurs de ¢ comprises entre ¢, et 7 for-
mant un ensemble d’un seul tenant, il en est de méme des
valeurs correspondantes de | u;— v;|. D’ailleurs, u; et ¢, étant
des racines de ’équation f(u,3)=o, |u;— v;| sera nul ou
S v suivant que ces racines seront identiques ou non (217).
Enfin, cette expression est nulle pour 5= 3,; donc elle
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devra l'étre tout le long de L, pour que I'ensemble de ses
valeurs soit d’un seul tenant.

Remarquons d’ailleurs que la valeur finale de «; au point{
ne sera autre chose que la valeur que prend en ce point la
fonction U;. Celte valeur finale resterait donc la méme si ’on
remplagait la ligne L par toute autre ligne continue L’ ayant
les mémes extrémilés, et également contenue dans E.

Supposons au contraire qu'il n'existe aucun contour de
I'espéce C dans Dintérieur duquel la ligne L soit contenue
tout enti¢re. On pourra tout au moins décomposer cette
ligne en arcs partiels dont chacun soit renfermé dans un
semblable contour. .

Soient en effet ¢/, ¢’ deux des valeurs de ¢; 3', 5" les va-
leurs correspondantes de 5. On sait qu’on peut, quelle que
soit la quanlilé ¢, déterminer une autre quantité ¢ telle que
’on ait toujours

|3"— 3" <<e, si " —=0l]<<d.

Prenons pour ¢ une quantité moindre que la plus courte
distance de L au point critique le plus voisin. Si nous sub-
divisons l'intervalle ¢,% par des points intercalaires ¢, ¢, ...
en intervalles ¢,¢,, ..., txtiyy, ... d’étendue < 3, tous les
points de I'arc zx34.,, par exemple, auront des distances
mutuelles << . lls seront donc contenus en entier dans un
cercle Cx de rayon ¢ décrit autour de I'un d’eux, lequel cercle
laissera & son extérieur tous les points critiques.

Cela posé, il existe le long de ’arc ¢y ¢, une fonction con-
tinue de ¢ salisfaisant 3 f(«, 5) = o et prenanl pour ¢ = ¢, la
valeur initiale «?; on pourra déterminer sa valeur finale u/
pour ¢ == ¢,. Il existe de méme le long de ¢, ¢, une fonction
analogue ayant pour ¢=¢, la valeur initiale «/; et I'on
pourra déterminer sa valeur finale «} pour ¢ =¢,. Conti-
nuant ainsi et réunissant ces fonctions successivement obte-
nues, on constituera une fonction u; définie tout le long
de L; sa valeur finale ¢; sera une racine déterminée de Ié-

quation f(u,{) =o.
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On voit par-cette analyse que, lorsque 5 décrit la ligne L,
les racines de I'équation f(«, 5) = o varient chacune d’une
maniére continue, et passent des valeurs initiales u{, ..., wuy
aux valeurs finales vy, ..., v,.

Il est clair que si 3 décrivait L en sens contraire, de { a
S0y Ces racines repasseraient chacune par la méme série de
valeurs et reviendraient respectivement de ¢y, ..., ¢, &
udy ooy .

223. Supposons que 3, au lieu de décrire la ligne L,
suive une autre ligne L', joignant également 3, & §. Les ra-
cines de I'équation f(u, 3) = o, variant d’une maniére con-
tinue, passeront des valeurs initiales u{, ..., «) a des valeurs
finales ¢, ..., v,,. Ces nouvelles valeurs seront, comme v, ...,
vn, les racines de I'équation f(u,{) = o. Elles seront donec
identiques a ces derniéres, @ l’ordre prés. Si cet ordre est
le méme, nous dirons que les deux chemins L et L' sont
équivalents; mais on congoit que cet ordre puisse au con-
traire étre changé, et nous verrons plus tard qu’en prenant
pour valeur initiale une racine donnée «{ de f(u, 30) = o,
et choisissant convenablement la ligne L', on peut ob-
lenir comme valeur finale 'une quelconque des racines de

S, 3)=o.

224. On peul, comme on va le voir, réduire un chemin
quelconque allant de 3, 4 { & un chemin type qui lui soit
équivalent.

Désignons par L un chemin fixe choisi a volonté de 3,
4 §; par L' le méme chemin décrit en sens contrairc de §
4 39; un autre chemin quelconque L' allant de 3, & { sera
équivalent au chemin L'L-'L.

En effet, lorsque z parcourt L', «; passera de la valeur ini-
tiale «} & une valeur finale ¢; lorsque 5 parcourt ensuite L=,
u; passera de la valeur ¢ & une valeur u?; il repassera de w®
a v lorsque z parcourra L. La valeur finale sera donc la méme
que si I'on s’était borné a faire le premier trajet L.
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Or L’'L~! est un contour fermé ramenant s 4 sa valeur ini-
tiale z,.

Donc tout chemin tracé de zy a § équivaut & un contour
Jermé L'L~' = C suivi du chemin L. 1l ne nous reste donc
qu’a étudier la réduction des contours fermés.

225. A cet effet, tracons, a partir de chacun des points
critiques a, a,,..., une ligne continue, sans points multi-
ples, s'élendant jusqu’a I'infini. Nous donnerons a ces lignes
23, @, B4, ...le nomde coupures. Nous les supposons menées
de muniére a ne pas se rencontrer; a cela prés, leur tracé
est arbitraire.

Il est permis d’admetire que le contour C i étudier ne
rencontre ces coupures qu'en un nombre limité de points.
En effet, on peut, si cela est utile, choisir pour coupures
des lignes droites. D’autre part, si nous décomposons,
comme au n° 222, la ligne C en arcs 503, ..., SkSkye -+
assez petits pour que chacun d’eux, tel que 34 24,,, soit con-
tenu dans un cercle G4 ne contenant aucun point critique,
les valeurs de u; aux points successifs 3y, 3y, ... et enfin sa
valeur finale seront évidemment les mémes, que I'on suive la
courbe C ou le polygone inscrit P=5305,.... Ce contour
polygonal est donc équivalent 4 C et peut lui éire substitué
au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les
coupures qu'en un nombre limité de points.

226. Cela posé, si C ne traverse aucune coupure, on
pourra ( fig. 4) I'envelopper par un contour fermé & sans
point multiple dont la distance a C soit partout moindre que
celle de C a la coupure la plus voisine, et ce contour €
ne conliendra évidemment aucun point critique. Soit U; la
fonction de z déterminée dans € par I'équation f(u, s) =0
et la valeur initiale ! pour z = 3,; u; étant égal tout le
long de C & U;, qui n’a qu'une valeur en chaque point de
'intérieur de €, reviendra a sa valeur initiale en méme
temps que 5. Le contour C est donc équivalent a zéro.
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Si C-traverse m fois les coupures, il équivaut a m contours
successifs, dont chacun les traverse une fois seulement. En

Fig. 4.

B
e‘/h
.2 a,
effet, soient p ( fig. 5) le premier point d'intersection que
I'on rencontre en suivant le contour C; p' le second; ¢ un

Fig. 5.

Xo

point de Cintermédiaire entre p et p'. Joignons ¢ a 3, par une
ligne qui ne traverse aucune coupure. Le contour

C=3pqp's
équivaut évidemment au suivant
%P g-9507-9 P 30,
lequel se compose :

1° Du contour fermé C, = 3, p ¢ 3, qui ne traverse les cou-
pures (u'au seul point p.
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2" Du contour fermé C'= 5,q p'30, qui ne les traverse
que m — 1 fois.

Si m > 2, on appliquera 4 C' une décomposition ana-
logue et on arrivera enfin & montrer que C est équivalent a
041Gy .+ . Cpy les contours Gy, ..., C, ne traversant chacun
les coupures qu’en un scul point.

227. Considérons un de ces derniers contours C,, traver-
sant en un point p la coupure 23 correspondant au point
critique a. Tragons autour du point 2 un cercle d'un rayon
arbitraire assez petit pour laisser i son extérieur tous les
autres points critiques.

Joignons ce cercle an point z, par une ligne déterminée ¢3,

Fig. 6.
B

x5
qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut étre choisie,
d’ailleurs, arbitrairement.

Supposons le contour C, décrit dans le sens de la fléche.
La portion 3,yp de ce contour est évidemment équivalente
a sognmp; car on peut envelopper le syst¢tme de ces deux
lignes par un contour ne contenant aucun point critique.
Par la méme raison, pdz, est équivalent & pm {g3,. Donc, le
contour total C, équivaut au contourz,gnmpmlq z,, ou en
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supprimant dans ce dernier la ligne mp, décrite deux fois de
suite en sens contraire, au contour zognm!qz,.

Ce dernier contour, formé de la ligne 3, ¢, ducerclegnmliq
et de la ligne de retour ¢3,, est entiérement déterminé. Nous
appellerons le contour élémentaire (ou le lacet) corces-
pondant au point critique a.

Si le contour C, était décrit dans un sens contraire a celui
que nous avons supposé, il serait équivalent au méme lacet,
décrit en sens inverse.

Nous aurons donc ce théoréme :

Soit L une ligne déterminée joignant 3, a §; soient
d’autre part T, Ty, ... les lacets correspondants aux di-
vers points critiques , a,, ..., ces lacets étant décrits dans
le sens direct, c’est-a-dire de maniére que dans le mou-
vement on laisse a sa gauche U'intérieur du petit cercle;
=4, T}, ... les mémes lacets, décrits dans le sens rétro-
grade. Tout chemin L, joignant 3, a T, sera équivalent
« une combinaison des lacets I', I'y, ..., I'"", T' ... suivie
du chemin L.

228. Lorsque 3, partant de la valeur initiale 5,, parcourt
un lacet T (ou tout autre contour équivalent), la fonction «,,
qui correspond a la valeur initiale «}, prendra une suite de
valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche;
nous trouverons comme valeur finale une quantité up, qui
sera, comme la valeur initiale «;, une racine de I’équation
J(u,30)=o0. En faisant un calcul analogue pour chacune
des racines u] prise comme valeur initiale, on retrouvera,
comme valeurs finales, la méme série de quantités, dans le
méme ordre ou dans un ordre différent.

Lie méme contour, décrit dans le sens rétrograde, conduira
réciproquement de la valeur initiale «} a la valeur finale u?.

Supposons qu’on ait fait tous les calculs nécessaires pour
¢tablir la correspondance entre les valeurs initiales et les va-
leurs finales de u; pour chaque valeur de 7 et pour chacun
des lacets T, Ty, ....

“
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Supposons qu'on ait fait également les calculs nécessaires
pour déterminer la valeur finale v; que chaque foncuon u;
prend au point § lorsque = parcourt la ligne L.

On pourra dés lors, sans nouveau calcul, déterminer la va-
leur finale de u;, lorsque 1'on se rend de z, & { suivant une
ligne quelconque L'. En effet, 'on voit immédiatement, 3 la
seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de
lacets qui, suivie du chemin L, équivaut a L.

Supposons, par exemple, que L’ soit équivalent a T'T, L.

On sait, parles calculs précédents, que, lorsque 5 parcourt
T, la fonction a étudier passe de la valeur initiale «{ a une
valeur finale connue 3. On sait de méme que, lorsque s par-
court ensuite I'y, la fonction définie par la valear initiale w§
acquiert une valeur finale connue «°. Enfin, lorsque s par-
courra L, la fonction passera de la valeur initiale « a la va-
leur finale ¢,.

229. Désignons par E I'ensemble de tous les points du
plan a 'exclusion des coupures. Soient z, un point fixe et
€ un autre point quelconque, tous deux situés dans ce do-
maine. Lorsque s se rend de z, a § sans sortir de ce domaine,
celles des racines de I'équation f(u, z) = o, dont la valeur
initiale était u?, prendra en { une valeur finale ¢;, racine de
I'équation f(«, {) = o, et indépendante du chemin suivi par z.
Il résulte d’ailleurs de ’analyse précédente que v; est une
fonction synectique de §. On voit donc qu’il existe, dans le
domaine E, n fonctions synectiques U,, ..., U, de z, satis-
faisant & I'équation f(u, 3) = o et caractérisées chacune par
la valeur qu’elle prend pour z = z,.

Mais ces fonclions, nettement séparées dans le domaine E,
cessent de I'éire si 5 devient libre de traverser les coupures
(sans toutefois passer par les points critiques). Supposons,
en effet, qu'en décrivant le contour élémentaire correspon-
dant & la coupure a8, par exemple, u passe de la valeur
initiale «] & la valeur finale u;. Si z se rend de 3, a { par
un chemm qui traverse la coupure af, u passera de la

J.—-L 15
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valeur 1nitiale %} 3 une valeur finale qui ne sera plus ¢;,
mais ¢x.

Si donc z n’est assujetti dans sa variation 4 aucune restric-
tion (sauf celle de ne pas passer par les points critiques),
nous devrons considérer les fonctions Uy, ..., U, comme
appartenant 3 un méme systéme analylique, quc nous ap-
pellerons la fonction algébrique u définie par I'équation
S(u,3) =o0; a chaque valeur de 5 correspondront n valeurs
différentes de u.

Nous dirons que Uy, ..., U, sont les branches ou les dé-
terminations de cette fonction dans le domaine E.

Cette répartition des valeurs de la fonction algébrique u
sur des branches distinctes Uy, ..., U, synectiques dans le
domaine E a I'avantage de permettre 'application des théo-
rémes établis précédemment pour les fonctions synectiques.
Mais cette distinction est artificielle; car elle dépend du tracé
des coupures, qui est arbitraire.

V. — Transcendantes élémentaires.

230. Les transcendantes les plus simples sont celles aux-
quelles on se trouve conduit en cherchant i intégrer les frac-
tions rationnelles.

Une semblable fraction est une somme de termes entiers

tels que As™ et de fonctions simples telles que G ja—)"

L., A =m+ ,
Or As™ est la dérivée de *---—. La forme générale de ses
m1
intégrales sera donc
Az"“"'

- -+ const,
m -1

C’est un polyndme entier.

. A . .,
D’autre part, si n > 1, G—ay est évidemment la dérivée

a)
de = —,T(“}—_W ; et la forme générale de ses intégrales
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sera
A

(1—n)(zs—a)*!

~+ const.,

expression rationnelle. ‘
Il reste a trouver les fonctions primitives des fractions

simples de la forme

231. Locaritame. — Supposons qu'on ait trouvé une
fonction primitive f(5) de la fonction L. Les fonctions pri-

mitives de seront évidemment

-~
-

A f(s — a) + const,

On n’a donc qu’a chercher une fonction f(s) ayant pour

dérivée - et satisfaisant par suite a 'équation
ds
df = --.

. . A
La fonction - étant synectique dans tout le plan, & 'excep-

tion du point critique 5 = 0, nous savons d'avance (200) que
dans l'intérieur de tout contour fermé C qui n’enveloppe pas
ce point, on pourra déterminer des fonctions synectiques f
satisfaisant & cetle équation.

Pour obtenir I'expression de ces fonctions, désignons par p
le module de 3z, par ¢ I'un de ses arguments, de telle sorte
(u’on ait

3=p(cos¢ + ising).
Changeant o et ¢ en p + dp, © + d, il viendra

ds = dp(cosq +ising) + pde(—sing + icosg),
d'ou
df = (g = ip_ + idey=dLogp +id;
s ?
et par suile
f=Logp + i{p + const.
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Supposons la constante nulle. nous aurons
(1) JS=Llog; +is.

La quantité 5 a une infinité d'arguments; 3’ désignant I'un
d’eux, leur formule générale sera

c=z'+aks,

k étant un entier positif ou négatif.
L’expression Logs -+ 3, trouvée ci-dessus, admet donc
pour chaque valeur de 5 une infinité de valeurs

Logp -+ i(3'+ 24&=).

On les nomme les logarithmes de s, et on les représente
par logs.

En donnant successivement a 3 les diverses valeurs dont il
est susceptible, on obtiendra une infinité de fonctions dis-
tinctes

Je— Logp = i(¢'+ 24=),

dont chacune sera synectique a l'intérieur de C.

Cela posé, par le point critique 5 = o, tragons une cou-
pure arbitraire (par exemple, une demi-droite faisant un
angle donné ) avec l'axe des x), et considérons le domaine
formé par tous les points du plan, a I'exclusion de cette
coupure.

Soit z un point de ce domaine, et prenons pour ' celui de
ses arguments qui est compris entre A et k — am. Il est clair
que p et ¢’ sont enti¢rement déterminés en chaque point .

Chacune des fonctions fx a donc une valeur unique et dé-
terminée pour chaque valeur de s ; clle a d'ailleurs pour dé-

. | . . .
rivée -, qui est continue; elle est donc syneclique.
~

Mais 1] en est autrement si I’on cesse d’astreindre z A ne
pas traverser la coupure. Supposons en effet que 5 décrive
dans le sens direct un contour fermé sans point multiple en-

™~
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tourant le point critique 3 = o. Lorsqu'il reviendra a sa va-
leur initiale z,, son argument se sera accru de 2= et, au lieu
de la valeur initiale

Sx=Logp,+ (9, + 2km),
on aura comme valeur ﬁnale
Sivr=1Logpy+ i[9, +-2(k +1)x].

Donc fy, ..., fi considérées dans tout le plan (4 'exclusion
du point critique 5 = 0) ne sont pas des fonctions distinctes,
mais des branches d’'une méme fonction, qu’on représente
par logs.

Ces branches se permutent circulairement par une rotation
autour du point z =o.

232. Soient
s =p(cosg + Isinp), 5, =¢,(cose, + Ising,),

d’ou
logs = Logp + ¢, logs, = Logp, + i9,.

On en déduit
logs + logs, == Logp + Logp, + (% +%,) = Logpp, + i(® + 2,).

Or 55, est le module, et 3 + v, Pun des arguments de 33,.
Donc le second membre de cette équation est I'un des loga-
rithmes de 33,. Les autres ne difféerent de celui-l3 que de
multiples entiers de 2=i. On aura donc

(2) logs + logs, =logsz, + 2k=i,
I'entier & dépendant du logarithme choisi.
233. ExepoxentieLLe. — Nous désignerons par e? la fonc-
tion inverse de log s, définie par Péquation
logu = s.

Soit s =x + iy, «=p(cosp + isinp). On aura, pour



230 PREMIERE PARTIE, — CHAPITRE If.

déterminer p et 3, les équations

Logp==, y=s¢.

La premiére équation donne p = e, e* désignant la fonc-
tion de x inverse de Logz, et définie au n° 116. On aura,
par suite,

3) ee=u=e*(cosy +tsiny).

Cette fonction est synectique dans tout le plan. Elle prend
toutes les valeurs possibles, zéro excepté. Quand z tend
vers — oo, elle tend vers o. Quand z lend vers —+ oo, elle
tend vers oo, mais de lelle sorte que son argument y reste
indéterminé. Enfin, si z restant fini y tend vers , ellc ne
tend nécessairement vers aucune limite déterminée.

Elle a d’ailleurs pour dérivée

—_— = €%
(logu) !
donc
(4) (e2) =e°.
Soient
s=x+ 1y, 5 =2+ Lyy;
on aura

(3) eres=e**+=i[cos(y + yy) + isin(y + y,)] = €+

Remarquons enfin que l'on a

6 e™ —cost + {sink ——1,

(6) e — cosaw + (sin2ax —1
- - )

(7) e:+k1|:i= e elmi — (_ .)kez.

Donc e® ne change pas quand on accroit 5 d’un multiple
de 2=/; on énonce cetle propriété en disant que la fonction
est périodique et que sa période est axi.

234. Puissances. — Nous définirons I'expression 5™, 3 et
m désignant deux nombres complexes quelconques, dont le

_—
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premier n’est pas nul, par I’équation
zm — emlogs,
Soient m =a + B4, 5 =p(cosp + ising); il viendra

m — e(a-+Bi) ILog p+i(@+2kT)]
— e*Losp—B(p+24m)+ 11 Log p+a(p+2km))

Le module M et I'argument ® de s™ seront donc donnés
par les formules

(8) M= e““l?—ﬁ(?—ﬂkn)’
(9) ¢ = BLogp +a(p + 2kn) + 2k'm.

Si B n’est pas nul, a chaque valeur de & correspondra une
valeur différente de M, et 5™ aura une infinité de valeurs dis-
tinctes. ~

Si B =o0, M n’a plus qu’une seule valeur; toutefois, si a
est irrationnel, aux diverses valeurs de & correspondront au-
tant de valeurs de ®, ne différant pas les unes des autres de
multiples de 2%, et fournissant par suite autant de valeurs
distinctes pour 5™,

Si, au contraire, a est un nombre rationnel g, deux va-

leurs de A& qui différent de multiples de ¢ donneront la méme
valeur pour z™. Cette expression n’aura donc que ¢ valeurs
distinctes, correspondantd k=o, 1, ..., —1.

Dans ce cas, I'expression 3 = u sera racine de I'équation
algébrique

u? =3P,
car, en élevant les deux membres de I'équation

P logz
og
u—=sm—=cl

3 la puissance ¢, il viendra

u?— epPlg?,

Or, si p est positif, le second membre de cette équation est

P
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le'Vproduit .de/p facteurs égaux A €% ou A 5; si p est un
nombre négatif — p', ce sera le produit de p’ facteurs égaux
1

a —-
-
~

Lorsque m est réel et 5 positif, I'un des logarithmes de s.
Log s, est réel, et I'une des valeurs de 3™, e™'°8%, est réelle.

2335. On a, p étant le module et  'un des arguments de s.
logs =Logs + i3 + 2k=i
ct, par suite,
(IO) sM-— etmAwi gm(Logp+ig"
1° Soit 7' une autre quantité ayant le module 2’ et un ar-
gument 2'; on aura de méme
s'm - - e3mkini gm(Log P+,
( ::I)m = AT gm LR P! +ilg+F"1 o
d’ou
(l l) gmgim— (::')mezmﬁﬂ!’
K étant un entier, égal & k + A'— A",
2" On aura, d’autre part,
sml— e!mll.-'ﬂieml(l.ogp-w;)’
gm+m' — e!(m+in’)kl'1tle(1n+rn')(Lug{.-« iy :
dou
(l,,‘) smgm! — cm+m! p2Riim(k—=k?+m! (K =k"i)
3* Enfin 5™ aura, pour l'un de ses logarithmes,

amhkzi+ m(Logs + iv).
Donc
(sm )m' — em/1083™ —— p2m'kiTi g2mm!kTi+mm!(Log p+i3)

Y .
D’ailleurs,
smm! — 3mmlkATt ymm!(Logp+ip)
s =e e P+,

Donc, enfin,

(13) (;m)mlzzmmle[(lc-k')m-o-klnm!ni_

N\
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236. Supposons 3z variable ; 'expression

©=zMm=— emlosz

sera une fonction de fonction de 5 qu'il est aisé d’étudier.

Tragons, a partir de 'origine des coordonnées, une cou-
pure rectiligne, faisant I'angle A avec I'axe des . Dans tout
le reste du plan, les diverses valeurs de logz peuvent étre
réparties en branches synectiques: u, étant déterminé sans
ambiguité en fonction de log s, jouira de la méme propriété.
Si I'on adopte, pour o, celui des arguments de z qui est
> 1, mais <C 27 - ), ces diverses branches correspondront
aux diverses valeurs que I'on peut donner & l'entier & dans
la formule (10).

Il est aisé de voir comment ces diverses branches se per-
mutent entre elles lorsque 5 décrit un contour fermé entou-
rant le point critique 0. Supposant ce contour suivi dans le
sens direct, le module de 5 reviendra A sa valeur initiale;
mais son argument se sera accru de 2x. On aura donc passé
de la valeur initiale

U= e!mk‘uiem(l.ogp-o-lq))

a la valeur finale
eynwi (=R

237. La dérivée de 5™ se trouvera en dérivant I’équation
qui définit cette fonction. On trouve ainsi

(:’")': emlog:ﬁ',

3

Mais

=5 ‘= los:;

| -

donc
(zm)l — me(m—t) log:.

Cetle expression peut s’écrire

ah) (zm) = msm?,
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4 la'condition 'd’adopter, pour le calcul de z™=', l]a méme
valeur de logs que pour celui de 3™.

238. Cherchons enfin si 5™ tend vers une limite lorsque s
tend vers zéro ou vers oo.

Posons
s =p(coso + ising), m=a+ Bi,

le module M et I'argument ® de 5™ seront donnés par les
formules (8) et (9).

Si B n’est pas nul, il est clair que de quelque maniére que
p varie, on peut faire varier simultanément ¢, de telle sorte
que M prenne une suite de valeurs enti¢rement arbitraire;
donc 3™ ne tendra vers aucune limite déterminée.

Supposons, au contraire, que § soit nul, ou que ¢ soit as-
treint & rester compris entre deux nombres fixes.

Soit d’abord a > 0. Si 5 (et, par suite, ) tend vers zéro,
Logp tendra vers — oo, M (et, par suite, 5™) vers zéro. Si 5
tend vers o, Logp et M tendront vers +- c0; z™ tendra donc
vers oo, mais sans que son argument ® tende nécessairement
vers une limite.

Si 2 < 0, le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers o,
3™ tendra vers o, sans que son argument tende nécessaire-
ment vers une limite; mais, si 5 tend vers oo, 3™ tendra vers
zéro.

Enfin, si x est nul ainsi que 3, on aura constamment

M=, b —akn; d’ou sm—,

239. Fo~crions TricoNomETrIQUEs. — Si, dans I'équa-
tion (3), qui définit e*, nous posons z = o, il viendra

(15) ey =cosy + {siny,
et, en changeant le signe de y,

(16) e~Y=cosy — isiny.
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On' en déduit

ey + e~ly . ely— ety
(17) Cosy = ————» siny = —+—.

2 ai-

Ces formules, établies dans le cas ot y est réel, pourront
servir de définition 4 cos y et sin’y, lorsque cette variable est
complexe.

Quant & tangy et coty, elles continuent a étre définies
par les formules
siny 1
cosy ~ coty

(18) tangy =

Ces tonctions n’ont qu’une seule valeur pour chaque va-
leur de la variable. Les deux premiéres seront synectiques
dans tout le plan; mais tang y et coty deviendront respecti-
vement infinies pour les valears de » qui annulent cos y ou
sin y.

Toutes les formules de la Trigonométrie subsistent pour
les valeurs complexes de la variable, car elles se déduisent
des suivantes

sin(o) = o, cos(o) =1,
. T s
sin— —1, cos - == o,
2 2
sin(— a)=—sina, cos(— a) = cosa,

sin(a + b) = sina cos b + cosa sin b,

cos(a + b) = cosacosb — sina sinb,

dont on peut vérifier immédiatement 'exactitude en substi-
tuant aux lignes trigonométriques leurs expressions en ex-
ponentielles.

On vérifie de méme les formules

(sinz)' = coss, (cosz)'=—sins,
d’ou
1 1
cots) = — ——-
cos’s’ (cotz) sin?s

(tangs) =
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240. On'a, d’apreés les formules d’addition,

sin(x + {y) = sinz cosiy + cosz siniy

. ey ey . ey—ey
:smxT +zcosxTa

cos(x + {y) = cosx cosiy — sinz sini y

e v+ e .. er—eY
= cosx — T ising—r o — -

Ces expressions ne peuvent s'annuler que si leur partie
réelle et leur partie imaginaire s’annulent séparément. D’ail-

ey 4

ey . . .
leurs est toujours positif et différent de zéro; en

outre, sinz ct cosz ne peuvent s’annuler 4 la fois; domc
sin(z + {y) ne s’annule que si l'on a
er—eY

sinz — o, , =0

d’ou
x=km, y=o,

et cos(.r + £y) ne s’annulera que sil'on a

ey — ey
cosxr —o, — =o

b
d’on
r=(k+ ), ¥y =o.

ey 4 oY ey —e7Y

Si y tend vers oo, tendra vers -+ oo, et

vers -+ oo ou vers — oo, suivant que ) scra positif ou négatif.
Doncsin(z + iy) et cos(x + iy) tendront vers co; mais leur
argument dépend de x et ne tendra pas nécessairement vers
une limite.

Siy restant fini, z tend vers oo, sin(z + £)) et cos(z + iy)
resteront, au contraire, finis, sans tendre nécessairement vers
une limite.

241. Tout produit de sinus et cosinus peut étre trans-
formé en une somme de sinus et cosinus. 1l suffit, pour cela,
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de remplacer les sinus et cosinus par leur valeur en exponen-
tielles, d’effectuer les multiplications et de revenir ensuite
aux lignes trigonométriques.

Proposons-nous, par exemple, d’exprimer sin™ 3 en fonc-
tion des sinus et des cosinus de 5 et de ses multiples (m étant
supposé entier). On aura

(3i)msinms = (e'z — e~ i3)m

m(m —

= ez — melm—Niz 4 ) etm—4iz |

Associons ensemble les termes a4 égale distance des ex-
trémes; il viendra :

Si m est impair,
(2i)msin™z

m(m—1)
2

=2i[sinm:——msin(m—2)z+ sin(m—-.’;)z—...];

si m est pair,
(2{)msin™3 =12cosms —2mcos(m — 2)3
m(m —1)

A cos(m—4)z—...

" g5.2...m

2M cos™M 5 — (ei: + e_x':)m — emi:. + me(m_!)l: +. ..

On aura, de méme,

et, en associant les termes deux a deux,
2 cosms=—2cosms +2mcos(m—2)3+....

Cette série se terminera, si m est impair, par un lerme en
1.2...m

242. On peut réciproquement exprimer cosms et sinms

COS 3, si m esl pair, par un terme constant
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point ¢ en laissant le point — ¢ & son extérieur. L’argument
de { — z, en variant d’'une maniére continue, se sera accru
de ax; celui de {+ z reprendra sa valeur initiale. Le pre-
mier logarithme se sera donc accru de 2w, sans que le se-
cond ait changé. La valeur initiale de u étant u,, sa valeur
finale sera donc uy—+- =.

On voit de méme que, si z tournait autour du point — ¢,
u passerait de la valeur initiale u, 4 la valeur finale uo— =.

En dérivant I'équation (19), on voit, d’ailleurs, que la
fonction u a pour dérivée

, 1 =1 1 I
Uu_=—.— — = = =
2i\i—5 {(+35 341
243. Anc sinus. — Considérons encore la fonction
u = arcsinz,

inverse du sinus et définie par I'équation

a . eiu_e—iu
- =Sl = ————;
21

d’ou, en résolvant par rapport a e“,
elr=i3+\/1— 33,

(20) u= :—.log(izi\/l—:’),

/1 — 3% désignant I'un des deux nombres réels ou com-
plexes dont le carré est 1 — z2.
Soit iu, 'un des logarithmes de (2 + /1 — 32; les autres
auront pour forme générale iu,+ 2A=ni; d’autre part,
~ iz 1—2? étant égal 2 = +-\—/1l——z‘
de ses logarithmes, i= — fu,, et la forme générale de ses lo-
garithmes sera {(= — uo) + 24Amwi. Les diverses valeurs de «
seront donc données par le systéme des deux formules

admettra, pour un

s U+ 2km,
u—=
| ®# — ug+ 2km.

-~
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Ces valeurs sont toutes distinctes, 2 moins que u, ne soit un
. . . k19
multiple impair de 3 auquel cas la seconde formule donne

les mémes valeurs que la premiére. Si cela a lieu, on aura

ak'+1
Hog(is +yim ) = 2K x 1,
1
. Y A S
. el T B s T e
is+yVi—s'=e = (—1)*¢; " o AL
d’ou

s=(—1)M=x1. acm-:l;—sm Ko sram v ¢4

On a d’ailleurs, en dérivant I'équation (20),

T (R S

dérivée finie et continue, sauf pour les valeurs critiques
==

«Q

246. Considérons la région du plan non extérieure a uxs:
contour fermé sans point multiple qui laisse a son extérieur
les deux points critiques. Dans cette région, u,, admettant
une dérivée constamment finie, varie d’'une maniére continue

et n’est jamais multiple impair de g- Le module de la diffé-

rence entre u, et celui de ces multiples qui en est le plus
voisin restera supérieur a un nombre positif fixe. Les diffé-
rences mutuelles des racines u, étant de l'une des deux
formes 2kw, 21, + (2Ah + 1)%, resteront aussi supérieures a
un nombre fixe.

En raisonnant comme pour les fonctions algébriques, on en
conclut que, si 'on trace, & partir des deux points critiques,
des coupures quelconques, les valeurs de « pourront, dans
tout le reste du plan, se répartir en branches synectiques.

247. Supposons, pour plus de simplicité, les coupures
tracées de maniére d ne pas rencontrer la portion de I'axe
des z située entre — 1 et + 1. Chacune des branches de la

J.— L 16
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fonction i sera caractérisée par la valeur quelle prend pour
sz = o. laquelle est un des nombres k=, & étant un entier.
Désignons par u; la branche qui correspond a la valeur kx.
Lorsque u varie de (k — {i= a (k— })=, son sinus 35 reste
continu et réel et varie de —1 a4 —1 ou de —1 & —1, sui-
vant que L est pair ou impair, en passant par la valeur o pour
« = k=. Donc réciproquement, si 5 varie de —1 & 41, en
. (— )k . (—1)*
restant réel, u; variera de —— =3 A’—:—T .
Donc. en chacun de ces deux points. les branches prendront
deux a deux des valeurs égales. de telle sorte qu’au point
— 1 on ait
a2k — " 2~
U=y, = - —=,  K-;3
a
au point — 1,

a2k —1 ’ AN
o =" U -= N 14 - .
9 2h+1 2 Vs

Les deux branches qui deviennent ainsi égales en un point
critique se permutent entre elles si 5 décrit un contour fermé
sans point multiple C entourant ce point. Supposons, en
effet, ce qui est permis, que ce conlour soit infiniment petit
ct soit décrit autour du point <1, par exemple. Tout le long
de ce contour, chacune des branches de la fonction u con-
servera une valeur infiniment voisine de la valeur limite
qu’elle atleint au point critique; car, 1 — 3* étant infinimen;
petit, il en est de méme de /1 — 52; donc i5 2= /1 — 52 diffé-
rera infiniment peu de sa valeur limite ¢; son module et son
argument et, par suite, son logarithme, différeront infini-
ment peu de leurs valeurs limites.

Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe
donc deux seulement dont les valeurs le long de C soient

k=1

. . .. 2
infiniment voisines de - T mice sont les deux branches

2k —+1_

Uzx €L Uzkyy, dont la valeur limite est =

Cela posé, soit 3, un point de C; la valeur de ws, par

A\\
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exemple, au point 3, sera 'une des valeurs que I’expression
. 1 . mm—1
(21) 7log(zz+a\/l-—:’)

prend pour 5 = 3,, ¢ étant égal & =*=1.
Lorsque 3 décrira le contour C, cette expression restant

. . . . 2k 41 - - . .
infiniment voisine de —, T sa valeur finale coincidera

avec la valeur au point 5, de I'axe des deux fonctions wu,y,
Uk

Mais le premier cas ne peut se présenter. En effet, pen-
dant ce mouvement, I'argument de 1 + 3 change infiniment
peu et reprend au retour sa valeur primitive; celui de 1— s
varie, au conptraire, de a%; celui du produit 1 — 52 variera

—_— ]
donc de 2 et le radical /1 — 52 = (1 — 52)? se reproduira,

1 .
. ge L .
multiplié par e = — 1. Donc, lorsque 5 reviendra ala va-
leur 54, la valeur finale de la fonction sera l'une des valeurs
de I'expression

] .
7 log(i3,—ey/1—31),

lesquelles sont toutes différentes des valeurs de I'expression
1 .
7 log(izo+ey1—32),

parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Donc, en
décrivant le contour, on changera la valeur de u et I'on pas-

sera ainsi de la branche u,x 2 une autre branche, qui ne peut
étre que Uakyy-

248. La fonction arccoss inverse du cosinus, définie par
I’équation
cosu =3,

ne nécessite aucune étude nouvelle; en effet, cosu étant égal

2K+ f
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. . ~
a sm( 3 —+ u), on aura

k19 .
arc Coss — — 2 -+ arcsins.

Cette expression admet, pour chaque valeur de 5, une infinité
de valeurs dounées par les formules

™
en posant ;—a= b.
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CHAPITRE III.

SERIES.

I. — Formule de Taylor.

249. Soit f(.r) une fonction réelle de la variable réelle x,
qui reste continue, ainsi que ses n premiéres dérivées, dans
un intervalle AA’.

Désignant par a et @ + & deux points de cet intervalle,

posons
Sfla+Iy=f(a)+hf'(a)+ —llf—;f’(a)+...

hr-t

(n—1)!

(1
S 1(a) + R,.

Le reste R, sera une nouvelle fonction de /& que nous allons
déterminer.

En prenant les dérivées successives de (1) par rapport a A,
on voit : 1° que la dérivée ni*™ de R, est égale & f2(a + h);
2" que R, el ses n — 1 premiéres dérivées s’annulent pour
h=o.

Ces deux conditions suffisent i définir complétement R, ;
car, si ¢ est unc fonction qui y satisfasse, la différence R, — 3,
ayant sa dérivée n'*™ nulle, sera un polynéme entier d’ordre
n—1, mais ce polyndme et ses n — 1 premiéres dérivées
s’annulent pour h = o; il est donc identiquement nul.
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Or on peut vérifier immédiatement que I'intégrale définie
a+h
1
I= (n_—l—i-‘[ (a+h—x)*' fr(x)dx

salisfait aux conditions précédentes.
Pour le montrer, posons d'abord z = a +- ¢; il viendra

A
¢ = 0! f (h—eyr=tfn(a + t)dt.
]

Cherchons la dérivée de cette intégrale. On voit que h
figure dans I i la fois comme limite ¢t comme paramétre. Il
faut donc appliquer la régle de dérivation des fonctions com-
posées. Mais la fonction a intégrer s'annule pour ¢=#/;
donc la dérivéc par rapport a la limite est nulle et il reste
simplement le terme provenant de la dérivation par rapport
au paramétre Sac ¥3

:iill (/1._.2)v / (h—e)"= ’f"((l-i—t)d{

On trouvera de méme

d*1 k
aht =ﬁf(h—t)""f"(a+t)dt,
A

ar—'1 A n

Toutes ces expressions s’annulent pour & = o. Enfin, une
derni¢re dérivation donnera

arl

T =@ ).

Nous trouvons ainsi pour R, l'expression suivante

~h

R, = (n__'_])—'/ (h — £ys=1 [ (a + t)de.
tdo

"\
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Posons ¢ = uh; « variera de 0 A 1, et I’'on aura

(2) R,,-— ‘)'f (1—u)*-'fr(a + uh)du.
250. Soit p un entier positif arbitraire non supérieur a n;
la fonction a intégrer sera le produit des deux facteurs

(1—u)r-t et (1—u)*Pfr(a+ uh),

dont le premier est positifet le second continu dans le champ
d’intégration. On aura donc, en appliquant le théor¢me de
la moyenne, r3g

(1 —8)"=P 7 (a + Bh)

R,=hA" !

[ (1— u)P-'du,
8 désignant une quantité comprise entre o et 1. D’ailleurs

[l o[- 052] -

(1 —0)*=P fr(qa406h) , v
(n—1)'p i

Donc
R, =

et, en particulier, si nous prenons p = n,
hnr
(3) R, =5 f"(a +0h).

251. La formule (1) est connue sous le nom de formule
de Taylor. L’expression (3) du reste, donnée par Lagrange,
est parfois commode; elle a toutefois I'inconvénient de con-
tenir un nombre inconnu 0, dont on sait seulement qu'il est
compris entre o et 1. L’expression (2), qui ne conlient rien
d’indéterminé, est a cet égard préférable.

Si I'on suppose n constant et A infiniment petit, les for-
mules (2) et (3) montrent que R, est infiniment petit,
d’ordre n au moins. On aura donc, pour I'infiniment petit
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J(a+ h)y— f(a), la valeur

h? -1
hf'a+ I—ﬁf’a+...+—f"-‘a .
approchée aux infiniment prés de I’ordre n.

Supposons, au contraire, & constant ou assujetti & rester
entre certaines limites et n croissant indéfiniment. Si 1'on
peut démontrer que dans ces conditions R, tend vers zéro,
on aura, 3 la limite,
hn—!

f(a+lz):|im[/a+lnf’a+...+ T

'fn—l a]
On dira, dans ce cas, que la série infinie
' [
S(a)y+hf a+nf a+...
converge vers f(a -+ h), ou a cette quantité pour somme.

252. Posons, dans la formule de Taylor, a=o, h=u=z;
nous obtiendrons la formule de Maclaurin

(4) f(2) =f(0) +2f'(0) +.. +( J*71(0) + Ry,

l)‘

on R, peut étre mis sous les formes suivantes

o _r"
“"_(_/Z_ [ (1—u)n—t fr(urx)du, R,= Hf"(e.r).
Cette formule suppose que la fonction f et ses dérivées jus-
qu’a 'ordre n soient continues dans un intervalle comprenant
a son intérieur les points o et x.

233. On peut aisément étendre la formule de Taylor aux
fonctions de plusieurs variables.

Soit, en effet, f(z, ) une fonction des variables réelles
z, ¥, dont les dérivées partielles jusqu'a l'ordre n restent
continues tant que x cst compris entre A et A', et y entre B
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et B'. Soient @, a + & deux nombres compris entre A et A’,
b, b+ k deux nombres compris entre B et B'.
Posons a = a + ht, B = b + kt. L'expression

S(a,8) = f(a+ ht, b+ kt) = (),

considérée comme fonction de ¢, aura des dérivées
v Of L Of d ( p) d)
)=k, + k= <" +‘a;«x>f hoatk35))
) (.0, 0\
:p'(t)_<hd 0b)m(t)_<h&;—t—k%) /,

.............................................

Ces dérivées seront continues tant que @ + ht sera compris
entre A et A’, et b+ /t entre Bet B, et a fortiori quand ¢
varierade o a 1.

Appliquant a cette fonction la formule de Maclaurin et po-
sant ¢t =1 dans I'équation obtenue, nous aurons

(5)§f<a+h, b by=r(a,b)+ (hgy + kp) flab)
; I :
( +(———”__l)!<h%+l\ﬁ> f(a,b)+ R,

R, pouvant étre mis sous 'une des formes suivantes

1
__r g\t d Ai " .
(n_l)!fo(, «) <hd—a+Adb) f(a+ hu, b+ ku)du,

1 Jd )
"—!<h—- + Adb) Sla+0h, b+ 0k).

254. En posant f(a,b)=y, fla+h, b+ k)=y+ Ay,
cette formule prendra la forme plus simple

dn-1 )’

(n—n)1
laquelle subsisterait évidemment pour un nombre quelconque
de variables indépendantes.

Si & et & sont des infiniment petits de premier ordre, R,

dt
Ay:dy+l—%+... + R,,
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sera un infimment petit d’ordre n au moins, et pourra étre
supprimé de la formule, si ’on veut borner 'approximation
A cet ordre de grandeur.

253. Les considérations précédentes s’étendent sans peine
aux fonctions de variables complexes.

Soit f(s) une fonction de z, synectique tant que cette va-
riable reste dans I'intérieur d'un domaine E. Soit L une ligne
rectifiable située dans I'intérieur de ce domaine et joignant
les points @, @ + A. On verra, par un raisonnement iden-
tique & celui du n° 249, qu’on a

n-1
Sa+h)y=fa+hf'a+...+ (_.nh_—l)!fn-la_,_ﬁm

le reste R, étant donné par I'intégrale
1
m[[a +h—3] f7(3)d3.

Si la droite qui joint les points @ et @ + A est tout entiére
comprise dans I'intérieur de E, on pourra la prendre pour
ligne d’'intégration; sa longueur sera |[k|. D’autre part,
|a +h — 3| varierade | /| 4 o. Si donc  est le maximum
de | f”(3)]| sur cette ligne, on aura

= wlA?
|Ra| 2 (—,{If_'ll)‘f

Cette hypothése sc réalisera toujours si I'on admet qu’on
puisse tracer du point @ comme centrc un cercle K conte-
nant le point @ + £ dans son intérieur, et tel que tous les
points non extérieurs i ce cercle soient intérieurs a E.

2356. On peut aisément établir que, dans ce cas, R, tend
vers zéro lorsque n tend vers <.

En effet, f'(5) étant continue dans I'intérieur de E, son
module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain
maximum M’; soient ¢ le rayon du cercle, ¢ la distance du
point s au point @, laquelle varie de o a |2|. Sa distance
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au cercle K sera p — g, et /() étant la dérivée (n — 1)*=°
de f'(s), on aura, d’aprés la formule du n° 203,

(=DM
[f"(s)]2 ﬁ‘_’s))n—i .
D’autre part,
la+h—3|=|h|—38.
Donc
la+h—z»t|fr3]|3 (%ll_:ag)u—'(n— ! M
-1
‘2‘(%—]>n (n—1)!M;

. Il —8 . N
car le maximum de 'Pl—s correspond évidemment 4 ¢ = o.

On aura donc, | /4| étant la longueur de la ligne L,

LNHC I

et comme |k |<p, cette expression tend vers zéro pour
n=oo,
Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

La série infinie

2
fa+hf’a+;h—2f’a+...

est convergente et a pour somme f(a+ h) tant que le
point a + h restera intérieur & un cercle K ayant son
centre en a et qui soit entiérement intérieur a E.

En posant, en particulier, @ = 0, h = 5, on aura la formule
de Maclaurin, qui, pour n =, donnera une série conver-
gente dans les mémes conditions.

257. Le théoréme établi dans le numéro précédent peut
étre démontré par une autre voie, qui donne une nouvelle
expression du reste.
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Les points @ ét a + & étant contenus dans le cercle K, o

la fonction f(3) est synectique, on aura PI9¢
_ f(z)d' net ., (=0 f(3)ds
fo=m i s—a e frlte=—g i (z—a)’
— _f(s)ds
fla+h)= ani ) s—a—h
1 h )
__”lff( )dz[ R rriry Bt
" hn—1 . hn ]
(s5—a)  (s—a)*(s—a—h)
=fa+hf'a+...+ (n"—:—:)—!-f"-'a+n,,,

R—_" hrf(s)ds .
TTani J (s—a)(s—a—h)

Soient p le rayon du cercle K, M le maximum de f(3) sur
ce cercle; on aura

|Ra| 2 ! mn——M 27>
"ttan\Te ) e—JhlT "

quantité qui tend vers zéro pour n = x.

258. L’extension aux fonctions de plusieurs variables ne
souffre aucune difficulté.

Soit, par exemple, une fonction f(z, u) de deux variables
qui reste synectique tant que 3 ne sort pas d’un cercle K de
rayon r ayant son centre en @, ni « d'un cercle K, de rayon r,
ayant son centre en b. Soient a + A un point intéricur a K,
b+ k un point intérieur a K,, enfin p une quantité > 1

mais qui ne surpasse ni - L’expression

I i " Ikl
S(a+ ht, b+ kt)

sera une fonction de ¢, synectique tant que ¢ ne sorlira pas
d’un cercle de rayon p. On peut donc la développer, pour
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t' =1} parllaformule de Maclaurin. Le résultat sera identique
a celui du n° 233, et le reste R, tendra vers zéro pour n=ce.

259. Appliquons la formule de Maclaurin & quelques
fonctions simples.

La fonction e* a toutes ses dérivées successives égales a e.
Pour z —o, elles se réduisent a 'unité. On aura donc le
développement

. N 32 gu—1
(6) e‘=l+—+m+...+m+...,
qui sera toujours- convergent, quel que soit 3, car e® est
synectique dans tout le plan.

Posant 5 =1 dans cette formule, nous trouverons la valeur

de la constante e
1 I
e=1+ -+ — +....
I 1.2
Changeant 3 en (3, puis en — {5 et combinant les formules
obtenues, il viendra

( ) ei:_'_ =iz 3? + i zo +

") CoO$5— —m8m —=| — — i

/ 2 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 !
is __ p—is ~3 5

. e
(8) sins = —r =

[3]

s+ -
1.2.3 1.2.3.4.5
séries également convergentes dans tout le plan.

260. Considérons la fonction « = (1 + z)™, et, pour pré-
ciser, dans le cas o m n’est pas un entier réel, celle des
branches de cette fonction qui se réduit 4 1 pour 5 =o0. On
aura

w=(~1+ z)™", W =m@(+ 3)",
we=m(m—i1)...(m—n—+1)(1+3z)"",

Pour 5 = o, ces expressions se réduiront a
1, m, m(m—i1), ..., m(m—1)...(m—n+ri),

Sub:tituant ces valeurs dauns le développement de Maclau-
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rin, on obtient'la formule du bindme

m(m—1
(+3)"=14+ms+ —(T—lz'-i—...
(9) m(m—n...(m—n+1)
F L S
1.2...1n
La fonction (1 + z)™ n’ayant qu’un point critique, 3=—1,

la série ci-dessus sera convergente tant que 5| <<1. Car, si
cette condition est satisfaite, soit p une quantité comprise
entre || et I'unité. La fonction sera synectique dans un
cercle de rayon p ayant pour centre l'origine, et le point s
lui est intérieur.

Au contraire, si | 5| > 1, la série ne sera pas convergente.
11 faudrait, en effet, pour qu'elle le fit, que la somme S, de
ses n premiers termes tendit pour n = oo vers une limite
fixe et, par suite, que S,,, — S, tendit vers zéro. Or cette
différence est le (n + 1)*=° terme de la série. Ces termes de-
vraient donc tendre vers zéro pour n =2, ce qui n’a pas
lieu, car leur module augmente au contraire avec n dés
que n est suffisamment grand. En effet, le rapport du terme
général

m(m—1)...(m—n+1)
1.2...n ”

au précédent est
m-—n-—1
n

3

¢t, quand » tend vers o, le module de ce rapport tend vers
| 5], quantité >1.

261. Passons a la fonction u = log(1+ 5). Ses dérivées
successives sont
u' = (1+3)", w=—(1+3)" ceey
ur=(—1)"(n—1)l (1 +3)""

Pour z = o, elles se réduisent respectivement a

I, —1, .., (=0~ (n—1)!
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On'aura’donc, ' en''adoptant celle des branches du loga-
rithme qui s’annule pour 3 = o,

. _,_:'_’_ (_l)n—lzn
(10) log(1+3)=3 Tt — +.

Par les mémes raisons que pour la formule du bindme,
ce développement sera convergent si |35|<C1, divergent si
jz]>1.

En changeant 5 en — z, nous trouvons

5?2 "
log(t—3)=—35— T =

et en retranchant

1+ 3 - .
log =2(s+ s+ +...).

1—3

Posons

)
2a + &
« et z étant deux nombres réels et positifs; il viendra

a+.r
log —::l-— =log(a + x) — loga

=2 S z +
T l2a+x " 3(2a+x) " ]
(C’est sur cette formule et sur la suivante
logz + logy = logy,

qu’est fondé le calcul des Tables de logarithmes.
En posant @ =1, £ =1, on aura tout d’abord

togn (% s 2
Og2—2(-3-+3.-—3:'+5.3‘ PR IS
Posant ensuite @ =125, 5= 3, il viendra
3 \
log|28——log125_2<.§5—3—+...),

et, comme log 128 = log27= 7log2, log 125 = 3 log5, cette
équation donnera log5.
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Oncrouvera'de méme log3 par I’équation
4log3 — 4log2 —log5 —=log81—log8o = 2(7%1- .. .),
puis log7 par I'équation

4log7 — 5log2 —log3 —alogh =log7* — loé(;‘— 1)

(.
=(=+ )

et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. Une
simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres
composés,

Les logarithmes ainsi calculés sont népériens. Pour obtenir
les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le fac-
teur

' —0,4342044
loglo _0,43429448. ‘e
262. Nous avons trouvé (244) la formule

arctangs = zll.[log(t'— 3) —log(i+3) —ak=i]

= -n%.[log(l +i3)—log(1 — i{3) — 2k=i].

Développant les logarithmes par la formule précédente,
on aura pour celle des branches de I'arc tangente qui s’an-
nule pour s =o

ol &,

arctangs =35 — - +

ot

Ce développement sera encore convergent si | 3| <1, diver-
gentsi|3|>1.

Il donne un procédé commode pour le calcul numérique
du nombre w. On calcule d’abord I'arc 9 qui a pour tangente %

I.a formule donnera

1
3.53

= +..n

Ol =
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On aura ensuite

2tange 5
tangz?: -l—-_—lang’—?- = l—;,
tangbo = 2tangae 120

1—tangfap 119’

=\ _ tanghe—1 1
la"g(['?_' .’,) T 1+ tanghe 239’

k9 I I

Ao — - — —— —
W T a3 3alg T

équation qui donnera .

263. Considérons enfin la fonction «=arc sinz. Chacune
de ses branches sera synectique dans tout cercle qui laisse a
son extérieur les deux points critiques +1 et —1. On
pourra donc la développer par la formule de Maclaurin en
une série convergente, si [ 5[ <1.

Choisissons en particulier celle de ses branches qui s’an-
nule avec 5. On aura pour 3 =o0

w=o, ' =1
et, d'aprés le n° 162,
u*"=—o, wr b — 2 3t (an—1),

Substituant ces valeurs des dérivées dans la formule de
Maclaurin, il vient

arcsins — 5 4 :"+ 1.3 :5+ 1.3.5 z7+
ST T 23 Ta45 2467

Si|35]|>1, cette série sera divergente, car le rapport du
terme général au précédent est égal a

_(an-—l)’ _

an(an—+1)"

quantité dont le module tend, pour n =, vers | 3| qui est

supposé > 1.

J.— L 17
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II. — Procédés pour effectuer les développements en séries.

264. Soient z un infiniment petit, y = f(x) une quantité
qui en dépend. Proposons-nous d’en déterminer une valeur
approchée, de la forme

Ax*+ BaxB+ ... +Maxt

ct qui ne differe de la véritable que d’un infiniment petit
d’ordre n au moins.

Si f#(x) est continue aux environs de x = o, la formule
de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en effet,

xn—tf(u—l)(o)

1.2...(n—1) + R,

y=f@)+2zf'(0)+...+
R, étant d’ordre S n et, par suile, négligeable. Mais cette mé-
thode exige le calcul des dérivées successives de f(z), qui
peut étre fort pénible. Elle est d’ailleurs inapplicable si £ (x)
n’est pas continue aux environs de z = o. ll convient donc
d’indiquer d’autres procédés.

265. St 3 = wu + v +..., la valeur approchée de ) sera
évidemment la somme des valeurs approchées des fonctions
partielles &, ¢, ....

Si I'on veut s¢ borner a calculer la valeur principale de y,
on ne conservera, parmi les fonctions u, ¢, ..., que celles
dont 'ordre est le moins élevé; on calculera leurs valeurs
principales et on les ajoutera ensemble.

Si toutefois ces valeurs principales avaient une somme
nulle, ce serait une preuve que Papproximation est insuffi-
sante; il faudrait donc recommencer le calcul en prenant un
terme de plus dans le développement de chacune des quan-
tités u, v, ....

Soit, par exemple,

¥y =2siny —sin2x + 2%
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Les quantités 2 sinz et — sin2z sont du premier ordre ; mais
la somme de leurs valeurs principales est nulle. Poussant donc
'approximation plus loin, on posera :

. 2z}
28INX =2 — ———5 +...,
1.2.3
. 83
SiIn2Z —2x — +...
1.2.3
d’ott
y=x(—1+34+1)+...=22%+....

266. Si y =uv, u et ¢ étant respectivement d’ordre a et f,
on aura sa valeur approchée en multipliant ensemble les va-
leurs approchées des quantités « et ¢ et négligeant dans ce
produit les termes d'ordre 3n. Il suffira évidemment de
pousser 'approximation de « jusqu’aux termes d’ordre n — {3,
celle de ¢ jusqu’aux termes d’ordre n — «.

Le premier terme de I'expression de y, qui constitue sa va-
leur principale, est évidemment le produit des valeurs prin-
cipales de u et de . '

. u .
287. Si y= —» soient

wy—Ar* 4+ Na*¥+. ..,
p,=BxB+ Bxb+. ..

des valeurs approchées de u et de v, et soient

u=u;+ R, v=¢,+S.

On aura
w uy __ury—eny  Rey—Suy

- - b

¢ o e, vy

¢ et ¢, étant d’ordre B3, et «, d'ordre 2, cette expression sera
d’ordre S n si I'ordre de R est Sn+ 3, et si celui de S est
Sn—a+af.
On aura alors, dans les limites d’approximation deman-
dées,
: _ 113 _ u,
- (4 - ¥y
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Cela posé, on effectuera la division de u, par ¢, jusqu’au
moment ot I'on introduirait au quotient des termes de degré
Sn.

Soient ¢ = CxY+ C'2Y'+... le quotient de la division,
T le reste; on aura

",

. T
y=—=C¥+Ca¥+...+ —~-
) V1 V1

. . T
e premier terme du quotient P élant, par hypothése,

d’ordre 3n, :_l‘_ sera d’ordre 5 n et pourra étre négligé.
1

On aura donc
y=Cx7+Ca¥+...

avec 'approximation demandée.

Le premier terme de ce développement CzY, qui est 1a va-
leur principale de y, sera évidemment le quotient des termes
Az*, BxB, valeurs principales de « et de ¢.

Si 3>, les premiers termes de la suite v, ¥/, ... seront
négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n’aurait pas
été applicable a la fonction y, car cette fonction, devenant
infinie pour z = o, serait discontinue, et ses dérivées égale-
ment.

268. Au lieu d’effectuer la division de «, par ¢,, on aurait
pu, ce qui est au fond la méme chose, poser

y:C.z‘Y+ Ca¥+4...,

C,C, ..., Y, ... étant des coefficients indéterminés.

. . u . .
Cela posé, I'équation y == ‘—' pourrait s’écrire
1

¥y = Uy

ou

(Cx¥+Cla¥+...)(BaB+B' o+, ) Az 4+ Al 4. ..,
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ou, en développant les calculs dans le premier membre,
BCxB+Y .. .= Az + A'r¥+....

En exprimant l'identité des termes du second membre de
cette équation avec les termes correspondants du premier
membre, on obtiendra une série d’équations de condilion
qui détermineront G, v, ....

Ainsi, par exemple, les premiers termes

BCxB+Y et Aa?

devant étre identiques, on aura

B+y==2,
BC =,
d’ou
'(:1—3, C ':%'

269. Comme application de cette méthode, proposons-
nous de calculer les premiers termes du développement en
série de I'expression

x x x e+ 1

et — o 2 2 ef—1

Cette fonclion ne changeant pas quand x change de signe, le
développement ne contiendra que des puissances paires. Po-

sons donc

T e*—+1 x? x* xt

- —=A+B,— —B B c— ..}
2 e—1 5 '1.2.3.!;+ *1.2...6 ’

il viendra, en chassant les dénominateurs et remplagant ¢*
par son développement,

2 n 2 &
=(“"—c+i e — A+B,f——B,—-—x—+...).
.2...0 1.2 1.2.3.4
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""'Egalant les " coefficients des mémes puissances de z dans
les deux membres, on trouvera

l:A, ceey
1 T A
2 1.2...n  1.2...(n+1)
+ BI B!

T2 da..(n—1) Ta34.12..(n=3) "

. équations qui détermineront successivement A, By, By, ...
On aura méme deux équations pour calculer chacune des
quantités B. On trouve ainsi

1 1 1

Bl:é’ B,: 3;) B,——— E’
1 _ 5 __ 601

Bi=3> Bi=g Bi= 2730’

270. Les nombres By, B,, ... portent le nom de nombres
de Bernoulli. Ils se rencontrent dans une foule de questions
d’Analyse. 1ls ont, en particulier, une liaison intime avec les
sommes de puissances des nombres entiers.

Pour établir cette relation, posons

Yy =€+ e¥ 4. . 4 eln-NE,
On aura
YO =1%*+ 2%e?® ...+ (n —1)%elr-1)z
el pour z =0
(@) =12+ 2%+...+(n —1)%
Mais on a d’ailleurs

et —1  et—1 x

Y= e 1T Tz e—1
ntzx?
RE Ay e z Byx? B,z*
= — =+ =
x 2 1.2 1.2.3.4

=A+Az+...+ A%+ ..,
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en posant

n“+l 1 ne B’ nﬁ-—l
A¢: _—— e ——
1.2...(e+1) 231r1.2...2¢ 5.3 1.2...(2—1)

On aura donc
184 2%4 4 (r—1)0=(yP)y=1.3...9A4

—an%! B,

= ¥ 3 . —ma(a—x)(a—z)n“-’-i-....

271. Soient y.=\/§ et u=u,+R,
uy=Ax%+Ala*+...

étant une valeur approchée de u. On aura

_u—u R
Ve e T Vv

Le dénominateur de cette expression étant d’ordre g, elle

sera négligeable si 'ordre de R est S n + ;-

Si donc u, a éLé calculé avec cette approximation, on
pourra poser
y—_-\/ul

et y pourra se calculer en extrayant la racine carrée de u,
Jusqu’aux termes de 'ordre n. En cffet, soit ¢ la racine ainsi
obtenue. On aura

—_—2
Vo —g=2_"9,
' Vu,+q

quantité négligeable, car \/u, et ¢ sont d’ordre ; etu,—q?

-3 . .
d’ordre 5 n + 53 en effet, le terme suivant de la racine car-

rée, lequel s’obtiendrait, d'aprés la régle connue, en divisant
le premier terme de u, — ¢? par le double du premier terme

de g, lequel est d’ordre 2, serait d’ordre S n par hypothése.
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On-aura'donc, avec 'approximation demandée,

Y =q.

On aurait pu également employer la méthode des coeffi-
cients indéterminés, en posant

y=Cax7+C'z¥ +...

et déterminant C, C, ..., v, Y/, ... de maniére & rendre iden-
tique I’équation

(Ca7+Cla? +... ) = Ax*+Ala¥+.. ..

272. Soit, plus généralement,
y=un",

m étant fractionnaire ou incommensurable.
Posons u = u, + ¢, u, désignant sa valeur principale. On
aura, par la formule du bindme,

m(m—1)

y=ul+muP e+ T3

uf~rer 4. .+ R

Connaissant les ordres respectifs de u, et de ¢, on verra
aisément combien il faut prendre de termes dans la formule
pour que R soit d’ordre n, et par suite négligeable. Cela fait,
on n'aura plus qu'a calculer ¢ avec une approximation suffi-
sante, et I’on en déduira aisément ¢2, 0%, .. ..

273. Proposons-nous, comme application, de développer
le radical
-1
(r—2zr+a2) ?
suivant les puissances croissantes de a.
Cette expression peut s’écrire

[l—a(zx—a)]';':1+ ia(aw —a)+...

13 am—1 am(axr—a)”
- —e— e +..
3 2 2 1.2...m
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1l ne restera plus qu’a développer les puissances du binéme
-2z — a et & réunir ensemble les termes qui contiennent une
méme puissance de «. On obtiendra ainsi un développement

de la forme
1+ X2 4. .+ X"+, ..,

ou X, désigne un polynéme en z dont nous allons détermi-
ner la forme.

Le terme
13 am—i1 2™ (2x —a)"

—_—. =

2 2 2 1.2...m

., . _n
ne fournira évidemment de terme en a* que si m est 3 2’

mais Zn. S'il est compris entre ces limites, il donnera le
terme

1.3...(2m—1) 1.2...m
2”.1.2...m 1.2...(n—m).1.2...(2m—
_1.3...(am—1)2?mr (— 1) —m dr gt
1.2...(n—m).1.2...2m dx"

) (az)tm-n(—1)r-man

Mais on a

1.3...(am—1) 1 . 1
1.2...am  2.4...2m " am.1.a...m

Le terme précédent pourra donc s’écrire

da» 2.,
_; —_— (_I)n—m 1.2 n xmm a",
2".1.2...n dz" 1.2...m.1.2...(n—m)

et 'on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a”,

_ 1 dn _ 1.32...n .
= ia WE[(—I)" " ta..mi.2.(n—m)" m]'

On peut d’ailleurs sans inconvénient étendre la sommation

. . n . .
aux valeurs de m qui sont moindres que 3’ les termes ainsi

ajoutés ayant une dérivée ni‘® nulle. La somme entre paren-
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théses''deviendra' égale & (z? —1)*. On aura donc, comme
résultat final,
X, 1 ds

—_ 2
T a*.1.2...n dx"(z -

Les expressions X, sont connues sous le nom de poly-
ndmes de Legendre. Elles jouissent de propriétés remar-
quables, et nous aurons plusieurs fois I'occasion de les re-
trouver.

274. L'expression y = %‘ (£? — 1)" satisfaisant, comme
nous I’avons vu (168), a 'équation différentielle
(z*—1)y"+2xy’'—n(n-+1)y=o,

et X, n'en différant que par un facteur constant, on aura évi-
demment
(z*— )X+ 22X, —n(n+1)X,—o.

275. Trois polyndmes successifs Xp_y, Xny Xnys sont liés
par une relation linéaire que nous allons établir.
Prenons la dérivée par rapport 4 a de I’équation
-1
(1—a2az+a?) =14+ X2 +...+ X 2" +...;
il viendra
-2
(z—a)(1—aax+a?) =X, +...+nX 2+, ...
Multipliant par 1 — 22z -+ «? et remplacant ensuite
-1
(1—22z +at) ?
par sa valeur, nous trouverons

(z—a)(1+Xgz2+...+X,2"+...)
=(—a2ex+2)(X;+...+rX2* 4. ..,

d’ou, en égalant les coefficients de 27,
zX, — Xpoi=(n 4+ )X — 200X, + (n—1) Xy,

ou enfin
(n4+1)Xp— (2n+1)xX,+ 0 X, y=o0.
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276. D’apres les définitions que nous avons données, une
quantité y, dépendant d’un infiniment petit (ou infiniment

. y .
grand) z, est d’ordre z si le rapport -2 tend vers une limite

finie et différente de zéro lorsque z tend vers o (ou vers ).
Mais ce serait une erreur de croire que I'ordre d’infinitude
d’une fonction quelconque de z soit toujours susceptible
d’une semblable évaluation numérique, ainsi que cela avait
lieu dans les exemples précédents.
Considérons, par exemple, la fonction y =e%. On a,
comme nous l’avons vu,
k4 zm
y=14+ = 4 ———— ..
1 1.2...m
et, par suite, si z > o,
zm

Y Tam

m étanl un entier quelconque. On aura donc

). xm-a
] > —
£ 1.2...m

Prenons m > a et faisons tendre z vers . On aura

. Zm-*
lim L slim 2 =,
%2 Ta..m o
On voit donc que, si z tend vers + o, e® tendra également
vers + o, et cela plus rapidement qu’une puissance quel-

conque de x.

277. L’équation
y=e*
donne, en supposant z réel et prenant les logarithmes arith-
métiques,
r = Log Y.
Donc, si Log y tend vers + , il en sera de méme de y, qui
croftra plusrapidementqu’une puissancequelconquedeLog y.
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Donc, réciproquement, si ) lend vers + o, Logy tendra
vers - o0, mais moins rapidement qu’'une puissance quel-
conque de y.

Posons

Y= -»

d’ou
Logy —— Logs.

Si » tend vers + x, 5 tendra vers o et Log = tendra vers — x,

. . . . !
mais moins rapidemenl qu’ung puissance quelconque de -»
prisz avec le signe —.

Donc, pour z infiniment petit (ou infiniment grand), Log =
sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais dont
Pordre est inférieur a toute limite. Il ne saurait donc étre
question de lui assigner une valeur principale de la forme A z2.
C’est un infini d’'une espéce particuli¢re et irréductible a
ceux que nous avons considérés jusqu’ici.

278. Soit maintenant # — Az*+ Bz8~+ ...+ R une fonc-
tion quelconque développable suivant les puissances de z.
Proposons-nous de développer log u.

On aura évidemment

i B-a . T2
logu = zlog.r +logA +log(|+B‘r +.A +Rax )
Le dernier terme de cette expression sera développable au
moyen de la formule qui donne log(1 + x). Mais le terme
alog.r par lequel commence le développement de logu sera
irréductible avec ceux qui le suivent.

279. Les divers développements que nous avons obtenus,
étant limités A un certain nombre de termes, donneront tou-
jours une valeur approchée de la fonction qu’on développe
lorsque x sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si
les puissances de z vont en décroissant).

En les prolongeant indéfiniment, on obtiendra des séries

-
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infinies. Si ces séries sont divergentes, elles n’ont aucun sens.
Mais Cauchy a signalé ce fait remarquable que, méme en étant
convergentes, elles peuvent ne pas étre égales a la fonction
qui leur donne naissance.

. —1 .
Considérons, a cet elfet, la fonction f(x) = e . Ses déri-
. a -1
vées successives sont une somme de termes de la forme 7€ =

Cela se voil immédiatement sur la dérivée premiére, et 'on
vérifie non moins facilement que la dérivée d’un semblable
terme se compose de deux termes de cette forme.

Ces dérivées s’annulent Loutes pour z = o, car, en posant

quantité dont la limite est nulle pour 2 = o, d’oti 5 = .
La série de Maclaurin

J(©)+xf'(0)+...,

prolongée indéfiniment, sera donc convergente, tous ses
termes étant nuls. Mais elle est égale a zéro et non a f(z).

Il est donc nécessaire, pour reconnaitre si une fonction est
développable en série infinic par la formule de Maclaurin,
d’étudier le reste R, et de s’assurer qu'il tend vers zéro quand
n augmente indéfiniment. C’est ainsi que nous avons procédé
pour développer (1 + x)™, log(1 + z), ....

280. Soit f(x) une fonction qui devienne indéterminée
pour une valeur particuliére a de la variable. On nomme
vraie valeur de cette fonction pour z =a la limite vers
laquelle tend f(a—+ h) lorsque % tend vers zéro. Cette
vraie valeur peut étre finie, infinie ou indéterminée. Si elle
est déterminée, elle se trouvera en cherchant la valeur prin-
cipale du développement de f(a + k) suivant les puissances
croissantes de A.
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Soit, par exemple, f(z)= q’( ;, ¢ et ¢ s’annulant pour
Z = a, mais étant développables par la série de Taylor; on
aura
/(a+lz)=?(a+m A Sl n? (a)+R.+'.
Y(a+h)

q,('a)+hq/(a)+...+l : nq:(")(a)-l-p,u.,

Soient respectivement ¢?(a) et §7(a) les premiers termes
qui ne s’annulent pas dans les deux suites

2(a), ¢'(a), ... et y(a), ¥(a), ....

La vraie valeur sera la limite de

q,,, 2 9°(@)
()
Elle sera nulle si p > ¢, infinie si p < ¢, égale & : E ; si

,):q.

281. Si f(x) devenait indéterminée pour £ =, on dé-
velopperait f(x) suivant les puissances décroissantes de z;
et la vraic valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que
I'ordre du premier terme du développement serait négatif,
nul ou positif.

282. Ezemples. — 1° Soil a déterminer la vraie valeur

de
s m
(-3
pOlll‘ n —cu.

Cette expression est, par définition, égale a

3 ..z 1 3% A

em l.og(|+;-‘) _ em (!Ir1|::+;'-‘ - +)
[REN 3

— eMMnkTi g3 e—; mts

-

3
-

)y

k ¢étant un entier qui dépend de la branche de logarithme que
I'on aura choisie.
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Le dernier facteur tend évidemment vers e®=1. Si donc
on choisit la branche pour laquelle £ = o, d’ou e3mAm —,
on aura une vraie valeur, égale a e*.

Pour les autres branches du logarithme, la vraie valeur
sera enti¢rement indéterminée, tant que m ne sera assujetli
qu’a la seule gondition de tendre vers «. En effet, soit p une
anni+ Logp

2kni
un entier qui tend vers oo, m tendra également vers o, et
ermkti sera égal a e'fk = p.
2* Cherchons la vraie valeur de

m(Vz—1)
pour m = .

Cette expression est, par définition, égale a

(e”"o‘ —l):—.m(loﬁ + 1 log= +)

m 2 m?

uantité quelconque; si I'on pose m = » n élant
q q que; P

1 log?z
—:log‘.—i-— __g__ “+....
Sa vraie valeur est logs.
3° Cherchons enfin la vraie valeur de 3° pour 3 = o.

On a

5° — eslogs,

La vraie valeur sera donc e*, en désignant par ¢ la vraie
valeur de zlogs.

Or, soient o le module et ¢ 'argument de z, on aura
slogs = 5 (Logp + i9).

Le premier terme z Logp a pour module p Logp. Lorsque 3
tend vers zéro, Logp tend vers — oo, mais moins rapidement ;
donc p Logp tend vers zéro.

Le second terme 3¢9 a pour module pp, qui peut prendre
une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers zéro, a
condition de choisir convenablement les valeurs correspon-
dantes de ¢. La vraie valeur est donc indéterminée, tant qu’'on
ne précisera rien sur la maniére dont © varie.
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Mais .si)cet argument est astreint & rester compris entre
deux nombres fixes (en particulier, si z reste réel), pp tendra
vers zéro. Donc on aura

v =limslogs =o, lims:—e*=1.

283. La vraie valeur d’une fonction de plusieurs variables
est généralement indéterminée.
e(x, ¥)
Y(z, y)

que 9 et ¢ s’annulent pour z =a, y = b, mais que leurs
dérivées partielles ne s’annulent pas. La vraie valeur serait la
limite du rapport

Considérons, par exemple, la fonction - Supposons

de 9?
o(a+hb+k) dar T gp* R

Y(a+h, b+ k) dq; 9y
Ja h+ - ET3 k+p
ou
9%, . 99
Ja h + db,‘
0v 0,
h + 3% k
On voit qu’elle dépend du rapport variable %, 4 moins que
I'on n’ait
9% 0
da _ b
oy o
Jda ab

III. — Séries et produits infinis 4 termes numériques.

284%. Soit u,, us, ..., up, ... une suite indéfinie de quan-
tités. Ainsi que nous l'avons déja indiqué, si les sommes
successives

S, = Uy,

Sy Uy + U,
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tendent vers une limite finie s, on dit que la série infinie

S=u+uy+...+up+...=2u,

est convergente et a pour somme s.
Dans le cas contraire, la série est divergente.

285. La divergence peut se manifester de plusieurs ma-
niéres :

1° Les sommes s,, ..., S5, ... peuvent tendre vers . Ce
mode de divergence est le seul qui puisse se présenter si les
quantités uy, ..., #, ... sont réelles et positives, car alors
les quantités s,, ..., Sz, ... sont positives et forment une
suite croissante (10).

2° Les sommes s,, ..., s, ne tendent vers aucune limite
finie ou infinie. '

Ce cas se présenterait, par cxemple, pour la série

I— 141 —I1~4....

286. Lorsqu’on peut trouver I'expression générale,des
sommes s,, on devra la discuter pour s’assurer si pour n = »
elle tend vers une limite finie et déterminer celle- ci.

Considérons, par exemple, la progression géométrique

a+ar—+4...+art=...=Zarn.
On a
a(r—rn)
(1) Sp = —( : .
1—r
Si|r| <1, |r|%et, par suite, 7# tendra vers zéro. La série

a
est donc convergente et a pour somme T
Si{r| 31, s est, au contraire, divergentc; car, pour qu’elle
convergeit, il faudrait qu'on edt

o=Ilim(s,+; —s,) =limar",

n—o
ce qui n’a pas lieu; car on a

lar® | =ja’ (ri*s|«].
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287. Considérons, comme second exemple, la série

1
2(:+1:——1)(:+n)...(z+n+k)'

Le terme général peut se mettre sous la forme

1 I 1
k+1 [(z—+—n—l). . (s+n+k—1) (5+n).. .(z+n+k)]'

Sommant de 1 & m toutes ces expressions, il viendra

1 1 1
Sm = [:(z+l)...(:+k)_ (:+m)...(z+m+k)]’

les autres termes se détruisant deux a deux.
Passant a la limite, il viendra

1
STk [:(s-i—l).

S5+ /r)] )

288. Dans le cas beaucoup plus fréquent ot 'on n’est pas
en mesure de déterminer les sommes s,, on sait (9) que la
cordition nécessaire et suffisante pour la convergence est que
I'on ait, pour toute valeur de p, '

lsn_sn+pi: [ty .. - "u+p| < tpy

e, ne croissant pas quand »n croit, et tendant vers zéro pour
n=xwx.
On aura d'ailleurs, en passant a la limite, pour p = o,

s, —s| < o

La condition de convergence sera évidemment satisfaite si

I'on a
[ty | oo+ tgsp | <C 5.

Cette derniérerelation, suffisante, mais non nécessaire pour
que S converge, exprime que la série i termes réels et po-
sitifs

1
T=jw|+...+|ua|+...,
formée par les modules des termes de S, est elle-méme con-
vergente. Si cette circonstance se présente, on dira que la



SERIES. 275

série S est absolument convergente. On dira, au contraire,
que cette série S est semi-convergente si elle est conver-
gente, sans que T le soit.

Les propositions suivantes mettront en évidence la diffé-
rence profonde qui existe entre ces deux classes de séries.

289. Tatorime. — On r’altére pas la valeur d’une

série absolument convergente en changeant l'ordre de
ses termes.

Soit s=u,+ uy3+ ...+ up+ ... lasérie donnée. Chan-
geons l'ordre de ses termes; soient vy, v,, ... les rangs res-
pectivement occupés dauns la nouvelle série s’ par les termes
Uy, Uy, ....Soit s, la somme des m premiers termes de s'.
Il faut montrer qu'on peut assigner un nombre p tel que si
m >, |s;,, —s| deviendra moindre que toute quantité §
fixée d’avance.

Soit n un entier & déterminer ultérieurement; désignons
par p le plus grand des entiers vy, ..., vo. Si m > p, la
somme s, se composera : 1° des termes iy, ..., U,; 2° d’un
certain nombre d’autres termes uy,ug, .. . d'indice > nr; soit
n—+ p le plus grand de ces indices.

De I'égalité

S S ==Sy— S+ S, — Sy =85, — 5 + Uz UB+...,
on déduit
[$—s|Z|sn— 5|+ ||+ |ug|-+...
Zlsa—s|+ [l tawr |+ [ tpsa| + | ta1p |12 280,

expression qui tend vers zéro quand r tend vers . Donc, en
choisissant n assez grand, on peut la rendre < 3.

290. Remarque. — On peut, d'une infinité de maniéres,
répartir les termes de s en une infinité de classes contenant
chacune une infinité de termes. (Nous pouvons, par exemple,
mettre dans une premiére classe les termes dont I'indice est un
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nombre premier; dans une seconde, ceux ol il est le produit
de deux facteurs premiers, et ainsi de suite. )

Soient ¢y ¢ia, ... les termes de la classe , écrits dans un
ordre déterminé : les séries

Li=¢y-+FVit+... (i:l,ﬁ,...,W)
seront absolument convergentes, et I’on aura
S=l{H+t+. ...

Soient, en effet, ¢;, la somme des m premiers termes de ¢,;
sa celle des n premiers termes de s. Il faul montrer d’abord
que, si m tend vers «, la somme

| Yi,m+1 I “+...+ l v"n"'"“l'g

tend vers zéro, quel que soit p.

I’entier n étant choisi a volonté, prenons m assez grand
pour que tous ceux des termes u,, Uz, ..., #p qui figurent
dans ¢; figurent dans ¢; ,. Les termes ¢;mq1y «--y Vimyp S€-
ront donc de la forme uq, ug, ..., o les indices «, B, ... sont
> n. Soit n + ¢ le plus grand d’entre eux, on aura

l"i.m-ﬂ—l|+-"+lvl’,m+pi:|"al+l"§| At

:lunﬂ-l:_i_""*_lulﬂ-ql-——:'eln

quantité qui tend vers zéro, pour n infini.
"Considérons, en second lieu, la somme

Sim=bym+ lap+ ...+ bim,

ou /, m scront pris assez grands pour (ue sy, contienne tous
les termes de s,; on aura

Stm— Sn = Ux+ UG+ . . .,
s ' . .
%, 3, ... étant > n; el, par suite,
Islm‘— Sa l : €n.
Faisons tendre m vers oc; nous aurons a la limite

|4ty ot — S, | Z €y



SERIES. 277
puis, en faisant tendre { vers oo, .
|ty tat+. .. — Sp| S Epe
Faisant tendre enfin n vers o, il viendra
S=4L+t+....

291. Tatorime. — La somme d’une série semi-conver-
gente, a termes réels, dépend de U'ordre de ces termes; en
disposant ceuz-ci convenablement, on peut lui donner la
valeur que l'on veut.

Soits =u, +...+ u,+... la série donnée. Puisque elle
est convergente, on aura

lsn_ sn+P| < €n
ct, en particulier, comme u, ., = Sp4ps — Su,
I un+p’ = l Sp+p—1— sn+p| < Eptp—1<<Epe

Soient d’ailleurs A, et — B, la somme des termes posi-
tifs et celle des termes négatifs qui sont contenus dans s,;
on aura

lims,=lim(A, — B,)=s.
n=w
Mais, d’autre part, la série des modules
ey ...+ u,l +...
est divergente par hypothése. Donc les sommes
5, = | u,, U o= |ty +...+ | us| = A+ By,

ne tendent pas vers une limite finie, et comme elles sont po-
sitives, et vont en croissant, elles tendent vers oo.
Les deux conditions que nous venons de trouver

lim|A,— B,|=s5, lim|A,+ B,|=
donnent évidemment
limA, =, limB, = oo,

Soient donc ¢y, ¢y, ... les termes positifs, et —dy. —d,, ...
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les'termes négatifs de la série s. Les deux sommes
c‘+02+... et dl-|-d’+|-o,

considérées séparément, seront infinies.

Drailleurs, le rang d’'un terme quelconque dans I'une de
ces séries étant au plus égal a celui qu’il occupe dans la série
=+ ...+ Uup~+... qui résulte de leur réunion, on aura

I ca+p‘ < E&py dn+p< Ene

Cela posé, il est aisé de voir qu’en rangeant convenable-
ment les termes de la série, on pourra lui donner pour
somme un nombre M choisi & volonté.

Prenons, en effet, dans la suite positive ¢;, ¢3, ... le
nombre de termes strictement nécessaire pour que leur
somme surpasse M (ce qui est toujours possible, puisque la
somme ¢;~+ ...+ Cp+ ... est infinie), puis dans la suite
négative —d,, —dp, ... le nombre de termes nécessaires pour
ramener la somme au-dessous de M, puis dans la suite posi-
tive assez de termes pour lui faire dépasser de nouveau
M, etc.

Soient s’ la nouvelle série ainsi formée, s, lasomme de ses
m premiers termes. Les quantités s, — M oscilleront autour
de zéro et convergeront d’ailleurs vers cette limite.

En effet, la différence s,,— M est au plus égale en valeur
absolue au terme dont I'adjonction a produitle dernier chan-
gement de signe dans la suite

s$i—M, ..., s,—M.

Chacun de ces changements de signe exige alternativement
Pemploi d’un terme au moins de l'une des suites ¢, c3, -
ou —d,, —d,, .... Dés que m sera devenu assez grand pour
que le nombre des changements de signe qui se sont produits
avant le terme s, — M soit > 2n, le terme qui a produit le
dernier d’entre eux occupera un rang supérieur a n dans
celle des suites ¢, ¢y, ...; —di, — da, ... alaquelleil appar-
tient, on aura donc
|sm— M| <en.



SERIES. 279

292. Supposons que les termes de la série s, au lieu d’étre

réels, comme on I'a admis, soient des quantilés complexes
u,—=a,+ b, .

La série Zu, tendant vers une limite finie ¢ + di, Za, et
Zb, tendront respectivement vers ¢ et d. D’autre part, la
série 2| u,| = Zy/a2 + b2 est divergente, par hypothése, et,
ses termes étant positifs, elle a une somme infinie Il en sera
de méme a fortiori de la somme X(|a,|+ |b,|) dont les
termes sont au moins égaux aux siens. Donc, I'une au moins
des deux séries Z|a,|, £|b,| a une somme infinie. Donc,
I'une au moins des deux séries £a, et £b, est semi-conver-
gente. On pourra donc, en modifiant 'ordre des termes de la
série s, donner une valeur arbitraire  sa partie réelle, ou a
sa partie imaginaire.

293. Tutorime. — Si¢ deux séries s =3u, et t =3y,
sont absolument convergentes, la série ¢ = Zuqvg formée
par les produits deux a deux de leurs termes, écrits dans
un ordre quelconque, sera absolument convergente et
aura pour somme st.

Soit, en effet, 5, la somme des m premiersA termes de la
série o, le nombre m étant quelconque, mais suffisant pour
qu’on retrouve dans &, tous les termes du produit

Spten=(Uy +...+u,)(¢y+...4 0,),
n élant un nombre donné quelconque. On aura
on=Suts+ R,
R étant une somme de termes w,vg, dans chacun desquels
I'un au moins des deux indices «, 3 sera > n.
Soit R = uqvg+ ugvg+ ... et soit n+ p le plus grand
des indices «, 3, &/, B, .... On aura
lom—st|Zlsntn—st|+|R|
I snta—st|+|ual|vp| + |ua|| vg| +...
snta—8t| + (| Upaa| +. . | Uaip|) (| 01] + .. .| Opap])
+(lws] .o+ wa]) (| Vara] .o o4 | napl)
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Or'les séries' S =X w,|, T =2=2|v,| éiant convergentes,
par hypothése, on aura

Jthpay| + oo | U p] <y
| S| oA | Cnap| <
et, d’autre part,
|y ) +. .. ~-tu,] <8,
| osl +. v | vaspl < T
Donc
[o,—st|<!s,t,—st]+ :,T+¢,S,
quantité dont chaque terme converge vers zéro si n lend
vers o. Mais on peut prendre n aussi grand qu'on veut, &
condition de faire croitre en méme temps m. On aura donc
bien, pour m ==,
lim|e,—st|=o.

294. Ce théoréme ne subsiste évidemment pas si les sé-
ries s et ¢ ne sont pas absolument convergentes. Mais si 'une
d’elles seulement, ¢, est semi-convergente, on peut le rem-
placer par le suivant :

La série W qui a pour terme général

Wy T2 (U8~ Ug Oy oo b Uy &)

est convergente et a pour produit st.
En effet, on a par hypothése
[ty e | U] <o2ny
| $aer A-een 3 Vaap| <<z
Cela posé, la somme
W,—=w ... =wy,
" est évidemment égale a
Sn tn— Uy¥p —""3(""—1"‘" "n) T e
— Uy (gt V3t 0y
On en déduit
| Wo—st|Z|Satn—st|+ | ts||va| +|tta]]| Cney+ ¢4l
e o NS R S|
<|Snta—st|+luslep +|usle, y+...+] Un| €.
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. . n
Soit m le plus grand entier contenu dans 5 Les quan-

tités ¢, ..., €, formant une suite non croissante, on aura,
a fortiori,

| War—st|Z|suty—st|+(lauy| +.. 4|t |)e_myy
+ (| gy |+ oo+ | g ])e]

= ’ ’
< IS,,[,,—- st l -+ E1E -+ Emsy.

Si n tend vers o, il en sera de méme de met n —m 4 1.
Donc tous les termes du second membre tendront vers zéro,

et 'on aura
lim|W,—st|=o.

295. Si les séries s et ¢ sont toutes deux semi-conver-
gentes, la série W pourra ne plus étre convergente; mais si
elle I'est, on aura encore

W =st.

Pour le faire voir, nous nous appuierons sur le lemme
suivant :

Si les quantités s,, . . ., s, convergent vers une limite s,
on aura
. Sy S+ ..+ S
| Y P B

=s.
nsm n
On a, en effet,
S, Sat+.. .+ 8, (s)—S) ...+ (sp— )
n =S5+ n )

d’otr
SibSed.. b8l |si—s|+...+|s,—s
n
D’ailleurs, sy, s;, ... tendant vers une limite s, on a
| $n— Sn+p | < e

et a la limite, en faisant tendre p vers oo,

|$p— 5| % ene
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Donc
Syt S,
n

_E ey ..ty
<T@

Les quantités ¢ formant une suite non croissante, on aura,
a fortiori, en désignant par X I'entier positif le plus voisin

de \/n,

Sy ..+ S, sl= ey + (R — N)enyy
n < n

= )E‘ 4t
<h A1)

et, en faisant tendre n vers o,
. S+ s
o (S5 ),

Les quantités s,, ..., s, étant toujours supposées con-
verger vers s, leurs modules |s,|, ..., |s.| convergent évi-
demment vers |s|. Donc on aura également

Isi|+...+|sal
n

lim =15

Si donc les séries s, ¢, W sont convergentes, on aura, en
désignant respectivement par s, t,, W, les sommes de leurs
n premiers termes,

Sy ...+ 8,
EEEEE—— ]

t—=lim

s—lim M,
n

wzlimw.

296. Cela posé, on a

W,=w +...+w,
=uy (Vi .. 0p) F Uy(Vy .o V)
= Ul Uy ...,
W1+...+W,,: ult,.~|—(u,+u,)t,,_,+...
=s,t,, +5’tn..|+. ..+s,,t1.
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Posons
su—s=hy, ty—t=ky,

d’on
= = .’
lhp|Zeps Al Zepe
On aura, en désignant encore par m le plus grand nombre

. n
entier contenu dans 3’

Silp+ .o Sinlp—inay
= +... S+ S kp+. ..+ Smkn—mats

Sm+1 tn—m R ol tl
=(t+...4+lpem)S+ Ry by . .+ Rpty,

et, par suite,

Wi+ W, (si+et+s )t m (L4t bto—m)s n—m
n m n n—m n
_(siknt. . A Smkn—mir) + (hmirbnm+. ..+ haty)
n ]

Passons 4 la limite pour n =2. Si I'on remarque que m
n—m

n
pour limite commune }, on voit que la limite du premier
membre sera

. . . m
et n —m deviennent infinis avec n et que o ont

st st
W—=—==W—st.
2 2

Donc on aura

‘v_sl:lim[(slkn"""-"‘sm kn—m+|)+hm+| th-mt-othp tt].
n

Or ce second membre tend vers zéro. En effet, son module
est au plus égal a

ISIIE:.';'--'+lsm|5'n—m+1+5m+lI‘n—ml+-'-+en|tl|
n

sl ttsm| m [ 6] 4ot | by | R—m
sthl Tt Sm] M

— -+ € .
m A=m+1 n—m n

.
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[$y] 4eeet|5m]|
m
n—m .

’
vers 3, €, .., et

Or, si n tend vers oo, tendra vers |s|,

Jey|+.. .+ ta—m]|
n—im
$m4.1 VETS zéro.

vers |¢|, %t- et

297. Cherchons a obtenir des régles qui nous permettent
de distinguer si une série est ou non convergente.

Considérons A cet cffet une série dont le terme général
soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante :

Sa,u,.
Cette série sera convergente si la quantité

(2) | Zpattlpey 4. o4 Ty plnip |

tend vers zéro pour n = o, quel que soit p. Elle sera méme
absolument convergente si

[prt ] |Unss | oo | 2pup| | Unsp]

tend également vers zéro.

Cette derniére condition sera certainement satisfaite si :
1° la série Zu, est absolument convergente; 2° les modules
des facteurs «, ne surpassent pas un nombre fixe A.

On aura en effet, dans ce cas,

[ 2wt | | @naet | Fooi [ 2nap | | Unap | ZA( tyay | oo+~ tyap])
ZAe,.

quantité qui tend vers zéro pour n = .

Donc, en multipliant les termes d’une série absolu-
ment convergente par des facteurs dont les modules ne
surpassent pas un nombre fixze, on obtient une nouvelle
série de méme nature.

Si, de plus, les modules des facteurs 2, ne deviennent
jamais inférieurs & un autre nombre fixe a, leurs inverses ne

1 .
pourront surpasser —, et 'on pourra réciproquement con-
a

clure de la convergence absolue de la série Sx,u, celle de
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la série Su,. Les deux séries seront donc en méme temps
absolument convergentes ou non.

298, Deux autres cas de convergence certaine peuvent étre
mis en évidence, en mettant I’expression (2) sous la forme
suivante :

| 2ptp(Unsp= ..o Upiy)
+ (2papt1 — %ntp) (Unap—s+. ..+ Uni)) . oo+ (Zniy — Zpsa) Una |
=] Apsp(Sptp— 5z)
+ (% vp—1— 2n+p) (Snep—1—5n) + - . . 4+ (Zn+1— Zn+a) (Sp1— Sa) |-

Soit M,, le plus grand des nombres |s, ,—sq|, .-,
|Sugr — Su |- L'expression précédente sera au plus égale a

(3) (2nsp |+ | 2nsp—t— 2ap| +- ..+ | 2311 — pra [ )Mo,
Cette quantité tendra vers zéro pour n =0, si I'un des

deux facteurs qui la composent tend vers zéro, 'autre res-
tant fini.

999. Supposons, en premier lieu, avec Dirichlet :
1° Que la série

(H 2y — 2y |+ | 2a— 2, |+ ..

soit convergente ;
2° Qu’on ait, pour n = x,

lima,=o;
3* Que les modules des sommes s,, s;, ... ne surpassent

pas une limite fixe L.
Si ces conditions sont remplies, on aura -

(") |1n+/:—1—"1n+p| +-~-+|1n+1_“n+2|<5;;

e, tendant vers zéro.

D’aprés la seconde hypothése, 2, , tendra également vers
zéro. Enlin les quantités [s,yp— sa|, ... et, par suite, M, ne
surpasseront pas 2 L. Il y aura donc convergence.
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Le cas particulier le plus intéressant est celui ou l'on sup-
pose :
1° Que les quantités 2 sont positives et décroissantes.
2° Qu’on ait limz, = 0. Dans ce cas, la série ({), qui se
réduit a
(21— 1) — (—135) +...,

est évidemment convergente, et a pour somme z,.

3 Que les quantités u,. u,. ... forment une suite pério-
dique, telle que la somme des termes d’une période soit
nulle.

Particularisons encore, en supposant que la suite des u« se
réduise a la suivante

—1, —1, —0l. —0, ....
nous obtiendrons ce théoréme :
C'ne série
Xy — g Ay — Ty ...,
dont les termes sont positifs et décroissants, et tels que
Uon aitlima,= o, est toujours convergente.

300. Supposons, en second lieu, avec Abel :

1° Que la série (§) soit convergente :

2° Que la série uy +...— up—... le soit aussi.

L'expression (5) tendra encore vers zéro. On a. d'autre
parl,

Bpep =0 — (1= ) — . .. — (g poy - Zpap)i
d’ou
|Zpap| < i3y --- AL
A désignant la somme de la série ().

Donc le premier facteur de (3) restera au-dessous d'un
nombre fixe. Quant aux quantités jsppp—sul. ..., elles
seront toutes moindres que s,. Le second facteur tend donc
vers zéro, et il y a encore convergence.

La convergence de la série ({) est évidemment assurée si
les quanlilés oy, Az, ... SODL réelles. positives et non crois-
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santes ; dans ce cas particulier, on aura donc le théoréme
suivant :

Une série convergente reste encore convergente si l’on
multiplie ses divers termes par des nombres positifs for-
mant une suite non croissante.

301. Les séries absolument convergentes, étant les seules
ou 'on puisse changer a son gré 'ordre des termes, peuvent
seules étre employées commodément dans I'analyse. Il im-
porte d’apprendre a les reconnaitre. Cette recherche doit se
faire sur la série des modules, dont les termes sont réels et
positifs. Cette circonstance donne un intérét particulier a
I’étude de la convergence de ce genre de séries, qui va dé-
sormais nous occuper exclusivement.

Cette recherche est fondée sur le principe suivant :

S¢ une série (a termes positifs) Ev, a ses termes plus pe-
tits a partir d’un certain rang que ceux d’une série con-
vergente de méme nature Zupy, elle seraelle-méme conver-
gente.

En effet, si ’'on a
Cn < Uy, Up iy + i ull+,) < €ns

on aura a fortior:

Pt oo T Vpap << €40

Il est d’ailleurs évident qu’on n’aliére pas la convergence
d’une série en modifiant arbitrairement un certain nombre de
termes au début. Il suffit donc que l'inégalité v, < u, ait
lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre
fixe v.

Si, au contraire, la série £¢, a ses termes plus grands que
ceux de Su,, et, si cette derniére série est divergente, Z¢,
le sera.

La démoastration est la méme, le sens des inégalités étant
renversé.

A,
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Poun juger de la convergence ou de la divergence d’une
série, il conviendra donc de former un tableau de séries
convergentes, un autre de séries divergentes, auxquelles on
comparera la série donnée.

302. La comparaison avec une progression géométrique
nous fournit une premiére régle simple et suffisante dans
un grand nombre de cas.

La série Tu, est convergente si, & partir d’un certain

n
rang, on a constamment \u, <r, r étant une constante
< 1; divergente si, a partir d’un certain rang, on a

e

N >0 >0,
Car on a, dans le premier cas,
U, << r", S r® convergente,
et, dans le second,
w,> rn, Zr» divergente.

. » . . I
Le premier cas se présentera, en particulier, si \u, tend
’ ?
pour n = x vers une limite { moindre que 1; car soit r une
(uantité quelconque comprise entre / ct I'unité; on pourra

. n.— .
trouver un nombre v 4 partir duquel y'u, différera de ! d'une
quantité moindre en valeur absolue que /— r. A partir de ce

n,—" .
moment, on aura constamment \z'u,, >»r. <

. i .n
On voit de méme que le second cas se présente si yu,
tend vers une limite <<1. =y

303. Lorsque la régle précédente ne s'applique plus, on
se trouve conduit a chercher de nouvelles séries moins rapi-
dement convergentes (ou divergentes) que les progressions
géométriques, pour leur comparer la série donnée.

On peul construire & volonté de semblables séries par les
considérations suivantes :

Soit My, ..., M, une suite de quantités positives crois-
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santes, et telles que I'on ait limM,, = =. La série

(6) Mi+(My—M)+...+(M,—M,_,)+...

sera une série divergente & termes positifs, ou la somme s,
des n premiers termes sera M,.
La série

1 1 L ' + + |—— 1 >+ _2“’.‘4.1— ‘I,.
(H; M, +(M: h Ms) o M, M.,/ Mp M,

sera, au contraire, convergente; la somme s, des n premicrs

1
termes a pour valeur

1 . ..
o — ——— expression dont la limite s
M, M,

I
est E.
Réciproquement, toute série a termes positifs pourra étre
mise sous la forme (6) si elle est divergente, sous la forme (7)
si elle est convergente. Les quantités M,, ..., M, seront dé-

terminées, dans le premier cas, par la condition
M,=s,,
dans le second, par les conditions

— =5 —_—— =,
M, ’ M, M., ’
d’oti I'on tire les valeurs

1 1
M, = -, M, =
1= = e

304. Nous allons montrer que la suite My, ..., M, ...
permet de construire deux systémes de séries en nombre
illimité, 4 convergence (ou & divergence) de moins en moins
rapide, et dont les séries (7) et (6) ne sont que les premiers
termes.

Nous nous appuierons, pour le faire, sur quelques inéga-
lités de la théorie des logarithmes que nous allons établir.

_—

J.— L 19
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Si'x >0, on aura

.2?’
e1:|+x+'—;+...>l+.r,

. y—s
d’od, en posant x = (¥ >3),

Mais on a, d’autre part, sio <z <1,

x? 1
=14+zx+ — ... <14+x4+224+.. < —,
1.2 11—
d’ou, en posant
_v—3
= (r>3),
r—:
e <%.

~

En prenant les logarithmes dans les deux membres de ces
inégalités, il viendra

(8) 'r—;—z < Logy — Logz < V;':

Plus généralement, posons
Log Logx — Log,, Log Logyx = Log,x,
Apz =LogzrLog,x...Log,r.
On aura, si y > s, .
Logy > Logs, RN Loguy > Logys,

Appliquant les inégalités (8) a I'expression
s — Log L08LY
Logy+1y — Logy, 5 = Log Lo_gp,;’

il viendra

Lo — Logus Lo — Loguz
Z08p) — OB S < Log!l+l)"— Lng.+|5 < —__gp‘l):ogp_z Bes,

Loguy
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Faisons le produit des inégalités obtenues en posant suc-

cessivement w =1, 2, ..., m—1; multiplions encore par
I'inégalité (8); il viendra

Y — L Log, 5 < L —=..
(9) b7 v ),< ogmy — Logns ~A,,._.=

305. Ces préliminaires posés, nous pouvons établir le
théoréme suivant :

Tutorkme. — Soit My, ..., M, une suite de quantités
positives satisfaisant aux conditions

My >M, limM, — oo,

et soit o une quantité positive quelconque :
Les séries

EMIH-F"Mn 2 L[rm-l"—M» o
Mu+l MP ’ Mn+| Log MIH-I Logp Mn

PO L
“n-ﬂ \m L’IJ-H LOgP l“

seront toutes convergentes, et les séries

Mu+1 — Mn N_]LH—M,, 2 _Nin-b-l . Mn
M, M, LogM,’ ’ M, A M, ’

seront toutes (lt'vergentes.

En effet, les quantités M?, ...,
demment aux condilions

Mg, ... satisfaisant évi-

Mg, > Me et lim MP = oo,

. Me
la série y —2+L—_—" sorg convergente ( et aura pour somme
Mg, ME

1 . Mn—o-l M,
\T‘:> La série My ME le sera également (297) si le

rapport
a — MnH_Mu . M,PH_'—-M;P‘
T M, Me T TMe Me
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des termes généraux de ces deux séries reste inférieur & une
limite fixe. Il est aisé de voir qu'il en est ainsi; car, si nous

posons, pour abréger,
—n
My

=19

on aura

11— qP’
et ¢ sera positif et < 1. Soit u un entier quelconque, tel que

.1
Pon ait a < 2. On aura

1—q 1 bt
g, — <i4+gt+.. . +g b <.
-
Donc la série
Mn+l- h‘»
Mn-b-ll“?,

est convergente, et I'on sait d’ailleurs que la série

z ( Mn+l - Mn)
est divergente.
En second lieu, les quantités

Log.M,, ..., Log,M,,
satisfont évidemment aux relations

Log,.Mp+1 > Log,, M, li_m LognM, = .

Donc la série
Logn,M,.— Log, M,

LogmM,. Logt M,

est convergente. Or, en appliquant I'inégalité,(g), on voit
que ses termes sont plus grands que ceux de la série

2 Mn+1 _ Mn
Mo Ao Mayy Logm M, Log',‘,, Mp

_2 Mn-H — Mn
T hdMpii An M, Logt M,

m

Celle-ci est donc convergente.
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De 'méme, la série
Y (Logn My — Loga M)
. gty
est divergente, et ses termes sont plus gsaaés que ceux de la

série
Mn+l - Mn .
M, Am—y M,

Celle-ci est donc divergente.

306. Comme application particuliére, posons
M,=1, cey M,=n,

Nous obtiendrons la suite de séries divergentes

! ! "
(10) 2;’ anogn’ ’ Enbogmn’

Posant, d’autre part, M,= n — 1, nous aurons de méme
la suite de séries convergentes

1 1
En(n —1)f’ EnLogn LogP(n — 1)’ T

A cette derniére suite, on peut substituer celle-ci, dont
les termes sont respectivement plus petits et dont la forme
est un peu plus simple,

(11 I 1 1
) EFTP’ anog'*Pn’ R EnA,,,nLogg.n'

On remarquera que, z étant un nombre donné quelconque,
ses logarithmes successifs Logz, Logaz, ... décroitront sans
cesse ct finiront par devenir négatifs.

Si Log,x est négatif, il n’aura plus de logarithme arith-
métique, et les symboles suivants Log,,,z, ... n’auront plus
de sens. Il pourra donc se présenter au début de chacune
des séries types (10) et (11) un nombre limité de termes illu-
soires, suivis d’un terme négatif. Mais on pourra leur sub-
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stituerodes_nombres positifs arbitraires sans altérer la con-
vergence ou la divergence.

307. Les considérations suivantes montrent directement la
divergence des séries (10) et la convergeénce des séries (11).
Elles permettent, en outre, d’assigner deux limites entre les-
quelles se trouve comprise la somme d'un nombre quelconque
de termes consécutifs de chacunc d’elles.

Soit F(n) une fonction de n, dont la dérivée f(n) soit
positive, continue et décroissante, et tende vers zéro pour
n=o. On a, pour les valeurs de x comprises entre n et

n—+u,
J(r)>f(2)>f(r+1)

et, en intégrant de n d n + 1.
n+1
S>> [ f@yde > fir ).

Posons successivement n=v, v+1, ..., v+p—1 et
ajoutons les inégalités obtenues; il viendra

WVrp

f(v)+..'.+f(v+/;—|)>j f(x)dr
>Sf(v+1)+. o+ fv+p).
La somme f(v+1)+ ...+ f(v + p) sera donc comprise
entre les deux nombres fixes
v+p
f f(.l:)tLl?::F(v-!—[))—F(v)
el

[ " @y dz + f(v -+ p) — SO,

Soit en p'arl.iculier

F(n)=Logn, d’otr f(n):,%;
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posons en outre v —1, nous voyons que la somme

g bt o
g+

1
2 Tp+1

est comprise entre Log(p + 1) et Log('p +1)—1.
Si v tend vers o, f(v) et f(v + p) tendant vers zéro, on

aura

lim[f(v+|)+...+f(v+p)]=li_m

V=

v+p
S(z)dz.

v

Pour que la série = f(n) soit convergente, il faut et il
suffit que le premier membre de cette égalité soit nul quel
que soit p. La condition nécessaire et suffisante pour la con-
vergence est donc que l'intégrale

V4p
f f(x)de=F(v+p)—F(v)

tende vers zéro ou, ce qui revient au méme, que F(n) tende
vers une limite finie pour n = .

308. Cela posé, les fonctions
Logn, Log,n, ..., Log,.n,
qui ont respectivement pour dérivées

1 1 1
= = 3 ey )
n nlLogn nA,n

deviennent infinies pour n= . Don¢ les séries (10) sont
divergentes.
Au contraire, les fonctions
n—? Log—fn Logfn
=y )y ey —————
- 4 —e
qui ont pour dérivées

1 1 1
— ey ey —
n'*?"  nLog'*fn nAynLogln
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s’annulent pour 'n = . Donc les séries (11) sont conver-
gentes.

309. La remarque suivante fournit un second procédé
pour juger de la convergence d’une série a termes positifs
par comparaison avec une autre série de méme nature.

La série v, est convergente si, pour toutes les valeurs
de n non inféricures au nombre fixe v, on a

Vn - U,

A =",
Yn+1 " Unsy

la série Su, étant convergente.
Elle est divergente si, pour n3v, on a

Ya - Un

. < ’
Pn+1 Un+y

la série Zu, étant divergente.

On a, en effet, dans le premier cas,

Oy - Pyiq _ =VYn -
P S>>
Uy 7 Uyyy Up

Donc, 4 partir du rang v, la série Z¢, aura ses termes au plus
. (2

égaux a ceux de la série convergente ;llZu,.; elle est donc
v

elle-méme convergente.
La seconde partie du théoréme s’établit de méme, le sens
des inégalités étant changé.

310. Si I'on suppose que Zu, soit une progression géo-
métrique de raison r, on aura la proposition suivante :

La série v, sera convergente si, pour n3v, on a con-

stamment

[ 1 .
> - r etant <1
Yn+1 r

Cn

(et en particulier si tend vers une limite | > l).

n+1

.
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Elle sera divergente si, pour n3v, on a constamment

Yn

1
<;a r étant >1

Yr+1

Vp

(et en particulier si tend vers une limite 1 < l) .

n+1

311. La considération des séries (10) et (11) conduit & des

régles plus précises. Pour les formuler, calculons pour cha-
ull

cune de ces séries la valeur approchée du rapport > en

Up+y
y négligeant les termes d’ordre plus élevé que n-L’

On a, avec cette approximation,

pele—n 1

n41) nP ne—t4 ..
( ¥ _nP+o —r .

np ne n 2

Log(n +1) —Logn + Log(l + ;1-)

= Lo n+£
_‘g 7

= Logn (1 !
=08 +nLogn ’

1
Log,(n +1) = Log,n + LOg(I + n Logll>

]
= Log,n -+ ;;r()g—'l

1
_Log,n<1+ n A,n)’

................................

et généralement

Logm(n +1)= Log,,,n(l + nhon

— P -
Logl (n+1)= Logfnn(l + nA,,,n)
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..............

(n+0)Ap(n4+1) 1 T ) 1
nA,n —_(l+l—l> <l+r_1‘[:(;g—n, '“(l-*_nA,,,n)

]
=l = ———— . ’
n  nLogn ni,n

(n41)t+P 1+p (14p)p
ni+p =+ n + ant

(rn+1)\,(n41)Logl,(n+1)
nA,,nLogln

1 1+p
—_— .
nLogn ni\,n

I
=14 - +
n

Telles sont les valeurs du rapport “—l::_a pour les séries (10)
et (11). La premié¢re de ces valeurs seule est exacte. Les
autres doivent étre complétées par un reste de la forme ?—l'i,»
0, étant infiniment petit pour n = .

312. Cela posé, une série Zv, sera divergente si, & partir
de n =v, on a constamment

Vn 1
1+ =
< n

Y+t

ou, plus généralement,

Cn

Vn+1 nA,n

z 1+'+ -+ ' A
< n o _ll”

\étant une quantité positive fixe.
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En'effet, 4 1a comparant a la série (10) correspondante, la
différence
Vn Uy A+0,

Y+t Upry n?

Al

finira par devenir négative, 6, étant infiniment petit.

Au contraire, Zv, sera convergente, si l'on peut trouver
une quantité positive 2 telle que I'on ait, a partir de n =7,
- 1+ )

n_=, +

; >
Ca+t n

ou, plus généralement,

[ 1 1 1+ A
Tl = A —— 4.+
[ n nLogn n\,,n

En effet, comparons la série ¢, a la série correspondante
Xun, formée avec une valeur de p moindre que i. La diflé-

rence
i u, _ A—p 0,

Vet Uppy ~ NAun n2

prendra, pour de grandes valeurs de n, le signe de son pre-
mier terme, qui est positif.

313. Lorsque le rapport %’— est développable suivant les
n+1

. .y 1 s . H
puissances enticres de - (ce cas est & peu prés le seul qui

se présente dans la pratique), les régles précédentes permet-
tent de décider, dans tous les cas, s’il y a ou non conver-

gence.
Soit, en effet, en s’arrétant aux termes du second ordre,
¢ 0’
2 — a4 _p. -+ _';,
Cn4 n n

b, restant fini pour n = .
Si 2 <1, 0oua=1, Bz, ily aura divergence; car, en
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comparant la'série 2¢, a la suivante

]
2“" :2 nlogn’

qui est divergente, on aura

v u —1 1 0 —0
2 =21+ B — + 2= 2
L Upyy n nlogn n

)

et le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de n’,™~
donne son signe a cette expression, sera négatif.

Au contraire, si @ > 1, oua =1, 8 > 1, il y aura conver-
gence; car, en comparant la série Z¢, a la série convergente

I
=Y i

on aura
¢ u —1 1+ 0, —86
"__"_:z—u-e-p — P+",",
Cpen Upoy n nLogn n

expression qui, pour n suffisamment grand, sera positive,
car son terme principal est positif.

314. Voici une derniére régle de convergence, due a
M. Kummer :

[

Si, pour n 5 v, on peut mettre le rapport o sous la
n+1
Jforme
On __ €hag+2
—_— )
Cr+1 €n
7 o oy 7 o, o
2y €y, ..., €ny ... désignant des quantités positives quel-

- conques, la série 2o, sera convergente.

On a, en effet,
¥n€n— VYn+1€n+1

Cppg =
n+1 o

Ajoutons les équations obtenues en donnant successivement
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a n les valeurs v, v + 1, v+ p — 1, il viendra

Vyvey— VvypCyip VyCy
—_— 7 < —_——

Oyprt .o VOypp = "

Donc la somme du premier membre tend, pour p = x, vers

une limite au plus égale a -v"—:!-

315. Seéries A pousLe sens. — On considére parfois des
séries telles que

(12) ..U+ U U Uy U+,

formées d'une infinité de termes s’étendant dans les deux
sens & partir d’'un terme central u,. La somme s d’une sem-
blable série sera, par définition, la limite de la somme

Sn= (U~ ...+ Ug+...+ U,),

lorsque m et n tendent tous deux vers «, sans étre liés par
aucune relation. S'il existe une semblable limite, la série sera
convergente. Pour cela, il est évidemment nécessaire et suf-
fisant que les deux séries partielles

U+ ...+ U+ .. €l Uy Uy ..

soient convergentes séparément.

La série (12) sera absolument convergente si ces deux sé-
ries le sont. On pourra, daus ce cas, altérer a volonté I'ordre
des termes sans changer la somme de la série; les écrire, par
exemple, dans I'ordre suivant

Ug+ Uy U_y AU+ U_pg+. ..,

de maniére a n'avoir plus qu’une série ordinaire.

Pour former le produit de deux séries de l'espéce (12),
lorsqu’elles sont absolument convergentes, on n’aura évi-
demment qu’a former les produits de leurs termes deux &
deux; les termes ainsi obtenus, écrits dans un ordre quel-
conque a la suite les uns des autres, formeront une nouvelle
séric, égale au produit cherché.
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316. Seémies murTipLEs. — Soit 4, ,,,... un systétme de
quantités, distinguées les unes des autres au moyen de plu-
sieurs indices m,, m,, ..., dont chacun peut prendre une
infinité de valeurs entiéres (par exemple, toutes les valeurs
entiéres et positives).

On peut, d’une infinité de maniéres, écrire ces Yermes a la
suite les uns des autres et former ainsi une série ou chaque
terme figure 3 un rang déterminé, sans qu'aucun d’eux
soitomis. (On peut, par exemple, en désignant par e,, e, ...
une suite quelconque d’entiers croissants, écrire d’abord,
dans 'ordre qu’on voudra, ceux des termes t,,, ... en nombre
limité, pour lesquels [m,|+|ma|—+... Z ey, puis ceux, en
nombre limité, ol cette somme est > e,, mais Z e;, et ainsi
de suite.)

Une série ainsi formée

V=04 0g4+...4+ 0p4...,

dont les termes successifs ne sont autres que les nombres
U,n,m,... écrils dans un certain ordre, représentera pour nous,
si elle est convergente, une valeur de la série multiple

Uy m,...-

my, my,...

Toutes les séries V se déduisant de 'une d’elles V' par le
changement de I'ordre de ses termes, on voit (291-292) que,
si V' est semi-convergente, la série multiple admet une infi-
nité de valeurs différentes. Le symbole 2u,, ,, . n’'acquerra
donc un sens précis que lorsqu’on aura fixé 'ordre dans le-
quel les termes devront étre successivement ajoutés.

Au contraire, si V' est absolument convergente, la série
multiple n’aura qu'une valeur unique (289). Nous dirons,
dans ce cas, qu'elle est absolument convergente. La série
plus générale 2a,, ,, . U, . le sera également, si les mo-
dules des multiplicateurs a,, ,,, . ne surpassent pas un nombre
fixe (297). Enfin, on obtiendra le produit de deux semblables
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séries en multipliant leurs termes deux a deux et ajoutant
dans un ordre quelconque les produits ainsi obtenus.

317. Considérons en particulier la série 4 termes réels et
positifs

1
13 S=
(13) E(m}+m;+...+m,’,)°‘
(ot I’on exclut le terme correspondant a my =m,...=mp=o,

qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera con-
vergente.

Soit z un entier positif quelconque. Le nombre des sys-
témes de valeurs de m,, ..., m, dont la valeur absolue ne
surpasse pas z est évidemment égal A (22 -+ 1)". Si nous
excluons ceux de ces syslémes ou my, ..., my sont tous < x
en valeur absolue, il en restera

(2z +1)*— (2ax —1)*=nzrz"14...,

Soit S; I'’ensemble des termes de S qui correspondent aux
systémes restants. Chacun de ces termes esL évidemment com-

I
pris entre les deux limites suivantes — et ——-; on aura
(n.z:’)“’
donc
natpn—t4 ., =g =1 natxr 4. ..
I > 7% > pa 2% )

On a d’ailleurs, évidemment,
S=8,+...+Sz+..
et, par suite,

T:S

1
pril

Vil

en posant, pour abréger,

i a"x"" +.

S sera donc convergente ou divergente en méme temps que T.
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Mais on peut-évidemment écrire

r—=ew

A,
T=2;m’

r=1

A, tendant pour x = oo vers la limite constante na”. Pour
que T soit convergent, il sera nécessaire et suffisant que la

série
I
ra—n+1

le soit, ce qui donne (306) la condition

20> n.

318. Ce résultat peut étre généralisé comme il suit :

Soient ¢ une fonction continue homogéne de degré 2« des
indices m,, ..., m,; ¢ une fonction des mémes indices, de
degré inférieur & 2a.

Si la fonction 9 est de telle nature qu'elle ne s’annule pour
aucun systéme de valeurs réelles des variables m,, m,,
(le systéme o, o, ... exceplé), la série

2

(ou I'on exclut de la sommation les termes pour lesquels on

o

aurait ¢ + ¢ = o0) sera convergente si a> %, divergente
siazl.
2
En effet, donnons successivement aux variables m,, m., ...
tous les systémes de valeurs réelles qui satisfont  la condition

mi+mi+...=1.

Les valeurs correspondantes de ¢ seront évidemment finies
et de méme signe, car © ne pourrait changer de signe qu’en
s’annulant.

Soient K la plus grande de ces valeurs, & la plus petite.
Le rapport des fonctions ¢ et (m}+-...+ m})* restera com-
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pris entre K et & pour tous les systémes de valeurs que I'on
considére. D’ailleurs ce rapport, étant une fonction homo-
géne et de degré zéro de m,, ..., mn, ne dépend que des
rapports mutuels de ces quantités; il sera donc toujours com-
pris entre K et 4.

D’autre part, ¢ étant de degré << 2« par rapporta my, ...,
m,, son rapport a (m}—+...+ m})* tendra vers zéro si les
variables m,, ..., m,, ou seulement quelques-unes d’entre
elles, croissent indéfiniment; car ce rapport est moindre que

—’;‘%; » m, désignant la plus grande en valeur absolue des quan-

tités my, ..., my, et ce dernier rapport tend évidemment
vers zéro.
On aura donc

o+ =Ap, m(mi+...+m})%,

A,. .. .m, élant une quantité finie, comprise pour des valeurs
suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes,
.. . 1
voisines de K et de 4. La sénez
_ P+
gente ou divergente en méme temps que la série S, consi-
dérée tout a 'heure.

sera donc conver-

319. Comme application, considérons la série

1
a— PaVES
(20ymy + 2wgnts+ 5)

ol 20, =a +a"i, 2w,=b'4b"{, 3 =134 5"{ sont des
quantités complexes et « une quantité positive. La série des
modules a pour terme général

1 1
- = ’
3 e+

[(a'my+ b'my+ 3') + (a"my + b"my + 3")?]

en posant

9 = [(a' m;+ b'm,;)*+ (a"m, + b" m,)*]%.
J.— L 20
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La fonction ¢ est continue ct homogéne de degré «. Enfin,
elle ne s’annulera que si m, = m,= o, pourvu que le déter-
minant a'b" — b'a” soit différent de zéro.

On voit donc, en appliquant le théoréme précédent, que
la série sera absolument convergente si a>>2. Elle sera
divergente, ou semi-convergente, si 2 3 2.

320. Propurrs iNFINIs. — Soient, comme précédemment,
Upy Ugy ooy Upy .

une suite indéfinie de quantités. Formons les produits suc-
cessifs
I, = u,,
.
I, = u,u,...u,,

...............

Si n augmente indéfiniment, il peut se faire :

1° Que ces produits successifs ne tendent vers aucune li-
mite déterminée;

2° Qu'ils tendent vers oo}

3» Qu'ils tendent vers une limite finie II.

On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini

Uylty. .. U,. ..
est convergent et a pour valeur II.
321. Nous admettrons, pour plus de généralité, que u,, ....
Un, ... puissent étre complexes. Soit, en général,
Up=@an+ bl =pp(cOsa, + isinz,).

Le produit II, aura pour module p,...p, et pour argument
oy +...+ 2.

Deux cas de convergence seront & distinguer suivant que,
pour n = oo, I, tend vers zéro ou vers une limite diffévente
de zéro.
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Le premier cas se présentera, quels que soient les argu-

ments, si 'on a
limp,...p5,=0,
ou, ce qui revient au méme,
lim Logp,...p,=lim(Logp,+...+ Logp,) =— c.
Ce cas se reconnaitra donc a ce caractére que la série
Logpy+...+ Logo,+. ..

est divergente et a pour limite — oc.

322. Supposons, au contraire, que II, tende vers une quan-
tité fixe différente de zéro, ayant P pour module et A pour
I'un de ses arguments. Il faudra évidemment pour cela que
'on ait

Logps;+...+ Logps = LogP +R,,

’

4L +...+2,=A+4+2k,m+R,,

kn étant un entier et R,, R, des quantités qui lendent vers
zéro pour n = . Dailleurs les arguments a,, ..., a,, n’étant
déterminés chacun qu’aux multiples prés de a=w, pourront
étre choisis successivement de maniére a faire évanouir les
entiers k,, de sorte que les deux séries

(1% Logp;+...+ Logpa+...,
(15) R T o 70 S

soient convergentes (leurs sommes étant LogP et A).
Au lieu de la série (14), il sera souvent plus commode de
considérer la série

(16) Logp} +...+ Logp +...,

qui s’obtient en doublant tous ses termes.

Si les séries (15) et (16) sont absolument convergentes, il
en sera de méme du produit I, dont la valeur sera évidem-
ment indépendante de 'ordre des facteurs. Il en dépendra,
au contraire, et sera semi-convergent, si l'une ou I'autre des
deux séries est semi-convergente.
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Une condition nécessaire, sinon. suffisante, pour la con-
vergence des séries ci-dessus est que leurs termes tendent
vers zéro pour n =oo. Il faut pour cela que o} tende vers
P'unité et «, vers zéro. Mais on a

1 _ 2 2 —
pa=au + b3, 2, — arc
a,

COS — -
Pn

11 faudra donc que a, tende vers 'unité et b, vers zéro.

323. Tutorime. — Pour que le produit
N=uy...u,...

soit absolument convergent vers une limite différente de

zéro, il faut et il suffit que la série
s=(uy—1)+...+(up,—1)+...

soit absolument convergente.

En effet, la convergence de cette série, comme celle du
produit, exige évidemment que I'on ait

lima, =1, limb, = o, limp, =1.
Cela posé, les expressions

Logpi _ Log(1+pi—1)

P’—'z T =1—4(—1)—...
n n
et
arcsinﬁ'
I
by b

tendront évidemment vers I'unité pour n = . Ces facteurs
seront donc, a partir d’un certain rang, inférieurs a une li-
mite fixe, et il en sera de méme de leurs inverses. Donc les
séries (14) et (15) seront absolument convergentes en méme
temps que les séries plus simples

| J—
Bt Logpi= Y (A — 1) = Y (ah+ b} —)
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Zb_,, 1, :26,,.
zIl

Mais si la sériezb,, est absolument convergente, il en sera

et

de méme de la série Zb,’,, dont les termes ont des modules
moindres, au moins & partir d’un certain rang. D’autre part,

la série z(a,’, — 1) peut s’écrire

z(au"" l) (an'_ ‘)

et sera absolument convergente en méme temps que la série
z(a,, — 1), puisque le facteur @, + 1 tend, pour n = o, vers

une limite fixe égale 4 2. Donc, pour que I soit absolument
convergent, il faut et il suffit que les deux séries

z(a,,— 1) et Eb,,

soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au méme,

que la série
E(a,,—— 14 0,0) :z(u,,-— 1)

32%. Considérons, comme exemple, le produit

A
ﬂ:<|+?‘1)...<|+%)....

Il sera absolument convergent si, « étant > 1, les coeffi-
cients A,, ..., A, ... ont leurs modules inférieurs & une
limite fixe M. On aura, en effet,

A
2|u,.—l|::2|—n{‘—| <M2#,

1
etzﬁ est convergente, comme nous l'avons vu.

le soit.
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Le contraire aura lieu si 221 et si Ay, ..., A,, ... ont
leurs modules supérieurs a une limite fixe.

325. Comme application, considérons I'expression

1.2...(n—1) -

l](ll,?:):;(:_'_l)'_.(;.g_n—l)n.

Soit I'(z) la limite vers laquelle elle tend pour n = c0. On
aura évidemment I'(3) = oo si z est un entier négatif, car, a
partir de la valeur n = — 5 + 1, toutes les fonctions I(n, 3)
auront un facteur nul au dénominateur.

Pour toute autre valeur de z, I'(z) aura, au contraire, une
valeur finie et déterminée. En effet, on peut évidemment
écrire
n(3,s) M(n+1,3)

T(z)=10(2, ) N(3,5)  N(n,3)

ooy

etil ne reste qu’a prouver la convergence de ce produit infini.
Orona

Mn+1,3) _ n (n+1)>
v NW(n,3) T n43  nd
s(zs—1 A
:l-{———’)-}-...:l—i——:)
an n

.. (s —1I
A, tendant, pour n = oo, vers la limite fixe —gT——) Le pro-

duit est donc absolument convergent.

326. On a parfois & considérer des produits infinis dans
les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction
ne peut plus offrir aucune difficulté.

IV. — Séries de fonctions.

327. Si une série
S= U4+ Us+. ..+ Up+...

dont les termes sont des fonctions d’une ou plusieurs va-
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riables z, y, ... est convergente pour tous les systémes de
valeurs de ces variables constituant un certain domaine, elle
représentera dans ce domaine une fonction de z, y, ....

La convergence de la série sera uniforme, si I'on peut,
quelle que soit la quantité positive ¢, déterminer un entier v,
indépendant de z, y, ... et tel que, pour 2 > v, on ait tou-
jours

|s—s,| <.

Les séries uniformément convergentes peuvent, & beau-
coup d’égards, étre assimilées aux sommes formées d’un
nombre limité de termes, ainsi que le montrent les théo-
rémes suivants :

328. Tutorime I. — Une série uniformément conver-
gente, dont les termes sont des fonctions continues de x,
Yy --., est elle-méme une fonction continue.

Posons, en effet,
s=sa+ R.

Changeons z, y, ... en z + Az, y + Ar, ...; soient As,
Asy, AR les accroissements correspondants de s, s,, R; on
aura
As — As,+ AR =4As,+~ R+ AR — R;
d’ot
|As| Z|as,| + |R+AR| —|R].

La continuité étant supposée uniforme, on pourra prendre

n assez grand pour que |R + AR| et | R| soient moindres

qu’une quantité positive quelconque %

Lec nombre n ayant é1é ainsi choisi, s,, qui est la somme
d'un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On
pourra donc assigner une quantité ¢, telle que si |Azx|,

[Ay ], ... sont <38, |As,] soit < -:-} On aura alors
[As] <e,

ce qui démontre la continuité de s.
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329. ‘Tatoreme II. — Une série uniformément conver-
gente
ST Uy Uy,

et dont les termes sont des fonctions intégrables dans un
domaine borné E, est elle-méme intégrable dans ce do-
maine; elle a pour intégrale la série

S u,de+...+S u,de~+...,
E £

laquelle sera uniformément convergente.

En effet, décomposons E en éléments infiniment petits
de,, ..., dex, .... Soit Oy 'oscillation de s dans I'élément
dex. 1l faut prouver que £Oj; dex tend vers zéro en méme
temps que I'étendue des éléments.

Posons encore
s=s,+ R,

et soient O, wy les oscillations de s, et de R dans I'élément
dey. On aura évidemment
042 O + vy,
d’ou
20, de; p 20, dey+ Swidey.
On peut, par hypothése, prendre n assez grand pour que
R soit constamment moindre en valeur absolue qu’une quan-

tité positive quelconque e. Son oscillation w; sera dés lors
moindre que a¢, et I'on aura

Swidep<<aeXdei< 2cE.

Le nombre n étant ainsi choisi, s, étant la somme d’un
nombre fini de fonctions intégrables sera intégrable ; on
pourra donc assigner une quantité 3, telle que si de,, ...,
dej sont tous < 3, 2O, de; soit < . On aura alors

204 Az <e(2E +1),

quantité qui tend vers zéro avec ¢; donc s est intégrable.
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Son intégrale sera donnée par la formule

Sss de = Sts,, de + SER de

:S:fc',de +...+ S:;',.de+SBRde.

Il ne reste plus qu'a montrer que, si n lend vers oo,
S R de tend vers zéro, et cela uniformément.
E

Or, on peut, par hypothése, déterminer un entier v tel que,
si n>v, |R| soit constamment moindre qu’un nombre po-
sitif quelconque ¢. Mais alors

SER de

quantité qui tend vers zéro avec ¢.

Z¢E,

330. Tatorime IlI. — Si la série
s(z)= fi(®)+...4+ fa(®)+...
est convergente, et la série
’ o(2) = fi(Z2) +...+ fa(@) +...

uniformément convergente dans l'intérieur d’un do-
maine E; si, de plus, les fonctions f(z), ..., fa(®), - -.
sont continues dans l'intérieur de E', s(x) admettra dans
Uintérieur de E une dérivée, égale a s(x).

Soient, en effet, z un point quelconque intérieur a E;
@ un autre point, assez voisin de z pour que tous les points
de I'intervalle az soient encore intérieurs & E; o(z) sera
intégrable de @ 4 z; et 'on aura

/‘rc(t)dt_—_frf,'(t)dt+...+frf,;(t)dt+...
=fi(z)— fi(@) +...+ fa(2) — fa(a)+...

=s(x) —s(a).
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Le premier membre admet une dérivée, égale a o(x); donc
il en est de méme du second; s(a) étant une constante, s(x)
aura une dérivée, égale a o(z).

331. Tutorime IV. — Soit
$(3)=[1(3)+...+ fa(s)+...

nne série convergente dont les termes soient, dans un cer-
tain domaine, des fonctions synectiques de 3. Si la série

o(3)=fi(8)+...+ fn(z)+...

est uniformément convergente, s(z) sera dans ce domaine
une fonction synectique de s, ayant pour dérivée o(z).

La démonstration est la méme que pour le théoréme pré-
cédent.

332. L’uniformité de la convergence, admise dans les rai-
sonnements précédenls, est une condition essentielle pour
la validité des démonstrations.

Voici, en effet, quelques exemples ou, cette condition
n’étant pas remplie, nos théorémes se trouvent en défaut :

1° Considérons la série s qui a pour terme général

Up=ax (1— z?)"-1.

Pour x = o, elle se réduit a zéro. Pour les autres valeurs de
 comprises entre — 1 et + 1, s est une progression géome
Lrique convergente, et a pour valeur

1

;’
quantité qui tend vers oo si z tend vers o. La série s est donc
discontinue pour z = o, bien qu’'elle soit convergente el
que ses termes soient des fonctions continues.

Ce résullat s’explique en remarquant que la convergencc

n’est pas uniforme. Soit, en effet, s, la somme des n pre-
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miers termes de la série. On aura

1 — xt)n
§—Sp—= ,,=(——x ),

et, quel que soit n, on pourra toujours trouver une valeur de
z assez petite pour que R, soit plus grand que toute quan-
tité donnée ¢.

2° Considérons la série

S=uy+...+UH+. ..,

ol
u,— re*, ce ey U= nzxe"*'—(n—1)xer-17,

La somme s, des n premiers termes est égale 3 nze="=" et
tend vers zéro, quel que soit z, pour n = co. La série a donc
pour valeur zéro, quel que soit z.

On a, par suite,
b
f sdx = o;
0.
M ]
mais, d’autre part,
b b Lot .
spdr = | nrxe"dr=— - | der*'=— -[e"*"]}
o 0 2 [ 2 ’

= i[. — )

b
. 1
lim s,da: —= -
n=eJ, 2

Le théoréme II est donc en défaut pour cette série.
Cela tient encore a ce que la convergence n’est pas uni-
forme. En effet, on a

et, pour n =x,

s—sp,=R,=— nxen=
. 1 . .
et, si 'on pose x = 77 il viendra
n

n_1
anlzs/—e_;‘e“
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[Vest donc impossible de choisir » de telle sorte que, pour

toute valeur de z, | R, | soit <, dés que ¢ sera < %

333. Considérons encore, avec M. Weierstrass, la série
F(z) =2 b" cosarnx,
[]

ol b esL une constante posilive <1, et @ un entier impair
>1.

Cette série est uniformément convergente; car, si I'on dé-
signe par F,(z) la somme des m premiers termes, par R, le
reste, on aura

| R[S b b+t 2

1— b’

quantité indépendante de z et qui tend vers zéro pour
m = .
Si ab <1, F(x) aura pour dérivée la série

F'(z)= —2 a*b*rsina™*nx,
0

car cette derniére série sera aussi uniformément conver-
gente.

Nous allons montrer, au contraire, que, si ab surpasse
un certain nombre fixe, F(z) n’aura pas de dérivée.

On peut évidemment écrire

atr — [ T Em,
o, étant un entier et £,, une fraction comprise entre — 1 et
~+ 3. Posons
h— €m— Em ,

am

em étant égal & 1. La quantité

ar(x+h)=1a,+ e,
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sera un entier. D'autre part, & aura le signe de ¢n, et son

. 3 , .
module sera au plus égal 4 —; donc 4 tendra vers zéro si
2a™

m croit indéfiniment.
Considérons I'expression

F(z+h)—F(x) O b*[cosa®(z + h)n — cosa”zx]
h _2 h )
0

Soient S, la somme de ses m premiers termes, Ry le reste.
On aura

h

m—1 x+h
:2 [-- “a;bnf sina"ntdt]
0 x

et, par suite,

m—1
S __2 b*[cosa*(x + h)= — cosa"xx]
m =
0

m—1

- wa® br
ISa12 Y " 141
o
m—1
_ _n(ambm™—1) 1:
;_Eﬂa"bnz ( ab—1 Sab—i anbr.

o

Passons a la considération de R,. Pour nSm, on aura
(a et e, étant impairs)

cosa®(xr + h)rm=cosa "™ (e, + €,)% = (— 1)%=*,
cosazxw =c08a@" " (ap~+ Em) T = (—1)%*=cosa” "f,n

et, par suite,

R, = (—_'lz_a'_'ﬂzbn(n + cosar—mE,, ).

La quantité sous le signe Z a tous ses lermes positifs,

D’ailleurs, le premier de ces termes, om(a +cosE,,.1c), est
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o T ~ .
;b"‘; car, E,,,'n étant compris entre — 3 et 3’ son cosinus ne

peut étre négatif.
On aura donc

_bm _2a
|le§m'§§a"‘b”"

et R,, aura, d’ailleurs, le signe de (— 1)#=*'e,,.
Si donc on a

2 = - 3=
§>:lb_——l’ d’oi ab>l+T)

on aura

R |>]Sml,
F(r+h)—F(x)|_ _ (2
( ,3 {(x) ;lRmI—"ISmlg(g’_ab:;)"mbm,

quantité qui croit indéfiniment avec m.

D’ailleurs, Flz+ hl:—F(a:) a, ainsi que Rp, le signe de

(—1)%=*'en, et comme on peut, pour chaque valeur de m,
se donner arbitrairement le signe de e, on voit qu’on pourra
F(x +h)—F(2)
h

ou négatif, ou lui faire parcourir une suite de valeurs de
signes différents et indéfinimenl croissantes, . tendant tou-
jours vers zéro.

On voit, par I'exemple qui précéde, qu’il existe des fonc-
tions continues n’ayant de dérivée pour aucune valeur de
la variable.

a volonté faire tendre vers l'infini positif

334. La fonction précédente F(x) n’est bornée dans au-
cun intervalle.

Soit, en effet, cd un intervalle quelconque. Soient ;Lm,

Bt LB

Y . . 1
— — celles des fractions de dénominateur —m qui

sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons 4 x la
série de ces valeurs intermédiaires entre ¢ et d, la variation
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totale T correspondante sera

Y—1
B B+i+1 B+
[7(a) —reol+ X[r(Fa) -7 ()
0
B+y
+|F(d) - F(Tm—)l

el sera au moins égale & vy, 1 désignant la plus petite des
quantités

|F<(3+ i+ l) _F<B+ t)l

am a"l

Or on a, par hypothése,

pa_ml<c, Bry+:

d’ou
d—c<Y—;;TZ, y>am(d—c)—a.

D’autre part, nous avons vu, dans le numéro précédent, qu’'en
posant

em—E&
amz =, + &p, h= _m‘a,,,_”"

on avait

F(x +-h)—F(x 2 T

(z +h) ()g__ ambm,
h 3 ab—
Faisant, en particulier, §n=10, ex=-41, an=03+ ¢, d’olt
_ B+ | S

=" h = e il viendra

o) -F ()

On aura donc

= 2__ T m
><3 ab—:)b )

2 n
T=(2 - _ % _\pm[am(d —c)— 2]
> (3 ab — 1>b [a™( ) ]

Si nous faisons croitre m indéfiniment, b étant <<1et ab>1,
cette expression croitra indéfiniment, ce qui établit notre

proposition.
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d'w0. L'expression
[Anr|
sera croissante avec r, et trois cas seront & distinguer :

1° La condition (1) n’est satisfaite pour aucune valeurde r.
Ce cas se présentera, par exemple,siA,=1.2...n. S'il en
est ainsi, S ne convergera pour aucune valeur de z, autre
que a.

2° La condition (1) est au contraire satisfaite pour toute
valeur de . Dans ce cas, 7 et par suite p pouvant étre choisis
aussi grands qu’on voudra, S sera convergente et définira
une fonction synectique dans tout le plan.

Une semblable fonction se nomme une fonction entiére.
Telles sont, par exemple, les fonctions e, sins, coss.

3° La condition (1) est satisfaite pour des valeurs suffisam-
ment petites de 7, mais ne I'est plus pour les valeurs suffi-
samment grandes. Ces deux classes de valeurs sont séparées
par une valeur frontiére R.

Tragons autour du point @ comme centre, un cercle K de
rayon R, auquel nous donnerons le nom de cercle de con-
vergence.

Si s est extérieur 4 K, on aura [5 —a| >R, et la série
sera divergente.

Si 5 est intérieura K, on aura | s — a | < R et, en choisis-
sant deux quantités p et r telles que 'on ait

|s—alZp<r<R,

on voil que la série scra convergente. La fonction qu’elle
représente sera d’ailleurs synectique dans tout cercle décrit
du point @ comme centre avec un rayon p moindre que R.

Enfin, si z est sur la circonférence de K, S pourra, suivant
les cas, étre convergente ou non.

La fonction synectique f(5) représentée par une série S de
puissances entiéres 5 — a dans I'intérieur de son cercle de
convergence se nomme un élément de fonction analytique.
Nous dirons, pour abréger, que le point a est le centre de
cet élément et que R est son rayon.
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338. Si A, est nul, f(3) s’annulera pour 5 =a, et I'on
dira que ce point est un 3éro de f(s). Ce zéro sera d'un
degré de multiplicité m, si An, est le premier des coefficients
de la suite Ay, A,, ... qui ne soit pas nul.

On aura dans ce cas

SG)=G—a)"[A,+Apn(s—a)+...]

et 'on pourra déterminer une quantité 3§ telle que, si
0 <|3—a| <34, on ait toujours f(3) 2 o.
Nous avons vu en effet qu’il existe deux quantités M et r

telles que I'on ait

oM
| An I < ﬁ
et, par suite, si |5 —a|<r,

I Am+l(3 - a) -+ Am+x(: '—'a)’-’—...l

E('s"”|+"—“"+...)

rm r r?
_M/ |s5—a)
Sre\r—|s—a

Cette quantité décroit avec |5 — a|[; si donc on déter-
mine & par la condition

Al

M 3
3

rmor 3

lAml—:'

on aura pour les valeurs de | 5 — a| inférieures a ¢
LSS5 —al™[|Am|—Amn(s —a)+...[]>o0,

339. Tutorkme. — Soit f(3) une fonction synectique
de 5 définie dans Uintérieur d’un contour fermé et con-
tinu C. Les points de Uintérieur de ce contour pour les-
quels f(3) prend une valeur déterminée \ sont nécessaire-
ment isolés, si la fonction f(3) ne se réduit pas a la
constante \.

On peut supposer pour plus de simplicité A = o; car, s'il
était différent de zéro, on n’aurait qu’a raisonner sur la
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fonction f(3) — A, qui est définie dans le méme domaine
que f(z). -

Supposons donc qu'il existe dans l'intérieur de C un
point @, qui soit la limite d’une suite de points a,, a3, «..
pour chacun desquels f(5) s’annule. Soit 6 un autre. point
quelconque intérieur a C. On peut joindre les points @ et b
par une ligne polygonale L située dans l'intérieur de C.
Soit ¢ une quantité moindre que la plus courte distance de
L et de C. Partageons la ligne L en arcs partiels aa,, ...,
@kQryy, «.. dont chacun ait une longueur <e.

Si de I'un des points a, a,, ..., par exemple du point a,,
comme centre, on décrit un cercle de rayon ¢, la fonction
Jf(3) sera représentée dans I'intérieur de ce cercle par la série
de Taylor

SGY=f(ar)+(s—ax)f(ai) +...,
el ce développement sera valable sur les arcs ax_,ax et
@) @xyy» qui sont contenus en entier dans ce cercle.
Considérons le premier développement, relatif au point «,

JGE)=fla)y+ (s —a)f'(a)+..

Si Pun des coefficients f(a), f'(«), ... n’était pas nul, on
pourrait, comme on I’a vu au numéro précédent, assigner une
quantité ¢ telle que f(5) ne s’annulat pour aucune valeur
de s pour laquelle on aurait o <|s —a| < 8, ce qui est
contraire A la supposition que a est la limite d'une suite de
points pour lesquels f(s) s’annule. Donc f(a), f'(a), ...
seront tous nuls, et 'on aura f(3)=o tout le long de

I'arc aa,.
Mais a, sera la limite d’une suite de points de cet arc;

on verra donc, par le méme raisonnement, que tous les coef-
ficients du second développement

S =f(a)+(—a) f'(a)+...

s'annulent, et que f(s) est nul tout le long de I'arc @, a,.
Continuant ainsi, on voit que f(3) doit s’annuler tout le
long de L et en particulier a4 son extrémité b, laquelle est,
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par hypothése, un point quelconque de l'intérieur de C.
Donc f(z) est nul dans tout ce domaine.

340. Corollaire. — Soient f(z), fi(z) deux fonctions
synectiques respectivement définies dans I'intérieur de deux
contours fermés C, C, qui se coupent mutuellement en deux
points. Si dans la région D, intérieure 4 la fois a C et 4 G,,
les deux fonctions f(3) et f,(z) sont égales autrement
qu’en des points isolés, les relations

F(s)=/f(zs) dans I'intérieur de C,
=f1(3) dans l'intérieur de C,

définiront une fonction synectique F(3) dans tout l'inté-
ricur de la région du plan entourée par ces deux contours.

On doit remarquer que F(z) est définie de deux maniéres
différentes dans la région D; mais ces deux définitions
coincident; car la différence f,(5)— f(3), élant synectique
dans cette région, et ne s’y annulant pas seulement en des
points isolés, y est identiquement nalle.

Ce point établi, la proposition devient évidente.

341. Nous dirons que deux éléments de fonction ana-
Iytique
S==A,(z—a)",
S,=2A,(s—a,)",

ayant respectivement pour centres les points & et a,, sont
contigus, si : 1°leurs cercles de convergence empiétent I'un
sur 'autre; 2° dans la région commune a ces deux cercles,
on a S = S.. »

D’aprés ce qui préceéde, il suffit, pour que cette derniére
circonstance se réalise, que 1'égalité S=1S, soit satisfaite
dans cectte région commune autrement qu'en des points
isolés. - ’

Si deux ¢léments S, S, sont contigus & un troisiéme élé-

ment
S;==A,(5—a,)"
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et si les trois cercles de convergence K, K, K, ont une ré-
gion commune, S et S, seront contigus. Car on a dans cette
région commune

S=S,, S, =S,; dou S=S5S,,

et cetle derniére égalité, ayant lieu ailleurs qu’en des points
isolés, subsistera dans le reste dec la région commune a K
et K,.

Remarquons enfin que, si a, est un point quelconque inté-
rieur au cercle de convergence K de I'élément S, on aura,
par la formule de Taylor, dans I'intérieur de tout cercle dé-
crit du poinl a, comme centre avec un rayon moindre que
la distance de a, a la circonférence de K,

S=f(a)+[f'(a) (5 —a))+....

Le second membre de cette égalité sera donc un élément
de fonction analylique contigu a S.

342. Ces préliminaires posés, tout élément de fonction

analytique tel que
1 . S=XA,(s—a)

sert de point de départ, comme il suit, pour la définition
d’une fonction analytique f( 3).

Soit L une ligne continue quelconque partant du point «
pour aboulir 4 un autre point b.

" Admettons qu’on puisse marquer sur cette ligne une suite
de points a, a,, ..., @;, ..., b en nombre limité et jouis-
sant des propriétés suivantes :

Il existe une suite d’éléments de fonctions analytiques S,
Sty +++ySi ... dont chacun est contigu au suivant, et tels
que les arcs aay, ..., @;@iy. ... soient respectivement con-
tenus a l'intérieur des cercles de convergencc K, ..., K
de ces éléments.

Nous définirons f(3) en chaque point de la ligne L comme
il suit :

iy ooe
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De a 4 a, nous poserons

f(s)=S, e
de a; 4 a;y,
/(Z): Si)
On a ainsi, au point a;,
Sfla)=S8;., et  fla;))=S;;
mais comme en ce point, intérieur 2 K;_, et a K;, on a
Si—l: Si’

ces deux définitions sont concordantes.

343. Si £ =09(t), y =14(t) sont les équations de la
ligne L, la fonction f(z), ainsi définie sur cette ligne, est
é¢videmment une fonction continue de ¢. Sa valeur en chaque
point de L sera déterminée et ne dépendra pas de la ma-
niére dont on aura pu choisir les points a, ..., a;, ... etles
éléments S,, ..., S, ....

En effet, soit @), a,, ... et S}, S}, ... un second syst¢éme
de points intermédiaires et d’éléments correspondants. Dé-
signons par «,, a5, ... les points des deux systémes a,,
@sy ... el a\, a,, ... écrits dans 'ordre ot on les rencontre
en cheminant de a a b.

Dans les deux modes de procéder, on a sur I'arc a2,

S(35)=S5.

Admettons plus généralement que, jusqu'au point a;, la
valeur de f(s) reste la méme; nous allons prouver qu’il en
sera encore de méme sur P'arc 2;%;4.

Avec le premier mode de division, f(3) sera déterminé
par une relation de la forme

/(z)zsn

S. étant un ¢élément dont le cercle de convergence K. con-
tient & son intérieur l'arc a;2;,,, €L, par suite, une portion de
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Parc a;_, 2; avoisinant z;. Sur cette derniére, on aura encore
f(s)=S..

En effet, cela a lieu par définition si «; n’appartient pas a
la suite @, @;, .... Si au contraire il appartient a cette
suite, il sera égal 4 a. et la définition donnera

Sf(3)=S5.,.

Mais S, et S._, sont deux éléments contigus; donc, dans
toute la région commune i leurs cercles de convergence, on
aura

S.= Sc—h

S(3)=S..

Dans le second mode de division, on aura de méme, sur
'arc «;2;,, et sur une portion de l'arc a;_,%,, voisine de a;,

f(:)-:s'mv

S,, étantun nouvel élément, dont le cercle de convergenceK,
contient i son intérieur I'arc o;2;,,.

Mais, dans les deux modes de procéder, f(z) a la méme
valeur sur I'arc a;_, 2;; dont les deux éléments S, et S;, ont
la méme valeur sur toute la portion de cet arc commune
aK.etaK, . Ils sont donc contigus, et restent encore égaux
sur I'arc o;a;,.

La valeur finale de f(z) au point b, extrémité de la
ligne L, ne dépend donc que du tracé de cette ligne, lequel
définit la loi de variation de s.

et, par suite,

344. Nous avons admis, dans tout ce qui précéde, qu’'on
pouvait passer du point a au point b (et a fortioria unpoint
quelconque de L) au moyen d’un nombre fini d'éléments S,
Sy, .... Supposons qu’il en soit autrement. La ligne L étant
a sesdébuts intérieure 4 K, il y aura sur cette ligne des points
que l'on peut atteindre de la maniére indiquée et d’autres
plus éloignés qui ne jouissent plus de cette propriété. Ils
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sont séparés les uns des autres par un point frontiére ¢ que
nous appellerons un point critique. Notre procédé per-
mettra de définir la valeur de f(3) pour tous les points de
I'arc ac (le point ¢ excepté), mais on ne pourra aller plus
loin.

345. Nous avons vu que, si 5 se rend de @ 4 b suivant une
ligne L n’offrant pas de point critique, on peut déterminer
sans ambiguité la valeur de f(3) en chaque point de cette
" ligne, et notamment au point b et dans ses environs ou elle
sera donnée par un développement

f(5)=2B,(s—b)»

procédant suivant les puissances de 5 — 0.

Si 5 suivait une autre ligne L/, on obtiendrait de méme sur
la partie de cette ligne avoisinant le point & un nouveau dé-
veloppement

S(3)=2B,(5—b)".

Si ces deux développements sont identiques, nous dirons
que les lignes L et L donnent 3 leur extrémité des valeurs
concordantes pour f(z). Il n’en est pas nécessairement ainsi.
Les fonctions algébriques et les transcendantes élémentaires
nous en ont déja fourni plusieurs exemples.

Il peut méme arriver que le point b soit critique sur I'une
des lignes L, L', sans I’étre sur I'autre.

Il est donc, en général, nécessaire, pour pouvoir fixer la
valeur de f(z) en un point donné b ou dans ses environs, de
définir le chemin suivi pour y parvenir.

Il existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas
ol 'on peut s’affranchir, au moins dans une certaine mesure,
de cette considération.

346. Tutorkme. — Supposons s assujetti & rester con-
stamment dans Uintérieur d’un contour fermé C; si, dans
ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique,
quelle que soit la ligne décrite par 3, la fonction f(z) dé-
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JSinie par le moyen de ces lignes dans l’intérieur de Cn’a
qu’une valeur unique pour chaque valeur de z, et c’est
une fonction synectique.

On peut tout d’abord se borner a la considération des li-
gnes L qui sont polygonales. En effet, soit L uneligne quel-
conqueallantde a 4 b; soient a, a,,..., a;, ..., b,etS, Sy, ...,
Si, ... les points de division et les éléments successifs qui
servent a la détermination de f(s) le long de cette ligne ; K,
Ky, ..., K ... les cercles de convergence de ces éléments.

Remplagons chacun des arcs partiels a;a;;, par un poly-
gone inscrit ayant mémes extrémités et qui s’en rapproche
assez pour étre encore contenu en entier dans l'intérieur
de C et de K;. Pour déterminer la valeur de f(s) en chaque
point de ce polygone P, on fera usage des mémes éléments
que pour la ligne L; on arrivera donc aux extrémités de ces
deux lignes & des valeurs concordantes de f(3).

347. Considérons donc un polygone P et un autre poly-
gone P’ aboutissant également au point b. La valeur finale
S(b) fournie par la ligne P’ est évidemment la méme qu’on
obtiendrait en suivant laligne P.P~'P'. Tout revient donc a
montrer que, aprés étre arrivé en un point quelconque b par
une ligne P avec la valeur finale f£(b), on retrouve la méme
valeur aprés avoir décrit un contour polygonal fermé tel que
PP

Fig. 7.
e

Cette proposition sera évidemment vraie pour un contour
polygonal quelconque, si elle I'est pour un contour II sans
point multiple (197). On voit également que si elle est
vraie pour deux contours bcdeb et befgh ayant un céré
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commun be (fig. 7), elle le sera pour le contour bcdefgh
formé par la réunion des autres cotés.

Cela posé, soit I1 I'un des contours considérés. On peut
le décomposer par des diagonales en triangles, ayant chacun
un c6té commun avec le suivant; ct il suffira d’établir le
théoréme pour un de ces triangles T.

348. Soit 5 — b =73 (t)+ (¥(¢t)la loi de variation de 3z
le long du pourtour de ce triangle. Réduisons tous les rayons
vecteurs dans un méme rapport, nous obtiendrons un nou-
veau triangle T,, semblable a T, et sur le pourtour duquel
on aura

s— b= u[z(t) +1¥(0)]
1 étant <<1. Le triangle T, sera contenu en entier dans T
ct, par suite, sera intérieur a C.

Désignons par U I'accroissement que prend f(b) lorsque
s revient au point b aprés avoir décrit le triangle T,. Si «
varie de o0 4 1, U sera une fonction de «; il nous faut mon-
trer qu’elle est constamment nulle.

Tout d’abord, sa dérivée est nulle. En effet, pour obtenir
les valeurs de f(5) sur le périmétre de T, nous partageons
ce contour en arcs partiels bb, ..., bibiry, ... et nous
déterminons une suite d’éléments S, ..., S;, ... dont les cer-
cles de convergence K, ..., K; contiennent ces arcs i leur in-
téricur. Si nous changeons « en u + du, chaque arc b;b;,,
sera remplacé par un autre arc infiniment voisin, qui sera en-
core intérieur 2 K;. On pourra donc utiliser la méme suite
d’éléments S, ..., S; que précédemment; on obtiendra donc
pour f(b) la méme valeur finale.

Donc U est une constante. D’ailleurs cette constante est
nulle. En cffet, si « est infiniment petit, tous les points de T,
se rapprocheront indéfiniment de b et finiront par étre con-
tenus dans K. On pourra donc dans ce cas déterminer f(s)
en chaque point de T, au moyen du seul élément S, lequel
n’a au point b qu'une valeur unique et déterminée égale ala
valeur initiale £(0).
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La fonction f(z) n’a donc bien qu’une valeur en chaque
point intérieur a C. Elle est, d’ailleurs, synectique, car elle
est représentée aux environs de chacun de ces points par un
développement en série qui admet une dérivée continue.

349. Corollaire. — La fonction f(3), déduite d’un élé-
ment de fonction analytique S, admet au moins un point cri-
tique sur la circonférence du cercle de convergence K de
cet élément. '

Supposons, en effet, qu’il en soit autrement. Dans tout le
cercle K, y compris sa circonférence, f(3) n’aura qu’une
seule valeur en chaque point, et, aux environs d’un point &
de ce domaine, cette fonction sera représentée par un déve-
loppement

PP S, =ZA, (=)
convergent dans un cercle K;, de rayon R; plus grand que
zéro. Ce rayon R; est une fonction continue de b. Soient, en
effet, b + db un point voisin de b, R;,q4s le rayon corres-
pondant. La formule de Taylor permet dc développer S,
suivant les puissances de 5 — (b + db) en une série sirement
convergente dans l'intérieur de tout cercle ayant pour centre
b+ db et un rayon moindre que R, — |db|; car ce cercle
sera intérieur 3 K;. Donc Ry ne peut étre moindre que
Ry —|db|. On verra de méme que R; ne peut étre moindre
que Rspas— | db|. Donc |Rppqs — Ry sera 2| db| et tendra
vers zéro avec db.

D’ailleurs le domaine K (la circonférence comprise) est
parfait. Donc R; admet dans ce domaine un minimum et
Patteint. Comme R; n'est jamais nul, ce minimum ¢ sera
>o.

Cela posé, considérons un cercle K’ concentrique 4 K et
de rayon R + } 5. Soit L. une ligne quelconque tracée dans
ce cercle. Partageons-la en arcs aay, ..., a;ai,,, ... assez
petits pour que chacun d’cux, «;a;y,, soit contenu en entier

a I'intérieur d’un cercle de rayon % ayant a; pour centre. On
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pourra déterminer un point b; situé dans I'intérieur de K ou
-sur sa circonférence et dont la distance 3 a; soit < % Le

cercle K; de rayon p ayant son centre en b; contiendra donc
a son intérieur l'arc a;ai,, tout entier. Deux cercles consé-
cutifs K;, Ki,, et le cercle K auront une région commune;
car la droite b;b;,, est contenue dans K, et salongueur étant
au plus égale a b;a;+ aiaiy + aiyy iy Z 32, son milieu est
intérieur a chacun des trois cercles.

Cela posé, on peut déterminer un élément

S): .‘;A,,(Z - b‘)"

contigu a4 S et convergent dans le cercle K; (ou dans un
cercle concentrique plus grand). Les éléments S;, S;,, ainsi
définis seront contigus, car I'égalité

Si=S=8:,

a lieu dans toute la région commune 3 K, K;, K, ,. La suite
des éléments S, ..., S;, ... permettra donc de déterminer la
valeur de f(z) tout le long de L.

Donc f(5) n’a aucun point critique dans I'intérieur du
cercle K’ de rayon R+ 1>. Elle sera synectique dans ce
cercle; donc le développement S sera convergent dans tout
'intérieur de ce cercle, et le rayon de convergence ne sera
pas R comme nous I'avions supposé, mais une quantité plus
grande.

330. Si les lignes L tracées dans I'intérieur d’un contour
fermé C et aboutissant au méme point b donnent toujours
pour chaque position de & une valeur finale unique f(b),
on dira que f(s) est monodrome dans l'intérieur de C.

Si f(z) est monodrome dans tout le plan, nous dirons
qu’elle est uniforme.

351. Tutorime. — Si f(z) est monodrome dans U’inté-
rieur de G, un point intérieur a G, critique pour U'une
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de$lighes Li(intérieures a C) qui y passent, le sera pour
toutes les autres.

Soient en effet b un point quelconque intérieur 4 C; L et
L' deux lignes qui le joignent au point de départ a et qui
n'offrent ni I'une ni I'autre de point critique avant b.

Supposons que le point b ne soit pas critique sur L. Sur
la derniére partie de cette ligne, on aura f(5) = Sp, S étant
un élément tel que b soit dans I'intéricur de son cercle de
convergence K,,. Soit 3 la distance de & & la circonférence
de ce cercle. Déterminons sur la ligne L' un point 3 assez
voisin de b pour que I'arc 63 soit encore contenu dans K.
Le développement S, pourra encore servir & déterminer la
valeur de f(z) au dela du point b sur I'arc 3. La fonction
étant monodrome, cette valeur doit coincider en chaque
point de cet arc avec celle qu'on aurait obtenue en suivant la
ligne L'. Dans ce dernier cas, on aurait au point { et dans
son voisinage f(3)=3S,,, S,  élant un élément tel que 3
soit intérieur a son cercle de convergence K,,. Les deux
cercles K,,, K, empiétent I'un sur l'autre, ct sur la portion
de I'arc 0B voisine de 8 on a constamment S, =S,,. Donc
I'élément S, est contigu a S, et peut servir & définir £(3)
sur la portion de la ligne L' située au dela de B, y compris
le point extréme b. Donc b n’est pas critique pour L.

352. Les points critiques d’une fonclion monodrome
forment un ensemble parfait. Car un point non critique,
étant le centre d’un élément qui définit la fonction dans son
voisinage, est nécessairement & distance finie des points cri-
liques ct ne peut étre un point limite pour ceux-ci.

353. Les détails circonstanciés que nous venons de donner
sur les fonctions analytiques d'une seule variable nous per-
mettront d’étre plus bref sur les fonctions de plusieurs va-
riables.

Soit

S=3x\,, (s—a)y'(s'—a)"
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une'série-‘procédant 'suivant les puissances entiéres et posi-
tives de 5 — a et 3’—a'. Si elle est convergente pour des
valeurs 5 =73, 5'=17, telles que |{ —a| et |{'— a’| soient
tous deux différents de zéro, on aura, en appelant 7 la plus
petite de ces deux quantités,
(2) lim |A,,r"*"|=o

n+n=w®

et, par suite,
M

T v ?

lA’lll I z

M désignant une quantité fixe.

Si cette condition est remplie, soit p une quantité quel-
conque < : la série S sera absolument et uniformément
convergente, ainsi que les séries dérivées

-3—? =ZAn(s—a)'~1(s'—a')",
bd—'§’ =ZA (5 —a)" n' (5 —a')* !,

pour I'ensemble des valeurs de z, 3’ qui satisfont aux inéga-
lités

; . JS

En effet, considérons 5 par exemple, on aura

aS
s

Mn

n+n'—1q
,.n+n' )

quantité qui est le produit des deux séries convergentes

an" -1 p
"l Il
n
On conclut de 13 que : 1°si pour aucune valeur positive
de r la condition (2) n’est satisfaite, S ne peut convergel
!’

que si 'une au moins des deux quantités 5 —a, 3'—a’
s’annule;
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2% Si-elle est satisfaite quel que soit r, S sera convergente
dans tout le plan et représente une fonction synectique;

3° Enfin, si elle est satisfaite seulement pour certaines va-
leurs de r sans I'étre pour les valeurs plus grandes, soit R la
fronti¢re entre ces deux classes de valeurs : S sera conver-
gente et synectique tant que 3 et 3’ resteront respectivement
a I'intérieur de cercles K, K’ de rayon R décrits autour de a
et de a'. Elle sera divergente si 5 et 3’ sortent tous deux de
ces cercles. Il y aura doute dans tous les autres cas.

Une semblable série S, considérée dans la région de con-
vergence certaine définie par les deux cercles ci-dessus,
constituera pour nous un élément de fonction analytique
a deux variables.

354. La série S scra identiquement nulle si 'on peut dé-
terminer deux séries de valeurs 5, ..., 5, ... et 3}, ...,
3}, -+ . convergeant respectivement vers a et @' et telles qu’on
ail, pour toutes les valeurs de ¢ et de £,

S(5i,5:) =2A,un (5 —a)* (s —a' )" =o.

En effet, la série S ordonnée suivant les puissances de

5 — a peut s'écrire

=T,(s—a)",
les T étant des séries qui procédent suivant les puissances
de 3/ —a'.

Assignons a 3’ la valeur conslante 5;; S deviendra une
fonction de la seule variable 5, admettant une infinité de
zéros ayant a pour limite; on a donc nécessairement Ty = o,
T,=o, .... Or chacune des quantités T est une série pro-
cédant suivant les puissances de 3’ et admettant une infinité
de zéros qui convergent vers a'. Elle est donc identiquement
nulle. Donc tous les coefficients A seront nuls, ce qu’il fallait
démontrer.

355. Tutorime. — Soit f(3,3') une fonction synec-
tique, définie pour tous les systémes de valeurs de 3 et 5'
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respectivement compris dans Uintérieur de deux contours
fermés C et C'. S'il existe deux séries de valeurs z,, ...,
Siy ... €L 5}, «uuy 3k, ... de ces variables, convergeant res-
pectivement vers a et a', a étant intérieur a C et a’ inté-
rieur & C' et pour lesquelles on ait constamment

S(si3)=0o,
f(3,3') sera identiquement nulle.

Soient en effet b, &' deux points quelconques pris dans
Pintérieur de C et de C'; joignons-les aux points a, a’ par
des lignes polygonales L, L’ intérieures a ces contours. Dé-
signons par ¢ une quantité moindre que les plus courtes dis-
tances de L 2 C et de L’ a C'. Partageons les lignes L, L’ en
arcs partiels aay, ..., a;ai;,, ... et d'a,, ...,aya;,,, ... de
longueur moindre que e. ' :

La fonction f(s,5') sera développable par la série de
Taylor aux environs de chacun des syst¢mes de valeurs a;,
a;, et le développement, étant convergent tant que |5 — a;|,
| 5"— a;| sont <, s’appliquera tant que 3 et 5’ resteront sur
les arcs a;a;,., a;a;,,.

En vertu des hypothéses faites, le premier développement
suivant les puissances de 5 — a, 5'— a’ aura ses coefficients
identiquement nuls.

Les points a,, @, seront a leur tour des limites de suites
de points 5y, 33, ... et 3}, 3}, ... respectivement situés sur
aa, et a'a, et qui, associés deux a deux, annuleront f(z, 5').
Donc le second développement suivant les puissances de
5—a,, 3'—a, sera aussi identiquement nul. Continuant
ainsi, on arrivera jusqu’aux points b, &', ol I'on aura encore
S, V)=o.

La condition exprimée dans I’énoncé du théoréme sera
évidemment satisfaite si 'on peut tracer a partir des points
a, a' deux arcs de courbe A, X' (quelque petits qu'ils puissent
étre) tels que f(s, 5’) s’annule pour tous les systtmes de va-
leurs de 3 et 3’ respectivement situés sur ). et )",

J.— L 22
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356. Nous dirons que deux éléments de fonction analy-
tique S, S, dont les régions de convergence certaine sont
respectivement définies par les couples de cercles K, K’ ayant
pour centres a, @' et K,, K/ ayant pour centres a,, @) sont
contigus si 1° K, empiéte sur K, et K| sur K;; 2°S et S, ont
la méme valeur pour tous les sysiémes de valeurs de 3, 3’ tels
que 5 soit dans la région commune a K, et K, et 5’ dans la
région commune a K| et K'.

Cette condition sera évidemment remplie si I'égalité S=S§,
est satisfaile pour tous les systémes de valeurs de s et 3
respeclivement situés sur deux lignes A, )’ tracées dans I’in-
térieur des régions ci-dessus.

Si @, est intérienr a K et @) intérieur & K/, la fonction S
pourra éitre développée par la série de Taylor suivant les
puissances de 5 —a, et 3'— @} en une série convergente
aux environs des points a,, a,. Ce nouveau développement S,
sera un élément de fonction analytique contigu a S.

337. Tout élément
S — SA,,,,'(S —_ (1)"(;’_ (I')"'

peut servir de point de départ, comme il suit, a la définition
d’une fonction analytique f(s, 5').

Supposons que s, 3/, partant des valeurs initiales a, a',
varient simultanément, d’'une maniére continue, suivant une
loi exprimée par les équations

s=e(O)+ (), S=u )+ 4 (0).

A chaque valcur 7 de ¢ correspondront pour s et 3/ deux
valeurs associées { et {’; ces deux variables décriront ainsi
deux lignes L, L' se terminant respectivement en des points
associés b, b'.

Admettons qu’on puisse décomposer la ligne L en un
nombre fini d’arcs partiels aa,, ..., a;a;,,, ... et déterminer
une suile d’éléments correspondants S, ..., S;, ..., jouis-
sant des propriétés suivantes.
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La région de convergence cerlaine de S; étant définie par
les deux cercles K;, K}, P’arc a;a;,, sera contenu en entier
dans l'intérieur de K;, et I'arc associé a;a;,, de laligne L'
sera contenu dans l'intérieur de K.

La fonction f(z, z') que nous nous proposons de former
sera définie pour chaque systéme de valeurs associées de z, 3’
situées sur les arcs a;aiy,, a;a;,, par la relation

Sf(5,5)=S;.

En utilisant successivement les divers développements
S, ..., Si, la fonction se trouvera définie pour tous les sys-
témes de points associés situés sur L et L’, et en particu-
lier pour le systéme des deux valeurs extrémes b, &'.

On démontrera comme au n° 343 que la valeur trouvée ne
dépend que de la loi de variation simultanée de 3, 5' et nul-
lement du choix des points de division ay, ..., a;, ..., et
des éléments Sy, ..., S;, ....

S’il est impossible de passer, comme on I'a supposé, des
points initiaux a, @ aux points b, 5’ au moyen d’un nombre
finid’éléments S, ..., S;, ..., les couples de points associés
x, o' des lignes L, L’ qui pourront étre atteints par ce pro-
cédé seront séparés des suivants par un couple frontiére 3, §';
et nous dirons que ce systtme de valeurs 5 =3, 3'= @' est
critique.

358. On peut établir, par une analyse identique a celle
des n°* 346 a 349 les propositions suivantes :

Si, lorsque s et 3' se déplacent d’une maniére quel-
wnque dans Uintérieur de contours fermés C et C', on
ne rencontre aucun systéme de valeurs critiques, f(z,7')
n'aura qu’une valeur en chaque point de ce domainre, et
sera synectique.

La fonction anal_yttque f(z, 3')déduite d’un élément S,
auzx cercles de concergence K, K' admet au moins un
systéme de valeurs critiques dans le domaine constitué
par ces cercles (y compris les circonférences frontiéres).
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La définition d’une fonction morodrome dans le domaine
formé par deux contours C, C' sera la méme qu’au n® 350.
On verra aisément que pour ces fonctions un systéme de
valeurs critiques restera toujours tel, quelle que soit la loi
suivant laquelle 5 et 5’ se déplacent pour y parvenir.

Enfin une fonction sera uniforme sielle est monodrome
dans tout le plan.

339. Tutoriuve. — Soit
S==A,,.3%3". ..

une série procédant suivant les puissances entiéres et po-
sitivesde 5, 5', .. ..
Posons
5 =Zau,. uru'",.
3= Zan.. uru'" ...,

L I I I R )

et supposons: 1° que les séries ci-dessus admettent chacune
un rayon de convergence; 2° que les termes constants
@ooy - +-y Qyqy -+ ., des séries en u, U, ... soient nuls. La
JSonction S, exprimée au moyen des nouvelles variables u,
u, ..., sera donnée par une série

S==C,,..umru"...
admettant un rayon de convergence.

Substituons en effet dans S les valeurs de z, 2/, ..., effec-
tuons les multiplications et groupons les termes affectés des
mémes puissances de u, t', .... Nous obtiendrons pour S un
développement de la forme demandée.

Les opérations que nous indiquons seront licites et la
série obtenue sera convergente si la série intermédiaire on
tous les termes étaient encore séparés est absolument con-
vergente.

La somme des modules des termes de celle-ci est égale a

=Z[Apn | [Elann. um a2 Gy wmu™
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Il faut prouver que cette quantité restera finie tant que

|u|, ||, ... ne surpasseront pas une quantité fixe A conve-
nablement choisie.

On peut déterminer, par hypothése, des quantités M, R.
my,r, m',r, ... telles que I'on ait

|Anm... | < R—,,,;lgr’ |@nn...| < ;;,—_,%’
Posons, pour abréger,
Iap,.. wnrd' .. |=v, S|, urw' . | =V,
On aura
s Mz prop'n’ M

R"""'"" 0 Y :
NGHIEE

Cette quantité restera donc finie tant que ¢, ¢/,
seront << R.

Orona

v<mz

<< m

,.Il+ll: ...

wru' ...
’ (n+n"+...>0)

D T |

ou, si tous les modules ||, ||,
le nombre des variables «, «/, .

. sonl << A, et si k désigne

e<m —IT‘— 1]
(-3)
r
Cetle quantité sera <R, sil'on a

m Z————ITY——I <R;

r

r<r |—k _m_
< m+R]|

d’oti
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On'“trouvera 'de méme pour A des valeurs au-dessous
desquelles chacune des quantités ¢, ... sera <<R. En pre-
nant pour A le plus petit des nombres ainsi trouvés, la con-
vergence sera assurée.

360. Cas particuliers. — Sil'on prend pour S, au lieu
d’une série infinie, un des polynémes s+ 3, 5 —3', 55 on
voit que I'addition, la soustraction ou la multiplication de
séries ayant un rayon de convergence donne une série de
méme nature.

Si 'on prend pour S la série

1 1 s

- = _— ...,
yo... + 3 Wyo... Q...

on voit que 'inverse de la série

n!
2 Q.. 0™, ..

est développable suivant les puissances entiéres ct positives
de u, «', ..., en une sériec admettant un rayon de conver-
gence, pourvu que l¢ terme constant @y,... ne soit pas nul.

361. Tutorkme. — Soit S(u, 34, ..., 3,) un élément de
Jonction analytique & n + variables. Si U’équation
S{u,0,...,0)=0
a n racines nulles, 'équation
S(u, 2y 000y 3,) =0

admettra, si 3, ..., 3, sont infiniment petits, n racines
infiniment petites.

Nous renverrons a plus tard la démonstration générale de
celte proposition. Pour le moment nous nous bornerons a
traiter le cas ot n = 1. Dans ce cas particulier, 'énoncé pré-
cédent peut étre complété comme il suit :

Tutorime. — Si l'équation S(u,0)=o0 a n racines
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nulles, U'équation’ S (u, 5) = o admettra, pour s infini-
ment petit, n racines infiniment petites.

Chacune d’elles sera représentée, aux environs du
point 5 =o, par un développement convergent, de la
Jorme :
U=Mzt4+ Mzt ..,

Ol (1, iy, - .. SOt des fractions positives croissantes, telles
que le plus petit commun multiple m de leurs dénomina-
teurs soit Zn.

Dans certains cas particuliers, plusieurs de ces racines
pourront étre égales et seront représentées par le méme dé-
veloppement. D’autre part, il peut arriver que quelques-unes
des séries U s’arrétent aprés un nombre limité de termes (ou
méme se réduisent 3 zéro si S(u,s) contient u en facteur
commun).

Pour établir cette proposition, nous supposerons provisoi-
rement que les racines cherchées existent et admettent cha-
cune un développement de la forme U; nous déterminerons
les nombres M, p, My, @, ... par la méthode des coeffi-
cients indéterminés, au moyen de I'équation

f(U,z)=o.

Nous verrons qu'il existe n développements U satisfaisant
a cette condition ; et nous montrerons qu’ils sont convergents
aux environs de 5 = o.

362. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de u ;
en remarquant que quelques-unes des puissances de u peu-
vent manquer dans cette série, nous pourrons écrire généra-
lement

S(u,3) =0, ubi+ouub ...+ 3,u* +R,
R désignant I'ensemble des termes qui contiennent « & une
puissance supérieure a n,et 9, 92, ..., ¢, €tant des séries
de puissances entiéres de 5.
Ordonnons ces séries suivant les puissances croissantes
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de/z}'en''vertu des hypothéses faites sur S, ¢, commencera
par un terme constant A,; etsi i <<n, ¢ commencera par un
terme A,;3%, ou ;> o.

Mettant ces termes en évidence, on aura

S(u,s) =(A; 5% 4. ) ubi 4 (Agz% 4. .. ) ubs
+eo+ (A4 )ur + R,

Substituons dans cette expression 4 la place de u le déve-

loppement
U=Mszt+M st ... =Mzt +p,

Le résultat S(u«, s) de la substitution sera une série de
1

puissances enti¢res de 5™. Pour qu'il soit identiquement nul,
il faudra que les termes d’'un méme degré, et en particulier
ceux du degré minimum, se détruisent. Il faut donc: 1° qu’il
y ait plusieurs termes de degré minimum; 2° que la somme
de leurs coefficients soit nulle.

363. Or il est clair que les termes de degré minimum ne
peuvent se trouver que parmi les suivants

A. h’lsl;al-"plp', A, hlﬁn:’f"ﬁ:p', .y An M~ snp,
Donc la suite des exposants
(3) a4+ By, 2+ PBap, ..., AR

doit présenter plusieurs termes minima.

Pour déterminer w par cette condition, remarquons que
les entiers B, 8., ..., n vont en croissant. Si donc nous
faisons varier i1 de o & o, chacun des nombres de la suite (3)
croitra plus rapidement que les précédents, ct finira par les
surpasser.

Mais, pour p infiniment petit, 7y sera évidemment le plus
petit nombre de la suite. Si 'on fait croitre y, il arrivera un
moment ot np. deviendra pour la premiére fois égal a un ou
a plusieurs des nombres précédents. Supposons qu’on ait a
cet instant :

2+ Bip=ap +Brp=...=np (i<i'<...<n).
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Si w continue a croitre, ’exposant a, + f8; 11, qui, a cel in-

stant, n’est supérieur 4 aucun des suivants, et croit moins vite

qu’eux, deviendra a son tour minimum, jusqu'a ce qu'il at-
teigne un ou plusieurs des précédents. Soit a cet instant

(4) e+ fhep=ap+frp=...=x+3n (A<V<...<i).

A partir de 13, a4 + 34w deviendra i son tour minimum, et
ainsi de suite, jusqu'a ce que 2, + 3, devienne, et reste dé-
finitivement minimum.

Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de p,
donnant chacune plusieurs exposants minima. Considérons
'une d’elles, par exemple celle qui est définie par les équa-
tions (4). Elle sera rationnelle, car on a

Xp — Xy Ap — %A;
= ... = /)
MR — o Bi — Bx
et les quantités a, 3 sont des entiers. Soil d’ailleurs p =§
cette fraction, réduite a sa plus simple expression : on aura

Be—Be=1v1 ..oy Bi—Bu=1q

Y, ..., v élant des entiers.

364. Les valeurs de M correspondant a cette valeur de
w s'obtiennent en égalant & zéro la somme des coefficients
des termes de degré minimum. On obtient ainsi I’équation

o= (M) = A, MB o+ AL MBe . ..+ A;ME
=M A+ Ap MY7 o 4 A MY,

Le nombre des racines non nulles de celte équation est
égal & 3;— Bx. Si donc on considére toutes les valeurs ci-
dessus trouvées pour p avec les valeurs correspondantes
de M, on trouve un nombre total de systémes de valeurs
de (1, M) égal a

(n—B)+(Bi—Be)+...=n—8B,.

Dailleurs ’équation f(u, 5)= o, admettant uf: comme
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facteur' commun & son premier membre, a 3, racines iden-
tiquement nulles. Nous avons donc bien trouvé le premier
terme du développement de chacune des autres racines.

On remarquera toutefois que, 'équation ¢ (M) = o pou-
vant présenter des racines multiples, plusieurs des systémes
de valeurs (i, M) peuvent étre égaux.

Soient M une des racines non nulles del’équation ¢ (M)=o,
n, son ordre de multiplicité. Le premier membre de cette
équation ne contenant (aprés suppression du facteur com-
mun MB+) que des puissances de M multiples de ¢, elle ad-
mettra évidemment la racine § M, § désignant une quelconque
des racines gi*™®* de I'unité, et avec le méme ordre de multi-
plicité. Le nombre total de ces racines sera donc au moins
égal a n,q; d'ou I'inégalité

ngZBi— B
et, a fortiori,
nqzon.

363. Posons maintenant
u=(M+ u;)s¥, 5=z,
u,, 3, étant de nouvelles variables : il viendra, en posant,
pour abréger, a,+ 3,1 =1,
1
(5) S[(M + u,) a*, 3]=3* S,,;\S'(u‘, :.‘l) =38, (uy, 3,),
S, désignant un nouvel élément de fonction analytique qui,
pour 5 =0, s¢ réduit & M + «,). Oc I'équation
$(M4+uy)=o0

admet la racine «, = o, avec le degré de multiplicité n,.
L’équation S, («,, 5,)=o0 admettradonc, pour s infiniment

petit, n, racines infiniment petites; nous pourrons calculer

la valeur principale de chacune d’elles, laquelle sera de la

forme
M, ¥,

od ' est une fraction de la forme 2. Sj n, est le nombre
l.L
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des racines qui ont cette méme valeur principale, on aura

naqy S Ry,

el en posant
w
wy=(My+ uy) st =(My+ u;)s7, 5 =3,

on aura une relation de la forme
S, [(My+ uy)sY, 5,]= 51 Sy (1, 53),

S, = o admettant, pour 3 infiniment petit, n, racines infi-
niment petites. '

Substituant la valeur ci-dessus de «, dans I’équation (5),
et posant, pour abréger,

Ty )\
4+ = PR}
I+ 7 e p 1)

il viendra

S[Mzt 4 (M, + uy)3t, 5]=3MS,(u,, 5,).

366. Poursuivant ainsi, on aura, en désignant par ¢ un
entier aussi grand qu’on veut,

S[Mst 4+ M s .. 4 (M =+ ;) 3% -, 3] = 57 Sy (1, 30),

%y 1, - .., iy 6étant une série de fractions de dénomina-

Leurs ¢, g« « -« Qs iy, 3; étant égal & 377", et §;
une série de puissances telle, que pour s =o, I'équation
S;== o0 admette n; racines nulles. Enfin, on aura la suite
d’inégalités

nyq T on, N Ceey Niqi—y T Ny

et, a fortiori,
Gy Qi 2 N

Les entiers positifs n, n,, n,, ... forment une suite non
croissante qu’on peut prolonger indéfiniment. Comme ils ne
peuvent s’abaisser au-dessous de 1, il arrivera nécessaire-
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ment'un’moment-ou ils cesseront de décroitre; & partir du
méme instant, les ¢ deviendront égaux a 'unité.

On aura donc, pour toutes les valeurs de ¢ qui surpassent
un nombre fini,

1
ni=yv, 5=3s",
v et m étant des entiers constants, au plus égaux a n; etp,,

. 1
..., Wi_; seront des multiples de —.
Pog, ,}Lg_l 0 e mutp e,n

367. Deux cas seront & distinguer ici :
1° Siv=1, la série

S‘-(u,, 5)= Si(lll, 3%)

s’annule pour w;= o0,z =0, mais sa dérivée partielle -o—u—'
i

n’est pas nulle. L’équation

1
S; (ui, :”') =o

définit donc aux environs de 5= o une [onction synectique
1

de 5", développable suivant les puissances de cette quan-
tité. Substituant ce développement & la place de u; dans
I'expression

u=Mszt+ M, sk .. (M, + ;) s,
on aura un développement U qui satisfait & ’équation
S(U,z)=o.
2° Siv>1, le second membre de I'équation
(6) S(u,3)=S[MzF+4...4(M;_ + t;) 5%imr, 5] =5~ Si(u;, zi)

contiendra un terme de la forme 3%~ 3«}, B élant une con-
stante. Mais, au premier membre, «; ne figure que multiplié
par s*i-i; on aura donc nécessaircment

Ny SvBge
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Cela posé, soit p un entier quelconque <v. Prenons
la pi*m dérivée par rapport & u de I'équation (6); il viendra

or N x —pp . OP =
d—up- s(“, a)——a i1~ P Biy dTlf Sl' (uh zm)'
Cette équation montre qu’en partant de la série 3‘% S(u, 3)

on obtiendrait un développement qui coincide dans ses ¢ pre-
miers termes Mst—+...+ M;_, s~ avec celui déduit de
S(u,z). Le nombre ¢ étant quelconque, la coincidence sera
compléte.

Ce développement est convergent; car si l'on pose en
v—19

v—
duy—

u;=o0, 3=o0, mais non sa dérivée partielle

particulier o =v —1, la fonction s’annulera pour

'S,
du}

——— =o définira donc une fonction u; synectique
duy™?
1

L’équa-
tion
en z™ et dont le développement est convergent

Le développement U = Mz#+ M, 5" +... ainsi obtenu,
substitué dans les équations

S(u,z)=o,
d
ps S(u,z)=o,
0°S(u, z)

duf 0

y satisfait identiquement. En effet, le résultat de la substitu-

tion de U dans 'un des premiers membres sera une série

convergente procédant suivant les puissances entiéres et po-
1

silives de 5™; mais cette série contient en facteur commun z
avec une puissance au moins égale a

My —pimg 5 (v —p) iy

et cela quel que soit i. Or les quantités p,, ps, ... sont
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des multiples de nll dont chacun est plus grand que le précé-

dent. Donc p;_, croit indéfiniment avec i. Toutes les puis-
1
sances de 5™, quel que soit leur degré, disparaitront donc de

la série, qui devra se réduire identiquement & zéro.

368. Soit U un des développements dont l'existence vient
d’étre établie, et qui satisfont & S(u, 5)= o. Posons

u="U+ ¢;
1
S(U + ¢, 3) sera une série de puissances entiéres de 5™ et

de ¢, qui s’annule pour ¢ = o et qui, par suite, contient ¢ en

facteur. Donc en remettant pour ¢ sa valeur u — U, et
1

remarquant que U est une série de puissances de 3™, il
viendra

S(u,s)=(u— U)T(u, :.%),

T désignant une nouvelle série de puissances.
Sivest >1, on sait en outre que U doit satisfaire aux

équations
oS 'S

0““;—0, “eey 'daT_':O-

1
Or pour =1, 3—3 se réduit a T(U, :’7>. Donc T, s’annu-

lant pour u# = U, pourra étre mis sous la forme

1
(e —UYT, (u, z;),
T, désignant une autre série de puissances. On aura donc
1
S(u,3) =(u—U)NT, (u, 5’7').

2
L'équation g—;S, = o montre de méme que T, contient u — U

en facteur et ainsi de suite : donc S(u, 5) pourra se mettre
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sous la forme

RANS
(7) S(u,z):(u—U)"T(u,:"’).
1
Si m>1, 5 admet m racines m'®* distinctes; 5™ dé-

signant l'une d’elles, elles auront pour forme générale
roi 1

e ™ z™ ou r prend les valeurs o, 1, ..., m —1. En sub-
stituant successivement ces racines dans U, on obtiendra
une suite de développements Uy, ..., U,, tous diflérents les
uns des autres. Cela posé, changeons dans I'identité (7)
L amit

s"en e™ z™. Le premier membre restant inaltéré, il viendra

S(u,z)=(u—1, )"T(u, e’%iz'—l'-‘)

Donc
1

i 1
(8) (u—U)"'l‘(u,z’-"-):.—_(u—U,)"T(u,e—”Tz';).
Le second membre s’annulant pour u=U,, il en est de

méme du premier; mais U,— U n’est pas nul. Donc
’ 1 .
T(‘u, :."') s’annule pour «=U,, et pourra étre mis sous la

»
forme (e — U,)T, (u, :;).

Substituons cette valeur de T dans I'identité (8) et, suppri-
mant le facteur « — U, commun aux deux membres, on voit
que, si v >1, T, s’annulera encore pour u = U, et pourra
étre mis sous la forme (u— U,)T,. Continuant ainsi, on
voit que S(u, 3) peut étre mis sous la forme

(e —U)(u— U,)"e(u, :,”l')

Par une suite de raisonnements semblables, on voit que
S(u, 5) peut étre mis sous la forme

S(u,3)=(u—UlV(e—=U,)...(u—Up_,)V?,

1
¢ ¢tant une nouvelle série de puissances de u et z™. D’ail-
1 arme 1
leurs, en remplagant 5™ par une autre détermination e ™ 3™
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du méme’' radical, 'S(«, 5) ne change pas, et les facteurs

u—U, u«u—U,, ... se permutent entre eux. Donc

(u—U)...(u — Up_,) d’une part, et ® d’autre part, ne
1

contiendront que des puissances de z™ dont l'ordre est mul-
tiple de m; ce seront donc des séries de puissances entiéres
de u et de 3.

Nous dirons que les développements U, Uy, ..., Un_4, qui

se déduisent 'un de I’autre en changeant la détermination
1

du radical 5™, forment un cycle de racines de I'équation
S(u,z)=o0. Ces racines se permutent circulairement les
unes dans les autres si 5 décrit un contour fermé autour de
I'origine. I.e nombre v sera l’ordre de multiplicité des ra-
cines du cycle.

Si n> mv, il y aura d’autres racines. Soient U’ I'une
d’elles, m’, v' les nombres analogues & m, v qui lui cor-
respondent. Un raisonnement tout semblable au précédent
montre que ¥ peut se mettre sous la forme

(u—U"YW..  (u— Uy )V, (u,3).
Continuant ainsi, on mettra finalement S(u, 5) sous la forme

S(u,3)=[(e—U)...(u—TUp,)]
[(e—U"...(t— Upp)]V... ¥ (u, 3),

¥ désignant une nouvelle série, qui ne s'anoule pas pour
U=—0,5=0.

369. Soit u une fonction de 5 définie par 'équation
Zour+Zyur—'+...+72,—o,

les Z étant des séries de puissances entiéres el positives de 3
convergentes aux environs du point 5 — o. Les n racines de
cette équation seront représentées aux environs de ce point

par des séries convergentes, procédant chacune suivant les
1

puissances entiéres et croissantes de 5™, m étant un entier
Z n. Toutefois, si les { premiers coefficients Z,, ..., Z,_,
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contiennent 5 en facteur, ¢ de ces développements contien-
dront au début des puissances négatives.

En effet, en posant 5 = o, on aura, pour déterminer les
valeurs correspondantes de u, une équation de degré r — i.
Soient a 'une de ses racines, « son ordre de multiplicité.
Posons « = a + u,. L’équation transformée en u, aura, pour
5 = o, a racines nulles, et d’aprés I'analyse précédente, pour
= infiniment petit, « racines infiniment petites, dont cha-
cune sera développable suivant les puissances positives et

1

croissantes de 5™, m étant  a.

Pour développer les ¢ autres racines, qui cessent d’exister

u .
pour 5= o, posons u = =7, 3* étant la plus haute puis-

sance de 5 qui divise Z,. L’équation transformée
3 M u 4 3L " - ML, 4 =0

aura n racines nulles pour z=o0, et pour s infiniment
petit n racines infiniment petites, développables suivant les
1

puissances entiéres et positives de 5”. En les divisant par
s**1, on aura les valeurs correspondantes de u; ceux de
ces n développements qui commencent par des exposants
négatifs donneront les racines cherchées.

370. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les
coefficients Z ne sont plus des séries infinies, mais des poly-
némes en 5. Dans ce cas, u sera une fonction algébrique
de =.

. y . ,*
Si d’ailleurs on pose 5 =a + 5,, a désignant une con-

I . .
stante, ou 5 = —, u sera une fonction algébrique de z,. Les

~1
racines de I'équation en u seront donc développables suivant
les puissances croissantes (en général fractionnaires) de

1
s—aoude--
-~

371. La théorie précédente est susceptible de nombreuses
J — L 23

-
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applications. Nous nous bornerons pour le moment a la sui-
vante :

* Soient
S, y)=My” +Myy" +.. .=o,
2L, 0) =N =Ny +...=o0

deur équations algébriques. On demande de former U’é-
quation finale en x résultant de U’élimination de y entre
ces équations.

Soient ¥y, ¥a,..., ¥m les valeurs de y en x, déduites de
la premiére équation, 4, ..., N, les valeurs déduites de la
seconde. La variable x, devant évidemment étre choisie de
telle sorte que P'une des valeurs y, 33, ..., Jm soit égale a
'une des valeurs =, ..., 7., satisfera a I'équation

(» (,Vl_"u)“-(}'t_ m)(,":— .1)---(."!—"m)'-'(_)'m—' nl)-"()'m_ )=
Or on a d’une part

Ny —n) oy —w) =200, 7 )= Ny + Ny L,

-\-(,"m‘_‘ ). ~(~Ym m)—”( T, "m) - -\)m+ 1\IVn}"‘l'- SN
et d’autre part

“(71—"’61)(71 ) e (Ym—T0)
=(—0)"f(.r, 'r,,)_(-—-‘l)”'(“'r”‘-i—\l,'r, W)

.\rl(le—'f,,,)(vl',—'f,,‘) (Vm‘_"‘m)
= (L ) = (= MO+ M),

[’équation (9) pourra donc se mettre sous les deux formes
suivantes :

1
.\'_”; ?(.l‘,_rl), : -’?(J’,)’m) =o,

(- 1)mn

___..“T.f(.p,'r“)...f(-l‘, Na) =o.

Multipliant par N»M~” pour chasser les dénominateurs, il

A
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viendra
(10) o=M"o(x, y,)ee.3(2, ¥u) =(— )" N™ f(2,7,)... f (2, 05).

On voit, par cette double forme donnée au premier membre
de P’équation finale (10), que son premier membre est une
fonction entiére, d’'une part par rapport aux coefficients N,
Ny, ... de la fonction p, d’autre part par rapport aux coeffi-
cients M, M,, ... de la fonction f. C’est donc une fonction
entiére de z.

Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de
cetle équation, il suffira de calculer son développement sui-
vant les puissances descendantes de z, par les régles qui ont
été exposées. Pour cela, on calculera d’abord les développe-
ments des racines y,. ..., )'m, puis ceux des fonctions en-
tieres M7, o(x, 1), - .., ©(x, )'m), et enfin celui de leur
produit. Comme d’ailleurs on sait d’avance que ce produil
. est un polynéme enticr en z, on arrétera le développement
aux termes de degré zéro.

Ce procédé de formation de I'équation finale serait assez
compliqué, mais il permet de reconnaitre facilement son de-
gré. 1l suffira pour cela de calculer le premier terme de 1’é-
quation.

On peut reconnaitre, par un procédé analogue, si I'équa-
tion finale a uneracine nulle, et assigner son degré de multi-
plicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du dé-
veloppement de son premier membre suivant les puissances
croissantes de .r.

VI. — Applications.

372. NouvEAUX DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS TRIGONO-
meETRIQUES. — Nous avons trouvé (243), m désignant un en-
tier impair, la formule

m—1 7z
sin? —

2
. . T3 m
SINTS == msin — l I I— .
m nw
1

\ sin? —
m
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Cherchons quelle est la limite de cette expression, lorsque
m croit indéfiniment.

Le premier facteur m sin 7:- tend évidemment vers wts.

un des autres facteurs; nous suppose-

rons d’abord pZ kA, k étant un entier arbitraire que nous
fixerons ultérieurement.

. . T3 . 3 . . .
Les quantités sin? - et sm*.%; sont des infiniment petits

ps,

PRt leur rapport

252
dont les valeurs principales sont —'; et
m

~2
tend donc vers ;_z’ Le produit des A + 1 premiers facteurs

du second membre tendra donc vers

(=) (=) (- 5)

Nous allons voir que, en prenant A assez grand, le produit
des facteurs suivants différera de I'unité aussi peu qu’on
voudra.

Considérons, en effet, un de ces facteurs, ou p soit > £,

. m — e, . LTS
sans pouvoxr surpasser - La quantité sin? 7{ sera de la

). ¢ étant infiniment petit. D’autre part,

on a, par la formule de Maclaurin,
cosH i

T = =\3 m
Ve S () T
nm m \ m 1.2.0
6 ¢étant compris entre o et 1. D’ailleurs, %l— est compris enlre
o et =. Donc
2

~

_ Dw_
0~ cos0 ’—-,‘ 13
~ m
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pr _ P

m m "

-
A, étant compris entre 1 et 1— 2

On aura, par suite,

N -

sin? —
. m . 3 (1 +¢)? . B,
— =1 — =1 )
sint 2% P*A; P

m

B, ayant son module compris entre des limites fixes (en sup-
posant que 5 soit fixe, ou tout au moins renfermé dans un
domaine borné).

Or on a vu qu'un produit infini, dont le facteur général
est de la forme ci-dessus, est absolument convergent (324).
Donc le produit d'un nombre quelconque de facteurs consé-

cutifs
[l—— BA--H ] [l-—-— Bk+! :l“.
(k+1)? (A +2)

sera aussi voisin qu’on voudra de I'unité, si k est assez grand.
On aura donc

Sinﬂ::ﬂ:(l-—-;T’i)...(\l—;-—:)K,

Y

K tendant vers 1 & mesure que A augmente. En le faisant
tendre vers x, on aura a la limite

(1) sinws ::—.:H(l—,%).
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le produit s’étendant A toutes les valeurs positives et néga-
tives de I'entier n. Mais le produit ainsi obtenu ne serait plus
absolument convergent. ‘

On peut remédier  cet inconvénient en posant

CN iy S\ -2
[ :(H--- ¢ "(|+— e ~"
nt n) , ’

d'ou

(2) sin::::z:H(l—q—-:-)v-’—'.

.
Ce nouveau produit est absolument convergent. On a, en

effet, pour le logarithme du terme général,

3" 5 0,s
loe (12— 2 - 2n%
Og(li—l") )

n n=
-1 . . .
f, tendant vers -, pour n infini; et la séric qui a pour

, 0,s?
terme général 2=~ est absolument convergente pour toute
nt

valeur de 5; elle le sera méme uniformément dans tout do-
maine borné.

374. Posons 5 =1 dans la formule (1), il viendra

(-7

w3

SN

- At an.an

® @ ..
4n®— l—[(-uc—l)(qn—t—n
—. 47 — A4 t '
1 1

formule découverte par Wallis.

375. Pour obtenir I'expression de cos=z par un produit
infini, le plus simple est de partir de la formule

CONTS = ———— - —— — -

28INTS sy =3
'n-.:l '(|+—)0 "
N n'
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Supprimant les facteurs communs, qui correspondent aux
valeurs paires données a n dans le numérateur, il vient

23

(3) cosrz:]:[( 2n+l)e_ﬁ_

A chaque valeur négative n' de 'indice de sommation cor-
respond une autre valeur n, positive ou nulle, telle que I'on
ait

2n'+1=—(2n+1).

Faisant le produit des deux facteurs associés correspondant
a ces deux valeurs n et n’, il vient

cosn.._]:[[ (Qn-{-’l)-l

376. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (2);
il viendra

I 1 1
4 olms = — -
() = cotw p *‘2(:+n ”),

la somme s’étendant a toutes les valeurs entiéres de n, zéro
excepté.

Développons chaque terme suivant les puissances crois-
santes de 3, il viendra

© o« ® .3
—2",4— "—— "—+...
n

Q=

TmColms =

1
|-
I
[N
(1)
i
k‘.l —
|
N
©
§|..
|



360 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE II1.

Mais 'on’a, d'autre part,

~cotms — x SO3F5 o eim: 4 e—i%2
" YT Usinms T efi—e-iRs

1 awis et®i4
2 etlm
(2im3)*- (2im3)t
1.2 B’l.z.3.4+"' ’

[(+B,

W -

By, B., ... désignant les nombres bernoulliens (269).
Egalant les coefficients des mémes puissances de 5 dans
ces développements, il viendra

©
an? 1
Bl — = —3?
1.2 n

-
B aim—l.ﬂlm 1
"yac..am T Lynit

1

377. On peut mettre aisément en évidence sur les for-
mules qui précédent la périodicité des fonctions trigonomé-
triques.

Considérons par exemple le développement (4) de cot= 3.

Ajoutons ensemble les termes qui correspondent a deux
valeurs égales et contraires de »; il viendra

«
+ -EUE
S+ n s —n
N
lim B :
mm
+, 2( )

Tcotns —

Ul =

Y| =

Changeons 3 en 5 + 1. La somme précédente se repro-
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duira, accrue de la quantité

1 1
s+1+N_ 5N’

qui tend vers zéro pour N = . Donc cot=s a la période 1.

378. Pour le sinus, nous aurons
N

b
. . 5 5
sints = x5 lim t+~=)(1—=
N=w n n
1

— = lim (_') 1\}'),Ij[(..-i—n)(..—n)

N=wo (1.2

::1:1._“:(' (;" I)N)3 II(‘, + n).

Si I'on change 5 en 541, ce dernier produit se reproduira
8 ) p

< e 5+ N .
multiplié par =— '_;—, facteur qui tend vers — 1 quand N
tend vers «. Done
sinw(s +1) =—sinxzs,

et sinwz admet 2 pour période.

379. Strie nyeerctomtTriouE. — Considérons la série
hypergéométrique

2.8

\ F(a,ﬁ,y,w):l-f—l—_{x +..

( Ca(xs-1) e (24+n—0B(B+1)...(B4+n—1)
- t2...n.y(y+1). (Y +n—1)

Cette expression est symétrique en « ct 3. Elle se réduira
a un polynéme entier si 2 ou 3 est entier et négatif; car tous
ses termes, a partir d’un certain rang, s’annuleront. Elle n’a
d‘ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses termes
deviendraient infinis & partir d’un certain rang.

Excluons donc le cas oit I'un des paramétres «, B3, y serait
entier ct négatif; nous obtiendrons une série infinie, dont
nous allons étudier tout d’abord la convergence.

...
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Soit w, l¢ terme général; on aura

u, _ (1+n)(y+n) 1
Unsy (24 n)(B+n) o

. . 1 . .
expression qui tend vers = quand n augmente indéfiniment.

La série sera donc absolument convergente si | x| < 1, diver-
gente si | x| >1.

Soit enfin |x |=1. Admettons, pour plus de généralité,
que z, 3, v soienl imaginaires, el posons a=2a'+ &',
B=8+p3"i.y=~"++"i. On aura

u,

_ |G+ +n)
(x+n)(3+n)

_ \/ (n+ 1) [(n +7) +1"]
[(n+a' ) +a"][(n + 3')+ "]

. nt+a(1+y)n*+
TV nt42(d 4+ BYn*+

;
= \/l +a(i+y = =) -+

! ’ nt '
:l+(|+y---—1—g);' +

Wny

La série des modules sera donc convergente, et la série
F(z, 8.+, x) absolument convergente, siy' — 2'—83'>o0.Au
contraire, si ¥'— 2'— 3'Z 0, la série des modules sera diver-
gente.

380. On peut former aisément une équation différentielle
a laquelle satisfasse la série F(z, 8, vy, z). En effet, considé-
rons I'expression

& = AF + B+F + C.r*F’ + DF' + ExF",

oi A,B,C,D,E sont des constantes arbitraires. Le terme
en " aura pour coefficient

[A(-;+n)+Bn(y+n)+Cn(n—l)(~;+n)]
+D(z+n)(B+n)+En(za+n)(3+n) ’

A,
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en posanl, pour abréger,

_2(a+D (2 +n—DBB+D..(Brn—1) 1
- tasony(r+1). . (yH+n—ru) 1+n

La quantité qui multiplie ¢ est un polynéme en n du troi-
sitme degré, et I'on pourra évidemment disposer des rap-
ports des cinq constantes A, B,C,D, E, de maniére a an-
nuler ses quatre coefficients; on aura alors identiquement

b —o.

On trouvera ainsi
(6) (r—aH)F+[v—(a+8+1)r]F—28F=o.

381. En faisant varier les paramétres z, 8,y de la série F,
on obtiendra une infinité de fonctions distinctes. Deux de
ces fonctions seront dites contigués si deux de leurs para-
métres ont la méme valeur, leurs troisi¢émes parameétres dif-
férant d’une unité.

Tutorkme. — La fonction F et deux quelconques de
ses contigués sont lides par une équation linéaire ayant
pour coefficients des polynémes du premier degré en x.

[a fonction F ayantsix contigués dillérentes, on aura ainsi
6.5 . . . . . g
—— — 15 équations différentes. Nous allons indiquer com-

ment on peut les établir.
Considérons, par exemple, les trois fonctions

F(z 8, v, x), F(3,3,y—u2z), F(z,B,1+1,7),
(ue nous représenterons, pour abréger, par
F, F_,, F,

Soit N le coefficient de 2" dans F, formons son coefficient
dans les fonctions F,zF,F_,, xF_,,F,, zF,. On trouvera
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immédiatement les valeurs suivantes :

PourF........ N
n(y+n—1)

xF.. ... N(z+n—-|)(3+n—l)
F NTHr—t
—l e e 0 o Y_l

y+n—i1 n(y+n—a)
xzF_,..... N el Py N | ayp—
| N_T

v+ n
zF,...... NI ny+n)

t+n(@+n—1)B+n—1)

On cn déduit immédiatement que le coefficient de z” dans
'expression

A+Bz)F+(C+Dx)F_;+ ExF,

N
(z+n—1)(3+n
tion entiére du troisi¢me degré en N. On pourra déterminer
les rapports des constantes A, B, C, D, E de maniére 4 annu-
ler cette fonction. On trouvera ainsi

sera égal au produit de — par une fonc-

(7) y tlr—1—(v—2—8—nr]F—y(—)(1—2)F_,
T + (v—2)(y—3eF=o.

lLies quatorze autres équations peuvent s’obtenir par un
procédé identique. On simplificra les calculs, soit en per-
mutant les paramétres z et 3 par rapport auxquels F est sy-
métrique, soit en profitant des équations déja trouvées pour
en obtenir d'autres, par I'élimination d’une des fonctions qui
y figurent.

Trois fonctions

F(2,3,v,2), F(«,¥,¢,2), F(" 3.7, 2),

dont les paramétres différent de nombres entiers, sont lides
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par une équation linéaire, dont les coefficients sont des po-
Iyndmes en z. En effet, ces trois fonctions se rattachent les
unes aux autres par une suite de fonctions contigués. For-
mant les relations qui existent entre ces fonctions, et éli-
minant les fonctions intermédiaires, on obtiendra I’équation
cherchée.

382. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonc-
tion F(a, 3, v, z) pour z =1, lorsque celte série est conver-
gente.

Posons z =1 dans I'équation (7) ; il viendra

(2+B—1)F(2,8,7,1)+(y—2)(y—B) F(a, By +1,1) =0,
d’ou

F(’vgs‘{vl) :(T'—a)(?—a).
F(z,8,v+1,1) 1(y—=2—B)

Changeant, dans cette équation, yeny—+1, Y+ 2,...,Y+n —1
et multipliant ensemble les équations obtenues, il viendra

l“(l’ s‘ Y’l)
F(z. 8,y +n,1)
(=) (y—2+D...(y—2+n—1) (y—B)...(y—B8+n—i)
- {({+1). . (g +n--1) (y—a—B8)...(y—a—pB+n—ri)
M(n,)W(n,v—2—8)
H(n,y—az)U(n,v—38)

3/ 4
en posant, comme au § IlI, P
2. . (n—nnd

(8) Il(n.:):;(;_‘_l)'”(;_f_u—l).

Faisons tendre n vers oc; F(x, 3,y + n, 1) tendra évi-
demment vers 'unité ; on aura donc, en posant encore

(9) li_mll(n,:):l‘(:),

I(YT(y—a—38)
F(y—a)U'(y—3)

F(a, 8, H1)=
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383. Fonction T. — La fonction I'(3), définie par les
équations (8) et (g), jouit de propriélés nombreuses et
importantes. Nous allons en établir quelques-unes.

On a évidemment

n
ll(ll,o—"—l) = :;"(Il, u),
d’ou, en posant n = x,
(10) I'(s+1)=23T(3)
et, par suite, A étant un entier positif quelconque,
F(s+AM)=5(s+1)...(s+A-—1)T(3).
On a d’ailleurs, identiquement,
N(n,1)=1,
d’ou
r(i)—=r,

et, par suite,
ra+Ak)y=r1.2...4.

384. On a, en sccond lieu,

N(n,s)ll(n,—3)=—

=1z ! ,
e
et, a la limite,
U(s)I(—3)=~— _—si:“ (372).
On en déduit
(1) PENO—3)=—3sT(s)T(—3)= .

sinz 3
Posons, en particulier, 5 = 3; il viendra

r@)y=s,

d’ou

P an

r(§) =v=
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385. Formons encore le produit

m

/ 1 / m—1
m™=1(n, 3) ll(n,:+'—’-l)...l1(n,:+ >

W(mn,ms)

On vérifie aisément qu'il a pour valeur

m—1
mmr 2., (n—1)]™n *

1.2...(mn—1) =4k
quantité indépendante de s.
On aura donc, en posant n = »,
1 m—1r
m’"‘l‘(;)l‘(s+ Fl)...l‘(:+ o )
B =limA =C,

r(ms)
C désignant une constante indépendante de s.

\ . I .
Pour la déterminer, posons 5 = e 1l viendra

“n m—
ml‘(—)...l‘( l>:C.
m, m

\

Multiplions cette équation par elle-méme, en renversant
Pordre des termes du premier membre. Il viendra, en tenant
compte de I'équation (11),

kg ks T —
.® . 2% . (m—0)=
sin — sin — SIn —mM8M8 —
m m m

m?

Orona

m—1 ki m—1 thwi 2im ki
x’m_':ll(‘z__esm>:|I<‘L.__e1m>(\x_e 2 )

0 [}
a(m—i)n

2 2 27 2
=(rt—1){x*—2cos—o+1])...| Z*—2co0s
am am

Posons x =1+ /, et égalons les termes du premier degré
en /i dans les deux membres ; il viendra

.oomo\? . (m—nN=*
am=12{2sin— ) ...l 2sin —— | .
2m am

+1].
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PPosant *x = — 1 + A, on trouverait de méme
= \? (m—1)=]*
am=2 acos—) .| 2cos—2 | .
\ 2m 2m

Multiplions ces deux égalités et extrayons la racine carrée;
il viendra
.o® . {m— =
m=am-lsin—... sm(— —L
m mn

ct, par suite,
m—1 1

C=(2=%) * ml.

VII. — Fractions continues.

386. Soit A une quantité réelle et positive quelconque;
on pourra évidemment poser
1
1\ =ay+ -—>
ll l
a, étant un entier, et A, une quantité > 1.
On pourra poser de méme
1
A= —
1 a, 4+ “\’,

@, élant un entier au moins égal a 1, et A, une quantité > 1.
Continuant ainsi, on obtiendra pour A un développement
en fraction continue, tel que

1
A=ay,+ —— - —-

1
a; +

ag+.__-
Ce développement sera évidemment limité si A est com-
mensurable, illimité dans le cas contraire.
On nomme réduites de la fraction continue les fractions

P a P I Aty + 1
_0=__0, -.l:ao_*__:_“...l—,
Q, 1 Q a, a
P 1 Ae@ Ay + A3+
gy —— - LY
Q, 1 ydy+1
a|+—
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387. Tatorime. — On a généralement

P,=a,Pp_y +Pn,,
Qlt: ap Qn—t -+ Qn—go

Cette formule est vérifiée pour n= 2 par les valeurs ci-
dessus de P, et de Q,. Nous allons d’ailleurs montrer que si

elle est vraie pour un nombre n, elle le sera pour n +1.

En effet, g"“ se déduit de —gﬁ par le changement de a,
n+1 n

(1

1

en a,+ . On aura donc

Qniy

1
Py — (an+ an-o-l) Pao1+Pas
Qn-o-l (an + ZZ—I_>Q"_'+ Qn_’
n+1

__ Qpyy (@8rPpy+Pry) + P,y — an Pr+ P,y .
- QApyy (anQn~—| -+ Qn—!) -+ Qu—l QApty Qn -+ Qn—i

On voit par les formules (1) que les quantités Q, croissent
.au dela de,toute limite quand n augmente. En effet, a, étant
au moins égal & 1, on aura

Qn§ Qn-—l -+ Qu—zi Qn—: -+ Qn—a -+ Qn_g§ QQ,,_,.

On déduit encore des formules (1) la relation

PnQn—l —_ pn—n Qn: —( Pn—:Qa—s— pn-lQn—l)’

et, comme P, Q,— Py Q, =1, on aura
(2) P,Quy—PryQu=(—r1)""1.

On voit par la que P, et Q, n’ont aucun diviseur commun.
Les réduites sont donc des fractions irréductibles.
On a enfin

(3) &_ P,_, =PnQn—f—Pn—|Qn: (—l)"".
Qn Qn-1 Qn-1Qn Q.1 Q.
P,
T
J.—L %

388. Les quantités —= convergent vers A. En effet, si dans
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I'identité (3), qui peut s’écrire ainsi

& . Pn—l —_ (_l)n—l

Qn Qn—: - Qr-1(@sQny+ Qn-z)’

on change a, en a,+ KL’ % étant évidemment changé
en A, il viendra

(4) A— Prot (==t

Qu-t Qut(Qu 3= Quct)

Les quantités Q croissant indéfiniment quand n augmente,

cette différence décroitra indéfiniment. D’ailleurs, AL étant

compris entre o el 1, cette différence sera comprise entre les
deux limites suivantes :

(_[)n—t et (_ ')n—l

Qn—lQu Qu—l(Qn"‘Qn—l).

Changeant n en n + 1, on trouvera de méme que A — 5—
n

est compris entre

(—1)" et (—1)"

Q"Q'H-l Qn(Qn+|+ Qn).

Ces deux quantités sont de signe contraire aux précédentes
et moindres en valeur absolue; car on a

Qn> Qn—n Qn-'-l; Qn + Qn—n
QnQn+t> Qn—l(Qn+ Qn-—l)'

Donc A est compris entre deux réduites consécutives
quelconques et plus rapproché de la derniére.

d’ou

389. Une réduite quelconque%‘ est plus rapprochée

de A qu’une fraction quelconque Qp-dont ledénominateur

est moindre que Q,.

N\
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Supposons, en effet, que g soit plus voisin de A que Q ;

P P,_
tombera nécessairement entre ! et ~2. On aura donc
Q Qn 1 Qn

Paci| _|Pa_ P
Q Qn -1 Qn Qu—l

ou pQ P Q
i B o

Mais PQ,_, — P,_, Q est un entier qui ne peut s’annuler; car
on aurait
P_P,,

Q7 Q-

. . P
et cette fraction est moins approchée de A que == Onaura
n
donc

[PQroy—PayQ[31,
ct I'inégalité ne pourra avoir lieu que si

Q>Q,,

contrairement & I’hypothése faite.

390. Considérons maintenant une fonction A développable
en série suivant les puissances entiéres et décroissantes d’une
variable x. On pourra poser

A—-ao+ + 3+

a, désignant un polynéme en x, et 2,, a, . . . des constantes.

.Posons
a

LR

+ =5 +...=

L
A,

5

Si a,, est le premier coefficient qui ne s'annule pas, A, de-
viendra infini d’ordre p, avec z. En le développant suivant
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les puissances décroissantes de z , il viendra donc

3 ﬁa

Al=a,+ = il .
a, étant un polyndme de degré p.,.
Posons de méme

&-i-gz-l-:——'
x X

on en déduira
T

e

v
Ay—= i

1 =as+ - -+

«, étant un polynéme en x du premier degré au moins.
Continuant ainsi, on obtiendra un développement

I
A=a0+

a, +

as +.
LX)

limité si A est une fraction rationnelle, illimité dans le cas
contraire, a,, @, ... étant des polyndmes dont les degrés
en x, que nous désignerons par ,, pg, ..., SOnt au moins
égaux a I'unité.

391. Considérons les réduites

’ 1 aga,+1 P 1

Po_ a0 _a,+—_°—i, 2—a+ :

Qo 1 Q a, Q: a+ L
a4

Les relations (1) subsisteront avec toutes leurs consé-
quences.

On en déduit tout d’abord que le degré v, du polynéme Q,
est égal & py+ o+ .o e

La relation (2) montire ensuite que la fraction algé-
brique Pu est irréductible.

(8

On voit enfin, par la relation (4), que la différence

A— 3 ! est d’ordre — v,_ — v par rapport & z. Car Q,_,

-
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1 B
est d’ordre v,_, et Q,+ ™ Qp— est évidemment d’ordre vy,
"
comme son premier terme Q.
. P,_
D’ailleurs, v, >v,_,; donc l'ordre de A — Q" . sera
n—1

< —2Vp_y.

392. Nous allons démontrer que, réciproquement, toute

fraction — telle que la différence A — —g soit d’ordre < —av,

Q

v étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement
égale  I'une des réduites précédentes.

En effet, considérons la série des nombres v,, vy, ...;
soit v,_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse

pas v. On aura, par hypothése,

P 1
-5 (o)
en désignant, pour abréger, par (‘;‘Lv_‘_-,) une expression

d’ordre — (2v -+ 1) au plus par rapport & z.
On a, d’autre part,

P,._ 1
=g =)
d’od

0= o= ine = = () + ()

Oron a

Vo >V3Vh_g.

Donc le second membre de I’égalité précédente sera d’ordre
inférieur & — (v + v,_,). Donc il doit en étre de méme du
premier. Mais le dénominateur Q,_, Q est d’ordre v +v,_,.
Donc le numérateur doit étre d’ordre <Co. Mais c’est un
polyndme, et son ordre ne peut étre << o que s'il s’annule
identiquement.
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OnG@ura/donc
Pn—tQ - PQn—l =o,

d’ou

P_P,,

Q" Qa
et, par suite,

P =kP,_,,
(3) Q=#kQp-y,

k étant un polynéme d’ordre v —v,_,.
On voit par la que GP ne sera irréductible que si v= Yr—t)

auquel cas le facteur £ se réduit & une constante.

393. Proposons-nous de déterminer directement une frac-

tion g dont le démominateur Q soit de degré v, et telle que

G- (s):

On en déduit, en chassant le dénominateur,

AQ=P+ (xvl+'>'

V’on ait

. 1 1
[l faut donc que, dans le produit AQ, les termes en 2w
disparaissent.

Soit, comme précédemment,

2 -
A=ay+ 2+ +...,
x a:g

et posons
Q:Bo—" Bpx ...+ szv.

Le coefficient Cy du terme en ;l—x, dans le produit AQ, sera

évidemment donné par la formule

Ch=aoBy+ 0y Bi+...+ 24y By,
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Nous'durons’d 'satisfaire aux conditions suivantes :
(6) C|=0, ceey Cv=0.

1° Si le déterminant

2y Xy e Ay
A=| ® T
Tyr1 Tver oo Tavy

n’est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguité,
les rapports des inconnues Bj; la fonction Q sera déterminée
a un facteur constant prés; on obtiendra la valeur corres-
pondante de P en calculant la partie enti¢re du produit AQ.

2° Si A, est nul, les équations (6) ne détermineront pas
complétement les rapports des coefficients B, et le poly-
néme Q contiendra plusieurs constantes arbitraires.

Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaitront

du rapport g, en vertu de la relation

B — Pn—l
Q  Qu
que nous avons trouvée plus haut.

On voit par ce qui précéde que la condition A,20 exprime
qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déter-
minants A,, A,, ... sont différents de zéro, ce qui aura lieu
en général, les nombres v,, v,, ..., v,, ... formeront la série
compléte des nombres entiers, et, par suite, les degrés p,,
B2y ++-y Y, -.. des polyndmes a,, ai, ..., @n, ... seront
égaux a l'unité.

VIII. — Maxima et minima.

394. Soit f(z) une fonction réelle de la variable réelle .
On dit que f(z) est mazimum pour z = a, si 'on peut
déterminer une quantité ¢ telle que I'on ait

Sfla+h)—fla)<o
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pour tout¢ valeur réelle de A moindre que ¢ en valeur ab-
solue.

Elle sera minimum, si I'on a toujours
fla+h)—f(a)>o
dans ces mémes conditions.

Si, au point a, f(z) admet une dérivée f(a) différente de

zéro, nous avons vu que, pour A suffisamment petit,
Sla+h)—f(a)

a le signe de & f'(a). Son signe changera donc avec celui

de £, et il ne pourra y avoir ni maximum ni minimum.

Pour trouver les maxima et minima de f(z), il faudra
donc tout d’abord chercher les valeurs de la variable pour
lesquelles f'(z) s’annule ou cesse d’exister. Soit a 'une de
ces valeurs. Pour s’assurer si elle donne effectivement un
maximum ou un minimum, on calculera la valeur principale
de la différence f(a + k) — f(a); car c’est évidemment de
son signe que dépend celui de cette différence pour les pe-
tites valeurs de /. Si ce terme principal est constamment
négatif, on aura un maximum ; s'il est constamment positif,
un minimum. Sinon, il n’y aura ni maximum ni minimum.

Si f(x) est développable aux environs du point @ par la
série de Taylor, la réponse & cette question sera immédiate.

En effet, dans ce cas, f'(a) s’annule nécessairement. D’au-
tres dérivées pourront s’annuler également. Soit f7(a) la
premiére de celles qui ne s’annulent pas : on aura

l/

fla+h) — fla)= %f"(a-%oh).

La dérivée f7(x) étant supposée continue au point a,
f*(a + k) aura pour limite f7(a) quand % tend vers zéro.
Donc, pour toutes les valeurs de A suffisamment petites,
elle aura le signe de f7(a). D’autre part, A" sera toujours
positif si n est pair ; au contraire, si 2 est impair, son signe
change avec le signe de 4. Donc :

1l y a mazimum, si n est pair, et f*(a) < o; minimum,
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st'n est pair, et fi(a)>o. Il n'y a ni maximum ni mi-
nimum si n est impair.

395. Une fonction réelle f(z,y,...) de plusieurs varia-
bles réelles z, y, ... sera mazimum au point a, b, ... si
I'on peut déterminer une quantité ¢ telle que I'on ait

fla+h, b+k, ...)—f(ab,..)<o0

pour toutes les valeurs réelles de %, &, ... de module <e¢;
elle sera minimum, si, dans les mémes conditions, on a
constamment

Sfla+hb+ k. ...)—f(a,b,...)>o0.

Une premiére condition pour I'existence d’'un maximum
ou d’un minimum est qu’au point @, b, ... chacune des déri-

o, f
oz

En effet, si 'on pose en particulier k¥ =...=o, la dif-
férence

vées partielles —= - s’annule ou cesse d’exister.

SJla+h,b,...)—f(a,b,.

devra conserver un signe constant, tant que || sera <e.

of

Donc rh ‘annule ou cesse d’exister au point a, b, .... De

méme pour les autres dérivées partielles.

396. Supposons la fonction f(z, y, ...) développable par
la série de Taylor aux environs du point a, b, .... Ses déri-
vées premiéres devront s’y annuler. Admettons qu’il en soit
de méme pour toutes les dérivées suivantes jusqu’a celles de
'ordre n exclusivement. On aura

/(a+/1,l)+/-‘,...)——f(a b, .

/ d 0
a...n
n+t
é‘da"_l‘ ) S(a+0h, b0k, ...)
1.2...(~n+1) )
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Pésons

p=Vh*+ k*+..., h=ph k=pk, I

d’ou
M k. =1,

L’expression précédente prendra la forme

> 5
Pagt Poyipnt!

-+ ’
1.2...n 1.2...(n+41)

P, et P, étant des polyndmes homogénes en /', X/, ..., de
degré n et n + 1 respectivement.

Les coefficients de P,,, sont, 4 des facteurs bindmiels
prés, les valeurs des dérivées d’ordre n + 1 au point a+0k,
b—+8k, ..., lesquelles ont pourlimites les valeurs des mémes
dérivées an point a, b, ... lorsque &, k, ... tendent vers
zéro. D’autre part, | 2’|, | K|, ... ne peuvent surpasser 'unité.
On pourra donc assigner un nombre fixe M tel que I'on ait

p"_._' pn+t

— Aty 1
1.2...(n+1) <Mpr+

dés que h, k, ... seront suffisamment petits.
Quant au premier terme, divers cas seront a distinguer :
1° Le polynéme P, reste constamment positif, pour tous
les systémes de valeurs réelles de A, k', ... (sauf pour
K=K =...=o, auquel cas il s’annule). Dans ce cas, pour
les systémes de valeurs de ces variables qui satisfont a la

condition
R k. =1,

P, sera positif, et, comme c’est une fonction continue, sa
valeur ne pourra s’abaisser au-dessous d’un minimum fixe m.
On aura done

met
1.2...n

fla+hb+k ...)—fla,b,...)> — Mpn+t,
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Cette'quantilé sera positive dés que p sera devenu

m
<Ta. .M

Il y aura donc minimum.

2° Si P, reste constamment négatif, le méme raisonne-
ment montre qu'il y a un maximum.

3° Si P, peut prendre des valeurs positives et des valeurs
négatives, il n’y aura ni maximum ni minimum.

Supposons, en effet, que P, soit égal & + m, pour le sys-
téme de valeurs k), k', ... et égal & — m, pour un autre
systéme de valeurs A}, £}, .... Soient

MK+ .=,

K4 Kpt. . . =21
Posons
., ’
W=ghy K= X';k,,
d’otr
k. =1
on aura
Pn(hla k,v -")Pn_ m“f."
1.2...n T 1.a...nl? )
et
n
fla+h,b+K,...)—f(a, b, ...)>T.’:—.‘-.P—.A—’;—Mpu+l,

quantité positive pour p infiniment petit.

Au contraire, si 'on déterminait 4/, k', ... par les rela-
tions
L

’ 1__'_ ’
)"h,, k k .

=5k

h'=
on aurait

m n
fla+hb+k, ..)—f(a, b, ...)<—ﬁz,+mp~+-,

quantité négative pour p infiniment petit.
Ce cas se présentera nécessairement si n est impair, car
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on changera-le signe de P, en changeaunt celui des varia-
bles.

4° Enfin, si P, ne peut pas changer de signe, mais peut
s’annuler pour quelque systéme de valeurs autre que

A=kK=...=o,
il y aura doute.

397. La distinction des quatre cas ci-dessus est aisée a
faire dans le cas le plus ordinaire, ot n=12. On n’aura
qu’a mettre, par un procédé d’Algébre connu, le polynéme
du second degré P, sous la forme

Py,=a,X} + a,X} +. ..+ a;X} ({2 m),

les X étant des fonctions lindaires distinctes des m variables
K, K, ...

Supposons d’abord que les coefficients @ ne soient pas
tous de méme Signe et qu'on ait, par exemple, a,> o,
a; < o. Sil'on détermine /', &, ... de telle sorte qu’on ait

X, 2o, X,=...=X;=o,
P, sera positif. Si I'on pose, au contraire,
x’zo, x’=x'=...=xl=0,

il sera négatif. Il n’y a donc ni maximum ni minimum.
Supposons, au contraire, que les a soient tous de méme
signe, P, aura toujours le signe des a, & moins qu’on n’ait

x|=. N x"'—" o,

auquel cas il s’annule.

Si { < m, on peut satisfaire & ces conditions par une infi-
nité de valeurs de A/, &', .... On sera donc dans le cas dou-
teux.

Si { = m, ces conditions ne seront satisfaites que pour
h'=k=...=o. 1l y aura donc minimum si les @ sont po-
sitifs, maximum s’ils sont négatifs.
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398. Considérons, en particulier, le cas de deux variables.
Posant, pour abréger,

i3f @ f _ i*f
=" gu=bB =0

nous aurons
Py,= AMN*4 aBA' k'+ Ck™.

Si A Zo, cette expression peut se mettre sous la forme

AC —B*
2

/2
A k'2.

P,= Tix (AR +BK') +
Donc ,
Si AC—B*<o ni maximum ni minimum,
AC—B!=o doute,
AC—B*>0, A>0 minimum,
AC—B*>0, A<o maximum.

Si A =0, on trouve les mémes caractéres. En effet, soit
d’abord B2o, d’oi AC — B?*<<o. Il n’y aura ni maximum
ni minimum, car P, = aBA’' X'+ C4’? aura 4 volonté le signe
de K’ ou le signe contraire, suivant qu'on prendra A’ plus

/
grand ou plus petit que — a—g-- Enfin, si B=o, dou
AC —B?=o0, P, se réduit & CA’? et s’annule pour ¥'=o,
quel que soit #'. 11 y a donc doute.

399. La discussion des cas douteux peut se faire d’une
maniére 4 peu prés compléte pour les fonctions de deux va-
riables. En effet, dans ce cas,

Sla+h, b+ k)— f(a,b)

est une série de puissances entiéres de & el de £.

Si cette série contient en facteur une puissance de #, telle
que k%, mettons-la en évidence; nous aurons une expression
de la forme

h*S(k, h).

Soit Ak~ le terme de degré le moins élevé en k dans
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S(k,o0). Pour h infiniment petit, I’équation S(k, h)=o
donnera, pour k, n racines infiniment petites, dont on
pourra calculer les développements suivant les puissances
croissautes (entiéres ou fractionnaires) de 4 par la méthode
des n°* 361 a 368. Soient K, K/, ... ces développements ;
v, ¥, ... leurs ordres de multiplicité respectifs. Nous pour-
rons écrire

heS(k, h) == ha(k —K)¥ (k —K')¥ ... W(k, k),

W étant une série de puissances entiéres, qui, pour k& = o,
k = o, ne s’annule plus et se réduit évidemment a A.

Pour les valeurs réelles et suffisamment petites de & et
de k&, W aura évidemment le signe de A. '

Considérons les autres facteurs du produit. Si 'un des
développements K est compliqué d’imaginaires, il sera évi-
demment accompagné du développement conjugué K,, qui
sera du méme ordre v de multiplicité. Le produit

(k—K)'(k—K,)

sera toujours positif; et ces facteurs n’entreront pas en ligne
de compte dans le signe du produit.

La méme chose a lieu si K est réel, mais v pair; car le
facteur (kK — K)' ne peut étre négatif; la seule nuance est
qu'il est susceptible de s’annuler.

De méme, si « est pair, h* ne pourra étre négatif.

Si donc il n’existe que des facteurs de I'espéce considérée
jusqu’a présent, la différence f(a+ 4,0+ k) — f(a, b)
aura toujours le signe de A; tout au plus sera-t-elle suscep-
tible de s’annuler. Il y aura maximum ou minimum, suivant
que A est négatif ou positif.

Mais si, cette suppression faite, il reste encore des fac-
tears, il n'y aura ni maximum, ni minimum.

En effet, supposons par exemple qu'il nous reste les fac-
teurs

Wk —K)y(k —K'),

K et K' étant réels, et «, v, v' impairs.
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Faisons tendre 4 vers zéro plus rapidement que £, de telle
sorte que K et K’ soient trés petits par rapport 4 &; k—K
et k —K' conserveront leur signe si I'on change le signe
de h, tandis que h* changera de signe. Donc la différence
Sf(a+h, b+ k) — f(a, b) ne garde pas un signe constant.

Supposons maintenant qu’il ne reste pas de facteur A2,
mais seulement les facteurs

(k—K)(k—K').

Posons £ =K + ¢h}, ¢ étant égal & == 1, et A* étant d’'un
ordre plus élevé par rapport & & que la différence K—K'. On

aura
(/\‘— K)V(k — Kl)vlz E/l)“'(K— K'+ slz)')".

Pour /4 infiniment pelit, le signe du dernier facteur sera
le méme que celui de (K — K’)¥, quel que soit le signe de ¢;
donc le produit changera de signe avec ¢ et il n’y aura ni
maximum ni minimum.

400. Nous aurons d’aprés cela, pour décider de I'existence
d’un maximum ou d'un minimum, a effectuer les opérations
sulvantes : ,

Nous déterminerons d’abord le facteur A% commun a tous
les termes de f(a + h, b+ k) — f(a, b). Si a est impair, il
n’y a ni maximum ni minimum.

Si « est pair ou nul, nous chercherons le premier terme
M /¢ de chacun des développements K, K/, .... Nous obtien-
drons, par la méthode du n° 361, un certain nombre de va-
leurs de p, et, pour chacune d’elles, une équation

r(M)=o

qui déterminera les M correspondants.

Nous chercherons les racines réelles de cette équation
(les racines imaginaires peuvent étre écartées, car les déve-
loppements qui s’en déduisent n'influent pas sur le signe du
produit).
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Si'l'nel de-¢es'racines est d’un ordre de multiplicité im-
pair n,, il 0’y a ni maximum, ni minimum; car, parmi les
développements en nombre n, qui s’en déduisent, ceux qui
sont imaginaires, étant conjugués deux a deux, sont en
nombre pair; il reste donc un nombre impair de développe-
ments réels égaux ou inégaux; I'un au moins d’entre eux
sera donc un ordre de multiplicité impair.

Si n, est pair, il faudra calculer le second terme M, A#« des
n, développements qui ont pour premier terme MA*. Dans
les équations qui déterminent les valeurs de M,, on négli-
gera encore les racines imaginaires et s'il existe une racine
réelle d’ordre impair, on affirmera qu’il n'y a ni maximum
ni minimum.

SiI'on arrive & n’avoir plus que des équations privées de
racines réelles, il y aura maximum ou minimum.

On arrivera ainsi 4 trancher la question.

1° S’il existe des développements réels d’ordre de multi-
plicité impair;

2° S'il n’existe pas de développement réel d’ordre de mul-
tiplicité pair, et dont le nombre des termes soit illimité.

Mais si aucune de ces deux conditions n’est satisfaite,
on ne pourra jamais arriver & la certitude. En effet, on
pourra, en poussant assez loin les calculs, éliminer les déve-
loppements imaginaires, et ceux des développements réels
d’ordre de multiplicité pair qui s’arréteraient d’eux-mémes
aprés un nombre limité de termes; mais les autres resteront
toujours, sans qu’on puisse assurer que la prolongation des
opérations ne permettrait pas de les dédoubler.

401. Mazxima et minima relatifs. — Soit a trouver les
maxima et minima d'une fonction f(z, y, 5, u), les variables
étant liées par deux relations

(l) ?(.‘1’,‘)’,5,&):0,
(2) (=, y,3u)=o0.

Imaginons qu’on ait tiré de ces relations les valeurs de =,
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u en z, y, pour les substituer dans f; il viendra

Sz, 5,3, u)=F(z, y);
et, pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faudra que

oF et JF sotent nulles ou cessent d’exister.
oz dy

JdF JF
Bornons-nous encore au cas ol 1’on aura —

dx —O’dy 0

ou plus simplement dF = 0. On a
of oy oz g —
(3) dF——-d.l'-Fd)’d)’ ¢ dzd"+dudu_o’

et cetle équation devra étre ldenuquement satisfaite pour
toute valeur de dx et de dy aprés qu'on y aura remplacé ds
et du par leurs valeurs tirées des équations

d¢ J¢ do de ,
(4) d—da:-i— dy+d dz + 5t du=o,

o aq, o, o,
(3) dxdx+dydy+d dz + dud""o'

qu'on obtient en différentiant les équations ¢ =o, ¢ =o.
Il faudra donc éliminer dz, du entre ces équations (3), (4),
(5) et égaler A zéro les coefficients de dz et de dy dans
I'équation résultante.

Pour effectuer cette élimination, multiplions les équa-
tions (4) et (5) par des facteurs indéterminés A, p, puis
ajoutons-les a 'équation (3); il viendra

(3~ o+'3"’)dx+(3§+*oy o)
) (s e aame

et 'élimination sera effectuée si nous déterminons X et . de
telle sorte qu’on ait

of 9 0% _ of % _
(6) o*’o»‘“‘o. ° o"‘*oa"‘"o =o.

J.— L ' 25
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Egalant’alors' A zéro les coefficients de dz et de dy, nous
aurons
a L ;% A1 of 9

(7) or -+ 4 ()L+‘d_.-t o, ),-!- ]’+P0]

—o.
Les équations (6) et (7), jointes aux équations (1) et (2),
détermineront les six quanlités z, y, 3, u, A, u.
On remarquera que les équations (6) et (7) s’obtiendraient
immédiatement en égalant a zéro les dérivées partielles de la

fonction
S+ do+ pé.

402. Soit a déterminer la plus grande (ou la plus petite)
valeur que prend la fonction f(x) lorsque z varie de x, & x,.
Cette valeur peut correspondre i 'une des limites ou a un
point intermédiaire a. Dans ce dernier cas, il est clair que
f(a) sera un maximum (un minimum) de la fonction f(z).

Pour résoudre la question, il faudra donc calculer les
maxima (ou minima) f(a), f(b), ... de la fonction dans
intervalle de zo & x|, ainsi que ses valeurs extrémes f(x,).
f(x1), et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces
quantités.

On agirait d’'une maniére analogue pour déterminer la plus
grande ou la plus petite valeur d’une fonction de plusieurs
quantités lorsque le champ de leurs variations est assujetti a
certaines limitations.

403. Appliquons les méthodes précédentes a quelques
problémes.

ProsrLime . — Trouver la plus courte distance d’un
point P a une droite D.

Soient a, 2,, 2, les coordonnées du point; a, a,, a, celles
d’un point fixe pris arbitrairement sur la droite; b, b,, b, ses
cosinus directeurs, c’est-a-dire les cosinus des angles qu’elle
fait avec les axes. Les coordonnées z, y, 5 d'un point situé
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sur la droite a la distance ¢ du point a, a,, a, seront évidem-
ment

x=a+ bt, Yy =a,+ by, 3 = a,+ byt,
ct sa distance ¢ au point P sera donnée par la formule

f=(a+bt—a)+(a+ bt —2a )+ (ay+ byt —12,)
=ZX(a+ bt —2)
11 s’agit de déterminer la distance variable ¢, de telle sorte
que cette expression soit minimum.

Elle a pour dérivée 22b(a + bt — 2), quantité toujours
continue. Il faudra donc égaler cette dérivée a zéro, ce qui

donnera
' Sh(a—2)+ bt =o,
d’ot
_ Zb(a—a)
t=—=—3p—

Substituons cette valeur dans I'expression
<

N=Z(a+bt—&)?=Z(a—a)+2t=b(a—z)+ 2302,
il viendra

[Eh(a—2)]2  [Eb(a—a))?
> St + Th
S(a—atEh—[Shia— )2

S he

_ [(a—z‘)l),—(a,—a,)l;]2+[(a,—1.)/1,—(a,—a,)b.]’+ [_(ﬁ,—a,)b—-(a—z)l'i]’
- b+ b} + b3} ’

22=S(a—1a)—

I

Cette expression représente bien un minimum, car la dé-

rivée seconde
dr 8!

Tl[—z :221)’

est posilive.

404. ProsrLime II. — Trouver la plus courte distance
de deuz droites.

Soient

(8) .l'—_——a+bt, y:a’+b|t, 5=a’+bgt



388 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IiI.

les coordonnées d’un point de la premiére droite,
(9) f=a+f, n=2a+di, =+ By

celles d’un point de Ja seconde droite.
La distance ¢ de ces points sera donnée par la formule

M= (z—E)+(y — )1+ (s =)
=(a—a2+ bt — )+ (a,—a,+ bt — Byx)?
“+ (ay— 2,4+ byt — By7)2.

Il s’agit de déterminer les variables ¢ et < de telle sorte que
cette expression soit minimuin.

Les dérivées partielles de cette expression par rapport a ¢
et & 7 sont toujours continues. En les égalant & zéro, on aura
les deux équations de condition

N
‘;_z = b(a— 2+ bt — Bc) + by (@ — ay+ byt — Py )
-+ b,(a,—!,"‘ b’t—' ﬂ,t)_—.o,

-

S
[~74
4

=f(a—a+bt—fr)+ B (@ — o+ byt —Byx)
+ Bs(@as— 23+ byt — Byt) —o.

l

%

1
2 0T

Eliminant successivement entre ces équations chacune des
quantités entre parenthéses, et posant, pour abréger,

blpz_btal=A7 b,ﬂ—bﬁ,:Al, bB,—b.B:A,,
on en déduit

a—-a+bt—{$t_a.—a,-i—b,t—{i,‘:_a,—zg+b;t—?,l

A - A A,

Soit A la valeur commune de ces rapports; on aura, pour
déterminer ¢, = et )\, les trois équations linéaires

AL +Bfr — bt —a —a,
Ar+8s—bit=a;—2x,
Ak 4 Bat — bet —ay— 25,
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d’ou I’on déduit
A= %, = %, t= g,

L, M, N, D désignant les déterminants suivants :
a—a B —0b
L=|a—a B —b
ay—ay B, —b,
A a—a —b
M=]A, a—a —0b,
Ay ay—2 — b
A B a—z=
N=1|A B a—a
Ay By ay—ay

=A(a—a)+ A (a;—a,)+ Az (ay— 1),

A B —b
D=1A, B —b |=A'+A}+ AL
Ay B — b,

Enfin, l'on a
+=L
VAT+ AT+ A}

S=VAN+ AN+ AN =

Il est évident, d’aprés la nature du probléme, que cette va-
leur de &2 est un minimum. Pour le vérifier, formons les dé-
rivées secondes

2 32
L =t by b,
LX)
';f dt o< =—b§—b;p.— baBs,
dlai
3 g =Pl

La quantité représentée dans la théorie générale par
AC — B2 est égale a

A0+ b+ 03) (B + BT + B3) — 4(bB + by By+ by Bs)*
=4(A*+ A} + A}).
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Elle est positive. Donc, il y a bien maximum ou minimum.
D’ailleurs
1 0%8
3 g b+ b} + b} > o0;
ce sera donc un minimum.

403. Remarque I. — Les quantités b, b, b, el B, B4, 3.,
étant les cosinus directeurs des deux droites données, satis-
feront aux équations

b+ bi+ b1=1,

B Bl Bi=r.
Mais nous n’avons pas fait usage de ces équations. Les for-
mules trouvées subsisteraient donc en donnant a b, b,, b,,
B, B1, B2 des valeurs quelconques. D’ailleurs, les équations
(8) et (9), pouvant se mettre sous la forme

r—a__y—a __i—a_,
by — by 7

nc cesseraient pas de représenter des lignes droites.

Remarque 11. — Si nous posons

a—=a -+ ia, ay = a, + Aa,, %y = Ay + Aa,,
= b+ AD, b, = b, + Aby, By = by+ AD,,

les formules précédentes deviendront

A=0b,3b,—byab,, A;=0byab—baby, A,=0bAsb,— b, b,

| Aa AD b
L=—(AAr+ A,da,+ A;Aay) =1 Aa, Ab, b, |,
| Aay Ab, b,
) A  Aa b' IA b+ —Aa
M=| A, Aa, b, |, N=] A, b +4Ab —Aa, |,
Ay Aay b, | I,\, by+ Ab, — Aa,

D=A*+ Al+ AL
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et'Von aura -encore

)\__L ‘c—M . N 5 *L
p—_—<¥] = =) = = ="
D D D VAT AT Al

Nous ferons un fréquent emploi de ces formules.

406. Prosrime IIl. — Trouver la plus courte distance
d’un point & un plan.

Soient a, b, c les coordonnées du point et
(10) mzx+ny+ps+qg=o

I'équation du plan. Nous aurons i rendre minimum I’expres-
sion
F=(z—a)+(y—b)y+(s—c)
ou x, y, z sont liés par 'équation précédente., D’aprés la
régle générale donnée pour la recherche des minima relatifs,
nous aurons A égaler & zéro les dérivées partielles de I'expres-
sion
(z—a)y+(y—>b)l+ (s—c)+ A(mo +ny+ps+gq),
ce qui donnera les équations
2(x —a)+im=o,
a(y—>b)+2in —o,
2(z —c)+2Ap =o,
auxquelles on joindra la suivante
o=mzx+ny+ps+q
=m(x—a)+n(y—b)y+p(zs—c)+ma+nb+pc+q.

On en déduit

r—a=—1%ikm, y—b=—1kn, s—c=—4\p,
1) — ma+nrb+pctgqg
1h— ’
m?+ n*+ p?

(ma + nb+ pc+q)*

=3\ (m'+ n*+p*)= mt+ n'+ p*
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Poarvérifier que cette expression représente bien un mi-
nimum, cherchons les dérivées secondes de 62 considéré
comme fonction des variables indépendantes z, y, et d’une
fonction 3 de ces variables, définie par I'équation (10). On
aura successivement

d8

~d—‘z_-=a(w—a)+2(z—c)3——;:(ax—a)—?(z—c),
98 am 03 2m? '
.F_:Q—T-d—‘-t—-ﬁ'i‘—ﬁé—)
0’38 _ am ds __amn
drdy —  p oy~ p
On trouvera de méme
028t an?
7=

Les expressions désignées dans la théorie générale par
AC — B? et A seront ici

<2+2;l’)<2+?;':_!>_4_0;__"n’___4+%+é§

et
am?

2 +
Pz

Toutes deux étant positives, on aura un minimum.

407. Prosrime IV. — Trouver les maxima et minima
de la fraction £ )

S =a, 2+ Ay ¥y + a3,2'+ 20,3y + 2843 )5 + 24, 3T
et
2 == XV Agg ¥+ 2333+ 20, TY + 2243 Y3 + 22357
étant deux fonctions homogénes du second degré en x,
¥y 3.

La valeur de cette fraction ne dépendant que des rapports
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des variables z, y, 3, il est permis de supposer leurs valeurs
absolues choisies de telle sorte qu’on ait ¢ =1.

On aura donc & trouver les maxima et minima de f, étant
donnée I'équation de condition

o —I1=0.

On devra, comme on sait, déterminer z, y, z, A par les
équations
L l,
PN o of
(11) 9z +ld.r d dy =o, d-+)‘I"°’

ou, en effectuant les calculs,

(an—+ ray))x 4+ (@a+ Aay.) y + (@ + 223)5 = o,
(12) { (@24 2agy)x + (@g+ Ayq) Y + (@ys+ A233)3 =0,
(@34 Aay3) T + (@gy + Mgy) y + (@33 + A233) 3 = 0.

Or l'équation ¢ =1 montre que z, y, 3 ne peuvent étre
nuls a la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit
étre nul, ce qui donnera une équation du troisiéme degre
en A

Soit A une des racines de cette équation ; en la substituant
dans les équations (12), elles se réduiront a deux équations
distinctes, qui fourniront les rapports de z, ¥, 3. L’équation
© =1 achévera de déterminer ces quantités.

La valeur correspondante de {sera —\. En effet, feto

étant des fonctions homogénes du second degré, I'on aura

f o .9
+ de 9:= =af,
" vy 0%,
T or ‘ydv *os ¥
Les équations (11), respectivement multipliées par z, y, 3
et ajoutées ensemble, donneront donc

2f +2eh=o0,  dot f—_—_x.
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Avint(@aller plus loin, nous remarquerons que la fonc-
tion » peut se mettre sous la forme

Aye ay \?
2, .z',-i--a—)’+a—z -+ 94,
1 11

¢ étant une fonction de ) et de 3, telle que

Buyt+ 2B ys + B3’

On pourra de méme mettre ¢, sous la forme

Bie _\? .
pn()"" _|—|‘> +73%
La fonction ¢ sera ainsi décomposée en une somme de trois
carrés, respectivement multipliés par 2,(, 8.4, Y-

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois
coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est
nécessaire et suffisante pour que ¢ prenne unc valeur posi-
tive et différente de zéro pour tout systtme de valeurs de
z,y, s autre que o, o, 0. Cette condition étant remplie, les
valeurs de z, y, s pour lesquelles on a =1 auront néces-
sairement un module borné; car il faudra que chacun des
trois termes posilifs dont ¢ se compose, pris isolément,
soit Z1. Les valeurs de f correspondant a ces divers sys-
témes de valeurs de z, y, 5 seront donc bornées, et, par suite,
S présentera nécessairement au moins un maximum el un
minimum réels, correspondant a des valeurs réelles des va-
riables. Soient z,, y,, 5, les valeurs qui correspondent au
maximum, par exemple; ), la valeur correspondante de A.

Posons

x=ux,8 +mv, 4+ nf,
y=yvif+mn+nd
3= 35,8 + myv, + n,4,

£, 0, L étant de nouvelles variables, et m, n, m, n,, my, n,
des quantités quelconques telles que le déterminant de la
substitution ne soit pas nul. Aux valeurs z ==z, ¥y = y,,
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s =3, qui donnent le maximum, correspondront les valeurs
E=1, =0, {=o0. Dailleurs, aprés la transformation,
S et o deviendront des fonctions des nouvelles coordonnées,
homogénes et du second degré, comme auparavant.

La transformation une fois exécutée, appelons z, ¥, 3 nos
nouvelles variables primitivement désignées par §, 7, {. Appe-
lons égalementa,, ..., 2, ... les coefficients des fonctions f

f
?
et ¢ égal a 'unité pour z=1, y =0, =0, A=»%. On
aura, par suile, a(, = 1, et les équations (12) étant satisfaites

pour le maximum, on aura, d’autre part,

Y

et ¢ rapportés a ces nouvelles variables; = sera maximum

(13)  an+M=o0, anp+Mkhzy=0, a;+\z;=o.
Posant maintenant, pour abréger,

X =1+ 23V + 235,
on aura
(== X? D1

f:_llx’-’_/l'

2y et fy éiant des fonctions de y, z, dont la premiére sera
positive pour tout systéme de valeurs de y, z autre que
y=o0,5=0.

Opérant maintenant sur les fonctions ¢, f, de la m¢me
maniére que nous P'avons fait sur ¢ et f, nous pourrons les
mettre sous la forme

9= Y24 oy f|=—)\1Y’+f!)

29 el f3 nc contenant plus que 3, et par suite étant respecti-
vement de la forme 3352, y32.
Posant

on aura N
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et, par suite,
= Xt4 Y14+ 73,
(14) !

f=— M X1\, Y2, 20,
d’ou ce théoréme :

Etant donné un systéme de deuzx fonctions quadra-
tiques f et ¢ dont l'une est toujours positive, on pourra,
par unchangement de variables réel, en faire disparattre
les rectangles des variables.

Les deux fonctions étant ainsi préparées, I'équation en A
deviendra

— A +A o o
o= o — A+ A o =R =M)A—=2)A—1,).
o o — A+

Cette équation a pourracines les trois quantités réelles ,,
As, A3. Donc, {’équation en ) a toujours ses racines réelles.
On voit immédiatement sur les équations (14) que la plus

f

grande de ces racines rendra ¢ minimum; la plus petite le

rendra maximum, la troisitme ne donnera ni maximum ni
minimum. :
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CHAPITRE IV.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA SERIE
DE TAYLOR.

I. — Points ordinaires et points singuliers.

408. Soient F(X, Y) = o I'équation d’une courbe plane;
(z,y) I'un de ses points, aux environs duquel nous suppo-

sons F développable par la série de Taylor
oy v OF JF 1 0'F
o=F (X,Y)_. ﬁ-(k—ﬁ)ﬁl‘ 5; (Y—y)'l‘ ; d? (X—x)’+....

Coupons la courbe par une droite
X—r=12t+h, Y—y=Bet+k,

et supposons que cetle sécante se rapproche indéfiniment du
point (z, y) en conservant une direction constante et d’ail-
leurs arbitraire.

Si u de ses points d’intersection avec la courbe se rappro-
chent indéfiniment de (z,y), on dira que ce point est de
I'ordre u de multiplicité. Si =1, ce sera un point simple
ou ordinaire; si u > 1, ce sera un point multiple ou sin-
sulier.

Comme a chaque valeur de ¢ correspond un seul point z,
y de la sécante, 'ordre de multiplicité cherché sera évidem-
ment égal au nombre des racines infiniment petites de 1'é-
quation

JdF JF 1 0*F .
d—x(at+h)+d—y(pt+k)+; W(at+h) “+...,
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ou;’ce’qui’'revient au méme, a celui des racines nulles de
I’équation limite

JF JF 1 0'F
(10_‘1‘4-‘36)t+§(z’-ﬁ—’-+...>¢’+....

Le nombre p sera donc égal 2 'unité, toutes les fois que

JoF oF ne sont pas nuls simultanément; il sera égal a n, si

dz’ dy
les dérivées -d—l-?- d—l-?; d!—F, .
dx dy dx?
I'une au moins des dérivées d’ordre n étant 2 o.

Le nombre des racines nulles, étant supposé égal a n pour
une direction arbitraire de la sécante, se trouvera accru si a,

B sont déterminés de maniére a annuler le coefficient

- d'ordre < n s’annulent toutes,

o OF g O°F
oz T dx“"'dy+"'

du terme en ¢7, c’est-a-dire si la sécante est parall¢le a I'une

des droites du faisceau

M#F . gF
) +n(X—w) (Y—})m‘f-.

o=(X—2a)

Ces droites se nomment les tangentes au point (z, y).
En un point simple, on aura une seule tangente

JoF JF
o (X—.z‘)+lry(Y—y)_o.

409. A une valeur infiniment petite de X — z correspon-
dent une ou plusieurs valeurs infiniment petites de Y — »-.
Proposons-nous de les développer en série.

Supposons d’abord que ( z, y) soit un point simple. Si 'axe

- JoF
des Y n’est pas paralléle a la tangente, Jy n’étant pas nul, on
n'aura qu'une valeur infiniment petite de Y — y, dévelop-
pable comme on I'a vu, suivant les puissances entiéres et po-
sitives de X — .
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Si I'axe des Y est paralléle a la tangente, 37' est nul, mais

JF
o7 nel’est pas, et I'on aura

JF
ozb—x(x—x)+...A(Y—-)’)‘”+.-.,

en metlant en évidence, parmi les termes qui ne contiennent
pas X — z, celui dont le degré en Y — y est le moindre. Cette
équation admet  racines infiniment petites données par I'ex-
pression

1
JF\" L 2
Y—y:(k %) (X —zy +a(X —z) ...,

ou l'on prendra successivement les diverses déterminations
1

du radical (X — z)". On obtient ainsi un cycle de r branches.

Supposons au contraire (z, y ) multiple d'ordre r, et ad-
mettons, pour plus de simplicité, que ’'axe des Y ne soit pa-
ralléle & aucune des tangentes en ce point. On aura

o=F(X,Y)=A(X—2z)"+ A (X—2)" " (Y—))+...
+ A (Y =)+ B(X —x)r+t 4. ..

le coefficient A, n’étant pas nul. L’équation admet donc n
racines infiniment petites, données par des séries

Y—y=MX—-z)+..., .., Y—y=M,(X—1x)+..,
ou My, ..., M, sontles racines de 'équation
Ajg+AM4 . . 4-A,Mr—o0,

qui donne les coefficients angulaires des tangentes.

Si les racines de cette équation sount toutes inégales, les n
développements seront séparés dés le début, et ne contien-
dront que des puissances entiéres. Si, au contraire, plusieurs
tangentes coincident, la singularité sera plus complexe, et les
développements contiendront le plus souvent des puissances
fractionnaires de X — z. Mais on sait que dans tous les cas
ils peuvent étre associés en cycles en réunissant ceux qui
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Coupons la'courbe par une droite
a(X—x)+3(Y—y)=h

infiniment voisine du point z, y.

Les ¢ des points d’intersection seront donnés par 1'équa-
tion

(L —¢,)?

('a+ ) B)(t—1¢) + (z"a+y'3) — .= h.

Cette équation en ¢ — ¢, n'a, en général, qu'une racine
infiniment petite si 2’ et ' ne sont pas nuls 2 la fois. Le
point (z,y) sera donc simple. Mais on aura une seconde
racine infiniment petite si I'on a

z'a+y'B=o,
auquel cas la sécante sera paralléle a la droite

X—r_Y—y

.,cl yl
Telle est donc I’équation de la tangente.

Supposons, au contraire, que z’, »' s’annulent a la fois,
ainsi que z",”, ..., z"~', y"~!, mais que 2" et y" ne soient
pas nuls tous deux. L’équation en ¢— ¢, aura nr racines
infiniment petites; le point (z, y) sera donc multiple
d’ordre n (pourvu qu'a ces n valeurs de ¢ — ¢, correspon-
dent autant de syst¢émes de valeurs différentes pour X — r,
Y — y). Le nombre des racines infiniment petites deviendra
d’'ailleurs > n, si l'on a

z"a 4 y*f =o.
On a dong, ici encore, une tangente ayant pour équation

X—z Y—u
= .

Ces résultats supposent, comme on vient de le voir, que
deux valeurs différentes de ¢, assez voisines de ¢,, corresp on-
dent toujours & des points (z,y) différents, ce que nous
exprimerons d’une maniére abrégée en disant que ¢ corres-
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pond uniformément aux points du cycle. On peut toujours
reconnaitre si cette condition est satisfaite, et si elle ne I'est
pas, faire en sorte qu’elle le devienne, par un changement de
paramétre.

Soit, en effet, en ne conservant dans l'écriture que les
termes dont le coefficient n’est pas nul,

(t—¢t)™ + (t—t)™ .
m! m,!

(e—¢t)" n (E— )™
n! +rn n,!

X—z—=2am
Y—y=y"

Supposons, pour fixer les idées, m 2 n ; et posons

zm (l—__t")__m + ™, (= t".).’:

m,

.. um,

« étant un nouveau paramétre. On sait qu'il existe m déve-
loppements suivant les puissances entiéres de u, qui, mis &
la place de ¢ — ¢,, satisfont identiquement & cette équation.
Soit

(1) t—t, = u—+...

Pun d’eux. Substituant cette valeur dans les expressions de
X, Y, elles prendront la forme plus simple

X—z=um, Y—y=cur+cu+....

Soit 8 le plus grand commun diviseur des exposants m = 3r,
n=2=3s,n'=28¢, .... Posant u® = v, il viendra

X—x=0v", Y—y=cvtc'vi+....

Ces deux équations représentent un cycle de r bran-
ches, et comme r, s, s, ... n’ont pas de facteur commun,
deux valeurs infiniment petites de ¢, distinctes entre elles,
ne pourront répondre & un méme point. En effet, ¢ dési-
gnant 'une d’elles, I'autre devrait étre égale a 6¢, § étant
une raison r™¢ de I'unité, pour que X edt la méme valeur..
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Pour que Y et également la méme valeur, on devrait avoir

B e AL L Ry, o L S

ou
c(l— ) 4+c'(1—8) v+, ..=o.

Or, les exposants r, s, s', ..., n'ayant pas de facteur com-
mun, quelle que soit la racine choisie pour 8, la série S du
premier membre ne sera pas identiquement nulle et ’on
pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o <|¢|<<L,
S soit différent de zéro.

Si & est égal a I'unité, « correspondra uniformément aux
points du cycle; et il en sera de méme pour ¢, car la rela-
tion (1) fait correspondre & chaque valeur de u une seule
valeur de ¢, et réciproquement.

411. Dans ce qui précéde, nous avons appelé ¢, la valeur
de ¢ pour laquelle on a X =z, Y =y Il peut évidemment
exister plusieurs valeurs ¢y, ¢, ... de ce paramétre qui sa-
tisfassent a cette condition. Chacune d’elles donnera nais-
sance & un cycle, suivant P'analyse précédente, et I’ordre
total de multiplicité du point (z, y) sera la somme des ordres
de multiplicité partiels ainsi calculés.

412. Soient F(X, Y,Z)=o0 l'équation d'une surface ;
(z, ¥, 3) un de ses points, aux cnvirons duquel F soit déve-
loppable par la série de Taylcr

dF JF JF
0=F(X,Y,Z):‘7;(X—x)+;)7(\ —,)‘)-l-dz(Z—s)

1 [0*F . ’
+;[d.l—’(k_x) +--.J+..-.

Coupons par une droite
X—x—=at+h, Y—y=8t+k, Z—s=vt+!

de direction fixe, et infiniment voisine du point (z,y, 3),
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Les points d’intersection seront donnés par I'équation

[g; dF@-a-(E-r]t-f- [d—z—-z’+ .]l’+...=ll,

H étant infiniment petit.
Si 3F oF oF ne sont pas nuls  la fois, on n’aura, en gé-
.z dy 05
néral, qu'une racine infiniment petite. Le point (r, ), s)
sera simple.
On aura toutefois deux racines infiniment petites, si

doF JoF JF

d_.ta+ ﬂ-i—-d_,:o

c’est-a-dire si la sécante est paralléle au plan tangent

oF oF OF .

Si I'axe des Z, par exemple, n’est pas paralléle au plan

langent, on aura E 20, et Z— 3 sera, aux environs du point
g b Jz <% ~ ) [ p

(.y¥, 3), une fonction synectique de X —x, Y — y.
dF dr oF
dr d >0z
en soit de méme des dérivées jusqu'a I'ordre n exclusive-
ment. L’équation en ¢ se réduira a

e [d"F

1.2...n | dx®

Supposons maintenant que —— s’annulent, ct qu’il

1"+...-|-l o=H

¢t admettra, en général, n racines infiniment petites. Le
point (z,y,z) sera multiple d’ordre n. Le nombre des
racines infiniment petites sera augmenté si

O"F
dcn

2"+, .= 0,

antrement dit si la sécante est paralléle au cdne tangent

dn

T (X—2)y.=o.
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413! Sijparle point (2, y, 3), nous faisons passer un plan
arbitraire

P=A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—3)=o0,

il est évident que l'intersection C du plan avec la sur-
face aura en (z, ¥, z) un point multiple, dont les tangentes
seront les génératrices suivant lesquelles le plan coupe le
cdne tangent.

Si toutefois P entre en facteur dans I'équation du céne
tangent, l'ordre de multiplicité du point (z,y, z) sur la
courbe C sc trouvera accru.

En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe
la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera mul-
tiple.

Si I'on coupe le céne tangent par un plan arbitraire ne
passant plus par son sommet, on obtiendra une section
plane algébrique et de degré n. Cette courbe peut présenter
des points singuliers, ou se décomposer en courbes de degré
moindre. Toutes ces circonstances devront étre notées comme
entrant dans la définition de la singularité.

Une surface peut présenter, non seulement des points sin-
guliers isolés, mais des lignes singuliéres dont tous les
points sont singuliers. Considérons, par exemple, un cdne
dont la base ait un point double. La génératrice correspon-
dante sera une ligne double, en chaque point de laquelle
on a un cdne tangent, dégénérant en un systétme de deux
plans.

414. Une surface est souvent représentée par un systéme
de trois équations

X =o. (¢ u), Y =0y (¢, ), 7 =¢:(¢, u),

t, u étant deux paramétres dont I’élimination donnerait
léquation de la surface sous la forme ordinaire

F(X,Y, Z)=o.
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Soit £y, u un systtme de valeurs des paramétres pour
lequel on ait X =x, Y =y, Z=73. La formule de Taylor
étant supposée applicable, on aura, en posant, pour abréger,
doy __ 91 __
-d—to._a|,0uo—b|~".

s X —ax=a(t—¢t)+b(u—u)+.. ..
(2) Y —y=a,(t—t)+by(u—uy)+...,
( Z—35 =a;(t—1t)+ by(u—up)+....

Si I'un des déterminants (@, by — a,b,), (aaby— baas),
(@3 by— a, by) est différent de zéro, (z, y, 3) sera un point
simple (pourvu toutefois que ¢,, u, soit le seul systéme de
valeurs des paramétres qui donne ce point). En effet, si
a,b;— ay b,, par exemple, n’est pas nul, les deux premiéres
équations (2) permettront de déterminer ¢ — ¢,, &t — o €n
fonction synectique de X — z, Y — y. Ces valeurs, substi-
tuées dans la derniére équation, donneront une expression
analogue pour Z — s.

Réciproquement, si z, y, 5 est un point simple, on pourra
mettre I'équation de la surface aux environs de ce point sous
la forme

Z—s3=a(X\—x)+b(Y—y)+c(X—2x)+...,
équivalente au systéme des trois équations
X—x=¢, Y—r=u¢, —s=at+bu+ct?+...,

ol le déterminant a, b3 — a; b, a pour valeur I'unité.
Lorsque nous voudrons étudier une surface aux environs

d’un point simple, nous pourrons donc toujours admettre

que I'un au moins des déterminants a, b, — asb,, ... est Zo.

#15. Une courbe gauche, définie comme trajectoire d'un
point mobile, sera représentée par un systéme de trois équa-
tions

X=/ (), Y =(¢), Z=y(¢).
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Unpoint' (17, ) de la courbe sera de I'ordre p de mul-
tiplicité, si un plan de direction fixe

a(X—z)+B(Y—y)+y(Z—35)=nh,
infiniment voisin de (z, ¥, 3), coupe la courbe en . points
infiniment voisins de ce point.
Soit ¢, la valeur de ¢ correspondant a (z, y, 3). Les fonc-

tions f, ¢, ¢ étant supposées développables par la série de
Taylor, on aura, en posant, pour abréger, f'(f,) = x',

o (te) =7, Y(t) =3, ...

_ 2
X—ar::z"t-—-t‘,+:zt”(t—2£'i + e,
, t— ) ’
Y —y:y’l—lo+y”(—_.3"l+....
Z—5=2zt—1t+3 (E=t)
° 2

Substituant ces valeurs dans 1'équation du plan, nous au-
rons, pour déterminer les ¢ des points d’intersection, 1’'équa-
Lion
(t—1¢)*

2

(a2'+By'+y3") (E— b)) + (22" + By"+ y3") +...=h

Si z', ', ' ne sont pas nuls a la fois, cette équation en

{ — ¢, n'aura, en général, qu'une racine infiniment petite :
le point est simple.
Mais on aura plusieurs racines infiniment petites dans le
cas ot I'on aurait
az'+ By +v3' =o,
c'est-a-dire si le plan sécant est paralléle & la tangente
X—ax Y—v Z-—:

Ty T 5

Siz,y, 3, ...,z"', y"~', 5* ! sannulent A la fois, sans
qu'il en soit de méme pour z", y", 5", on aura n valeurs infi-
niment petites de ¢, et ce nombre sera accru si le plan sécant
est parall¢le 4 la tangente

X—x Y—y 71—
‘rn yn :It
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Donc (z, y, 5) sera multiple d’ordre n, si a chaque valeur
de ¢ voisine de t, correspond un point différent de la courbe.

416. OaA peut toujours satisfaire a cette condition en
changeant au besoin de paramétre. Soit, en effet, en ne con-
servant que les termes dont le coefficient n’est pas nul,

X —a= x(m)w ~+ xtm) (_l:ﬂ)_m'. .
1.2...m 1.2...m,
t—t,)"
Y — (,.)( [ ,
Y=yt e ae
Z—z:z(P)(-‘_‘°)P
1.2...p ’
et supposons, pour fixer les idées, m Z nZ p. Posons
zm (t—t)" + x(m,) (t—t)™ ..—um,
1.2...m 1.2...m,

Prenons, pour ¢ — ¢,, I'un des développements qui satis-
font a cette équation, et substituons-le dans les équations
précédentes; elles prendront la forme

X—x—=um, Y—y=d,u*+..., Z—sz=e¢pub+....

Soit 6 le plus grand commun diviseur des exposants
m=2¢r,n=3=3v, ..., p=29r, .... Posant ud=y, il viendra

3) X—az=v¢", Y—y=duo"+..., L—5=e,0"+....

Ces trois équations représentent un cycle de r branches,
ct il est clair qu’a deux valeurs infiniment petites de v, dif-
férentes I'une de I'autre, répondent deux points distincts.

On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes,
que s'il exisle plusieurs valeurs ¢, ¢,, ... du paramétre qui
correspondent au point (z, y, z), chacune d’clles donne nais-
sance 4 un cycle analogue a celui que nous avons déterminé
ct l'ordre total de multiplicité de ce point scra la somme des
ordres de multiplicité partiels ainsi calculés.

Si le point (z, y, 3) est simple, il ne correspondra donc
qu’a une seule valeur de ¢. Il faut, en outre, que dans les
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expressions'(3)'des coordonnées en fonction de ¢ figure un
terme du premier degré en ¢. Comme on a rZvZw, on
aura r =1, £ = ¢ et, par suite,

Y—y=d(X—2x)+..., L—z=e(X—x)"+....

La courbe aux environs du point (z, y, 3) est donc 'inter-
section de ces deux cylindres, dont les plans tangents sont
différents.

417. Réciproquement, la courbe d’intersection de deux
surfaces quelconques a un point simple, partout ot les plans
tangents aux deux surfaces sont différents.

Soient, en effet, (z, ¥, ) un point de U'intersection, et

F
sozF(x,Y)z%(x—x)+g(Y—y)+ 3—S(z—;)+...

)]

( o:d)(X,Y):g;:l(X—.r)-*-:;—t;(Y'—y)-i—g—:,(Z—z)-k...

les équations des deux surfaces. Les plans tangents étant
supposés distincts, I'un au moins des trois déterminants

JF 9» Jd¢ oF

par exemple le premier, sera Zo. Donc, aux environs du
point (z, , z), Y — y et Z —3 seront synectiques en X —z,
et admettront des développements de la forme
Y—y=b(X—2)+ by(X—2x)+...,
LZ—z=c(X—a)+cy(X—x)+....
En joignant a ces équations I'identité

X—z=X—uz,

on a les trois coordonnées exprimées en fonction du méme
paramétre X — z. Le point est simple et a pour tangente

X—z Y—vr Z-—5

1 b, o
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Pour déterminer les coefficients b, et ¢,, substituons les
valeurs de Y — y et Z — z dans les équations (4). L'identi-
fication des deux membres donnera

OF oF,  JF

‘Tt-i—d]b,-l- a—gc,:o.
d—¢+??b +£—¢c—o
dz a9y ' a9z '

On voit par 13 que la tangente cherchée est I'intersection
des deux plans tangents

JoF JF JF

P

d—(X—x)+0£(Y—y)+ q?(l—z):o,
oz oy oz

et a pour équations

X—x _ Y—v» _ Z--z
OF g 0% 0F ~ gF 0» 9% oF — JF d® 9% (1[‘:

dy 0 dy ds 03 dx Oz dr dr dy dz dy

Lorsque nous voudrons étudier une courbe gauche aux
environs d'un point simple, en la considérant comme inter-
section de deux surfaces, il sera permis, d’aprés ce qui pré-
ctde, d’admettre que les deux surfaces qui la déterminent
n’ont pas le méme plan tangent.

Nous nous bornerons exclusivement, dans ce Chapitre, a
la considération des points simples des courbes et des sur-
faces.

II. — Théorie du contact.

#18. Nous appellerons écart de deux points P = (z, y, 5),
Q = (&, 1, 51), et nous représenterons par [ PQ] la somme

|zi— x|+ |y —y|+]15—3]

L’écart ainsi défini n’est nul que si P et Q coincident. La

distance \/(z,— z)*+ (1 — ¥)*+ (5, — 3)? ne jouirait pas
de cette propriété pour des points imaginaires. Mais, si 1'on
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se bornait aux points réels, on pourrait, sans rien changer
aux théories qui suivent, la subslituer a écart dans les dé-
finitions.

419. Soient F, F, deux figures (lignes ou surfaces) ayant
un point commun P. Nous dirons que F a en ce point un
contact d’ordre n avec Fy, si a chaque point Q, pris sur
cette derniére figure dans le voisinage de P on peut associer
un point Q de F, de telle sorte que lorsque Q, tend vers P,
[QQ:] soit infiniment petit d’ordre n + 1 par rapport a

[PQi]-

420. Contact des courbes planes. Soient
F(z,y)=o

I’équation de la courbe F; (z, ) les coordonnées de P;
(i, y1) et (21 + 2,31+ B) celles de Q, et de Q. On aura

(1) o=F(z;+ 2, y,+8)=F(x,, 1)+ Axa+ BB,
A et B éiant des fonctions de z,, y,, a, B qui tendent res-

. dF oF
pectivement vers 9z’ ‘—)3’- lorsque Zyy Yy @ ﬁ tendent vers

Z,¥, 0, 0.

S'il y a contact d'ordre n, |a|+ |B], et a fortiori|a] et
i 8| seront d’ordre n + 1, et I'équation (1) montrera qu’il en
est de méme pour F(z,, y,). Réciproquement, si F(z,, y,)
est d’ordre n +1, il y aura contact d’ordre n. En effet, pour
==z, yy=y, a = 3=o, la fonction F(z,+a, y, + B)
s'annule, et ses dérivées partielles par rapport a a, 8 se ré-

. oF JF . ; .
duisent & 3z a9y Le point (i, ) étant simple sur F, I'une
au moins de ces deux quantités, par exemple 3—5 sera 2 o.

L’équation (1) définit donc une fonction implicite a des
variables z,, y,, 8, laquelle s’annule pour z, =z, 3, =y,
B =o et admet des dérivées partielles; elle sera donc infi-
niment petite lorsque x, — z, », — ¥, 3 seront infiniment

Y
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petits. Sia est défini de la sorte, le point Q = (z,+ 2, 3+ 3)
s era sur la courbe F de quelque manié¢re qu’on ait choisi 3,
et pourra étre associé au point Q,.

Prenons pour $ un infiniment petit quelconque d’ordre
n—+1 par rapport & |z, — x|+ |y —y|; F(2, ) est du
méme ordre, par hypothése; enfin z, — z, y, — y, a, 3 étant

. . . .. dF
infiniment petits, A et B tendront vers les limites fixes —,

Jdx

9 dont la premiére n’est pas nulle. La quantité

dy

x—_ F(xi, )+ BB
A
sera donc un infiniment petit d’ordre n + 1 au moins, et
|2]+|B]| sera d’ordre n+1. Il y a donc bien contact
d’ordre n.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour un
contact d’ordre n est que F(z,,y,) soit d’ordre n+1

par rapport a [PQ]=|r,—z|+ |y — |

421. Cela posé, admettons d’abord que la seconde courbe
F, soit définie par les équations

r==e(t), y=e¢().

Soient ¢ et ¢ + dt les valeurs du paramétre qui correspon-
dent respectivement aux points P = (z,y) et Q, = (x, »)-
On aura en désignant par &/, 2, ..., et y', ", ... les déri-
vées successives de (¢) et de ¢, (¢)

di
r—r=x'dt + x" o

de
y,—y:y’dt+_y”7 +eee
Donc z, — x, yy — y sont du premier ordre au moins par

rapport a dt. D’ailleurs, I'une au moins de ces quantités sera
eflectivement du premier orcre; car, P étant un point simple
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sur F,, z/ et 5’ ne peuvent étre nuls 2 la fois. Donc [PQ, ]
sera du méme ordre que dt.
Posons d’autre part

Fls(2), 5 ()] =% (2);

on aura
F(xy, ) =F[3(e+dt), 9, (¢ +dt)] =¥ (t +dt)
— () 4+ W () dt +. ..+ (L) ..f" -

Cette quantité devant étre d’ordre n +1, on aura, pour
conditions du contact demandé, les relations

(2) ¥(¢t)=o, ¥'(¢) =o, ceey ¥ (t) =o.

422. Ces conditions prennent une forme plus symétrique
si I'on suppose les deux courbes données sous la forme

y=f(x) et y=fi(=),
lesquelles équivalent, pour la premiére, a
y—/S(r)=0o
et pour la seconde, a
=1 Y=/ ().
On aura alors ’
¥ () =/1(0) = f(¢) =/i(z) — f(x)

et les équations (2) deviendront

(3) filz)=f(=z), fi(x)=f" (=), ..., fi(z)=f"(x).
Enfin, si les deux courbes sont données sous la forme
implicite

F(x,y)=o0 et F,(x,y)=o,

on n’aura qu'a déterminer I'ordonnée y el ses n premiéres
dérivées dans la premiére courbe, au moyen des équations

oF  OF ,

F—=o, m+5" =

W o
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et, dans ]a seconde, par les équations

oF, 25 U

Fi=o, 9r d)’}_o’

Les valeurs de ces quantités devant, comme on vient de
le voir, étre les mémes dans les deux courbes, on n'aura qu’a
les égaler pour obtenir les équations de condition cherchées.

423. Contact d’une surface S avec une courbe C,. —
Soient F(z, y, 5) = o I'équation de S; z, y, 5 les coordon-
nées du point P; z,, y,, 5, celles de Q,; =, + 2, y, + B,
51+ 7 celles de Q. On aura

(4) o=F(z,+2, y+ B, 51+ 7)
? =F(xhynzl)+A“+Bﬁ+C'{)

JF JF gF
A, B, C tendant vers 95’ 9y’ ds lorsque zy, ¥4, 31, @, B, ¥

tendent vers z, ¥, 3, 0, 0, O.

S’il y a contact d’ordre n, a, 8, y et, par suite, F(z,, 54, 54)
seront d’ordre n + 1 au moins. Réciproquement, supposons
que F(z,, y\, 3,) soit d’ordre n + 1, il y aura contact d’or-
dre n. En effet, pour z,=z, y)=y, 5i1=35,a=B=v=o,
la fonction F(z,+«, 1+ B, 5.+ ) s’annule et ses dé-
rivées partielles, par rapport a a, 8, v, se réduisent a
JF ¢JF JF

9z’ 9y’ 05 Le point P étant simple sur F, une au moins
de ces derniéres quantités, telle que E, sera 2 0. L’équa-

ox
tion (4) définira donc « en fonction implicite de z,, y,, 5,
3 v
Associons & Q, le point Q= (z,+«, y1+ B8, 51+7),
3,y étant deux infiniment petits quelconques d’ordre n +-1;
F(zy, 71, z) +BB+Cy
A

F . . .
car A, tendant vers Z—x, n’est pas infiniment petit. Donc

||+ B[+ ]|y]| sera d’ordre n+1.

A= —

sera du méme ordre au moins,
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Douc, ici encore, la condition nécessaire et suffisante pour
le contact est que F(z,, y,, 5,) soit d’'ordre n + 1.

424. Cela posé, soient z =9(t), ¥y =91 (¢), 5 =22(t) les
équations de la courbe C,.
Soient ¢, ¢ + dt les valeurs du paramétre aux » points P

et Q,, on aura
de
.r,—x:x’dt—i—x”-;—-i—...,
de
y,—y:y'dt+y’7-f-...,
2

dt
5, —s=3'dl+ 3 —+....
2

Donc #y — x, ¥y — y, 3, — 3 seront du premier ordre au
moins en dt, el I'un d’eux sera effectivement du premier
ordre, car le point P étant simple sur C,, 2/, »', 5’ ne s’an-
nulent pas a la fois. Donc [PQ,] est de 'ordre de d.

D’autre part, en posant

Flo(2), 91(¢), a(8)] =W (),
on aura

F(zy,y,5)=¥(t+dt)=V(t)+ V¥V (t)dt+ ....
Les conditions du contact seront donc
V(t)=o, W({)=o, .... Wi(t)=o.
423. Si C, était définie comme intersection des surfaces
®(xr,v,5)=o, &, (x,y,35)=o0,

il faudrait, pour appliquer ces formules, concevoir qu'on
prenne x =1¢; y et 3 seraient alors des fonctions implicites
de ce paramétre, définies par les équations ® = o, ¥, = o.
On calculera alors par les méthodes connues, pour les égaler
A zéro, les dérivées successives de la fonction

V() =¥(x)=F(r,y,3)

par rapport a la variable indépendante .~ .
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426. Contact de deux courbes gauches C et C,. —
Soient F(z,y,3) =0, #(x,y,35)=o les équations de C;
(z, 0 3), (x4, 70, 51)y (24 + 2, ¥+ 3, 51+ ¥) les coordon-
nées des points P, Q,, Q; on aura

= F(‘rl))'n 3)+ Ax + B? +C..,’
(5)

o=F(xr 142,y +38,5+7)

"' o=F(z,+ 2, y,+ 3, 5+7)
'\ =T (L, Y1y 51) + ba+ B4+ Sy

S’il y a contact d’ordre 1, 2, 3, y et, par suite, F(x,, 7, 5),
F(x4yy1,51) seront d’ordre n + 1 au moins.
Réciproquement, supposons que

F(.r,,_)',, 3) et j("'n)’n 5)

soient d’ordre n + 1.

Pour ry =, )y =y, 51=3, 2= 3=+ = o les fonctions

F(J:‘,—i—:!,),—{— ).
"(1'1"":71‘4'*7-'1 7)

s'aunulent, el leurs dérivées partielles, par rapport a =, 3, v,
se réduisent i

OF JF OF

Jr’ dy’ 93’

o0F 07 0%

Jox’ 9y’ 05’

Le point P étant simple sur C, 'un des trois déterminants
formés avec ces dérivées, par exemple ﬂli (g — 3—1? ZF, sera;o.
Les ¢équations (5) détermineront donc 2, 3 en fonction im-
plicite de x4, 371, 50,5 Y.

Associons a Q, le point Q obtenu en prenant pour y un
infiniment petil quelconque d’ordre n + 1; a et B seront du
méme ordre au moins; car la résolution des équations (5)
les donne sous forme de fraclions, dont le numérateur est
d'ordre n + 1, tandis que le dénominateur A vs — B.v, ayant

J.— 1L 27
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pour limite .
JF 9% 9% oF

n’est pas infiniment petit. Donc |«| + | 8|+ |y | sera d’or-
dre n +1, et il y aura contact d’ordre n.

La condition nécessaire et suffisante pour un contact
d’ordre n est ainsi que F(z, ¥, 3) et F(zi, ), 51) soient
d’ordre n —+1.

Soient maintenant

z=0o(), y=o(t), s=r¢(¢)

les équations de la courbe C,. On verra, comme précédem-
ment, que [PQ,] est del'ordre de d¢, et qu’en posant

F[(‘?(t)) ?l(t)v ?l(t)]: v (t)r
j[‘?(t); g () 9a(8)] =Wy (0),

les conditions du contact seront

‘ yr (t)::ll"(t).—: oo W () = o,
6 | W, (8) =W,(t) = ... =¥"(£) =o.

427. Si les deux courbes étaient données par les équations

y=r(x), s==9 (x)
et
.Y::fl(w)v :"—:":‘I(J")’

en prenant .z pour variable indépendante, ces équations pren-
draient la forme symétrique

( f(2)=fu(z), S (2)=f1(&), ..., [*(&)=[](r),

D@ =n(2) @ =0ie), ..., g"@)=sl(2).
428. Enlin, si elles étaient définies par les équations

F (r,y,5)=0, ¢ (r,y,5)=o0
cl
Fi(r,v,3)=o, ¢ (r,y,35)=o0,

on n’aurait, pour obtenir les conditions du contact, qu'a

N
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égaler les valeurs de y, 5 et de leurs n premiéres dérivées
dans les deux courbes.

429. Contact de deux surfaces S et S,. — Soient
F(z,y,3)= o I'équation de S; (z,y,3) et (2,1, 3,) les
coordonnées de P et de Q,. On voit aisément que la condi-
tion d’un contact d’ordre n est que F(z,, yy, 5,) soitd’ordre n
par rapport a [PQ,].

Cela posé, soient

r=o9(t,u), Yy =u (¢ u), 3 =95(¢, u)

les équations de S,; (¢, u) et (¢ + dt, u+ du) les valeurs
des paramétres aux points P et Q,; oun aura

xy—x=A dt-+B du,
(8) « yy—y =Adt -+ B,du,
' 3, — 35 == Aydt -+ Bydu,

A, B, ... étant des quantités variables qui ont pour limites
do Jdo

i A

Ut du

On voitaisément que [PQ,] est de V'ordre de | de¢ | + | du!.
Soit, en effet, M une quantité positive plus grande que
dz| [d»
Jt| | du
petites de ¢ et de u,

, » +-+; on aura, pour toutes les valeurs suffisamment

IAl<M, |Bl<M, ...,

donc | &y —x|, |+ —y' |31 — 3| seront moindres que
M'dt|+ M|dul; et, en les ajoutant, il viendra

[PQ,]<3M(|dt|+}dul).

Mais, d’autre part, P étant un point simple de S,, le déter-
minant

D 92920 _d3 99
Jt du Jt du
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(ou, & son défaut, I'un de ses deux homologues) sera < o. Or
les deux premiéres équations (8), résolues par rapport a d¢
et du, douneront

(AB,—BA,)dt = B,(z,—x)—B(y;—»),
(AB,—BA))du=—A(x,— ) + A(yy—));
d'ou

[AB,—BA | (ldt|+ |du|)<M(|Jx,— x| +]|yi—x])
<M[PQ,].

D’ailleurs AB; — BA a pour limite le déterminant D; donc
¢n désignant par A une quantité quelconque un peu plus
petite que |D |, on aura pour toutes les valeurs suffisamment
petites de dt et du

||+ | du] 2 X [PQ,].

Le rapport de [PQ,] a |d¢t| + |du| étant ainsi compris
entre deux limites fixes différentes de zéro, ces deux quan-
tités sont du méme ordre.

Si donc nous posons

Fle(2, u), 01(2, u), 2:(8, )] =W (¢, u),

la condition nécessaire et suffisante pour le contact d'ordre
n sera que I'expression

F(‘tlv)’n 5)=W(t+dt,u—+ du)
o o
=W(¢ u) + 5 (lt+(ﬁ

du—+. ..
soit d’ordre n —+ 1 par rapport a | dt | + | dul|.

430. Cela revient a dire que la fonction ¥ et ses déri-
vées partielles jusqu'a Uordre n inclusivement sont toutes
nulles.

En effet, si ces dérivées sont nulles, W(¢ + dt, v + du
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se réduira au reste de la série de Taylor
L =y (de S vde L) (a0 dt, w0 duy o
’H/o‘ (1 — )(t;)—t-l_ ud_u> (¢ + , &+ 0du)dd.

Soit N une constante plus grande que les modules des déri-
o+ oy
g+t r e dur+t

vées partielles d’ordre n 41, » Lorsque

dt et du seront assez petits, le module de |'expression pré-
cédente sera moindre que

1
l— - tN —-E 11n+:
”!fo (Jde ]+ |du |y Ndo = o\ [|de]+|dul]rt,

L’ordre du contact sera donc au moins égal a n.

Il ne pourra d’ailleurs surpasser n, si les dérivées d’ordre
n =+ 1 ne s'annulent pas simultanément. En effet, si dans I’ex-
pression de W (¢ + d¢, u + du) nous négligeons les termes
dépendant des dérivées d’ordre > n -+ 1, et qui représentent,
comme on vient de le voir, un infiniment petit d’ordre
> n +1,0n aura approximativement

0 d\"+t
(dto—t+dlt—d—t> ‘p(t, U)

W(t+dt, u+du)= A

)

quantité dont I'ordre ne peut éire supérieur a n -+ 1 pour

toutes les valeurs du rapport de du a dt. Supposons en effet
du=1\dt,

A étant réel et positif. On aura

d Jd \n+t
|W(t+dt, u+dua)| (Jt_'-)‘(')_&) w(t u)

(lde|+|dul)*+' 7 1.2, . (n+1) (14 A)rH

’

quantité dont le numérateur ne s’annule pas en général, mais
seulement pour un nombre fini de valeurs de A.

431. Si les deux surfaces étaient représentées par les
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équation’s
s=f(x,y) et s=fi(x,y),

ces équations de conditions deviendraient (en prenant r, j-
pour variables indépendantes)

L OO o S0
(0 f=/ dr —dr dy ~ dy Todyn T oy’

432. Enfin, si elles sont représentées par des équations
F (x,y,5)=o,
FI ((l‘,}’, ‘7) = 0’

on exprimera que le contact a lieu en égalant les valeurs
de 5 et de ses dérivées particlles jusqu’a I'ordre n, respecti-
vement calculées dans les deux surfaces.

433. Pour le contact du premier ordre, par exemple, il
faudra exprimer d’abord que (z, ¥, z) est un point commun
93
aux deux surfaces, puis égaler les dérivées = Iz dy - Elles sont
déterminées dans la premicre surface par les équalions

OF  OF s _  OF 0P 0s _
dr ' ds dxr~  dy ds dy

et dans la seconde par les équations

dF, +dF, 03 —o, oF, _‘_gi_F_, 95 __

or " 93 dz dy T 093 dy —
La condition de contact cst donc que 5 oF 3‘ ?? soient
proportionnels 3 ?)l;‘ %?, (i)l:', ou que le déterminant

JdF oF,  JF gF,
dy 9z~ 05 dy

Ces conditions expriment que (z, ¥, 3) est un point sin-
gulier sur la courbe d’intersection des deux surfaces F et F,.

= A et ses analogues A, et A, soient nuls.
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434 ' Remarques! — 1° Si deux surfaces S et S' ont un
contact d’ordre n en un point, leurs intersections avec une
troisieme surface S" passant en ce point sans les y toucher
auront un contact d’ordre n.

Car les coordonnées d’un point Q infiniment voisin de P
pris sur la courbe S = 0, $ = o satisfont par hypothése a
I'équation S'=o0 aux infiniment petits prés d’ordre n 4 1.
D’autre part, elles satisfont rigoureusement a I'équation
S” = o, qui, jointe & celle-ci, caractérise la courbe S’ = o,
S”=o0. Il y a donc contact d’ordre n entre les deux courbes.

2° Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un contact
d’ordre n avec une troisiéme ontentre elles un contactde
méme ordre.

Cela devient évident si I’on écrit les conditions du contact

sous les formes (3) (5) et (9).

433. Osculation. — Soit C une courbe (ou surface)
quelconque, K une autre courbe ou surface dont I'équation
(ou les équations) contienne un nombre de paramétres égal &
celui des conditions trouvées ci-dessus pour que K ait avec
( un contact d’ordre n en un point donné.

Si 'on donne successivement a ces paramétres différentes
valeurs, on odtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K.
Celles de ces courbes (ou surfaces) ou ces paramétres sont
déterminés de maniére a satisfaire aux conditions du contact
d’ordre £ est dite osculatrice a C au point considéré.

436. Au lien de déterminer les paraméires de K par la
condition d’avoir avec C un contact donné en un point
donné, on pourrait se proposer dc les déterminer de telle
sorte que K rencontrat C en un certain nombre de points
donnés.

Soit, par exemple, C une courbe plane ayant pour équa-
tions

z=g(t) y=u(0)
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Kuoeautrel ¢ourbe dont I’équation
F(r,y)=—o

contienne n + 1 paramétres.
Posons, comme précédemment,

FL2(0), 21(0)] = ¥(e).

La courbe passera par les n + 1 points ¢+ ¢, 1+ A ¢, ...,
t+ A, t, sil'on a les équations de condition

¥(t+ At)=o, ¥Y(t+At)=o0, ..., W(L+3,¢)=—o0.

Il est aisé de voir que, si les points t + A¢t, ..., t + A, ¢
tendent simultanément vers le point fixe t, la courbe K
aura pour limite la courbe osculatrice a C au point t.

En effet, soit, pour fixer les idées, At << At <...<<A,¢.
La fonction ¥ s’annulant aux points ¢+ At, ¢+ Az, ...,
t + A,t, sa dérivée W’ devra, d’aprés le théoréme de Rolle.
s'annuler en n points ¢+ A't, t + Nj¢t, ..., t +AL¢, res-
pectivement compris entre ¢ + At et ¢ + At, entre ¢ + A,¢
et ¢+ A,¢t, .... De méme, la fonction ¥, dérivée de ¥, de-
vra s’annuler en n — 1 points + + A} ¢, ..., t + A} t respecti-
vement compris dans les intervalles de ¢ + A\ tat + A)¢, ... ;
ct ainsi de suite jusqu'a la dérivée n*™® de W. On aura donc

¥(t+At)=o0, W (L+Ajt)=o, ..., Wr(t+All)=o,
Ayr, ..., At étant compris entre At et A,¢.

Si donc At et A, ¢ tendent vers zéro, ces équations devien-
dront i la limite

¥it) =o, ¥ (t) = o, R yn(t) == o.

Ce sont précisément les relations qui caractérisent 'oscula-
tion.

A37. Ce raisonnement s’appliquerait identiquement au
cas ou, C étant unc courbe gauche, K scrait une surface ou
une autre courbe gauche, et conduirait au méme résultat.

Mais, si C et K sont des surfaces, la fonction ¥ dépen-

~
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dant de deux variables, on ne peut plus raisonner comme
ci-dessus, et la proposition & établir, bien que restant vraie
en général, est en défaut dans certains cas particuliers.

II1. — Enveloppes.

438. Soit F(z, y,c¢) =0 une famille de courbes planes,
caractérisées par les différentes valeurs attribuées au para-

métre ¢. Donnons 4 ¢ une suite de valeurs ¢y, ¢y, Ca, ...
Nous obtiendrons une suite de courbes

F(z,y,¢0) =0, F(x,y,¢1)=0, F(r,y,¢)=o0.

Marquons les points d'intersection A, B, G, . .. (fig. 12)
de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs

rig. 12,

Y

successives altribuées a ¢ se rapprochent indéfiniment les
unes des autres, les points A, B, G, ... se rapprocheront
¢galement et finiront par dessiner une courbe continue, qu’on
nomme 'enveloppe des courbes F(x, )y, ¢) =o.
Pour trouver I'équation de cette enveloppe, considérons
I'une de ces courbes
F(x, y,¢)=o,

¢t la courbe infiniment voisine

F(x, y,c+dc)=o.
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Léur point'd’intersection sera défini par le systéme de ces
deux équations.
Mais on a

F 0*F dc?
F(J.‘. Jsc+ dc) = F(J'J'y c)+ 3:_ dc + dz"— -l—c—z .=o,

ou, en supprimant le terme F(z, y,c), qui est nul, et divi-

sant par dc,
JF  0*F Jde
- S+

o + Jdct 1.2

.= 0.

A la limite, dc étant nul, on aura simplement
ar o
dc
On obtiendra donc U’équation de l’enveloppe en élimi-

nant c entre les équations
. . oF
l'(.I',)’,C):O, 3;::0
439. Remarques. — 1° Si ces deux équations sont incom-
patibles, il n’y a pas d’enveloppe.
2° La r¢gle donnée pour trouver I'enveloppe suppose que
Uexpression F(z, 3, ¢) n’a qu'une seule valeur pour chaque
systtme de valeurs de z, y, c. S'il en était autrement, I'en-
veloppe cherchéc pourrait échapper en tout ou en partiec a
cette détermination.

Cherchons, par exemple, I'enveloppe des courbes
(1) x+\1-—y*+c=o.

L’équation %lc? =0 se réduisant ici 4 1=o0, il semble
qu’on n'ait pas d’enveloppe; en cflet, les branches de courbe

z+\i—)i+c=0 e ax+\i—yi+c+dc=o

ne sc coupent pas. Mais le radical \/i —y* pouvant étre
affecté du signe ==, la courbe (1) conticnt une seconde

branche z — /1 — y* + ¢ = o0, laquelle coupe la courbe

.
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Z+ /1= y*+4 c+dc=o en un point qui tendra, lorsque dc
se rapprochera de zéro, vers une limite définie par les équa-
tions

r—+yi—jy*4+c=o, z—y\i1—y*+c=o.
Eliminant ¢, on aura, pour 'équation de I'enveloppe,
Vi—y'=o ou 1—py'=o.

On aurait obtenu ce méme résultat en chassant le radical
de I'équation (1), qui serait devenue

1—y*—(x+c)=o.

L’¢quation étant mise sous cette forme, on aurait

o= oF _ 2(x +c)
T de T ’
et, en éliminant ¢,
1—y'=o.
440. Tutorime. — L’enveloppe est tangente en chacun

de ses points a l'enveloppée correspondante.
L’enveloppe est définie par le systéme des deux équations

oF
F(z c)=o -— ==o.
( ’.y) ) ? dc
Soient donc xy, ¥, les coordonnées d'un de ses points,
¢y la valeur correspondante de ¢, on aura
oF,

F,—o — =0
L) ’ dCo ’

en désignant, pour abréger, par F,, g% ce que devicnnent
Fet QE, lorsqu’on y remplace z c ;
Je » Y C par Xy, ¥, Co-
L’enveloppée correspondante au point (zo, y,) a pour
équation
F(zx, y,¢,) =o.
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Soit' maintenant (z,, , ¢,) ur point de 'enveloppe infi-
niment voisin de ¢, on aura les équations

JF,

F,=o, Jo. =9
1

oF . . JF
F,et %11 désignant ce que deviennent F et Jc pour z =x,.

Y=Y ¢=0C

Pour établir qu'il y a contact entre I'enveloppe et I'en-
veloppée, il faut montrer que F(z,,y,,c,), résultat de
la substitution des coordonnées z,, y, dans I’équation de
l'enveloppée, est au moins du second ordre par rapport a
|2y — 2o+ p =00l

Orona

F(x,, AT Cy) = F[-rn Y6 — (¢, — co)]

1 0*F,

:F’— —c—l'(('l—co)+ ; F(C,—co)’-*-....
1

. dF .
Mais F, et —(%—' sont nuls. Celte expression sera donc du se-
1

cond ordre au moins par rapport & ¢, — ¢,.
D’autre part, posons, pour plus de clarté,

OF
% —“b(": },C),
on aura
JF
o= E:‘b(.l‘“y,,c,)

=®[xy+ (£— o), Yo+ (¥1—10) Co+ (€,—¢4)]
@ Jd%, a9, . f)f"_()
_40+E(Jl—‘t0)+()T’o(')‘—)‘))-’_ ()L‘o

R étant du second ordre en ry — x4, 31 — ¥ ¢4 — Co. Or @,
0%, _ 9°F,
S
montre que Pordre de ¢, — ¢, est au moins égal & 'ordre de
la plus grande des quantités |z, — 2|, |1 — 0] ct, par
suite, a 'ordre de |z — zo | + |3y — Yo |-

est nul. Si donc n’est pas nul, cette équation

(ey—co) + R,
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. . . . . 0F, . .
Cette démonstration scrait en défaut si dc’o était nul. Il
. . 0 3
serait aisé de montrer que, dans ce cas, x,, ¥, est un point
de rebroussement sur la courbe enveloppe.

441, Soit maintenant F(z, y,3,¢)=o0 une famille de
surfaces contenant un paramétre ¢. Si I'on donne & ¢ une
suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécu-
tives se couperont suivant une courbe. A la limite, ces
courbes dessineront une surface, enveloppe des surfaces
proposées. Proposons-nous de déterminer son équation.

Soit
() F(x,y,5,¢)=o0
"'une des enveloppées

, o o 9F ,  gFde
(.‘)r(.l‘,),.,,c-’—(lc)—l(.1',),0,0)+-()de+w‘i—.;
la suivante. La courbe d’intersection sera définie par les deux

¢quations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes

F(x, y,5,¢) =0,
dF  0*F dc

- _— — +...2=0.
dc + det 1.2

A la limite, de¢ = o, et les équations se réduisent a

-
4

F=o - =0,
’ dc
La courbe définie par ces équations se nomme la caracté-
ristique. L'enveloppe cherchée, lieu de ces caractéristiques,
s‘obtiendra en éliminant ¢ entre les deux équations.
Tvois enveloppées consécutives

F(x, yv,35,¢c)=0o,

Lo L OF  @Fde
1) l(J,),a,C—!—dc) —l+-()5dc+dcxr; “-—0,
o .. OF O°F dyc*
’ l(.l‘_,_)',~.c+(llc)—l +’0—cd1c+ ot T—; Rl—O
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ont un point d'intersection défini par les trois équations (4)-
Ces équations peuvent s’écrire ainsi :

ﬂ?__—Rd.c’-i-R,dc’ 12’_1"'_ Rd,c — R,dc
dec ~dcd,c(dic—dec)’ 2 dc* — decdic(d,c —dc)’

F—=o,

et donneront a la limite, en remarquant que R et R, sont du
troisi¢me ordre,

oF _  OF_

dc — dc*

F =o,

Eliminant ¢ entre ces trois équations, on aura I'équation
de la ligne lieu des points d’intersection. Cette ligne se
nomme 'aréte de rebroussement. Elle rencontre évidem-
~ ment les caractéristiques.

442. Tutorime. — L’enveloppée est tangente a I’enve-
loppe tout le long de la caractéristique.
En effet, I'enveloppe a pour équations

JF

F(zx, y,3,c)=o, %=

Soit (x4, ¥, 30, Co) un de ses points, on aura

“ f) Fo

Fo=o,

L’enveloppée correspondante aura pour équation
F(z, y,3,¢,) == 0.

Soit (z, y1, 51,¢,) un point de I'enveloppe infiniment
voisin de (i, ¥o, 30, Co); ON aura

JrF,

F,=o, de, =

et il faut prouver que I'(z,, 3y, 51, ¢o) est du second ordre
par rapport d [y — Zo | + | ¥ — 0| + [ 31— 30 |-

N
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Orona

F(xiy yhzl)co):F[wl’yhzn Cy— (Cn—co)]
dF 1 9*F
=F,— a‘a‘ (c1—¢) + 3 ‘(‘)‘a‘! (e1—¢,)?

1 O*F, .
= - - = —Co) +....
2 dei? (e 0)*+
Cette expression est du second ordre en ¢, — c,.
D’autre part, posons, pour plus de clarté,

JF
Jc == P(x, y, 5, 0);
on aura
Jr
":D‘C,Tl::q’(-"u)’n o)
Z@[ry 4 (L) — Zo), « -y Co+ (€1 — €)]
b, aod,
=% — (@ry—. e —— (0 - R.
o + dwo(l" r,) + Jc, (€r--¢) +

Or @, est nul et R du second ordre en &y — x¢, ..., ¢, — Cy-
ov, _ 0F,
deq — det
¢y — ¢, sera au moins de 'ordre de la plus grande des quan-

Celle équation montre que, si n’est pas nul,

ttés |y — xol, | )1 —2oly | 31— 301, €1, par suite, au moins
de lordre de leur somme. Donc Y (x4, 34, 51, ¢o) scra au
moius d'ordre 2 par rapport a cette derniére quantité.
Celle démonstration serait en défaut si I'on avait (—:-)%
0
auquel cas le point z,, 37, 50 appartiendrait a Paréte de re-
broussement. Il scrait d’ailleurs aisé de voir que cetle aréte
est une ligne singuliére sur I'enveloppe.

[
- _—_‘(),

443, Tutorkme. -— L’aréte de rebroussement a en chaque
point un contact du second ordre avec ’enveloppée cor-
respondante, et touche la caractéristique.
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Celte aréle est définie par les équations

P OF _ OF _
=% G =% ga=°

Soit (.rg, )y 5oy Co) un de ses points, on aura

B oF, IF,
Fo»_—O, a?o'—-o, d—c:-_o.

L’enveloppe correspondante sera donnée par l'équation
F(zx, y,3,¢)=0o,
la caractéristique par les ¢quations

. J0F(x, y,5,¢
l'(.l‘, )/’ z, co):O’ _(d'z—’o) — 0
)

Soit (&4, ¥4, 31, ¢,) un point de I'aréte de rebroussement
infiniment voisin du précédent, on aura

F,=o, or, =o, oL, =o.
de, dc}

Le théoréme sera évidemment démontré si nous prouvons
JdF(x, 7,5, ¢a)
de,
du second, par rapport a [z, — o[+ | i — Vol + i35 — 3,0

Or la quantité

queF (e, )70, 3,,¢0) est du troisi¢me ordre, et

F(ry Y4 51, ) =Flay, 105000 — (65— 6)]
o oF, . 1 9*F, . Ca
=F— (_)Z(cl_to)‘*_ 5 W((l_(o) + R
=R

est du troisicme ordre en ¢, — ¢,.
En second lieu, posons

JdF (i, v, 35.¢)

== Wy(x, ¥y, 35,C).
dc ( 1. ] )
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On aura

JF(2y,y,, 51yCo)

dc :W(‘rl’ )'19 Sy co)
)
= W[-’-’_n Yu3n e — (¢ — )]
v d v
=¥ — ‘)T"(C: o)+ - |(ci—"o)2 ’

quantité du second ordre en ¢, — ¢,, car on a

oF, v, 0'F,
= — =0 - = 5 =O0.
¥ de, ! dc, ac?

1l reste a prouver que ¢, — c, est au moins de 'ordre de la
plus grande des quantités [z, — Zy |, | Y1 — Yo, [ 51— 30|,
el, par suite, de l'ordre de leur somme. Pour I'établir, po-
sons ’

0*F
-d?=¢(x, Y>35 0).
On aura
d’l"
l)(, & (zy, Y1 31, c)
=@ (Lo + Ty — Ty ..oy Co+ Cy-— Cp)
—4>.,+3 °(x1—.zr.,)+...+ 9o °(c,—-co)+R
0

~

Ord,= t:)i; est nul et R du second ordre en x|, — .z, ...,

¢y — ¢o. Cette équation montre que ¢, — ¢, est an moins de
I'ordre de la plus grande des quantités | xy— xo|, [ )1 — yol,
d'b,, 0® Fo
d 3
Si celte quantité élalt nulle, la démonstration serait en
défaut. Dans ce cas, Zy, Yo, 5, serait un point singulier sur
I'aréte de rebroussement.

| 51— 5o, pourvu que

sont

“444. Soit enfin F(z, ¥, 5,a,b) une famille de surfaces
contenant deux paramétres a et b. Si I'oa change a et b en
J.—- 1L 28
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a-+daet'b = db, on obtiendra une surface

JoF JF
F(x,y,‘.,a+da,b+db)_F+-d—a-da-i-%db-i-....
Si da et db sont infiniment petits, et quel que soit d’ail-
leurs leur rapport, la surface passera par le point défini par

les équations
OF OF

=" o

—o.

F —o,

Eliminant a et b entre ces équations, on obtiendra ’équa-
tion de la surface enveloppe. On vérifiera sans peine qu’elle
est tangente a I'enveloppée.

IV. — Courbes planes.

443. Considérons une courbe plane, définie par deux
équations
x = ¢(t), y=9.(2).

Les fonctions 9, ¢, étant supposées développables suivant
la séric de Taylor, admettent une dérivée continue. La
courbe est donc rectifiable, et son arc s a une dérivée, égale

ay/2’ + y'2 (111); on aura donc
ds =\/z""+ y dt.
446. Soit P un point ordinaire pris sur la courbe, x, »-, ¢

ses coordonnées.

Tangente et normale. — L’équation générale d’unme
droite

(1) Y—aX—a2=o0

contient deux paramétres dont on pourra disposer pour faire
passer la droite par le point P et établir entre elle et la
courbe un contact du premier ordre.

_—
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1l faudra pour cela satisfaire aux deux équations
(2) o=V (t)=¢,(¢t) —ap(t) —2=y—ar—a,
(3) o=V (t)=y' —ax'.
Des équations (1) et (2) on déduit
(X—rx)—a(Y—y)—=o.
Eliminant ensuilte a entre cette équation et I'équation ( 3),
on aura I'équation de la droite osculatrice
X—z Y-—y

Cette droite se nomme la tangente au point P.

La perpendiculaire a la tangente, ou normale, aura pour
¢quation

(X—x2)r'+ (Y —yr)y'=o0.

447. Pour appliquer cette formule (ou toute autre formule
dans laquelle figureraient z, z', 2", ..., », 5/, ", ...) au
cas ot la courbe serait donnée par une seule équation

F(zx, rY)=o,

on n'aurait qu’a poser & = %(¢), % élant une fonction quel-
conque ct ¢ une variable auxiliaire. On aurait alors
x'=q'(t), x"==¢" (1),
Quant a y, ce sera une fonction implicite de ¢, définie par
I’équation
Fle(e), y]=o,
dont on pourra obtenir les dérivées par la régle connue.
Le plus simple est évidemment de poser z =¢, dou
'=1,r"=...=o0;y, y", ... ne seront autre chose que

L., dy dy . .
les dérivées ==, ==, ... el seront fournies par les équations
dr dr?

CoF  dF dy _
ox Taydr=
(1) 0F 0¥ dv  9'F dy* JF diy

' o TP9zoydr T 0 de T oy det =

..........................................
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On aura donc la régle suivante pour transformer les for-
mules :

Remplacer x' par Uunité, =", =", ... par zéro, y',
Yy ar les valeurs de dy dy

y 2o P dx:’ dzt ’
tions (4).

Opérant cette substitution, I’équation de la tangente de-
viendra .

-+ tirées des équa-

oF oF .
(—);(X—x)+d—y(Y —}')—0,

et I'équation de la normale sera

X—x Y—y
TOF ST
ox dy

118. Cercle osculateur. — 1.’équation d’un cercle
(X —a)'4+ (Y —8)'—R'=o0
contenant trois paramétres %, 3, R, on pourra les déterminer
de maniére a établir un contact du second ordre au point P,

entre le cercle ct la courbe.
Ce contact sera exprimé par les équations

(3) o= ¥ (§)=(xr—2)" +(r—3)7—R,
(6) o=l¥'()=(r—a)xr' +(y—B)y,
(7) o =W () =(r—2)x"+ (y—B)y + 2"+ )%

De ces deux derniéres équations on tire

Y (r't+ y'?)

N
: o —a (x4 y"?)
(9) y—B= =y

et, en substituant dans I'équation (3),

3
eyt

- J.I]!I_),l‘l.ll
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Le rayon R du cercle osculateur et les coordonnées a, 3
de son centre se trouvent ainsi déterminés.

449. Le lieu des centres des cercles osculateurs se nomme
la développée de la courbe primitive C. Pour 'obtenir, il
faudrait substituer, dans les équations (6) et (7), les valeurs
de z, » &'y ¥y, x", " en fonction de ¢, et éliminer ¢ entre
les deux équations.

On remarquera que I'équation (G), en y regardant «, {3
comme des coordonnées courantes, n’est autre que |’équation
de la normale a C. L’équation (7) est sa dérivée par rapport
au paramétre ¢. La déceloppée est donc U’enveloppe des
normales.

450. Courbure. — On nomme courbure moyenne d’un
arc le rapport de I'angle » formé par les tangentes extrémes
a la longueur As de cet arc; courbure en un point (x, y) la
limite vers laquelle tend la courbure moyenne d’un arc infi-
niment pel.il commencant en ce point.

S
Soient £, le coefficient angulaire de la tangente en z, y,
T

R S

g
z I'angle de ces deux tangentes. On aura

celui de la tangente au point (o + Ar, » -+ Ay),.

.vl

YAy
oAy x' Ay — y'ax’
tange = Yo &y 2 (' + AT T Ay =
- o+ & (AL ) - (Y a)7)
N Y A

Or on a sensiblement
tangs — o,
Ay =" dt, Ar'— 1" dt,
Ay — yAr = (2 y"— y ") dd,
(.‘l"—!— A.L'I).l"—*— ()I+ A}"))”:.l'/’ _._);’2’
'y —y' "
= %i—_:))’"i— dit

aux infiniment petits prés du second ordre.
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On a d’ailleurs, avec la méme approximation,
As =/’ )"3 dt.

1,9 1 7
. © , Y — VY X
La courbure ¢ = lim 5, sera donc égale 8 —————. Elle
y 3
(&'t y'2)1

» R étant le rayon du cercle

. . 1
est, comme on le voit, égale a it
osculateur.

Ce cercle a la méme courbure que la courbe proposée. En
effet, As désignant un arc de ce cercle et  I'angle des tan-
gentes a ses exlrémilés, ou, ce qui revicnt au méme, 'angle

des deux rayons menés a ses extrémités, on aura évidemment
B L1
As = Ry, et la courbure 1, sera égale a T

On donne souvent a ce cercle le nom de cercle de cour-
bure; son centre et son rayon seront ditsle centre etle rayon
de courbure.

151. L’expression trouvée ci-dessus pour = est positive ou
négative, suivant le signe de la quantité

-“”

!
o AN
B T L g 2l (R I
v J <.z">

Si cette quantité est de méme signe que x’, la quantité
v’ . .
o coeflicient angulaire de la tangente, croitra ou décroitra
en méme temps que z. La courbe tournera donc sa convexité
vers les y négatifs.

Ce serail 'inverse si x'y" — )" x” était de signe opposé a x'.

452. Les points o 2')" — »'x"= 0 se nomment points
d’inflexion. La coutbure y élant nulle, le cercle de cour-
bure aura son rayon infini, et se confondra avec la tangente.

La tangente 'I' en un point d’inflexion se confondra
avec la tangente U en un point infiniment voisin aux
infiniment petits prés d’ordre supcérieur au premier. Car,
cn bornant I'approximation au premier ordre, 'angle ¢°de
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ces deux droites est nul; en outre, le point de contact de T’
est sur la tangente T.

453. Les formules précédentes se simplifient si z est pris
pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser /=1,
z'=o.

1l viendra dans ce cas, pour la différentielle de I’arc,

ds=\1+ y*du;
pour I'équation de la tangente,
Y—y=yX-—=z);
pour la courbure,

Yy

c:————3
(l—l-y")’

H

et, pour I’équation des points d’inflexion,
y' =o.
454. On représente parfois une courbe par une équation
s=g9(c)
entre I'arc compté a partir d’un point quelconque et la cour-
bure & I'extrémité de cet arc. Ces deux quantités, dépendant
d’une méme variable ¢, sont en effet fonctions 'une de 'autre.
Cette représentation a I'avantage de n’introduire aucun
élément étranger a la courbe, comme le sont, dans le systéme
cartésien, les axes coordonnés. Il en résulte que deux courbes
égales, mais différemment situées dans le plan, auront la
méme équation.
Pour passer de I'équation d’une courbe ainsi définie a son
équation en coordonnées cartésiennes, on prendra la dérivée
de cette équation. Il viendra

s'=¢'(c)c’,

el )
(1+y")*

(l _‘:_yli)l

ou
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De'cette' équation entre les dérivées de y, il restera a dé-
duire cette fonction.

Ce probléme est du ressort du Calcul intégral, et nous ne
pouvons que le poser en ce moment.

455. Proposons-nous d’appliquer les formules qui préce-
dent a quelques courbes simples.
Parabole. — On aura
yYi=apux,

d’ou, en prenant z pour variable indépendante,
»=p ==
Y

Yy +yt=o,

Différentielle de I'arc :

ds = |+—Ii:d.z:: :+—p—d.r
\/ Y \/ 2.

Equation de la tangente :
Y —yv=2(X_—2).
J y( z)

Rayon de courbure :

2\
< %’) _ O +P)%
—pr P

Y
Développée : les formules (8) et (9) donnent

ya+y? _ _ pp+r)y
Y y -—nr

2= —

2 2
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On en déduit

3 y'=—p3

Mais I'équation 32 = 2p.r donne
yE=8pix.

Substituant dans cette équation les valeurs de x et »3, il
vient

p¥= %(«~/})’-
456. Ellipse. — On a

at ]
@t T D
équation qui équivaut aux deux suivantes :

r=acost, y=bsint.
On déduit de celles-ci
x' = — asint, ¥ =

"

2" = — a cost, y=—

bcost,
bsin¢,
puis
x4+ y'*=asin¢ + b cos?t,
xr'y — y'x" = ab.

On aura donc, pour la différentielle de I'arc,

ds =\/a*sin't + b cos't dt;

pour I'équation de la tangente,

X —acost _Y—bsint,
—asint —  bcost ’

pour le rayon de courbure,

3

(a?sin®¢ 4 b cos?t)?

R: ;
ab
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et, pour les coordonnées du centre de courbare,

bcost(alsin?t + brcos?t) _ a®— b?

1=acost — cos3¢
ab
(en remplagant sin?¢ par 1 — cos?t),
. asint(atsintt + h?cos*t at— b .
3 =bsint — ( ) =— sin?¢

ab 7
(en remplagant cos?¢ par 1 — sin?¢).
On en déduit
L 1
(a*— b*)? cost == (az)?,
L 3
— (a*— b))% sint = (bB)*.

Elevant au carré et ajoutant, on aura 'équation de la dé-

veloppée
PP . . .
(az)® + (b3)* = (a*— b*)%.

137, Cycloide. — On donne ce nom & la courbe engen-
drée par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une
droite fixe.

Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour
axe des ) la perpendiculaire menée par le point décrivant au

moment ou il se trouve sur Paxe des z.
Considérons une scconde position du cercle générateur.

Fig. 13.

\(\/‘_\
\

_,_.;;;._:ZE )

' A\ ,
N
0

.
N .

H

A T

Soit OA ( fig. 13) la quantité dont le point de contact s’est
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déplacé sur la droite OX. D’apres la définition du roulement,
il devra s'étre déplacé de la méme quantité sur le cercle. Le
point qui décrit la cycloide se tronvera donc dans une posi-
tion B, telle que I'on ait AB=AO.

Cela posé, soient a le rayon du cercle, ¢ Pangle ACB, que
nous considérons comme variable indépendante. On aura

AO=AB =a,
£ == 0A -- BD == at — a sin¢,
y =AC —CD = a — acost.
On déduit de ces équations
£’ = a(y—cost), ' =asint,
X" = asint, y'=acost,
Zr'? - y'*—=2a?(1 — cost),
Z'y"— »'r" = — a*(1 — cost).
l.a différentielle de I'arc sera donc

a\/2 —2costdt.

Lia langente aura pour équation

X—x Y —

a(1—cost)  asint

La normale aura pour équation
(X—x)(1—cost) + (Y —y)sint =o.

Le point ou elle coupe I'axe des x s’obtiendra en faisant
Y = o dans celte équation. On trouvera
_ ysint . .
X=a&+ ——— —a(t—sint) 4+ asint = at.
1 — cost
La normale passe donc parle point A, oi le cercle géné-
rateur touche 'axe des z.
La distance N de ce point au point B, qu’on nomme la lon-
gueur de la normale, sera donnée par 'expression

N ==\ (X—ux)?+ y* =Va'sin?t+a*(1—cost)*=a\/2 — acost.
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Lc rayon de courbure sera égal a

3
2 — . 2
MQ]_ - —a2a \/u — 92 COS[.

—a*(1--cost)

Il est donc double de la normale en grandeur absolue.
L.es coordonnées du centre de courbure seront

2= a(t— sint) 4+ 2asint = a({ + sint),

=z a(1r--cost) — 2a(1— cost) = — a(1 — cost).
Posons, dans ces équations, ¢ == =+ ¢, ; elles deviendront

- ax + a(t,—sint,),

WR

= —2a -+ a1 --costy),

et I'on voit qu'elles représentent une cycloide égale a la pro-
posée, mais déplacée de ax dans le sens des x et de — 2a
dans le sens des y.

V. — Géométrie infinitésimale.

]
7

458. Soient h, A, ... des infiniment petits connus, z
des quantités qui leur soient liées par des équations

S8 ...k ..)=0,
o(2, B, ... .0k ...) =0,

Supposons qu’on veuille déterminer «, 3, ... aux infini-
ment petits prés d’ordre 25 il est clair qu’on pourra sup-
primer a priori dans les expressions de /i, k, ... a porter
dans les équations f= 0, 9 = o, tousles lermes dont la pré-
sence n'altérerait 2, 3, ... que d’un infiniment petit d’ordre
Sn. On verra aisément dans chaque cas, avec un peu d’at-
tention, ce qui est négligeable et ce qui ne I'est pas.

Dans les applications géométriques du Calcul différentiel.
les infiniment petits a, 3, ..., &, &, ... qu’il s’agit de cal-
culer en fonction les uns des autres sont rattachés ensemble
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par une figure de laquelle on déduit les équations

f=o, v=o,
qui les lient.

Au lieu d’établir les équations exactes et d’y négliger
ensuite cerlaines quantités, il est souvent plus simple de
considérer, au lieu de la figure rigoureuse, la figure appro-
chée qui s’en déduirait en négligeant ces quantités; de cette
nouvelle figure on tirera les équations approchées.

Pour que ce procédé soit légitime, il faut évidemment
qu’on soit en mesure d’établir que les changements de la
figure n’altérent le résultat a obtenir que d’une quantité négli-
geable eu égard a I'approximation que l'on demande. La
nécessité de cette discussion diminue notablement les avan-
tages que présente souvent la méthode géométrique au point
de vue de la simplicité et de I'évidence.

Les exemples suivants éclairciront ces considérations gé-
nérales.

439. ProsLime 1. — Soit o= f(8) Uéquation d’une
courbe en coordonnées polaires. On demande 'angle V de
la tangente avec le rayon vecteur, et la différentielle de
arc.

Soient P, Q (fig. 14) deux points de la courbe infini-

Fig. 1.

ment voisins, ayant pour coordonnées 2, § et 3 + Ap,  4- A6.
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Du point-O 'comme centre avec OP pour rayon, tragons un
arc de cercle PR. Menons les droites PQ, PR.

I'angle V dilférera infiniment peu de I'angle QPS, qui
lui-méme ne difféere de RQP que de I'angle infiniment petit Af;
de méme l'arc PQ ne différera de sa corde PQ que d’une
quantité infiniment petite par rapport a PQ.

Les quantités a calculer seront donc I'angle RQP et la
corde PQ.

Cela posé, RP, corde infiniment petite du cercle PR, sera
sensiblement perpendiculaire 4 OR. Sa longucur sera sensi-
blement égale a I'arc RP, qui est égal a p AB. D’ailleurs,
RQ=A45. Donc le triangle PQR est sensiblement un triangle
rectangle ayant pour cotés de I'angle droit p AS et Ag, et1'on
aura, par la formule des triangles rectangles,

tang RQP = PA—;-), PQ = \/AEE:W
et a la limite

0 —
tangV = psi ds = \/d3* + prdr.

E b

Mais il faut s’assurer que les modifications faites au triangle
PQR n’ont pas altéré la valeur principale des quantités cher-
chées RQP el PQ.

On peut, i ce sujel, remarquer d’une mani¢re générale que
les angles A, B, C d'un triangle quelconque ABC et les rap-
ports 2 = g, B= g de ses cOtés sont liés par les trois rela-
lions connues

a=">bcosC + c¢cosB,
b —ccosA +acosC,
¢ =acosB + bcosA,
d’ou
a=fcosC + cosB,
B =cosA + zcosC,
1=zcosB + Beos \,

Si l'on donne des accroissements infiniment petits 3 deux

i W
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des'quantités-qui figurent dans ces formules, les trois autres
prendront des accroissements correspondants infiniment
petits et dont les valeurs principales s’obtiendront en diffé-
rentiant les équations précédentes.

Dans le cas actuel, on a modifié infiniment peu ’angle en

RP ., PQ

RQ' L’angle en Q et le rapport RO auront
infiniment peu changé. Donc, I'angle Q et le c6té PQ n’ont
été altérés que d’'une fraction infiniment petite de leur va-

leur, ce qu'il fallait démontrer.

R et le vapport

460. Prosrime lI. — Trouver la longueur de Uarc de
lu développée d’une courbe C.

Soient
MT, M'T’ (fig. 15) deux normales & C infiniment voisines;
¢ leur angle;
T et T’ les points o elles touchent la développée.

Fig. 15.
o
)
c \ \

\\

P\

En négligeant les infiniment petits du second ordre (MM’
étant considéré comme du premier ordre), on pourra ad-
mettre :

1° Que M cst sur la tangente au point M, laquelle est per-
pendiculaire a M'T' ( fig. 16);

2" Que T est sur la tangente M'T’ & la développée;
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39 Quél'are TT' se confond avec la droite TT’.
Le quadrilatére curviligne MM'TT’ ainsi simplifié prendra

Fig. 16.
W
-

N \

o1’

la forme ci-dessus ( fig. 16), laquelle donnera
M'T'=MT cos¢ + TT".

D’ailleurs, I'angle ¢ étant infiniment petit, on a sensible-
ment cosp =1, d’ot '
M'T'=MT + TT".

461. Les considérations qui précédent ne fournissent
qu’un apercu; mais il est ais¢ de rendre la démonstration ri-
goureuse.

A cet effet, nous remarquerons tout d’abord que, MM’ étant
supposé du premier ordre, » et TT' en seront également, car
on a sensiblement

. 2 = cMM':= ATT",
c el k désignant les courbures de la courbe donnée et de sa
développée.

Cela posé, projetons le quadrilatére curviligne MM'T'T
sur M'T". On aura

M'T' = proj. MM’ + proj. MT —+ proj. TT'.
Or proj. MM'=cordeMM'cosd, ¢ étant 'angle de ladite
corde avec M'l". La corde MM' étant du premier ordre et ¢

infiniment voisin d’un droit, proj. MM’ sera d’un ordre supé-
rieur au premier et pourra étre négligé.
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D‘autre part, proj. MT = MT coso, et, ¢ étant infiniment

petit du premier ordre, cosp =1 — l—?—- ~+ ... pourra étre

remplacé par I'unité. Donc proj. MT == MT.

Enfin, on aura proj. T'T' = cordeTl"cosy, 4 étant 'angle
formé par la corde TT" avec M'T". Cet angle étant infiniment
petit et la corde TT différant infiniment peu de l'arc, on
aura scnsiblement

proj. TT' =TT".
On aura donc bien
MT =MT + TT'.

462. Cette équation n’a éLé démontrée que pour un arc MM’
infiniment petit, et en négligeant les infiniment petits d’or-
dre >>1. Mais il est aisé d’en conclure que I'égalité est rigou-
reuse, et subsiste pour un arc quelconque MN pris sur la
courbe C.

Soient, en effet, NU, MT les tangentes menées des points
M. N a la développée, UT I'arc de cette derniére courbe com-
pris entre les deux points de contact. La différence

MT -—-NU — UT

sera une fonction de 'arc s = NM. Changeons s en s + ds:
soient M, T’ les nouvelles positions des points M et T. L'ac-
croissement de la fonction considérée sera

M'T — MT —TT,

quantit¢ d’ordre supérieur au premier, comme nous I'avons
démontré. La dilférenticlle de la fonction sera donc nulle,
ct la fonction elle-méme constante. Or, elle est nulle pour
s=o0, M et T se confondant avec N et U. Donc elle est
constamment nulle.

463. On doit pourtant remarquer que, en faisant la figure
I ’ g
ut nous a fourni I'égaliié
q 8

M'T'=MT + TT,
J. - L a9
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nous aurons implicitement supposé que M'T' était > MT. Si
M'T’ avail été << MT, on aurait eu

M'T =MT —TT'

et, par suite,
NU =MT — TU.

Soit donc MN un arc de la courbe C choisi de telle sorte
que la longueur de la normale comprise entre la courbe et
la développée varie constamment dans le méme sens; on aura

NU=MT-=TU
si cette longucur augmente.

NU=MT —-TU
si elle diminue.
Si I’on avait un arc MPN ( fig. 17) tel que la longueur de

Fig. 17.

la normale augmentat de M en P pour décroitre ensuite de I’
en N, on aurait, en appliquant successivement le théoréme
aux deux parties de I'arc.

PS = MT + TS,
PS = NU + SU,
d’ou
2PS =MT + NU 4+ TSU,
464. ProsLime M. — Construire la tangente a la

courbe K lieu des sommets d’un angle o de grandeur
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constante, dont les c6tés restent tangents & deux courbes
données.

Considérons deux positions infiniment voisines ABC,
A,B,C, (fig. 18) de cet angle. L’angle des deux droites AB,

Fig. 18.

A, B, est égal A celui des deux droites CB, C, B,. Cet angle
étant considéré comme du premier ordre, les arcs AA,, CC,
seront du premier; quant a4 BB,, il ne peut étre d’un ordre
supérieur au premier, car la droite A,B, n’étant en A, qu’a
une distance infiniment petite du second ordre de la droite
AB, ect faisant avec elle un angle infiniment petit du premier
ordre, en sera éloignée en B, d'une quantité du premier ordre.

Au contraire, la distance de A a la tangente A,B, et celle
de C a la tangente B,C, seront du second ordre. Si donc, par
les points A et C, on menait des paralleles respectivement &
A,B, et a B,C,, leur point d’intersection § serait & une dis-
tance de B infiniment petite du second ordre, et par suite
infiniment petite relativement a BB,, qui est du premier. La
droite BB, différera donc infiniment peu comme direction de
la droite BB. Cette derniére est une corde infiniment petite
du cercle, licu des points d’ot I'on voit AC sous I'angle ¢, et,
a la limite, devient la tangente a ce cercle. Mais, a la limite,
B3 devient la tangente 2 K. Donc ces deux tangentes coin-
cident.

465. Tutorime. — Soient E,E' (fig. 19) deuzx ellipses
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homofocales. Par chaque point P de E' menons deux tan-
gentes PA, PB a E. La somme des tangentes PA, PB, dimi-
nuée de ’arc AB, sera constante.

Fig. 19.

Nous nous appuierons sur cette propriété facile a démon-
trer, que les deux tangentes PA et PB font un angle égal
avec la tangente en P & la courbe E'. Soit ¢ cet angle.

Cela posé, soient P’ un point infiniment voisin de P, situé
sur E'; P’A’, P'B’ les deux tangentes correspondantes. La
figure BB'P'P, projetée sur BP, donnera

BP — proj. BB’ + proj. B'P’' — proj. PP’.

Or, en négligeant le second ordre, BB’ peul étre considéré
comme une ligne droite et B’ comme étant sur BP. Donc

proj. BB’ — BB'.

De méme, B'[” faisant un angle zinfiniment petit avec BP, sa
projection B'P' cosa se réduira 2 B'P’, au second ordre pres.
Enfin, PP’ étant du premier ordre et formant avec BP un
angle infiniment voisin de ¢, on aura, au second ordre pres,
pour sa projection, Pl cosy : d’ot

BP == BB’ + B’ P’ -— PP’ cos¢.

En projetant la figure AA'P'P sur AP, on trouvera de

méme
AP =— AA'+ A’'P'+ PP’cosy,
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el en ajoutant

BP +~ AP =BB'— AA’ +B'P'+- A'P’
—=AB —A'B'+B'P'+ A'P,
ou cnfin
BP + AP — AB =B'P' - A’'P' — A'B'. .
Cette équation n’est démontrée qu’au second ordre prés.
Mais on verra, comme dans un exemple précédent, qu’elle
est rigoureuse et reste vraie pour un arc PP’ de grandeur
finie.

VI. — Courbes gauches et surfaces développables.

466. Soient

z=e(t), y=wn(), =)
les équations d’une courbe gauche; z, y, 3, ¢ les coordon-
nées d’un point P pris sur cette courbe.
Les fonctions o, o,, 9, étant supposées développables par
la série de Taylor, la courbe sera rectifiable et son arc aura
pour différentielle

ds —=\x"'+ y"t+ sdL.
467. Tangente et plan normal. — Les équations d’une
droite
(1) Y—aX—x2=o, Z—ayX—a,=o

contiennent quatre paramétres dont on pourra disposer pour
¢tablic un contact du premier ordre au point P entre la
droite et la courbe.

Il faudra pour cela satisfaire aux équations
| y —ax —a=o, s —ayaxr —ay;=—o,

(2) :

y' — ax’ =o, 3 —ax! =o.
Des équations (1) et (2) on déduit

Y—y—a(X—a)=0, Zrz—a(X—z)=o,
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et, en éliminant a, @,, on aura les équations de la droite
osculatrice ou tangente

X—2z Y-y Z—s

z 'yr Py

Le plan perpendiculaire a la tangente, ou plan normal,
aura pour équation

X—2)2'"+(Y—y)y'+(Z—3)s'=o0.
Si la courbe était donnée par deux équations
F(e,y,3)=o0, ®(x,y,3) =0,

il faudrait, pour appliquer ces formules, y remplacer x' par
I'unité, ' et 5’ par leurs valeurs déduites des équations
JF dF , JF
(Tl‘ -+ '()7,)’ -+ -a—;z =o0,
0o b, 08,
oz -+ 5}-)’ -+ BE= 0.
Par cette substitution, les équations de la tangente devien-
dront :
X—z Y-y Z—:
JF 0% _JF g6 — JF 0% _ JF 9% ~ OF g& _ OF 0@’

dy 93 03 dy ds dxr Ox 0z dxdy Ody ox
et celle du plan normal prendra la forme
! X—z Y—y Z—3

OF  OF OF

dx dy 3_5- —=O0.

o 0 0
| oz dy 9z |
468. Plan osculateur. — L’équation
(3) AX+BY+CZ-+D=o0

contient trois paramétres (les rapports des coefficients A, B,
C, D) dont on peut disposer pour établir entre le point et la
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courbe un contact du second ordre. Cette condition scra
exprimée par les équations :

(3 Az +By —~Cs +~D=o,
(3) Ax' + By + Cs' =o,
(6) Az" -+~ By"+ Cs* =o.
Des équations (3) et (4) on déduit d’abord
(7) AX—z2)+B(Y—y)+C(Z—3z)=o0.

Eliminant ensuite A, B, C entre (5), (6), (7), il viendra
X—-2z Y—y Z—3|

x' Yy z' I':o.

z" 2 4
Les coefficients A, B, C auront donc, 4 un facteur commun
b ’ )
prés, qu'on peut supposer égal & I'unité, les valeurs sui-
vantes :
A :‘-_‘}”z"—- zlyl’ B=zz"—2's", C—= xl‘},n __ylxll.

Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (35)
et (6), ainsi qu’a celle-ci :
(8) A'x/+B’_y’—.-C’:':o,
laquelle s’obtient en prenant la dérivée de (3) et supprimant
les termes qui se détruisent en vertu de (6).

469. L’équation ci-dessus du plan osculateur contient le
paramétre ¢, variable d’un point a I'autre de la courbe. Con-
sidérons la surface enveloppe de ce plan, lorsquon fait va-
rier ce paramétre.

La caractéristique de cette surface sera donnée par I'équa-
tion

(9) AX—2)+B(Y—y)+C(Z—-35)=o,
jointe & sa dérivée par rapport a ¢

AX—x2)+B(Y—)»)+C(Z—3)—Ax'—B)y' —Cs'=o.
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Cette derniére équation se réduit a
(10) A(X—z)+B(Y —y)+C(Z—3)=o,

en vertu de I'équation (5).
Cette caractéristique n’est autre chose que la tangente

X—z Y-y Z-:
x! __T’— 3

au point (x, ¥, 5). En effet, si I'on donne a X —x, Y —»,
Z — 3 des valeurs proportionnelles a x', 3, 3, les équations
(9) et (10) seront identiquement satisfaites, leurs premiers
membres contenant en facteur les quantités Az'+ By’ Cgz/,
et A'2'+ By 4+ C'35.

Le point ou la caractéristique rencontre I'aréte de rebrous-
sement est défini par les équations (g) et (10), jointes a la
dérivée de I'équation (10). Celte dérivée se réduit a

(11) A'X—rx)+-B"(Y—y)+C(Z—535)=o,

en tenant compte de 'équation (8).
Les équations (g), (10), (11), combinées entre elles, don-
neront évidemment

X=ua, Y=y, Y=o=.

Donc la surface enveloppe des plans osculateurs a pour
caractéristiques les tangentes a la courbe proposée et pour
aréte de rebroussement cette courbe elle-méme.

Réciproquement, soit donné un systéme quelconque de
plans P dont I’équation contienne un paramétre ¢. En faisant
varier ce paramétre, on obtiendra une surface enveloppe dont
les caractéristiques seront des lignes droites, tangentes &
I'aréte de rebroussement, et le plan P, ayant un contact du
second ordre avec cetle aréte de rebroussement, lui sera
osculateur.

On donne le nom de surfaces développables aux surfaces
engendrées par les tangentes a une courbe, ou enveloppes

- —
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d’'un plan variable dont I'équation ne contient qu'un para-
métre. Ces deux définitions sont en général équivalentes,
comme on vient de le voir.

Toutefois, la seconde a sur la premiére I'avantage d’em-
brasser les surfaces coniques et cylindrigues.

On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan
variable soit assujetti & passer constamment par un point
fixe, qui sera le sommet du cone. Ce point unique jouera le
rOle dévolu en général a I'aréte de rebroussement.

On obtiendra les cylindres en supposant que le plan va-
riable reste constamment paralléle a une droite fixe. Les
génératrices caractéristiques, étant paralléles a cette droite,
ne se couperont pas. La surface pourra étre considérée comme
la limite d'un cone dont le sommet s'éloigne a l'infini dans
une direction déterminée.

470. Enceloppe des plans normaur. — Le plan normal
au point (x, ¥, 3) a pour équation

N=a'(X—x) +y(Y—p)+35(Z—3)=0.

Cette équation contient le paramétre ¢. En le faisant varier,
on obtiendra pour enveloppe une surface développable.

La caractéristique de cette surface est une droite qu’on
nomme l'are du plan osculateur. Elle a pour équations

N=o,
oN o
oi T F (X—=2)+ " (Y—y)+35"(Z—3)—2'*— y't - 3" =0.
Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les équa-
tions
Ax'+By' +Cs' =o,
Azx"+By"-+C3"=o,

trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans

T

N=—=o, (-:); = o est perpendiculaire au plan osculateur.
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Enfin'I'aréte de rebroussement de cette surface sera donnée
par les équations

Neo N, N
N=0 9t — arr T
471. Cercle osculateur. — Les équations générales d'un

cercle sont
(X—a)y2+ (Y —8)+(Z—y) =R},
m(X —2)+n(Y—B8)+p(Z—y)=o,
a, 3, y étant les coordonnées de son centre et R son rayon.
: C n ,
Nous avons ict six paramétres : «, 3, v, R, o) %a qu’on
pourra déterminer de maniére a obtenir un contact du second
ordre au point (z, y, 3).
O aura, a cet effet, les six équations de condition
(12) (r—a)i+ (y —B)'+(s—y)*—R=o,
(13) ' (& —2) +-¥' (y — B)+3'(z—y)=o,
0% 2"(x—2)+y"(y —B)+3"(5 —y)+ 2+ y't+35"r=o,
m(z—2) —n(y—B)+p(z—y)=o
mx' +ny' +ps' —=o,
mz'"+ny"+ps’=o.

Des trois derniéres on déduit, en éliminant m, n, p,

z—2 y—B 55—y

J" yl ;’ :0,
z" ].lf 3,
on
(13) A(x —2)+B(y—B)+C(s—y)=o.

Cette équation montre que le point (a, 3, y) est dans le
plan osculateur.
La deuxi¢me et la troisitme montrenl que ce point se
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N .
trouve dans les deux plans N =o, dd—t =0, dont Dintersec-

tion est I'axe du plan osculateur. Le centre cherché se trouve
donc a Uintersection de cet axe avec le plan osculateur.
Pour calculer a, 8, vy, R, nous résoudrons les équations

(13), (14) et (15) par rapport d £ —a, y — 3, 5 — . Le dé-

terminant
.TI yl 5’
.'Z'” yl zl
A B C|

de ces équations étant égal 3 A? + B2 + C2, on trouvera

_ (Cy'—Bz') (2" + v*+3'?)

T —-a ’

A4 B+ C?

—p= (As'— Cz') (2" + y'T+ 3'?)
y—F= AT B+ Ct ’
e (Bxr'—Ay') (z'*+ y't+ 5'?)
=YY= A+ B+ C? ’

et, en substituant dans (12),

(.L‘I’—F V'!_:_ =/2)2

= oy [(Cr =Bt (As'— Ca')i+ (Ba' — Ay)']-

HI

Or la quantité entre parenthéses peut s’écrire
(A*+ B+ C?) (2'*+ »" +5'*) — (Ax'+ By’ + Cs")2,
et comme
Az'+By' + Cs'=o,
il viendra

(x4 :;”)%
T VAR B+ O

A12. Sphére osculatrice. — L’équation d'une sphére

(X—a)P+(Y—0)+(Z—c)r=0p?
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contenant quatre paramétres, on pourra obtenir un contact
de troisiéme ordre.
On devra, pour cela, satisfaire aux équations
(z—a)y+(y— b+ (s—c)=p?
M=z'(z—a)+y'(y—b)+5(5—c)=o,

oM _
g =
M

WZO’

donl la premiére donnera p2, aprés que les trois autres auront
fourni a, b, c.

Le lieu des centres des sphéres osculatrices n’est autre
chose que Uaréte derebroussement de ’enveloppe des plans
normaux. Car ce lieu s'obtiendrait en éliminant ¢ entre les

2
%I\TI == 0, ddth’i = o, et l'aréte de rebrous-
oN

sement, en éliminant ¢ entre les équations N = o, o=
N
o
désignation des coordonnées courantes (a, b, c, au lieu de
X,Y,Z)

Nous admettrons, pour simplifier le calcul de a, b, ¢, 2,
que nous ayons choisi pour variable indépendante I'arc s de
la courbe, compté & partir d’un point fixe. On aura. dans
cette hypothése, ¢t =5, d’ou

équations M = o,

= 0. Or M ne différe de N que par le signe et par la

dt — ds =— \/m'—’ dt
et, par suite,
(16) . 'ty =,
Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante :
x4y y'+35's" -o.

Formons les dérivées de M en tenant compte de ces rela-
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tions. Il viendra

o= M =(z—a)r —(y—0)y +(s—c¢)3,
04::-(3—‘: =(x—a)x"+(y—b)y" +(5—c¢)3"+1,

J*M ”
0= S =(x—a)z"+ (y —b)y"+ (5 —c)s".

En désignant par D le déterminant

.2‘, yl :I

" _), "
|

7 y. i i

on déduira de ces équations

y’z'— :Iylr . A’

r—a—s—_ < —

D - D’
AI
a"’.’z——-BO
On aura de méme
BI
b.: -—"6,
CI
cC =3 — 5,.

et enfin

f=\(r—ap+(y—0br+(s—c)= b

On peut donner a cette valeur de p une autre expression.
Le point (a, b, c) élant sur I'axe du plan osculateur, qui
coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera 'hypo-
ténuse d'un triangle rectangle ayant pour cotés R et la dis-
tance k& du point (a, b, ¢) au plan osculateur.

Or, le plan osculateur ayant pour équation

AX—z)+B(Y—y)+C(Z—35)=o,
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on diira
_Ala—z)+B(b—y)+C(c—53)

h—= —
*=yAT+ B Ct
_ 1 AA'+ BB+ CC’
“DxyAaiy Bt C
+A’+ B*+C’( 1 >’_

D VATB LG

Mais, en tenant compte de I'équation (16), on aura

— =R

Vo oo A

A4+ B2 C
D

(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de

torsion); il viendra

Désignons, d’autre part, par r la quantité

h==x=rR,
d’ou
p’: R2+ Il’: R’+ r!R’!.
473. Soient

p un point (r,y, 3) de la courbe correspondant i une va-
leur ¢ de la variable ;

T la tangente ;

P le plan osculateur.

Soit p, un point de la courbe infiniment voisin de p, cor-
respondant a la valeur ¢+ dt, et soient z+ Az, y + Ay,
3 + As les coordonnées de p,; Ty, I’, la tangente et le plan
osculateur correspondant.

Les distances de p, ap, a TetaP,deT,aT, et les angles
de T, avec T et P, de P, avec P sont autant d’infiniment
petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs prin-
cipales.

Distance de p, a p. — Elle es\ égale a \/Az? - Ay2 4 As2,
ou, en remplacant Ar, Ay, As par leurs valeurs approchées
x'dt, y dt. 5 dt, a

VI YT+ S de = ds.

P e N —
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414, Angle'de'T, avec T. — On sait que l'angle o de
deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement
proportionnels a a, b, c et 4 a,, b,, ¢,, est donné par la
formule

aa,+ bb,+ cc,

COSD — e .
Var+ b*+ctyal + b1+ c}

On en déduit

(a*+ b*+ c?)(a} + b+ ¢}) — (aa,+ bb,+ ccy)?
(at+ b+ ct)(al+ b} +c})

__(bey~cby)r + (cay — acy)? + (ab, — ba,)?

- (a'+ b'+c*)(al+ bl +c)) ’

Sin’gn =

Pour appliquer cette formule, il faudra y remplacer a, b, ¢,
a,, by, ¢, par leurs valeurs actuelles

£y, &, o'+ ax, ¥'+Ay, 3'+Ad,
ce qui donnera

(v'As'— 3" Ay + (3 A’ — 2" AV + (' Ay — ¥/ Az')r
(I"—f—]"—!—z”)[(w’—i—A.z")’+(‘v’—r-Ay’)’+(z'+A:')’J’

(17) sinfo =

Ar', Ay, AZ, étant infiniment petits, peuvent étre négligés
au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les rem-
placcra par leurs valeurs approchées z"dt, y" dt, 3" de. 1l
viendra alors
. A2+ B2 C?
sinto — f"—,_-*—T de.
. (.L‘ 2 +)’ 2+ 3 1)-

Donc 3, qui est égal, au troisiéme ordre prés, a siny, aura

pour valeur approchée

2 2 3
o= YA BTy
T Xyt + s

Nous appellerons courbure, comme dans les courbes
planes, la limite du rapport de I'angle de deux tangentes
voisines a I’arc qui sépare les points de contact. Cette limite
est évidemment égale au rapport des valeurs principales de
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ces'déux'quantités; en la désignant par A, nous aurons do

PR = =

ds
(@Y 5]

1
E’

R désignant le rayon du cercle osculateur.

Ce cercle, son rayon et son centre pourront s’appele
comme pour les courbes planes, cercle, rayon et centre «
courbure. : :

475. Angle de P acec P,. — Cet angle §, égal a celuid
normales a ccs deux plans, sera donné par la formule su
vante, analogue a la formule (17),

(BAC—CaB)'+ (CAA —AAC+-(AAB —BaA)
(A* B C)[(A + aA) - (B —~ aB) + (C + aC)*

sin?¢ =
au dénominateur, on pourra négliger AA, AB, AC; au n
mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées

dA = (.‘J 57— :’I‘).m) dl,
dB = (' — ' 57) dt,
dC = (&'y"— ' 3")dt.

Posons, comme précédemment,

Iy J,I 5! '
D="x yro
Lyt

on trouvera
BAC --CAB = Du.'d¢,
CAA —AAC =D)y'de,
AAB—BaA=-D:'dt,
d’ott
D ('t + y'2+ %) de? D2 ds?
sin?d = - i .
(A?+ B2 ()2 (A?+ B2+ C3)*

et, en remplagant le sinus par l'arc,

U -—-D—-———ds.
A B4 C?
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a uanmé D se nomme la torsion de la
L q =~ AL +B:Ct
courbe ; nous |a désignerons par 1. Son inverse se nomme le
rayon de torsion.

476. Angle de P avec T,. — Cet 'angle 9 est donné par

la formule

. o
sing—_ A+ az) +B(v'+ 4 H:E(__A )

VAT B+ G\ (a + An )+ (7 = Ay )i+ (5 + A& )*

Au dénominateur, on peut négliger Az’, Ay’, Az'. Au nu-
mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées
2" de + 32" de2, Y de+ " de2, 5" de + 357 det.

Remarquant que I'on a

Az’ +By +Cz' =o,
Az"+By"+C3z"=o,
Az"+ By"+Cz"=D,

ct mettant § au lieu de son sinus, il viendra

t!

V/A"*‘ B2 + C3~£11+y11+ =/1

l 2
D det — ?_/ffs. .

AT1. Distance de p ¢ 'T. — Nous avons trouvé, pour la
distance du point (2, a,, a,) 4 la droite

x:a+bt, Y:a,+b,l, Z:a,—i—bgl,

la formule

/l(‘;r—%)_bi— (ay— o) by P+ [(ay—ay) &6 — (a — a) by 2+

=V b+ bi+ b

Nous avons ici

a—=uwx, a =y, a; =3,
a=x + Az, «;==y -+ Ay, ay=235+ A3,
b=2', b=y, by=13',
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L.a formule deviendra

b

s, Jy'as— 3 Ay)+ (s'Az — r'As) + (2'Ay — y'Arn?
o= '+ yi+ 51

ou, en remplagant Az, Ay, As par leurs valeurs,
dr
A.t:.r’dt—i—x’l—i +...,

) 2
Ay = y'dt +y"-:% ey
dae

As = 5'dt + 3" — +...,
1.2

2 2 ot 2
sy /A B C Al g,
R e ok OF N

478. Distance de p, a P. — Elle est donnée par la for-

mule connue

LAz +az—z2)+ B(y+4y —¥)+C(s+ 45 —3)
o VAT B+ Ct

ou, en remplacant Az, Ay, Az par leurs valeurs approchées,

x'dt + jz"dit + L2"de+..., ...,
8:_-t 'I' __;%d‘:‘:t ':kfiss°
6 yAT BT (2 6

479. Distance de T a T,. — Appliquons la formule trouvée
pour la distance de deux droites, en y posant, pour a, a,, a,,
b, by, byy 2, 2y, aa, B, B, B2, leurs valeurs actuelles z, 3, 3,
'y y, 7, x+ Az, y+ Ay, 5+ 43, 2+ A2, y'+ AV,
5’4 Az'. Il viendra, pour la distance cherchée ¢,

+ L
V(% 55’_—_;':&)?—)?4——(?&;’——_@"“’)‘—% (z'Ay' — y"AZ")? ’

E = ———— =

ou
Ar Axr' — ' [
L={ay ay' —y |
Az A3 — 3|
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Le dénominateur a pour valeur principaley/A? + B2+ C? dt.
On a, d’autre part,

de? de 1
!a:’dt—,-x”-—--—:—.r”—.—,—... .r”dt-a—z"‘-i-t— +... —2

| 2 6 2

det de der
L:‘I)"dl-*.-}'”-»z—- —y"'b— +... )”dl-%-y”T -+... ——y'

2 3 2
i:.’dt-,—:”(—”-—;—:”ty—-e-... s”dt+:”fi—t- e — 3

1 2 6 2

ou, en ajoutant aux termes de la premiére colonne ceux de
la deuxi¢me et de la troisi¢me, respectivement multipliés
par -- }dt et par dt (ce qui n'altérera pas le déterminant),

de

‘I L£7de (5--1) +... x"dt—s—.z""T—l— o =
i
das
L= y7de(G—-) +... ydt+)y"—+... —y
DeTde(b—Y) ... s"de+ 5"

<

'
+... —3 |

ou, en réduisant chaque terme a sa valeur principale,

[ x” 2" x| D
]4 = "":' d‘5 l ‘}", ‘Y” _y’ - - —-dt"
| 5" & & '
Donc
c =D de_ | keds
ARG 1

480. On nomme plans osculateurs stationnaires ceux qui
correspondent aux points od D =o. La torsion étant nulle
en ces points, le plan osculateur P s’y confondra, au deuxi¢me
ordre prés, avec le plan osculateur en un point p, infiniment
voisin.

En outre, ¢ étant nul, la distance de P 4 p, sera du qua-
tri¢me ordre. Le plan P aura donc un contact du troisi¢éme

ordre avec la courbe, et se confondra avec la sphére oscula-
trice.
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On voit par la que les plans stationnaires sont analogues
aux tangentes d'inflexion des courbes planes.

481. Proposons-nous encore de calculer la différence cntre
un arc infiniment pelit et sa corde.

Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu’on
ait pris pour variable indépendante I'arc s.

On aura, dans ce cas,

I/¢_|_).Iz_‘_ zr:= 1
ct, en différentiant,
.l".t’-}-y'y'-i— 2’3’: 0,
puis
' z” 4y y" 4+ 35" 2"+ Y " =o.

La formule de la courbure se réduira a

k=VA + B+ Ct=\/2"T+ y"+ 3%,
On a, en effet,
At Bt G =(y'5"— 5" ) 4 (5' 2" — 23" )+ (2 Y — 3 ")t
:—_(x”3+)-”3+ ;”z) (‘vl:_f_),u_’_ ;,-)
— (2’2" +y' Yy + 55",
quantité qui se réduit a £" + y"?+ 52 d’aprés les équations

précédentes.
Cela posé, soit ds un arc infiniment petil; sa corde sera

VAzr*+ Ay?+ Az2. 11 s'agit d’évaluer la différence de ces
deux expressions.
On a identiquement

ds*— (Az'+ Ay*® + As?)
ds — \JAx?+ Ay? -+A3 = ( _V__.__
ds +\/Ax' + Ayt Azt

Le dénominateur de cette expression est sensiblement 2 ds.
Pour avoir le numérateur, on remplacera Az, Ay, Az par leurs
développements,

“

, ds? » ds?
Ax —=x'ds + a2’ —-—+a: _(>—+
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Développant et ordonnant suivant les puissances de ds, il

viendra

(1 —x”—y”—— 5'2) ds? — (zlxl_'_y’yll_'_zlzl)dsa

e /] 2 . "2 U 4 ! ! "
x"*-t- -+ 3 T x" + 33
—(——- 4 “+ ‘7.'7 )ds‘—-....

A 3
Les coefficients des termes en ds? et ds3 s’annulent. Celui

du terme en ds' sera, d’aprés les équations précédentes,
» d-ap q P

k2

(x”’—l—-y"’—f—:.“)(—-{-—i—%): v

Donc la différence cherchée a pour valeur principale

K
% ke
ads =~ 24

482. On nomme normale principale au point (z, y, 5) la
perpendiculaire a la tangente située dans le plan osculateur;
binormale la perpendiculaire au plan osculateur. Ces deux
droites forment avec la tangente un tri¢dre trirectangle.

Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droites :

1° Les cosinus directeurs a, b, c¢ de la tangente, étant pro-
portionnels & z', ', 3/, seront respectivement égaux a

x' _dr Y _dy
Vot ytrat  ds’  \pryyiggi ds
3 dz

VE Yyt st ds
2° Ceux de la binormale a, 3, v étant proportionnels a A,
B, C seront égaux &

A B C
- N .
\,‘f.-\’-i—B'—i-C” \/A’+B’+C’ VA:_,_B:_._C:

3° Enfin la normale principale étant perpendiculaire aux
deux droites précédentes, ses cosinus directeurs A, w, v

il L
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satisferont @QuXx équalions

Az + py' +v3' =o,
M +pB4+vC=o,

el seront proportionnels aux quantités
Cy'—Bs', As’—Cua’, Bax'—Ay.

On aura donce

A — Cy'—Bs
\/(b) gyt )z+(A»—(4.L)$+(B.E—-A)’)x
Cy' — Bz’

\\A—’TB’-F(_.*)(J”—Q—)”’—Q-"”)——(A.l: +B)’ + Cs ‘)
et, comme Az’ +By' -+ Cs' =

N _Cy'—Bz’ - =vb— Be.
V(A2 BT+ CH (ot +ylz+ -Ia)

On aura de méme
p=—aCc—vya,
vz=Ba--ab.

483. Cherchons comment varient ces cosinus directeurs
lorsque le point (x 3) se déplace infiniment peu sur la
q P » o P
courbe.

On aura d’abord

xr
di=—d ——_—"—"— -
V't 4yt 4 5"
" dt o+ Y+ 58 ) de
\/x/: -r')'" 5 T (2t oyt + ,,,)f

_ (J‘"—}-y"-—[— ”)—J:(.Z‘.l‘ +y’7’ + 3’5" )d

(xli +]/2+ -12)!

. By—-Cy dt— V! \’-i—B’+C

dt —= — A k ols.
2V 4yt s

(2’2 +y't+ 3"
On aura de méme

db = — pkds, dc=—vkds.
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Onaura) én’second licu,

dl'__.(l-."_A—'_-
VA + B2 - C2
_ A'(A*+ B2+ CH — A(AA' + BB + CC)
(A*+ B 4 C)i
__ B(BA" - AB') = C(CA’ - AC/
(A*+ B+ CY?
! ~!
s —(C—YLBLD:‘ dt =\ ds,
(A* + B +-C*)2

dt

) e

ct de méme
d3 = pz ds, dy=v=ds.

Enfin

dr=d(yb—B8c)=ydb+ bdy—cdf — Bdc

=(—pk + bvc —cpt + Bvk)ds

=(Bv —yr)kds + (by —cp)=ds.
On a d’ailleurs

B—yp= B(Ba—2b)—y(2c—ya)

= a@+p+y)—2(ax+bB+-cy)

a,

f

bv—cp= b(Ba—ab)—c(zc—ya)
=—ax{a+ 0+ c?) + a(az+ bB +cy)

—_,

Donec
d)—=akds - azds,

et de méme

du = bk ds — 8= ds,
dv=chkds — ytds.

i84. 1l résulte de ces formules qu'une courbe est com-
plétement définie lorsqu’on connaitra :

1* Laloi suivant laquelle la courbure et la torsion varient
en fonction de I'arc s comme variable indépendante;
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20| lliesovaleurscde z, y, 3, a, b, ¢, 2, B, 1, A, u, v corres-
pondantes i une valeur particuliére de s, 3 la valeur zéro,
par exemple.

En effet, les formules précédentes donnent les dérivées,
par rapport a s, des quantités

dx dy

dz
a4’ b::.c-i.s_" — 48,7, A wp,v,

a
ds

Cc =
cn founction de ces quantités elles-mémes, de la courbure et
de la torsion. En les différentiant, on obtiendra les dérivées
secondes, et ainsi de suite. Mais, pour s = o, on connait les
valeurs des quanlités a, b, c, a, 3, v, A, 4, v. On aura donc,
pour s == o, la valeur de toutes leurs dérivées.

. <. dr
Connaissant ainsi, pour s = o, les valeurs de x, a = Z
da d*xr
Ji == i’ ' on pourra calculer z par la formule de Ma-
claurin

& = g 4 'd-f) T L
=, - (7?/ os t ds’ ol.2 PR
De méme, pour y et 3.

485. Deux surfaces sont dites applicables'une sur 'autre
si I'on peut établir entre leurs points une correspondance
telle que deux courbes correspondantes quelconques aient
leurs arcs égaux.

Tueorkme. — Toute surface développable est applicable
sur un plan.

Soicent, en effet :

S une surface développable;

C son aréte de rebroussement;;

s I'arc de cette courbe compté a partir d’un de ses points ;
k = f(s) et = == (s) sa courbure et sa torsion.

Un point Q de la surface sera défini st 'on connait :
1° La valeur de s correspondante au point de contact P de

. .
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la tangente & I'aréte de rebroussement qui passe par le
point Q;
2° La longueur PQ = L.
Une équation /= W(s) entre ces deux coordonnées re-
présentera une courbe K tracée sur S.
Proposons-nous de trouver la différentielle de 'arc s de
cette courbe ( fig. 20).
Fig. 20.

Q'uQ'

Soient Q, Q' deux points infiniment voisins ayant res-
pectivement pour coordonnées s, ! et s+ As, - Al; 'arc
QQ' == A, donton cherche la valeur principale, pourra étre
remplacé par sa corde QQ'. Celle-ci sera tout au plus de
I'ordre de As. En effet, la distance & de la droile P'Q’ au
point P infiniment voisin étant du deuxiéme ordre par rap-
port & As, l'angle » des deux tangentes étant du premier
ordre, et enfin PQ == { étant fini, la plus courte distance de
Q a P'Q’ sera du premier ordre, et a fortiori la distance
QQ' sera du premier ordre au plus.

Cela posé, par le point P menons une paralléle a P'Q'.
Soient P, Q" les projections de P’, Q' sur cette droite. On
aura P'1” == Q’Q" == 6. Ces quantités sont donc du deuxiéme
ordre. A fortiori, la différence entre QQ’' et QQ)” scra du
deuxiéme ordre au moins, et I'on pourra substituer QQ” &
QQ’ pour le calcul de sa valeur principale.

Or, dabs le triangle PQQ”, I'angle en P est sensiblement
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égala & As. Le coté PQ est égal a L. Eafin le coté PQ”
égal a PP’ - P"Q" =PP" + P'Q'.

Mais P'QQ' = [ +- A/; d’autre part, PP’ est la projectior
PP, quantité infiniment petite du premier ordre, et d
I’angle avec PQQ’ est infiniment petit. On aura donc, en :
gligeant le second ordre,

PP’ — PP’ — arc PP’ = As,
d'onl
PQ" =1 + Al + As.
Cela posé, la formule trouvée pour l'arc d’'une courbe
coordonnées polaires donnera

ds = val. princ. QQ’ = val. princ. \/-li k?as? ;—_(Tl_+.\s )2
czdsy TR - [W/(s) +1]%

On voit que cette expression est indépendante de la t
sion <.

Cela posé, construisons dans un plan une courbe C, d
la courbure en fonction de I'arc soit la méme que pour
courbe C. Au point de la surface développable qui a po
coordonnées s et [, faisons correspondre dans le plan
point construit de la méme maniére, en prenant sur la cow
Cy, a partir de origine des arcs, un arc égal a s, menani
tangentle au point obtenu et prenant une longueur / sur ce
tangente. A la courbe K correspondra une courbe K, et 1
¢, de cette courbe, considéré comme fonction de s, aura
méme différentielle, d’apreés ce qui précéde, que I'arc s.

Les arcs s et 5, ayant méme diflérentielle, ne pourr
différer que par une constante. Si, d'ailleurs, on prend p«
origines respectives des arcs sur les courbes K et K, .
points correspondants, s et 7, s’annuleront en méme tem
et par suite seront loujours égaux.

Réciproquement, toute surface applicable sur un p
est développable.
Soicntenelfel (&, ¥, 5) el (x + Azx, ) + 3y, 5+ A3) de
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points de la surface infiniment voisins 'un de l'autre; (%, 3)
et (2 +— Az, 8 + AJ)les deux points correspondants du plan.
La longueur d’un arc de courbe infiniment petit, joignant
les deux premiers points, devant étre égale a celle de I’arc de
courbe plane qui joint leurs correspondants, les valeurs
principales de ces deux arcs

Vdz*--dy*+ds* el \'di*+ dF*

devront étre égales. Si donc on prend pour variables indé-
pendantes x et 3, z, y, 5 seront des fonctions de ces para-
métres, satisfaisant identiquement a la relation

0 4o, O

2
FY S Y e =2 —
da? 4+ dp* = dr +dy’+ ds ....(dz da-l—()?' dp) +....

On en déduit les équations de condition

(3)~() (3

() ()~ (5~

or dr dy dv  ds ds
02 98 "2 9B Uz 0f

=0,

et en dérivant par rapport a « et §

0= dr d*c _ dzx dx
T L0102 T L, 02 0208’
\'0z d*xr Q dr dir

"4y 0B 0208 4y 08 03’
0 - ('().1: dr  dr dzry  Qdr dis
"2 \ Oz dzd8 * 98 E,)— 98 oxt’

0 — dr d*x
T Ly 02 0B’
les sommations s’étendant aux trois coordonnées z, y, z.

On déduit immédiatement de ces équations que

e dr
dat’ 9298’ 9F
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sont proportionnels a

dy &y dy
Jda*’ gagf’ op?

et a
pa s 0
dat’ 9203 0Bt
Il existe donc deux relations entre _d_{) d;y, 9z et deux
da Jdz’° Oa

9 En y joignant 'équation

autres entre f)f» g‘g,

JB
0z 0z dydy  9sds_,
02 03 " d2 0B T da 9B
on voit que ces six dérivées partielles sont fonction d’une
seule d’entre elles.
On a, d'ailleurs, en désignant par p et g les dérivées par-
tielles de 3 considéré comme fonction de z, y,
0s _0s 0r s oy _ oz Oy
ds —ozrdx " dyox Pax T’
0s 03 dx 030y or oy
g8 " or o T 9y o8 Pog T 78

Ces deux équations détecrminent p et ¢ en fonction d’une
méme quantité; il existera donc entre ces deux dérivées une
relation de la forme

9=f(p)

et 'on aura
s=pdr+qgdy = pdr—+ f(p)dy.
Pour trouver les solutions de cette équation, posons
s=pr+f(p)y+-u.
Il viendra, en différentiant,

s=pdr s f(p)dy+ [+ f'(p)y]dp +-du=.o,

V|
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&
~3
LN ]

ou, en lenant compte de I'équation précédente,

[z +f'(p)yldp +~du—=o.

Cette relation montre que « doit étre une fonction de p.
Soit « = ¢(p); I’équation deviendra

[z +f"(P)y +¢'(P)]dp=o0.

On peut y satisfaire : 1° En posant dp = o, auquel cas p
sera une constante ¢; on aura alors

s==cx + f(c)y +¢(c),

équation d’un plan.
2° En posant
z+f'(p)y +¢(p)=o.

Cette équation, jointe &
z=pz +f(p)y + 9(p) =o,

représentera une surface développable, enveloppe des plans
qui constituent la premiére solution.

486. Proposons-nous d’appliquer les formules trouvées
dans cette section a I'hélice. :

On nomme ainsi la courbe engendrée par un point qui se
meut sur un cylindre droit a base circulaire de telle sorte que
sa distance au plan de base soit constamment proportion-
nelle a 'angle dont a tourné sa projection.

Soient ¢ cet angle, m le rayon du cercle de base. La
courbe sera évidemment définie par les équations

x —=mcost, y=—msin¢, s=nt.
On en déduit successivement

x' — -—msing, y'= mcost, s =n,
2" = — mecost, y" =—msing¢, 3" —o,

" = msind, y" =—mecost, 3"=o,
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A=y's"—35'y"—= mnsing,
B=3s2"—x'35:=— mncost,
C=ayv'—y'a"= m
A -
v I
D—= i x" y" 3| = min,
| J’.m J,H zl_"

ds =\x"+ yT+ s dt = \/m* n' dt,

o I \vVm2n®+ m? my1+ n?
(18 k= l_{-—_ e — = 5

(m*+n%)t  (mt+ n?)?
(19) D n

T = ~— =
AT B+ C T mitn?t

On voit que la courbure ct la torsion sont constantes, ce
qui était évident, les divers arcs de la courbe étant superpo-
sables les uns aux autres.

Réciproquement, toute courbe dont la courbure et la tor-
sion sont constantes sera une hélice, dont les paramétres m.
n seront déterminés par les équations (18) et (19).

VII. — Systémes de droites.

A87. Une droite D, passanl par un point (a, a,, a,) et dont
les cosinus directeurs sont proportionnels a b, b,, b,. a,
comme on I’a vu, pour équations

) X—a_ Y—a _1-—a
™ S I i e

ou, en introduisant une variable auxiliaire ¢,
(2) X =a + b¢, Y == a,+ by¢, Z—a,+ b,t,

t\/2ﬂ+ bi+ b3 étant la distance du point (X, Y, Z) au
point ( a, a,, a,).
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Supposons que les coefficients a, b, . . . dépendent de cer-
tains paramétres %, 3, .... En faisant varier ces paramétres,
on obtiendra un systéme de droites.

S’il n'y a qu’un paramétre «, ces droites formeront une
surface réglée dont on obtiendrait I'équation en éliminant
2 entre les deux équations (1).

S'il y a deux paramétres 2, 3, on aura une congruence de
droites. Par chaque point (.r,y, 5) de Fespace passerontune
ou plusicurs droites de la congruence, correspondant aux
systémes de valeurs de a, 3, qui satisfont aux équations

r—a __y—a, __3—ay

3 i

S’il y a trois paramétres a, 3, y, on aura un complexre
de droites. Par chaque point (x, y, 5) passeront une infi-
nité de droites du complexe, formant un céne, dont on ob-
ticndra I'équation en éliminant %, 3, v entre les équations (1)
et(3).

Enfin, s’il y avait plus de trois paramétres, le systéme con-
tiendrail toutes les droites possibles, car on pourrait déter-
miner les paramétres de maniére a faire passer la droite par
deux points arbitraires (z,y, z), (£, ¥1, 51), ce qui ne don-
nerait que quatre équations de condition.

488. Soient D une droite du systéme, ayant pour équa-
tions
X=a+ bt Y =a,+ b,¢, Z = a,+ b,t,

et D une droite infiniment voisine, laquelle aura pour équa-

tions .
X-z—a +da + (b4-db )¢,

Y:a;+da,+(b+dl),)t,
Z:a,-'- da,+ (b+dbg)l,

en bornant I'approximation an premier ordre et écrivant par
suite da, db, ... alaplace de Aa, AD, ....
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La position’relative de ces deux droites dépend de quatre
éléments :
1° Leur angle ¢. On aura, d’aprés des formules précédem-
ment trouvées, L
_ VAT AT+ A
LA Ty gy Y B
en posant, pour abréger,

A =b,dby — bydb,,
Ai=by,db — b db,,
A,=b dby— b, db.

2 Leur plus courte distance 8. Elle a pour valeur

. L
0= -—mm— — =
VA + AT+ A}
L désignant le déterminant
da b db |
da, b, db, ;
day b, db, |

3° La position du point o1 cette plus courte distance vient
rencontrer D. La valeur T de la variable ¢ qui correspond a
ce point est donnée par la formule

T N___

ot N désigne le déterminant
! A b+db da
A, b+db, da |
! A, by+db, da,

ou, plus simplement,

A b da|
A, b, da, |
A, b, da,

en négligeant db, db,, db, par rapport a b, by, b,.
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4° La direction de cette plus courte distance. On peut la
déterminer soit par I'angle ¢4 qu’elle forme avec un plan de
position connue mené par D, soit d’'une maniére plus symé-
trique par ses cosinus directeurs A, A,, %;. Cette droite étant
perpendiculaire 4 D et 4 D,, on aura
b) +- by - byd,=o0,
(b +db)\ + (b~ dby) A+ (by+ dbs) ke = o.

On déduit de ces équations

cl, comime

)& = '—;_::i___._m e } h S T e —————
VAT AT+ Al VAT L AT

) A . —

TVRTATT A

On voit par ces formules que T, %, 2,, %, sont des quan-
? ) b q
tités finies; & et » sont du premier ordre, mais lcur rapport

3 LB b1 by
P T AT ATAT

sera une quantité finie, qu'on nomme le paramétre de dis-
tribution.

Proposons-nous de déterminer les relations qui existent
entre ces éléments T, X, Ay, Xy, p. Nous aurons a distin-
guer trois cas distincts, suivant le nombre des paramdtres va-
* riables.

189. Presmien cas : Surfaces réglées. — On v’a qu'un
seul paramétre 2, et si, dans les expressions de T, %, X, ks,
p, on remplace da, db, ... par leurs valeurs a’'dz, V' da, ...,
la quantité dx, se Lrouvant en facteur avec le méme degré au

J.— L 3
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numérdteur et au dénominateur, disparaitra de ces expres-
sions.

La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance
des droites D et D, étant complétement déterminée par les
valeurs de T, A, A, A4, on aura ce théoréme :

Les génératrices d’une surface réglée infiniment voi-
sines d’une méme génératrice D viennent toutes couper
perpendiculairement une méme droite E (au second ordre

preés).
Le point d’intersection de D avec E se nomme le point
central de la génératrice D. Il aura pour coordonnées
.I'——_a—"‘bT, .'y:al’f" b|T, S =Qay+ bgT.

Le lieu des points centraux se nomme ligne de striction.
On aura ses équations en éliminant « entre les trois équa-
tions ci-dessus.

490. Soit
r=—a-+ bt y=a;+ by, s=ay,+ byt
un point de la surface. Ses coordonnées sonl exprimées.
comme on le voit, en fonclion des deux paramétres a et .
L’équation générale d’un plan
X+ WY +ZZ+®=0
contient Lrois paramétres, dont on pourra disposer pour éta-

blir un contact du premier ordre avec la surface. Il faudra
pour cela satisfaire aux trois équations

o=W(¢L2)==cb(a + bt) + Wh(a,+ b, t) + S(ay+ by ¢) + W,

ozdd_‘f = b “+ b b, + 2 b,,
d‘l’ ' I)I n ’ bl -~ ’ '
o= =d(a'+ O+ W(a,+ b, t)+ S(dy+ b, ¢).

On en déduira N
0= (X —a—bt)+ (Y —a;—b,t)+ 2(Z —a,— b,t),
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et, en éliminant &\, ¥, 2, on aura I'équation du plan tangent
sous la forme

X—a—bt Y—a,—l).t Z—a,—b’t
! b b‘ b’ —=0.
boa'+b't a,+ bt a,+ byt

Ce plan contient la génératrice. En effet, un point quel-
conque de cette génératrice a ses coordonnées de la forme

a+bt1, al+b't“ a,+ b,tp

Substituant ces valeurs des coordonnées dans I'équation
du plan tangent, les deux premiéres lignes du déterminant
deviennent identiques, sauf le facteur commun ¢, — ¢.

Mais la direction de ce plan tangent variera en général
avec la position du point de contact (z, y, 5) sur la généra-
trice. On voit, en effet, que I'équation du plan tangent d¢-
pend de ¢.

491. Pour détermiuer simplement la loi de cette variation,
nous admettrons que nous ayons choisi pour axe des z la gé-
nératrice considérée D, et pour axe des y la droite E qui lui
correspond.

On aura, pour lous les points de D,

Z =o, y=o.

Donc, pour cetle génératrice, a, b, a,, b, seront égaux a zéro.
Drailleurs rien n’empéche de prendre pour variable indépen-
dante, & la place de ¢, la fonction linéaire ay+ b,¢. On peut
donc supposer qu'on a constamment

a,=—o, ly—=1, ay=by=o.
Cela posé, la génératrice D aura pour équations

s=1{, I =o, Yy =o.
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Une génératrice infiniment voisine aura pour équations
5=,
xr=da + tdb —da + 5db,
y= da,+ tdb, — da,+ sdb,.
Mais, par définition, cetle génératrice rencontre 'axe des y
a une distance ¢ de l'origine; on aura donc
da =o, da,=d.
De plus, elle est perpendiculaire a cet axe et fait un angle 3
avec l'axe des 5. On aura donc
db,—o, do == langp == 3,
en négligeant la différence entre la Langente et ’arc.
On aura, par suite,

' da —

T da =9
, da. I
N H T &
4 db
b= de = dx’
ro__ db1
bl_d—z__

Substituons ces valeurs et celles de @, «,, a., b, b,, b,,
@y, b}, dans I'équation du plan tangent; elle deviendra

l\ Y Z-—¢]
i o ! _
l': 3 =
lz—.a‘ dz °
ou R
Y:-"?\;I:’x

I’angle V que le plan tangent forme avec le plan des y-:
sera donné par la formule

ang ¥ == —:-
tang P
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Cet angle, cn général variable avec 5, sera constant dans les
deux hypothéses suivantes :
p—=o, dou ¢=o,
p =o0, doit o=o.
492. Il est intéressant de rechercher quelle est la nature

particuliére des surfaces réglées pour lesquelles une de ces
deux conditions © = 0 ou 8 = o est constamment salisfaite.

Tutorkme. — L'équation ¢ = o exprime que la surface
réglée est développable.

Cherchons en effet & quelles conditions la surface sera dé-
veloppable. Soient x, 3, 5 les coordonnées du point ol la
génératrice touche 'aréte de rebroussement, §la valeur cor-
respondante de ¢. On aura

r=a-+b0, y=a+ 0,0, 3=a,+ b0,

£, ¥, 3 et § variant en général d'une génératrice a l'autre, et
par suite étant des fonctions de .
Ces équations, différentides par rapport & 2, donneront

dr-—=da +4- b do+ 0db,
dy . :da, + b, db +0db,,
s == da, + by dd + 0 db,.

Mais, la génératrice élant tangente a I'aréte de rebrousse-
ment, ses cosinus directeurs seront proportionnels 4 dz, d),
ds;ils le sont d'ailleurs a b, b,, b,; on aura donc, en dési-
gant par i un facteur convenable,

de=upb, dy=1ypb,, ds—=pl,

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, il
viendra
o==da + b (do — pn) 1-0d0b,
o =da, + b,(dd — u) +0db,,
o =da,+ by(dd — ) -+ 0db,.

Ces trois équations entre les deux quantités § el df — i
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ne seront pas compatibles en général, mais elles le devien-
dront si le déterminant

da b db
da, b, db,
da: bg dbg

s'annule. Or ce déterminant est précisément I., numérateur
de c. )

Donc & sera nul, 3 moins qu'on n'ait A=A;=A,= o,
auquel cas le dénominateur s’annulerait également.

493. Les trois équations A=A, = A, = o équivalent a
I’équation unique ¢ = o. Si celle-ci est satisfaite, la surface
sera un cylindre. Car, deux génératrices infiniment voisines
ne formant qu’un angle du deuxié¢me ordre, les cosinus di-
recteurs de la génératrice, considérés comme fonctions de a,
n’éprouveront qu'une variation du second ordre par rapport
a Paccroissementde a. Donc leurs différentielles sont nulles;
donc ils sont constants.

494. Deuxiime cas : Congruences. — On a dans ce cas
deux paramétres variables «, 3 et, par suite,

da da
da= - dz+ o8 dg,
ab db

...................

Substituant ces valeurs dans les expressions de A, 2y, &,,
T, p, on voit que, pour une génératrice donnéc D, corres-
pondant 4 un systéme déterminé de valeurs de x et de 3,

ces cinq quantités ne dépendent que du rapport % Il doit
donc exister entre elles quatre relations indépendantes du
choix de la génératrice D;,.

Proposons-nous de trouver ces relations.

o
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495. Nous remarquerons tout d’abord que la quantité
A2+ A% + A}, qui figure au dénominateur des expressions
A, Ay Aa, T, p, ne pourra, en général, s’annuler pour aucune

valeur de g; - En effet, il faudrait pour cela qu’on edt simul-

lanément
A:O, A,:O, A,:O,
d’ou
db _db _ dby
b~ b, by’
ou, en appelant u la valeur commune de ces rapports,
ab db

9 da + -‘;Ed?:bp.,
ob, by .
E da -+ d—p dp—b;}l,
b, 9by 1,
Edﬂ-‘- o—gdb—-b’[&,

équations qui ne peuvent subsister simultanément que si
I'on a
db  db

gz o8 °

db, db, _
(4) W d_p bl =0,

96, 9b,

Jga d3 ?

C’est 13 une équation entre 2 et 8, qui est nécessaire pour
que A2+ A} + Al puisse s’annuler.

Nous pourrons appeler génératrices singuliéres les géné-
ratrices de la congruence pour lesquelles I'équation (4) est
salisfaite. Elles forment une surface réglée, dont on aura
I'équation en éliminant «, 3, ¢ entre I’équation (4) et les
équations

(5) xr—=a+ bt, y=a,+ by, S = ay+ byt.

496. Supposons que D soit une génératrice ordinaire.
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T'létunt exprihé par une fraction dont le numérateur et le
dénominateur sont homogenes et de second degré en da, df3,
ct dont le dénominateur ne peut s’annuler, aura un maxi-
mum T, et un minimum T, toujours réels; on pourra les

e d
obtenir, ainsi que les valeurs correspondantes de d—g, par la

méthode exposée au n° 407. Substituant ces valeurs a la
place de ¢ dans les équations (5), on aura les coordonnées
des points correspondants de D, exprimées en fonctious
de 2, B. Ces points se nomment points principauz. On
nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes
de plus courte distance correspondant i ces points et par
la droite D.

Eliminant « et 3 entre les équations qui donnent les coor-
données d’un point principal, on obtiendra le lieu de ce
point. On obtiendra de méme le lieu du second point prin-
cipal. Les deux surfaces principales ainsi obtenues pour-
ront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit plus habi-
tuellement deux nappes d’une seule et méme surface.

497. Passons a I'examen de 'expression qui donne le para-
métre de.distribution p. Le déterminant L qui figure au

, d3
numérateur, élant du second degré en —=, s annulera pour

deux valeurs réelles ou imaginaires de ce rapport. A chacune
de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par
suile, un point de D.

Les deux points ainsi obtenus s¢ nomment foyers. lls
pourront étre réels ou imaginaires. Les lieux de ces points
(surfaces focales) se détermineront comme les surfaces
principales.

498. Soient

d
(6) B =w,
d
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les deux valeurs de Z——g tirées de I'équation L=o0; M et M,

seront des fonctions connues de «, 3.

Nous verrons dans le Calcul intégral qu'on peut trouver
pour B une expression 3 = »(2) qui satisfassc identiquement
a I'équation différentielle (6) et qui, de plus, se réduise a 3,
pour 2 = 2,, les constantes z, et 3, pouvant étre choisies a
volonté.

Cela posé, substituons 3 = z/x) dans les équations

x =a -+ bt, y=a + byt s=a,+ byt

des génératrices de la congruence. Ces équations, ne conte-
nant plus qu’un seul paramétre =z, représenteront une surface
réglée, dont les génératrices font partie de la congruence;
cette surface est développable, car, 'équation (6) étant une
conséquence de I'équation 3 =12(2), on aura p =o pour
deux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin,
celle surface conlient la géndratrice correspondant aux va-
leurs 3 = 83,, 2 = 2, des paramétres variables.

La consndératlon de I'équation différentielle (7) donnerait
une seconde surface développable jouissant des mémes pro-
priétés que la premiére.

On aura donc ce théoréme :

Une droite quelconque D de la congruence fait partie
de deux surfaces développables, formées de droites de la
congruence.

On doit remarquer toutefois que ces surfaces n’auront

dp

d’cxistence réelle que si les valeurs de 7 , déduites de I'équa-

tion I.= o sont réelles.

l.a droite D est tangente i 'aréte de rebroussement de
chacune des développables dont elle fait partie. Mais ces
arétes de rebroussement sont évidemment situées sur les sur-
faces focales; on a donc cette proposition :

Toutes les droites de la congruence sont tangentes a
chacune des surfaces focales.
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On nomme plans focauz les plans menés par D et respecti-
vement perpendiculaires aux lignes E de plus courte distance
correspondant a ses deux foyers. Ces plans sont tangents aux
deux développables qui se croisent suivant la droite D.

On a vu, en effet, que, dans une surface réglée quelconque,
le plan tangent en un point situé sur une génératrice D a
une distance s du point central fait, avec la perpendicu-
laire E, un angle V donné par la formule

tangV= 2,
g P’
dans unc développable, ot p = o, tangV sera iufini et V

sera droit.

499. Pour nous rendre un compte plus exact de la distri-
bution autour de D des droites de la congruence qui en sont
infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des s, en
nous réservant de disposer ultérieurement de la position de
Iorigine, ainsi que de I'orientation du plan des zz.

Supposons, en outre, qu'on prenne z pour variable in-
dépendante, on aura constamment a; =o, by =1, don
" dag=dby;—=o. En outre, D ayant pour équations z = o,
y =o0, 3=1, on aura, pour cette droite,

a=a,=b="b,—o.

Portons ces diverses valeurs dans les formules générales;

1l viendra
A=—db, A,=db, A,=o,

2

da o db
L=| da, o db, |=dbda,-—dadb,,
o 1 o
—db, o da
N=| db o da, |=dadb+ da,db,,
o 1 o
db, db

e ey ——— X:——_:'__:
Vab+do: ' Jdbi+dbl



APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA SERIE DB TAYLOR. 491
el

(8) T_dadb+da'db, __dbda,—dadb,

di+dor °  PT Tapider
Enfin, le déterminant (4) se réduira a

ab adb !

i —_— 0o d

gz 08 | & xl

b, Jb = s

5 98 °| (9 b
| " 7)_|

(o] (o] I

D étant supposée une génératrice ordinaire, ce déterminant
ne sera pas nul. On pourra donc des équatlions

db ab
db = 5 dx -+ 50 B,
‘__dbl dbl
dby == —dx+ 0(3 dp

déduire 'expression de dx et dB en fonction linéaire de
db et db,.

Les quantités da, da,, étant des fonctions linéaires de da,
d8, deviendront des fonctions linéaires de db, db,, telles

quc
da =Pdb + Qdb,,

da, = P,db + Q, db,.
On aura, par suite,
Pdb*+ (P,+ Q) dbdb,+ Q, db’
db* + db}

_ Pudb?+ (Q,— P)dbdb,— Qdb}
db* + db?

T=

Soit d’ailleurs ¢ 'angle que la plus courte distance forme
avec I'axe des y. On aura

A =siny, Ay =cos¥, M=o,
d’ou
A db
langql = l—; _ — d—bl'
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ou
Yy _ Q
(14) ER T " oY
et seront distingués I'un de I'autre par le signe du radical.

Soit, d’une part, D, unc droite de la congruence infini-
meul voisine de D ; elle aura pour équations

s=U,
x=da +dbt =da +dbs =(5+P)db+ Qdb,,
y=day+dbt =da, +dbyz=— Qdb+ (5 — P) db,.

Elle rencontrera le plan focal (14) en un point dont le 5 est
déterminé par I’équation

— Qdb + (s — P)db,

_ Q
(z+P)db+Qdb, ~— pPx/Pi_Qt
Or, cette équation est satisfaite, quel quec soit le rapport

%12, en posant 5 ==/P?— )2,

Cette équation, jointe & I'équalion (14), représente une
perpendiculaire 4 D menée dans le plan focal et passant par
le foyer. Cette perpendiculaire a requ le nom de droite fo-
cale.

On peut donc énoncer cette proposition :

Les intersections d’une génératrice quelconqueD,, in fi-
niment voisine de D, avec les plans focauz, sont situées
sur les droites focales (aux infiniment petits du second
ordre prés).

502. Il nous reste a étudier la distribution autour de D des
droites infiniment voisines, lorsque D est une génératrice

singuliére.
Dans ce cas, le déterminant
b db
3 93
b, ab,
9x 0B

~\
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étant nul; le rapport des quantités

db db
db= 5 du+ Sg b,
_ db. db.
diy= Gl da + Gt d
ne dépendra pas du rapport g—; - On aura donc
__db _ AN
tangy — — 7!; const.,
d’ou
¢ — const.

On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte
que I'on ait ¢ = o, d’ott db, = o.
Lies formules (8) deviendront alors

_da __da,
—db’ —db’
Si le déterminant
da, Jda,
. %
(2) ob  9b
dx 9% |

n’est pas nul, on pourra déduire des équations

/] d
da,— 7(1—'d1 ‘;‘ a8,

()b db
db = pr 03 dp

les valeurs de dz, d3 en da, et en db. Substituant dans la
valeur de da = gi: dx + 3—% d3, on trouvera une équation

de la forme
da =Pda,+ Qdb

et, par suite,
_ Pda,+ Qdb _
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On'peutd’ailleurs, en déplagant I'origine de la quantité Q,
faire disparaitre le second terme de cette expression. On aura
donc les deux relations

Y-=o, T=Pp.

Les génératrices infiniment voisines de D auront pour

équations
r=da +dbs =Pda,+ dbs,

y=da,+db,3 == da,.

Ces génératrices sont donc paralléles au plan des as.
Celles pour lesquelles da, = o sont dans ce plan lui-méme et
rencontrent la droite D a I'origine des coordonnées. Celles
pour lesquelles db = o sont paralléles 4 D. Ce cas difiere
donc de celui des génératrices ordinaires en ce que I'un des
foyers est rejeté a I'infini, I'autre étant a I'origine des coor-
données. :

Enfin, si le déterminant (15) est nul, (-f—;{bl ue dépendant plus

d3 )
du rapporl -, on aura les deux relations

dx
Y=o, p = consl.
. da .. .
Désignons par P le rapport constant --'- Les génératrices
g p Pi b g

infiniment voisines de D auront pour équations

r--da+dbs,
y= Pdb,

et aucune d’elles ne coupe plus D a distance finie, mais celles
pour lesquelles db = o lui sont paralléles.

503. TroisiemE cas : Complezxes. — On a, dans ce cas,
lrois paramétres : x, 3, Y.
Soit D une droite du complexe. En la choisissant pouraxe
des 5 et prenant 3 pour variable indépendante, on pourra

réduire ses équations a la forme

x =o, = o0, 5=,

o
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et celles d’'une droite D,, infiniment voisine, a la forme
5=t r=da+dbs, y=da, +db,s,

da, db, ... étant linéaires en dz, d3, dv.
Supposons d’abord que D soit une droite ordinaire, c’e: t-
a-dire telle que I'on n’ait pas simultanément

b, 0b, db,
% #w
06 T ob T b’

'

Les deux équations

dbh ab . adb
d[) pny ('}; (Iﬁ -+ (7:; 11.4+ ()_‘{

()"| n ()’l,
g 41 G

dy,
ah
db, = d—zl d: -+

permettront d'exprimer deux des quantités dx, d3, dvy, par
exemple dz et d3, en fonction linéaire de db, db,, dy. Par
suite, da, da, deviendront des fonctions linéaires de db,
dby, dv, telles que

da =P db +Q db, + R dv,
da, =Pyd’ +Qudb, + R d-.

Si 'on pose, en particulier, db = db, = o, ces équations
se réduiront i du =R dy, da,=R,dy, et D,, ayant pour
équations

x=Rdy, ry=R,dy,

sera paralléle a D.
Supposons le plan des 3)- orienté de manitre a conteniv

unc des droites paralléles & D; on devra avoir R = o.
Cela posé, entre les formules

T— da db+daﬂ, _ dbda,—dadb,
= —arrdy 0 PE T anaan
J.—L 3a
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éliminons da,, 1l viendra

Tdb— pdby—da=Pdb+ Qdb,

ou
T—P+(p+Q)tangy=o,

ou enfin, en déplagant l'origine sur I'axe des z de la quan-
tité P, ce qui changera T en T + P,
T +(p-+Q)tangy —o.
504. Si D était une droite singuliére, le rapport Z—bb' étant
indépendant de dz, d3, dy, on aurait la relation plus simple

tang¢ — const.

VIII. — Surfaces.

505. Considérons une surface, définie par les équations
1‘:?(“,0)‘ y:?l(uy")y 5:?,(",").

La valeur principale ds de la distance des points («, ¢) et
(u +du, v +dv) sera donnée (136) par la formule

ds*=Mdu?+ aNdudv + Pde?,

ou
_\'/9%:\ __\' 9%: do; _ d9:\?
M _2(37‘) , N“EW S, P= (3:> .
D’autre part (136-137), I'élément de surface compris entre

les courbes «, u + du, v, v + dv est sensiblement un paral-
lélogramme, et dg, valeur principale de son aire, est donnée

par la formule
ds =\/A*+ B*+ Cldudy,

ol

A=34Dv ~ Gu v
B— 9% 9 _ Jp do

du Jdv du dv
G O do _ du, de.
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506. Plan tangent et normale. — L’équation générale
d’un plan
aX+bY +cZ+d=o

contient trois paramétres, dont on peut disposer pour établir
un contact du premier ordre avec la surface en un point

donné (z, y, 3).
On devra pour cela salisfaire aux équations
o=%(u,v)=azx—+ by +cs+d,
0— i __ Oz dy 93
~ du Jdu du du

o_d¢ _ oz
=35 9z

On déduit de ces équations
a(X—z2)+b(Y—y)+c(Z—3)=o0;

éliminant ensuite a, b, ¢, on aura 1’équation du plan tan-

gent
X—2z Y—y Z—=:

oz gy oz
o— Ju du du
o0z oy s
Jdv dv dav
=AX—2)+B(Y—y)+C(Z—3).

La normale, perpendiculaire au plan tangent, sera donnée
par les équations

X—z Y—y Z-—3
AT "B T C”

507. Ces formules se simplifient, mais en perdant leur
symétrie, si 'on suppose que z et y aient été pris pour va-

riables indépendantes.
Il est d’'usage, dans ce cas, de représenter d'une maniére
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abrégie les dérivées partielles

d:  ds s 0z Jts
Jor’ dy’ oJx*’ drdy’ d»?

par les lettres p, ¢, r, s, t.
Posant donc dans les tormules précédentes o+ = w, 3 =

d’on
‘-)i‘—l (':’:"—O ()V__” l)l'—
du ’ Jdv - gu - (‘)? =1,
s 03 Jds _ 0s
e =P g=g =1 di=pdraqdy,

il viendra
ds*=(1+pdr*+apydedy +.:. 1 rq?)d)?,
ds =\1+p*+ ¢*dr dy.
I.'équation du plan tangent deviendra
L—s=pX—2)+q¥— )i
et les équations de la norma’e

N—2z Y—y

r 4

Eufin, si 5 est unc fonction implicite d*fini: pac I'équa
tion

F(z,y,3)=o0.

o aura

JF JF
__or o
P==Gir 1ET g

07 75

el les formules prendront la forme suivante :
“quation du plan langent,

N
IF

oOF _ JOF W
(ﬁ,(\—-1')‘*-6;(1—.})"—07\-'-—#—‘%

-
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FEquations de la normale,

N—r Y—yr 73

TOF T 7T gk T T gl
Jdx Jdy ds
308. Inlicatrice. — Proposons-nous de nous rvendre

compte de I'allure de la surface aux eavirons d’un de ses
points.

Prenons ce point O pour origine des coordonnées et la
normale a la surface pour axe des 5. L'ordonnée s, déve-
loppée suivant la formuale de Maclaurin, aura pour expres-

<ion
sz az+2bay +cy?) + R,

R désignant un ensemble de termes d'ordre supérieur an
second. (Les termes d’ordre o et 1 manquent, car, 'origine
¢tant sur la surface et le plan des zy lui élant tangent, z ot
ses dérivées premiéres devront s’annuler pour x =0, 3 = o.

Nous pouvons d’ailleurs disposer de la direction des axes
OX, OY de¢ maniére i faire disparaitre le terme en zy. On
aura alors simplement, en négligeant lcs termes du troisi¢me
ordre,

(1) s=i(ax+cy?).

Si, dans celte équation, nous substituons successivement
4 5 une série de valeurs trés petites, nous obtiendrons unc
série de courbes de niveau de la surface proposée ; ces courbes
seront toutes semblables a la suivante :

ax®+ cy?
1= ——- —L,
2

laquelle porte le nom d’indicatrice.

Supposons d'abord a et ¢ de méme signe ( fig. 21). Les
courbes de niveau seront de petites ellipses, réelles lorsque z
a le méme signe que a el ¢, imaginaires lorsqu’il est de signe
contraive. L surface est donc située tout entiére du méme
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¢oté)de)son)plan! tangent, et n’a qu'un seul point commun
avec lui.

Fig. as.

Si a et ¢ sont de signes contraires ( fig. 22), les courbes
de niveau sont approximativement (dans le voisinage de l’ori-

Fig. 22.

gine) des hyperboles, ayant pour asymptotes les deux droites
définies par I’équation

azx'+cyr*=o.
Le plan tangent coupe la surface suivant une courbe se¢
confondant, dans le voisinage de l'origine, avec ces deux

asymptotes. Les plans paralleles situés au-dessus donnent
pour sections des hyperboles telles que H, les plans situés en

SN
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dessous, des hyperboles K tournant leur convexité aux pre-
miéres.

Enfin, dans le cas de transition ol @ ou ¢ sont nuls, les
courbes de niveau sont formées de deux droites paralléles.
On dira, dans ce cas, que O est un point parabolique de la
surface.

509. Courbure des lignes tracées sur. une surface. —
Considérons maintenant une ligne L tracée sur la surface el
passant par le point O, et proposons-nous d’évaluer sa cour-
bure en ce point.

Menons le plan osculateur au point O a la ligne L; soient
(fig. 23) v 'angle de ce plan avec I'axe des z; ¢ 'angle de

Fig. 23.

/ '

| P
o

- P

‘ te

sa trace OQ sur le plan des xy avec I'axe OX.
Soient enfin

M un point de la courbe infiniment voisin de O ;

z, ), 5 ses coordonnées;

P et N ses projections sur le plan OXY et sur la droite OQ;
k la courbure cherchée.

La droite OQ étant tangente i L au point O, on aura, par
une formule connue,

MN=140M?,  dou k= 2NN
Mais le triangle MPN donne

_ 5 _ar*+4cyt
T cosy acosy
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Diautrel part,
OM*= rl 4 14 st= 24 )%,

cn négligeant 52, qui est du quatriéme ordre; on aura donc

ar*+cy?  acos's + csinte

" T cosq(wt+ %) T cosy
On voit, par cette formule :

1° Que lu courbure cherchée ne dépend que de la posi-
tion du plan osculateur de la courbe L. La courbe 1. aura
donc la méme courbure que la section plane faite dans la sur-
face par son plan osculateur;

2" Que la courbure d’une section plane est égale
c’lle de la section normale menée par la méme tangente,
divisée par le cosinus de 'obliquité. Ce résultat est connu
sous le nom de théoréme de Meunier;

3° Que la courbure d’une section normale est donnée
en fonction de Uasimut $ par la formule

k= acos'y + ¢ sintg,

Cette formule a été donnée par Luler.

310. Les maxima et minima de cettc expression, consi-
dérée comme fonction de %, correspondent évidemment a

™ .
p=oelp=_. Les deux scctions correspondantes se nom-

;
ment sections principales el onl pour courbures respectives
les quantités a et ¢, que I'on nomme courbures principales.

Le rayon de courbure d'unc section quelconque est, par
définition, l'inverse de sa courbure; son signe indiguera
d’ailleurs dans quel sens le rayon doit étre porté sur la nor-
male pour donner le cenlre de courbure.

Suivant que l'indicatrice est elliptique ou hyperbolique,
les courbures principales a et ¢ seront de méme signe ou de
1
&
changera de signe en passant par %, pour les valeurs de 3

SR

signe contraire. Dans ce dernier cas, le rayon de courbure
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déterminées par I'équation
.. a
tangc — — pd
lesquelles correspondent aux asymptotes de I'indicatrice.
Enfin, si I'indicatrice est (ormée de deux droites paral-
. 1 . . . .
liles, j. conservera loujours le méme signe, mais deviendra
infini pour une scule direction (pour » = ;-', si c’est le coel-

ficient ¢ qui est nul).

511. Considérons deux sections normales perpendicu-
laires entre clles et ayant respeclivement pour azimut 2 el

k19
=3+ - On aura pour leurs courbures
¢ 2

2

k = acos?y + ¢sinteg,
ky= wcos?y + ¢sinte = wsin?s + ccosly,
d’od
k+ki=a+c.
Donc : lu somme des courbures de deur sections nor-
males rectangulaires est constante et égale a la somme
des courbures principales.

512. Si a=c, l'indicatrice est un cercle et la formule .

({’Euler devient A = «. Toutes les sections normales auront
donc méme courbure. Enfin la direction des sections prin-
cipales est indéterminée. On nomme ombilic un point de la
surface qui jouit de ces propriétés.

513. La normale au point (z, ¥, 3) a pour équations
X—r Y—»r Z—s
v —1
D’ailleurs s, p, ¢ sont fonctions de deux variables indépen-
dantes z, ). Les normales & la surfacc formeront donc une
]
congruence.

&
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Pour reconnaitre le caractére particulier de cette con-
gruence, cherchons comment se distribuent autour de la
normale OZ les normales infiniment voisines.

On a
__axl'+cy?
L — T .y
a
p=ax+....
q::c_y ...

Si donc on suppose x et y infiniment petits, on aura, au
deuxiéme ordre prés,

s=o0, p=azx, gq=cy,
ce qui donnera, pour équations des normales dont il s’agit,

X—a:_Y—-vz_Z

ax ~ cy
ou
X—=2—azxl,
Y=y —cyZ.

La droite, ainsi définie, rencontrera la normale OZ, si ’on
peut satisfaire aux deux équations

o—x —axl, o=y—cyL.

Si O n’est ni un ombilic ni un point parabolique, cela
pourra se faire de deux maniéres :
1° En posant

xr =0, 7.—=

2° En posant

Les deux foyers de la congruence situés sur la normale OZ
1 1
auront pour ordonnées Seto Ils se confondront donc avec

les centres de courbure des sections principales. Ces points
portent le nom de centres de courbures principauz.

Vo
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Les normales infiniment voisines de OZ, qui la rencon-
1
trent au foyer Z = P correspondant & z = o, ont pour équa-

tions
X =o, Y=y—cyZ,

et sont situées dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan
focal.

De méme, an foyer Z= le' correspondra comme plan focal
le plan des XZ. D’ou ce résultat :

Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent
avec les plans des sections principales.

Les plans principaux de la congruence, se confondant avec
les plans focaux (500), seront les plans des sections princi-
pales, et ses points principaux seront les centres de courbure
principaux.

514. Examinons maintenant le cas ou O serait un ombilic
ou un point parabolique.

1° Si O est un ombilic, on aura a =c. Les deux foyers
coincident. Enfin les normales infiniment voisines de OZ,
ayant pour équations

X=z—azxl, Y=y—ayZ,

. N 1
viennent toutes la rencontrer au méme point Z = 2

2° Si O est un point parabolique, pour lequel onait¢c =o,
par exemple, le foyer correspondant sera a I'infini. Les nor-
males voisines de OZ auront pour équations

X=z—azxlk, Y=y
et seront paralléles & OZ pour 2z = o. La normale OZ sera
donc une droite singuliére dans le systéme des normales.
813. On voit, par ce qui précéde, qu'un systéme de
droites

(2) X =a-+ bt Y =a,+ b,¢, Z = a,+ byt,
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dépendant’ de’ deux paramctres x, 3, n’est pas formé, cn
général, de normales i une méme surface. 1l faut, en effet,
pour qu'il en soit ainsi, que sur chaque génératrice les foyers
ct les points principaux se confondent.

Proposons-nous de trouver directement I'expression de la
condition & remplir pour que les droiles (2) soienl normales
4 une méme surface.

Posons 4 cet effet, pour plus de simplicité,

b b, . b,
—_— —_—— == = T a—— - TS Ca,
Ny ) ey s Y S
e

t=\Vb*+ bt + I;i u.
Les équations (2) pourront s'écrire
X =a-+cu, Y=u, +cu, L=a,+ c,u,

et I'on aura

(3) el +cei=1,
d'ott
4) cde + ¢, dey+ ¢y deg=o.

Soient maintenant z, ), 5 les coordonnées du point o
I'une des droites (2) coupe la surface cherchée; 9la valeur
correspondante de «. On aura

(3) r=a-+ ch, y=a,+ ¢,0, 3T, 4 0,

et, comme la droite est normale,

C_a_ &

P_l[——l,
d’on

-_° —_ %,
(6) P=— 9=

11 s’agit de trouver des fonctions z, y, 3, 9 des variables 2
ct 3, telles que les équations (5) et (6) soient satisfaites.



APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA SERIE DE TAYLOR. 509
Les équations (3) différentiées donneront

dr =da +0dc + cd,
dy =da,+0dc,+ c,db,
da,+8dc,+ cydd =ds =pdr + qdy

¢ c
=—c (da +0dc + cdb) — F'(da,+0dc,+cid0)
2 2
ou, en chassant le dénominateuy ¢, et tenant compte des
équations (3) et (4).
cda + ¢, da; + ¢yday+ dd = o.

Remplacant da, da,, da,, d§ par leurs valeurs

¢t égalant séparément & zéro les lermes en dx et en d3, on
aura les deux équations

da e da, Cda, 8

€9z T gx TG T T
Jda ar. da, 90

¢ =, + t

0,1 (‘,0—‘3'—5-0,-5?-1—6—3-::0.

Prenons la dérivée de la premiére équation par rapport
a 3, celle de la seconde par rapport i =z, et retranchons-les;
% disparaitra en vertu de la relation connue

de g0
Jd103 ~ dBoux’
et il restera 'équation de condition

0, 00 _ 0, da_
g |

- ¢ — ==
987 02  9dx” "B
ou, cn effectuant les calculs et supprimant les termes qui se

détruisent,
w(9¢ 9a _ de da\
“\039x 0203)
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316. Les théorémes généraux démontrés sur les con-
gruences, élant appliqués aux normales & une surface, mon-
trent que par chacune d’elles passent deux normalies (sur-
faces composées de normales) développables. Elles se coupent
a angle droit, les deux plans focaux qui leur sont respective-
ment tangents étant perpendiculaires I'un i I'autre, comme
nous I’avons vu.

Les intersections de ces normalies avec la surface portent
le nom de lignes de courbure. Par chaque point de la sur-
face passent deux lignes de courbure ayant respectivement
pour tangentes les tangentes a la surface situées dans les
plans focaux. Ces plans étant ceux des sections principales,
les lignes de courbure seront en chaque point tangentes aux
sections principales, et se couperont a angle droit.

517. 1l est aisé de trouver l'équation différentielle qui
caractérise ces normalies et la grandeur des rayons de cour-
bure principaux en un point quelconque de la surface.

Soient, en effet, z, y, s et z +dz, y+dy, 5+ ds les
coordonnées de deux points infiniment voisins de la surface;
X—z Y—y 7Z—3

A~ B T C
point (z, ¥, 3). En introduisant une nouvelle variable ¢,
égale A la valeur commune de ces rapports, on pourra mettre
ces équations sous la forme

les équations de la normale au

X=z+ At Y=y+By¢ Z=:+C¢.

La normale au point (z + dz, y + dy, 5 + dz) aura des
équations analogues

X=z+dr+ (A+dA)¢,
Y=y +dy + (B+dB)¢,
Z—=13 +ds; + (C+dC)¢,.

Ces deux droites se rencontreront, sil’on peut donner aux
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variables ¢ et ¢, des valeurs T et T, telles que I'on ait
X=2+AT=2+dzr+ (A+dA)T,,
Y=y+BT=y+dy+ (B+dB)T,,
Z=5+CT=3+d: +(C+dC)T,,
ou, en réduisant,
o=dxr +A(T,—T)+T,dA,
; o=dy + B(T,—T) +T, dB,
o=ds +C(T,—T)+T,dC.

(7)

Pour que ces équations soient compatibles, il faudra
qu’on ait

dz A dA
(8) dy B dB|=o.
ds C dC

Il ne restera plus qu’a substituer aux diverses quantités
qui figurent dans cette équation leurs valeurs en u, v, du, dv.

Les normalies développables une fois déterminées par
I'équation différentielle précédente, leurs intersections avec
la surface proposée donneront les lignes de courbure.

518. Reste a déterminer le rayon de courbure principal.
En le désignant par R, on a évidemment

R=y(X—z)+ (Y—y)+ (Z—35)=TyA*'+ B4 C:

Dailleurs, les équations (7) montrent que T, —T est infi-
niment petit. On pourra donc poser

R=T,A '+ B+ C.

Pour déterminer T, on n’aura qu'a remplacer dans les

équations (7) dz, dy, ds, dA, dB, dC par leurs valeurs

ox ox
dzx = Edu + F‘,—dv,

--------------------



512 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IV.

Ellés deviendront

o= %dll -+ ﬂI/o‘—i— A(T,—T)+T, (d du + 9A d()

v J o

_ 0y dy . J JB

_al-‘dzc+5‘;d‘+B(T,—T)+T(d du + % d)
05 93 JC oC

o:a-l;du+a?d«-+C(T,—-T)+T<d du + 9 d-)

Eliminant entre ces équations les rapports des quantités
du, do, T,—T, il viendra

dr  OJA,, dxr O\, ‘
%“l—-(mr‘ ()( +er r\!

dar dB T, .dy dB

(g) oc T ou o o T B ’ =0
ds 0C ds aC
du ?)‘ T, av o T. C I

Substituant pour T, sa valeur

R

\\ A - B 4=

on aura, pour déterminer R, une équation du second degré.
comme cela doit étre.

519. Voyons ce que deviennent ces [ormules dans le cas
simple ot z est donné en fonction de x, ) supposées va-
riables indépendantes. On aura, d’aprés nos définitions,

d: =pdr + qdy.
dp=rdr+sdy,
dy=sdr + tdy,

A=p, B=y, C-=—1.

L’équation différentielle (8) des normalies dévcloppables
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deviendra
dzx p rdr+sdy
o= dy q sdr+tdy
(10) pdr+qdy —1 o
? =[(1+p?)s — pgridz*+[(1+p*)t — (1 4+ ¢q*)rldzdy
—[(1+ ¢*)s — pgt] dy*.

D’aatre part, z et y se confondant avec u et ¢, on aura

or _ 9z _ dy _ dy _
Frink I AL O
A_9% _, A_odp_
du " oz~ "’ v oy ”
@_dq_s dB_dq_‘
du_d_a:._’ ‘W—'@—)
9—C——o JaC
du—’ E;—Oy
9 _ 95 _
du P o7
T,-- R

G

L’équation des rayons de courbure deviendra donc

e R SR
Vi+pi—q'  vi+pi+g
(rr) ! sR . tR - ‘=o.
L Vispi g Vit pi+ g
i r q —1

520. Aux ombilics, I’équation des normalies développables
est identiquement satisfaite. On aura donc, pour déterminer
ces points, les équations

(1+ pt)s —pqr =o,
(1+p)t— (1+g*)r=o,
(1+¢*)s—pgqt=o,
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qui se réduisent aux deux suivantes :

I * 1 2
(12) _._—.+p :E.q.:-__+q .
r s ¢t
En les combinant avec I’équation de la surface, on aura,
pour déterminer les coordonnées des ombilics, trois équa-
tions généralement distinctes. Le nombre des ombilics sera

donc limité.

521. Enfin, aux points paraboliques, la normale est paral-
léle & une normale infiniment voisine. On pourra donc dé-
terminer le rapport de du a dv de telle sorte qu’on ait

dA _dB _ dC
A TB ¢

ou, en désignant par ¢ la valeur commune de ces rapports,

OA , OA, _
'ﬂd“‘*‘%‘d"—At,
dB, 9B,
B;dlt'l"g;d"—-Bt,
oC, oG,
‘d—l—‘—dll—i-m‘d"-—ct.

Eliminant du, dv, ¢, on obtient I’équation de condition

JdA OA A|

‘| du ov
0B 0B
| 2= Z= -
(13) du 0v Bl=o
aC dC
gz a0 ©

En la combinant avec les équations de la surface, on ob-
liendra les équations de la courbe formée par les points para-

boliques.
Si z est exprimé en fonction des variables indépen-

¢
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dantes z, y, I'équation (13) se réduira &

p
q —=st—rt.

(14) 0=

o » 3
O & ©

—1

822. Lignes asymptotiques. -— Continuons a désigner
par
AX—2)+B(Y—y)+C(Z—3)=0

I’équation du plan tangent 4 la surface au point (z, y, 3, u, ¢).
Les coordonnées z + Az, ¥ + Ay, 3+ Az d’un point infi-
niment voisin satisferont i cette équation au second ordre
prés. 1l existera néanmoins deux directions (les asymptotes
de 'indicatrice) suivant lesquelles elles y satisfont jusqu’au
troisiéme ordre prés. Pour déterminer ces directions, substi-
tuons dans le premier membre de I’équation les valeurs des
coordonnées

r+Ar=x+dr+idtz+...,

y+Ay=y+dy +idly+...,

5+A3 =5 +ds +idz +....

Dans le résultat de la substitution, les termes du premier

ordre
Adr+Bdy+Cds

s’annulent identiquement. Ceux du second
H(Adiz +Bdly +Cdiz)

d'x iz iz
1 2 —_— —_—
—’A<0u’du +20udvdudv+dc«’ dv’)+...,

étant égalés a zéro, donneront une équation du second degré

. dy
pour déterminer rh
Soit M ={(u, v) 'une des racines de cette équation. On
pourra trouver une fonction ¢ := ¢(u) satisfaisant & I'équa-
tion différentielle
de
‘W“ —
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)\ éluntoex primé
dénominateur so
el dont le dénos
mum T, et un 1

oblenir, ainsi qu

méthode exposé
place de ¢ dans
des points corr
de 2, 3. Ces pc
nomme plans p
de plus courte d
la droite D.
Eliminant a et
données d’un p
point. On obtier
cipal. Les deux
ront constiluer,
tuellement deux

497. Passons
metre de.distril

numdérateur, éta

deux valeurs rée
de ces deux val
suile, un point (
Les deux poi
pourront étre r
(surfaces foca
principales.

498. Soient
(6)
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:t défini par ’équation
7+ ¢/(a) =o.

la surface, on aura
W(a), C=—1.
:bure sera donc

(z) da
(¢)da | =o.
o

. en facteur, l'une des séries
anée par I’équation dx= o,

oour lesquels « a une valeur
«ératrice suivant laquelle elle
La premiére série des lignes
les génératrices; la seconde
ent ces génératrices a angle

surfaces développables, tous
les normales sont paralléles
génératrice. C'est d’ailleurs
rivées partielles de ces sur-

r—=0h

zdz

ct O

.Y 1 gF =z
. C= ST
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et qui se réduise & vy pour u = u,, U, et v, étant des con-
stantes choisies a volonté.

La courbe définie par I'équation ¢ = o(u), jointe aux
équations de la surface, satisfera en chacun de ses points a
I’équation différentielle précédente; elle sera donc tangente
en chaque point aux asymptotes de l'indicatrice.

Les courbes ainsi définies se nomment lignes asympto-
tiques. Par chaque point de la surface (u,, ¢,), il en passe
évidemment deux, réelles ou imaginaires, correspondant aux

y

deux racines de I'équation en L
du

Si z, ¥ sont pris pour variables indépendantes, on aura
d*r=o0, d'y=o,

et 'équation différentielle des lignes asymptotiques se ré-

duira a
o=ds=rdz*+sdrdy + tdyt

523. Appliquons les théories qui précédent a quelques
exemples.

Surfaces de révolution. — La tangente au paralléle étant
évidemment perpendiculaire au plan méridien, la normale
sera située dans le méridien. Les normales en deux points
conséculifs se couperont donc si ces deux points sont dans le
méme méridien. Elles se couperont également si le déplace-
ment a lieu le long d’un paralléle, car il est évident que les
normales 3 un méme paralléle forment un céne de révolution
autour de l'axe.

Les lignes de courbure seront donc les méridiens et les
paralléles.

524. Surfaces développables. — Elles sont, par défini-
tion, I’enveloppe d’un plan mobile, dont I'équation contient
un paramétre variable a. Soit

(15) s=f(a)x + () +$(2)

I’équation de ce plan. Celle de la surface s’obtiendra en
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considérant @ comme variable et défini par I’équation
(16) Sf'(2)z +¢'(a)y £ ¥ (2)=o.
Le plan (15) étant tangent a la surface, on aura
A=f(a), B=g(z)) C=—1.
L’équation des lignes de courbure sera donc

dr f(z) f'(z)da
dy ¢(a) ¢'(2)dx|=o.
ds —1 o

Cette équation contenant da en facteur, 'une des séries
de lignes de courbure sera donnée par I'équation da= o,
d’ou a = const.

Mais les points de la surface pour lesquels a a une valeur
déterminée sont ceux de la génératrice suivant laquelle elle
touche un méme plan tangent. La premiére série des lignes
de courbure sera donc formée des génératrices; la seconde
sera formée des lignes qui coupent ces génératrices a angle
droit.

On remarquera que, dans les surfaces développables, tous
les points sont paraboliques, car les normales sont parallé¢les
entre elles le long d’'une méme génératrice. C’est d’ailleurs
ce qu'exprime I'équation aux dérivées partielles de ces sur-
faces trouvée au n° 182.

525. Ellipsoide. — On a

2 2 ~1
(17) a’+{_’+&—’:l’
d’ou
zdzx ydy zds
(18) pe Ry~ a =0
1 0F _x _10dF _ _1dF 3
A=swm=a PTaigp T CTieTa
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L’équation des normalies développables sera donc

z dzx
y d
dy —i -l;—};- —=o,
ds
d» -C—’ -C_’— I

ou, en chassant les dénominateurs et effectuant les calculs,
(a*—ct)ydzds + (V*—a)sdydz + (c*— b*)zdsdy —o,

ou, en multipliant par 3 et substituant & 23 et zd3 leurs va-
leurs tirées de (17) et (18),

o=[(a'— c*)y dz + (c*— b’)xdy]c’(7 + T
—-(b’—a’)dzdyc’(x— %’ — {_:>
2

= %; (a*— c*)zy dx*— ;—1 (6*— c*)zydy?

— [f—:;(a’—- c)xr— -cbi’(b’——c')y’q- (b — a’)] dzdy,

.. c?
ou, en divisant par i (a? — c?) et posant, pour abréger,

at(b*—ct) at(a— b _
b (at—c) T’ at—ct

o—=zydz*— Mzydy!— (2*—My*— N)dz dy.

On obtiendra les ombilics en écrivant que cette équation
devient identique.

Or, si z n’est pas nul, dz et dy sont indépendants 1'un de
’autre, car ils ne sont liés que par I'équation (18), qui con-
tient I'indéterminée dz. On aura donc séparément

xy=o0, x*—M)*—N=o,
d’od
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et
c!__ b!
zzic\/@?&z’
ou bien
// N . b2 — a®
z=o yEEV T moa
d’otl

Enfin, pour 5= o, on obtiendra, par raison de symétrie,
quatre nouveaux ombilics. en posant -

o emme\/Tog e

On voit immédiatement que, sur ces douze ombilics, il y en
a quatre réels. Ce sont les quatre premiers, si ’on suppose,
pour fixer les idées, a > b > c.

Ce sont les points de contact des plans tangents parall¢les
aux sections circulaires. Cela devait étre, car, pour un sem-
blable point, un plan paralléle au plan tangent et infiniment
voisin coupe la surface suivant un cercle, ce qui est I'une des
définitions des ombilics.

526. Courbure d’une surface. — Considérons, sur une
surface S, la portion = limitée par une courbe C; soit ¢ son
aire. Par les divers points de C, menons les normales a la
surface. Par un point O de l'espace, menons des paraliéles
4 ces normales : elles formeront un céne. Décrivons autour
du point O une sphére de rayon 1. La portion ¢’ de la surface
de la sphére contenue dans l'intérieur du céne se nomme,
d’aprés Gauss, la courbure totale de la portion de surface =.

'
Le rapport% sera sa courbure moyenne. Enfin, on appellera
courbure de la surface S, en un point (z, y, z), la courbure
moyenne d’un élément infiniment petit de cette surface con-
tenant le point (z, y, 3).
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527)' Pour déterminer cette courbure, supposons d’abord
que 'élément de surface soit limité par les deux lignes de
courbure MN, MP, qui se croisent au point (x, y, ), et par
deux lignes de courbure infiniment voisines PQ, NQ. Ces

Fig. 24.

\

Q
P

/

lignes se croisant a angle droit, I'élément MNPQ pourra
étre assimilé a un petit rectangle plan, et son aire ¢ sera sen-
siblement représentée par le produit MN.MP.

D’autre part, la normale en N sera contenue (aux infini-
ment petits prés du second ordre) dans le plan mené par la
normale en M et la tangente 8 MN, car elle passe par le centre
de courbure et par le point N, qui tous deux sont dans ce
plan. De méme, la normale en P sera dans le plan mené par
la normale en M et la tangente 3 MP. Ces deux plans sont
évidemment rectangulaires.

Cela posé, si, par le point O, centre de la sphére, on méne
des droites Om, On, Op paralléles a ces normales, les plans
Omn, Omp seront rectangulaires. L’élément de surface
sphérique o’ aura donc ses cOtés rectangulaires et aura pour
aire le produit de ces cotés, qui sont évidemment les angles
a et a, formés par la normale en M avec les normales en N
et P.

Mais on a évidemment
a = k;.MN, a, = k,MP,

k, et ky représentant les courbures des lignes MN et MP,
lesquelles sont évidemment égales aux courbures principales.
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On aura donc ce théoréme :

La courbure d’une surface en un point est égale au pro-
duit des courbures des sections principales.

528. Pour établir complétement cette proposition, il reste
pourtant & montrer que le résultat subsiste si 'on considére
un élément quarrable ¢ de forme quelconque, au lieu de
P’élément particulier que nous avons choisi.

Pour le faire voir, tracons sur la surface, aux environs du
point considéré (z,, ¥o, o), un réseau de lignes de courbure
infiniment voisines les unes des autres. Ces lignes décompo-
seront l'intérieur de o en éléments infiniment petits. Ceux
qui rencontrent sa frontiére pourront étre négligés a la li-
mite, car la somme de leurs aires est infiniment petite, et il
en est évidemment de méme de la somme de leurs courbures
totales.

Quant aux éléments intérieurs, limités par des lignes de
courbure, on peut leur appliquer ce théoréme. Soit donc de
I'un d’eux; I’élément sphérique de correspondant aura pour
valeur principale de son aire I’expression

kyk,y de,

ki, k, désignant les courbures principales au point (z, y, 3)
origine du rectangle de.
L’aire o/ =limX de’ sera donc donnée par I'intégrale dé-

finie
Skiksde,

prise dans l'intérieur de o.

Les courbures principales sont d’ailleurs racines d’une
équation du second degré, qui se déduit de I'équation (9)
en y remplacant T, par sa valeur

. 1
kyAT+ By G

Le produit de ces deux racines sera le quotient du déter-
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minant

JA OA
du o A
_|oB 0B
dC aC
oz o C

par le déterminant

EVET B C ZYATETC A

Ymrre LB BTC B,

%\/:\H—B’-f—()’ ‘;—‘:\/A‘+B'+C’ c

lequel est manifestement égal a (A2 B2+ C2)2.

Nous aurons donc

H
kiky— ——— .
1T (A B+ O

Cette expression est une fonction continue de « et de v
aux environs du point (z,, ¥, %) ; car le numérateur et le
dénominateur sont continus et ce dernier ne s’annule pas.

Si donc nous supposons que I'élément & décroisse indé-
finiment, et si nous désignons par (k, k3 ), la valeur de &, &,
au point (zo, Yo, 50) NOus pourrons écrire

kyky=(kyky)o+ R,

R tendant uniformément vers zéro dans tout le champ ¢. On
aura par suite

o =S[(kyky)o+ Rlde =[(kyky)o+p]o,

o élant compris entre le maximum et le minimum de R dans
le champ o, et, par suite, étant infiniment petit. Donc

lim %J =(kyks)os

ce qu'’il fallait démontrer.



APPLICATIONS GROMERTRIQUES DE LA SERIE DE TAYLOR. 523

IX. — Coordonnées curvilignes.

529. Soient, comme au n° 153, z, y, 5 et ¢, u, v deux sys-
témes de variables, liées par les relations

(1) z=9(, u,9), Yy =u:(t u,v), 2 =@3(¢ u, 0).

Supposons que, dans I'intérieur d’un certain domaine E:
1° les fonctions oy, ¢z, s admettent des dérivées partielles
continues; 2° leur jacobien J n’est pas nul; 3° 4 deux points
(t, u, v) différents correspondent deux points (z, y, z) dif-
férents.

Lorsque (¢, u, ¢) décrit le domaine E, (z, y, 3) décrira un
domaine correspondant E', dans l'intériear duquel ¢, u, ¢
seront réciproquement des fonctions de z, y, 3, telles que

(2) ¢=q’|(¢',y,z), "=4’z(1‘,y,z), v ==oy(x, y, 3).

Au lieu de déterminer la position d’un point de E’ par ses
coordonnées cartésiennes z, y, 5, on peut le faire au moyen
des nouvelles variables ¢, u, ¢; car, les valeurs de celles-ci
étant connues, on peut en déduire celles de z, ¥, 3, et réci-
proquement. On donne & ces nouvelles coordonnées le nom
de coordonnées curvilignes.

Les points pour lesquels ¢ a une valeur constante ¢, repré-
sentent une surface ®, (z, y, 3) = ¢,, que nous appellerons,
pour abréger, la surface ¢,. En faisant varier cette constante,
on obtiendra une famille de surfaces. Les équations

u — ®,(x, y,3)=const., v =&, (z, y, 5) = const.

représenteront deux autres familles de surfaces.

La valeur principale ds de la distance de deux points infi-
niment voisins (u, v, w) et (¢ +du, v+ dv, w + dw) est
donnée (153) par la formule

3 ds*=M,dt*+ Mydu*+ My dv*+ aN,dudy
) + aNydvdt + aNydtdu,
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ou
_ O2:\* — Y 9% It
M, —2(W> v N=2050 9
La valeur principale dV de I'élément de volume compris

entre les surfaces ¢, t +dt; u, u+du; v, v -+ dv est donnée
d’autre part (153) par la formule

(4) dv=|J|dtdudp.

530. En chaque point z, y, 3 passent une surface ¢, une
surface u et une surface v. Les plans tangents A ces surfaces
ont respectivement pour équations

T (X—a) - T (V=) + Bz — ) =o,
L . )f‘ﬂw N+ @2 =,
9% (x - 2+ 5 (V=) + 52T =) =o.

Ils se couperont a angle droit si ’'on a

oz dz+77—ﬁv;-7; 9 @
B 0m0n_ oben ob o
j dz dxr dy dy ' ds 9z ’
'0;"_304’1 0, 08, ov, 08 _

\ dx dz Jdy dy Js Js

s@ 0P, 0P 0Py 0P 0P,

Si ces équations sont identiquement satisfaites, quels
que soient z, ¥, 3, les surfaces des trois familles se coupe-
ront partout 4 angle droit, et formeront ce qu'on nomme un
systéme orthogonal.

Dans ce cas, les expressions de ds? et de dV, données ci-
dessus, se simplifieront.

Posons, en effet, pour abréger,

(6) A,:(%)’4-<%I>:+<%>’ (i=1,a,3).
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Les équations (2) donneront, par dérivation et division
par \/A—n \/A—na \/A—:h

Va, \_/A:‘ ox dy Jdz

du 1 (0%, dd, Jdd,

— = =24a -3 S —ds
Va, \/A,<0x Ty YT g )’
dv t (0D, 0%, 9%, )
—_— = =dr+ Z3d ——ds ).
Va, v, ( gz oy AT

Ajoutant les carrés de ces équations et tenant compte des
relations (5) et (6), il vient

2 2 ,2
(7) d_‘_*.di-;_i:dx’-e—dy’ﬂ—dz’:ds’.
A A, A

La comparaison de cette valeur de ds* avec I'expression (3)
donne

T
(8-) M‘I K;’ &],:-Al;) Ll,:Al—’a N‘:N’T-’:NQZO.

D’autre part, ’élément de volume dV se réduit sensible-
ment A un parallélépipéde rectangle, ayant pour arétes les
distances du point (¢, u, ¢) aux points (¢ dt, u, v),
(¢, u+ du,v), (t, u, v+ dv). On a pour la premiére, en
posant du = dv = o dans la formule (7),

2 _—
ds* = ‘{‘_ —Mde, dou  ds=yM,de.

Les deux autres seront de méme égales 3 /M, du, yM; dv;
on aura donc

(9) dV = yM,M, M, dtdudy,
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Nous allons' passer rapidement en revue les systémes de
coordonnées les plus usités.

831. Coordonnées polaires. — Posons

& = rsin} cosp,
y =rsin}sing,

5 = rcosh,

Les variables r, A, p. se nomment les coordonnées polaires
du point (z, y, 3).
Ajoutant les carrés de ces équations, il vient

Zr+yr+ =

Les surfaces r = const. sont donc des sphéres ayant I'ori-
gine pour centre.
On a, d’autre part,

x4 2
2

= tang?).

Les surfaces A = const. sont donc des cénes de révolu-
tion autour de I’axe des z.

Enfin

% = tang .

Les surfaces p = const. sont donc des plans passant par
P'axe des 3.

Ces trois systémes de surfaces se coupent évidemment a
angle droit.

En faisant varier 7 deo a0, Adeo aw, et n de 0 & 27,
on obtiendra tous les points de I'espace, chacun une seule
fois. (On doit excepter les points de I'axe des 5 pour les-
quels p est indéterminé. A l'origine, ) est également indé-
terminé.)
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On a

o (5~ () (8)

=—sin?A cos*p. + cos®A cos?p + sin?p =1,

() ()"~ ()

= r*cos®: cos*. + r*cos*} sin?*p + r*sin?*A = rt,

() () ()

= r*sin?A sin?p + r?sin?l cos*p = rsin?)

et, par suite,
ds* =dr*+ r*d\*+ rtsin®i dp?,
dV = r*sinA drd) dp.

L’emploi des coordonnées polaires est surtout avantageux
dans les questions relatives a la sphére ou aux surfaces de
révolution. .

532. Coordonnées semi-polaires. — Pour les cylindres
droits, on emploie de préférence les coordonnées semi-
polaires

Les surfaces 5 = const. représentent ici des plans paral-
leles au plan des zy; les surfaces r = const. des cylindres
224~ y2==r? de révolution autour de I'axe des z; les surfaces

p = const. des plans —;: = tang u qui passent par cet axe. Ces

surfaces se coupent & angle droit, et I'on obtiendra tous les
points de I'espace, une fois chacun, en faisant varier r de
0aow, pdeoadarw, 3de —o0a 4+ oo (sauf pour I'axe des z,
ol . est indéterminé).
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On-a'ici
M;=cos?*p.+ sintp —1,
M;—=r?sin*p. + r*cos*p=r2,
M;=1,
et, par suite,
ds=dr*+ rtdu+ dz*,
dV =rdrdpds.

833. Coordonnées elliptiques. — Les surfaces

X? y: zZr
A tTBatee b

ol ) est un paramétre variable, forment un systéme de
surfaces homofocales du second degré.

Par chaque point z, y, 5 de I'espace passent trois surfaces
du systéme, dont les paramétres seront les racines de I’équa-
tion

xt 1% 22

(10) A+rr "Bt o

—1=o0,
du troisi¢éme degré en A.

834. Cette équation a ses trois racines réelles, et respec.
tivement comprises entre — A et — B, entre — B et — C.
entre — C et + o (en supposant, pour fixcr lesidées, qu’on
ait A>B > C).

En effet, posons A=— A + ¢, ¢ étant une quantité posi-
tive infiniment petite, le premier membre de I’équation

deviendra
$’ )” :!
D 1= =i sy rapdy

I.

. x? .. . .
Le premier terme — est positif et infiniment grand. Il

I'emportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la
substitution sera donc positif.
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Si I'on posait A = -- B —¢, le premier membre de |'équa-
tion deviendrait
x? y’ 52

) A_B_. T tcB=. "

et serait négatif, le second terme~£, qui est négatif et in-
fini, ’emportant sur tous les autres.

Donc, le premier membre de I’équation change de signe
entre A= — A +¢ et A== —B —¢. Or, il est évidemment
continu dans cet intervalle. Donc, il s’annulera entre ces
limites.

On voit, de méme, que A = — B + ¢ donnera un résultat
positif; A = — C — ¢ un résultat négatif. Donc, il y a une
seconde racine réelle dans cet intervalle.

Enfin, » = — C+ ¢ donne un résultat positif; A=+
un résultat négatif. Donc, il y a une troisi¢me racine réelle,
supérieureca — C.

Lorsque hest << — A, A+, B+, C+ X étant néga-
tifs, la surface représentée par I’équation (10) sera imagi-
naire.

Si A>—A et <—B, A+ étant positif et B + 1,
C + A négatifs, la surface sera un hyperboloide a deux
nappes.

Si A > — B<<— C, ce sera un hyperboloide & une nappe.

Enfin, si A > — C, ce sera un ellipsoide.

Donc, en chaque point de l'espace se croisent trois sur-
Suces du systéme, a savoir : un hyperboloide a une nappe,
un hyperboloide & deux nappes et un ellipsoide.

535. Ces surfaces se coupent a angle droit. — Soient,
en effet,

X? Y? YA
A4 +B+), + CHAy =h
X! YI Z!

Axl "TBrn TCEy, !
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deux de ces surfaces qui se coupent au point (z, ¥, s). Leurs
plans tangents ayant respectivement pour coefficients

x y 3
Ay, B+x” C+y)

x Y 3
A+1x B+xr' C+1,)

la condition de I'orthogonalité sera

x? 32 =2

() A AT T By Bty T (€ (Cy =

Or cette équation s’obtient immédiatement en retranchant
'une de 'autre les deux équations

z! .Y' z’
S W s WL SRy WL
x! V! z’

Arn, "B, T T
et supprimant le facteur commun X, -- k.

836. Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées d'un
point (., y, 3) les trois racines A,,As,; de 'équation (10).
Elles seront liées a z, », 5 par les relations

x? 12 -2

2

z* y? st
A+rn TBrn, T Crn

. x! };2 :2
Ary, TBon, e TV

Des deux premiéres, on déduit, par I'élimination de 32,

C + )y C+l,> . <C+)\,._C+)‘,) .
<K+M—A+h 2B, TBen ) TN
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ou, en réduisant et supprimant le facteur commun A, — A,

A—C . B—C —
AFnAFr T TBry)Ba ) — "

On trouvera, de méme,

__L_—C__z’+ B_C !_l
(A4 ) A+ 1) Brri)B+r? ="

Eliminons y2, il viendra

A—C <B+A, B+

— 2 — —
Ay \ A7, A+x,>” =h—h

ou, en réduisant et supprimant le facteur A3 — A,,

L (A—C)(A—B)
A+ X)) (A1) (A+2y)

g AN (A1) (A+ D)
- (A—B)(A—C)

=1,

On trouvera, de méme,

(B+l,)(B+l,)(B+l,)’

-2

Y

(B—A)(B—C)
. (G412 (C +)\,)(C+)‘,).
T (C=A)(C—B)

Les coordonnées z, ¥, s n'élant déterminées que par leurs
carrés, 4 chaque systéme de valeurs de %, A2, A; correspon-
dront huit points, dont un seul situé dans le triédre des coor-
données positives.

337. Pour calculer I’élément de ’'arc ds en fonction de 2,
)3, Ag, prenons les dérivées logarithmiques des deux mem-
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bres des équations précédentes. Il viendra

242 A dh + Dy
A+, Ak A+,
. VR Y
Yy B4k B4+ T Ba
,ds_ d, d

. . 3,
3 _C+)\,_* C+)\,+C+)‘,
ds* =dx*+ dy*+ ds?
d) d\ a\ 2
N P § 1 2 3
'”x<A+L+A+L+A+h>

d) \
1., 1 3
+‘7<B+A, B+h B M)

2

2
—+

"l
)

)
(‘+)‘l C+)\’ (.4'1—)\-‘
_'}dl

-

.T’ .’,3 :1
[(Tﬁ_) ARGES R <c+k.)=]

xi ‘yS ;2
+idh LA+MV (B+Ly*(U+Mﬁ]
+Ld) [ z o _ .=

g m+hy+w+hy+w+hﬁr

Les autres termes se détruiront en vertu de I'équation (11)
et de ses analogues.

538. Reste a calculer la somme

1[_£__ o 3t ]
AL T B T e Ry
et ses analogues.

Substituant les valeurs de z2, y2, 33

, 33, cette somme devient
l[ (A +2) (A + 1)

+ (B+2X)(B -+
(A—B)(A—C)(A+1)

(B=A)(B=C)(B+1,)
(C+)\,)(('I-;—)\,) .
T(C—A)(C=B)(C= 1.)]’
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elle est égale a

1 ()‘1—11)(11—)\3) .
4 (A+2)(B+2)(C+1y)

On peut le vérifier immédiatement en appliquant & cette
derniére expression, considérée comme fraction rationnelle
en ), la régle connue pour la décomposition en fractions
simples.

Donc, en désignant par M, cette fraction et par M,, M,
deux fractions analogues qu’on obtiendrait en permutant cir-
culairement X, X;, A4, on aura

(12) ds*=M,d)} + M, d\2 + M, )2,
dv = VMTM;_M; d)\| dk, dla.

839. Tutorime pE Durin. -- Si¢ trois systémes de sur-
Jaces

F(zx,y,2)-=const., ®(x,y,s)=const., ¥(z,y, s)=const.

Sforment un systéme orthogonal, elles se coupent mutuel-
lement suivant leurs lignes de courbure.

SoientF(z, y,3) — ¢ =o, ®(z, y,3) — ¢, = o deux sur-
faces quelconques prises dans les deux premiers systémes.
Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque
de leur intersection; pour plans coordonnés les plans tan-
gents & ces surfaces et & la surface W(z,y,5) — ¢y = o0 du
troisiéme systéme qui les croise en ce point.

Le plan des zy étant tangent a la surface F—¢, on aura,
pour z==o, y =0, 53=0,

OF_, O
iz~ ay —
s OFy o : :
On aura, d’ailleurs, 3z 2 0y sinon I'origine serait un point

singulier surla surface F — ¢, hypothése que nous excluons.
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Le’plan-des ys étant tangent a la surface ® — ¢,, on aura,
de méme, pourx =y =3 =o,

% _o ‘B—o
d_)",— ’ dz — Uy
mais
¢
5‘.—”20.

Enfin le plan des sz étant tangent a la surface ¥ — c,,
on aura, toujours pourz =y =25=2o0,

owv_., v _, 95
oz dz ay ~

Cela posé, les trois systémes étant orthogonaux, on aura
identiquement

OF 9  JF 0  oF 0% _
oz or “dydy Tz 93 O
0P ¥  0d 0¥ I OV
or 0z " dy 9y T 93 9=
0¥ JF 0¥ gF 9w JF _
9z dz T dydy 9305

=o,

Prenons la dérivée de la premiére équation par rapport
a ), il viendra
J*F o9 JF o0'¢  J'F 0o
9z 0y dw ¥ oz ozdy T Oy dy
yIFoe  OF 0¢ JF o%
dy dy* ' 0dzdy 9z 05 dsdy

dF JF ¢ J¢

A lorigine des coordonnées, ol 9z’ 9y’ 9y’ 0z

s’an-
nulent, cette équation se réduit a
*F d¢ oF oo
e e— o i —— = O,
dxdy dx ' 03 dsdy

Prenant de méme la dérivée de la deuxi¢me équation par
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rapport a s, celle de la troisi¢éme par rapport a z, et faisant
ensuite x =y = 3 = 0, on trouvera les deux équations ana-
logues

Fe g¥ 0 OV

dyos dy © oz 9z oz

v JF  o¥ JO'F
dz oz 03 +d_y dydz

Ces trois équat Ii thomogénes e IF ¢
, _es trois équations, linéaires ethomog no 20y ay 03’
2y

53 de’ Montrent que ces quantités s'annulent, car le déter-

0z 0

minant de ces équations, étant égal 4 2 SZ 3 g\lf
On aura donc, a I'origine des coordonnées, non seulement

F—c=o -df—o d—F—o mais encore—ﬂ‘——o

Yox T oy 7! drdy

Cela posé, soient, pour abréger, A, B, C, ... les valeurs

()F 1 0°F d’F

ds’ 2 dz*’ ; ay*’

laurin donnera

est 2 o.

de - - pour l'origine. La série de Mac-

o=F—c—=As+Ba?+Cy*~...,
d’ou

3 =— —.z"—-gy’-{—....

Ce développement ne contenant pas de terme en zy, les
plans coordonnés seront les sections principales de la sur-
face F — c. Donc, I’axe des y, qui est tangent & I'intersec-
tion des deux surfaces F — ¢, ® —¢,, sera en méme temps
tangent & 'une des sections principales.

Mais l’origine est un point quelconque de l'intersection
des deux surfaces F — ¢ et ® — ¢,; cette courbe sera donc
tangente en chaque point a I'une des sections principales, ce
qui cst I'une des propriétés caractéristiques de la ligne de
courbure.
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540. ConoLraire. — Les lignes de courbure d’une qua-
drique sont ses intersections avec les quadriques homofo-
cales.

Car les ellipsoides et les hyperboloides homofocaux a la
quadrique considérée forment un systéme orthogonal.
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CHAPITRE V.

COURBES PLANES ALGEBRIQUES.

I. — Coordonnées homogénes.

B41. Considérons un plan dont les points soient caracté-
risés par deux coordonnées cartésiennes X, Y. Si nous sup-
posons que l'une des deux coordonnées X, Y, ou toutes
deux 4 la fois, croissent indéfiniment, de telle sorte que I'un

. Y .. .
au moins des deux rapports <> e tende vers une limite finie

et déterminée, nous conviendrons de dire que le point (X,Y)
tend vers un point déterminé, défini par cette limite, lequel
point est situé 4 I'infini, et sera regardé comme appartenant
au plan.

Posons

’ Y‘—"—’
z

x
(1) X= z
x, ¥, z étant trois nouvelles variables, assujetties 4 la condi-
tion de rester finies et de ne pas s’annuler a la fois. A chaque
point du plan (complété par I'adjonction des points a I'in-
fini) correspond un systéme de valeurs déterminé pour les
rapports mutuels de z, ¥, 3, et réciproquement.

Soit F(X,Y)=o I'équation d’une courbe d’ordre n. Rem-
placant X, Y par leurs valeurs (1) et chassant les dénomina-

teurs, il viendra

o:z"F(fy ;) =f(z,y,3),

-
-~

J étant un polynéme homogene de degré n.
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En particulier, une ligne droite sera représentée par I'équa-
tion générale du premier degré

uzx +vy+ws=o.
Les points a I'infini sont donnés par I'équation
s=o,

qui est un cas particulier de celle-la. Le lieu de ces points
peut donc étre assimilé a une droite.

8542. Posons
(@ =M +pn +g,
\y:)\s+pr+v§,
(2) © 3 =NE+pn Vg,
'E: ’ H:%,

§, n, 5, E, H érant de nouvelles variables, et A, u, v, ... des
constantes dont le déterminant D ne soit pas nul. Soient L.
M, N; ... les mineurs de D; ces équations, résolues par rap-
port a §, 1, §, donneront

/ t = Lz+Ly+L"s

D b
’ LY
(3) /n_____M‘z'+MDy+M0’
,c__Na;-;—N’y—*—N'z
= B .

et X, Y scront liés a Z, H par les relations

‘x AE +pH 4y Y — VE+pw/H+v
)\”——1-'1-"“-0-\!”’ VE 4+ p"H+ V"

(_~_ LX+ LY+ L’ H__MX“"M'Y‘*‘M'
ST NX+NY+ N’ T NX+NY+N

Ces équations, qui définissent sans ambiguité les rapports
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mutuels de'g, 7, J en fonction de ccux de z, y, 5 et récipro-
quement, peuvent étre interprétées de deux maniéres :

1° On peut considérer z, ¥, 5 et &, 1, { comme deux
systémes de coordonnées différents représentant un méme
point. Dans ce cas, § représente, i un facteur constant pres.
la distance de ce point i la droite

o=¢{=Lzx+Ly+L's=3LX+LY+L"),

et de méme pour 7 et J. Le point est ainsi caractérisé par
les rapports de ses distances aux trois droites § = o, 1, = o.
{ =o0. Ces droites forment un triangle qu'on nomme triangle
de référence; §, v, ¢ seront des coordonnées trilinéaires.

La courbe f= o, rapportée a ces nouvelles coordonnées,
aura pour équation

SOE g =G, o, )T

dont le premier membre est encore homogeéne et de degré n.

2° Considérons au contraire §, n, { comme des coordon-
nées de méme nature que z, ¥, 5. A chaque point (z, y, 3).
les équations (2) feront correspondre un autre point (§,7, %)
généralement différent, et qu'on nomme son transformé
homographique. La courbe f(z, y, 5) = o aura pour trans-
formée la courbe

SOE+pr g, ...,...)=0

En particulier, la droite 4 I'infini 5 = o aura pour trans-

formée la droite

)~”E 4 I"'”"a 4+ vll); — 0’
et la droite

Nze+Ny+Ns=o

aura pour transformée la droite  I'infini { = o.

543. Soit (X, Y) un point du plan, situé a distance finie.
ainsi que son transformé homographique (Z,H); on aura.
d’aprés cette hypothése,

VE+—p'H+4+v"2o, NX +NY-+N"2o.

&
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Soient (X, Y,) et (X, AX,, Y,+4-AY,) deux points
quelconques infiniment voisins de (X, Y): (=, H,) et
(2,4 AZ,, I1,-~AH,) leurs transformés ; I'écart | AX, [ = 'AY, |
des deux premiers points sera du méme ordre de grandeur
que Iécart | AZ, | -= AH, | de leurs transformés.

Oa a, en effer,
aX, . MECCAE) plll Al -y A, - pH -y

M (E 3Ty - (- AL =V T VR, G u H, ey
P Az, - Q AH,,

P et ) tendant vers des limites finies lorsque AE, et AH,
tendent vers zéro. On aura donc

PANG [P UTAZ - QT aH, IR A%, | + [ all, ],
R étant une quantité finie.

On trouvera, pour [AY, |, une limite analogue. Donc le rap-
port de | AX, |+ [AY,| 4 |AZ, |+ [AH, | ne peut surpasser
un nombre fixe. Et comme on peut faire le méme raisonne-
ment sur son inverse, on voit que les deux écarts considérés
sont du méme ordre de grandeur.

Il résulte évidemment de la que, si deux courbes F = o,
F,=:0 ont un contact d’ordre m au point (X,Y), leurs
transformées ® = o, ®,== o0 auront le méme contact au
point (£, H).

Nous avons admis, dans la démonstration, que (X, Y}
et (£, H) étaient tous deux a distance finie. Mais le contact
de deuy courbes en un point a l'infini n'a éé, jusqu’a pré-
sent, I'objet d’aucune définition. Nous dirons donc que deux
courbes ont un contact d’ordre m en un semblable point
lorsque, ce point étant ramené a distance finie par une trans-
formation homographique, les courbes transformées ont un

contact de cet ordre. Cette convention permettra d’énoncer
le théoréme sans restriction.

544. Covariants. — Soit

S(x, ¥, 3) == Sasgy x* yB Y, 24+ 8-y n
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un polynome homogéne de degré n, dont les coeflicients
soient des constantes indéterminées. Par la transformation
homographique (2), nous obtiendrons un nouveau polyndéme

SOE+un+v8, .., ) =08 m, §) = ZAus E2nBYY

de méme degré, ct dont les coefficients A,gy seront des fonc-
tions linéaires des aqgy.

Cela posé, soit P(z, y, 3, ..., @ugy, ...) un polyndme en-
tier et homogéne en z, y, 5 d’une part, et par rapport aux
coefficients a,gy d’autre part. Si, en substituant pour &, 4, §
leurs valeurs (3) en x, y, 3 et pour Aggy, ... leurs valeurs
en d,gy, ..., on a identiquement

(3) PGE & oo Aagyy o) =MP(2, y, 5, ..., Gagy, ),

M désignant un facteur convenable, on dira que P est un
covariant de f. Ce sera un invariant si x, y, z n’y figurent
pas. '

11 est aisé de déterminer la nature du facteur M. En effet,
le premier membre de I'équation (5) est du méme degré que
P(z, y, 5, ..., @apy, --.), lant par rapport aux variables z,
¥, 5 que par rapport aux coefficients aqgy. Le quotient M
sera donc une fonction de A, w, v, ... seulement, laquelle

sera d'ailleurs rationnelle et de la forme %, Q désignant

un polynéme entier.

En appliquant, d’autre part, aux fonclions ¢ (&, , §) et
P(§ ", %, .-+, Aagy, - - ) la transformation homographique (3)
inverse de la précédente, on reviendrait évidemment a la
fonction primitive f(z, y, 5) et la condition d’invariance
donnerait .

(6) P(x,7,5, ..., dapy, )=MPE 0, G - Aggy, -0,

le facteur M, = %‘, se déduisant de M par le changement de
1

A L L' L
7*"7 Yy o0 enB’ -l-)-) —D-, s e
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LLa comparaison des équations (5) et (6) donne

_ - QQ _
1= hihi,-—- D—Pl)_g- = QQ,,
car les déterminants D, D, sont réciproques. D'ailleurs, L,
L', I, ... D sont des fonctions enti¢res de 1, ., v. ...; donc

!

. . IJ 4 R
Qi, qui est entier en B’ p’ e sera de la forme D3’

R étant un polynéme entier en 4, ., v, .... Donc, pour que
I'on ait QQ, =1, il faudra que Q divise D¢ et, par suite, se
réduisc 4 une puissance de D. Donc, enfin, M sera une puis-
sance de D, positive ou négative, telle que D*.

Pour déterminer I'exposant &, considérons la transforma-
tion particuliére

7) xr =), ¥ =iy, 5=,

pour laquelle D = 3.

La fonction f élant de degré n, cette substitution multi-
pliera tous les coefficients par %2. On aura donc, si P est de
degré m par rapport aux variables et de degré p par rapport
aux coefficients,

r oy s :

P(E, LTINS Aa{iy; ---)’-T-P('i’ —"? 3 ey l”aam, ...)

—_ l—m-o-upp(a.) RN aiﬁy’ AR
et, par suile,
—m—+ np
h=m ——
3 :

Ce nombre doit étre enticr; s’il ne I'était pas, il faudrait
en conclure I'impossibilité de l'existence d’un covariant P
de P'espéce supposée.

Y

[
845. Les covariants satisfont a4 un syst¢tme d’équations
différentielles qu'il est aisé de former.
Faisons, en effet, la transformation particuli¢re de déter-
minant 1

(8) z=%+ea, y=m, 3=,
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d'ou
=x—cey, L=y, {—==3;
on aura
S+ en, 7, ) = Saggy (B + e)25BLY
ou, en développant et négligeant le carré de I'infiniment
petit ¢

(821, 7, §) = Sangy E2 P LY 4+ Sexaugy E2—1 5By,
By By

Changeons, dans la seconde somme, zena+1etfBen 83—
et réunissons-la a la premiére: il viendra

SG+en,m, §) = E[aagy + (2 -+ 1) gy, gy, ] E27BYY

ct, par suite,
AuBy= @agy~+ e(2 + 1) @uuy, B, y
(le second Lerme n’existant pas si § = o).
Cela posé, I'équation (5) se réduira, dans ce cas particu-
lier, 3

Pz —ey, y:5, «.ov Qa8y+e(2 +1)azy,, Bty yr +- )
=P(z,y,3 ..., aagy, --.)

ou, en développant suivant les puissances de ¢, négligeant *
encore son carré et supprimant le facteure,

e (x4 1)@ny, B—:.yd—aE = o,

la sommation s’étendant A toutes les valeurs des indices
pour lesquelles 2 + 8 --y =n et 3 > o.

En permutant les variables z, 5, 5 et en méme temps les
indices z, 3, y, on obtiendra cinq autres équations ana-
logues, exprimant que la condition de covariance est satis-
faite pour chacune des substitutions particuliéres

x =1t 4 el, y=nm, 3=
\a‘:E, y=n+¢¢, =%,
(9) cxr=E§, y=n-+¢g, z::\s, 4
=5k, y=n, 5= 1§+,

\ =&, y=nm, 3= +en.
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Réciproquement, tout polynéme homogéne qui satisfait a ce
systéme d’équations différentielles est un covariant. En effet,
en verlu de ’homogénéité, il satisfait a la condition de co-
variance pour la substitution (7), et 'on peut s’assurer aisé-
ment que toute substitution homographique s'obtient par la
combinaison de substitutions successives des espéces (7),

(8): (9)-

546. Pour mettre en lumiére I'importance de la notion des
covariants, nous remarquerons qu'une propriété particuliére
de la courbe

o= f(x, y, 3) = Yasgyx*y?sY
est généralement caractérisée par une ou plusieurs relations
entre ses coefficients.

Admettons qu’une certaine propriété soit représentée par
un systéme d’équations

Cj==Cqg=...=—=0,

les ¢ étant les coefticients d’un covariant P. Cette propriété
. sera commune & toutes les transformées homographiques

de f.

Soit, en effet,
JOE+pn+vg, ..., .00) :EA,g.{Eir,ﬂU

Pune de ces transformées; on a identiquement, par hypo-
thése,

o=P(z,¥,5,...,aupy...) = P(M+pn V4 ..., aupy,...):

et, en vertu de I'équation (6), on aura de méme identique-
ment
P(& 7,8 ..., Augy, ...) =0
Ces propriétés communes & une courbe et a ses transfor-
mées se nomment propriétés projectives. On appelle pro-
priétés métriques celles qui sont au contraire altérées par
une transformation homographique.
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Nous allons passer en revue quelques-uns des covariants
les plus simples.

547. Discriminant. — 1l est généralement impossible de
déterminer les rapports de ., ¥, 5 de maniére a satisfaire
simultanément aux trois équations

9 _ o _ of
oz — % dy_o’ 3

L’élimination de ces rapports donnera, en effet, une équa-

tion de condition
A —o.

Le polynéme A se nomme le discriminant de f. C'est un
invariant. Soit, en effet,

(10) SOE+pn+9, .., ) =9(E0,0)

une transformée homographique de f, et soit A, son discri-
minant. La condition nécessaire et suffisante pour qu’on
punsse annuler simultanément les dérivées partielles g, ) g%
(7 sera A= o.

Mais si nous prenons les dérivées partielles de 1'équa-
tion (10) par rapport a §, , §, il viendra

f 19 s f
s z X o + X dE
W df
(1) L il o d), + ' dn
of o df 99
v 9z -+ v d}' + v dC
Si donc on peut. annuler a la fois %, (%f:; %:, on pourra
annuler a la fois 22, 92 ?, et réciproquement. Donc les

dE o’ d(
deux équations A =o0 et A,==o0 sont équivalentes, et A, A,
J.— 1L 35
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ne’pedvent' différer que par un facteur indépendant des coef-
ficients de f.

B48. Hessien. — On nomme hessien de f le déterminant

af of oY
dx* Jdxdy 0zds
Ho| 0L er
T |dyozx Jdy* Jdyods
2'f af 9
| 9z0x 0zdy 03°

of

Ce n’est autre chose que le jacobien des fonctions oz
0f 9.

» 355 €t H=o exprime, comme on sait, la condition

nécessaxre et suffisante pour qu'il existe une relation linéaire

entre d f f d gl‘
Soit H. le hessnen de 9; Hy=o0 sera la condition pour
qu'il existe une relation linéaire entre les différentielles de

d? d? e, Mais les équations (11) différentiées permettent

dE dn’ 0( 9
f
oxr’

f f, et réciproquement. Si donc il y a une relation entre

ces derméres différentielles, il y en aura une entre les pre-
miéres, et réciproquement. Les équations H=o0, H,=o
sont donc équivalentes et ne peuvent différer que par un
facteur indépendant des coefficients.

Le hessien est donc un covariant.

549. Polaires. — Soient z, y, z et ', y', 5’ deux séries
de variables, assujetties 4 une méme substitution homogra-
phique
{ @ =A + pn +¢, ceey

(13) | 2=+ pn' T,
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On aura évidemment
z+z' = E+E)+pm+a)+v(E+T),

Cela posé, soit f(z,y, ) un polyndme qui, par la substi-
tution ci-dessus, se change en

p(&m, 8);
Sf(z+2', y+ 9,5+ 3') se changera évidemment en
e(+En+0, ¢+ ).
Développant les deux membres de I'égalité
flz+x,y+y,s+5 )= +En+7,L+7),

suivant la série de Taylor, il viendra

(”i+fi 2

d J . , 0 Jox 9 do

f—v—(x +y T z(—,—)f—i— l.:' Sf+...
(E’ £+ndd +C’dc>’

égalité qui deviendra identique si I'on y remplace z, y, s,
z', ', 3’ par leurs valeurs (12). En égalant séparément les
termes d'un méme degré m par rappért a &, 7', ¥, il viendra

Jd ad o0\™ 0] aJ m
I _Z_ Ui 5! - — | dl
@w*’@*o&f(%s ﬁ+%0“
Donc I'expression

23 0 a9\
oz TV oy V%) S
esl un covariant de f, pourvu que 2/, 5/, 3’ y soient soumis
a la méme transformation homographique que z, y, z

Ce covariant se nomme la m#m¢ polaire de f par rapport
au point (2, ', 3').
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850. Points simples et points multiples. — Soit

Sf(z,y,5)=0

I’équation en coordonnées trilinéaires d'une courbe d’ordre
n; et soit (z,y, ) un de ses points. Cherchons son ordre de
multiplicité.

Une droite menée par ce point et par un autre point arbi-
traire (a, b, c) est évidemment représentée par I'équation

!

8

!

A
S o 8

Il

°

R §

ou par le systéme équivalent

z'=xt + as,

(13) Y =yt + bs,
( 3’ =3t +cs,

z', y', ' étant les coordonnées courantes et ¢, s deux para-
métres, dont le rapport caractérise les points de la droite.
s . . .

Les valeurs de ce rapport ;2 pour les points d’intersection

de la droite avec la courbe, seront données par I'équation

‘o:f(xt+as,yt+bs,zt+cs)

- of of 0/’)
— sn , 1 -~ -
k) - =t f(z,y,5)+ " s(ad +bdy+c -+
tr—mgm d d m
( e ( 9z tog, T z) S

. 9Of o 9.
Si d:C’ 3y’ dj ne sont pas nuls a la fois, on n’aura, en

général, qu'une racine nulle; le point sera simple.
La racine nulle sera double si a, b, ¢ sont déterminés de
telle sorte qu’on ait

n— of L ,of  Of\ _
¢t ’s(a;’—5+b$+ca—£)_o.
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Substituons, 'dans cette équation, les valeurs de as, bs, cs

tirées des formules (13) et remarquons que I'on a, d’aprés
une propriété connue des fonctions homogénes,

of of df_ —o-
Tox Yoy T ==

il viendra, pour I'équation de la tangente,

Supposons, au contraire, que f et toutes ses dérivées
successives, jusqu'a I'ordre m —1 inclusivement, s’annulent.
L’équation (14) aura m racines nulles et le point (z, y, z)
sera multiple d’ordre m.

On aura plus de m racines nulles si @, b, ¢ sont choisis de
telle sorte qu’on ait

ml . 9 ) I\,
s (a$+b-¢’—i+ca> Sf=o.

Cette équation, jointe aux équations (13), caractérise les
tangentes au point multiple. Il est aisé d’éliminer les quan-
tités auxiliaires a, b, c. Nous venons de voir, en effet, que f
étant homogeéne et s’annulant au point (z,y,3), ona

U 9 f) 9 9
s<a oz © y €0z da: +'7 dy +s dy

Cette nouvelle fonction étant elle-méme homogeéne en z, y,
z et s'annulant au point z, y, z, on aura, par la répétition
de la méme opération,

0,0 . o\, [, ) :
S’( dx+bdy+cd—z)f ( d—"r"l-)’—“" >f,

et enfin
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Le faiscedu-des tangentes cherchées aura donc pour équa-
tion

, 0 a\™
(15) (x b;+‘7—+z,;)_z> f=o.

Le premier membre de cette équation est un covariant.
Pour vérifier qu’il se décompose en un produit de facteurs
linéaires, nous pourrons supposer qu’on ait pris le point
(z, y, 5) pour I'un des sommets du triangle de référence; on
aura, dans ce cas particulier, z =0, y = o, et I'équation (15)
se réduira a

car toutes celles des dérivées d’ordre m ot figure une dériva-

tion par rapport a z sont nulles. Soit, en effet, %
2 dyB 9z

I'une d’elles; c’est la dérivée par rapport & 5 de la dérivée
d’ordre m — 1

dm—lf
dz“ d)’ﬂ 007_

laquelle est homogéne de degré n — m —+1 et s'annule pour
£ = y = 0. On aura donc I'identité

O
oz 7 %0z

Jy =(n—m+n)l,

. sdui dl .
qui se réduira & -~ = o au point z =0,y =o.

831. Points d’inflexion. — Ce sont, par définition, les
points simples ot la tangente a avec la courbe un contact
d’ordre supérieur au premier. Si donc (z, y, 3) est un de
ces points et qu'on choisisse le point (a, b, c) d'une maniére
quelconque sur la tangente, I'équation (14) devra admettre
trois racines nulles; on aura donc non seulement

df—i—bd‘§+cg‘£

=o,
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1/ 0 d a\ . __
Z(a—+b7+cd—5) Sf=o.

mais encore

Cette derniére équation devant étre une conséquence de
la précédente, son premier membre, qui est un polynéme
du second degré en a, b, ¢, se décomposera en un produit
de deux facteurs, dont I'un sera précisément

df df
dy €0z

La condition pour qu’une décomposition en deux facteurs
soit possible est, comme on sait, que le déterminant de cette
forme quadratique

9/ of IS
ox? Jdxdy dx0s

He! 9/ &f 2f
| drox 9y? dy 9z
o f J9f o

dz 0z 0sdy 03

soit égal a zéro.

Réciproquement, si H=o0, on aura affaire & un point
d’inflexion. On pourra, en effet, déterminer trois nombres
a, b, c de telle sorte qu’on ait

9 f 9*f orf
40z +,'d.rd R Y PR
0*f 3*f 0 f
dy0z+bdy’ +e ay aydz
o*f of 9 _
® 93 0z +bdzdy o= =<

Ajoutant ces équations respectivement multipliées par
z \4 s

—_——y -

— et tenant compte de 'homogénéité de
n—1 n—1 n—
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o df of

9% » 93’ 1l viendra
dx b dy c 23 0-

Le point (a, b, ¢) est donc sur la tangente.
D’autre part, les mémes équations, multipliées par a, b, c,
et ajoutées ensemble, donnent

2
( dt.,r_‘-b i, c%) f=o.
La tangente a donc un contact du second ordre avec la
courbe.

Les points d’inflexion seront donc les points d’intersection
de la courbe f=o0 avec sa hessienne H—=o. Cette der-
ni¢re courbe étant d’ordre 3(n — 2), on aura, en général,
3n(n — 2) points d'inflexion.

Ce nombre s’abaisse dans le cas particulier ou la courbe
J=o0 a des points multiples. En effet, on a, en chacun de
ces points,

Yoo T Yo
ou, a cause de I'homogénéité,
x%{- +‘de’£) +E d.z'dz
2 2 2
zdz’dfx + .33’-[ e dygz =
2
syl o

et, comme z, ¥, 5 ne sont pas nuls a la fois, le déterminant
H de ces équations doit étre nul.

Les points multiples de f figurent donc, chacun avec un
certain ordre de multiplicité, parmi les intersections de £ et
de H. Mais ce ne sont pas des points d’inflexion, d’aprés la
définition de ceux-ci, qui doivent étre des points simples

de f.



COURBES PLANES ALGEBRIQUES. 553

852. Classe. — On nomme classe d’une courbe f le
nombre v des tangentes qu’on peut lui mener par un point
arbitraire (', 5", 3').

Soit (x,y, 5) le point de contact d’une de ces tangentes;
on aura

(16) Sf(z,y,5) =o0;

et la tangente en ce point passant par (z', y'. 3')
: .9

(17) .z"bl +y —'If—i-zdf o.

Les deux courbes (16) et (17), de degrés netn-—1, se
coupent en n(n — 1) points. On a donc, en général,

v=n(n—1).

Toutefois, si la courbe f a des points multiples, leurs
coordonnées satisferont identiquement aux deux équations
ci-dessus, quels que soient z', ', z/. La droite qui joint un
de ces points multiples au point arbitraire (#/, )/, 3’), bien
que coupant la courbe en deux points coincidents, n’est
pourtant pas une tangente au sens propre de ce mot. On
devra donc, dans l’évaluation de la classe, supprimer ces
solutions étrangéres.

883. Coordonnées tangentielles. — L’équation générale
d’une droite est de la forme

uxr + v_y+wz:o.

Les coefficients u, ¢, w (ou plutdt leurs rapports) se nom-
ment les coordonnées tangentielles de la droite.

Les diverses droites qui passent par un point (a, b, ¢)
satisfont a I’équation

ua + vb + we = o,

qu’on peut considérer comme représentant ce point.
Plus généralement, les droites qui satisfont & une équa-



554 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V.

tion homogeéne et de degré v en u, v, w
F(u,v,w)=0

enveloppent une courbe, dont nous dirons que I’équation
précédente est V'équation tangentielle.

Cette courbe sera de classe v, car, si 'on veut déter-
miner celles de ses tangentes qui passent par ua point arbi-
traire (a, b, c), il faudra associer les deux équations

F(u,v,w)=o0, ua + vb +wec =o.

Tirant de la seconde équation la valeur de I'une des incon-
nues u, ¢, w, pour la substituer dans la premiére, on aura
une équation de degré v pour déterminer le rapport des
deux autres.

Deux courbes F =o0, ® =0, des classes i et v, auront
pv tangentes communes, dont les coordonnées seront défi-
nies par les équations F = o0, ® ==o.

534. On peut distinguer des tangentes simples ou mul-
tiples, par des considérations calquées sur celles qui nous
ont servi a 'étude des points multiples.

Soient, en effet, F(u,¢,w)=o0 I'équation tangentielle
d’une courbe de classe v; («,¢,w) l'une de ses tangentes.
Son intersection avec une autre droite arbitraire (a, b, ¢)
sera représentée par I'équation

| u a
v ¢ b|=o0
w w ¢

ou par le systéme équivalent

u' = ut + as, v' = ot + bs, w' = wt + cs.

s .
Les valeurs de ; pour les tangentes menées de ce point a
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la courbe sont données par I’équation
p q

o =F(ut + as, vt + bs, wt + cs)

—n ne oF  OF JF
=t"F(u,v,w)+t ’s(ao—u-r-ba‘-)--r—cm;)-;—....

Si %‘, gl:, g% ne sont pas nuls & la fois, on n’aura, en
général, qu’une racine nulle; une seule des tangentes me-
nées par le point considéré coincidera donc avec (u, ¢, w).
Toutefois, si la droite (a, b, c) passe par le point de con-
tact ?—E; ‘-’—I-“’ @
du’ d¢” ow

au moins coincideront avec (u, v, w).
. 0F OF gF

Si —5 55 —
du’ dv’ dw
d’ordre << m s’annulent, on aura toujours m racines nulles,
et nous dirons que (u, v, w) est une tangente multiple
d’ordre m. Le nombre des racines nulles s’élévera d’ailleurs

au-dessus de m si a, b, ¢ satisfont & I'équation

) de la tangente (, v, w), deux tangentes

et, en général, toutes les dérivées de F

9 .9 d\m.
(ao—l‘-}-bw—:-ch‘}) F —o,

laquelle se décomposera en un produit de m facteurs
linéaires, dont chacun représente un point de contact.

555. Il est aisé de passer de I'équation d’une courbe en
coordonnées ponctuelles 4 son équation en coordonnées tan-
gentielles, et réciproquement.

Soient, en effet, (u, ¢, w) les coefficients de la tangente en
un point (z, y, z) de la courbe f(z, y, 5) = o. Cette droite
passant par les deux points (z,y, 3) et (z+dz, y+dy, 5+d3),
on aura

ux +vy+wy=o, uvdzr +vdy +wds=o,
d’ou

u:v:wiiyds—zdy.:sdr—zxds:zdy —ydz.
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Mais on a d’autre part

of of o _ .
xdz+y?y+zm_nf_o,
of af of ,
t—ﬁdx-i—dydy-o- f)T-.dz_o’
d’ou
af adf . d
a—‘ﬁ:a§:d—‘i::ydz—zdy:zdx—zdz:xd_y_ydx,
Donc
wiviw L U

"0z " dy "’ 03
Eliminant z, y, z entre ces équations et I'équation £ = o,
on aura I’équation tangentielle cherchée

F(u,v,w)=o0.

Réciproquement, soient (z, y, ) les coordonnées du point
de contact de la tangente (u, v, w) avec son enveloppe F —o.
On aura

ux+vy+wz=o0, xdu+ydv+szdw=o,
d’ot
ziy.ziivdw—wdv:wdu—udw:ude—vdu.

Mais, d’autre part,

u()_l_“ vdF oF
du + d_v+wd_w

gl-?—du+£dv+?£dw:o,

—=vF —o,

du dav ow
d’ou
3—l:~ : %‘:—g{; vrodw —wdy i wdu —udw udv — vdu.
Donc

... OF OF OF
Yt out dv " ow
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Eliminant u, ¢, w entre ces équations et F = o, on retom-
bera sur I'équation ponctuelle f(z, y, 2) = o.

556. Un polynéme homogeéne et de degré n
S(z, ¥, 3) = Zaapy x“yﬂz?

contient un terme en z”, deux termes en "', ..., n 41
termes indépendants de z, soit, en tout,
I+2+...+(n+1)= W-—I)z(n-'-—a—)termes.

On peut donc assujettir ses coefficients a satisfaire a
(n+1)(n+2)
e e
détermineront leurs rapports. Le polyndme sera ainsi déter-
miné 3 un facteur constant prés. Toutefois si le déterminant
des équations de condition est nul, il restera plusieurs coef-
ficients indéterminés.

On obtient une relation de I’espéce considérée en assujet-
tissant la courbe f=o a passer par un point donné
(%4, 1, 51). Pour exprimer que le point est multiple

. . m(m-+1
d’ordre m, on devrait écrire m(m+1)

— 1 relations linéaires et homogenes, qui

conditions de méme

nature, exprimant que les dérivées partielles d’ordre m —1
de f s’annulent toutes en ce point.

Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, car f et ses dé-
rivées partielles d’ordre moindre s’annuleront aussi. Soit,
en effet, I I'une quelconque des dérivées d’ordre m — 2; on
aura, d’aprés le théoréme des fonctions homogeénes,

dl dl 7).
(n—m—f-a)lzx,-d?:: +y,5-‘-+z,d—zl=o,

puisque les dérivées d’ordre m —1 qui figurent dans le
second membre sont toutes nulles, par hypothése.

Les dérivées d’ordre m — 2 étant toutes nulles, celles
d’ordre m — 3 le seront aussi, et ainsi de suite, jusqu’a f.

¢
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Nous obtenons donc la proposition suivante :

On peut toujours déterminer, et en général d’une seule

(n+1)(n+2) .
2

maniére,une courbed’ordre n passant par 1

points donnés.
Cet énoncé subsistera, si l’on remplace la condition de
m(m-+1 . / .
passer par —(—2——2 points donnés par celle d’avoir un

point multiple d’ordre m donné de position.

. . . (41

Si le nombre des points donnés était (—_*-—)2(—"_'-—2) —a
seulement, les coefficients seraient déterminés en fonction
linéaire de deux d’entre eux, ¢, ¢,, qui resteraient arbitraires,
et I'équation de la courbe cherchée serait de la forme

cM + ¢, M=o,

M, M, étant des polyndmes déterminés, d’ordre n. En fai-
sant varier le rapport % on obtiendra un faisceau de courbes,

passant toutes par les points donnés; mais elles passeront
aussi par les autres points d’intersection de M avec M,.

On voit ainsi qu'd chaque systéme de (n—-i_l)z(n—_’-i) —2
points pris arbitrairement dans le plan, est associé un
autre systéme de n* — Q—_-'_—l—)g(n——_‘—_—n;) -i- 2 points tels que
toute courbe d’ordre n qui passe par les premiers points

passe aussi par les autres.

557. Les considérations qui précédent permettent d’ob-
tenir aisément une limite supérieure du nombre des points
multiples que peut présenter une courbe donnée d’ordre n,
Sf=o.

Supposons d’abord que le polynéme f ne soit pas décom-
posable en un produit de facteurs rationnels. Soient p,, p,, ...
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les points multiples, u,, y.z, ... leurs ordres de multiplicité :

Pi(w

chacun des nombres - ) sera au moins égala 1.

La somme Eﬂﬁi——l_) » étendue a tous les points mul-
(n 1) (n—13)

tiples, ne pourra surpasser —

Supposons, en effet, qu’elle surpasse ce nombre.
Parmi les points multiples, choisissons-en un certain
nombre p,, ..., px en nombre strictement nécessaire pour

que la somme \
S :2 _*’ﬂ*.’_‘;__,.'.).
1

(n—1)(n—12)
—

soit plus grande que
Deux cas seront a distinguer ici :

n n+l)
1° Si S§; % ( —1, on pourra déterminer une courbe %

d’ordre n —1 admettant les points py, ..., px comme points

multiples d’ordre g, —1, ..., px—1, et passant en outre

n . - _
par n :-—'—) — 1 — S; points choisis arbitrairement sur f:

n—+1
car cet ensemble de conditions donne bien les La—)

relations linéaires et homogénes auxquelles on peut assu-
jettir les coefficients de o. -

Cherchons le nombre N des points d’intersection de f et
de ».

Ainsi que nous le démontrerons plus tard, un point com-
mun & deux courbes, et dont les degrés de multiplicité sur
ces deux courbes sont respectivement pu et v, compte en gé-
néral pour pv intersections. Le nombre des intersections
correspondantes aux points multiples sera donc

k

Ep.‘(p‘— l) = QS‘-.

1



560 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V.
On-aura donc

n(n—+1)

N Sa2S,+ —1— S,

-;Sk_._.n(_n_i—L)_],
>(n—n(n—2)+n(n+n

2 2

—I1>n(n—1).

Ce résultat est absurde, car deux courbes de degré n et n — 1
ne peuvent avoir plus de n(n — 1) points communs si elles
n'ont pas de partie commune, ce qui n’est pas le cas, la
courbe f étant indécomposable, par hypothése.

n(n+1)

2° Supposons, au contraire, Sy > 2

1. Soit p le

plus grand entier tel que I'on ait encore

A—

E‘Pt(w—l) LPrle—=n_rr+y
2 2 < 2

1

On pourra déterminer une courbe ¢ de degré n — 1 admet-
tant les points p,, ..., px_,, px avec des ordres de multi-
plicité py—1, ..., ps_y—1, p. Le nombre N de ses points
d’intersection avec f sera au moins égal &

k—1

2 (i — 1) + ppy,
1
et, comme pxSp + 1 et que, d’autre part,

k—1
2 pi(pi—1) + (p+1)p
2 2
1

est par hypothése > n(nT-F') --1, on aura

N>2['—‘(—n—2ﬂ—)-—-l]>n(n—l).

La conséquence sera la méme que dans le premier cas.
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Enfin, si f est un produit de facteurs f,, fa, ..., les points
multiples de f seront évidemment : 1° ceux des courbes /i,
Ja2, ... considérées isolément; 2° leurs points d’intersection
deux A deux. Les uns et les autres sont en nombre limité (si
nous excluons le cas odi f admettrait un facteur multiple).

II. — Cycles.

558. Un cycle ayant pour origine le point (X,, Y,) est
généralement défini par deux équations de la forme

() X=Xo+2t+22+..., Y=Y+ B¢+ Byt?+...,
ou, en coordonnées homogénes, par les proportions
ziyvisuXgtot+.. Y B+,

ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions
par un méme facteur de la forme 3,4+ ¢ ¢+ ca£2+..., 0l 3,
n’est pas nul, par des relations de la forme

(2) xiy:siiT i Ty Ty,
ou
T\ =x,+at +at*+...
Ty=yo+ byt + byt*+ ...,
T’: 30+C't -+ c,t’-i—....

50 n’étant pas nul.

Un cycle dont I'origine serait a I'infini serait représenté
par des relations analogues, ol 5, serait nul, mais z, ou y,
différent de zéro.

Réciproquement, un systéme de relations tel que (2) dé-
finit un cycle, car, en supposant, pour fixer les idées, z,2 o,
Xz% et Yz% seront développables suivant les puis-
sances entiéres et positives de ¢.

559. Nous supposerons que le paramétre ¢ correspond
uniformément aux points du cycle. S'il en est-ainsi, et si la
J.—-1L 36
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tangente au-cycle est une droite
Y —Y,=a(X—X,),
non paralléle 4 I'axe des Y, on pourra, en posant
t=hu+dhurt+...,

déterminer les coefficients A de telle sorte que les équations
du cycle prennent la forme canonique

3) X=X,+ u, Y=Y)+au" +apu"+...,
r, ro, ... étant une suite d’entiers croissants sans autre divi-
seur commun que ['unité.

Dans le cas exceptionnel ou X — X, = o serait tangente,
on aurait une forme canonique analogue

X=Xo+ aqyu"o+..., Y=Yy + w".
Pour une valeur donnée de X —X,, les équations (3)
fourniront r valeurs 14, Ny, -.., 1r_s d&¢ Y, donnée par les
1
formules suivantes, ot (X — X,)" désigne I'une quelconque

2T
des racines riém* de X — X,, et 8 I'exponentielle ¢ ~

\no =Yo+ a(X — X;) + ao(X — Xo)" + & (X — X)" 4. ...

(G D ;. ............... )
"'m.: Yo+ a(X — Xo) + a,07m (X — Xo)" + @, 67m (X — Xo)F'-r

........................................................

Le cycle pourra d'ailleurs étre exprimé, sans I'intervention
d’un paramétre, par ’équation

(5) P(X, Y)=(Y—n5)...(Y —n,_y) =o,

dont le premier membre est un polynéme en Y, ayant pour
coefficients des séries de puissances enliéres et positives de
X —X,.

560. Revenons i la forme générale (2) des équations du
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cycle. Les paramétres des points d’intersection d’une droite
MZ+Ay+Mhz=o0

avec le cycle sont donnés par I'équation
(6) AT+ 24, Ty+ A Ty=o.

Si la droite passe par le point (zo, ¥, 5,) origine du
cycle, on aura

)‘11‘°+ )\’y°+ )\3502 o,

et si a,, b, ¢, est la premiére colonne de coefficients qui ne
soient pas proportionnels a z,, yo, %o, le premier membre
de (6) sera de la forme

(Map+ 230+ he )t +....

L’équation aura donc r racines nulles, qui se changeraient
d’ailleurs en racines infiniment petites pour une autre droite,
infiniment voisine de la précédente, mais ne passant pas par
I'origine du cycle. La droite et le cycle doivent donc étre
considérés comme ayant r points d’intersection concentrés
a Porigine.

Ce nombre sera accru si I'on a encore

Map+ b+ Ac,= o,

auquel cas I'équation de la droite sera

zr z, a,
Y Yo b, |=o0.
z 3 ¢

Cette droite sera donc la tangente au cycle, ct I'on aura
.A|T| -+ )\,Tg'*‘ A3T3= (A‘ar...p"}‘ )’br.‘.p -+ )\‘Cr.‘.p) [ 2 2 S ,

Grypy Uripy Cryp tant la premiére colonne de coefficients telle
que I'on ait

Zy ar drp

Yo b brp |Zo.

So Cr Crsp
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Le'nombre des intersections de la tangente avec le cycle
au point (Z,, Yo, 50) sera donc r + p.

Les nombres r et p se nomment 'ordre et la classe du
cycle. ' '

Un cycle dont les équations ont été mises sous la forme
canonique (3) a évidemment pour ordre r, pour classe ro —r,
et pour tangente la droite Y — Y, =a (X — X,).

561. Soient ¢ et C deux cycles ayant méme origine. Pro-
posons-nous de déterminer le nombre de leurs intersections
confondues avec l'origine.

Comme il est évident qu'une transformation homogra-
phique change un cycle en un autre cycle, il est permis d’ad-
mettre que le triangle de référence ait été choisi de telle
sorte que l'origine commune des cycles ne soit pas sur la
droite 3 =0, et que le point x = z = o ne soit pas sur les
tangentes aux cycles. La droite X =X, (ou z = X, ) ne
sera donc pas tangente aux cycles, et 'on pourra donner aux
équations de ¢ la forme canonique (3). Ses branches 7,, .
nr_s seront fournies par les formules (4), et le cycle sera re-
présenté, aprés Délimination du paramétre, par I’équa-
tion (5). Quant au cycle C, on pourra mettre ses équations
sous une forme analogue

X=Xo+ e, Y=Y, +AR+A,Foq .,

et il aura R branches H,, H,, ....
Les valeurs de ¢ correspondantes aux points d’intersection
des deux cycles seront données par I’équation

P(Xo4+ R, Yo+ AR+ Aot ) =o.

Le nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient cn
racines infiniment petites pour un autre cycle

P(X,Y)+ePi(X,Y)=0

infiniment voisin de ¢ et ne passant plus par I'origine X, Y,]



COURBES PLANES ALGEBRIQUES. 565

sera égal a 'ordre O du premier membre par rapport a I'in-
finiment petit ¢.
Or, si I'on remplace, dans cette expression, ¢ par

M

e"—(X—Xo) ,

Eb

auquel cas elle se réduira &

P(x’ Hm)r

il est clair que son ordre en X — X, sera devenu l(% Donc O

est égal 4 R fois 'ordre par rapport 4 X — X, de la quantité
P(X,Hn) = (Hu—mo)...(Hp—n,—y)

ou a l'ordre du produit

m=R—1

II P v =[] Ha—mn).
m=0 m,n

Si les cycles c et C n’ont pas méme tangente, a et A seront
différents, et, chacune des différences H,,— 4, étant de la
forme (A —a) (X —X;) +..., l'ordre O du produit sera
égal au nombre Rr des facteurs qui le composent.

Mais cet ordre s’élévera si les cycles ont méme tangente,
car 'ordre de chacun des facteurs sera > 1. Pour 'obtenir,
dans ce cas, il suffira d’évaluer I'ordre du produit

(Ho—mo)...(Ho—7,—y)
et de le multiplier par R.
862. Soit, pour fixer les idées,
f0= Yo+ a(X — Xo) 4+ a0 (X —Xo)7 +. ..,

celui des développements n,, 1y, ... qui a, au début, le plus
grand nombre de termes communs avec H,. Supposons que
la coincidence se maintienne jusqu’au terme

2 %
(7) ap(X—Xo)r = Ap(X = X))R,
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les deux termes suivants différant soit par I'exposant, soit
au moins par le coefficient. La différence H,— 7, sera de

I'ordre {,  désignant le plus petit des deux nombres ’;'?’
RM' .
R

Ceux des développements Nm qui coincident avec 74 jus-
qu’au terme (7) inclusivement, donnent également des diffé-
rences Hy — 7, d’ordre /. Il est aisé d’en trouver le nombre.
En effet, m doit étre tel que 'on ait

0mr—1r, omr — i, vy mrp—1,

d’ou

mr,=o, mri=o, cey mry=o0 modr

ou
md=o0 modr,

d désignant le plus grand commun diviseur de rq, ..., ry.
Cette congruence admet 3y solutions, 3, étant le plus grand
commun diviseur de r et de d, ou, ce qui revient au méme,
der,roy ..., ry.

Considérons, en second lieu, les développements 7,, qui

r
coincident avec 7, jusqu’au terme a)_ (X — X, )% inclusi-
vement, mais s'en séparent au terme suivant, A étant l’un
quelconque des nombres 1, 2, ..., p.

Il existe, d’aprés ce qu’on vient de voir, ,_; développe-
ments N, ol la coincidence a lieu jusqu'a ce terme; mais
on doit en exclure 3) pour lesquels la coincidence subsiste-
rait pour le terme suivant; il en reste donc 3,_, — &, pour

chacun desquels Hy — 0, est d’ordre % .

Enfin il existera r — 3, développements pour lesquels la
séparation a lieu immédiatement aprés le premier terme

a(X —X,) et pour chacun d’eux, Hy— 0, sera d’ordre ;‘9
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Nous obtenons ainsi la formule suivante
' ¢
“ r ~ -, l'l -
O=R[(r—a)2+ ¥ =22 + 3,1
1

863. Les mémes considérations donnent la solution du
probléme suivant :

Trouver 'ordre Q par rapport ¢ X — X, du produit

O(Mp—Na)

étendu aux diverses branches vy, ..., n,_y d’un méme
cycle c.

Les deux différences %m — % €t Nmyk — Tinyk, ne différant
que par le changement de X — X, en 8#(X — X,,), seront du
méme ordre; Q sera donc égal a r fois ’ordre du produit

(o= 1) (To—2). . . (Tio— Nr—1)-
Or, parmi les différences ci-dessus, il en existe, comme on

~ . r ~
I'a v, r — 8, qui sont d’ordre -2, et généralement Si— O

qui sont d’ordre —';—‘ On aura donc
Q=(r—28))ro+ &=y — &)
2

Cette suite s'arrétera d’ailleurs d’elle-méme au bout d’un
certain nombre de termes, car les entiers r, ro, ry, ry, ...
ayant pour plus grand commun diviseur I'unité, les entiers &
finiront par devenir tous égaux a I'unité.

On peut d’ailleurs remarquer que, les seuls parmi les expo-
sants 7o, I'y, ... qui figurent effectivement dans celte somme,
sont ceux qui ne sont pas divisibles par le plus grand commun
diviseur des précédents et de r (car, pour les autres,
S-1=2). On leur donne le nom d’ezposants caracté-
ristiques.
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864 (Soit encore C un cycle ayant pour équations
ziy:5:0T:Ty: Ty

et pour origine le point (2o, ¥, 3)- Soil, d’autre part,
S(z, y, 3)= o une courbe algébrique. Les intersections de
la courbe et du cycle seront données par I'équation

f(Tn Th Tl) =0,

etle nombre de celles qui sont concentrées au point (24, ¥o, 5¢)
sera égal au nombre des racines nulles de cette équation,
c’est-d-dire a I'ordre de f(T,, T;, Ts) par rapport & infini-
ment petit ¢. Ce nombre N se nomme l'ordre de f(z, y, 3)
par rapport & C; il sera nul, si la courbe ne passe pas par le
point (o, ¥o, 30). Dans le cas contraire, cherchons a le dé-
terminer. )

Soient ¢y, ¢y, ... ceux des cycles de f qui ont leur origine
en (g, ¥y, 30). Nous pouvons évidemment admetire que ce
point n'est pas sur la droite s = o, et que le pointz = 3 =o
n'est pas sur les tangentes aux cycles ¢, ¢z, ... et C. Les
cycles ¢, ca, ... pourront étre représentés par des équations
de la forme

Py(X,Y)=o0, PyX,Y)=o0, ...,
et 'on aura
Sz, y,3)=3"f(X,Y, ) =z*"MP (X, Y)Py(X, Y)...,

M étant une série de puissances de X et de Y qui ne s’an-
nule plus & origine du cycle.

L'ordre de z et celui de M par rapport & C étant évidem-
ment nuls, 'ordre de f sera égal 4 la somme Q des ordres O,,
O,, ... des cycles ¢y, ¢y, ... par rapport & C. Nous avons
indiqué le moyen de les calculer (561-562). En particulier,
si aucun de ces cycles n’a méme tangente que C, ces nombres
seront égaux a Rry, Rry, ..., R, ry, ry, ... étant les ordres
respectifs des cycles C, ¢,, ¢; .... Leur somme sera
R(ri+ ra+...)=Rm, m étant l'ordre de multiplicité du
point (g, ¥, 3,) sur la courbe f.
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5635. Soient enfin deux courbes algébriques f(z, ¥, 3)=o
et F(z,y,3)=o0 se coupant en un point (z,, ), 3)-
Soient ¢, ¢,, ... ceux des cycles de f, et C,, C,, ... ceux
des cycles de F qui ont ce point pour origine. Le nombre
des intersections de favec F en ce point est évidemment la
somme des nombres Q,, Q,, ... de ses intersections avec les
cycles Cy, Cy, ..., c'est-a-dire la somme des ordres de f par
rapport a ces cycles. En la décomposant en éléments plus
simples, il sera égal & 2,304, Oag désignant le nombre
des intersections du cycle C, avec le cycle cg. Si ces cycles
n’ont pas de tangente commune, Oqg sera égal au produit
de leurs ordres Ry, rg. Le nombre' total des intersections
sera donc, dans ce cas,

ERqrg=:RyErg=Mm,

M et m éiant les ordres de multiplicité respectifs du point
(2o, ¥o, 50) sur les deux courbes. '

566. Appliquons les principes qui précédent a la recherche
de I'abaissement produit dans la classe d’une courbe f par
la présence d’'un point multiple A. Nous aurons & évaluer
I'ordre de multiplicité de A comme intersection de fet de la

polaire
I
ds

?:1%-&-33—;-}-7 = o,
ou z, B, ¢ sont des arbitraires.

Supposons encore : 1° que A ne soit pas sur la droite
3 =o0; 2° que les tangentes & fen A ne passent pas par le
sommet £ = 5 = o. Les coordonnées (X,, Y,) du point A
auront des valeurs finies, et les cycles ¢y, ¢3, ... de f qui
ont leur origine en ce point, n’ayant pas X — X, pour tan-
gente, leurs diverses branches auront des développements

de la forme

(8)  m=Yo+a(X—Xy)+ a(X —Xg)" +....
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Posons maintenant

.

uly

=X, L=v, fXY,1n=FX,Y).
On aura )

f(x, y,5)=35"F(X, Y)
et, en dérivant, ‘

f _ w98 O L OF
oz~ X’ 9y~ T oY

df._. =n—t F =n—2 oF d_F
3; =13 F—z3n .7:3)—(+_ydy>.
Substituant dans ¢ et mettant z7~* en facteur commun,
il viendra
o(x, 5, 3)=35"'19(X,Y),
ou

JF JoF
(X, Y)= (s —1X) 55 + (B —1Y) 57 + ynF.

Il faut trouver la somme des ordres de ¢ par rapport aux
cycles ¢y, ¢y, .... Orces ordres sont nuls pour le facteur 7,
la droite 2 = o ne passant pas par 'origine du cycle. Quant
au second facteur, cette somme sera égale, ainsi que nous
'avons vu, & 'ordre en X — X, du produit

(X, o) (X, 7).,

ol 7o, My, ... sont les diverses branches des cycles c,,
Cay ¢«
On a d’ailleurs

F(X, Y)=M(Y —%) (Y —my)...,

M étant un facteur qui ne s’annule plus pour X —=X,,
Y = Y,. On en déduit, pour Y = 3,, par exemple,

oF d
F=o, E'i:—Mo("m“"m)(")o'—"h)---d%q:

F
"d,—Y =Mo("lo—"h)("lo'—"h) ceey



COURBES PLANES ALGEBRIQUES. 57!

M, ne s’annulant pas pour X = X,. En substituant ces va-
leurs dans I'expression de ®, il viendra

; I,
(X, 70)= [(‘rx —a) i,—; + 8 —Y"‘.o] Mo (ro— 1) (o—Tia).-- -

Or le facteur entre parenthéses est de degré zéro, car, d'a-
prés la forme (8) du développement de 7, ni cette expres-
sion, ni sa dérivée ne contiennent de puissances négatives de
X — X, et le coefficient du terme de degré zéro, contenant
I'arbitraire 8, ne s’annule pas en général; M, est aussi de
degré zéro. L'ordre de ®(X, n,) est donc celui du produit
(o—"m1) (no—72). ... Raisonnant de méme sur chacun
des autres facteurs ®(X, 7,), ..., on trouve que I'ordre de
multiplicité cherché est celui du produit des différences
i — Nk

Considérons celles de ces différences ol n; appartient a
un cycle cq et 7,4 & un autre cycle cg. L'ordre Oqg de leur
produit a été déterminé plus haut. Celles ou n; appartient a
cp et nx 4 cq donneront encore un produit d’ordre Oqg. Enfin
celles de ces différences ol n; et n; appartiennent 4 un méme
cycle ¢, ont un produit dont 'ordre Q4 a été également dé-
terminé.

Le degré de multiplicité cherché sera donc

2354 8023+ £¢Qq-

Dans le cas particulier ou tous les cycles sont d’ordre 1,
et ou leurs tangentes sont distinctes, les Qq seront nuls et
les Oqg égaux a l'unité. L’expression ci-dessus deviendra
donc m(m —1), m désignant le nombre des cycles ou le
degré de multiplicité du point considéré.

567. La somme des ordres d’'un polynéme homogéne
?(x, y, 5) de degré m par rapport a tous les cycles d’une
courbe de degré n est évidemment égale & mn, nombre total
des intersections des courbes f et o.

L’ordre du quotient de deux polynémes étant la différence
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de leurs ordres, le théoréme s’étend immédiatement au cas
ol ¢ est une fraction rationnelle homogéne.

En particulier, une fonction ¢ rationnelle en X, Y, étant
rationnelle et homogéne de degré zéro en z, y, 3, la somme
de ses ordres sera nulle.

Enfin ce résultat s’étend encore au cas ou ¢ contiendrait,

dy d*yY . v
outre X, Y, les dérivées IX’ Zx3’ 5 can en dérivant I'é-
quation f(X, Y, 1)= o0, on obtient pour Z—)Y(, --+ des expres-

sions rationnelles en X, Y.

7

568. Ce résuliat, appliqué a la dérivée Z;\,
duire i la détermination précise du nombre des inflexions
d’une courbe donnée f.

Les coordonnées z, y, 3, dans les équauons d’un cycle,

étant exprimées au moyen d’'une variable auxiliaire ¢, nous

» va nous con-

devons tout d'abord exprimer Z—:}: en fonction des dérivées

x', 3, 5', &, 3", 7', prises par rapport i ¢.
On a tout d’abord

Y XY —YX
-V E—

dXt — ]
pllls
~ ! -l ” 4 pr— r
X — TS ST — XI5 Sr —.r3s
X==, X=2Z__"", X'= — a3 ,
~2 ~2 -3
-l » ! -arl ” ’ .-
Y:‘Z, YI:“'}’_."', Y — sy' —¥x: _gsl‘v—“"
3 -2 - ;1 :3
et, en substituant,
day 33D

dax: — (3’ — as')?

D désignant le déterminant

L8

x
Y

<

3]

-~
~
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Calculons-la’somme des ordres de cette expression.

Pour le facteur 33, cette somme est 3n, n désignant le
degré de /.

Soit, d’autre part, ¢ un cycle de f d’ordre r et de classe p.
On pourra, 4 cause de la symétrie de D par rapport aux coor-
données, admettre que ses équations sont réductibles a la
forme canonique

(9) xiyvisuXe+t Yyt alt"+agte+. .00,

Les seconds membres, substitués dans D, donneront un ré-

sultat de la forme

'ordre de D par rapport a ¢ sera donc 27 + p — 3.

5689. Cherchons enfin 'ordre de (52’ — z3')*. On a, pour
le cycle c,
yi' =5y m—art'' ...,
sa' — xs' = rer-t,

' —ya' = (aX,— Yo)rer-1--. ...

La plus haute puissance de ¢ qui entre en facteur commun
dans ces trois quantités sera ¢"~*. La symétrie du systéme dc
ces expressions par rapport aux coordonnées montre que ce
résultat subsiste pour tout cycle de f. Car ceux qui ne sont
pas réductibles a la forme canonique (9) le seraient a une
forme analogue ou les variables seraient seulement permu-
tées. On a donc, quel que soit le cycle considéré

yi—=sy' =170, sr'—ad=1718), xy'—yr'=1-18,,

8,, 6,, 6, élant des séries de puissances de ¢, dont I'une au
moins n’est pas privée de terme constant; et l'ordre de
3x' — x5’ sera égal & r — 1 + w,, w, désignant 'ordre de 6,.

L’ordre de —,_DT-,); par rapport a ¢ sera donc

(3

2r+p—3 =3(r—1+uwy)) =p—r—3uw,.

.
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La somme des ordres de fx, par rapport a tous les cycles

de f étant nulle, on aura

(10) 0=3n+Z(p—r)—3Zuw,,

les sommations étant étendues a tous ces cycles.

B70. Il reste 4 déterminer la somme Zw,. Pour cela, con-
sidérons la courbe 9, polaire réciproque de f, dont chaque
point (u, v, w) est lié au point (z, y, 5) par les relations

L OF O .
oz’ dv 9z

Sur chaque cycle ¢ de la courbe f, gf zf 3; seront propor-

u:v.w

tionnels A y3' — 32, 52' — z3', xy’ — yz' et, par suite, a 8,,
8,, 8,. Au cycle ¢ correspondra donc sur ¢ le cycle y défini

par les équations
ULy iw:.0,:0,:0,

et wyreprésente le nombre des intersections de ce cycle avec
la droite v=o0. La somme Zw,est donc égale aunombre total
des intersections de ¢ et de ®, soit au degré de cette derniére
courbe ou enfin 3 la classe v de f.
Nous aurons donc, en remplagant Zw, par sa valeur dans
I'équation (10),
o=3n+x(p—r)—3v

ou, en décomposant la somme Z(p —r) en deux autres,
I'une ¥’ relative aux cycles des points multiples, I'autre ¥’
relative 4 ceux des points simples, et remarquant que, pour
ces derniers, r =1

(11) (p—1)=3(v—n)—Z2'(p—r).

Or, pour un point simple, p représente évidemment 1’ordre
de contact de la courbe avec sa tangente ; les points d’inflexion
sont ceux ou cet ordre est > 1. Si donc nous convenons de
considérer ceux ol ce contact est d’ordre . 4+ 1 comme re-
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présentant [ inflexions confondues, la somme ¥'(p — 1) ne
sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombre
sera donné par la formule (11).

III. — Transformations birationnelles du plan.

571. Les transformations homographiques sont un cas
particulier de transformations plus générales, étudiées par
M. Cremona, et dont nous allons dire quelques mots.

Considérons les courbes d’'ordre r assujetties a avoir a,
points simples, a; points doubles, ..., enfin a, points mul-
tiples d’ordre m, donnés de position, et dits points fonda-
mentauz, les entiers a,, ..., a, satisfaisant aux deux équa-
tions de condition

ik(k—x—l)ak: (n+1)(n+2) _

2 2

1
Ek’ak: nt—iu.
1

La sujétion d’avoir un point n donné de multiplicité &

3,

_s’exprimant par w équations linéaires et homogenes

par rapport aux coefficients, les courbes cherchées contien-
n(n—+1) _ n(n-+1) —3

2 2
arbitraires, dont elles dépendent linéairement. Leur équa-
tion sera donc de la forme

cafit+ e fst+ e fi=o,
JSis f2, fa étant trois courbes particuli¢res du réseau. Nous
admettrons que les polyndmes f,, f2, fs n'aient pas de fac-
teur commun.
Posons

dront encore ] =3 coefficients

SHi_fo_Ss
xl - yl
z', y', 3’ désignant des indéterminées.
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Lespolyndmes_fi, f:, f> étant d’ordre n, les deux courbes
SH_ ) S _ S

Ty Ay
sc couperont en n? points; mais un seul de cés points variera
avec x', y', z'. En effet, soit p I'un des a4 points fondamen-
- taux d’ordre k. Etant multiple d’ordre k sur chacune des
deux courbes, il représente &* intersections. Le nombre des

intersections fixes de position sera doncEk’ak ou n?—.
Soit (z, y, 3) le dernier point d’intersection, variable avec
o x y . .
Z', y', 5'; ses coordonnées -, = ‘s’exprimeront rationnelle-
2 5 3
ment ¢n =;, < par des fractions qu’on peut réduire au méme
~ -~

dénominateur; on aura, par suite,
Ty 351920 Pas

91, P2, Pa étant des polyndmes homogenes en z', y/, 5’ et de
méme degré.
Nous obtenons ainsi une liaison birationnelle

iyt i it s
Ty ISio el ¢y

qui, & chaque point (z, y, 3), fait correspondre un autre
point (', 5, 3'), et réciproquement.

572. Ily a une exception pour les points fondamentaux;
car f, f2, fs s’y annulant, les rapports de z’, )’, 5’ ne sont
pas déterminés. A 'un de ces points correspond une courbe,
dite fondamentale, de la maniére suivante :

Considérons un point

z =a-h, y=>b+k, s=c,

infiniment voisin du point fondamental (a, b, ¢). Soit i 'ordre
de multiplicité de celui-ci : fi, f3, fs et lears dérivées par-
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tielles, jusqu'a I'ordre {— 1 inclusivement, s’y annuleront;
on aura donc

Jd a\!
filz, y 3)= l.2§..i(h-d_a- +ka—b> Sir

et de méme pour f,, f3. Si donc &, k tendent vers zéro, de
A
telle sorte que leurs rapports tendent vers un nombre fixe - 5

les quantités 2/, 3, 5/, proportionnelles a f,, f,, fs, le de-
viendront & la llmlte a

d a\! /] d\! 9 d\}
<)~%+P~W)> Ju ()‘—d;_*-y”d_b) Ju <ld—a+}l%>,fa-

Le point (z', y/, ') ainsi obtenu dépendra du rapport )-l:; '
En faisant varier celui-ci, il décrira la courbe fondamen-
tale. Cette courbe est d'ordre &, car elle coupe une droite
ax'+ 3y'+ys'=o0 en { points, dont les paramétres ‘_);.
sont définis par I'équation de degré ¢

dJ a9\
a(lﬁ + p%) Si+...—o.
Chaque point de la courbe fondamentale correspond,

comme on le voit, au point (a, b, ¢), et 4 une direction par-
ticuliére issue de ce point.

Aux points (./, ¥/, 3'), communs aux trois courbes ¢, = o,
92==0, p3= 0, correspondront de méme une infinité de
points (z, y, 5) formant une courbe.

573. Un cycle G, défini par les équations
TIVISU Lot at+. . iy +bit 4+ st
aura pour transform? un cycle C’ de la forme
iy id T Ty Ty,
ou
Ti=fi(ro+at+..., Yo+ bt +..., 504+ t+...)
= £1(Zoy Yoy 30) + Ayt +...

..........................

37
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Le cycle,(’ aura pour origine le point transformé de
(Z0) Y0» %0), & moins que ce dernier point ne soit fonda-
mental.

Dans ce cas, fi, f3, f3 s’annulant en ce point, les fonc-
tions T,, T;, Ty contiendront, en facteur commun, une
puissance de ¢, qu’on devra supprimer pour avoir les vérita-
bles équations du cycle C'.

874. Nous allons faire quelques applications de cette
théorie.

Supposons d’abord que fi, fa, f;5 soient des fonctions du
premier degré : il n’y aura pas de point fondamental, et la
transformation

iy idner+By+yside+Pfy+yYsia'c+ B y+vs
sera homographique.
Un cycle C, ayant pour équations
ziyisi Xe+t 1Yo+ att+a 4. 11,
aura pour transformé le cycle C', défini par les équations
iy 13Ty i Ty Ty,
ol
Ti=aXe+8 Yo +y +(2+Ba)'+Bayto+. ..,

To=2' Xo+ B Yo+ v + (2 + Ba) e+ Plagere+. . .,
T,=2"Xo+ B" Yo+ ¢+ (¢"+ B'a) "+ BTagtro 4. .

Ce cycle sera d’ordre r, comme C, et sa tangente
z aXy+B Yo+y a+fa
Y@ Xg+ Yoty o+ Pfa =0
5 X4+ 8"Y,+y" o+ p'a
sera la transformée de la tangente a C.

Substituons, en effet, a z', y', 5’ les quantités proportion-
velles az + By + vz, dxz+fy+ys, Yz 3"y + 3.
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Le déterminant ainsi obtenu sera le produit du déterminant

« B v
al pl YI ,
a' ﬁl . Y”

qui n'est pas nul, par le déterminant

z X, 1 l
y Yo a |,
5 1 o

qui n’est autre que le premier membre de I'équation de la
tangente a C.

11 résulte de la qu’a tout point p d’'une courbe d’ol par-
tent un certain nombre de cycles G, C,, ... dordres r, ry, ...
correspond, dans la transformée, un point p’ d'ou partent
autant de cycles, également d’ordres r, ry, .... De plus, si
les tangentes a quelques-uns des premiers cycles coincident,
il en sera de méme pour les cycles transformés.

La classe de C' est aussi égale & r,— r, comme celle de C;
car le déterminant

|2 Xo+8Yy+y a2+Ba Ba e B v
; 2’ X, -~ 8 Y, - _{r 2 4 pla pr a, | = a, o pr yl
I d”xo—i—ﬁ”Yo-l— _{/r 2’4 3"11 prao : o p/r er

n’est pas nul.

873. Nous allons enfin établir que C’ a les mémes expo-
sants caractéristiques que C.

Soicnt, en effet, s=r, I'un de ces derniers; 3 le plus
grand commun diviseur de r, ro, ..., ry_y. Si nous met-
tons & part dans la suite at” + @ot"™> + ... les termes dont
I'exposant est divisible par 3, on pourra la mettre sous la
forme

at’ + agto+. .. apta ...
— A A A
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A, & étant égaux A a, ay et les autres coefficients A,, A,, ...
pouvant étre nuls, en tout ou en partie.
Le cycle C', transformé de C, a pour équations
iy i3 nT Ty T,
ol
Ty=x,+Ber+ By 4. ..+ her+.. .,

Ty=y, +Ctr+Ctr+¥4 .. 20 ...,
Ty=3, +Der kD D+,
en posant, pour abréger,
zo=2aX, +B8Y, +7,
Yo=2Xe+ FYo+ 7,
s =2"Xo+ 3"Yo + 7',
B=2+8A, C=++3A D =12"+3"A,
B, =BA,, Ci=pA, D, =3"A,y,

Le déterminant

z, B 1 Xo+BYo+y1 2+3A B 2 3 4
Yo C e|=4X+3Y+y o +3A fdl=|x § v
i D ® Xo+ Y, +y" 2"+ 3"A BTA 2 3"y

sera d’ailleurs 2 o, car - = a,, n’est pas nul.
En outre, I'un au moins des nombres z,, y,. 5, n’est
pas nul. Soit, par exemple, 3, 2 0. Posons

! ! ’ g
x y x y .
! ’ 0 ' Jo -
Z=x, L=v, Z=x, Yo—y,
0 ~0

u
t
0

et cherchons a développer les expressions X' — X;, Y/ — Y,
suivant les puissances croissautes de ¢.
Posons, pour abréger,

Ly +Ber 4+ Byrtd . = M,
e +...= M,
sy +Der D+ 4 =N,

WL +... =N
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On aura
W w MaM X, M oz, MN—MN
! _—— 0 - .
N=X= N "z =N 3z TNN+N)
M x, M3y — Nz,
Le développement de o+ — P est de la
forme

E¢r+E;¢er+3 + ...,

oti le premier coefficient E est égal a

Bs, — Dz,
~1 :
~o

. M'N — MN’
3 — T dela forme
Celui de N(NEN) est dela form
Cer+...,

ou

. s — P

{: 03” 0.

0
On a donc
X=X, =Etr + Eer+d .+ Ct ...

On trouvera de méme

Y —Y,=F¢ +Fer+vd - Fes+ ..,

ou

._ Cs, — Dy, - 23,— @y,

F F = ,

-'2 ~'2

) [}

Le déterminant
xz, B
. 1
Ef—CF=— |y, C ©
‘ls D ®

est d’ailleurs 2 o.

Ainsi, dans les développements de X' — X et de Y' — Y,
s est le plus petit exposant non divisible par 8, et le déter-
minant EF — ¢F n’est pas nul.

Nous allons voir que ces conditions sont suffisantes pour
que s soit un exposant caractéristique pour le cycle C'.
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En effet, 'un au moins des coefficients E, F, par exemple
E, n’est pas nul. Posons, pour ramener les équations du
cycle 4 la forme canonique

Etr+...+Ct54...=0",

¢ élant un nouveau paramétre; et faisons

. 1
t=E "re.
L’équation précédente deviendra aprés division par ¢~
_r+8
or + E,E 7~ ¢dord . 2 _,

s
+ CE 7(s-res 4. ..

Dans le développement de 0 tiré de cette équation, mettons
en évidence les termes dont I'exposant est divisible par 3:
on pourra écrire

0=1+G %+ Gt'® 4. .- Geo 4. ..

et, m étant un entier quelconque, on en déduira un dévelop-
pement de la forme

07" =1+ H %+ Uy t'B . ..+ mGe'o+. ...

Substituons ces valeurs de § et de ses puissances dans I'équa-
tion précédente, nous en déduirons les valeurs de = et de G.
En effet, le premier terme du développement de

~
r+4-n

o+ E,E- 7 ¢B0r+d 4,

dont I'exposant ne soit pas divisible par 8 sera r¢¢'s. Dans
celui de

s
- CE e,

s
le premier terme de ce genre sera CE 777, Ces deux termes
devant se détruire, on aura

e—=s—r, rg‘:-—CE_’-'.
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On aura donc, pour ¢, une expression de la forme

1
t=E T¢[14+G 8 +...+ G +...],

ol G est défini comme ci-dessus.

Substituons cette valeur dans I’expression de Y — Y. Le
premier terme d’exposant non divisible par 3 dans le déve-
loppement de

Ftr 4+ F er+d |,

sera

s
FE-t¢rrGee-r=—FCE ' 7o,

s
Dans celui de $¢6+. .., ce sera JE "¢,
Ces deux termes réunis donneront un terme en ¢'*, dont
le coefficient

E'F(FE—F&)=>5

sera différent de zéro.
On aura donc avec le paramétre ¢, pour X' — X et
Y' — Y, des expressions de la forme

X'—X, =¢tr,
Y — Y, =T 1,08 304

Donc s sera un exposant caractéristique pour le cycle C'.
Comme on peut d’ailleurs revenir de C' & C par une sub-

stitution homographique, on voit que, réciproquement, tout

exposant caractéristique de C' le sera aussi pour C.

576. Passons 4 'examen des transformations dites gqua-
dratiques, ou f,, f,, f5 sont des courbes du second degré.
On aura trois points fondamentaux. Soient A=o0, B=o,
C = o les équations des droites qui les joignent deux a deux;
Ji» fa, fs seront des fonctions linéaires des produits AB,
BC, CA.
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Soit
J1=2,BC+8,CA + y,AB,
f1=a,BC + §,CA + v1,AB,
fs = a,BC + B,CA + 1;AB.

La transformation considérée
iy S fiifilSs

résulte évidemment de la composition des trois transforma-
tions suivantes :

E:m:7::A:B:C,

&I:"‘I: ':ZHCICE :Ern
2y s e By oy Vil B+ a8 L 28+ B 1, T

dont la premiére et la derniére sont homographiques; quant
a la seconde, c’est une transformation quadratique particu-
liére, que nous allons étudier.

B877. Remplacons, pourrevenir aux notations habituelles.
ptagous, p
£ & &, 0, par z, 5, 5, ', ¥, 3'; nous aurons

x' iy nysisaixy.
On en déduit sans peine

ziyisiy'sis'aixly.
La relation entre les deux séries de variables est donc réci-
proque.
Les points fondamentaux sont les sommets du triangle de
référence. A chacun d’eux correspond, comme ligne fonda-
mentale, le c6té opposé du triangle. Supposons, en effet, que

!

—_—

!

Y et z lendent vers zéro, leur rapport tendant vers A
18

5
)" d . | Le li .
= tendront l‘espectlvement vers o et i" € lLieu des pomts

-~

.. . A
limites pour les diverses valeurs de m sera donc la droite

x =o.
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Un cycle C ayant pour équations
ziyisuXo+ Yo+ at"+agto+... 01
aura pour transformé le cycle C’ défini par les équations
z' iy 5T Ty Ty,
ou
T, =Y, +at" +agt™+...,
T, =X, + ¢,
T, =(Xo + ") (Yo +atr+...)
=X, Y, + (Yo +aXy)tr +at? +. ..+ a Xt +....
Réciproquement C sera le transformé de C'.

578. Pour la discussion que nous allons faire, nous distin-
guerons cinq sortes de cycles :

1° Cycles C dont Uorigine n’est pas sur le triangle de
référence. — On a, dans ce cas, X,20, Yo20. Le cycle
transformé C/, ayant son origine au point (Y,, X,, X,Y,),
qui n’est pas sur le triangle, sera de la méme sorte. 1l est
aussi d’ordre r, et a pour tangente la droite

z Y, a g

o=1]y X, ' =aXjx'— Yy +(Y,—aX,)s'
2 XY, Y,+aX,
2® Cycles C dont Uorigine est sur un cété du triangle

(x = o par exemple), mais r’ont pas ce cété pour tan-
gente. — On a dans ce cas

X,=o, Y,Zo,

et le transformé C' aura pour équations canoniques

—z—i = L =,
x T,
T
% = 'IT: =¥¢[Y,+at"+ a,to+...]"

1
= e T S
[}

Y. Y
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IV'a''‘pour’ origine'le point j’' = z'=o0, et pour langente la
droite z'=7Y,)’, qui n’est pas un cété du triangle. Son
ordre est r; sa classe est également », si aZ o, ro, si a=o;
mais, en aucun cas, elle ne sera moindre que r.

Enfin, si r, est un exposant caractéristique de C, c’est-
a-dire tel qu'il ne soit pas divisible par le plus grand commun
diviseur & de r, FoyTiy+ey Tu_y, le premier terme du dévelop-

pement de = dont I'exposant n’est pas divisible par ¢ sera

— Y—t’u‘", aforuon, ru—+r ne sera pas divisible par le
[
plus grand commun diviseur des exposants précédents; ce

sera donc un exposant caractéristique poar C'.

3° Cycles C dont Uorigine est sur un cété du triangle
(¥ = o par exemple) qui leur est tangent. — On a, dans
ce cas,

Yoza:.O, ono,
Ti=a,the+...,
Ty =X+ ¢,

Ty= (X, + ") (agtro+...).

L'origine de C' est au sommet z'— s'—=o0. Une droite
5'—Ax'=o passant par ce sommet coupera le cycle aux
points définis par I’équation

(Xo+t"—A)(aptho+...) = o,

laquelle a r, racines nulles et en acquiert ro+ r si A =X,.
L’ordre du cycle est donc r,, sa classe r est moindre que son
ordre, et il a pour tangente la droite 5’ — X2’ = o, quin’est
pas un c6té du triangle.

4° Cycles C dont Uorigine est & un sommet (x = y =o)
du triangle, les cétés n’étant pas tangents. — Clest le
cas ot Xg=Y,=0, aZo. Les polyndmes T,, T,, T, de-
viennent, aprés suppression du facteur commun ¢7,
Ti= a +aythvr"+...,.
Ty=1,
T,=atr + ayth +.
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L'origine du cycle €/ sera au point (a, 1, 0) sur le cdté
5'=o0 du triangle, et deux cas seront & distinguer suivant
que la classe r,— r du cycle C sera au moins égale a son
ordre r, ou moindre que r.

Dans le premier cas, C' sera d’ordre r et aura pour tan-
gente la droite

x a a,
o= |y 1 o |=axr'—aty'—ays, si ro—r=r,
s o
ou la droite
‘1 x' a o \
o=,y 1 o =ax'—a'y, si ro—r>r.
s’ o a l

Ces droites ne sont pas des cdtés du triangle : C' sera donc
de I'espéce 2.

Remarquons encore que, si r, est un exposant caractéris-
tique de C, r,— r sera un exposant caractéristique de C'.
Carr, ry, ..., ry_, ayant un plus grand commun diviseur o
qui ne divise pas ry, le premier exposant non divisible par g,
dans les développements de T, — a et T, sera rp,—r.

En outre, les coefficients de ¢"«~" dans ces développements
seront respectivement @y, 0 et ne sont pas proportionnels &
ceux des termes de moindre degré en ¢, qui sont

ay, a, si ro—r=r,
0o, a, sl ro—r>r.
Donc 7y — r sera un exposant caractéristique (575).
Passons au second cas, ot ry— 7 << r. L’ordre de C' sera

ro— r, moindre que I'ordre de C, et la tangente sera le coté
5'=o0 du triangle : C' sera donc de 'espéce 3.

5° Cycles C dont Uorigine est en un sommet (x =y = o)
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el'aydnttn 6té'(y'= o) pour tangente. — Clest le casoi
Xo,=Y,=a =o. Le cycle C’ aura son origine au sommel
#'= 3= 0; son ordre sera ro— r et z’= o0 sa langente. Il
sera donc lui aussi de I'espéce 5.

379. De ce qui précéde résulte la possibilité de changer
une courbe quelconque k, par une suite de transformations
quadratiques, en une autre courbe n'ayant que des cycles da
premier ordre, et dont les tangentes aux points maultiples
soient toutes distinctes.

Soit, en effet, p un point de la courbe, qui soit l'origine
de cycles d’ordre supérieur 4 1. Considérons un triangle
£=o0, 1=0, {=o0, dont le sommet (§ =0, 7 =o0) soit
en p, les autres sommets n’étant pas sur &, et dont les cdtés
ne passent par aucun autre point multiple de k et ne soient
pas tangents a cette courbe. On peut, par une substitu-
tion homographique, transformer respectivement les droites ]
E=o0,7,=0,{=o0enx=0,y=0,3=0.

Les cycles de la courbe &,, transformée de &, auront res-
pectivement les mémes ordres et les mémes coincidences
d’origine et de tangente que ceux dont ils sont transformés,
et A aura avec les cOtés x = 0, ) = 0, 5 = 0 les mémes re-
lations que k avec £ =o,7,=o0,{=o0.

Effectuons maintenant sur &, la transformation quadra-
lique particuli¢re que nous venons d’étudier. Un point ¢
de k, non situé sur les c61és du triangle sera transformé en
un autre point ot passent le méme nombre de cycles, du
méme ordre, et avec les mémes coincidences entre leurs tan-
gentes. 1l n’y a donc rien de changé de ce cdté.

Considérons en second lieu les cycles dont l'origine est
sur un des cOtés du triangle, sur £ = o par exemple. Ils sont
par hypothese du premier ordre et, leurs origines étant diffé-
rentes, les quantités Y,, ... correspondant a ces divers
cycles sont distinctes. Enfin, ils ne sont pas tangents i
z = o; leur ordre ne sera donc pas altéré par la transforma-
tion; leurs transformés seront du premier ordre; ils ont tous

o
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leur origine en ¥ = 0, 5 = 0, mais leurs tangentes

— Yy +3'=o0, ...
sont distinctes.
On introduit ainsi un nouveau point multiple, mais a
cycles d’ordre 1 et a tangentes séparées.
Passons enfin aux cycles C dont I'origine est au sommet
x =y = o; chacun d’eux est transformé en un cycle ayant
son origine sur 3 = o; ceux dont les tangentes sont distinctes
auront d’ailleurs des transformés d’origine distincte. Si la
classe ry— r du cycle C est moindre que son ordre r,
celui-ci sera abaissé par la transformation. Dans le cas con-
traire, I'ordre se maintiendra; mais une autre simplification
se produit : les exposants caractéristiques du cycle sont tous
diminués de r par la transformation, ainsi que nous I’avons vu.

580. En soumettant la courbe £, transformée de k,, & des
opérations analogues, on pourra donc, sans accroitre I'ordre
d’aucun des cycles, ni introduire aucune nouvelle coinci-
dence simullanée d’origine et de tangente, abaisser progres-
sivement les exposants caractéristiques du cycle choisi, jus-
qu’au moment ou, ceux-ci ne pouvant décroitre indéfiniment,
I'abaissement portera sur l'ordre du cycle. Poursuivant en-
core, on finira par rendre celui-ci égal & 'unité.

On choisira ensuite un des cycles restants, pour le réduire
de méme, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on n’ait plus que
des cycles d’ordre 1.

581. A ce moment, on pourra encore avoir des cycles
ayant 4 la fois méme origine et méme tangente; mais la con-
tinuation des opérations fera disparaitre ces coincidences.

" Soit, en effet, C un cycle d’ordre 1, dont l'origine soit en
Z =y = o0 el qui ne soit pas tangent d z =o0 ni & y = o.
Ses équations seront

X =¢, Y-t +catP+cey 34l

ou
Y=, X4+, X235,



590 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V.,

Un autre ¢ycle D-d’ordre 1 et de méme origine aura pour
équation
Y =d, X +dyX2+. . ..
Ils auront méme tangente si d, =c,, et, en général, un
contact d’ordre m, si

(1) di=c¢,, cey dm=Cmn, dyp112 Cmas-

Si C et D ont un contact d'ordre m, les transformés par_
la substitution quadratique que nous considérons auront
encore méme origine, mais un contact d'ordre m — 1 seule-
ment.

On a, en cffet, pour le transformé de C,

z'iy s n T Ty T,
Ti=c¢ +cal+..., T,=1, Ty=cyt 4+ cot?-+. ..,

/

. x '
d’ou, en posant > =X/,

Y
X=c+ct+..., Z=cit+cylt+....
Résolvons la derniére équation par rapport a ¢; il viendra
(=02 0L,
et 'on déterminera les coefficients A en substituant celte
valeur dans I’équation
Z —=cit +cyl*+. ..,
et identifiant les deux membres. Les p premiéres équations,
qui déterminent X, ..., Ay, ne contiennent que les w coeffi-
cients ¢y, . ., ¢u; My ..., Ay en dépendront donc exclusive-
ment.

Substituant la valeur de ¢ dans l'expression de X/, il
viendra

NX=c+AZ 4. . .+ A, L (A Cp AL

les coefficients A, ..., Ay ne dépendant que de ¢y, ..., ca.
Si I'on opérait de méme sur le transformé de D, on obtien-
drait pour X' un développement analogue coincidant avecle

P
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précédent en vertu des relations (1) jusqu’aux termes d’ordre
m — 1, mais différant par le terme d’ordre m.

On pourra donc abaisser progressivement |'ordre des con-
tacts entre les cycles jusqu'a les faire disparaitre totalement.

582. Démontrons encore le théoréme suivant :

Toute transformation de Cremona résulte de la com-
position de transformations quadratiques.

Soit S une semblable transformation, définie par les rela-
tions
'y s S S
ou fi, fa, fs sont des fonctions d’ordre n en z, y, 3.
Considérons trois points quelconques p=(«,', "),
Pr=G0,8) P =(1,7,Y') non en ligne droite, et com-
posons la transformation S avec la transformation homogra-
phique
(2) ziy:isiiaf+Bn+yliaE+fn+yCia"E+ B0+
La transformation résultante sera
Z'y s i n el

ot o, = fi(ak+ Bn+7v%, ..., ...), ... sont de degré n en
E)"b L.

Composons cette nouvelle transformation avec la suivante
(3) 3R SIS RS 4 53 % 18

La résultante S, sera

TEliy i b,

$s =0 (T, {8, ), ... étant de degré 2n en §, 0, .

Le degré de cette transformation s’abaissera toutefois si
I'un des points !, p” est un point fondamental de la

po PPy P p

transformation S.

Supposons, par exemple, que p soit un point de muli-

plicité ¢, commun aux courbes f;, f,, f3; son correspondant
. ) . .
n = §{ = o sera multiple d’ordre i sur les courbes o, ¢,, ¢s.



592 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE V.

Donc''tous Tes'termes de ¢, 3, 9, seront de degré au moins
égal & ¢ par rapport & m, {. Donc tous les termes de ¢,, ¢,
s seront divisibles par £". 1ls serent de méme divisibles
par 27, {7 si p', p" sont fondamentaux et de multiplicité
¢, U". Aprés suppression de ces facteurs communs, le degré
de ces fonctions ne sera plusque an — i — ¢ — ¢".

On déduit de la relation (2)

E:n:fitAB:C,
A, B, C étant linéaires en z, y, 3, puis de la relation (3)
(4) Ein' ¥ iinlit8iin it BC:CAAB.

La transformation S résulte donc de la composition de S,
avec la transformation quadratique (4).

Le théoréme sera donc établi si nous montrons qu'il existe,
dans toute transformation S, trois points fondamentaux non
en ligne droite et dont les ordres de multiplicité ¢, 7, 7,
aient une somme > n. Car la démonstration du théoréme
pour S sera ramenée 3 sa démonstration pour S, qui est
une transformation de degré moindre.

583. Or, soit 24 le nombre des points fondamentaux de
multiplicité £; on a, comme nous l'avons vu, les relations

(3) Zk(k,:—l)’k: (n+|)§n+2) _3,

(6) Ek’z,, =n*—1,

dont la combinaison donne la suivante

(7) Ska,—=3n—3.

Drailleurs, la somme des multiplicités de deux points fon-
damentaux quelconques ne peut surpasser n; autrement,
les courbes f,, f3, fs coupant en plus de n points la droite
A =o quiles joint, f,, f3, f3 contiendraient A en facteur
commun, contrairement & notre hypothése. Mais, si n > 1,
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onan<<3n—3.Donc il ya au moins trois points fonda-
mentaux.

Soient p, p', p’ les trois points fondamentaux dont les
ordres de multiplicité sont les plus élevés; soient i, i/, &' ces
ordres et supposons {5 ¢ 5 . Les équations (6) et (7) pour-
ront s’écrire, en mettant ces termes en évidence,

Sk'ap-—=nt—1— 02— — ",

Shag=3n—3—i—10—1",

les nouvelles sommes étant restreintes aux autres points
fondamentaux.
On déduit de ces relations

i —— " "3n—3—i(— 10— )
- 2k(k - iﬂ)“kios
car k — &' est toujours S o.
Donc n ne peut surpasser la plus grande racine de I'équa-

tion
et —2 -0 " 3x -3 —i—¥—1i"),

laquelle est égale a

3 "2 , ..
—2—+ QT+i’—4—l"+l-—31’-—!”-—1'!’”.

La quantité sous le radical peut s’écrire
AL .. )
(l + i — ;) + 20" — 2l — 3" +1.

e ey . . . "\2
Mais {57 3"S 1. Elle est donc moindre que (l + i — ;)
etl'on a

N

3i .o, 0 sy
n<7+t+z—;<t+l+t.

Enfin les trois points p, p/, p" ne sont pas en ligne droite;
car s’ils étaient sur une méme droite'A = o, celle-ci coupant
les courbes f,, f3, /3 en plus de n points, f,, f2, fs auraient
le facteur commun A.

J.—-L 38
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IV. — Transformations birationnelles d'une courbe.

584. Posons, comme nous I'avons déja fait,
(1) iy fiifil Sy
Juy fa, [ étant des polyndmes homogénes d’'un méme degré [

en z, ¥, 2, et sans facteur commun.
Supposons z, y, z assujettis a la relation

(2) F(z, y,3)=o.

[’élimination de z, y, z entre les équations précédentes
donnera une équation

(3) F'(z', y',5')=o,

exprimant la relation qui doit avoir lieu entre les rapports
z': y': 3’ pour qu'il existe un systéme de valeurs des rap-
ports z : y ¢ z pour lequel les équations (1) et (2) soient sa-
tisfaites simultanément.

Le plus habituellement, cette solution commune sera
unique (sauf, peut-étre, pour certaines valeurs particuliéres
des rapports x': »’: 3'). On sait, dans ce cas, qu’elle sera
donnée par des équations de la forme

.l’, '.yl .,Y .’L" y/
=“(?’?>' z =R'<7’ )
R, R, étant des fractions rationnelles qu'on peut supposer
réduites au méme dénominateur.

Chassant les dénominateurs, ces équations pourront se
mettre sous la forme

(4) ziyisufiiitfe
Sy Sfar [y étant des polyndémes homogénes et d’un méme
degré ' en 2', /', 5'.

A chaque point z, ¥, z de la courbe F correspond donc
un point &/, ', 3’ de la courbe F’ et réciproquement, les

uly
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points correspondants étant liés par les deux systémes de
relations (1) et (4).

Ces deux systémes ne seraient pas équivalents pour des
valeurs quelconques de z, y, 3, 2/, »/, 5 [2 moins que la
transformation (1) ne fit une transformation de Cremona];
mais ils le sont, et cela nous suffit, pour celles de ces valeurs
qui satisfont aux équations (2) et (3).

Nous dirons que les équations (1) et (4) établissent une
correspondance uniforme, ou birationnelle, entre les
courbes F et F'.

585. A un cycle Cde F
z:y:3: T :Ty: T,
correspondra un cycle C' de F’
2y s Ty Ty T,
T,, T,, T, représentant les fonctions
fI(Tl, T!’ TS)’ f!(Tl) T!’ T')’ f'(Tl’ Tl’ TS)’

débarrassées toutefois, s'il y a lieu, de la puissance de ¢
qu’elles pourraient contenir toutes Lrois en facteur commun.
Les points de C', correspondant uniformément & ceux de C,
correspondront uniformément, comme ceux-ci, aux valeurs
du parameétre ¢.

Si C est d’ordre r et a pour origine le point (xo, ¥o, Zo),
on aura

Ti=xy+at'+..., T,:]’o-t-bt"-i-..., Ty=3,+ ct"+
et, par suite,

d ] '
Si(T, Ty, Ty) =f,(xo,y.,,:;.,)+(a d_f::, Wf’ +c d{°> tr+ ...,
Le cycle C’ aura donc, en général, pour origine le point
correspondant & (Zo, ¥, 3,), €t son ordre sera r.
Toutefois, cet ordre s’élévera si

Ji(Zo; Y0y 50)s  Sa(Zos Yos 30), Sz, Yos 30)»
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sans étre nuls simultanément, sont proportionnels

a.%. _*_bf)f_’ +c% [
0z, 9y ds,

Enfin, si ces trois quantités s’annulent a la fois, auquel
cas les équations (1) cessent de définir les rapports 2’ :y’: 7,
on aura a supprimer la puissance de ¢ qui figure en facteur
commun dans f,(T,, Tz, T;), .... Le cycle C' aura pour
origine un point (z,, ¥, 5;), que nous considérerons comme
le correspondant de (z,, ¥, 3,)-

Enfin, si le point (z,, ¥4, 30), 00 f1, f2, fs s’annulent, est
'origine de plusieurs cycles C, C,, ... de F, ils auront pour
correspondants des cycles C', C,, ..., ayant pour origines
des points (zy, ¥4, 20), (%4, You» 504)s ---; €t le point
(%) o) 50) correspondra & I'un ou a P'autre de ces points,
suivant qu’on le considére comme limite de points situés
sur G, ou sur G, ....

11 peut donc exister sur F des points ayant plusieurs cor-
respondants sur F’. Mais ces points devront étre multiples
sur F, et situés sur f,, f3, f3; leur nombre est donc limité.

Réciproquement, un point multiple de F’, situé sur f],
JSu» [y, aurait plusieurs correspondants sur F.

586. L’existence d’un élément invariant par toute trans-
formation birationnelle peut s’établir comme il suit :

Les deux courbes F et F' étant supposées liées par la rela-
tion (1), posons

s x/_____‘E::fl(x’y'z):__fl(xxys')_
3 filz, y,5)  fi(X,X,0)

x=§, Y—

YA

Cela posé,
L N

aX —ox T oY &X

étant une fonction de X, Y et d—Y, la somme de ses ordres

ax
par rapport a ¢, pour tous les cycles de F, est nulle.

e 3
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La somme des ordres de la fonction Z—’f, pour la

!

courbe F, est donc égale a la somme correspondante, % ’
pour la courbe F'.

L’existence de cet invariant étant établie son expression
est aisée A trouver. On a, en effet,
dx ds
X
de — 32

Or nous avons vu (569-870) que la somme des ordres du nu-
mérateur est égale 3 (r —1+4 w3) = v + B(r —1); celle des
ordres du dénominateur sera 2n. L’invariant cherché sera
donc

v+ E(r—i1)—2n.
Posons
v+ E(r—i1)—an—ap—a.

Le nouvel invariant p ainsi défini se nomme le genre de
la courbe F. C’est un nombre entier, qui ne peut étre néga-
tif si F est indécomposable.

En effet, toute courbe F pouvant étre changée, par des
transformations quadratiques qui n'altérent pas le genre, en
une courbe F’' n’ayant que des cycles simples & tangentes
séparées, il suffit d’établir la proposition pour cette derniére.
Dans ce cas, Z(r — 1) est nul et, ax désignant le nombre des
points de multiplicité &, on a

v=n(n—1)— Zagk(k—1)
et, par suite,

— (n—1)(n—2) _Yakk(k—l)'

2 dd 2

14
nombre évidemment entier et qui n’est pas négatif (557).

587. Soit F une courbe indécbmposable, d’ordre n,
n’ayant que des cycles simples & tangentes séparées. Si I'on
suppose le triangle de référence choisi de telle sorte que le

l 4
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sommet)z| =05/=0 ne soit pas sur la courbe, celle-ci aura
une équation de la forme

F=AY*» + A, Y t+...+Ap,—o0,

A étant une constante différente de zéro, et A,, ..., A, des
polyndmes en X, de degrés 1, ..., n respectivement.
Si nous posons, pour abréger,

Vak k(k—1) =d,
pav 2

le genre p de F sera donné (numéro précédent) par la for-
mule
(o nln=—2)
p:= 2 d.
Soit
f=8Y"4+B,Ym14 .. =0

une aatre courbe d’ordre m. Proposons-nous de déterminer
ses coefficients de telle sorte que, parmi ses mn points d'in-
tersection avec F, il y en ait le plus grand nombre possible
qui occupent des positions choisies d’avance. Voyons d’abord
de combien d’indéterminées nous pouvons disposer pour
cela.

Effectuons la division de f par F; il viendra

S=QF +R,

Q et R étant deux polyndmes entiers, dont le dernier est de
degré m en X, Y, mais de degré n — 1 seulement en Y. Or
il est clair que les points d’'intersection de favec F sont les
mémes que ceux de R avec F. Nous pouvons donc nous
borner & considérer parmi les courbes d’ordre m celles dont
I’équation ne contient Y qu’au degré n —1.

Supposons d’abord m > n — 3. L'équation de la courbe f
contiendra SL_;—')—'—l termes de degré Zn — 2, plus n termes

de chacun des degrés n —1, n, ..., m. Le nombre total de
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ces termes sera donc

(m—n+2)n+(n—_;'—)—l mn—p—d+1,

et 'on pourra déterminer les rapports des coefficients de
maniére & faire passer f par mn — p — d points fixés d’a-
vance; il restera donc p + d points d'intersection dont on
ne pourra disposer.

SimZn — 3, le nombre des termes de f sera

(mA4-1)(m + 2),
2 bl

et celui des points d’intersection dont on ne pourra disposer
sera

ma— (DD

En particulier, pour m = n — 3, ce nombre se réduira a
n(n_3)_ ('ILQ("__IZ)'—Fl:p-i—d—I.

588. Les nombres précédents peuvent étre diminués si
'on fait passer f par les points multiples de F.
Supposons, en eﬂ'et. yu’on remplace pour f 'obligation

de passer par —— G pomts fixes de F par celle d’avoir un

point de mulupllcué { 4 un endroit ot F a elle-méme un
point de multiplicité k. Le nombre de conditions sera le
méme ; mais le nombre des points d’intersection dont la po-
.. o —

sition est fixée par la.ne sera plus (—;i'—) » mais tk. Le ré-
sultat le plus avantageux s’obtiendra donc en donnant 4 { la

valeur £ —1, qui donne & ik — —— ii+n

k(k-—-1)
—

Si donc m est assez grand pour que le nombre des coeffi-
cients dont on dispose permette de donner a f un point mul-

sa valeur maximum
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tiple dlordre k=1 partout ou F a un point multiple d’ordre &
(auquel cas nous dirons que f est une courbe adjointe deF),
le nombre des points d'intersection dont on ne peut disposer

sera diminué de la quantité Eakﬁ:—l) =d. Il se réduira
donc:

1° A p, si m>n--3;

2° Ap-—1, si m=n—3.

589. La condition d'étre adjointe donnant d relations li-
néaires et homogénes entre les coefficients de f, il existera
toujours des adjointes si m >n—3. Il en existera égale
ment pour m =n — 3, si p > o (d'ou n>2). Le nombrep
des coefficients qui restent arbitraires dans l'adjointe la plus
générale de degré m (ou, ce qui revient au méme, le nombre
des adjointes linéairement distinctes de degré m) sera donné
par les formules suivantes :

1° Sim>n—3,

(n—1)n

u=(m—n-+2a)n+ d

=(m —n--2)n+p—+n—1.

2" Sim=n—3,

e,

Le nombre p ainsi calculé devrait étre augmenté si les d
équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les adjointes
n’étaient pas distinctes. Il nous faut donc démontrer que ce
cas ne peut se présenter.

590. Nous nous appuierons, a cet effet, sur le lemme sui-
vant, cas particulier d’un théoréme célebre d’Abel, que nous
démontrerons dans le Calcul intégral.

Soit 9(X, Y, ¢y, c3, ...) = 0 une courbe algébrique quel-
conque contenant dans son équation des paramétres c,,
€2, ... et coupant la courbe F(X, Y)=o0 aux points
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(X4, Y OLGY(X-Y ), .... Si nous changeons ¢y, c., ...
enc,+dc,, ca+dc,, ..., nous obtiendrons une autre courbe
infiniment voisine, coupant F aux points

(X;+dX,, Y+ dY,), ...,

dX,, dY,, ... étant donnés par les formules suivantes :

OF OF o
d_xid‘\i‘i'd_Y‘in_O’

id Al Jde _
()xidX["i'd_YidY[-{——dTl({C.-f-.‘._o.

Cela posé, soit /(X, Y) une quelconque des adjointes de
degré n — 3 de la courbe F'; on aura
f(xl') Yl) '- —
i IF (X, Y)) dX;=o.
! JdYy;

591. Cette proposition étant admise, supposons que pour
un certain degré m= n — 3 le nombre des coefficients indé-
terminés qui restent dans 'adjointe soit > w. En assujettis-
sant I'adjointe & passer par g — 1 points ¢, = (X, Y,), ...,
ay_ = (Xyu .1, Yu_) choisis a volonté sur F, elle contiendra
encore plus d’un coefficient indéterminé; on aura donc tout
un faisceau d’adjointes passant par ces points. Soit C l'une
d’elles; elle coupera encore F en v autres points

a‘,_z(xy,, Yp.), oo Ayiv—1)

le nombre v étant < pr; car nous avons va qu’il est égal a p,
sim>n—3,ap—i1sim=n—3.

Cela posé, par les u — 1 points @y, -+., @uyv_1, O peut
faire passer un faisceau d’adjointes, ayant pour équation

générale
C|?1+ c’?"“"- <. =0,

et C sera I'une des courbes de ce faisceau. On aura donc
pour des valeurs convenables assignées aux paramétres c,,

Cay -
C=cy9,+Cyps+...=o0.
J.— L 38.
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Changeons-cy, ¢y ... en ¢, +dcy, ca+ dcy, ..., on aura
une autre courbe C’, coupant F, comme C, aux points mul-
tiples et aux points fixes @y, .., @uv_s €L, €D Outre, en
des points

a,=(X,+dX,, Y,+dY,), ..., a=(X,+dX,, Y,+dY,)

Or on sait qu'il existe au moins p adjointes linéairement
distinctes, fi, ..., fpde degré n — 3. Appliquant a v d’entre
elles le théoréme d’Abel, on aura v équations

i=v
./k(xh Yi)

&y IF(X; Y))
=UTTaY

dX, =o, k=1,2,...,v.

Ces équations, en nombre égal & celui des quantités d\;
ne pourraient étre salisfaites qu’en supposant que les d\;
sont tous nuls ou que le déterminant des coefficients est
nul.

592. La premiére hypothése doit étre écartée. En effet.
les courbes C et C' coupant F aux mémes points, il en serail
de méme de la courbe

(5) C"=dc 3, +dcypy +...720,

quels que soient les rapports de de,, dca, . ... En les déter-
minant convenablement, on pourrait faire passer cette courbe
par un nouveau point de F. Les courbes C" et F auraient
ainsi plus de points communs que n’en comporte leur degré,
et devraient avoir une partie commune; et comme F est
indécomposable, on devrait avoir

C"=Fy¢,
¢ étant un polyndme entier. Ce résultat est absurde, C” étant

de degré moindre que F par rapport a la variable Y.

393. La seconde hypothése ne peut étre vérifiée en général,
mais seulement pour certaines positions particuliéres des
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pointsiay <Ginasy qu'on sera libre d’éviter, puisqu’ils font
partie de la suite des points a,, ..., @,_i, qu’on peut choisir
arbitrairement sur F. Tout d'abord, si ces points sont pris &

. . F . . . .
distance finie, g? y restera fini. Le déterminant qui doit
s'annuler deviendra, aprés la suppression des dénominateurs

JF(X,, Y .
XY .. qui figurent en facteur commun,

oY,
SilX, Y, o fAulX YY)
......... 7 ey ceereeeey | =O
f‘l(thl)r LN fv(XV)YV)

Cette expression développée peut se mettre sous la forme
M fiXe, Y) + M fi (X, Yy) +... =0,

M,, M,, ... étant indépendants de X,, Y,. Pour que cette
équation ait lieu pour une position arbitraire du point
(Xy, Yy) sur F, il faudra que son premier membre soit
divisible par F(X,,Y,), et comme il est de degré moindre
que F, il devra étre identiquement nul. D’ailleurs les fonc-
tions fy, fa, ... sont linéairement distinctes; donc il faut
que les mineurs M,, M,, ... soient tous nuls.

Dr’ailleurs, I'un quelconque de ces mineurs, tel que M,,
peut étre mis sous la forme

Nafa(Xy, Yg) +...+ Ny £y (X, Yy),

et ne pourra s’annuler, pour toute position du point (X,, Y,)
sur F, que si les mineurs du second ordre Ny, ..., N, sont
nuls. Continuant ainsi, on voil que le déterminant ne peut
s’annuler pour toutes les positions possibles de (X,,Y,), ...,
(Xy=1, Yy_y) que sile point (X,,Y,) est commun & Fet &
loutes les adjointes £, ..., £i.

594. Nous aurons en particulier, pour m=n— 2,
p +n—1 adjointes linéairement distinctes, rencontrant
chacune F en 2p + n — 2 points, outre les points multiples.
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Celles de ces adjointes qui passent par p + n — 3 points
fixes' @\"= (X|}'¥4), ..., @pya_s formeront, en général, un
faisceau a deux coefficients.

Chacune des courbes de ce faisceau coupera F aux points
@y, ...y @pyn_s €t en p + 1 autres points. Si n > 3, ces der-
niers points seront toujours différents pour deux courbes
différentes du faisceau si les points fixes @, ..., @pia_s
(dont le nombre est au moins égal & p +1) n’ont pas des
positions particuliéres.

Supposons, en effet, que 'un des p + 1 derniers points
d'intersection fit nécessairement le méme pour deux des
courbes du faisceau et, par suite, pour toutes les autres.
Soient C une courbe particuliére du faisceau; @, ..., @aspin_s
ses points de rencontre avec F. La courbe C appartient au
faisceau des adjointes d’ordre n — 2 qui passent par les
p+ n—3 points fixes apya, ..., @2pyn_s. Si ce dernier
faisceau n’a que deux coefficients, toutes ses courbes devront,
d’aprés notre hypothése, avoir encore sur F un point com-
mun, qui sera nécessairement l'un des points a,, ..., ay,,
parexemple @, . Si, au contraire, le faisceau a plus de deux
coefficients, on peut déterminer I'un d’eux en fonction des
autres, faire en sorte que la courbe correspondante passe
par apy,. Il restera encore au moins deux coefficients indé-
terminés. Nous obtenons donc, dans tous les cas, un faisceau
de courbes adjointes passant toutes par les points @, ,,, ....
@ypyn_a et dont la courbe C fera partie.

Appliquons a ce faisceau le théoréme d’Abel : en prenant
successivement les p adjointes f,, ..., f, d’'ordre n — 3,
on aura les p équations

< Fe (X, Y)
i IF (X, Yy)
i=1 ()Y—i

dX;=o (k21:2,-~-»P),

qui ne peuvent subsister que si les dX; sont tous nuls, ou si
le déterminant de leurs coefficients est nul. Mais on a vu

—~
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que la premiére hypothése est inadmissible, et que la seconde
ne peut étre vérifiée que pour des positions particuliéres
des points a, ..., ap.

893. Cela posé, considérons les adjointes d’ordre n — 2,
qui passent par p + n— 4 points fixes a,, ..., @p n_s pris
arbitrairement sur F. Elles forment un faisceau 3 trois coef-
ficients

€191+ C3Pg -+ Caps — O.

Soit a = (E, 1) un autre point pris arbitrairement sur F,

et posons

Eliminant , » entre cette équation et

(7) F(¢n)=o,

nous obtiendrons entre &, % une équation
(8) F'(&,%')=o,

liée & F par la transformation (6). Cette transformation sera,
en général, birationnelle. En effet, si & un point (¢, %) de F/
correspondaient, en vertu des équations (6) et (7), deux
points de F, a = (£, 1) et ¢, = (i, n,), on aurait

g b elbum)
ea(&n) T palEiym)

’— ?!(Es 7) — °!(El) 71!).
. ‘Pz(E)n) ?a(eu"h)

de sorte que les deux adjointes d’ordre n — a,

_alEm) _aalbm)
HTRENTTY T e P T®

qui passent par les p +n — 3 points ay, ..., @pin_s, @,
passeraient encore par un autre point a, de F, ce qui, comme
nous l’avons vu, ne peut avoir lieu pour des positions arbi-
traires des points ay, ..., a.
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896. 'Lia 'courbe ' transformée sera donc du méme genre
que F. Cherchons a déterminer son degré n'.
Posons, pour rétablir I'homogénéité,

!

xr X
EZT' 'q:-{-’, E’::—, 'q':z

yl

7°

3”F(£’ ‘Z):(b(x,)',z), 3" g (;’ 'Z>='l'n(¢,y,z), ceey

La courbe F aura pour équation ® = o, et la transforma-
tion (6) pourra s’écrire
LS T S TRE T3 79

Y4y ¥, 45 étant des polynébmes d’ordre n — 2 ; enfin la trans-
formée aura une équation de la forme

q),(xl’yl’ zl) 0.

Le degré cherché est le nombre d'intersections de la
courbe @’ avec la droite arbitraire

Mz’ -+ Ay + A3’ =o.

A chacun de ces points correspond sur F un point (z, y, )
satisfaisant aux deux relations

(9) Ay + dady + Ay =0, $ —o.

Ces deux équations simultanées, de degrés n — 2 et n res-
pectivement, définissent n(n — 2) points, dont chacun cor-
respondra réciproquement 4 un point commun 3

Ma' -+ dy' + 23 —=o, ?' —o,

pourvu que ¢y, 4y, U3 ne s’annulent pas a la fois.

On voit donc que n' est égal au nombre des intersections
des deux courbes (9) qui sont variables avec A, X,, ;. Ce
nombre est p + 2. Nous pouvons donc énoncer ce théoréme:

Toute courbe de genre p > o peut étre changée par
une transformation birationnelle en une courbe de méme
genre, et de degré p + 2.
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597. 1l nous reste a étudier les courbes de genre zéro,
dites courbes unicursales.

Soient F =0 une semblable courbe; o,, ¢, deux de ses
adjointes, d'un méme degré m et coupant F, la premiére
aux points @, ..., @u_j, 2, la seconde aux points ay, ...,
ay_a, B. Elles n’auront pas d’autres points de rencontre
avec I, puisque p est nul.

Considérons les adjointes du faisceau

C19y -+ C2 92 —O.

Chacune d’elles coupera F aux points a,, ..., a, ., el en
. . c

un autre point (&, n) variable avec le rapport E’ = t. Pour
1

obtenir &, on éliminera n entre les équations F=o,
€19y + €292 = 0, el 'on supprimera, dans I'équation finale,
les facteurs correspondants aux racines fixes; il restera une
équation du premier degré, d'ou I'on déduira § =R(¢),
R désignant une fraction rationnelle. On trouvera de méme
n=R,(¢), R, étant également rationnel.
L’équation F = o sera donc équivalente au syst¢éme des
deux suivantes :
§=R(s), n=Ry(e).

A chaque point (£, n) de F correspondra, en général, une
valeur unique de ¢. Car si deux adjointes différentes
C1P1 + €292, €, 9y + €, 72 passent par le point (§, ), ¢, et
%2 Y passeront aussi; (8, m) sera donc un des points com-
muns 3 §,, ¢z, F, c’est-d-dire un point multiple, ou I'un des
points @y, ..., &y 3.

Pour obtenir la valeur de ¢ correspondante a I'un de ces
points particuliers A, on supposera que le point (1),
d’abord différent de ce point, s’en rapproche indéfiniment,
et I'on cherchera la valeur limite vers laquelle tend ¢. Ce
sera celle que nous ferons correspondre au point A.

Si ce point est multiple d’ordre %, on pourra supposer
successivement le point (§, ) placé sur chacune des & bran-

T
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¢hes'deFqui'se croisent en A ; on obtiendra ainsi & valeurs
de ¢ correspondantes a ce point.

898. Considérons réciproquement une courbe F définie
par les équations
E:R(t), n =R, (¢),

R et R, désignant des fractions rationnelles. Réduisant ces
fractions au méme dénominateur, on pourra les mettre sous
la forme

_.u(8) _ %2(8)
R(‘)-—m* Rn(‘)—?‘(‘)
91, P2, Pa étant trois polyndmes sans facteur commun.
Cherchouns combien de valeurs du paramétre ¢ correspon-
dent, en général, & un méme point de la courbe. Soit ¢, I'une
d’elles; les valeurs cherchées seront les solutions communes
aux deux équations

(10) R(9) =R(¢), R, () =R, (¢),

2

ou
(11) ‘ P9, 8) =o,(8) 93(&i) —23(8) 91(¢44) = o,

( P, (8, t) = ?a(o) ?3(‘1) —_— ?:(0) ?2(¢) = o.

Les deux polynémes P et P, sount divisibles par § —¢,;
mais ils peuvent avoir d’autres diviseurs communs. Soit en
général D (0, ¢,) leur plus grand commun diviseur; on aura

P(B) 4) = D(ey L) Q(e) ),
Py(0, ¢) = D(0, £,) Q1(8, ¢).

Les deux équations Q = 0, Q; = o ne pourront avoir de
racine commune que pour des valeurs particuliéres de ¢,.
Les solutions communes aux deux équations (11) se rédui-
ront donc (lorsque ¢, reste indéterminé) aux racines de
I’équation

D®,¢)=o.

Ces racines sont généralement distinctes, car une racine
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double devrait satisfaire non seulement aux équations (10),
mais 4 leurs dérivées

R’(8) =o, R, (8) =o,

équations algébriques qui n’admettent qu'un nombre limité

de valeurs de §; et les valeurs correspondantes de ¢,, déduites

des équations (10), seraient également en nombre limité.
Soit donc

D(0,8)=A()0™ + A (4)0m ...+ An(l);

les équations (10) admettront, en général, m racines com-
munes distinctes ¢,, ..., ¢m, solutions de I'équation

D@, ¢)=o.

Si I'on permute les deux variables 0 et ¢,, les deux poly-
némes P et P, changent simplement de signe; leur plus
grand commun diviseur D doit donc se reproduire 4 une
constante preés; il est donc du degré m en ¢,. L'un au moins
des polynémes A, A,, ..., par exemple A,, sera de degré m,
les autres étant de degré Z m. En particulier, A sera de degré
inférieur & m; car, s'il en était autrement, D ne pourrait
s’annuler identiquement pour § = ¢,, ainsi que cela doit étre;
car D(¢,, ¢,) contiendrait un terme en ¢}™, qui ne pourrait
se réduire avec les autres.

D’autre part, ¢; désignant 'une quelconque des racines
tyy..., tm, ON aura

R(4)=R(4), Ri(&)=Ry(4).
Les équations
R®) =R(#4), Ry(®)=R,(&)
seront donc équivalentes aux équations (10). L’équation

D(9, ¢), qui fournit les racines communes a ces équations,
sera donc équivalente 3 D(8, ¢,) = o. On aura, par suite,

Ap(l) _ Ap(s),
A(y) T AL

-
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St'donc nous posons
— A

A(’
a chaque valeur de ce nouveau paramétre u correspondront
m valeurs de ¢ et précisément celles qui correspondent elles-
mémes 4 un méme point (§, ) de la courbe F; et §, 3 étant
des fonctions algébriques de u, qui n’ont qu’une seule valeur
pour chaque valeur de u, seront rationnels en u.

On voit ainsi que, si les coordonnées d’un point d'une
courbe sont exprimables en fonction rationnelle d'un para-
métre, on pourra toujours, en changeant aa besoin le para-
métre, faire en sorte qu'a chaque point de la courbe corres-
ponde une seule valeur du paramétre.

599. Supposons cette condition réalisée, avec le para-
métre ¢, pour une courbe F définie par les équations

=R(¢), 1 =R, (¢)

nous allons établir que cette courbe est unicursale.
Les fonctions R(¢), R,(¢) peuvent étre supposées réduites
au méme dénominateur. Passant aux coordonnées homo-
. x ¥ .
geénes, en posant £:= =, n = = les équations de la courbe
pourront s’écrire
x:y:zI:T|:Tz:Tn
Ty, T;, T; érant des polyndmes en T.
Par une transformation birationnelle
x' iy s il v, 3) falz, y, ) iz, y, ),
nous pouvons changer la courbe F en une autre ' de méme
genre p, n'ayant (ue des cycles d’ordre 1. Les équations de
cette nouvelle courbe seront de la forme
2y 15::6,:8,:86,,

6,, 8,, 8, étant de nouveaux polyndmes en ¢.
A chaque point (z’, y', 5') correspondra d’ailleurs, en gé-
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néral, un seul point {.r, y, 3), el par suite une seule valeur
de ¢.

Soit s le plus grand des degrés des polynémes 6,, 8,, 8,:
on pourra écrire
8, —at‘+at* ‘=...,
O, =bts+ byts ...,
8y =ctl -+ T+,

I'un au moins des trois coefficients a, b, ¢ étant Zo.

. . e aup - I
D’ailleurs, si ¢ croit indéfiniment, on aura, en posant £ = -,
b b H t,

Ziyidiiat+at .. b+ b+ ie+o il +. ...

Ces équations définissent un cycle de F’, qui doit étre
d’ordre 1, par hypothése; donc I'un au moins des trois dé-
minants ab, — a, b, bc, — b, ¢, ca, — ¢, a sera Zo.

Le degré n de la courbe F’ est le nombre de ses intersec-

tions avec une droite arbitraire
ar+By+ys=o.

Les ¢ correspondants sont les racines de l’équation de degré s
28, + f6,+ 768,== 0, .

et a chacune d’elles correspond un point distinct de . Donc
n=s.
Cherchons d’autre part la classe v de F'.
Une droite
ur+ vy +ws=o
sera tangente &4 F' au point ¢ sil'on a

u®; + ¢ 8, -+ wh; —=o,
ué| + v8;+ wé, =o.

Elle passera, en outre, par un point donné arbitrairement
@, 3,1, sil'ona
uz+¢8 +wy—o.

Ny . . .
Eliminant «, ¢, w entre ces trois équations, on aura, pour

L g
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déterminer Jes'points de F’ dont la tangente passe par a, 8,7,
’équation

(8,0}, — 8,8,) + 3(8,0), — ©,8,) +1(8,6;, — ©,8;)=o.

Or

0,0, - 0,8, —=— (be, — bc) ¥4+ ...,
6,6, --6,0,= —(ca;—c,a)t* *+...,
0,0, — 0,0, =- - (ab,—a,b)t** 1+, ..

L'équation cn ¢ est donc de degré 25 — 2, ety = a5 — 2.
Ccla posé, F' n’ayant que des cycles d’ordre 1, son genrep
sera délini par la relation

'2,7-~-'2l__"l—'2"-'-‘:'33 —2—25s=— 2.

Donc p = o, et les courbes I, F scront unicursales.

FIN DU TOME PREMIER.
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