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INTRODUCTION.

La théorie des groupes de transformations est due presque
entiérement au mathématicien norvégien Sophus Lie qui
commenca, dés avant 1870, & publier sur ce sujet quelques
Mémoires écrits en langue norvégienne (') et restés peu
connus. A ces Mémoires, I'illustre géomeétre cn fit succéder
d’autres en allemand (?), jusqu’a ce que, bien plus tard,
devenu professeur a I'Université de Leipzig, il se décida &
donner une forme didactique a I'ensemble de ses recherches:
aidé de son éleve, M. Engel, il publia, dans une période d’en-
viron cinq ans (1888-1893 ), trois gros Volumes comprenant
prés de 2000 pages (*). Le premier de ces Volumes con-
tient les propriétés générales des groupes de transforma-
tions; le second traite principalement des transformations
dites de contact; le troisitme est consacré a 'application de
la théorie générale a des questions spéciales. Ce travail con-

(1) Ces Mémoires furent insérés dans les Archiv for Mathematik og Natur-
videnskab et dans les Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Christiania.

(?) Surtout dans les Mathematische Annalen.

(3) Theorie der Transformationsgruppen, It Abschnitt, 1888; II'** Absch-
nitt, 18go; III*r und letzter Abschnitt, 1893. Leipzig, Teubner.
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sidérable a recu encore de nouveaux développements dans
d’autres Ouvrages publiés par Lie avec la collaboration de
M. Scheffers (*).

La théorie de Lie trouve son application dans de nom-
breuses branches des Mathématiques, reliant entre elles celles
mémes qui semblent présenter le moins d’analogies. Elle a
permis de résoudre d’'une maniére analytique rigoureuse les
problémes relatifs aux fondements de la Géométrie et dont
s'étaient déja occupés Riemann et Helmholtz; elle a trouve
son utilisation dans I'étude des nombres complexes & n unités
principales, dans celle des équations différentielles, etc. Pour
faire sentir I'importance du réle de cette théorie, nous signa-
lerons dés maintenant un résultat auquel elle conduit dans
’analyse des équations différentielles ordinaires.

Les cas dans lesquels on peut intégrer une équation diffé-
rentielle ordinaire du premier ordre F(z, y, ') = o sont,
comme on sait, peu nombreux ; pour chacun de ces cas, on a
recours & un procédé ou & un artifice particulicr. La théorie
de Lie est venue apporter de I'unité dans ces méthodes si
diverses en apparence. Regardons les deux variables = et y
comme les coordonnées d’un point d’un plan. Imaginons
qu'on imprime & tous les points de ce plan des déplacements
infiniment petits de maniére & amener un point quelconque
(x, y) en un point infiniment voisin (z,, y,) : nous aurons
ce qu'on appelle la représentation géométrique d’une
transformation infinitésimale, transformation dont la dé-
finition précise sera donnée ultérieurement. La dérivée
de y subira alors une variation corrélative, et le premier
membre de I'’équation considérée aura en général, apres

(') Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen
Transformationen, 1891. — Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen, 1893.
— Geometrie der Berihrungstransformationen, I*** Abschnitt, 1896. Leipzig,
Teubner.
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cette transformation, une forme nouvelle. S'il arrive que le
premier membre ainsi transformé coincide avec celui de
'équation primitive, ou du moins n’en différe que par un
facteur indépendant de la dérivée de y, on dit que [’équation
considérée est invariante par rapport a la transformation
infinitésimale en question. Ces définitions données, voici le
résultat obtenu par Lie : Toute équation différentielle ordi-
naire qu’on sait intégrer est telle qu’on peut déterminer
une transformation infinitésumale par rapport a laquelle
l’équation soit invariante, et réciproquement.

Dans les Lecons qui suivent, nous nous proposons d’expo-
ser les principes de cette théorie des groupes de transforma-
tions, si importante et si féconde en résultats; nous parcour-
rons les deux premiers Volumes du grand ouvrage de Lie,
en cherchant & montrer les grandes lignes et a fixer les points
fondamentaux de la nouvelle doctrine; nous consacrerons
aussi quelques pages a I'application des vues de Lie aux
équations différentielles ordinaires.
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LECONS ELEMENTAIRES

SUR LA THEORIE DES

GROUPES DE TRANSFORMATIONS.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS.

I. — Généralités sur les transformations.:
Soient
Sy xay ooy, folry sy ooy Ta)y ooy Sfa(ry, e, o, Z8)

n fonctions uniformes des n variables indépendantes z,, z,, ...,
£,. En égalant ces fonctions respectivement a »n nouvelles
variables z, z}, ..., z,, on forme le systéme d'équations

(1) Ti= fi(T1,Tey ooy Tp) (E=1,2,...,n0).

Pour abréger I'écriture, nous désignerons fi(z,Zsz,...,2Zs)
par fi(x).

Siles fonctions f;(z) sont analytiques, et par suite dérivables (*),
et si leur déterminant fonctionnel (délerminanl qu’on a 'habitude

D[fi(z)]
D[z]
(ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que ces fonc-

de désigner par le symbole ) n’est pas identiquement nul

(1) Nous supposerons toujours que les fonctions auxquelles nous avons affaire
sont analytiques et monodromcs,

V. 1
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tions soient indépendantes), le systéme (1) représente une trans-
Jormation que nous indiquerons par le symbole S.
Supposons qu’outre la transformation S on ait la transforma-

tion T définie par le syst¢me
Ti=gi(T1, Tyy .oy X))  (E=1,2,...,0).

En appliquant aux variables z; la transformation S, puis au
résultat la transformation T, nous obtenons
:;:'::i((i),) ' (E=1,2,y...,0).
Le systéme d’équations
(2) 2= gil/i(2), [i(2)s oo fal 2,
«ui résulte de I'élimination des z’ entre les ¢quations précédentes,

D(#]

R N . ,
satisfait 4 son tour a la condition D] #Zo ('),carona

Dl# =_[_ D(/f]
[z] ~ D[f] D[]’

(-

<

C|T

-et, par hypothése,

D[.f] D[¢] _ Dlg]
b[z] * ™ D[]~ Dl#]*"

Le systéme (2) représente donc une transformation qui est dite le
produit des deux transformations S et T, et qui s'indique par le
symbole ST.

I1 est évident qu'en général le produit ST sera distinct du pro-
duit TS. S'il arrive que ces produits représentent la méme trans-
formation, on dit que les transformations S et T sont permutables.

La plus simple transformation est celle qui conserve les
variables z; elle est dite transformation identique et s'indique
par l'unité : 1

Sont dites inverses deux transformations dont le produit est
'unité.

11 est évident qu’on obtient I'inverse de la transformation (1) en
résolvant les équations (1) par rapport aux z.

A une transformation correspond toujours son incerse,

(') En écrivant ¢ # o, nous entendons cxprimer que la fonctlion 3 n’est pas
wlentiquement nulle.
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.
puisque, les fonctions f; étant indépendantes, les équations (1)
définissent les z comme fonctions des z'.

Si 8.8 =1, la transformation S est sa propre inverse.

Cela posé, imaginons que dans les fonctions f; du systéme (1)
entrent r paramétres arbitraires @y, @, ..., a,; nous aurons alors
en général %07 transformations définies par ce systéme, mais il peut
arriver que nous n’en ayons que o, avec s<r. Ainsi, par
exemple, bien que dans 'équation &' = (a,+ a,) z + a, figurent
trois paramétres, cette équation ne définit qu’une double infinité
de transformations. La chose n’est d’ailleurs pas toujours aussi
facile a reconnaitre.

Pour que,  élant le nombre des paramétres apparents, on ait
seulement une s""° infinité de transformations (s << r), il faut que
le systéme

(3 xi=fi(&, Ty ooy Xy Ay Ay oo uyay) (é=1,2,...,n)
puisse s’écrire

xri=Fi(r),rq, oy xn; by, bsy ... by),
avec
bij=vg(a),as ...,a,) (J=1,2,...,8)

On dit dans ce cas que les paramétres « ne sont pas tous
essentiels.

Nous nous proposons de rechercher la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il en soit ainsi, el a cet effet nous établirons
d’abord un lemme.

S¢ U (x)y Y2(9)s -oer Yuor(y) sont (n—1) fonctions des
n variables y\, yi1, ..., ya, il existe toujours une équation
linéaire homogéne aur dérivées particlles du premier ordre
dont les fonctions ¢ sont des intégrales.

Soit en effet f une fonction inconnue; I'équation

of Jaf Jf
g 9 o
ol N oY
i dys T G | =0
Yy -')q’n—-l o'!fn—l
o o T T
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qui cst linéaire ct homogéne par rapport aux dérivées premiéres de
la fonction inconnue f, se trouve satisfaite si I'on égale cette fonc-
tion f a 'une des fonctions ¢; les ¢ sont donc des intégrales de
cette équation aux dérivées partielles.

Ce lemme s’étend immédiatement au cas de moins de (n —1)
fonctions. Soient %, (y), 42(¥), .-+, Ye(y) les fonctions données
[¢ << n—1]; prenons arbitrairement (72 — 1 — ¢) autres fonctions
W (), 02(¥)y -y Wu_i_e(y); d’apres le lemme établi, il existera
une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre,
dont ¢y, ¥,y ..., ¥ seront des intégrales, en méme temps que v,
Wy oeey Wu_g_ge

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Pour que, dans le systéme d’équations
Ti=fi(Z, T2y ..., ZTu; @1, Ay, ..., a;) (i=1,2,...,0),

les r paramétres a ne soient pas tous essentiels, il faut et il
suffit que les fonctions fi, regardées comme fonctions des a,
soient intégrales d’une équation linéaire homogéne aurx déri-
vées particlles du premier ordre de la forme
of

_—=o
Jda, !

).,(a)t;)—({.l -+ A(a) 5(:{;, +.o.+ A (@)

Ky Agy «..y ke €tant des fonctions de a,, ay, ..., a.

En effet, si les r paramétres @ ne sont pas tous essentiels, nous
pouvons les réduire & s(<< 7') nouveaux paramétres

bi=9i(ay a, ..., a;) (i=1,2,...,5),

lesquels seront, d’aprés le lemme précédent, intégrales d’une équa-
tion différentielle de la forme indiquée. Comme toute fonction
F (%4, 01y ..., %) de ces intégrales sera & son tour une nouvelle
intégrale de la méme équation, les fonctions

Ji(zy, ey oy 20 @y oo ar) =Filzy, oo, 205 91, 92, 005 9],

qui sont des fonctions des b;, c’est-d-dire des »;, seront des inté-
grales de cette équation. La condition énoncée est donc nécessaire.

Pour démontrer qu’elle est suffisante, supposons que les f;
soient intégrales de I'équation différentielle de I'énoncé. Celle-ci
admet sculement (7 — 1) intégrales indépendantes que nous appel-
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lerons ¢, (a), $2(a), ..., Yr_i(a); toute autre intégrale aura donc
la forme F (¢, ¥a, ..., $r_); telle devra étre aussi laforme des f;.
Les a apparaissent donc dans les f; par leur groupementen (7 —1)
fonctions; par suite ils ne sont pas tous essentiels.

De la résulte une méthode pratique pour reconnaitre si, dans un
systeme donné (3) de transformations, les 7~ paramétres sont essen-

tiels ou non. .
Dans les équations
: Ui Yt Ui _ o
(.‘) )\laz;-f‘k’aa—z—’—-..-")-rdar-—o (.l—l,'l,..-,n),

ou Ay, Aa, ..., Arreprésentent des quantités indéterminées, don-
nons aux variables z,, ..., z, des valeurs déterminées, mais géncé-
rales; nous obtiendrons n équations linéaires homogénes en My
A2, - -+ Ary A coefficients dépendant des a. De ces équations, il ne
saurait y en avoir plus de r distinctes. S’il en existe précisément r,
leur systéme n’admet pas d’autre solution que 2, =%, =...=h,.=o,
ct les paramétres sont essentiels. Si le nombre des équations indé-
pendantes est 7’ << r, remplacons, dans les équations (4), les x par
d’autres valeurs déterminées, distinctes des précédentes; soit 7 le
nombre des nouvelles équations, distinctes entre elles et distinctes
des précédentes, ainsi obtenues. Si 7'+ /" = r, les paramétres sont
essentiels; si, au contraire, '+ 7’ << r, on donnera aux z de nou-
velles valeurs, et ainsi de suite. Aprés un certain nombre A d’opé-
rations, on arrivera 4 ne plus obtenir de nouvelles équations indé-
pendantes : les équations (4), pour des valeurs tout a fait quel-
conques des z, seront des conséquences des [/ + 1" 4. ..+ r®]
équations trouvées. Les paramctres seront essenticls ou non, selon
que la somme (#/+ 7+ ...+ ri®) sera égale ou inférieure a r.

II. — Groupes de transformations.

Conformément i la définition générale du groupe d’opérations,
nous dirons que I'ensemble des <™ transformations précédemment
définies, a r parameétres supposés tous essentiels, forme un groupe
de transformations &  paramétres quand le produit de deux trans-
formations quelconques de I'ensemble est encore une transforma-
tion du méme ensemble. .
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Un tel groupe sera dit fini pour exprimer que le nombre r des
paramétres est fini, et continu pour exprimer que nous supposons
les fonctions f; analytiques, et par suite continues, par rapport aux
variables z et aux paramétres a. Nous ne nous occuperons dans ces
Lecons que des groupes finis et continus de transformations.

Soient S et T deux transformations d’un groupe, définies la pre-
miere par les valeurs a; des paramétres, la seconde par des valeurs &;
(j=1,2,...,r). Le produit ST sera une transformation définie
par certaines valeurs ¢; des mémes paramétres. On aura, en écri-
vant pour abréger f(xz, a) au licu de f(x,, Z,, ..., Z4; ay. ..., @)

r;= fi(x, a), en appliquant la transformation S
x;= fi(2', b), en appliquant la transformation T (i=1,2,...,n0).
r;= fi(z,c), en appliquant la transformation ST !

On aura par suile les relations suivantes, identiques par rapport
aux z,

Ji(z,e)=fililz,a), ..., fulr,a); by, ..., 0,] (E=1,2,...,n),
d’our il résulte que les ¢ doivent étre fonctions des @ ct des b :
(1) cn="onta,b) (h=1,2,...,r)

Il est aisé de démontrer que les déterminants fonctionnels
D¢(a, b)] et Do(a,d)]
D[a] D[b]
des équations ;= fi(x, a), qui peuvent étre résolues par rapport

aux z, on déduit x;= F;(2’, a), en sorte que l'on a

fi(d',b)= filx,c)=fi[F(2, a),c].

ne sont pas identiquement nuls. En effet,

Les relations
Sita', )= fi| F (', a), ¢]

sont donc vérifiées identiquement et définissent les b comme fonc-
tions des @ et des ¢; par suite le systéme (1) peut étre résolu par
rapport aux b. On démontrerait d’une maniére analogue que ce
svstéme peut étre résolu par rapport aux a, ce qui établit notre
assertion.

Démontrons maintenant le théoréme suivant :

Si les équations z;= fi(x,a) définissent un groupe a
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r paramétres, les équations r;=F;(z', a), qui s’en déduisent
par résolution relativement aur z, représentent aussi un
groupe a r paramétres.

En cffet, avec les notations précédentes, on a, par hypotheése,
(2) z"i=.fi("7)a)a z'}:f,(z",b), 1‘:'=f1(-7-',c);

par suite,

2','=F,'(Z",a), T;':Fi(x"b)r II=F1(I"C);

de la les relations
FI'(I” C) = F[[Fi(l", b); a])

qui expriment, puisque les ¢ sont fonctions des a et des b, que les.
équations z;= F;(&/, @) définissent un groupe.

Supposons maintenant que ce groupe soit & moins de r para-
métres, c’est-a-dire que les 7 parameétres qui figurent dans ses
transformations ne soient pas tous essentiels. Alors, ces r para-
métres pourront étre exprimés au moyen de s < r paramétres b,
ba, ..., b, en sorte que 'on aura

ri= d'i(:r', b)

En résolvant ce systéme d’équations par rapport aux z', nous.

aurons les équations
;= ¢i(x, b),

qui doivent coincider avec celles du groupe donné, c’est-a-dire que:
ce dernier contiendrait seulement s < »* paramétres, contrairement

.

a I'’hypotheése.

Ezxemple. — L'ensemble oc? de transformations défini par
xr' = aQ T + a,
forme un groupe. En effet le produit de deux transformations de
I'ensemble est donné par

= b‘(a‘x+a,)+b,= alb,z‘+(a,b|+ bg)= C| T + Cy,

cn posant
c,:a,b,, Cg=d,ll|+ b,.
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III. — Interprétation géométrique des transformations.

Regardons les z; ({=1,2,...,n) comme les n coordonnées
d’un point (réel ou imaginaire) dans un espace a n dimensions;
une transformation n'est qu'une correspondance entre les divers
points de cet espace, telle qu’a deux points distincts correspondent
deux autres points distincts; ou cncore, une permutation des
points de cet espace entre eux.

Un groupe de oo™ transformations, a r paramétres essentiels, est
un ensemble r fois infini de telles permutations ayant la propriété
suivante : si I'on effectue successivement deux permutations quel-
conques, on obtient le méme résultat final qu'en exécutant une
certaine autre permutation du groupe.

Il est clair qu'un groupe donné de permutations d’un espace a
n dimensions peut étre exprimé analytiquement d’une infinité de
maniéres différentes, puisqu’on peut varier & 'infini le systéme des
coordonnécs et le choix des paramétres.

IV. — Equations différentielles auxquelles donne lieu
un groupe de transformations.

Reprenons les formules (2) du n° 11 :
f((.l", I)) =ﬁ(.r, C)-

Des deux systemes de variables x et ', nous pouvons a volonté
considérer comme indépendantes soit les uncs, soit les autres;
des trois systémes de paramétres a, b el ¢, nous pouvons en regar-
der deux comme indépendants, soit les a et b, soit les b et ¢,
soit les ¢ et a. Nous choisirons les quantités indépendantes de
la maniére la plus avantageuse suivant les cas. Pour le moment,
nous prendrons les z, a et ¢, en sorte que les z' et les b seront des
fonctions des z, @, c. En dérivant Iéquation écrite par rapport a
I'un des @, nous aurons

O oy | ofi 0xy  Ifi 9by fi b,

&' dag T oz, dax | 0b, day Hee 0b, day =0
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Laissons fixe I'indice X, faisons varier ¢ de 1 4 n et imaginons
qu’on ait fait passer au second membre les termes contenant les
dérivées relatives aux &; nous aurons ainsi un syst¢me de n équa-

. . . , 0z}
tions linéaires par rapport a 5:—: (h=1,2,...,n). Cesystétme sera

résoluble par rapport A ces n quantités, car le déterminant de secs
D[f(=". 6)]
D[]
ment nul; les inconnues seront exprimées par des fonctions
linéaires et homogtnes des seconds membres qui, a leur tour, sont

coefficients est » et, par hypothése, n’est pas identique-

. . . b b
des fonctions linéaires et homogénes de =%, ..., —Z, en sorte
da; oday
quel'on aura
oo, b, by ob,
—2 = — +Pyp — o+ Doy —
da; Pin da + Paa day Heeet Pra da, ?

les @ étant des fonctions des z' ct des b, indépendantes de I'in-
dice k. Pour abréger, nous écrirons

p:r
- RN N
(') . d(lk —Z¢Ph($,b)dak
p=1

Considérons maintenant les z' comme fonctions des b, quidleur
tour sont fonctions des a; nous avons

0z _ oxy 9b, 0z, 9b, .

dax — by dax T 0B, dai’

par comparaison avec I’équation (1) et si l'on tient compte de ce

D[b] . :
que pra) % 0 ('), on trouve immédiatement
9z,
(2) Q’Ph = -CTP‘,

en considérant comme indépendants, non plus les @, mais les b.
Prenons alors 'équation connue ¢,= ¢s(a, b) et dérivons-la par

(') En effet, des équations ¢,= 9,(a, &), on déduit les équations b,= ¢,(a,c)
et a,= w,(b, c), dont les dernicres peuvent étre regardées comme résultant de
la résolution des avant-derniéres par rapport aux a@; par suite, il faut que le déter-
D (6]
D[a]

minant fonctionnel

ne soit pas identiquemcnt nul.
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rapport a ax; il vient

— % _ 99 0k | 9% 06
oa; oby day 7" 9b,. day

Dans cette relation, laissons A fixe et donnons a s les valeurs 1,
2, ..., r'; nous obtiendrons un systtme de r équations linéaires par

ob, . .
rapport aux 5_55 (p=1,2,...,r), résolubles par rapport a ces

a
quantités, puisque le déterminant des coefficients, qui est D[?],

D[ o]
n’est pas identiquement nul; on en déduit
%o
m =Y Pk.(a, Il_),

et par suite I'équation (1) devient

p=r

Jax’, ~ , .

(3) Tar = X, Ppn(2 1) Yu(a, b).
p=1

Laissons /. fixe et donnons i k les valeurs 1, 2, ..., r; nous
aurons un syst¢tme d’éqnations linéaires en @4, Py, ..., ®ra,
D[]
Dfa]
(les b érant considérés comme fonctions des @), n'est pas identi-
(uement nul; ces équations sont donc résolubles, et 'on a

dont le déterminant, c’est-i-dire le déterminant des ¥, ou
? 9

d""'I: 01';: 01"/,
q’ph—- Am Tl. -+ AP, da—g e Aprda,. ’

les A étant des fonctions des a et des b, indépendantes de 'indice /.
Plus briévement, nous écrirons

k=r
, N\ oy,
(€)) 4’pl,=2‘Ap4(“yb)z,a—k'
A=1
. . N , oz,
Ces équations étant a leur tour résolubles par rapport aux —2
Ja;

[comme on le voit d’aprés les équations (1) qui en fournissent la
résolution], il s’ensuit que le déterminant formé par les A n’est
pas identiquement nul.
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En tenant compte de (2) ctde (4), on obtient

(5) ol ZA (a,b) 52t

pk d

k=1
ct la comparaison de cetle équation avec I'identité

or! k=rd -

* U _ N Ol 99k

db? - E dag dbp

k=1

fournit la signification des A :

les a étant regardés comme fonctions des b. .
Dans ces équations les ¢ n’entrent pas; par suite, nous pouvons
prendre arbitrairement non seulement les @, mais encore les b, et
poser b;= B3;, en désignant par les 3; des valeurs arbitraires, mais
fixes. Alors, les ®,,(2', B) sont des fonctions des seuls z’, qu’on
’ ph( q
peut représenter par §4(z'). Posons de méme Woi(a, f) = Yo (a),
ct enfin Ayi(a, B) = 2p4(a). Les équations (3) deviennent alors

da A

p=r
’ ’
(6) Nl /RN EEph(z")%k(a).
=1

I nous faut maintenant démontrer une propriété des fonctions § :

Il ne saurait exister n relations de la forme
p=r
- )
(7) Zé'peph(’)=°s
=1

dans lesquelles les g sotent indépendants des ', & moins que
les g ne soient tous nuls.

D’apres (4), nous avons

f‘ 2 /,(tl)—



2 PREMIERE PARTIE.

Si donc les équations (7) exislaiem, on aurait

0= igpz 19&(0)01l/‘ = 3 dal"zgr,’pk(a),

ou encore
k=r or
o= Pk %1
k=1 .
en posant
p:r
Pi= Z Ep%ak
p=t

Les Py étant des fonctions des a seuls, la condition nécessaire et
suffisante (n° I) pour que les » paramétres a ne soient pas tous
essenticls, se trouvera satisfaite, contrairement a '’hypothé¢se, a
moins toutefois que les P ne soient tous nuls. Dans ce dernier
cas, les relations P, = o forment un systéme de r équations linéaires
homogenes par rapport aux g, dont le déterminant est différent de
zéro, car le déterminant des A n’est pas identiquement nul et ne
le devient pas pour des valeurs arbitraires B; attribuées aux b,
qui le font coincider avec le déterminant des «. Il s’ensuit que les
équations Py= 0 ne peuvent éire satisfaites que pour des valeurs
toutes nulles des g. La propriété des £ est donc démontrée.

Nous avons ainsi établi le

Premier théoréme fondamental (*). — St les équations
zi=filx,a) (f=1,2,...,n)

definissent un groupe a r paramétres, les ', constdérés comme

(') Dans la dernié¢re Partie du troisicme Volume de son grand Ouvrage, Lie
présente comme points essentiels de sa théorie trois théorémes qu’il nomme pre-
mier, second et troisiéme theorémes fondamentauz. On parlera des deux der-
niers ultéricurement. Le premier comprend le théoréme que nous venons d'énon-
cer sous ce nom, ct aussi sa réciproque sous la forme suivante :

Si les x' satisfont au systéme (6) et si en outre le systéme donnée de trans-
formations comprend la transformation idcntique, sans que toutefois les
valeurs des paramétres relatives a cette transformation identique annulent
le deéterminant des ¢, le systéme donné€ définit un groupe a r paramétres.

Cctte seconde partie, que nous ne démontrerons pas pour le moment, s'obticndra
dans la suite comme conséqucnce d'autres recherches.
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Jonctions des z et des a, satisfont a un systéme d’équations
différentielles de la forme

p:l'

or, , .

(')a—: = thn(z)%k(a) (h=1,2,...,n5k=1,2,...,7);
p=1

dans ce systéme, le déterminant des § n’est pas identiquement
nul, et les § possédent la propriété de ne satisfaire & aucun
systéme d’équations de la forme

p=r
gebpn(z')=0 (h=1,3,...,n),
p=t

ot les g sont indépendants des x’ et ne sont pas tous nuls.

Nous allons maintenant former un autre systéme d’équations
différentielles. Observons que, d’aprés la proprié¢té des détermi-
nants réciproques, nous avons

p=r p=k -
zApk‘Fpk=l; zApk‘l’pt=0 (k #10);
p=1 p=t

cn donnant aux b les valeurs 3 susdites, on a donc

p=r
2 Apk Yoi = Ekiy
p=1

exi étant 1 ou o selon que A = (ou k£ /.
Revenons alors aux équations (3); nous les écrirons, en tenant
compte des équations (6),

k=r ag=r

or) ,

W: = zAkaEch(z‘ )Yar(a);
k=1 o=1

ordonnons le second membre par rapport aux §qs(2')

g=r
FPA ,
51); = Zth(x)
g=1
k=r

3 Api(a, &) bar(a) = 8p(a, &),
k=1

k=

»
Api(a, b) bor(a);

k=1

cn posant
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il viendra
d =
g Esn(r')0ggia,b),
36,
¢=1
ct, par suite, d’aprés (2),
e=r
q‘?/,(.l’, b) = Z EUIA(J"') od’p(av [’)'
=1

On peut regarder les @ comme fonctions des b ct des ¢, et,
puisque les ¢ n’entrent pas dans les équations précédentes, il s’en-
suit que I'on peut regarder les a et les b comme indépendants; de
méme on peut prendre les &’ comme variables indépendantes au
lieu des z; par suite, en dérivant par rapport a ax, on a

, df)qp(a b)
z Ean(x') ——— oa, ’

le systéeme d’équations ainsi formé est de la forme (5), et il entraine
dgp(a, b)

da;,
donc indépendants des a et nous pouvons les représenter par §(b).
Nous aurons ainsi

= o pour toutes les valeurs de 5 et de 5. Les 6(a, b) sont

G=r
oar . , .
(8) Tr = 2 b= bt 0.

g=1

D’une maniére analogue, en changeant les 2’ en & etles b en a,

nous aurons

G=r
().‘I'h

(9) o_a—? = > fon(r)0qp(a).
o=1

Les systemes d’équations (6), (8) et (9) forment la base de
I'étude des groupes de transformations.

Considérons encore dans les équations z'; == fi(x, a) les z' ct
les @ comme indépendants; en dérivant par rapport i ay, il vient

df» df, d.r, - afi dr,

O = - —_——

day  or, vay ' ox, day
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ou

d.r, z d.r’, d-l'p
0= —
dxp Jayg’

¢’est-a-dire, en tenant compte de (6) et de (9),

o=r =n
z Eoi(Z') Yax(a) + Z Jz, Z Esp(2) bgx(a) = o;
=1

ce systtme peut étre regardé comme un systéme d’équations aux
dérivées partielles définissant les x’ en fonction des z.

L’équation qu’on vient d’écrire est susceptible d’une forme un
peu plus symétrique.

Soit F(z') une fonction quelconque des variables &'. En multi-

. . L. oF (z'
sliant les deux membres de 1'équation précédente par ——(f ): on a
I q I I oz,

o=r

oy F(.r'
zsal(z )Ycl(a)dF(’ ) 20 () dI‘ 2509(1’)00&(“)— 03

’
l

d’ou, en sommant par rapport a l'indice 7,

i=n i=n =n

oF ( oF 0.
2 T)ZEGI(I)YM(“)‘*‘E 2 0.(1‘1’ I’z;”(r)ﬂquu)=0
i=1 i=1 p=1

Mais .

JoF (z') o _ oF (1)
Jor;, Jr,  or,
i=1 ‘ e ¢
Si donc on désigne par p I'indice ¢ de la premiére sommation,
on obtient

P= p=n
zdl“(z )zgvp(z )q’“(a)_*_z oF (z' )Ewp(-r) dF(:r ) —o,
p:l

ou enfin

e=r

oF( ) e=r p:n ol‘( ,
(10) 2:‘!’“(“)2:569( Y S E:ioak(wpzlscp(m =
g= =
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Dans cette équation, les deux termes ont la méme forme, sauf que
dans le second les § remplacent les ¢ du premier.

Les équations différentielles trouvées sont des conditions néces-
saires pour que les équations données définissent un groupe de
transformations; mais ces conditions ne sont pas suffisantes,
comme on pourrait le montrer par des exemples.

V. — Groupes de transformations & un paramétre.

Nous commencerons par I'étude de ces groupes, car c’est sur elle
qu’est basée la théorie des groupes a plusieurs paramétres. Il nous
faut tout d’abord établir le lemme suivant :

Soit un systéme de n équations différentielles ordinaires a
une seule variable indépendante y et a n fonctions 3, 34, ..., 3a

s
dy

= 0;(), 51932, +++y 3n)-

On peut mettre, d’une maniére et d’une seule, son systéme
intégral général

(z) :'i=gi(.rvclsc!!"-1cn)

sous une forme telle, que pour une certaine valeur y, de y,
les 3; se réduisent & des fonctions données de n constantes arbi-
traires ¢y, Cay ...,y Cn

si=hi(cy, Cay -..,Cn) (i=1,2,...,n).
. , . . D .
Observons que le déterminant fonctionnel -D-%’—} ne saurait étre

identiquement nul, parce que, dans le cas contraire, les constantes
arbitraires qui figurent dans le systéme (z) pourraient se réduire a
moins de n. 11 s’ensuit que les équations

&i(y0,C1, Cyy ..., C)=Ri(cpy 63, covicn)  (E=1,2,...,0).
sonl résolubles par rapport aux C

Ci= (Yo, C1yCay.-5¢n) (E=1,2,...,n),
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en sorte que le systéme (z) devient
si= 6'4'[}': )‘l(}'h C1y ---1cn)1 ey )\u(}'u, Cls --"('Il)] (i =1y 25 .00y n)’
ou, plus simplement,

z,-=q;,-(y,c,,...,c,,) (i=|,2,'--v”))

les & ¢tant des fonctions parfaitement déterminées. Notre lemme
est donc démontré.
Ceci posé, étudions les groupes a un scul paramétre, définis par

un systéme d’équations de la forme
D) ri=fi(%, & ..., Ta; @) (E=1,2,...,0).

Les z; satisfont au systtme des équations (6) du n" IV, qui,
dans ce cas, deviennent

g‘r;l

(2) da

=5(Z, .. )Y (a) (A=, ...,0).

On ala un systéme d’équations différentielles ordinaires dont les
dquations (1) forment un systéme intégral, les &y, @y, ..., oy repré-
sentant des constantes arbitraires. 1l est clair que les équations (2)
nc définissent pas un groupe unique de transformations, tel par
exemple que celui défini par (1), puisque les 2’ ne sont pas déter-
minées comme fonctions des & par les équations différentielles (2 ).
En vertu du lemme précédent, pour que les équations (2) définis-
sent un groupe unique, il suffit qu'on se soit donné unc transfor-
mation du groupe, c’est-a-dire qu’on sache que, pour « = ay, on
a certaines relations

(3) xi=hi(2y sy ..., Z0) (E=1,2y .0y n).

Voyons cependant quelle forme poss¢dent les intégrales. Chan-
geons le paramétre de (2); prenons comme nouveau paramdétre ¢ la
quantité

a
1) t=[¢(a)du, dou  dt=d(a)da.

“a,

Nous obtenons alors

V. 2



dt
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ct dans ce systéme la variable mdepcndame { nc ﬁgurc plus expli-
citcment. Ce systéme peut s’écrire

_dr} _ _d=, - = dr, = dt
Ei(r)  Ea(2) Eu(’) )

Si on laisse de ¢Oté le dernier rapport, on a un systtme de
(n —1) équations différentielles entre n variables, dont le systéme
intégral a la forme générale

Q(zy,xy, ..., )= ¢; [i=1,2, .00 —=1)),

les ¢; étant des constantes arbitraires; ceci suppose que les (n — 1)
fonctions Q sont indépendantes, c¢’est-a-dire qu'un au moins des
n déterminants fonctionnels des Q par rapport aux z' n’est pas
identiquement nul; pour fixer les idées, admettons que le déter-
minant fonctionnel relatif aux (n—1) premiéres variables z’,
D(R, 0y, ...,04)
D(Zy, Zyy o ver Thuey)
alors le systéme intégral précédent par rapportd z', 2, ..., Z_,
nous avons

—— > ne soit pas identiquement nul. En résolvant

Ti=0i(fp. CaCauveuy Cpmy) [i=1,2...,(n—1))
Pour obtenir la derniére intégrale (la nimc) du systéme diflé-
rentiel proposé, considérons I'équation
dx,

ST(’.LT).-_-(”.

que nous pouvons cerire
dr',
E’ll?l(‘z’rn Cly e -0y Cn—1)y ?l(rllu Cly ooy Cu=t)y - .y 9”_'(1',,” Cly voey Cp—y )’ 1’.]

L’intégration en est immédiate et donne
.
t—cp=Q(Z), C1yeun. Cymy).

Si dans Q on remplace les ¢; par les Q;, Q devient une fonction
des seuls z', que nous représenterons par Qg (z', ..., z),). Ainsi
s¢ trouve obtenu complétement le systeme des équations intégrales

’ ’
Q (ry, ..., x,)=rcy,
ettt aeeaaas eeey
) '
Qu ((Zyy o0y X)) =Cp—yq.

) ‘ .
Q, (T, ..., 7,)=cp+ L.
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Nous devons particulariser ce systéme en nous assignant une
transformation du groupe. lmaginons que cette transformation soit
la transformatiop identique, supposée contenue dans le groupe (');
cela revient & dire que les équations (3) ont la forme

x;=x; (f=1,2, ...,0).

La valeur correspondante du paramétre ¢ est, en vertu de (4),
t = o. Le groupe est ainsi déterminé, puisque, pour ¢ = o, nous
avons

QT Xy oo @) = Qi(2, L3y oo, X)) = ¢ (i=1,2y ..., —1,n).

Les équations qui définissent ce groupe sont dés lors
Q (2),....,7)=Q; (xy....,7p),
5 ’ !
¢ ) Qn—l(-’"n---v-rn)=uu-~l(-7"h---a-Tn)y
2, (1"1----»1',15)=9u (1) ooy )+t

On voit de suite que 'ensemble des transformations définies par
le systeme (5) forme bien un groupe, car en faisant le produit de
la transformation définie par la valeur ¢, du paramétre ¢, et de la
transformation définic par la valeur ¢, du méme paramétre, on
obtient la transformation définie par la valeur ¢, + ¢, du paramétre.
En outre, on reconnait que toutes les transformations du groupe
sont permutables, et qu'd toute transformation définic par la
valeur ¢ de ¢, correspond la transformation inverse définie par la
valeur — ¢.

Il est facile d'interpréter géomélriquement ces groupes de trans-
formations 3 un seul paramétre contenant la transformation unité.
En effet, dans un espace a4 n dimensions, les (n —1) premiéres.
équations du systtme (3) représentent chacune une surface
(espace & n —1 dimensions), et leur ensemble définit une ligne

(') Tous les groupes ne contiennent pas la transformation unité. Si un groupe:
la contient, soient a, les valeurs correspondantes des paramétres, b celles qui cor-
respondent a une transformation T, et ¢ celles qui correspondent & la transformna-
tion-produit T.1 = T : des relations connues @; = ¢,( b, ¢), nous déduirons les @, en
faisant b,=c¢, (h=1,2,...,7r). Or, il peut bien arriver que les ¢, soient de-
telle nature qu’elles cessent d’avoir un sens pour b, = c,; dans ce cas, le groupe
ne contient pas la transformation unité.
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(espace & une dimen$ion) sur laquelle chaque point de I'espace
reste situé durant la transformation. Changeons alors de variables :
transformons l'espace T & n dimensions, de coordonnées z, en un
espace X, & n dimeunsions, de coordonnées y, au moyen des relations

.rl—_'ul(-[lt Xey ony Ty), ey }'u=Qu(-Th esey La)e
Les équations du groupe deviendront
Yi=Jn Y=o Y1 =Yu—ts In=Yu+1;

clles expriment que, i toute transformation du groupe dans le pre-
mier espace I, correspond, dans Pespace I,, une translation
paralléle au ni*me axe de coordonnées.

VI. — Transformations infinitésimales.

Gardons le paramétre ¢ défini plus haut. Puisque fi(x,, ..., x4, t)
est une fonction analytique des variables xy, ..., z., ¢, prenant
pour ¢ =o la valeur z;, on aura, en la développant en série de
Mac-Laurin,

e

>i=x;-+ : T,—I’+...,

avece la notation
dk.r;y
P LAk N
Pik dix ‘o0
Les coefficients pix se calculent ainsi; d’abord, comme

dr )
- = 5:‘(-" )s

dt
ct que, pour ¢ = o, les z' sont égaux aux x, on a
pa="ti(x, xy, ..., 24);
il en résulte que

= (‘!5"(-’2\ = (%itx) dr) . %) dxy
pir= dt ),=0— ory, di 7T Toxh dt )e=s

ou

h=n h=n
, 05:(xr") _ ki(x)
Pir= EEIA(J ) ‘Erh_' -—hz&/.(r) or), ’
A=1 Lo =1

¢l ainst de suite.
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h=n
) e . N\ of . - .
Désignons l'opération "2‘ Ex(x) oy Par le symbole X f, dans
=1
lequel X peut étre appelé un opérateur différenticl; nous aurons
Xzi=i(x),
XXz, = Xtx;= X¢;(2),

En conséquence
p“::x:ri: Pir= X*.r,-, ey
d’oti enfin

, [ L ‘e
;= z‘r‘.—-l-,'.\.'l‘,'—.- FX Xi=—eeey

ce qui donne une nouvelle forme des équations finies d’un
groupe a un paramétre contenant la transformation identique.

Une fonction quelconque F(z) des z peut étre développée en
série suivant les puissances symboliques de 'opérateur X. On a
en effet

P =R+ 5 (FH), L (T

dt 2! dir /..
Or
h=n
dF(z') _ oF (') dx),
( dt [)i=0 or), dt
h= =0

"< oF ( "y o
F(x') () .
—_ 4 -—_ 14 = N F(x),
( ZE/.(:C) oz, > 2.,/. oz, (),
h=1 =0 h=1

et ainsi de suite, en sorte que I'on obtient
— . TR ®
l't‘.r)=l‘(r)+'—i\ I‘(r)—i—;.\’F(.r_)—!-....

Je vais maintenant établir une propriété importante du sym-
bole X : si on effectue un changement de variables, ce symbole
se change en un autre symbole de méme nature.

En effet, dans I'égalité de définition

h=n
. . oF (r)
XF(xr)= E ;/.(z')——dz(_,— ’
h

h=1

introduisons, a la place des variables x, de nouvelles variables -3
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posons

F(z)=®(y);
nous avons

i=n
JoF 04’(_}') 0_}" .. 2 04’(_}') d_y,. - oP(y) 2_2'_1 .
9rp . oyy oxn Yn 0T) 4 dyi Oxp
?

Par suite

_ 9P () 9y
XF(=)= z ZE (= Toy: ory,

h=1 i=1

= = \ i=n
- 9% ( )’) i — V%) .
- 2( Iy h -dT-/. Eh(-")) - z Jry, X
=1

i=1 i=1

cn exprimant dans X(y;), qui est unc fonction des r, ces va-
riables z en fonction des y, il vient

XD =%y )y - Yu) =0y
donc
i=n
. XL L 9P
XF(z)= Z"u(_} )_J}’T.’

i=t

<t notre assertion se trouve justifiée.
L’opération indiquée dans le second membre peut étre désignée
par le symbole Y ®(y), et I'on écrira

XF(r)y=Ye((y,

ou Y est un opérateur diflérentiel de la nature de X.

Nous allons passer de la & une définition fondamentale. Si, dans
les équations qui définissent un groupe a un paramétre contenant
la transformation identique, nous donnons i ¢ une valeur aussi
petite qu'on veut (ou infinitésimale), que nous désignons par é¢,
nous obtenons ce qu'on appelle une transformation infinitési-
male; une telle transformation se trouve donc donnée par les
équalions

ri=xi+ 8t X (1) = xi+ Ei(r) o,

cn négligeant, bien entendu, les termes d’ordre supérieur en &¢.

Un opérateur différentiel donné X engendre une transformation
infinitésimale parfaitement déterminée, qui sera quelquefois dite
la transformation infinitésimale X.
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Chacun des groupes & un paramétre précédemment définis
contient, comme il est évident, une transformation infinitésimale
et une scule, et celle-ci le détermine complétement.

Une transformation infinitésimale, considérée comme une trans-
formation d’un espace A n dimensions en lui-méme, fait corres-
pondre & chaque point un point infiniment voisin, ou plutét une
direction déterminde par les n cosinus dirccteurs

Ei(x)

T
ZE}.(r)
h=1

Physiquement, en supposant n = 3 et en ne considérant que les
valeurs réelles des x, une transformation infinitésimale représente
le mouvement infiniment petit d'un fluide compressible durant le
temps 8¢. Les £;(z) sont alors les composantes de la vitesse au
peint z, et le mouvement du fluide durant un temps fini ¢ (qui
correspond a la transformation finie de paramétre ¢) se détermine
par l'intégration des équations différentielles

dry, _ dry  dir,

— = - = = dt.
Gilr) k() Eair) ‘

L.e mouvement du fluide est stationnaire, puisque la vitesse ne
dépend pas explicitement de ¢. Comme on le voit facilement, c’est
la 'expression du fait que les transformations correspondant aux
diverses valeurs de ¢ forment un groupe.

Si (z', ", £') est un point quelconque, la particule de fluide
qui, a l'origine du temps, se trouve en ce point décrit une ligne
dont les équations paramétriques sont

. t, . .
xi= 0 + l—TE,-(.r“')—'r- -l.—z(xg,->,,=4..o>+... (t=r,2,3);

en ¢liminant ¢t entre clles, on trouve les ¢quations

Qi(r)—Qi(xr9)=0 (i=1,2)
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VII. — Construction des systdmes et des groupes de transfor-
mations & plusieurs paramétres au moyen des transformations
infinitésimales.

Supposons données r transformations infinitésimales définies
par les opérateurs différenticls

i=n

X f = ze..(ng;,

i=n
N\ D)
Nof= }_‘Erl(")j—,
=1

nous dirons que ces transformations sont tndépendantes s'il
n’cxiste entre les opérateurs correspondants aucune relation iden-
tique de la forme

aXyf+eaXyf+...+¢,X,. f=o,

ou les ¢ sont des quantités indépendantes des z et non toutes
nulles.
Cette identité peut s’écrire

i=n 1=n
| ) ~ 9
1 ZE“(I-)(F}.. +eek crLEr{(-")'—% = o0,
i=1 ! =1 )
of
ou cn ordonnant, par rapport aux o
4

i -n
J, .
de. [e121i(x) + cabai(r) +..t- e 5pi()] =0,
[

i=1

elle doit étre vérifiée par des valeurs quelconques des z et par une
fonction f quelconque; par suite, les coeflicients des dérivées par-
tielles de f doivent étre identiquement nuls, et il faul qu’on ait
les n identités

4 z ' z .
(n cfii+caty+.oc =0 (f=1,2, ..., 0.
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Telles sont les conditions pour que les » transformations infini-
tésimales susdites ne soient pas indépendantes.

Pour que les équations (1) admettent une solution commune
(formée de valcurs non toutes nulles des ¢), il faut et il suffit que
la matrice

TR TR TP

14
»
)

S ol

3
El'l Gra e EI'III

ait sa caractéristique (*) inférieure & . Mais, cetle condition étant
satisfaite, il peut arriver qu’il n’existe aucune solution formée de
constantes. On peut donc dire que cette condition [ que la carac-
téristique de la matrice (2) soit moindre que 7] est nécessaire,
mais non suffisante, pour que les transformations infinitésimales
X\ /, Xaf, ..., X, f nc soient pas indépendantes.

Cela posé, établissons le théoréme suivant :

Au moyen de r transformations infinitésimales indépen-
dantes, on peut construire un ensemble de transformations a
r paramétres tous essentiels.

Soient en effet 1;(i =1, 2, ..., r) r paramétres quelconques;
formons la transformation infinitésimale

h=r

Zf= Elhth,
h=1

ot nous laissons les ) indéterminés. Pour tout syst¢me de valeurs
des A, cette transformation infinitésimale est déterminée, ct donne
naissance & un groupe a un paramétre dont les équations finies sont

. t, I
ri=x;+ i Lr;+ by Lri+-....
En appliquant cette formule & une fonction f quelconque, on a

f(&)=[f(r)+ T’!Zf(1°)+ SZ’f(:r)+...,

(') Nous dirons qu'une matrice, dont les ¢léments sont fonctions d'une ou de
plusieurs variables, a pour caractéristique 2 quand tous ses mineurs d'ordre > A
sont identiquement nuls, tandis qu’il n'en est pas ainsi pour tous ses mincurs
d’ordre A.
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ou, si 'on substitue a Z I'expression précédente
h—r h=r ch=r \
- \ [ N\ " - -
f(.l'):f(.r)-é—ﬁZI‘/,.\;,f—i-:‘—'ZI.k\‘ 2).,,3;,‘[ +eeen
k=1 k=1 h=1 /

Puisque P'opérateur X est sans effet sur les 2, on peut écrire

h=r \ h=r
. < . N . &
,\k( Ry .\/._f) = P MXau,
\Ah=1 h=1

soil

if = 2 W da XeXof,

b

& et & variant indépendamment I'un de I'autre de 14 7. On a done

h=r
, t - " S s v v
f(x')y=f(r)+ T E I./,\./,f—i- o7 E b Nk Xp f 4.y
h=1 k.h

ou le terme général du second membre contient ¢n facteur U'ex-
pression de ZPf sous forme d’une fonction homogeéne de degré p
(p=1,2.3,...) des & 1l s’ensuit que, dans le second membre,
il n'intervient en somme que r paramétres, a savoir les produits
ity daty ..., Aet, que nous désignerons par 7, Ta ..., T Done
h=r
, 1O . o _—
j(.r):f(.r)»*.—l—T n\nf -+ _,-'-2:‘-.,,\;...\,.f+....
h=1 Tk

Si Pon écrit n équations comme celle-ci, dont les premiers
membres soient 2, s, ..., 2/, on forme un ensemble de oo trans-
formations formant oo™~ groupes a un paramétre (*'); mais on peut
se demander si les r paramétres ne sont pas tous essentiels. Nous
allons démontrer que les r paramétres sont toujours essentiels
quand les r transformations infinitésimales sont indépen-
dantes et alors seulement.

En effet, si les transformations susdites ne sont pas indépen-
dantes, il existe, entre leurs symboles, au moins une relation
linéaire homogéne i cocfficients constants; supposons qu'il y ait

(') Nous verrons ensuite quelles condilions doivent étre satisfaites pour que
cc systéme constitue un groupe d r parameétres.
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s(<< r) semblables relations, permettant d’exprimer linéairement
s des X au moyen des (r — s) autres; soit

Xi=an X1+ apXea+.o o4 ay =5 Xy

Xs=as Xer1+ @ua Xgra+. o4 @ p- o X, .
On a alors
Zf= ).,(a,.X,+,+...+ a,,,._,X,)+...

+As(@n Xgrg 4ot @ - Xp) + Aoy Ny o oo+ A Xpe

Si ’on réunit les termes en X,,,, ..., en X,, on obtient
i+ 12 b
= i Xerg+. o+ s Xy,

c’est-a-dire une expression a (7 —s) paramétres; comme il ne
figure dés lors, dans le développement en série correspondant,
que (r —s) paramélres, on reconnait que les » paramétres pri-
mitifs ne sont pas tous essentiels.

Il reste 3 démontrer que, si les transformations sont indépen-
dantes, les r paramétres sont tous cssentiels.

Supposons d’abord que I'on ait #<r, et que la caractéristique
de la matrice (2) soit égale & 7. En dérivant la relation

’ I .
(3) ri=ai+ '—'-2'./,\/,.7'1+...,
h

par rapport au paramétre <4, on a

!
or ]

Fn =E(x)+...,

les termes non écrits a la suite du premier contenanl au moins
I'un des paramétres < en facteur. Sil'on faitz,= o (i =1, 2, ..., 1),
ona

ory )
=z et (d—-—) = Zni(r).
“h/ x'=x

Considérons alors la matrice suivante

or'y ox', or, 1l

7‘_'- -5: R -—-0; l
) "

dz,. Oz, d=,
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Quand les z' tendent vers les z, les éléments de celte matrice ten-
dent vers les éléments correspondants de la matrice (2), et, par
suite, dans 'hypothése faite, la matrice (4) aura aussi pour carac-
téristique 7. D’aprés un théoréme connu, cela revient a dire qu'on
peut éliminer les 7 paramétres entre les équations (3) et réduire
ces ¢quations a (n — r) équations entre les 2’ et les . Mais alors,
si les r paramétres n’étaient pas tous essentiels, les équations (3)
pourraient s’écrirc de maniére a contenir (r — s) paramétres, el
I'élimination de ces (7 — s) paramétres entre les ¢quations donne-
rait (n — r + s) équations au moins entre les 2’ et les r, ce qui
est en contradiction avec le résultat qu’on vient d’obtenir. Par
suile notre assertion est établie.

Considérons alors le cas général ou r et n sont quelconques et
ou la matrice (2) a une caracténistique quelconque. Imaginons
d’écrirve les équations (3) successivement r fois avec r systémes
différents de variables

C o F AT R ¥ V7]
Ieg T ... Tan

(5)
( &py Tr2 oo Tra-
PPosons
Enil gy, Logy « ooy i) = Ecnis
i=n )f
0
Newf = 2 —.
S Emdrﬂ
i=1

Nous aurons la transformation

ahi= rg+ .—l; Z‘t/,x,/,.’r,/—é-. v
A

pour rn variables, et avec 7 paramétres; et nous pouvans observer

(que dans les transformations en question le nombre des para-

métres est nécessairement moindre que celui des variables. Ecri-

vons alors la matrice des §

14 14 14 14 .
TURNEITT BERUI TYPIN JYTINE PR S2tn s Qr1l G e Erlug
£
Y

A

12t 5122 .. Siam 222 oo S2en eee Era Erap e eruj

z r r »
l Sirt Sir2 e SIl'u SErl S22 eee S2rm e EI'I’I srrl LR Srrn
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Si celte matrice a pour caractéristique 7, on rentre dans le cas
particulier déja traité, et les r paramétres <, étant tous essentiels
pour ce nouvel ensemble, le seront aussi pour le premier ensemble
considéré. Si I'on suppose, au contraire, la caractéristique de cctte
matrice inférieure a 7, tous les éléments des diverses colonncs
devront salisfaire 4 une méme relation linéairc et homogénc; c¢’est-

a-dire qu’on devra avoir

2 8y + 22+ 2.5 = 0,

néun+ b+ .+ 2.8 =0,

‘ G;Enl +1gsgg| ‘... 1,-5:,.. =0,

(6,) esessssesrssses cececesnsrenney
| a1 2a1a farn =

@S2+ a:snu+- cot XpZepn = 0,

et essess e esass et s s s s a0 ‘

(6,)

‘ 1]5"“ -+ 1!erg| +...4 z,.E,.,., =0,
\

14
&+ 2k +. o+ 2.5, =0,

relations ol les z ne sont pas tous identiquement nuls et dépen-
dent des rn variables (3).

Puisque certainement les éléments de la matrice (2) ne sont pas
tous identiquement. nuls, dans une au moins des équations (6,)
les § ne seront pas tous nuls. La méme chose peut se dire des
équations (6,), ..., (6,). En outre, les équations (6,) ne sau-
raient étre conséquence des équations (6;), ..., (6,); en cllet,
dans le cas contraire, une fois trouvé un systéeme de valeurs x,,
ay, ..., &, satisfaisant 4 ces derniéres équations, ce systéme devrait
satisfaire aussi aux équations (6,); mais, les 2 oblenus ne dépen-
dant pas des zy,, Xy, ..., Zyn, les équations (6,) admettraicent les
solutions %,, a3, ..., 2, indépendantes des variables qui figurent
dans les §,ix, et par suite les Xy, X3, ..., X,;, ou bien les X,
X3y ..., X, ne seraient pas indépendants. Les systemes (6, ),
(61), ..., (6,) contiennent donc au moins r équations indépen-
dantes, et, par suite, n’admettent que la solution

AQGY=Ag=...= %= 0.

I est donc impossible que la matrice ail sa caracléristique infé-
rieure & r, et par suite le théoréme se trouve complétement
démontré.
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Soit maintenant un systéme de oo” transformations
(7 ri=filr,a)  (E=1,2,...,n0)

pour lequel se trouve vérifié un systéme d’équations différentielles
de la forme

()i‘h

8)
( day &

= ZE(/I(' )'{pl.(a) (h=1,12, ..., n; k='9 2y eeey ')y

le déterminant des ¢ étant supposé non identiquement nul. Ces
¢quations (8) peuvent aussi s’écrire, en conservant les notations
précédemment employées,
k=r
4

(8 Son(x’) = 2'“(")—‘

k-.1

(h=1,2,...,n;0=1,2, ..., r)

Si I'on désigne par %, Xy, ..., A, r quantités indéterminées, on a
par suite
k=r p=r

)
2 2oban(2') = "' 2 hpapi(a).

Y

Introduisons & présent un nouveau paramétre ¢, avec la condi-
tion que les @ puissent étre regardées comme des fonctions des A et
de ¢ vérifiant les équations dilférentielles

dru 21,1L(a) (k=a,2, ...,7r),

olt nous avons employ¢ le signe de dérivation ordinaire, parce que
nous considérons ¢ comme variable et les A comme paramétres ().

(') Ceci équivaut & exprimer les paramétres a,, a,, ..., @, au moyen des nou-

veaux paramétres (A, ¢X,, ..., tA, par les formules suivantes .
,o=r '
a, = af” + = 21 2 (a®) +...,
p=1

oi a®, aP, ..., a®) sont les valeurs de a,, a,, ..., a, qu'on veut faire corres-
pondrc a Ia valeur o de ¢, ou aux valeurs toutes nulles des paramétres ¢},
th, ..., ¢\ Evidemment ces valeurs a® doivent étre telles que le déterminant
des q,, et par suite celui des a, soit fini et non nul.



THEORIE GENERALE. 3

Nous aurons alors

. < oy, day  d),

2.k, = =4,

(9) 2 w3 ()= 2Gae e < dt
[4 3

Formons, avec les §, » opérateurs différentiels distincts

h=n

: of
NS == ,'2 Sonlr) 5
=1

Multiplions par ‘I\p cl sommons par rapport a o :

h=n p=r h= .,
2)‘,xpf_2 21 bl ) =L ”f 2'.6“‘21{,,,,.(:;.
h=1 p=1

Posons enfin

p:l'
N . .
Y M Nof =X/,
(10) P—‘

2) :1(/:( J£) = 5/1('7')1

¢t nous aurons

h=n

.. L 9f

(1r) \.f_. ,'zsh(.-r)a;l:-
=1

Ceute relation définit une transformation infinitésimale. Donc les
équations (9) qui, jointes aux équations (10), donnent
d.r ,
(12) d," -7 ('),
définissent un groupe & un paramétre contenant la transformation
identique.
Dans les équations

/ ! R .
aj—= a,:.”—i— IZL? 19/;(!1 0 “+ ..,
[

posons comme précédemment ¢),=7z,. Pour affirmer que ces
¢quations sont résolubles par rapport aux =, il suffit de démontrer
que le déterminant fonctionnel n’est pas identiquement nul, et par
suite il suffit de vérifier qu'il n'est pas nul pour des valeurs parti-



32 PREMIERE PARTIE.

culi¢res des 7. Or, si nous faisons ;=0 ({=1, 2, ..., r), cc
déterminant se réduit a celui fourni par les expressions

<t)ﬂ4.) = i (a™),
o /=0 '

lequel, par hypothése, est différent de zéro. Nous sommes done
certains qu’au lieu des @ nous pouvons introduire les paramétres =,
cl, si les paramotres a sont tous essentiels, les paramétres = le seront

aussl.
Imaginons alors (u’en intégrant le systéme (12), on ait trouvé

Q (. 2) = ¢, ceey Qr', )y,
d’ou, en particulier,
) Q[ fir, a'v), 0] = ¢y, ceey Q[ frr, @'y o] — e,
et par suite
Q) (r, %)= [fir, a?), o], ceey Q (' 7)) = Q| S, @), o).

Il résulte de la ue I'ensemble des transformations représentées
par (12) s'obtient en faisant le produit d’une transformation déter-
minée par les transformations de «<”~! groupes & un paramétre. Si
nous appliquons en effet la transformation

(13) -‘;i;:,fi(‘ry a'),
nous aurons les é(lllaliolls
) Q(r', 7)) = Q(;, 0\), cey Q1 7)) = Q,(r, 0),

(ui sont les équations du groupe i un paramétre engendré par la
transformation infinitésimale (11). Cette transformation dépend
de r constantes arbitraires, 2, 2, ..., 2,; mais il est facile de
reconnaitre que deux transformations (11), dans lesquelles les %
sont proportionnels, engendrent un méme groupe, en sorte que les
équations (14) définissent oc™! groupes i un paramétre.

Les ¢quations (14) peuvent aussi s'écrire (n° V1) sous la forme

, - t . — ? . —
Iri=ri+ F:\J‘;-}- -2—'-.\’27—:-...,
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ou, en remplagant X par son expression et en posant ¢ \x= 14,

' -_— 1 L, — 1 J—
(15) xri=xi+ -l—!-z‘tkkk.’n-l-EZTktjka/xi-i-....
k ko

Supposons alors, en particulier, que le systtme donné contiennc
Ia transformation identique zi=z;; si lon prend cette transfor-

mation pour transformation (13 ), les équations du systéme devien-
nent

' 1 . 1
(16) ri=xi+ l—'-z-:kkk:m+ ;—'z‘!‘-‘tJXkXI.T[+...,
k kj

et il est utile d’observer que si I'on veut exprimer une transforma-
tion donnée du systeme sous les deux formes (15), (16), les
valeurs des paramétres dans les deux formules sont nécessairement
distinctes.

Soient ensuite T("), T(* deux transformations quelconques de
I'ensemble donné, correspondant aux valeurs a(", af*) des para-
métres primitifs, et soient t(2) les valeurs des nouveaux para-
métres t qui, substitués dans (16), donnent la transformation Ti?).
La transformation T(" étant définie par

'T;':fi('rr a(”))

la transformation T¢*)T(2) sera donnée par

, 1
(13) ry=axi+ l—,ze',px,‘z;-.-....
k

Si donc nous avions pris a(® = a(*), nous aurions z = z’, et les
équations (15) deviendraient (en y remplacant 2’ par z” pour
¢évilter 'équivoque)

’ l ’
(18) x;=x,~+ﬁ2-.,‘ka,-+....
k

En comparant ces équations (18) aux équations (17), on voit que

ces derniéres représentent une transformation particuliére T du

systtme donné, et qui s’obtient en donnant dans les équa-

tions (18) les valeurs (2 aux paramétres t. Nous concluons donc

de la que le produit de deux transformations quelconques du sys-
V. 3
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téme considéré est encore une transformation de ce systéme, c’est-
a-dire que ce systéme forme un groupe. Ainsi :

Sil’on a un ensemble de o transformations
x),=fu(x, a) (h=1,2,...,n),

qui satisfont a un systéme d’équations différentielles

P:l’
%:259,,(2-')%,‘@) (th=1,2,...,n;k=1,2, ..., 1),
p=1
U'ensemble contenant la transformation identique et les va-
leurs des paramétres a relatives a cette transformation n'an-
nulant pas le déterminant des 4, l’ensemble considéré forme
un groupe a r paramétres.

Ce théoréme constitue (voir la note de la page 12) la seconde
partie du premier théoréme fondamental de Lie.
La relation déja écrite

p=r
Xf= X 2Xef,
p=1

met en évidence le fait que toutes les transformations infinitési-
males du groupe considéré peuvent s’exprimer linéairement au
moyen de r d’entre elles X, f, X, f, ..., X, f. Celles-ci sont indé-
pendantes, puisque, (n° 1V), il n’existe aucun systtme de con-
stantes non toutes nulles g, g3, ..., g- pour lequel on ait

p=r
ngspk(-‘t‘)=0 (k=1,2,...,n).
p=1

Donc :

Tout groupe & r paramétres essentiels contenant la trans-
JSormation identique renferme r et seulement r transforma-
tions infinitésimales indépendantes.

Observons encore que la transformation infinitésimale la plus
générale du groupe, soit X f, ne change pas de forme si’on intro-
«uit les variables z' au lieu des variables z.
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Rappelons-nous en effet la relation
"9 )
; ‘!’ckz Epo(z );,'—a{:‘; -+ 2 00&2 Eup(z)o—'z(; =o.
? G P
Puisque I'on a

df = ‘ ()f — X\
‘;E"P(I)aa.‘? = Xqf, ;Ecp(-" )}F"; = Xg /s

clle devient

DaXof+ Y buXef=o.

Multiplions par A4 et sommons par rapport i & :

2 Z Yor M X5 f + Z Zockh-xcf= .
k ¢ * p
Elk00k= €q,y Zlk‘!’ck‘:—e;,
k *
Ze'c‘ of = Zecx,,f,

3 G

en posant

il vient

ce qui démontre notre assertion.
Cherchons enfin les relations entre les e et les ¢’ : nous allons
voir que ces relations sont linéaires et homogénes.
. . ’ B .
Multiplions € par 24; et sommons par rapporta = :

2 211:%/.-1«::— zeazm-;
[ ] k a

Zq’¢k1q1= \ ° pour ki,
g !

1 pour k=1¢;

2 2 Mboragi= A ou A=— 2 €g%gi;
o k [

S 0 LT, 5
k& e ]

3

mais on a

donc

et enfin

(c. Q. F. p.)
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VIII. — Digression sur la théorie des équations différentielles.

Nous allons rappeler quelques théorémes connus relatifs aux
équations différentielles, & commencer par ce théoréme de Jacobi :

Une équation auz dérivées partielles du premier ordre dans
lagquelle z,, x;, ..., x, sont les variables indépendantes et s
la fonction, peut toujours étre transformée en une autre dans
laquelle s figure comme une nouvelle variable indépendante
et ot la fonction inconnue est une nouvelle fonction f qui n'y
figure que par ses dérivées prises par rapport & x,, i, ...,
xp, 5. St U'équation proposée est en outre linéaire, la trans-
Jormée est linéaire et homogéne par rapport aur dérivées
de f, c'est-a-dire qu’elle a la forme générale

9f I

+ df
or T, T Cn+igz = O

=i Cp =% 9z

or
En vertu de ce théoréme, nous pourrons supposer qu'a toute
équation linéaire on en ait substitué une autre linéaire, homo-
giéne, ne contenant pas explicitement la fonction inconnue, et
nous nous limiterons i considérer des équations de ce genre.
Soient donc g équations différentielles a n variables, linéaire-
ment indépendantes

. 9 9, 9
A’f::a";{'—l—i—a"d—;‘fz +..-+(l|n—L=0,

ox,
9 /]
X,f_-_a“(—)—;j_}-l-an‘—”[-'*- a’”o]‘ =o,
n
Getecsseestsassstcsnannn Cecceenntens cesene )
C fean Y o o _
qu;(lql-d—]_—l—i-aqg;;;+...>.—(l-q,,m—0,

ou g<n, car si gZn, 'unique solution possible du systeme
serait /= const.

11 est facile de voir comment on peut, de ces équations linéaires,
en déduire d’autres. Considérons i cette fin les deux premiéres

¢quations
n n
) p) )
Xif=Qangl =0,  Xof=Dauil =o.

=1 =1
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Effectuons le produit X,X,; nous avons

n n
. 2 9
XXy f= 2:“"3;1( E a:ha?{;)

i=t A=t
n n
= X ou 3o g ot )
- " h 01‘1 0.1‘/‘ 0.1.‘( ().’l’h
1

d’f da.,, ()f
2 ; it ()1',' d.r;, + ; § 4 dz‘( 0.1‘/,.

i

ou

XiXef

De méme
—_ d’f da,p ’)f
XX = 3 X enain gim + 2 DG, i
i i

Si Pon fait la différence de ces deux produits, en observant
que les premiers termes des seconds membres se détruisent, puis-
(u’on peut permuter A et £, il vient

_ ()_f ()a,;, ()a,,,
X'x’f‘x’x'f“Em(Z i Gy ““m)
- ;

i i
ou encore

dJd
XiXef —XoX, f= B (Xyass— Xaann) 2L ;
- oz

les dérivées secondes de f ont disparu de cette combinaison, et 'on
a une expression linéaire homogéne du premier ordre qu’on indique

par (X,X,)f; ainsi par définition
(X,X,)fE X,X,f— X,X,f.

Les opérateurs X possé¢dent des propriétés remarquables.

Nous avons déja vu, par exemple, qu’en effectuant un change-
ment de variables indépendantes, les X / se transforment en expres-
sions de méme nature.

Voici encore une importante identité qui est immédiatement
démontrée :

Si Uon considére trois opérateurs quelconques X,, X,, Xj,
on a identiquement

((x.x,)x.)f+ ((X,X,)X.)f—:— ((x,x.)x,)f= 0
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En cffet, d’aprés la définition qu’on vient de donner, on a (en
omettant d’écrire f)

((X.x,)x,) = (X1 X3 — X; X, Xq) = (X; Xa, X3) — (Xs Xy, X3),
car 'opérateur X jouit manifestement de la propriété distributive.
Nous avons donc

((x.x,)x,) = X, X3 X5 — X X1 Xy — X2 X, X3+ X X, X5
Il suffit de permuter circulairement les indices pour obtenir
((X,X;)X.) =X XX, — X X XG— XX X+ X, XX,
<(X;X|)K,) =GN —- XXX — X G X+ XXX,

in ajoutant ces trois égalités, on obtient de suite I'identité écrite.

Revenons a notre systéme d’équations. On voit que si f satisfait
aux deux équations X, f= o, X, /= o, elle satisfera aussi a I'équa-
tion (X, X,)f=o.

Conséquemment, toute intégrale commune aux ¢ équations don-
nées sera aussi commune aux équations (X,X,)f=o, ...,
(XyXg)f=0, ..., (Xq_1X,) f=0, qui s’en déduisent. Ainsi le
systéme donné se trouve amplifié. 11 peut alors se faire que quel-
qu'une des nouvelles équations soit une combinaison linéaire des
¢ premiéres ¢quations : une telle équation est a supprimer.

On continuera de la sorte a former de nouvelles équations,
parmi lesquelles on a a supprimer celles qui sont des combinaisons
linéaires des précédentes. Si I'on arrive ainsi 4 un systéme conte-
nant au moins n équatiens, le systtme donné sera manifestement
de ceux qui n’admettent pas d’intégrales communes. Mais il peut
aussi se faire qu’on arrive 3 un systéme de p (<< r) équations tel
que, de ces équations, on ne déduise, par le procédé indiqué, que
des équations combinaisons linéaires des précédentes; dans ce cas,
le systeme des p équations est appelé un systéme complet. 11 est
clair qu'un systtme d’équations linéaires homogénes, ou bien
n’admet aucune intégrale, ou bien peut se transformer en un
systtme complet. D’aprés cela, il suffira d'étudier seulement les
systemes complets d’équations différentielles linéaires homogénes
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Au sujet de ces systémes, il convient de citer les théorémes sui-
vants :

1° Un systéme complet de p équations différentielles linéaires
homogénes & n variables (p <nr) admet (n— p) intégrales
indépendantes;

2" S, sur un systéme complet, on opére un changement des
variables indépendantes, le systéme obtenu est encore un sys-
téme complet;

3° 8¢ lon a un systéme complet et qu’a un groupe de ses
équations on substitue un groupe équivalent d’équations, le
nouveau systéme obtenu est encore un systéme complet.

Je rappellerai, a propos de ce dernier théoréme, que deux sys-
temes d’équations différentielles sont dits équivalents quand
chaque équation de l'un est une conséquence de 'autre, de telle
sorte que toute intégrale de I'un soit aussi une intégrale de l'autre.

Arrivons a un quatriéme théoréme :

4° Etant donné un systéme complet de p équations linéaires
homogeénes & n variables (p < n), et une fonction quelconque
Y(Zy Tyy ...y Tup) de (n — p) des susdites variables, on peut
toujours trouver une intégrale du systéme qui, pour

(n Tp—p+1 = &y, Tp—pts = %3, sy Tp=%p

(24, %2y ..., 2p €tant des valeurs prises arbitrairement), se
réduise a cette fonction ¥ des (n — p) autres variables.

En particulier, on peut toujours trouver une intégrale qui, pour
les valeurs (1) des variables z,_p4., ..., Zu, se réduise & une cer-
taine des autres variables.

IX. — Fonctions et équations qui admettent
des transformations données.

On dit qu'une fonction f(z) des variables z,, z,, ..., z, est
invariante par rapport & une transformation donnée, ou admet
cette transformation quand, en appliquant aux z cette transfor-
mation, on trouve que ladite fonction reste invariante.
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Considérons maintenant I'équation f(z)=o et appliquons
aux z la transformation donnée : il peut arriver que la nouvelle
¢équation a laquelle on parvient se présente sous la forme

y f(xl)Q=°’

le facteur QQ étant une simple constante ou une fonction des x;
dans le premier cas, la nouvelle équation est dite équivalente a la
proposée et, dans I'un et 'autre cas, on dit que la proposée admet
la transformation considérée.

Si une fonction ou une équation admet toutes les transformations
d’un groupe, on dit qu’elle admet ce groupe de transformations.

Nous voulons chercher la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction soit invariante par rapport 4 un groupe de trans-
formations 3 un paramétre. Nous rappellerons pour cela le dévelop-
pement

f(z)—f(z')—i- \f+ X’f—l—

ou ¢ est le paramétre du groupe défini par I'opérateur X. Comme
par hypothése f(z)= f(z'), il faut que l'on ait Xf=o. Cette
condition est d’ailleurs suffisante, car, si elle est vérifiée, on a
X2f—=o0,X3f=o, ... et, parsuite, f(z') = f(x). Nous avons donc
démontré ce résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
J(z) soit incariante par rapport & un groupe de transforma-
tions & un paramétre défini par U’opérateur différentiel X, est
que cette fonction soit intégrale de l'équation différentielle
Xf=o.

Nous dirons, par définition, qu’une fonction f admet la trans-
Jormation infinitésimale X f si elle est intégrale de I'équation
X f = o. Nous pourrons alors donner a ce théoréme la forme sui-
vante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
Jf(z) admette un groupe de transformations & un paramétre
est que cette fonction admette la trans, formauon infinitésimale
contenue dans le groupe.

Si I'on observe qu’une fonction intégrale des deux équations
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X,f= o0, Xy f = o est aussi intégrale de 'équation (X,X,)f=o,
on a ce théoréme :

S¢ une fonction admet les transformations infinitésimales
Xfy Xuf, elle admet ausst la transformation infinitésimale
(X\Xa) /-

Soit maintenant un systtme d’équations, supposées indépen-
dantes,

(1) Q(z)=o, Q(z)=o0, cosy Qu_m(z)=0.

Si ce systéme admet toutes les transformations d’un groupe a un
paramétre X f, cela revient a dire que les équations

t . 2 .
Q;(z‘)+7,-.\0g(.z')+ :—,X’Q;(z)-f-...: o (i=1,2,...,Rn—m)

doivent étre vérifiées par tous les systemes de valeurs des z qui
vérifient le systtme donné, et cela quel que soit ¢. Au systéme qu’on
vient d’écrire, on peut évidemment substituer le suivant :

(2) XQ;(z‘)+§X’Q;(z)+...=o (E=1,2,...,n—m);

et il est clair que, pour que ce systéme soit satisfait, quel que soit 7,
par toutes les valeurs des z qui vérifient le systtme donné, il faut
que pour ces valeurs de z on ait

(3) XQ;,(x)=o0 (i=1,2,...,n—m),

En effet, si, pour un certain systtme de valeurs vérifiant (1), les
équations (3) n’avaient pas lieu, il serait aisé d’assigner une valeur
de ¢ pour laquelle ce systeme de valeurs ne satisferait pas a toutes
les équations (2).

Si nous disons, par définition, qu’un systtme d’équations (1)
admet une transformation infinitésimale X f quand les équa-
tions (3) sont conséquences des équations (1), nous aurons cetle
conclusion :

Pour qu’un systéme d’équations admette les transformations
d’un groupe a un paramétre, il est nécessaire qu’il admette la
transformation infinitésimale génératrice de ce groupe.
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Nous démontrerons sous peu que cette condition est aussi suffi-
sante.

Puisque les équations (1) sont supposées indépendantes, la
matrice

I 09, 00, 0Q,

‘ or 1 o 2 ox n
Qe 0Qs—m Ve 02—

Jr, 0z, ox,

aura pour caractéristique (n — m), c’est-a-dire qu’'un au moins de
ses mineurs d’ordre (n — m) ne sera pas identiquement nul. Sup-
D(Q,, Q4 -.vs Luem)
D(xh T3y - o0y -z'u—ln)
ne soit pas identiquement nul. Résolvons le systéme (1) par rapport
aux (n — m) premiéres variables, ce qui se peut d’aprés '’hypo-
these faite; nous aurons

posons, pour fixer les idées, que le déterminant

Tp—m = Pn—m(Zn—m+1, Tn—m+2y + « -+ Tn)-

En remplagant les (n — m) premiers z par les ¢ dans une quel-
conque des équations données, on obtient une identité. Pour indi-
quer le remplacement de ces x parles  dans une fonctian F des z,
nous enfermerons la fonction F dans une parenthése earrée; c’est-
a-dirc que nous poserons

[F]= F(?l, C2y oo oy Qu—my Tu—m+1y « - <y Zn)-

Avec cette notation, pour une quelconque des fonctions Q, nous

avons
[Qi] =o.

Soit alors la transformation infinitésimale considérée

h=n
JF
XF = ¥ bu(2) 7
h=1 -~

d’ou, en introduisant les o,

h=

xFl = N[5 O
h=t
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et, en se souvenant que 5 = Xz,

h=n

. . JF
[XF] = Y [Xa4] [E]
h=1
D’autre part, si I'on se rappelle que I'on a en général

XF("P‘? “{!9 . -.) = %x¢l+ d_o_‘;‘_’
h=n—m h=n

. Fl
xil= ¥ Llxgr 3 Llxg,

qug'f-. .oy
il vient

h=1 h=n—m+1

ce qui peut encore s’écrire

h=n—m

h=n
. O oF 1. O oF
xer= X [ B [m]e
h=1 h=n—m+1

Il s’ensuit que

h=n—m h=n

xiFn= Y (o]l X | ] xen
: |

=1 h=n—m+1

et, par conséquent,

'

h=n—
(xF1—(x(F1 =" %[5 ] it%ea1 = 1Xeu);

h=1
h=n—m

= ;:, [ JoX o — .

Or, avec notre nouvelle notation, la condition nécessaire trouvée

peut s’écrire
[xn‘r] = 0.

D’autre part, comme [Q;] = o, on a aussi
X[Q/]=o0, [X[2:]]=o.

Si donc on applique aux Q; la formule (4), il vient

h=n—m

2 [%][X(zh—?h)]=o (i=1,2,..., n—m);
h=1
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mais, comme par hypothése le déterminant des «% est différent de

zéro, on doit avoir
[X(zn— oa)] = o.

Il résulte de la, d’aprés (4), que l'on a, quelle que soit la fonc-

tion F,
[XF]—[X[F]] = o.

Si donc F = o est une conséquence du systéme (1), c’est-a-dire
si [F]= o, comme il s’ensuit que X[F]=o et[X[F]]=o0, 0na
aussi [ XF] = o. Donc, enfin :

Si l'équation F = o est une conséquence du systéme donné,
tlen est de méme pour U’équation XF = o (et, par suite, aussi
pour les équations X*F = o, X3F =o, ...).

En d’autres termes, si le systéme Q;= o admet la transforma-
tion infinitésimale Xf, toute équation qui en est une con-
séquence admet la méme transformation infinitésimale.

En particulier, deuz systémes équivalents admettent les
mémes transformations infinitésimales.

Revenons i la question qui nous occupait tout a I'heure et sup-
posons que les équations données admettent la transformation infi-
nitésimale X f, c’est-a-dire que les équations (3) soient consé-
quences des équations (1); il s’ensuivra, d’apres le théoréme qu’on
vient de démontrer, qu'il en cst de méme pour les équations

X2Q;(z) =o, X*Q;(z)=o, esey

et, par suite, aussi pour les équations (2), en sorte que le systéme
admet le groupe considéré.
Nous conclurons de 1a ce théoréme :

La condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
des équations Q,=o, ..., Qu_m=o0 admette un groupe a un
paramétre défini par Uopérateur Xf, est que les équations
XQ,=o, ..., XQ,_n=o0 soient des conséquences du systéme

b ?
donné.

Ce théoréme peut encore s’énoncer sous cette autre forme :

Un systéme d’équations admet un groupe & un paramétre
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quand il admet la transformation infinitésimale de ce groupe,
et alors seulement.

Supposons qu’un systéme d’équations (1) admette deux transfor-
mations infinitésimales X, X,. Cela veut dire que les équations
X,Q;=o0, X;Q;= o0 sont des conséquences du systeme. Mais,
d’aprés la remarque que l'on vient de faire, il s’ensuit que les
équations X,X,Q;=o, X,X,;Q;=o0 sont des conséquences du
systeme, et 'on pourra donc dire la méme chose des équations
(X, X,)Q;=o0. Ainsi :

St un systéme d’équations admet les transformations infi-
nitésimales X |, X,, il admettra aussi la transformation (X,X,).

Tout ceci posé, arrivons a la solution d’un important probléme :

E'tant donnée la transformation infinitésimale X f, trouver
tous les systémes possibles d’équations qui admettent cette
transformation infinitésimale.

A cet effet, commengons par diviser tous ces systémes possibles
en deux classes : 4 la premiére appartiendront tous les systémes
tels que les équations &, (z)=o, ..., §x(z) =0 n’en soient pas
toutes des conséquences; a la seconde appartiendront tous les
autres.

Partons de 'équation X /= o et supposons qu’on soit parvenu
a trouver le systéme de premiére classe

Qi =o, Q,=o, eeey Qu_m=o.
Soit 3y, ¥2, ..., ¥n_1 un systétme d'intégrales indépendantes de
X f=o. Un changement de variables ne changeant pas la forme de

cette équation, prenons en particulier comme nouvelles variables
les  (qui sont des fonctions ¢ des z) et I'un des x, y, =z, :

. oy Jd ~
I’équation se réduira a la forme o o. En effet, on a

o¥n
of of of _
E'E +E’E+ . +Enm-—-0
Or

_d._f_ of m Af  0¥n—y
dz‘l l))’| oy ()}’,,-] dl‘|
Ceecaeeceetaectanecianans et ,
of _ of oy 9 Oyn 9
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Multiplions respectivement par §,, ..., E., ajoutons et rappelons-
nous que ¥y, ¥, - - ., ¥n_1 sontdes intégrales de I'’6quation donnée;
nous aurons

of _

€a (-g; =0 ou ayn = °
Par I'introduction des y, les Q4(z) prendront la forme ®,(y) et
nous aurons

P, (.7') =0, 4’!'(.7') =o, ceey Prm (]) =o.

Si le premier systéme admet la transformation infinitésimale X £,
;;;anui est la transformée de
la premiére avec les nouvelles variables; le second systéme, ou ne
devra donc pas contenir y,, ou devra pouvoir étre transformé cn
un autre syst¢tme ne contenant pas ¥, : en d’autres termes, le
systéme transformé ne devra pas pouvoir étre résolu par rapport

a ¥u. En effet, si'on pouvait en déduire

le second admettra la transformation

J'u—q’(fhy!r -'-1yn—l)= o,
comme cette équation doit admettre la transformation infinité-
. a9 . R
simale (?f- (puisqu’elle est conséquence d’un systéme admettant
n

cette transformation), on aurait I'absurdité 1 = o.
Le systeme des ® devra donc, ou étre de la forme, ou étre réduc-
tible a un systéme de la forme

q’l ()’hyh"'y,yn—l)=ui

q‘n—m(.}'h.}'h «ee3¥Yn—1)=0.

En observant que les premiers membres de ces équations sont des
intégrales de X f= o, on peut dire que, pour avoir un systéme de
la premicre classe, il suffit d’égaler a zéro un certain nombre d’in-
tégrales de X f= o. Réciproquement, tout systéme ainsi obtenu
appartiendra évidemment & la premiére classe. Ainsi les systémes
d’équations de la premiére classe sont exclusivement tous ceux
qui s’obtiennent en égalant & séro un certain nombre d’inté-
grales de Uéquation différentielle X f—=o.

Si ¢ est une fonction quelconque, pour toutes les valeurs des z
annulant les &, on a évidemment X ¢ = o. Considérons alors le
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systeme d’équations
fi=o, &=o, ceey  Eu=o, di=o, Y=o, ceey

ou ¢, ¥,, ... sont des fonctions quelconques; désignons par f le
premier nombre d'uwe quelconque de ces équations; on a toujours
X f =0 comme conséquence de ces équations, en sorte qu'om peut
dire que le systéme admet la transformation infinitésimale consi-
dérée. Réciproquement, tout systéme dont les équations §, =o, ...,
E»= o sont conséquences, doit contenir ces équations (ou au moins
doit pouvoir étre mis sous une forme telle qu'il les contienne).
Donc :

Les systémes de seconde classe sont exclusivement tous ceur
qui s’obtiennent en adjoignant aux équations § = o d’autres
équations quelconques, compatibles toutefois entre clles et avec
celles-la.

D’aprés cela, tous les systémes possibles résultent en derniere
analyse de I'intégration de I’équation X f=o.
Nous allons maintenant traiter cet autre probleme plus général :

Etant données les transformations infinitésimales X, f,
Xaf, ...y X, f, trouver tous les systémes possibles d’équations
qui les admettent.

Ce que nous avons dit précédemment nous fait présumer que le
role essentiel sera joué par le systéme des équations différentielles
X f=o, Xyf=o, ..., X,.f= o, systéme qui, en général, ne sera
pas complet.

11 suffit toutefois de traiter le cas ol ce systéme est complet. En
effet, on sait que si un systeme d’équations admet les transforma-
tions infinitésimales X, f, X,f, il admettra aussi la transforma-
ton (X, X,)f.

Par suite le systéme que nous cherchons admettra aussi les trans-
formations (X, X,,)f, (X, X,)f, ..., (X,_sX,)f, parmi lesquelles
nous ne retiendrons que celles qui ne sont pas des combinaisons
linéaires des précédentes transformations. En continuant de la
sorte, nous arriverons a adjoindre aux transformations données les
nouvelles transformations X, f, X,4a f, ..., X¢f, en dehors des-
quelles il ne sera pas possible d’en trouver qui ne soient des com-
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binaisons linéaires de X, f, ..., X, f. Le systtme des équations
différentielles qu’on est ainsi conduit 4 considérer

“lf=oy EER) xrf=°1 xr-&-l.f:(’, cuey X,If=o,

sera complet; c’est ce que nous voulions démontrer.

Supposons donc complet le systeme des équations obtenues en
¢galant a zéro les transformations données, que nous admettons
¢tre indépendantes. Les équations pourront n’étre pas linéairement
indépendantes (c’est-a-dire qu’il peut arriver que certaines d’entre
elles soient des combinaisons linéaires, a coefficients non con-
stants, des autres équations); soit p le nombre de celles qui sont

linéairement indépendantes. Posons

. 0,
Xif= 2 ki o—a‘f‘
: i
ct formons la matrice

EII El! s Elll

E!I fu e E’"

I El'l Er: RN Eru

celle-ci aura pour caractéristique p. Cela posé, divisons comme
plus haut tous les systémes cherchés d’equations en deux classes.
Appartiendront a la premiére classe tous ceux qui n’entrainent pas
la nullité de tous les mincurs d’ordre p de la précédente matrice;
appartiendront au contraire 4 la seconde classe tous ceux qui
entrainent comme conséquence la nullité de tous les mineurs
d’ordre p de cette matrice. Cette derniére classe peut se diviser a
son tour en p sous-classes qui s'obtiennent en supposant que le
systéme entraine seulement la nullité des mineurs d’ordre p, ou
bien aussi celle des mineurs d’ordre (p —1), etc.

Envisageons le probléeme dans le cas ol 'on recherche les sys-
témes de la premiére classe. Soient @, —=o0, Q;=o0, ..., Q;=o0les
¢quations du systeme cherché, et soit

IEl.n—p+| El,n—IH-! cee El,u

................ cee

EP: n—p+1 EP: n—p+2 cce EP. n

le mineur d'ordre p qui, non seulement n’est pas identiquement
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nul, mais méme ne s’annule pas en vertu des équations du systéme.
Résolvons les équations X,f=o, ..., X, f=o0 par rapport a

) ) )t
Y, Y ..., Y, et mettons-les sous la forme
O p—p+y 01',._p+3 or,

i=n—p

of of
b pIRY or; —

les 7, n’étant ni indéterminés, ni identiquement nuls en vertu des
équations. Nous obtenons ainsi un systeme équivalent au systeme
des équations X;f=o0 (i=1,2,...,¢), donc un systeme com-
plet; nous désignerons par Y,f, Y./, ..., Y, f les premiers
membres des équations de ce syst¢me, les Y élant de nouveaux
opérateurs différentiels. Cela étant, cc systeme complet de p équa-
tions a n variables admet (n — p) intégrales indépendantes que
nous désignerons par

1=, ey ooy Ta)y Yu-p=Qu—p(I1, T2, .oy Ta).

Effectuons un changement de variables indépendantes en intro-
duisant, au licu des x, les y définis par ces dernicres relations et
par

Y n—p+1 = Tn—p+iy Yn—p+2 == Tn—pi-2y eeey Yn=Tp.
Les équations Y, f'=o, ..., Y, /= 0 s¢ réduisent &

o o, . o

9 n—p+1
(voir plus haut), équations que nous écrirons
Z|f=0, eey pr=0.

Le systéme des équations ;= o admet par hypothése les trans-
formations infinitésimales X, /. ..., X, f et, par suite, les transfor-
mations Y, f, ..., Y, f, d'aprés ce qui a été dit précédemment. Si
donc nous posons Q;(x) = V4()), nous aurons le systtme des

V. 4
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équations
Vi(y)=o, Yi(y)=o, veey Vo(y)=o,

qui admettra les transformations infinitésimales Z, f, Z, f; .., Z, f.
On déduit de la que ce systtme d'équations ne contient pas les
Yuspsty Yn_pg2s «++y YVn, ou du moins ne les contient qu’en appa-
rence et peut se réduire a un systtme équivalent ne les contenant
pas. En effet, s'il les contenait effectivement, le systéme serait
résoluble par rapport a ces variables, en sorte qu'on en pourrait
déduire ' o

Ya—p+1— 'h (}'h Fae ooy J’n—p) =0,

e e eeaany

Yn —'dfl'(}'lvyh cees Yn—p) =0,

et ces équations devraient admettre les transformations Z f. Or on
voit que, par exemple, en appliquant la transformation Z, f 4 la
premicre de ces relations, on obtient 'absurdité 1 = o, et ainsi des
autres. Chacune de ces relations n’admet donc pas toutes les trans-
formations Z f, d’oui il suit que le systéme de ces équations n’est pas
conséquence du précédent, et cela justifie notre assertion.

Ainsi, le systeme des équations V=0 pourra se réduire a un
systeme dont les premiers membres soient des fonctions seulement
de ¥y, ¥2y .-y ¥n_p, C'est-a-dire soient des intégrales du systéme
complet.

On voit donc immédiatement que, pour avoir un systéme d’équa-
tions de la premiére classe, il suffit d’égaler & zéro un certain
nombre d’intégrales du systéme complet d'équations différentielles
considéré.

Naturellement cctte détermination devra se répéter pour tout
déterminant du pi¢™® ordre non nul.

Proposons-nous maintenant de rechercher un systéeme d’équa-
tions de la seconde classe, ou, d’'une maniére plus précise, un
systtme d’équations d’une sous-classe déterminée comprise dans la
seconde classe. Nous allons montrer que ce probléme se réduit a la
recherche d’un syst¢me d’équations de la premiére classe relatif a
un autre systéme de transformations infinitésimales.

Supposons, -pour fixer la sous-classe, que le systéme des équa-
tions cherchées entraine la nullité de tous les mineurs de la précé-
dente matrice d’ordre supérieur a /, mais n'entraine pas la nullité
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de tous ceux d’ordre 4 (4 étant, bien entendu, inférieur a p). For-
mons tous les mineurs ® qui ne s’annulent pas identiquement,
mais qui s’annulent en vertu du systéme cherché, et écrivons

8, =o, 8:=o, coey 8;=o.

Rappelons qu'un systtme de s équations définit un espace &
(n — s) dimensions compris dans I'espace général a n dimensions.
Le fait analytique que ce syst¢éme admet une transformation infi-
nitésimale se traduit par ce fait géométrique : si 'on donne & cet
espace a (n — s) dimensions le déplacement représentant la trans-
formation infinitésimale, cet espace ne change pas. Mais il se peut
que cet espace soit décomposable en parties telles qu’en appliquant
le déplacement susdit, ces parties se changent les unes dans les
autres, et que 'ensemble reste inaltéré : au point de vue analytique,
cela signifie que le systéme d’équations est réductible; il se com-
pose de systemes d'un nombre moindre d’équations, systemes
n’admettant pas la transformation infinitésimale considérée, et qui,
si on leur applique cette transformation, se changent les uns dans
les autres; de la sorte, le systéme total reste inaltéré, il admet la-~
dite transformation.

Dans ce cas, soit

(5) A =o, cely Ar=o0 (t<s)

une partie irréductible du systéme considéré, n’admettant pas la
transformation infinitésimale X;f. Nous devrons adjoindre au
systeme (5) les nouvelles équations

XxAj=o, ceey XxAr=o,

Y

puis, comme d’ordinaire, égaler a zéro les produits (XxX,), en
écartant les équations qui sont des combinaisons linéaires des pré-
cédentes, et ainsi de suite jusqu’a ce que nous ne trouvions plus.
d’équations nouvelles. De cette maniére, nous parviendrons soit
a un systeme d’équations indépendantes et incompatibles, soit a
un systeme d’équations indépendantes et compatibles admettant le
systeme donné de transformations infinitésimales. Ecrivons. ce
systeme
Q= o, Q= o. ceey Q,=o.

Considérons un des déterminants d’ordre % définis plus haut, qui.
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ne s’annulent ni identiquement, ni en vertu des équations du sys-

t¢me cherché¢ :

El.n—h-ﬂ Ei.n—h-‘-! see Ei_n

Elc,n-»lnl Eh,n—-h-o-s Eln.u

Ecrivons encore les équations obtenues en appliquant a @ = o les
transformations X; f :

=

. o

-\L-Q=ZEH;);[=° (k=l,').,...,/l).
=1

Si le systeme d’équations Q;= o contenail les seules variables
Zn_hyty Tu_hgay -+ -y Tny dans les sommes précédentes les (n — /)
premiers termes manqueraient et I'on aurait . équations linéaires
o0 .

01'a-/.+|’ d:z:,._.;.H’ oz’ ce qui n'esl pas pos-
sible, le déterminant susdit des coefficients étant différent de zéro.
Par suite, chacune des fonctions Q devra nécessairement contenir
au moins une des autres variables z, z,, ..., Zo_a, €t tous les Q
devront, comme on voit, contenir toutes les variables; on pourra
donc résoudre le systéeme des équations Q = o par rapport a .r,,
Lay ..., Tu_p etl’on trouvera, par exemple :

ce oy

homogénes en

(6) $ i R e ,

( Tp—h= ?n—lz(-Tn—-';+ls Tp-ha2s ooy Tn)e

En d’autres termes, le systtme des équations = o devra se trans-
former en ce systeme d’équations et en un autre que nous désigne-
rons par

(7) \')—'_-0, v’:O, ceey

les V étant supposés déja mis sous forme de fonctions des seuls
Zu_hyry - -y Zn. On pourra dire la méme chose du systéme cherché.

‘Soit maintenant en général F(z) une fonction des variables «,,
&3, ..., Zp; indiquons par le symbole [F] I'expression déduite
de F(z) en remplacant z,, z,, ..., Zu_4 par les expressions pré-
cédentes 9y, 9, ..., T4_4. Nous pourrons dés lors écrire V;=[V,].
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Or
. oV % oV
Xo V=t d 2 O A7
iVi=En oz Fraaatliny §kn P
se réduit i
. ov; ov;
V= _ —t b, L
Xk v/ Ek. n—h+1 0Zn— ot -+ =+ Skn 0z,’

par suite

. ov aV
(XeVs] = (Bonmnnt] gode e+ [Banl 22
Puisque le systéme (6), (7) admet les transformations infinitési-
males X; /, les équations

XiVi=o0

devront étre des conséquences du méme systéme, c’est-a-dire qu’on
devra avoir

[XiVji]l=0
ou
i=n dvj
Y dGi=o.
i—n—h+1

Ceci montre que le systeme d’équations (7) admet le systéme de
transformations infinitésimales

i=n
) of
Xefl= D [ 2
i=n—h+1
ou k varie de 1 a A.
Si nous formons la matrice

[El,n—h-o—l] e [El,n]

,

[6n n—n+1] .- [Ba,n)

ses déterminants d’ordre % ne s'annulent pas identiquement. Nous
nous trouvons donc avoir transformé notre probléeme, c’est-a-dire
la recherche des équations de la sous-classe considérée admettant
les transformations X; f, en un autre probléme dans lequel on a
4 déterminer les équations de la premiére classe admettant les
transformations infinitésimales [ X; £].

Notre probléme se trouve de la sorte entiérement résolu.
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X. — Systdmes d’équations différentielles qui admettent
des transformations données.

Soit le systéme complet d’équations différentielles linéaires

h=n .
{1) XjfazEﬂ.(z)-d—f;=o J=1,2,...,9)-
h=1

oxr

Appliquons-lui une transformation z;= f;(x); il se transforme
«<n un autre systtme complet (n° VIII), en général différent,

Il=’l
)
(2) Xpf= Y b 3L =o.
h=1

Mais, si la transformation est telle qu’entre les X f et les X' f aient
lieu des relations de la forne
i=q

(3) Xef = X wry ()X} f

Jj=1

(ou il est entendu que X; f est exprimé en z'), ou qu’entre les §
<t les £’ aient lieu des relations de la forme

i=q
bon(2') = ¥, wiy (@) (),

j=1

alors le systéme (2) est équivalent au systeme (1), oi 1'on accen-
tuerait les variables; en d’autres termes, la transformation change
le systéme (1) en ce nouveau systéme

h=n

Jd
(4) 2&/1,(3')0—zf; =o.
h=1 ¢

Quand il en est ainsi, on dit que le systéme (1) admet la trans-
Jormation z;= fi(x).

Supposons donc que le systéme (1) admette la transformation
z' = fi(z). Alors, si ¢(z) est une intégrale du systeme (1), ¢(z’)
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sera une intégrale du systtme (4), ou du systtme (2); d'autre
part, si ¢(Z’) est une intégrale du syst¢me transformé, o[ f(z)]
sera une intégrale du systéme primitif. Nous concluons donc que,
si o(x) est une intégrale du systeme (1), ¢[ f(z)] est une inté-
grale du méme systéme.

Réciproquement, supposons que, ¢(z) étant une intégrale quel-
conque du systéme (1), o[ f(x)] en soit aussi une intégrale. De
Xi9(x)=o, il suit que X;9(z') =0 ou X; o[ f(x)] = 0; mais,
comme on a aussi par hypothé¢se Xio[ f(2)] = o, on voit que les
X4 f s’annulent en méme temps que les X; f et inversement; d’ou
résulte I'équivalence entre les deux systemes.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme
complet d’équations différentielles lincaires
X,-f:o (i=l,2,...,q)
admette une transformation définie par les équations
xi= fi(x) (i=1,2,...,n),

est que, quelle que soit Uintégrale ¢(x) du susdit systéme
complet, o f(z)] soit aussi une intégrale de ce systéme. '

Proposons-nous, aprés cela, de rechercher la condition néces-
saire et suffisante pour qu'un systéme complet de ¢ équations dif-
férentielles X /= o adinette toutes les transformations d’un groupe
4 un seul paramétre défini par la transformation infinitésimale Y f.

A cet effet, rappelons le développement

t t2
Ty=x;+ FY.:‘,«}- -2—'Y’.r,-—i-...,

ou les diverses valeurs attribuées au paramétre ¢ individualisent
les transformations du groupe. Attribuons & ¢ une valeur parti-
culi¢cre; d’apres le théoréme précédent, si o(z) est une intégrale
du systéme complet considéré, il devra en étre de méme de
Pexpression

t 1A t A
¢ [z',-+ -l—!Y.z'i+ 2—!Y’.r,~+...] = 9(x)+l—!ch(.1;)+ ;:-!Y*cp(z)+....

1l est, par suite, nécessaire que Y () soit aussi une intégrale de
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notre systeme. En eflet, I'expression
!
] (z',~+ T Yz;+. ) —e¢(x)

devra étre unec intégrale, et il en sera de méme, pour toute valeur
de ¢, de
!y
] (a-,-+ ﬁ“"'""’"') —e(x)
t

=Yeo(x)+...;

mais, pour ¢ = o, ceci se réduit & Yo(z).

Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, notre
systéeme complet de ¢ équations & n variables posséde (n — q)
intégrales indépendantes que nous appellerons ¢, ¢, ..., ®p_qg-
Par suite, Yo (z), que nous supposons étre aussi une intégrale,
devra avoir la forme

Y?(r) = "'f[?h ?h ey tFll—q];
o o o

Y? =_'_Y Y
?(#) = 5o, Yo+ 5o Yot * Tona

d’ott

Yon—g-

SiI'on tient compte de ce que, les ¢ étant des intégrales, les Y3,,
Yo,, ..., Yo,_o sont aussi des intégrales, c’est-a-dire des fonc-
tions des ¢, on reconnait que Y29 () est une intégrale du systeme.
Et ainsi de suite. On en conclut que le systéme donné admet la
transformation considérée.

De la ce théoréme :

Pour que le systéme complet X;f=o0 (1=1, 2, ..., q)
admette un groupe de transformations a un paramétre défini
par la transformation infinitésimale X f, il faut et il suffit
que, ¢(r) étant unc intégrale du systéme, Y ¢(z) soit aussi
une intégrale de ce systéme.

Ce théoréme peut encore se metire sous une autre forme.
Exprimons, a cet effet, que si 9 est une intégrale du systéme con-
sidéré, Yo en est aussi une intégrale ; c’est-a-dire que si Xx¢ = o,
on a aussi XxY¢ = 0. Or, de X9 = o, il résulteque YX9 =o0:
donc (X;Y)p =0, ce qui exprime que toutes les intégrales du
systtme donné sont des intégrales de I'équation différentielle
(XxY)f=o0. Mais celle-ci, étant linéaire homogéne du premier
ordre, doit étre une combinaison linéaire des équations du sys-
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ttme donné; on devra donc avoir
(XeY)f = hiy Xof +. .o+ hyg Xy f,

relations qui expriment une condition nécessaire pour que le sys-
teme X f = o admette le groupe 4 un parameétre Y f. Cette condi-
tion est aussi suffisante. En effet, toute intégrale ¢, si I'on suppose
vérifiée cette condition, sera intégrale de (X4Y)f=o, ou de
XiYf—YXif=o0. Mais YXx9=o0; donc X4Yp=o0, cest-
a-dire que Y ¢ est unc intégrale de systeme (c. . F. p.). Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme
complet X;f=o0 (t=1,2,....q) admette le groupe des trans-
Jormations a un paramétre défini par la transformation infi-
nitésimale Y f, est que les expressions (XxY)f soient des com-
binaisons linéaires des X f.

Ce théoréme a, au point de vue pratique, une plus grande impor-
tance que le précédent, parce qu’il donne le moyen de reconnaitre
si un systtme admet un groupe donné sans qu’on ait préalable-
ment intégré le systeme.

Du dernier théoréme et de l’ndentné connue de Jacobi, nous

pouvons déduire cet autre résultat :

Si le systéme complet Xy f=o0 (k=1,2,...,q) admet les
transformations infinitésimales Y f, Lf, il admet aussi la
transformation (YZ) f.

En effet, écrivons I'identité
((XkY)Z)f+ ((YZ)x,,)f + ((zxk)y)f=

D’aprés I'hypothése faite, on a

((ka)z)/= <r§1hk,x,, Z>f= El(hk,x,, 2)f,

r=1 r=1

r=q

((x,,Y)z) zh‘,(x,,zy sz,, Xof (1)

(') Si ¢, ¢ sont dcux fonctions quelconques des variables z, il est facile de
démontrer que

(eX, $Y)f = 0¢.(X,Y)f — ¢.Yo.Xf+ 9.X¢.YS.
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(X, Z)f étant linéaire en X, f, ..., X, f, on peut en dire autant
du premier terme de I'identité. Un calcul analogue s’applique-
rait au troisi¢tme terme [(X;Z)Y]f. Il en résulte que le second

lerme L) Xy est, lul aussi, une combinaison lineaire des X f,
((Y7)x)f, , lui aussi, binaison linéaire des X

ce qui justifie notre assertion, d’aprés le précédent théoréeme.

XI. — Retour & la génération des groupes de transformations
au moyen de transformations infinitésimales.

Revenons maintenant 4 I'étude des groupes. Considérons les
équations finies

-‘L‘;'=fi(2‘, a),
indépendantes et vérifiant les équations différentielles habituelles

’
or h

le = E Eplt(x') qlpk(a),

Eph(-”" )= E“pk(a) l)ak

En résolvant les équations données par rapport aux z, nous obte-

nons
zi=Fi(z', a),
et, par suite,

Ti= F,‘[f(.T, a), a]v

équation idenligue par rapport aux z et aux «. Nous aurons donc
q que | P ’
par dérivation relative a ay,

()F[ l)z'h F
o= Zoz",, dak Jay’

qui cst aussi une identité. Multiplions par a,x(e) et sommons par
rapport a k; il vient

_ or oxy oF;
SRS
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c’est-a-dire
, , OF; oF; _
;Eph(z' )m +§“pk(a) dar =

qui est une identité.
Nous voyons par suite que le systéme des r équations différen-
tielles

k=r
Efph(z’)-:—-{,h "'2“?"(“)3{3& =o0 (p=1,2, ..., 1)
k=1

h=n
h=1

est satisfait par chacune des fonctions F;. Ce systeme de r équations
différentielles linéaires & (n + r) variables indépendantes est réso-

df . ’ . ) .
luble par rapport aux dap’ Puisque le déterminant des a n’est pas

identiquement nul; ces r équations sont donc linéairement indé-
pendantes. Elles constituent de plus un systéme complet, car,
dans le cas contraire, elle admettraient moins de n intégrales indé-
pendantes, tandis qu’elles admettent les n intégrales indépen-
dantes F,, F,, ..., F,.

Posons

h=n k=r

o f = P eon(a) 2L - o

'\Pf—chh(x )()1"/" :\Pf_Eapk(a)ba;’
k=1

h=1
nous pourrons écrire le systéme sous la forme
X’Pf+Apf=o (p=1,2y .00, 1),
ou encore, avec un symbole unique,

Qf=X,f+Apf=0 (p=1,2,...,7).

Puisque le systéme est complet, on aura

(242p)f = Y\ 0npe s f,

les § étant en général des fonctions des z’ et des a. Or

(2nRp)f = (X, X’ )f+(X7,Ap)f+(AhX'P)f+ (Andp)t,
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et il est facile de voir que les (X} A,)f, (AsX})f sont nuls; donc

(982p)f = (X3 Xy )f + (AnAp)f = X 0peXsf + D OipeAsf,
] F )]

, ¢e qui entraine

(XiXp)f = Y 0npeXif,
E

(AnAp)f= D\ 0apeA. -
s

Nous allons montrer que les § ne dépendent ni des z', ni des «. 1l
suffit de noter qu’on a la relation

(A "\F)f:: 2 [Ah(apk) —_— Ap(ﬁhlu')] :T.fk;
&

ou encore
9 9,
Zehp:A:f= Zohpsz ask“)ai‘: = Z[Ah(apk) — Ap(anx)] ‘Ff; ’
s s k k

donc
201.9:1:A-= An(2px) — Ap(ans).
s

Si nous laissons fixes 4, p, et que nous fassions varier k de 1 a r,
nous obtiendrons r équations linéaires en 01,9, (s=1,2,...,7);
le déterminant des coefficients n’est pas identiquement nul, par
suite le systéme de ces équations est résoluble par rapport a ces §,
lesquels sont par suite fonctions des sculs @. Mais ils ne contien-
nent pas méme les «. Nous pouvons en effet remplacer f, dans la
relation

N i Xif = (X4 X},

par unc fonction indépendante des a; nous aurons alors, en tenant
compte de ce que les § ne contiennent pas les a :

quel que soit k. Comme les X' sont indépendants, ces derniéres
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relations ne peuvent subsister 4 moins (ue l'on ait

a9
,‘P‘ =0,
dag

c'est-d-dire que les § soient indépendants des «. Cette dernitre
condition doit donc nécessairement avoir lieu.

Ainsi, en derniére analyse, les 0 seront des constantes numé-
riques que nous désignerons par ¢, et nous écrirons les relations
trouvées de la maniére suivante

(X4Xp)f = Y enpeXLf,

s

(A’lAp)f= Zchps-\xf-

s

Lors donc que nous avons un ensemble de transformations &
» paramétres essentiels satisfaisant aux équations différentielles
habituelles, les » transformations infinitésimales définies par

‘ ., N
kpf=§spz.(z )

satisfont aux relations qu’on vient d’écrire.

Si cet ensemble constitue un groupe contenant la transforma-
lion identique, les X'f, écrits avec les variables primitives, ne sont
autres que les r transformations infinitésimales X fgénératrices du
groupe. Nous pouvons alors écrire

(X],XP)f-'—‘- Echp:xt 1.

Nous allons maintenant démontrer que si, réciproquement, nous
avons 7 transformations infinitésimales satisfaisant a ees derni¢res
relatjons, ces transformations engendrent un groupe & r para-
métres. Introduisons, comme au n° VII, les variables

Loy T12y eevy Lyny; Tapy Taey ceey Tans ool Tppyy Tpgy ovey Lpepe

Posons
PSR \
Xppf = th Oz en’



6. PREMIERE PARTIE.
formons la matrice -
, e oo Euin Bar oo Bain o eee Ern oor Ermn "

’
eee ...

lElrl e Elru E!rl cee E’l';l ece Errl “ee Errn

(ui, comme on l'a alors démontré, a r pour caractéristique, si les
transformations infinitésimales X, f; Xaf, ..., X,.f sont indépen-
dantes. Posons

Upf = qupf’
m

et considérons les équations

Cif=0, ..., Upf=o,

.

qui seront a leur tour indépendantes. En les combinant deux a
deux comme les parenthéses ordinaires, nous avons

(UnUp)f = D (X Xop)f-
v

Observons que, pour p #v, les (XpaXyp) sont n'uls, parce que les
opérateurs Xys et N, se rapportent & des variables différentes.

(UnUp)f = X, Y ctpeXpsf = X, cups Uafs
‘L s s

Donc

cela revient a dire que les U satisfont aux mémes relations que
vérifient les X. Il s’ensuit que les équations U, f= o forment un
systéme complet de r équations a rr variables, systéme qui pos-
sede (rn — r) intégrales indépendantes que nous désignerons par
Hyy Ugy ..y Upp_r €t que nous introduirons comme nouvelles va-
riables, en leur adjoignant r autres variables que nous appelle-
rons «. Il vient alors, comme on I'a vu dans une autre octasion,

i=r

VA

i=1

les , étant des fonctions des « ct des a; si nous rendons les «
constants, les 7, deviennent fonctiotis des seuls a, et nous avons,
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en appelant A, f ce que deviennent dans ces conditions les U, f et
en désignant par 2(a) les 7 ol les « sont égalés & des constantes,

=r

9
A9f=2 api(a)T{I;

les opérateurs A vérifient les relations
(AnAp)f = Y cnpsAsf.
s

Ceci posé, considérons la transformation infinitésimale
Qf =X, [+ Apf,

ot nous écrivons X' pour exprimer que nous substituons les va-
riables 2’ aux variables z. Les Q,f forment un ensemble de
¢ transformations infinitésimales, indépendantes si les X et les A
le sont.

Formons les combinaisons habituelles par parenthéses
(24, Qp)f-_—' (X xlp)f’*‘(“\hv Ap)fy

les (X}, Ap)f; (X}, As)f étant naulles. Par suite

(24, np)f= Zchp:x;f-*‘ ZchpsA:f= Echksgs,fy
3 s s

el ces relations expriment que le systéme des équations
Qf=o0 (p=1,2,...,7)

est complet; il comprend (7 + r) variables et admet donc n inté-
grales indépendantes; désignons ces intégrales par

Fi(x', a) (¢=1,2, e, nn),
et rappelons-nous que ‘
g 4 df .
X, f= Ziph(-l' ) oz}

nous aurons

. OF, . oF;
(1) ngn(z')‘E;*-zhaph(a)m =o.
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Ecrivons
z;=F;(x', a);

puisque les F; sont indépendants, nous déduirons de la
ri=fi(x, a),

en sorte que les &’ deviennent des fonctions des z et des a. En
dérivant par rapport a a;, nous avons

dF; ()x/, oF;
o= Z oz, day T dax’

ce qui est une identité, puisque les z n’y entrent plus. Multiplions
par 2,4 et sommons par rapport a I'indice 4 :

S S
o), day pk day =
k & &

Retranchons membre & membre cette équation de I'équation (1);

nous aurons
oF; .. oy,
2 oz}, 3EPMT )= 21""'(") Ja
h &

l=o.
“)

En faisant varier { de 1 4 n, nous obtenons n équations linéaires
homogénes entre les n? dérivées des F par rapport aux 2’. Comme
les coefficients mis entre parenthéses | | ne dépendent pas de I'in-
dice 7, il s’ensuit qu’ils sont les mémes dans toutes les n équa-
tions; le déterminant des coefficients de ces équations ol nous
regardons les || comme inconnues, qui n’est autre que le détermi-
nant fonctionnel des F par rapport aux u/, n'est pas identiquc-
ment nul; par conséquent les expressions susdites mises entre
parenthéses sont nulles, et Fon a

bon(r) = Dape(a) o

3

la résolution de ces équations par rapport aux il donnc

ox},

day = Z‘Ppua) Eph(]").
P
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On conclut de la que, si les r transformations infinitésimales
considérées satisfont aux conditions définies plus haut, on en
déduit un systeme d’équations z; = fi(z, a) tel que les 2’ satis-
font aux équations différentielles bien connues. Il est vrai que
cela ne suffit pas, comme on sait, pour affirmer que ces équations
finies définissent un groupe de transformations. Observons toute-
fois que nous pouvons choisir les intégrales indépendantes F; de
maniére que, pour des valeurs arbitrairement choisies de r des
variables, par exemple pour @, = a,, a,=a,, ..., a,= a,, on ait

Fi(', a) ==,
et, par suite,

fi (z‘, E) =x;.

Donc ’ensemble des transforinations considérées contient la trans-

formation unité. Nous pouvons encore supposer les a choisis de
telle sorte que le déterminant des % ne s’annule pas. Remarquons
que, les f; étant indépendants, il en cst de méme des F;. En outre
les @ sont tous essentiels; en effet, les f ne satisfont pas a des rela-

tions de la forme
() .
Zok(a) b{“"k =o,
&

attendu que, si elles y satisfaisaient, on aurait

Eek(a)zdjpk( a) EP;‘(.‘L'I) = o0,
& 4

Depi(a') Y 04(a) dputa) = o:
P '3

et puisque les X f sont supposés indépendants, ces relations ne
pourraient subsister que si I'on avait

ou encore

Eﬁk(a)%k(a)=0:
k

ces relations, a leur tour, ne peuvent subsister que si tous les §

sont nuls. D’od il suit que les @ sont tous essentiels, comme nous

Pavions affirmé. Tout cela étant établi, d’apres la seconde partie
V. 5
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du premier théoréme fondamental, nous pouvons conclure que
les équations z;= fi(x, a) représentent un groupe a r para-
meétres.

Partant, nous pouvons énoncer ce

Deuxidme théordme fondamental. — La condition nécessaire
et suffisante pour que r transformations infinitésimales inde-
pendantes X, f, X,f, ..., X, fengendrent un groupe de trans-
Jormations a r paramétres essentiels, est qu’il existe entre elles
r(r —1) relations de la forme

$=
(x,.x,..)f=2 cnxsXsf (hyk=1,2,...,r; h2k),

s=1
ott les cpis sont des constantes.

Les constantes cuis, diles constantes de structure du groupe,
sont au nombre de /3.

De ce que nous savons que (XxXy)f=— (X4sX;)f, nous

déduirons aussitot
2 Chks xtf= _E ckhsxsf
s

s
ou

2 (Chks=+ Ckns) xtf= o,

s
el, puisque les X f sont indépendants,
Chks+ Ckhs= 0.

Pour trouver d’autres relations entre les ¢, partons de I'identité
bien connue

((thh). Xk>f+ ((X;.XA-), X,-)f+ ((X,,Xi), x,.)f: o;

le premier terme a pour expression
(ZCim X5, xk) =2 cins(Xsy Xi) =2 ciluz cske Xe f,
s s s t

et les deux aulres termes se déduisent du premier par la permuta-
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tion circulaire de ¢, /1, k; ainsi :

E (CinsCske+ ChksCsit+ CrisCske) Xe f =0,

st

et, comme les X f sont indépendants,

E (CinsCske—+ ChksCsit—+ ChisCokr) = O.
s

Nous pouvons donc énoncer la premiére partie du

Troisidme théordme fondamental. — Les r3 constantes cpxs
de structure d’un groupe & r paramétres sont liées par les re-
lations
(A) Chks—+ Chkhs = O,

s=r

(B) E (CinsCske =+ ChksCeit+ CkisCsne) = 0.

s=1

La seconde partie du théoréme affirme que, étant données les
r3 constantes cxxs liées par les relations (A), (B), il existe toujours
un groupe a r paramétres dont elles sont les constantes de struc-
ture; elle sera démontrée beaucoup plus loin (IIl® Partie, n* IX,

in fine).

XII. — Transitivité et primitivité des groupes de transformations.

Soit un groupe de transformations défini par les équations
z;= fi(x,a); ce groupe est dit transitif si, étant donné un sys-
téme de valeurs z quelconques et un systeme de valeurs z' quel-
conques, il existe dans le groupe une transformation qui permette
de passer du premier systéme au second. En utilisant le langage
géométrique habituel, nous dirons qu'un groupe est transitif
quand il comprend toujours une transformation permettant de
passer d’'un point quelconque a un autre point quelconque de
I’espace 4 n dimensions.

Examinons les conditions & réaliser pour qu’un groupe soit
transitif. Il faut que P'on ait 72 n (c’est-a-dire que le nombre des

paramétres a ne soit pas inférieur 4 celui des variables ), et qu’en
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outre les équations finies du groupe soient résolubles par rapport
a n des paramétres. Une fois ces conditions vérifiées, nous pouvons
exprimer les paramétres a,, @, ..., a, en fonction des x, des »'
el des autlres paramétres @,.,, ..., a,, de lelle sorte que, étant
donnés les x et les .r', la transformation correspondante sera dé-
terminée au choix pres des valeurs a,4,. ..., a, qui restent arbi-
traires; ce choix fait, les valeurs de «,, ..., a, sc trouvent fixées
par les équations finies du groupe. D’ailleurs, si le systéme n’était
pas résoluble par rapport & n des a, on en pourrait déduire un
certain nombre de relations indépendantes des a (entre les z et
les x'), et les x, x' ne pourraient étre pris arbitrairement. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe de
transformations soit transitif est que le nombre des paramétres
ne soit pas inféricur au nombre n des variables, et qu’en outre
le systéme des équations finies du groupe soit résoluble par
rapport a n de ces paramétres.

Si, en particulier, » =n, les a,, ..., a, se trouvent exprimés
en fonction des seuls x, z/, et, pour tout systéme de valeurs
z, z', il existe une seule transformation qui permette le passage
des z aux &' : le groupe sera dit simplement transitif. De méme
le groupe sera dit deux fois, trois fois, etc. transitif, selon que le
passage des valeurs z aux z' peut se faire par o, 2, ... trans-
formations.

Daus un groupe transitif, il existe toujours des transformations
qui laissent invariant un point (systéme de valeurs des variables):
ou bien il y a la transformation identique si le groupe est simple-
ment transitif, ou il y a une infinité de transformations qui con-
servent le point considéré si le groupe est plusieurs fois tran-
sitif. |

Nous avons supposé le groupe donné par ses équations finies.
Supposons-le donné mnaintenant par ses transformations infinitési-
males

x/.-f=§Ekn % ,

el écrivons
hk=n

, 1
Ty = T+ i-T E ".’/;E/.»,'-{-.
k=1
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Le raisonnement fait plus haut est encore valable pour ces equa-
tions, et I'on voit que, pour que le groupe soit transitif.il faut qu'on
ait 72 n, et que les équations soient résolubles par rapport aux <;
la matrice

I 0z o oxy |

{ 70?; o T,
1) g e

‘l ox, Jz;,

Il -b-—l o ~r

devra donc avoir pour caractéristique n. Démontrons alors ce
théoréme :

La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe
consideré soit transitif est que l'on ait r2n et que la matrice

'l EII L 5:.: :
(2) |l vee ee eee

Il Elu ‘e Ern
ait pour caractéristique n.

.

s oz’ .
En effet, les  sont les valeurs des 5= quand <;==0; si donc la

matrice (2) a n pour caractéristique, il en sera de méme pour la
matrice (1), et le groupe, comme on voit, sera transitif. Si, d’autre
part, le groupe étant transitif, la matrice (2) a pour caractéristique
q < n, la matrice (1) aura sa caractéristique 2 ¢, et par suite ses
mineurs d’ordre ¢ ne seront pas tous nuls; il s’ensuit que le
systéme des équations

. { 2‘
x‘:‘t"*'ﬁ ':A-E/.-,'-b-...

sera résoluble par rapport 4 ¢ des paramétres z. Nous pourrons
donc former au plus (r — ¢) relations entre les z et les z/. Obser-
vons alors que, d’aprés ’hypothése faite sur la matrice (2), parmi
les équations X, f=o0, ..., X, f=o0,iln’y en a que ¢ qui soient
indépendantes, soit X, f=o, ..., X;f=o0. D’aprés le second
théoréme fondamental, ce systeme d’équations est complet; il
admet donc (n — q) intégrales indépendantes : ¥, (), 43(x), ...,
Yu_q(x). Comme X,¥x(x)=o0, les fonctions Yx(.r) admettent
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toutes les transformations du groupe, c’est-a-dire que l'on a
(3) q’l(-"')=‘l’l(1')» q’:(-"')=q’!(1)» ey q’n_q(zl)="{n_q(1').

On voit donc que les (n — g) équations qui peuvent au plus
exister, existent effectivement, de sorte que le groupe est siirement
intransitif, et notre assertion se trouve démontrée.

Les fonctions %, (), ..., 4(x) sont, comme on I'a dit pré-
cédemment, invariantes par rapport au groupe, et il n’y a que ces
(n — q) invariants. Géométriquement, cela veut dire que I'espace
a n dimensions se trouve divisé en %"~7 espaces a ¢ dimensions,
représentés par les équations (3), chacun d’eux n’étant pas altéré
par les transformations du groupe et prenant pour cette raison le
nom de variété invariante.

Un groupe intransitif admet donc un certain nombre d’inva-
riants qui fournissent une division de I'espace a n dimensions en
c#~¢ variétés a ¢ dimensions, dont chacune est invariante par
rapport au groupe.

Le théoréme établi en dernier lieu peut encore s’énoncer ainsi :

Pour que le groupe a r paramétres engendré par les trans-
Jormations infinitésimales X, f, X, f, ..., X, f soit transitif,
i faut et i suffit que Uon ait rzn et que les r équations
X f= o soient indépendantes.

Il peut arriver qu’a un certain groupe corresponde une division
de I'espace en 0”9 variétés a ¢ dimensions, telle que ces variétés
se changent les unes dans les autres par les transformations du
groupe. Dans ce cas, le groupe est dit imprimitif. Tout groupe
non imprimitif est dit primitif.

Evidemment tout groupe intransitif est imprimitif.

Soient

o1 (r) = const., ey Sn—g(x) = const.

les équations des variétés en question; on pourra déterminer un
systéme complet

(4) Y, f=o, vy Y, f=o0

dont 3y, ..., ©,_g soient un systeme d’intégrales indépendantes.
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Toute transformation du groupe change une intégrale du sys-
téme (4) en une intégrale du méme systéme; c'est-a-dire que le
systeme (4) admet le groupe donné. Nous devons donc avoir,
d’apres nos résultats antérieurs, des relations de la forme

(YnXz )f =2 Yuks Yo f.

L’existence d'un systéme complet (4) satisfaisant a des relations
de cette forme est I'expression analytique de l'imprimitivité du
groupe considéré.

XIII. — Variétés invariantes.

Si, 4 un point P de P’espace & n dimensions, on applique toutes
les transformations d’un groupe G, on obtient une variété a r di-
mensions qui sera désignée par Mp. Soit P’ un point quelconque
de M,;; il existera une transformation S du groupe G telle que
P'=S8(P). Si T est une autre transformation de G et que
P’=T(P’), on en déduit P"= ST (P). Mais ST est une transfor-
mation de G, et par conséquent P’ appartient a My; c’est-a-dire
que les transformations du groupe G changent les points de M,
en points de Mp; ou encore que M, est une variété invariante
par rapport a G.

D’aprés cela, si nous désignons par G, I'ensemble des transfor-
mations de G qui changent un certain point P en lui-inéme, G est
évidemment un groupe contenant I'identité et Finverse de chacune
de ses transformations.

S¢ la transformation S change le point P en un point P,
toute transformation ayant la méme propriété a la forme TS,
T étant une transformation du groupe Ge.

En effet, qu’une transformation TS possede cette propriété, la
chose est évidente.

D’autre part, si V est une transformation qui change P en I”,
VS~ laissera invariant le point P et sera par suite une cerlaine
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transformation T de G,.; conséquemment, V=TS (c. ¢. r. 0.).
Il en résulte que :

S’il eriste x™ transformations qui laissent incariant un
point P, et s’il existe une transformation changeant P en P,
il existe o™ transformations changeant P en P'.

S étant une transformation qui change P en P', les trans-
Sormations qui changent P' en lui-méme sont exclusivement

toutes les transformations de la forme S—'TS, oa T appar-
tient a G,.

En effet, que S~*TS change P’ en lui-méme, c’est chose évi-
dente. D’autre part, si V change P’ en lui-méme, SVS—* change
aussi P en lui-méme, et par suite SVS—*=T; donc V= S—'TS

(c. Q. F.n.)

Il en résulte que :

S’il existe ™ transformations qui laissent invariant un
point P, et s’il existe une transformation changeant P en V',
il existe o™ transformations laissant invariant le point P'.

Par conséquent :

L’ensemble des points qui admettent ™ transformations en
cux-mémes, m étant un entier déterminé, constitue une variéte
tnvariante,

puisque, d’apreés les théorémes précédents, les transformations du
groupe changent toujours un de ces points en un autre de méme
nature.

La transformation S=' TS est dite la transformée de T par S.
Si la transformation T change P en Q et si S change P en P/,
Qen Q/, il est aisé de voir que la transformation S=' TS change P
en Q'; en effet S—! change P’ en P, T change P en Q et S change
Q en Q'. Ainsi :

La transformée de T par S permute les points de l'espace
transformé au moyen de S, de la méme maniére que T per-
mute les points correspondants de U'espace primitif.

Si en particulier S TS =T, il s’ensuit que TS = ST, et les
deux transformations sont permutables.
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Si nous avons une transformation —.z'_:zf,(z') que nous dési-
gnerons par T, et qu’aux variables qui y figurent nous appli-
quions la transformation z;= 2(x), soit S, nous obtiendrons
une nouvelle transformation z; = F;(2'), soit T', entre les va-
riables z; et les z; définis par z;= 2,(z). H est facile de voir que
T'=S8-'TS. En effet, avec les notations qu’on vient d’employer,
si les z sont les coordonnées de P, les z, z', z' sont respective-
meant celles des points Q, P/, O/, et I'on reconnait que T’ change P’
en ().

La détermination des variétés invariantes d’un groupe, défini
par ses équations finies, se fait en éliminant les paramétres entre
les équations du groupe. Si le groupe est donné par ses transfor-
mations infinitésimales indépendantes, le probléme rentre comme
cas particulier dans une question déji résolue précédemment, A
savoir celle qui consiste a trouver tous les systémes d’équations
admettant r transformations infinitésimales données.

XIV. — Systémes invariants de transformations infinitésimales.

Un systeme de ¢ transformations infinitésimales indépendantes

t=n

. )
Xif= ZE/.-,'(J‘)‘—;J{ (k =1,2, ..., q)

=1

Y

est dit ‘nvariant par rapport & une certaine transformation
x; = fi(«x), si, en désignant par X, f les transformations infinité-
simales écrites avec les nouvelles variables, on a

k=q k=g
(1) Eekxkf: Ze'kx'kf,
k=1 k=1

les ¢}, dépendant seulement des e;.
On a d’ailleurs, en introduisant dans fles 2’ au lieu des .z,

i=n

)
ka=zxkz',-‘;?j;,

i=1
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ou, en posant X;z; = {ri(2'),

i=n
. , 0
Xif = EICki(x );;f;,'
&
i=1
D’autre part

i=n

\,f th(-")

i=t

On devra donc avoir

k=q =
zekai(x') = Ze'kiu(x') (=1,2, ..., n).
hA=1 k=1

Remplagons, dans ces identités, les £’ successivement par les
g systemes de variables

’ ’ . J ’ . . ! y .
Tyy Ty, e Tyat Ty, Thas o ceey That ooy Thyy e, Tgw

nous obtiendrons un systéme de ng équations. Désignons par §ji
les §,; ou, au lieu des ', on écrit les x,. Comme on I'a démontré
dans une autre occasion (n°® VII), a cause de 'indépendance des
transformations infinitésimales données, la matrice

’ ' » »r
Em Enu cee Sq11 -+ Sqin *
’ . rr ’

tyr oo Elgn oo Eygr oo Eugn

a nécessairement pour caractérisliquc ¢, et par suite les ng équa-
tions formées contiennent au moins un systeme de q équations
résolubles par rapport aux ¢’. On a donc

h=q

(2) e',,=29‘-;,e;, (thk=1,2, ..., q),

h=1

les p étant indépendants des ;. Le déterminant des p n’est pas
nul, parce que les équations doivent étre résolubles par rapport
aux e, les e et les € figurant symétriquement dans la définition
posée au début.
k=gq
Dans le systeme des transformations EekX;.f, il y en a au moins
k=1
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une qui se change en elle-méme par la transformation z;, = f;(z).

Pour que ceci ait lieu, on doit avoir €, = we;, w étant une quan-
tité indéterminée pour le moment. Il en résulte que

h=q
wek=291.»/:eh (h=1,2, ..., q)
h=1

mais la coexistence de ces équations entraine

P—uw P12 c1q
Pra—w ... s
P21 P22 Piq =o.
Fq q2 cer Py

Toute racine w de cette équation donnera lieu 4 une transforma-
tion infinitésimale qui se change en elle-méme.

Supposons le systéme des X finvariant par rapport a toutes les
transformations du groupe a un paramétre Y f. Posons

i=n
of
=S
f nilx) g

. i=1

et par suite
Yz‘,'= ”'(1‘).
Nous avons
U t t .
Ti=Ti+ |—!Y:r,~+...= T+ -l—"r],——-

Posons encore

i=n

. , of o,
Evi(2') = &y Xy f= Elfki'f—,r ni=102");
(’.Z‘,'
i=1

nous aurons
. t .
kT =Ehi= i+ 5 Y+

X’,,'r,',: Xk‘f‘i—r.. .y

les termes omis contenant des puissances de ¢ supérieures a celles
figurant dans les termes écrits. Comme — ¢ est le parameétre de la
transformation inverse, on a

Ti=Ti— e+ ..,
Xiri= x’k.’l:',-— EXnie e = i Y Shi — X+ o,
Xypxi= i+ t(YEri— Xgmi) +.. ..
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f

| IR J X i A .
Multipliant par Jr, €l sommant par rapport a ¢, on obtient

(3 Xif = Xaf +6(YXg) f+....

D’aprés cela, si toute transformation infinitésimale X £ doit
k=g

appartenir a I’ensemble Zekxkf pour une valeur quelconque
k=1

de ¢, la transformation (Y X;) f devra appartenir au méme ensemble;
on devra donc avoir

i=q

(YXi)f = Zglu‘xif (hk=1,2,..., q),

les g étant des constantes.

Il reste & démontrer que ces conditions, trouvées nécessaires,
sont aussi suffisantes.

Dérivons (3) par rapport & ¢. Comme nous n’avons pas déter-
miné la loi suivant laquelle procédent les termes du développement
du second membre, nous ne pouvons calculer cette dérivée direc-
tement. Aussi aurons-nous recours a un artifice; écrivons dans (3)
¢t + < au lieu de ¢, et cherchons le coefficient de la premiére puis-
sance de 7; ce coefficient sera la dérivée demandée. A la valeur
¢ + = du paramétre correspondra une autre transformation X’ fdu
groupe, laquelle sera le produit des deux transformations du méme
groupe correspondant aux valeurs¢ et v du paramétre. Cette trans-
formation peut donc s’écrire

Xof=Xof +2(YXk)f+oen,

en sorte (ue
l:l[

o , ’ ,
ot X)) = (YXy) f = Zé’uxif,

i=1

puisque I'équation (3), qui est une identité, subsiste é¢videmment
encore si l'on écrit &' a la place de .
Il s’ensuit que
le i=q
J ’ uey ’
e X f) = —= X e'.Z:-X~
ot X f) = " XS - & 2 cuXih,

=1
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~3
s

et, en sommant par rapport a I'indice 4, on obtient

k=y h=qi=gq

k=g
2 Zlez- =3 de Xif+ X, DesuXif

h=1 =1 =1 i=1

_l] =q

i=q
) de s
5) Xt f = zxu( Ck Zé'i/.-et
=1

l—l i=1

Considérons le systéeme d’équations différentielles ordinaires, li-
néaires, homogeénes, a coefficients constants

i=q
(5) de‘+2g,‘e,_o (hk=1,2, ..., q)

i=1

On sait que l'intégrale générale de cc systéme peut étre mise

sous la forme
i=q

(6) ¢"A=28fp/n'('),

i=1

ou e; est la valeur que prend e; pour ¢ = o. Si dans (4) nous rem-
plagons les ¢} par les expressions (6), il vient

0 k=g
b—‘ Ze’A x'/.f= o,

A=1
et par suite
L::]

2 ¢} X} f = const.;

k=1

mettons dans le second membre, a la place de la constante, la
valeur que prend le premier membre pour ¢ = o, et nous aurons

enfin
k=gq

S Seanes

k=1

relation qui justifie notre assertion.

Si, dans les équations (6), nous regardons les e comme un sys-
téme de variables primitives, les ¢’ comme le systeme des variables
transformées, et ¢ comme un paramétre, ces équations (0) repré-
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sentent les transformations d’un groupe a un paramétre, transfor-
mations de forme spéciale, puisque les seconds membres de ces
équations sont linéaires. Les transformations infinitésimales de ce
groupe sont

J
Zgikd—'e/-l (k=1,2,...,9).
i

Nous avons ainsi démontré ce théoréme :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un systéme de
transformations infinitésimales indépendantes

xkf (kzlr"a"ﬂq)

admette toutes les transformations du groupe a un paramétre
défini par la transformation infinitésimale Y f, est que U'on
ait les relations

q9
(YXi)f= 2 exiXif,

i=1
ot les gix sont des constantes.

On déduit de la cet autre théoréme :

Si un systéme de transformations infinitésimales indépen-
dantes admet les groupes a un paramétre définis par les trans-
Sormations infinitésimales Y,f,Yaf, ..., Y, f, ce systéme ad-
mettra tous les groupes définis par les transformations infi-
nitésimales c\Y,f+ c; Yo f+...4 ¢, Y, f, ot les ¢ sont des
constantes quelconques.

En effet, pour le cas des deux groupes seulement, Y, f, Y,f,
on voit que (Y,, X;)f sera, d’aprés I'hypothése faite, une fonc-
tion linéaire des X;f, et il en sera de méme pour ¢,(Y,, Xi)f;
on peut dire la méme chose a I'égard de ¢,(Y,, X4)/. Il en résulte
que (¢, Y, + c; Y;, X;)fsera une fonction linéaire des X;f, ce qui
démontre notre assertion. La démonstration se généralise aisé-
ment.

On a encore ce théoréme :

Si un systéme de transformations infinitésimales indépen-
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dantes admet les groupes définis par les transformations infi-
nitésimales Y, f, Yo f, ce systéme admettra aussile groupe défini

par (Y, Y2) f.

Ecrivons, en effet, I'identité connue
(Y0, Xa) £+ (X Y0} £+ ((XeXi), ) £ = o,

ou, d’aprés I’hypothése faite, (Y,, X4)f et (X4Y,)f sont des
fonctions linéaires des X ; si donc on combine la premiére paren-
thése avec Y, etla seconde avec Y,, on trouve que le second et
le troisieme terme de I'identité sont des fonctions linéaires des X ;
il en sera par suite de méme du premier terme de l'identité, et
le théoréme se trouve démontré.

Quand un systéme de transformations infinitésimales admet
toutes les transformations d’un groupe & un paramétre, nous
dirons qu'il admet la transformation infinitésimale génératrice
du groupe. Avec cette locution, les derniers théorémes dé-
montrés peuvent étre énoncés différemment. Par exemple, on
peut dire :

La condition nécessaire et sujffisante pour qu'un systéme de
transformations infinitésimales indépendantes

X,,f (k=1,2,...,9q)

admette une transformation infinitésimale Y f, est que U’on ait

les relations
i=q
(YiXu)f= Y, suXif,

i=1
ou les gii sont des constantes.
De méme pour les deux autres théorémes.

Supposons que la transformation Y f appartienne au systéme
donné; alors elle est elle-méme une fonction linéaire des X / :

h=q

Yf= Zchth»
A=1
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et I'on a, d’aprés le théoréme démontré :

. h—,] . ir.r/
(2 enXm X )f =2 &iXil.

h=1 i—=1
ou
h=q i=q

N entXi Xi)f = Y auiXif.

ho-1 i=1

Si, en particulier, le systéme adnet toules ses propres Llrans-
formations infinitésimales, toutes les (X4, X4) f devront étre des
fonctions linéaires des X f, et réciproquement. Ainsi :

Pour qu'un systéme de transformations infinitésimales
admette toutes ses propres transformations, il faut et il suffit
que les combinaisons par parenthéses des transformations du
systéme soient exprimables linéairement au moyen de ces
mémes transformations, c’'est-a-dire encore que ces transfor-
mations sotent aptes a engendrer un groupe.

Des résultats obtenus au n VI, il suit qu'une transformation
infinitésimale, par un changement de variables, se change en une
autre transformation infinitésimale; et il est clair que toute trans-
formation du groupe a un paramétre engendrée par la premiére
se change en celle des transformations du groupe engendré par la
seconde, pour laquelle le parameétre a la méme valeur. Si donc

k=q
I’ensemble des oc?—' transformations inﬁnitésimalesz ex Xy f se
k=1
change en lui-méme par une transformation donnée, il en résulte
que, par la méme transformation, on change en lui-méme l'en-
semble des «o? transformations finies constituant les 00?~* groupes
k=q
a un paramétre engendrés parz e;Xx/. Puisque la transformation

k=1
k=q k=g

inﬁnilésimaleZek Xif se change en une aulrez e X, f, oules ¢
k=1 k=1
sont fonctions des ¢, la transformation
h==yq
(7) ZT,= w,+t2ekxkxi+...

k=1
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se changera en cette autre

k=g
(8) .?,:x',--;—tZe'k %
k=1

c’esl-a-dire que, si tey= 74 sont les paramétres de la transforma-
tion (7), te, ==, seront ceux de la transformation (8), les <
étant liés aux <4 par les mémes relations qui lient les €, aux ex.

Supposons, en particulier, g =1; 'équation (2) donne ¢'=e,
et, par suite, on a ¥ ==.

D’aprés cela, étant donné un groupe a un paramétre Xf, soil
a trouver la condition pour que ses transformations soient inva-
riantes par rapport aux transformations d’un autre groupe a un
paramétre Y f et aussi permutables avec ces derniéres transfor-
mations. Nous savons que €/, comme fonction de ¢, doit satisfaire
aux équations (3), qui, dans le cas actuel, se réduisent a une
seule

’

E + ge =o0.:

de' .

d’autre part ¢'=¢e; donc Z; = © e, par suite, g = o0; d’ou

(Y, X)f=o.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, les transfor-
mations des deux groupes sont permutables, parce que, si g=o,
1e_'
dt

En appelant permutables deux transformations infinitési-
males X/, Y f entre lesquelles a lieu la relation (Y, X) f= o, nous
pouvons conclure par ce théoréme :

il s’ensuit =0, et ¢ = const = e.

Pour que les transformations de deux groupes a un para-
métre sotent permutables, il faut et il suffit que les transfor-
mations infinitésimales de ces deuxr groupes soient permu-
tables.

XV. — Groupe adjoint.

Nous savons que, si les transformations infinitésimales X, f,
X.f, ..., X,f sont aptes a engendrer un groupe a r paramétres,
V. 6
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on a

as>=r
(1) (X,.,xk)f=20hlux:f,

et le systtme des X f est invariant par rapport aux transformations
du méme groupe.
Soient x;= fi(x, a) les équations finies du groupe a r para-

métres défini par les X f. Appliquons a une transformation infini-
k=r
lésimalez exXif la transformation finie du groupe relative aux
k=1
valeurs a des paramétres; les coefficients ¢’ de la transformation
h=r °
infinitésimale lransforméeze;‘ X, f seront liés aux e par les
h=1
relations
h=r
€= Z pan(a).en,
h=1
ou l'on a écrit pi(a) pour mettre en évidence que les coeffi-
cients p dépendent des paramétres a.
A la transformée ainsi obtenue, appliquons la transformation
relative aux valeurs & des parameétres; nous aurons d’une maniére

analogue

=r

h

e = 2 pn(b)eh.

h=1

Puisque le produit de ces deux transformations donne une

transformation du méme groupe relative aux valeurs ¢ des para-
métres, définies par ¢;= p(a, b), nous aurons:

h=r
e, = 2 pin(c)en.
h =1

Ainsi
h=r h=r h=r i=r
Z pkn(c).ep = Z pin(b).e) = 2 Pk/.(b)ZPm(a)et
A=1 h=1 h=1 i=1

ou
h

prn(c).en= me(a)pkh(b)el;
h=1 ih
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on en déduit
h=r

oki(c) = pki[¢(a,b)] = 2 pin(b)2ni(a).

h=1

On voit done qu’a toute transformation du groupe correspond
une transformation linéaire des ¢, et que, de plus, ces transfor-
mations linéaires forment un groupe. A cété de notre groupe a r
param("lres, nous avons donc cet autre groupe a r paramél,res,
qui est dit groupe adjoint du premier. Mais les r paramctres du
groupe adjoint sont-ils aussi tous essentiels ? C'cst ce que nous
allons maintenant examiner.

Tout d’abord, observons que le groupe adjoint contient la
transformation identique.

En effet, puisque la transformation 1 existe dans le premier
groupe, il doit y avoir un systéme de valeurs @ des paramétres tels
(ue €, = e;, comme on voulait I'établir.

Comme le systéme considéré est invariant par rapport a tous
ses éléments, on a, quels que soient les A,

(2 X, X:)f =3 suXauf,
h

s
ou

P XX f =Y guXaf.
s h
D’autre part, il résulte de (1) que
2 xs(x.h X, ‘f = 2 )\scuh xlgf(
s s, h

d’ou, par comparaison

g = Z AeCon=— Z As Cushe
s s

Cela étant, les équations (5) du n* XIV donnent

) de
(2) dat = E dsCisk €l

is

Soient alors E, f, ..., E,f les transformations infinitésimales du
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groupe adjoint: écrivons

k=r
9
Esf=2 rsk(e) def/,-.

k=1

Considérons le groupe a un paramétre engendré par la trans-
formation infinitésimale

/)
Z )‘s Esf '—"E)\:"nsk(e) d—ej—/:,

sk

transformation que nous indiquerons, pour abréger, par le sym-

bole
P
Gf= 2 ck()‘se) d;fk'
n

Nous savons que (n" V)

de) . . ,
% =Gey =U(A, €) =Z Aevx(e’).
s

Par comparaison avec (2), on obtient

’ ﬂ ’
k(€)= DY ciuey,
i

el, en écrivant €' a la place de e :

_
nsk(e) = Z Cish€t;

i
E,f= AZ Edeik 2 Cish €1.
- i

Mais nous savons que ces transformations infinitésimales engen-
drent un groupe; calculons donc les parenthéses

donc

s=r

0,
(Er, Ef)f = Z(Ek’}h— Eivis) djf;
s=1 .

On a

[
Eivis= Eg 2 Cits€i= 2 Tikh d_ek 2 Cits€i= Zﬂkhclll: = 2 CikhChisé€i-
h A ih

i i
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De méme
Eimis = E CithChks€i-

. ik
Par suite

7]
(E4, E))f = ?l d_{; yl e;(CikhCnis— CithChnks)-
F] ik

Rappelons-nous maintenant que les nombres ¢ sont liés par deux
systemes de relations, dont le second est

E (caBncnys+ cyncrad+ CyanCags) = o-
]

Dans le cas présent, remplagons 2, 3, v, 4 respeclivement par ¢, &,
l.s:

S‘, (CthknChis= CktnChis—+ Clih Chks) = 0,
A

ce (ui peut s’écrire, en tenant compte du premier systéme de rela-
tions entre les c,

-
) (CiknCnis— ChinCins— CithCnks) = 0;

)
d’ou
2 (CiknChnis=- CithChiks) = S‘ CkihCihse
annnd
o A A
Ainsi
of N o
Es, E = A €iClinCi =\c. €;Cipns ~— = ciinE
(Ex, En)f zue,z iChincins= Y, unz iCins 5o 2 rinEnf,
s ih h is h

et cette relation montre que les nombres ¢ sont les mémes pour
le groupe donné et pour son adjoint.
Cela posé, revenons a notre question :

Dans quel cas les r paramétres du groupe adjoint sont-ils
tous essentiels?

Préalablement, donnons une définition : une transformation
infinitésimale d’un groupe ecst dite singuliére (en allemand ausge-
zeichnete, distinguée) quand elle est permutable a toutes les trans-
formations infinitésimales du groupe.
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Supposons alors que, dans le groupe que nous considérons, il
existe une transformation singuliére

(3) Zpkxkf.
‘.

On devra avoir

(Epkxkv x/.)f=0 (h=1,2, ..,r).
r .

Mais on a
(mek, X;.)f= 3 picxi Xnf= D pe D cunsXo f:
k & k rs
donc
() N picinXef=0  (h=1,3,...,1).

k,s

Telle est la condition nécessaire pour que la transformation (3)
soit singuliére, et, comme nous avons supposé les X f indépen-
dants, il s’ensuit que l'existence des relations (4) entraine

2”"”""‘=° (hys=1,2,....7)
. k
et aussi
Zpkch“=o (h,s=1,2,...,r).

k

T . 9, N
Multiplions ces relations par e, b{- et sommons par rapport a h et
s
as; il vient

2 Pk 2 Chks€h df =0
h,s
ou bien
(5) EpkE‘.f= o.
,‘.

Donc a toute transformation singuliére du premier groupe cor-
respond une relation linéaire entre les E. Par suite, plus il y a de
transformations singuliéres dans le groupe, moins il y a de para-
métres essentiels dans le groupe adjoint. Si, par exemple, les trans-
formations singuliéres sont supposées en nombre m, le groupe
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adjoint contiendra au plus (r — m) paramétres essentiels (m < r).
Nous allons démontrer que le nombre de ces parametres est préci-
sément (7 — m). Il suffira pour cela d’établir que, réciproquement,
a toute relation linéaire entre les E correspond une transformation
singuliere du premier groupe. En effet, si la relation (5) est iden-
tiquement vérifiée, on aura

Zpk 2 g'ef—; ChisCn = 0,

k h.s

E PikChksn= 0,
k,h

quel que soit ey ; par suite
S presss =,
k

ce qui établit notre assertion. Nous pouvons donc conclure :

Si le groupe donné contient m transformations singuliéres
indépendantes, le nombre des paramétres essentiels du groupe
adjoint est (r—m).

Au sujet des transformations singuliéres, on peut démontrer
qlle H

Si les deux transformations Y, f, Y, f sont singuliéres, la
transformation (Y, Y,)f est aussi singuliére.

En effet, on a, en désignant par X f une transformation infini-
tésimale quelconque du groupe,

((Y: Ys), X)f+ (( Y. X), Y.)f—o- ((xv, ), Y,)f: o.

Or
(Yh x)f———o: (xy Y‘)f=0-
Donc

(\mm, X)f=o,

ce qui démontre le théoréme.
Soient alors Y, £, Yy f, ..., Yuf les m transformations singu-
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lieres indépendantes que contient le groupe considéré; toute
parenthése (Y4, Yi)f, étant encore une transformation singuliére,
sera une combinaison linéaire de Y, f, ..., Y,, f, et le systémne des
équations différentielles

Y,f:o, Y,f:o, ceey Y,,,f:o

sera complet. Mais ce systeme admet (n® X) toutes les transfor-
mations infinitésimales du groupe, puisque (Y4, X)f=o0; donc
(n* XIT) le groupe est imprimitif. Ainsi :

Un groupe primitif ne contient pas de transformation sin-
guliére, et son groupe adjotnt contient r paramétres essentiels.

La réciproque de ce théoréne n’est pas toujours vraie.

XVI. — Structure des groupes de transformations.
Isomorphisme.

On appelle structure (en allemand susammensetsung) d’un
groupe de transformations I'ensemble des propriétés dues au
nombre des paramétres essentiels et aux valeurs des constantes de
structure ¢. C'est ainsi que deux groupes ayant ces constantes en
commun et ayant le méme nombre de paramétres sont dits d’égale
structure.

Observons qu’un méme groupe a une infinité de structures dif-
férentes. Le choix des transformations infinitésimales indépen-
dantes qui doivent engendrer le groupe peut se faire d’une infinité
de maniéres différentes. Soient X, f, X, f, ..., X, f les transfor-
mations correspondant & un certain choix; Z, f, Z, f, ..., L, f
celles correspondant & un autre choix; on a

k=r
Z;f= 2 A Xk f

F =1
et le déterminant
)\,1 cee ‘A“-

Aep o eee Apr
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n’est pas identiquement nul. Par suite

(i Zp)f = Z Mixhni( Xay Xg) f = 2 NixhnecrrsXe f-
. kol ks
Mais on a

(Zy Ly )f = 2 c;ht th;

t
par suite

() 2 cintle f = 2 NikAnicrisXs f.

t ks

Comme nous voulons déterminer les ¢’, exprimons les X f au
moyen des Zf'; nous avons

. 1 JD
Nef =5 X i L
t
et conséquemment

' o 1 JD
2 Cimle f = D 2 )\iI.'Ahlcl.'/s;)‘m Z.f.
t 15

kol st

Puisque les Z f sont, par hypothése, indépendants, il s’ensuit que

I W oD
(2) Cing = D 2 NikAns W Chisy
ks

en sorte que les ¢/ sont des fonctions linéaires des c.

On peut parvenir a ce résultat en suivant une autre voie. Si,
dans (1), nous substituons aux Zf leurs expressions au moyen
des X £, et si nous égalons les coefficients des termes semblables
en X, f, nous avons successivement

c;’ht xt.s x:f= 2 )\ik)\hlckls Xs f,

ts kl s

.
3 AesCine= E Nik Ant Cris,y
' Y]

el ce ne sont 13 que les relations précédentes écrites sous une
forme diftérente. '

Il peut arriver que les ¢ soient les mémes pour des groupes
n’ayant pas le méme nombre de paramétres essenticls. Ainsi nous
avons vu qu’un groupe a r paramétres et son groupe adjoint ont
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les mémes ¢, tandis que le dernier n’a pas toujours r parametres
essentiels.

Soit, en général, un groupe a r parameétres et un autre a (r — q)
paramétres, ces paramétres étant essentiels. Supposons choisies
r transformations infinitésimales du second groupe, telles qu'on
ait, en les désignant par Y £,

s=r

(Yo, Yoo f = Y cuns Yo f,

=1

les ¢ étant les constantes de structure du premier groupe dont
nous désignons, comme d’ordinaire, par X f les transformations
infinitésimales. Quand la chose est possible, les deux groupes sont
dits ésomorphes.

A toute transformation infinitésimale X f du premier groupe ¢n
correspond une Y £ du second, et, en général, a la transformation
eiX, f+...+ e/ X, f du premier groupe, correspond la transfor-
mation e, Y, f+...4+ ¢ Y, f du second. En outre, st 'on prend
deux transformations X, f, X, f du premier groupe et les transfor-
mations correspondantes Y, f, Y, f du second, i la transformation
(X4, X,)f correspond la transformation (Y, Y3)f.

Réciproquement, a toute transformation du second groupe n’en
correspond-il qu’une seule du premier groupe? La réponse est
affirmative si ¢ = o, c’est-a-dire si le nombre des paramétres
essentiels du second groupe est r; elle est négative dans les autres
cas. Ainsi, si les paramétres essentiels du second groupe sont au
nombre de (r — ¢), il existe entre les r transformations Y/ les
¢ relations

i=r i=r

P,szh,iY;f=(;: vy quzzh,,iYif:o,

i=1 i=1

de sorte qu'une transformation du second groupe ne s’écrit pas

i=r
d’une seule maniére Z e;Y;f, mais de %7 maniéres

i=1

aYyf+...+e Y [+ NP f+. ..+ Pof,

les A étant quelconques. A toute maniére d’écrire ces transforma-
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tions du second groupe, ou i tout systéme de valeurs des A corres-
pond une transformation différente du premier groupe.

Le premier isomorphisme, c’est-a-dire celui pour lequel 4 chaque
transformation du second groupe n’en correspond qu’une bien
déterminée du premier groupe, est dit isomorphisme holoédrique.
Le second isomorphisme est dit mériédrique.

Un groupe de transformations et son adjoint sont Akoloédrique-
ment isomorphes si lous deux ont r paramétres essentiels (ainsi
qu'il arrive en particulier quand le premier groupe est primitif);
ils sont au contraire mériédriquement isomorphes si I'adjoint n’a
que (r — ¢) parameétres essentiels (¢ > o).

Rappelons que nous avons trouvé pour le groupe adjoint les
relations

. . 9 . .
Eif = E Cniksen d—{-; (EnEg)f = S cnisEs f.
s
h,s s

Pour établir ces relations, nous ne-nous sommes servi que des
propriétés des c. Ce groupe adjoint est donc adjoint a tous les
groupes isomorphes au premier.

Clest aussi des ¢ que dépend le fait que l'isomorphisme est
holoédrique ou mériédrique. En effet, si le premier groupe con-
tient une transformation singuliére, on a corrélativement un cer-

tain nombre de relations ze,,c;,,,,:o; dans ce cas le groupe
T

adjoint contient moins de r paramétres essentiels, et l'isomor-

phisme est mériédrique.

On voit que des ¢ doit dépendre le nombre des paramétres essen-
tiels du groupe adjoint.

Pour que ce nombre soit égal a r, c’est-a-dire pour que I'iso-
morphisme soit holoédrique, il faut qu’il n’existe entre les ¢ aucune
relation de I'espéce de celles écrites en dernier lieu, et que les
déterminants de la matrice formée avec r? lignes quelconques

telles que
Cnisy Ch2sy -++y Chrs

soient différents de zéro.
Nous avons vu qu’un méme groupe peut étre engendré par une
infinité de systémes différents de transformations infinitésimales.
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Partons d’abord des transformations X f, passons aux transforma-
tions Z f et désignons par ¢, ¢’ les constantes de structure respec-
tives, par A les coefficients relatifs au passage. Supposons mainte-
nant qu'on passe d’une maniére analogue des transformations Z f
aux transformations T f, et désignons par ¢’ les nouvelles con-
stantes de structure, par 2 les coefficients relatifs a ce second pas-
sage. Nous avons

’ ’
E NisCine= zlliklmc'lm-
¢ Y

Multiplions par A, et sommons par rapport a s

E . KeshsuCine = S Ak Mt Xsu Chose
anmd
ts k.l

D’une maniére analogue nous avons

2 s Chrs = 2 lIrp )‘ch[lquv
s P.q

et, par suite,

Z)‘;s)‘suc;ht= 2 )"ilrwhl)\kp)lqcpqu-
ts k4p.q

Z x;.fx.m = )‘;u 5
s
2 M'u Cine= Z M"p )‘;aq Cpquy
¢ P

Posons

nous avons

relation qui coincide avec la premiére ou les A seraient remplacés
par les A, Elle exprime qu’en composant deux passages (celui
des X faux Zf et celui des Zf aux Tf) on obtient un autre pas-
sage analogue (celui des X faux Tf). Les transformations qui
s'opérent ainsi entre les constantes ¢ constituent donc un groupe
linéaire.

En se basant sur la seconde partie du troisieme théoréme fon-
damental, il est aisé de démontrer que si les c satisfont aux deux
systémes connus de relations (A), (B) du n° XI (p. 67), les ¢
satisfont aussi a ces systemes.
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En effet, les ¢ satisfaisant 4 ces systémes, il existe un groupe
dont les ¢ sont les constantes de structure; mais alors les ¢’ consti-
tuent un autre systeme de constantes relatives au méme groupe,
et par suite les ¢’ satisfont aux mémes relations.

On peut aussi donner de ce fait une démonstration directe.

D’apres (2)., on a

"Iul =5 2 xIll )‘ll r'/-Is' = 2 )\Ill )‘I’l. cl&c

kol s kols
par comparaison avee (2), on en déduit, en vertu de (A),
",lhl -+ c;:il =0,

ce qui est précisément 'équation (A) relative aux ¢'.
De (2) il résulte encore que

’ g 1
1B« “¥2= pa Z Aak )\ﬁl

kd,m n p, q

oD
Thoq Cnpg;

cllm lsn )‘7/:

de méme

oot 2 oD WY aD
CBysCead = pa EI Bi A Yoo CAIm v Cnpgs
kd,m.np.q

que nous pouvons écrire en mettant l, py kaulieudek, {, p,

, 1 N\ JD
céy;c,aa = F, z )\SI )\y/: ())\ - Clpm ks'u xak m Cnkqs
kd,m,n,p.q 7
finalement
, 1 oD
C’Ya__, 0598 = D: Z )‘T/r )\al d)\ Ckim )‘m )‘ﬁp cnpq;
k, l.m.n,p,q

que nous pouvons écrire en meltant p, k, L au lieu de 4, /, p,

, i oD
c:{“"c'ps = D2 y ’g , q)\)'[n )\al d)\ c[M m A.w: )\ﬁl d)\&, Cnlg-

Ajoutons membre a membre et sommons par rapport a s :

2 (Caps cfry& + céy.- Ceai+ Cyas cs83)
s

1 Aeedarhos ) oD oD
= pr 2 akABIAypAsn )l:m 01 (CkimCnpg—+ Clpm Cnkg—+ CpkmCnig)-

kl,m,np,q,s
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JdD . s . s ; .
Or E S5 he est égale a zéro si m 3£ n, et égale 2 D si n=m;
sm
s

le second membre devient donc

1 oD
D 2 Aok lpl lyp D 2 (CktmCmpg=+ CipmCmkq ~+ CpkmCmiq);
kt.p,q 7

mais, par hypothése, la derniére somme 2 (-..) est nulle. Il vient

donc

’ ’
E (c'a,i:"{ryi + CBys Coad+ c'ya.: C;,aa) =0,
s

et cette relation est I'équation (B) relative aux c'.

XVII. — Retour aux variétés invariantes.

Revenons a notre langage géométrique habituel et considérons
les r* constantes c;x comme les coordonnées d’un point dans un
espace a r* dimensions. Les points de la variété M dont les équa-
tions sont les relations connues (A), (B) entre les ¢ donnent
exclusivement tous les systémes de valeurs a auxquels correspon-
dent des groupes a s paramétres entre les z. Deux points de M
représentent deux structures différentes d’'un méme groupe toutes
les fois (et alors seulement) qu’il existe une transformation du
groupe des ¢ permettant de passer de l'un a l'autre de ces
points.

En appliquant a un point toutes les transformations du groupe
des ¢, on obtient un ensemble d’autres points qui forment une
variété invariante par rapport a ce groupe. Un tel ensemble est
en outre une variété invariante minima ou irréductible, aucune
de ses parties n’étant invariante par rapport a toutes les transfor-
mations du groupe. Ses points représentent tous les systemes de
valeurs ¢ qui correspondent 4 un méme groupe entre les r; et, en
prenant un point de chaque variété invariante, on aura un ensemble
de points qui représentent toutes les structures possibles des groupes
a r paramétres essentiels, sans que deux points représentent des
structures appartenant a un méme groupe.
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Comme on I'a vu au n° XI1I, les variétés invariantes s’obtiennent
rien que par des éliminations, quand on donne, comme dans le
cas actuel, les équations finies du groupe; il est donc possible de
trouver algébriquement toutes les structures possibles des groupes
4 un nombre donné de paramétres essentiels.

Nous avons vu que, si deux groupes sont mériédriquement iso-
morphes, tandis qu’a toute transformation infinitésimale du pre-
mier n’en correspond qu’une du second, & une transformation du
second correspondent «¢ transformations du premier. Nous vou-
lons démontrer que :

Les o« transformations du premier groupe correspondant a
la transformation identique du second forment un groupe.

En effet, en multipliant entre elles deux des ¢ transformations
susdites, on doit obtenir une transformation 4 laquelle correspond
dans le second groupe le produit de I'unité par elle-méme, c’est-
a-dire qu’on doit obtenir une des ¢ transformations susdites,
comme il fallait I'établir.

Un groupe contenu dans un autre est dit sous-groupe de
celui-ci.

Etant donnés un groupe G et un de ses sous-groupes H, les
transformées des éléments de H par une méme transformation
quelconque de G forment un sous-groupe, qui est dit trans-
JSormé de H.

Soient, en effet, T et 1" deux transformations de H, et S une
transformation de G; les deux transformées seront S—'TS et
S=*T'S; nous aurons pour leur produit S='TT'S, qui est & son
tour la transformée par S d’une transformation TT' de H, ce qui
démontre notre assertion.

Si un sous-groupe posséde cette propriété que, en le transfor-
mant par une transformation quelconque du groupe, on obtienne
toujours le méme sous-groupe, ce sous-groupe est dit singu-
lier.

Le sous-groupe, constitué par toutes les transformations d’un
groupe qui, dans le cas de l'isomorphisme mériédrique, cor-
respondent a l’identité de l’autre groupe, est singulier.
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Soient G, G’ les groupes, K le sous-groupe considéré du pre-
mier groupe. Soit S une transformation de K et U une transforma-
tion quelconque de G; a U correspondra dans G’ une transforma-
tion V. En transformant S par U, nous avons la transformation
U-'SU, a laquelle correspond dans G’ la transformation V=1V,
c’est-a-dire I'unité, ce qui revient a dire que la transformation
U-='SU appartient, comme S, a K, comme il fallait I'établir.

Le méme résultat peut s’obtenir analytiquement de la maniére
suivante. Puisqu’il s’agit de groupes mériédriquement isomorphes,
entre les transformations Y £ du second groupe existent ¢ relations
linéaires a coefficients constants, relations qui peuvent étre réso-
lues par rapport a ¢ de ces Y f, de maniére a avoir

i=r—qy

Yoogeef = 3 eaVif  (t=1,2,...,9).

Les transformations infinitésimales du sous-groupe K sont

i=r—gq

Xp—g+e— 2 eiXi ) f (t=1,2,...,9).

i=1

Leurs transformées par une transformation infinitésimale squel-
conque X;f du groupe sont .

i=r—gq i=r—gq
(K,, Xrmgre— 3 eaXi )/ =X Xeegeatf= ) ealXiX) f
=1 =1

i=r—q s=r

=‘§ Clir—q+ts Xsf — 2 2 etiCIi:x:f

s=1 i=1 s=1
s=r i=r—q

= E (c,‘,_,,ﬂ_s— 2 ericris | Xo f
s=1 i=1
s=r

=2 eltsx:./)
s=1

en posant
i=r—gq

0i0s= €1 r—q+e,s— E €tiClis-

i=1
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Nous pouvons encore écrire

2 i=r —/I s=r- sS=r
\ .
( Xs xr—-q~0—t_ euN; Z 0res N f + 2‘ 01s X f
\ i —l s =1 .v—r—q+l

s=r—q

Z O/es x.c,f'"'z 0I Lo r—q+s - r—l[+\'f

s=1 s=1
Ajoutons et retranchons au second membre le terme

s=q i=r—gq

Z“/.r, r—g+s Z eqXif:

£=1 i=1

nous aurons un ensemble de quatre termes dont nous réunirons,
d’une part, le premier et le troisieme

s=r—gq i=q
al
z X.f (Ous-*-z 0/.¢ r—q+itis ).

s=1 \ i=1

et, d’autre part, le second ct le quatriéme

2 0/,¢, r—q+s (Xr-q+sf—':i”e:i x:’f\)-

s=1 =1 /

D’une maniére analogue, en partant de

i=r—q \

Yo, Yoo e — 2 etin)fy

i=1
et en posanl
i=q

Gres= 0p0s+ E 0/, ¢, r—q+i€isy

i=1

on trouve que cette expression est égale a

s=r —q J:q l_r—ll
E GmY:f +2 0I,t,r—q+x r—q+3f 2 e Y; /)

s=1 s=1 i=1

le second terme est nul, en sorte qu’il reste

s=r—gq

2 S/ts Y:fv

s=1
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expression qui doit étre égale a zéro, puisque

i=r—-q

Yr—g+ef — 2 e Y f=o.
i=1
Comme cette expression est linéaire homogéne en Y, £, Yo f, ...,
Y _ ui sont supposées indépendants, il s’ensuit que tous les ¢
e/ q pPp P q
doivent. étre nuls. Nous avons alors

i=r—q s=q i=r—gq
<xl, xr—q+t— E etlxl>f=2 el, t, r—g+s (xr-q+:f— Z eu'xif>,

i=1 s=1 i=1

ce qui justifie notre assertion.

Supposons, en particulier, que le groupe défini par X, £, ...,
X, f soit imprimitif. 1l donne lieu & une division de I'espace a
n dimensions en "7 variélés a4 ¢ dimensions représentées par les

équations

u; = const., uy = const,, ceey Up—g= const.,

les u formant un systéme d’intégrales indépendantes d’un certain
systéme complet qui admet les transformations infinitésimales X, f.
Il s’ensuit (n° X ) que les X, u; doivent étre intégrales du systéme;
donc
Xpui= wii(u).
Introduisons un systéme de transformations infinitésimales
entre les u, défini par

i=n—gq

0]
if= 2 wkia;uf;;

i=1

on a
Ziui= wri= Xz uy,
3="—qd l=lld
! TWas Wy
Ziwpi(u) = Z ———Z.u=2—x Us.
kwni(l) ou, kUs ou, kUs
s=1 s=1
Nous avons ensuite
.1=n——q
dwpi
Xpwpi = 2 GO X cuy;
AWhi dus hUs,y
s=1

d'ou
Xrwpi =Liwp,.



THEORIE GENERALK. 99
Formons les combinaisons habituelles par parenthéses

‘:’l—l] l—’l—q
(Zp, ZA)f 2 (Zpwiri— ZAwm 2 (Xnwpi— Xl.wm)
i=1 i=1
Or nous savons que

(Xn, Xp)ui= Xp Xpu; — Xp Xpui = Xpwpi— Xpopg.

En outre

(Xn, Xi)f= Z chisXsf;

s
par sulte

J W) -
(Xn, X)) ui = Z CursXsuj= 2 chislsuyg.
S s

Il en résulte que

l-—ll—-l, s=r

Ly, Li)f = Z Z cl:AsZ:ul

=1 s=1

i=n—qs=r s=r i=n—gq

2 E chksws: — = E Chks Z “’.ri"—‘;

i=1 s=1 s=1 i=1
ou

(Zu, Z6)f = Y enisLefs

s=1

ceci montre que les constantes ¢ sont, pour le nouveau groupe, les
mémes que pour le premier, et prouve, par suile, que les deux
groupes sontisomorphes. Ce nouveau groupe, engendré parlesZf,
est celui des permutations entre les précédentes variétés a ¢ dimen-
sions, correspondant aux transformations du groupe donné.

XVIII. — Similitude des groupes de transformations.

Deux groupes, ayant le méme nombre n de variables et le méme
nombre r de paramétres, définis par les équations finies

z; = fi(x, a) '
Yyi=9i(y,6))

(E=1,2y...,0),

2241C0B
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sont dits semblables, quand un changement des variables et des

paramétres permet de passer du premier groupe au second groupe.
Supposons semblables les deux groupes donnés; soient

(1)  yi=di(xr), b= 08i(a) (i=1,2%...,n;k=1,2,...,r)

les relations par lesquelles on passe de I'un @ I'autre. Soient

i==n
af
x’-‘f=EEI-'i"}; (A=1t,2,...,7)

i—=1

r transformations infinitésimales du premier groupe; ses trans-
formations finies pourront étre mises sous la forme canonique

hk—r
, [ S\
xp= i U XgTi+ ...,
hA=1

les 7 étant liés aux a par des relations déterminées : a; = 8;(<).
Il en résulte en général

A-r
,. ! N\ .
!Pj(.?‘):l‘lj(.‘l‘)-f— l—-ZZ'./,-\U'fj(.’l')-i-...
k-1
ou
A=r
’ 1 N\ .
Yi=yi+ l!z":/,.)\;,g'j+....
k=1

Or, si, en vertu des premiéres équations (1), on a

. . F(x)=G(y)
il s’ensuit que
1=n j=n
O IG oG . .
X« F _2""._7; Xxyj —2'0—;/ 1i(y) =Yk G,
l'_': l:

nxj étant la fonction des y qui s’obtient en introduisant dans
Xi¢j(x) les y au lieu des . On a donc
k=
(2) Y =)’j+ﬁZTkY‘-y,‘+--..
k=1
Si dans ces relations nous substituons les b aux t au moyen des

relations
b= Bi[0(5)],
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nous devons trouver les équations du second groupe. Mais ceci
revient a dire que les équations (2) sont les équations canoniques
du second groupe; etil en résulte que les Y, fsont » transforma-
tions infinitésimales indépendantes de ce second groupe.

Réciproquement, si r transformations infinitésimales indépen-
dantes d’'un groupe peuvent, moycnnant un changement con-
venable de variables, se changer en autant de transformations d’un
autre groupe 4 un méme nombre de parametres, les deux groupes
sontsemblables, parce que leurs équations canoniques se changent
les unes dans les autres; et les transformations correspondantes
des deux groupes sont celles pour lesquelles les paramétres ont
les mémes valeurs. Donc :

Dewr groupes & un méme nombre n de variables et r de pa-
ramétres sont semblables lorsqu'on peut transformer, par
Uintroduction de nouvelles variables, r transformations infi-
nitésimales indépendantes de U'un des groupes en autant de
telles transformations de Uautre groupe, et alors seulement.

Observons encore que (comme il est facile de le reconnaitre),
st Xaf, Xuf se changent en Y,f, Yif, (X4, X4)f se change en
(Ya, Yi)f; si done, on a

sS—r

¥l
(Xn, Xk )f = z Chks X;f,

s=1

il s’ensuit (ue
s=r

(Yo, Y ) f = E Chis Yxf‘

s=1

Donce : 8¢ deur groupes cc un méme nombre de paramétres
et de variables sont semblables, (ls sont d’égale structure.

Supposons maintenant les groupes définis par deux systemes de
transformations infinitésimales indépendantes X;f, Z;f. Admet-
tons que les deux groupes soient d’égale structure, ce qui est une
condition nécessaire pour la similitude, et demandons-nous quelles
autres conditions doivent étre vérifiées pour que les deux groupes
soient semblables.

Soit Y4 f la transformation du second groupe en laquelle se
change X; f par le changement de variables qui fait passer de I'un
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a lautre groupe; les Y,f doivent étre des fonctions linéaires

desZ,f:

j=r

Yuf = Eé’uz/f .
Jj=1

En outre, si ¢ des Xf sont liés aux autres par des relations
linéaires (& coefficients variables)

.
s=r—q

Xr—g+if = 2 ous(z) X f (k=1,2,.. ,9),
s =1

il doit en étre de méme pour les Y f:

.\':l‘—q
Yegef = X W)Yof  (k=12...9),
s=1

avec les relations
Phs(Z) = Yae(y) (k=1,2,...,¢;85=1,2, ...,r —q).

Toutes ces conditlions, qui se sont trouvées nécessaires pour que
les groupes considérés soient semblables, sont aussi suffisantes.

Cette seconde partie se démontre en construisant effectivement
la transformation qui permet de passer du premier groupe (celui
des X f) au second (celui des Y f) quand on suppose satisfaites les
conditions énoncées. A cet effet, il y a lieu de distinguer deux
cas : celui dans lequel il n’existe entre les X f aucune relation
linéaire a coefficients variables (dépendant des z), et celui dans
lequel il existe de telles relations. Nous nous limiterons, pour
abréger, a considérer le premier cas, renvoyant pour le second a
I’Ouvrage de Lie.

Soient encore

(3) yi=®(z) (i=12,...,n)

les équations qui définissent la transformation que nous voulons
construire; elles doivent étre résolubles par rapport aux z. Nous

avons déja trouvé
Y&y,-: Xy P,

Posons alors, d'une maniére générale,

Xuf+ Yoif=Qif;
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la transformation Q f sera une transformation a 2 n variables, et 'on

aura
Qiyi= Yiysi; ;i =Xz ®;;

par suite
Qi (yi—Pi)=o,

ce qui exprime que le syst¢tme d’équations cherché (3) doit ad-
mettre les transformations Qy f.

Il est clair que, réciproquement, un systéme d’équations satis-
faisant a cette condition (et résoluble par rapport aux deux sys-
témes de variables) permet le passage de I'un & I'autre groupe.
Formons les combinaisons ordinaires

(24, Q) f = (Xny X2) f + (Xny Yo) f+ (Y, X ) f + (Yo, Y2). S

or
(Xn Yi)f =0, (Yp,Xk)f=0o,

puisque les X £, Y f portent sur des variables différentes; donc
(an nk)f= (xhv xl)f+ ( Yln Yl)f

= 2 ChisXsf + E ks Ysf = 2 CrksQsf.
s s

s

En outre, les Qf sont indépendantes, parce que, si elles ne
'étaient pas, les X fet les Y f ne le seraient pas davantage; elles
donnent donc naissance 4 un groupe a r paramétres, holoédrique-
ment isomorphe au groupe des X fet & celui des Y/. Les équa-
tions Q, f=o,...,Q,f = o forment un systeme complet & r élé-
ments et a 2n variables; ce systtme a (22 — r) intégrales indé-
pendantes. Si nous considérons alors le systéme complet X, f = o,
Xyf=o, ..., X,f=o0, il admet(n — r) intégrales indépendantes
que nous désignerons par u,, Ua, ..., Yy_r, €L qui sont aussi inté-
grales du systéme complet précédent. Par conséquent (n — r)
des (27 — r) intégrales peuvent étre prises comme autant de fonc-
tions des seuls x. Semblablement, (n — r) autres intégrales
peuvent étre prises comme autant de fonctions des seuls y. Il ne
manque que 7 autres intégrales qui seront fonctions des z et des y
et que nous appellerons w,, w,, ..., &

Or nous savons (n° [X) que les systémes d’équations qui ad-
mettent un certain systéme de /- transformations infinitésimales
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peuvent se diviser en deux classes, suivant que les équations n’en-
trainent pas ou entrainent la nullité de tous les mineurs d’ordre r
de la matrice formée avec les coefficients des transformations.
Dans notre cas, cette matrice est

1TEu(r) ... bin(x) mu(y)

... i
E(z) oo &ra(T) () oo mea(y) .

en outre, comme nous avons supposé u'il n’existe aucune rela-
tion linéaire entre les X/, on a nécessairement r= n ; donc la ma-
trice contient des mineurs d’ordre r dépendant seulement des ..
Si donc ces mineurs devaient s’annuler en vertu du systéme
cherché, ce systéme ne devrait contenir que des relations entre
les .. En d’autres termes, un systéme comme celui que nous cher-
chons, ne pouvant contenir que des relations entre les z, est né-
cessairement de la premiére classe. On l'obtient done, sous sa
forme générale, en égalant a zéro n intégrales du systéme complet
Q4 f = 0. On pourra I'écrire, par exemple, avec la seule condition
que les 8, 8, ..., 9,_, soient indépendants

o1 =08y (uyy..., Un—r), veey Vnr=Onu—r(W1, ..., tp—r),

W= (Uy,y...yUn_r), veey w, =o, (U,...,Ug—r).

Dés lors, notre assertion se trouve justifiée, pour le cas con-
sidéré.

XIX. — Groupe paramétrique.

Etant données trois transformations S, T, U définies respective-
ment par

z}:f;(x), I;=é’i(1"), z‘;’:h,‘(.l"),

pour former ST nous devrons éliminer les 2’ entre les deux pre-
miers systémes, et pour avoir ST.U nous devrons éliminer les .z’
entre le résultat obtenu et le troisiéme systéme; d’une maniére
analogue, pour former TU, nous devons éliminer les " entre les
deux derniers systémes et pour avoir ensuite S.TU nous devons
éliminer les z’ entre le résultat obtenu et le premier systeme. Le
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résultat final sera le méme dans les deux cas, parce que ce sera
celui qu’on obtiendrait en éliminant les &', 2" entre toutes les équa-
tions données. Donc

ST.U =S.TU,

c'est-a-dire que : le product de plusieurs transformations jouit
de la propriété associative.

Soient en particulier S, T, U trois transformations du méme
groupe défini par r; = fi(x, a); .

(S)z;=fi(x,a); (T)yzi= fitz',b): (U)xi=fi(x",¢c).

Puisqu’elles appartiennent a un groupe, nous aurons, en faisant
le produit ST,
ri=fi[r,9(a, b)];

et par suite le produit ST.U sera défini par
ri=fiir pl2(a,b), ]
De méme, le produit S.TU sera donné par
i =fi,r0la, 206, ¢)].
Puisque ST.U = S5.TU, il vésulte de la que
(1) pev(a. b), ¢| = gl a,9(6,0)].

Posons alors o(a, b) = «', en sorte que la transformation ST
soit donnée par .} = fi(x, «'), el considérons les r équations

ay=ox(a.b) (k=1,2....r)

comme représentant un ensemble de transformations dans les-
quelles les « soient les variables et les b les paramétres. Cet en-
semble contient, comme on voit, » paramétres essentiels, et il est
facile de prouver qu’il constitue un groupe. En effet, en multi-
pliant entre elles deux transformations de 'ensemble, «); = 94(a, b)
et a,=2x(d', ¢), on obtient
a;=oi[o(a, b, c],
ou, en tenant compte de (1)

(2) ap=os[a,¢(b,cl,

et cette transformation appartient au méme ensemble. (c. @.F.n.)
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De plus, ee groupe est simplement transitif, parce que (n° XII)
le nombre des paramétres est égal a celui des variables, et le sys-
téme des équations qui définissent le groupe est résoluble par rap-
port aux paramétres (n°II). Ce groupe est appelé groupe para-
métrique du groupe donné. Il est en outre son propre groupe pa-
ramétrique, puisque les p sont les mémes pour lui et pour le
groupe donné, comme on le voit d’aprés (2).

Cherchons maintenant les r transformations infinitésimales indé-
pendantes de ce groupe. Rappelons que (n°1V)

=3t pa(a); a2 =Sente eL¥
0 :

Yox(a) = (%)up; %pi(a) = (;Z—:),,:p; fon(2) = (g—:i:)lmﬂ.

Pour le groupe paramétrique, on a des relations analogues, dans
lesquelles nous désignerons par a(a) les fonctions qui remplacent
les §(z), les § étant les mémes que dans le premier systéme, puisque
les 9 ont, pour le nouveau groupe, la méme forme que pour le
groupe primitif :

da’ — — da), .
‘W: = D apa(a ) Yo (6); “ph(“') =2’pk(b) 0—6_::’

[4 k
— da},)
7Y% a')=( 5 .
Par comparaison, on voit que 2 =2, de sorte que nous pouvons

supprimer dans les formules précédentes la barre mise au-dessus
des z. De plus, de méme qu'on a formé précédemment les

xkf=25ki(1’) ‘%’

de méme, dans le cas actuel, pouvons-nous former d’une maniére
analogue les transformations infinitésimales du groupe paramé-
trique

')
Akf=2!k‘(a) Ej.i’

transformations qui sont au nombre de . Nous pouvons aussi vé-
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rifier que ces transformations sont indépendantes, puisque, entre
les § (n® IV) et, par suite, entre les «, il n’existe aucune rela-
tion linéaire a coefficients constants. Nous avons déja rencontré
ces transformations infinitésimales au n° XI, et nous avons trouvé

(An A0S = X cnssAof;

si donc nous tenons comple de ce que le groupe paramétrique est
a r paramétres essentiels, nous pouvons conclure de la que le
groupe paramétrique est holoédriquement isomorphe au groupe
donné.

Etant donné un groupe, pour trouver les équations finies de
son groupe paramétrique, on procéde ainsi: on écrit le systéme
complet des équations différentielles de l'intégration duquel ré-
sultent les équations finies du groupe, c’est-a-dire le systéme

“J+ Arf =o,
qui, dans notre cas, est

Apf+ Arf=o,

Zdu(a ) == a, +21k’(b)ff =

Nous avons la un systtme de r équations & 2r variables, qui
admettra par suite r intégrales indépendantes, ay = V,(a', b), et
dont nous tirerons les a’ en fonction des o et des b.

Recherchons dans quels cas il peut arriver que deux groupes
de transformations aient le méme groupe paramétrique.

Observons d’abord que le groupe paramétrique n’est pas par-
faitement déterminé, parce que nous pouvons introduire a la place
des a des paramétres gliés aux premiers par les relations g;=\:(a),
et obtenir ainsi un aulre groupe paramétrique.

Ces groupes sont semblables entre eux.

Deux groupes ayant le méme groupe paramétrique sont holoé-
driquement isomorphes, puisque chacun d’eux est holoédrique-
ment isomorphe au groupe paramétrique commun.

Réciproquement, supposons holoédriquement isomorphes deux
groupes engendrés respectivement par les transformations infini-

ou
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tésimales Xy f, Y f. Prenons un groupe A, far variables a;, holoé-
driquement isomorphe au groupe des X; f (nous avons vu au n* XI
comment un tel gronpe peut étre construit). Cherchons n inté-
grales indépendantes F;(4', @) du systéme complet

Xif+Arf=0 (k=1,2,....T)
et n intégrales indépendantes G;(y', «) du systéme complet
f+ANif=0 (k=1,2,...,7r)

[ X%/ Y} f désignant respectivement Xy f, Y f ot les variables sont
accentuées]. Résolvons les systémes d’équations
z;= Fi(a', ), yi=Gi(y, a) (e=1,2 ...,n),
nous obtiendrons les équations
zi=filzi ),  yi=g&ilyi,a),

qui représentent les deux groupes considérés, tandis que les A f
seront les transformations infinitésimales génératrices du groupe
paramétrique de I'un comme de I'autre groupe. Donc :

Deur groupes ont le méme groupe paramétrique lorsqu’ils
sont holoédriquement isomorphes et alors seulement.

XX. — Systémes invariants de variétés.

Un systéme de =™ variétés a n variables et 3 ¢ dimensions est
représenlé par (n — q) équations contenant /m paramétres

Ql ('I"l) Tay ovey Thy ll’ l‘!a LR ll")=0’

Q, (Z1, Tey ooy Ty llv liv --‘:llll)=°’

Q,,_,,(z", T3y o0y Ty, lly l', ey l,") = 0.

Nous avons besoin de reconnaitre sous quelles conditions un
tel systéme d’équations représente effectivement oo™ variétés, c’esl-
a-dire sous quelles conditions les m paramétres sont essentiels.

Une premiére condition est qu'on ne puisse éliminer les va-
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riables r entre les équations, parce qu’autrement il existerait

des relations entre les paramétres, et ceux-ci pourraient étre
réduits 4 un nombre moindre. 1l faut donc qu'on puisse écrire

-Tr+|='~'{r/+l(-"'h Ta. ovey Ty, Ly lay oot ).
97

On sait (n° 1) que, quand on a moins de m fonctions de m varia-
bles, on peut trouver une équation aux dérivées partielles, linéaire
homogéne, dont ces fonctions soient des intégrales. Si donc on
peut grouper les { en fonctions ¢, (/), ..., ¢m({), avec m'< m,
c’est-a-dire si les équations données peuvent se meltre sous la
forme

Vi (&, xey ooy Tay @1(l), ooy (L)) =,

vn—:/(-’l'ly Tey coey Ty, ?l(l)v ey (?,,,’(1)):0,

les £ (/) seront intégrales d’une certaine équation

t=m d
1) zlliu)ﬁ-:_ =o.
i=1

Alors les V seront aussi intégrales de cette équation, et, puisque
les Q sont exprimables en fonction des V, il s’ensuit que les Q sont
a leur tour intégrales de (1). Ainsi, si les m paramétres ne sont pas
tous essentiels, les Q satisfont a I'équation (1) dont les cocfficients
sont indépendants des z.

Réciproquement, supposons que les Q satisfassent a (1); puisque
cetle équation (1) a (m —1) intégrales indépendantes que nous
pouvons désigner par (), ..., pm_q({), toutes ses autres inté-
grales, et en particulier les Q, sont fonctions des ¢ :

Qp (&1, ooy L Ly ooy lu)= V,,[:,, ooy Tpy ?l(l); ceey ‘?m—l(l)];

les @ se changent donc en fonctions contenant moins de m para-
métres, et par suite les /n paramétres { ne sont pas tous essentiels.
Ainsi se trouve établi le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que les m para-
métres | ne soient pas tous essentiels, est que les Q regardes
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comme fonctions des l satisfassent a une équation linéaire
homogéne aux dérivées partielles, a coefficients dépendant
des l seulement.

Ceci posé, admettons que les m paramétres soient tous essen-
tiels. Considérons la transformation

(2) x,i=,fi(1')1

que nous supposons laisser invariant le systéme de nos équations.
Introduisons alors, au lieu des z, les 2/, et résolvons le systéme
par rapport a (n — ¢) des z'; nous avons

z:ﬁ-l = Wost (Fyy Ly, -« ., ‘7";]1 Uy by ooy L),
(3) ................... @s e coerascssoann e ees o
‘ z, =w, (&), 7, e Ty Uy by L in).

Si nous imposons a notre systéme de rester invariant par rapport a
la transformation (2), les équations (3) doivent étre de la forme
suivante

Dy = Ygr1 (Zhy Dyo ooey Ty Ly Uy ooy ),

B I I R I I IR I NN A ooy

’

z, =¢$n (T, Ty ..., T U}, b .0 Un),
ou les / sont des fonctions convenables des ¢; les relations

'¥,l+|(1',|, R .1:',,, l;, Y l’,n)=u)q+|(.7"i. ceey .’lf:,, l]., ey [m),

doivent donc étre vérifiées quels que soient les z'.

De ce systeme doivent par suite résulter m relations entre les {
et les /, relations résolubles aussi bien par rapport aux /' que par
rapport aux /. Si nous les mettons sous la forme

"=)\|(l), ceey l;n=lln(l)1

elles représentent une transformation portant sur les variables /.
Nous avous donc cette conclusion :

Un systéme de o™ variétés

(5) Qi(Zyy ooy Zns by oy lm) =0 (=1,...,n—q)
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admet la transformation
(6) = fi(xy oooy Ta) (I=1,2y4.., 1)

toutes les fois (et alors seulement) que l’on peut assocter a
cette transformation entre les x une transformation entre les 1

(7) l}:)\/(lh...,lm) J=1,2,e0.,m)

telle que le systéme des équations (5) a n + m variables z, 1,
admette la transformation (6), (7).

Géométriquement, si les / sont regardés comme les coordonnées
de chacune des variétés, les équations (7) représentent les per-
mutations qui se produisent entre les variétés du systeme (5) par
'effet de la transformation (6).

Il est évident que toutes les transformations qui laissent
invariant un systéme de variétés constituent un groupe.

Soit alors un systeme de variétés invariant par rapport 2 un
groupe a un seul parameétre, défini, par exemple, par

Xf= Yt

i=1
et dont la transformation finie générale soit
;= fi(zyy ..., Tn, a).

A une transformation z; = f;(z, a) du groupe correspond, comme
on I'a vu, une transformation des / que nous pouvons désigner

par
l} =)\j(l;, lay, ..oy lpm, a)= )\/(l, a).

Appliquons une autre transformation du groupe consécutivement
a la premiére

zi= fi(z, b) = fil (=, a), b];
corrélativement nous aurons

l}: )\j(l', b) = X/[)\(l,a). b]

Puisque le produit des deux transformations est & son tour une
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transformation du groupe, nous avons
ri=filx, c),
ol ¢ =3(a, b); par suite, corrélativement,
U=2%;(l, ¢)=1j[A(L,a), b].

De la nous déduisons que les transformations /; = +j({, a) con-
stituent aussi un groupe i un paramétre (qui peut, dans des cas
particuliers, se réduire a la seule transformation identique, & savoir
quand chacune des variétés du systéme est invariante par rapport
au groupe considéré).

Le systéme des équations

(8) 2i=fitr,a), =2l a) (I=1,2,0.0c.05 ] =1,2, cc..m)

représente un groupe a (n + m) variables et & un parametre (le
parametre «), et le systéme donné d’équations entre les (m + n)
variables x et { est invariant par rapport a ce groupe.

Nous pouvons donner une autre forme a ce que nous venons de
dire.

Le groupe a un paramétre (8) contient une transformation infi-
nitésimale qui sera

t=n RELE

(9) Zsi(r)f£+2wim,‘,—'{7=w+ Lf.

i=1 =1

Avu lieu de dire que le systéme d’équations (3 ) admet le groupe (8),
on peutdire (n° IX) qu’il admet la transformation infinitésimale (g).
Posons alors la définition suivante : on dit qu’un systéme de 0™ va-
riétés (5) admet une transformation infinitésimale X £, s’il existe
une transformation infinitésimale Lf entre les { telle que le sys-
teme d’équations (5) entre les variables z, { admette la transfor-
mation infinitésimale X £+ L f. Nous pourrons dire que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme de
variétés admette les transformations d’un groupe & un para-
métre, est que ce systéme admette la transformation infinite-
simale du groupe.

Demandons-nous maintenant si, étant donnée la transforma-
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tion X/, la transformation Lf est parfaitement déterminée. Si,
par exemple, a la méme X f correspondaient deux Lf, soit L, f
et L, £, on aurait

(Xf+Lif)—(Xf+ L f)=L, f— Ly f,

qui serait une transformation infinitésimale indépendante des z;
les Q seraient alors intégrales de I'équation L, f— L, f=o0, ce
qui est impossible, les paramétres / étant essentiels. Par suite a la
transformation X f correspond une seule transformation L /.

De plus, si le systéme considéré admet les deux transformations
infinitésimales X, f, X, f, auxquelles correspondent respective-
ment les transformations L, £ et L, £, nous aurons

Xif+Lif)+(Xaf+ Lo f) = (Xi f+Xo f) + (L f+ Lo f);

c’est-a-dire que le systéme de variétés admet la transformation
X, f+ X, f alaquelle correspond la transformation L, f+ L, f.
En généralisant, on obtient ce résultat :

S¢ le systéme de variétés admet les transformations infini-
tésimales X, f, X, f, auzquelles correspondent les transforma-
tions L, f, L, f, ordinairement le systéme admettra aussi la
transformation infinitésimale ¢, X, f+ ¢, X, f a laquelle cor-
respondra la transformation ¢,L, f+ c,;L, f.

Ce théoréme peut s’étendre au cas de plus de deux transforma-
tions X /. En outre, si notre systtme admet les transformations
X, f, X, f, en construisant la combinaison habituelle par paren-
théses, nous avons

(Xi+ Ly Xo+ L) f = (X, Xo)f+(Ly, La) /f,
d'ou I'on conclut que :

Sile systéme admet les transformations X, f, X, f, il admet-
tra aussila transformation (X,, X,)f, alaquelle correspondra
la transformation (L,, L) f.

Considérons maintenant le cas ou un systéme de variétés admet
un groupe a plusieurs parameétres essentiels défini par les équations
Ii=fi(x,a, a,...,a). A ces équations correspondront les

. M 4 . Y
nouvelles équations ;= 2i({, ay, as, ..., a;), qui a leur tour
‘I' : . 8
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représenteront un groupe a r parameétres, essentiels ou non. Nous
pouvons encore prendre ensemble les équations

1"‘=ﬂ(1', a), ];=li(r’a))

qui représentent un groupe  r paramétres essentiels, et en con-
clure ce résultat :.

Si un systéme de variétés admet le groupe défini par les
équations z;= fi(z, a,, ..., a;), on peut trouver un systéme
d’équations l;=\(l, a,, ..., a;) tel que I’ensemble de ces équa-
tions et des précédentes constitue un groupe qui laisse inva-
riant le systéme d’équations représentant les variétés.

Soient X, f, ..., X,f les transformations infinitésimales {du
groupe donné, et soit

(10) (Xn, X0)f = X cnrsXaf.

Ce groupe contient tous les groupes & un paramétre définis par
les transformations infinitésimales séparées X;f, en sorte que
notre systéme de variétés doit admettre toutes ces transformations
infinitésimales séparées, corrélativement auxquelles nous aurons
les transformations L; f (i =1, 2, ..., r) telles que le systtme des
équations admette la transformation

(11) Xaf+Lif, ..o, Xpf+Lof.

A la transformation (X, X;)f correspond, comme on vient de le
démontrer, la transformation (L, Li)f, et a la transformation

Zc;,;,,x,f correspond la transformation Zc,,;,,L,f; en tenant
s s
compte de (10) et en se rappelant qu’a toute transformation entre

les z correspond une transformation unique entre les /, on a donc

(L, Lidf = Y, enes L f.

Donc, le groupe entre les / est isomorphe (holoédriquement ou
non) au groupe entre les z.
Les transformations (11) engendrent un groupe & r paramétres
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essentiels. On a de plus :

(Xn+ Lp, X+ L) f = (Xn, Xi)f + (La, La)f

= 2 Chksxtf"' 2 ChksLs f,
s s

(Xp+Lp, Xpe+Li)f = Z cnks(Xsf +Ls f .
s

Par conséquent, le nouveau groupe est isomorphe (holoédrique-
ment) au groupe donné.

Comment reconnaitre si un systtme donné de variétés admet
une transformation infinitésimale donnée?

Soient (3) les ¢équations du systéme donné de variétés et X f la
transformation infinitésimale. Nous pouvons mettre les équa-
tions (5) sous la forme

(12) 21— Yge1 =0, . Zrp—Yn=o0.

Puisque le systéme donné de variétés admet la transformation X £,
on peut trouver une transformation Lf telle que le systéme des
équations (12) admette la transformation X f+ L /. Si nous posons

i=n j=m

.\Lf=25;(z)-‘;%, Lf= Ze,(z)

i=1 1=1
les relations

X(Zgri— Yg+s) + L(Zgin— Yg+x) = 0
ou
i=q Jj=m

E'IH'—Z (z.)d‘l‘q-o-k Zoj(l)"%ﬂ =0

i=1

devront donc étre des conséquences du systéme. En désignant
généralement par [¢] une fonction ¢ dans laquelle on a substitué
les §g, x aux zg .4, on devra avoir identiquement

[E,...‘]—Z[E,]dq"’*‘ 20(1) '“'"-—o (k=1,...,n—q).

i=1 ]1=1

Si de ces équations nous pouvons tirer les §;(/) comme fonctions



116 PREMIERE PARTIE.
des ! seulement, nous en conclurons que le systtme donné de
variétés admet la transformation infinitésimale X £, et en méme
temps les coefficients de la transformation infinitésimale corres-
pondante Lf se trouvent déterminés.

Nous allons faire une application de ce qui vient d’étre dit au
cas d’un groupe linéaire homogéne. Soit le groupe défini par les

équations
k=n

x't'::zgikwk (E=1,2%...,n)
k=1

Rappelons-nous que pour le groupe défini par x; = fi(z, a) on a

Xuf= S‘EM( )——f—»

puis

, o),
ne(') = X aupla) 3ot
P
Dans le cas actuel

k=n
9z}, 2 dé'm ;
Ja, da,
p L dag
si nous introduisons les z’ au lieu des z, £ (z’) deviendra une
fonction linéaire homogeéne des 2, soit

Enn(z') = 2 NIkiZjs
i

de sorte que nous pouvons écrire ainsi la transformation infinité-

Xuf= 2 Sk (z ):,_.r—,. —Z’TAZ’MI.:T.

Considérons I'ensemble des espaces linéaires a (n — 1) dimen-
sions; il reste invariant par toute transformation linéaire. Propo-
sons-nous de trouver le groupe des permutations de ces espaces.
Désignons par u les paramétres de la variété (paramétres qui
sont en méme nombre que les variables); I'équation de la variété

simale

sera .

a3 Uy T+ U3+ o+ UpTp+ 1 =0.
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Résolvons I'équation (13) par rapport a z, :

1
Tp= q}n"—‘:-—- u—(u,x,+...+ u,,_.,x,._|+l).
n

Dans ce cas, g = n — 1, et I'on a, pour toutes les valeurs de 4 :

i=n—1 j=
. o\‘*n ’)'\!lu _
(1) [enn] — X (8 522 — 3 0y 51 = o.
i=1 j=
Or
s=n
Eni= Z".hls-r.r;
N s=1
d’ou
s=n-—1
1
(Bl = ) msss— o= maial @i+ tn Ty 1],
s=1 " .
En outre
o, ry .
a;;——a (j—l,...,n-—l),
"_‘h U T . A Up—y Tpy L
ou, w; ’

w; .
zi’_: t‘ (E=1,...,n—1).

En substituant dans (14), on obtient identiquement

i=n-—1
. 1
E NhniTi— Tn,,,,,.(u..r, d i Up T+ 1)
n

s=n—1 i=n-1
1 Uy
— NhsiTi— —Nasn(U Ty + oo 4 Up—y Ty +1) ([ — —
Unp Un
s=1 i=1
s=n—1
Xe Wy +.oo+ Up Ty +1
—_ Blu —_— )= 0Im ] =
u, uy,
s=1

Cette relation a la forme
Brizi+ Brazs+.. .+ B, n—1 Zn—y+ Yn=o0;

ses coefficients doivent étre nuls séparément. En égalant vy, a zéro,

il vient
s=n—1

1 L1 2 0sn
—_— — TNhnn— — Uspsn — —— = O
u” nnn u;“ ] shihsn u”. ]
=
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d’ou
s=n—1 s$=n
04 ==—"pnntin— E Tihsalls = — E Tihsn Us.
$=1 $=1

Le méme calcul relatif a 44 donne

sS=n
0pr =— 2 TinskUs

s=1

c’est-a-dire que les § sont des fonctions linéaires homogénes des w.

Par comparaison avec
&8=n
Nhk= Z Tihks Ts,

s=1

on reconnait que les coefficients qui figurent dans les deux for-
mules sont les mémes, au signe et a la disposition des indices
pres.
Ce groupe est dit groupe dualistique du groupe donné.
Ezemple. — l.e groupe adjoint d’un groupe donné est défini

par
of
Epf= E Chhs €k 5~
s
l ) IR ks
In'y a qu’a poser
y
ki = Clhk= — Chik,

etle groupe dualistique du groupe adjoint sera défini par

s&=n

Onr= 2 ChksUs-

s=1

XXI. — Groupes prolongés. Equations pfaffiennes.

Commengons par considérer une seule transformation
z;= fi(x),
et un systéme de ¢ équations a n variables

(1) Qi(z) = o,
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qui, par cette méme transformation, se change en un autre sys-
teme

(2) Qi (z')=o.

Le systéeme (1) définit ¢ des variables z comme fonctions des
(n — q) autres. De méme, le systeme (2) définit ¢ des 2’ au moyen
des (n — g) autres. Dérivons ceux des z et des 2’ qui sont consi-
dérés comme dépendants par rapport a ceux qui restent, et
posons

d.‘l",, —_— 9z —
oz, — Pk oxg Pk
Les p’' dépendent, comme on le verra mieux tout a I'heure, des x
etdes p:

P'hk= ‘?hk(z, P)'

Ce systeme d’équations, considéré en méme temps que celui des
équations z; = fi(z), représente une transformation des z, p en
les 2/, p' : cette transformation est dite transformation prolongée
(en allemand : erweiterte Transformation).

De méme, en considérant les dérivées secondes des x, nous
aurons un nouveau prolongement.

Pareillement, si nous avons un groupe de transformations, nous
pouvons par prolongement en déduire un ensemble de transfor-
mations des z, p (en considérant par exemple les seules dérivées
premiéres). Cet ensemble est un groupe, comme nous le verrons,
et ce groupe est & son tour appelé groupe prolongé du groupe
donné.

Considérons d’abord un mode de prolongement assez simple.
Supposons que les z puissent étre regardés comme fonctions d’une
variable ¢, variable laissée invariante par la transformation consi-

U

. . . dx;
dérée. Les z' seront aussi des fonctions de ¢. En posant % =pi,

dz;

—at— = pi, nous aurons

h=n
, i)
Pi= Z'ﬁl’h-
h=1

ozp

Si les f contiennent r paramétres essentiels, nous obtenons ainsi
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le systéme des transformations a r paramétres essentiels défini par
't,l=fi(‘r’ a)v P;=?1(‘1“1P, a)‘

Nous allons démontrer que ce syst¢éme forme un groupe.
En effet, appliquons d’abord une transformation de paramétres a,
puis ensuite une transformation de paramétres b [cette transfor-

. . dz}
mation s’écrivant z;= f;(z’, ], et posons —‘T':—‘ = p;. Nous avons

h=n h=n k=n
“_ afi(x', by , afi(x', b) Q ofn(z, @)
”'_2 oz, ""_2“—05:;,“' ozx Pk
h=1 h=1 k=1
ou
N, N Yilx, ) S, a)
v_ ~ i, 9 n :r,a.
P’_ZP"Z ax), ory

k=1 h=1

mais, puisque f;(x', b) = fi(z, c), les ¢ étant des fonctions des a
et b, il vient, en dérivant par rapport a un des z,

Y0 dfalzs @) _ ofilz o)
e a——

oxy, oxy oz

et par suite

" ofi(x,
p‘,:E fi(x f‘)pk.

ory,
k

Cela revient a dire que les p” se déduisent directement des p, les ¢
étant les valeurs des paramétres de la transformation correspon-
dante. Le systéme constitue donc un groupe.

Cherchons maintenant les transformations infinitésimales de ce
groupe.

Désignons par X / une des transformations infinitésimales du
groupe prolongé, transformation qui aura la forme

i=n i=n
Xuf= ZEM(-T- p):—zf,l —+ Eﬂm(z', p)b%’

i=1 i=1
les §, 1T étant donnés par les formules
Ve ox'y
Ena(2', p') = ;ﬂlhp(a)m’

J U ‘) 7
k(2 p') = Zahp(a)bﬁ—:’
P
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D’apreés la premiére de ces formules, on voit que les £(z/, p') ne

dépendent pas des p'; les £(z, p) ne dépendent donc pas des p.
Nous écrirons §(z) au lieu de §(z, p); d’ou

i=n i=n f

Gof = Dtui) 2L+ it P)sp

i=1 i=1
Remarquons qu’on a, en dérivant les Eax par rapport a ¢,

dipi(a’ ) d 07, 9 du', Py
T dt Za"p( )dl da? Zahp(a) da, dl = Eahp(‘a)da?.
4 4 P

Par comparaison avec I'expression précédente des II, il vient
’ ’ d LAY
Max(2's p') = g 8nk(2);

Bk

{
Opi(z, p) = -;—tim.-(-z') = o

i
On voit donc que les IT sont des fonctions linéaires homogenes
des p, el que

Mus(x, p) _ Kna(r),
api T dxyg

)

Une fois trouvées les X f, proposons-nous de déterminer les
constantes de structure du groupe défini par ces transforma-
tions.

Ecrivons

(Xn, Xa)f = DjonsXef.
s
11 est aisé de montrer que ¢ = c. En effet, nous avons

(X0 Xx)f = 2 (thu—\/.Em)-*-zdf (XaMg— Xg ).

Or

Xnbei= Xpbr= ZE/.: Rt
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Donc

- 0| okni
(X;y xk)f= de Z(E As EH l'J%)
df dﬂu d“/.[ ol ¢
dp [Z(E s nhs EL: — s ops )]'
Le dernier terme peut s’écrire, en vertu de (3),

af ollg; 0“/.1 I ns
zdpl Z(Ehl —E ks nlu E b uk: ‘az—‘)

Si I'on observe que

011/:: d 05&1 dﬂm d 0Eht
=a@ 9z, = dt ox,’

on reconnait dans I’expression entre parenthéses la dérivée de

(5 ., Bkt gy “’Ehi)

Wkt = Z(E ;&“ — &k 32‘:),

et, en posant

on obtient
T T\ e o dpnie of
(4) (xln xlc)f- Zi‘hkld—x;*'z—dl— m'
{ 4
Par suite

—— . S — 9 )
Zchk:x:f= 2 Chks (2 §at 5.:4; + Zﬂu @{)
s s {
- of dw.u I
_2“"‘“53—-;*_2 dt op;’

d’oll, nécessairement,

- dinr
(5) zchks §si = Bnkt, 2 Chis g = —*:l’;ﬂ .

5 s

D’autre part

(6) Xn, Xi)f = D weni oL
¢
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2 Chks 2 Esi = 2 Whki S d z;”
2 Chksksi= Mnki

s

donc

ct enfin

Comparons ces relations avec les relations (5), tenons compte de
ce que les X, f sont indépendants, et nous aurons

Chks = Chks- (c. Q. F. D.)

Le groupe donné et son groupe prolongé sont par suite
holoédriguement isomorphes.

Si nous posons (X;X;)f=T/, et si nous déalgnons par Tf
la transformation obtenue en prolongeant la transformation T f, il
résulte de la comparaison des équations (4) et (6) que

Tf=(XaX0)f,
et qu’on peut donc écrire
(XaXe)f = (XaXi)/.

Soit alors I’équation

(7) Zuipi=0,

N d \ .
ou les p; ne sont autres que les % el ou les u sont des fonctions

des seuls z, et soit le groupe a un paramétre z; = f;(x) engendré
par la transformation infinitésimale X f. Demandons-nous sous
quelles conditions I’équation sera invariante par rapport au groupe
prolongé correspondant

0
= fi(x), P'l= ,,J{;p/.-
k=1

Il faut pour cela (n° IX) que I'équation

(8) izumz=o
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soit une conséquence de I'équation proposée. Or nous avons

X Z(u/p,-) = 2 X(uipi),

x(ui]’i) = ui’—(Pi-f-piiui;
Kll(: Xui;
< )i
Xpi=M;= ;‘)—;ﬁ/’.«;
g

B /] .
X(uipi) = uizgsip,-r-pn\ ;.
£

Le premier membre de (8) est donc une fonction linéaire homo-
géne des p, en sorte que, si cette équation (8) doit étre consé-
quence de (7), son premier membre devra étre le produit du pre-
mier membre de () par une fonction des z. Ainsi la condition
pour que I'équation considérée soit invariante par rapporl au
groupe prolongé est que l'on ait

X (\2 u,»p,) = 92 wipy,

p ¢tant une fonction des z. Egalons donc les coefficients de
chacun des p; dans les deux membres :

d .
E w, K ~Xu;=puy.
ox;

il
£

Supposons maintenant qu’on ait un systéme d’équations

Euum=0 (k=1,2,..°, m).

i

En cherchant les conditions pour que ce systeme d’équati'ons
reste invariant, on trouve comme précédemment

il=m
Y(Z'/up:)=2?12u/im (k=1,2, ..., m).
N i 1=1

Si le groupe considéré était a plusieurs paramétres, ces condi-
tions devraient étre vérifiées par toutes les transformations infini-
tésimales X f de ce groupe.
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Une équation de la forme
2“1 dz‘,-: o,
i

ou les u sont des fonctions des z, est dite équation pfaffienne
(du nom du mathématicien Pfaff). Elle ne différe de I'équation
considérée plus haut que par le facteur dt, puisque dz;= p; dt;
par suite, la condition d’invariance de cette équation par rapport
a notre groupe prolongé est encore celle écrite plus haut. Au lieu

de XZ u;pi, mettons simplement XZ u;dz;, ou posons, par défi-

nition,

X Eui dri= 2(2 u :'Ij_\' -+ x“i) dry
i K] )
= Exu, dr; - 21{,2 "))?5:‘ dr, = ZX w;dr;+ Zu,- %,
i i 3 ’

ou

(9) ,\'Euida‘iz 2Xu,1[.r,~+ 2“1 d(Xx;).
i i

La condition d’invariance sera

(10) XZu,-dz‘;:pEu,-d.ri,
i

i

et I'on dit alors que 'équation pfaffienne admet la transformation
infinitésimale X /.

On sait (n° IX) que, si 'équation (7) est invariante par rap-
port aux groupes a un parameétre engendrés par les deux trans-
formations infinitésimales X, £, X, f, elle I'est aussi par rapport
au groupe engendré par la transformation (X,, X;)/. D’ou il suit
que, si une équation pfaffienne admet les deux transformations
infinitésimales X, f, X;f, elle admet aussi la transformation
(Xa, X0

Ce que nous venons de dire s’étend immédiatement aux systemes
d’équations pfaffiennes.

Arrivons-en maintenant a présenter le prolongement sous sa
forme la plus générale.
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Nous emploierons les notations suivantes : nous appellerons
les variables que nous considérons comme indépendantes, sup-
posé¢es au nombre de n; z les variables regardées comme dépen-
dantes, supposées au nombre de m. Les équations d’une transfor-
mation pourront s’écrire

=f‘('r) 3)1 3’,:=Fi(..'l‘, 3).
293’ . 93
Les -—— sont fonctions des .z, 3 et des = Plus généralement, en

ox'
posant

oP 3

m—g,—‘u# = Bk, &y, Xy, o0, K (g +2+...4+ 2= p),
1

ar z'k

J— -
T O 0 = hatutna, (T 2=p),

les 3iq,a,..a, OU zazN, sont fonctions des z, des z et des

Jka'ﬁ‘._.p” ou 2@; N

Ceci est vrai d'abord pour l'ordre de dérivation N = o. Nous
démontrerons, par induction, que ce résultat est vrai pour une
valeur quelconque de 'entier N, c’est-a-dire que nous prouverons
que, s'il est vrai pour une valeur N, il 'est encore pour la valeur
N + 1. Soit en effet

""ka.,....:,.= Fray...,an(T, 3, 348,.8,....,84)

Par dérivation, nous avons

”"’A—a.,...,a

Jdxy 2 = Gka,...,an(7s 3, 48,8y ....B0)s

ou EBéN—}-l. Cette dérivée peut étre obtenue d’une autre

maniére :

dz" a” — 2 dz,,a df( ()f( ()3,
d.r, c)z, 03, 0.1:,

s
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en sorte que

GA _ 2 0"’"—:.....4» ‘)fx _d-é. (ﬁ
Ky & = or; u,z-, 035 0z

s

ot df( dz,

= 2 Fhay ., (oz, + 449z, oz,
s

En faisant varier / de 1 & n, on obtient un systéme d’équations
linéaires en z'ka.-o-l,a,.....a..’ Bk ayr e nr o) 3;:a.,....a.+i- Nous
pouvons établir que ce systéme d’équations est résoluble, c’est-
a-dire que le déterminant

S U9z Y G Yn 93
ox, 034 0z oy 03, 0z
s s

Y V195 fa U 93
oxr, 035 dx, oz, 03 Uzp
s s

n’est pas identiquement nul. En effet, s’il était nul pour des valeurs
quelconques des z, des z et des dérivées des 3, on aurait, en com-
mengcant par supposer nulles toutes ces dérivées,

Yo .. Yn
oy ox,
Yo . Yn
Jr, oz,

Nous pouvons ensuite supposer nulles toutes les dérivées, sauf
celles a indice 1, et nous aurons

oo e A
dz‘, dx, dZ] 021
Y S
dz‘ 2 2 | =9
2 /73 %o, Y
oz, oxr, o0z, oz,

en vertu de l’équation précédente, le déterminant du second terme
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doit étre nul. En continuant ainsi, on arriverait a établir la nullité
de tous les déterminants d’ordre n de la matrice

(Y Y
().Tl 01‘|
|
cre e eee )
S Y|
0Zp dz, |
A
()31 dzl
h . Y
ldz,,, 0z, |

en sorte que les f ne seraient pas indépendants, contrairement i
P’hypothése.

Le systeme linéaire trouvé est donc résoluble. En le résolvant,

nous trouvons les z;, | ol 27 = N+ 1, exprimés au moyen

des z, des z et des 345, , ou 28 EN +1, comme on voulait en
démontrer la possibilité.

On voit par la qu’on peut prolonger une transformation quel-
conque, et conséquemment un groupe.
Etant donnée une transformation par les équations

-T'[=f[(1', z), z,i= F“(J’, 3),
nous en déduisons les expressions

Thayman= Fhau.an(@ 3, 8,.8) D BIN= Dz

et d’une transformation faite sur les z, z, nous déduisons une
transformation portant sur les z, 3, 544, .. 4,.; Cest cette derniére
transformation qui est dite la transformation prolongée.
Observons qu’on peut aisément construire un systéme d’équa-
tions pfaffiennes invariant par rapport a la transformation pro-
longée. La premiére des équations est
03

034 3
dlk: Ed.‘l‘]‘i"‘---'*‘ Edznp
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qui peut s’écrire ainsi :
dzg— 5x10...00 2y —. . . — Zio0...01 dz,= 0;

clle est identiquement invariante, puisqu’elle se change en une
autre de méme forme :

l):lk ) 03"- R
d:'k= d—,"d$| e mdl’u-

Conjointement a cette équation, nous pouvons ¢erire un nombre
quelconque d’équations de la forme

dzka.....,a,.— Eizka,.....a;-f»l....,a,. dr;= o,

équations (ui sont aussi évidemment invariantes.

Considérons alors un groupe de transformations & un nombre
quelconque de paramétres a. Le systéme des transformations pro-
longées formera & son tour un groupe. En effet, considérons, outre
la transformation

ri=fi(z, 5, a), 3;=Fi(x, 3, a),
la seconde transformation
x;‘_‘f‘(z's 4, b), zp=Fi(a', 3, b),
de laquelle nous déduirons
;Z-a,....,a,.= F‘-,h,_,,“"(z", 3 3;15......3.$ b).
Puisque nous avons
xi=fi(=z, 35, ¢), si=Fi(ax, 3, ¢),
les ¢ étant des fonctions des a et des b, nous en tirons
Shanennan= Fkay..,an(Zy 35 34Bye....Bar €)s

ce qui justifie notre assertion, car cela prouve qu’en appliquant
successivement aux z, 3, 5;g, ... g, deux transformations prolongées
correspondant aux valeurs a et b des paramitres, on obtient le
méme résultat que si 'on avait appliqué une scule transformation
prolongée correspondant aux valeurs ¢ des paramétres, avec

ci=¢gi(a, b).
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On voit, de plus, que les transformations entre les paramétres sont
les mémes pour le groupe primitif et pour le groupe prolongé.

Etant données les transformations infinitésimales

i=n

x:f=251‘%€+2§1§£ (s=1,2,...,7r)

i=1 i=1

zénératrices d'un groupe a r paramétres, on demande de
calculer les transformations infinitésimales génératrices du
groupe prolongé correspondant d’ordre donné.

Si N est 'ordre maximum de dérivation, les transformations
infinitésimales cherchées auront la forme

car on démontre, comme dans le cas des groupes a un seul para-
metre, que les §, { sont encore ceux du groupe primitif. Il s’agit
de calculer &, 4. Pour cela, il suffira de montrer comment,
connaissant les X"/, X®f, ..., X™f) on peut calculer XN+ f,

Partons de cette remarque que le groupe prolongé laisse inva-
viant le systéme d’équations pfaffiennes signalé tout a I’heure.
Ces équations pfaffiennes admettront les transformations infinité-
simales du groupe, c'est-i-dire qu’on devra avoir, d’aprés (g)
et (10),

- Zx(s":k.a,..... it oo, 0 AT+ d(XN 31 g a)

—_ 2—7&.1....,,:,-4-1...‘.a,,d(x(x)-“f'l)
¥

= Zp/,,p.,.. ,8n <dz/,, ByoonBa— 2 Z0,8,,...,8i+1,..., 3,.d1‘i>
h

i

Za=N\'
e

A
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En développant le premier membre, on obtient

- 2(k,a.,....a.~+i,...,a. dzr;+ dr.k,a...‘.,a.
i

- Ezlc,a.,...,a,--o-l..... a,.dEt
i

= th,p.,...,p. (d-'-lu,ﬁ,...., Bn— 2 3h,B..., Bi+1, .., Ba dz‘l) .
h

i

Si I'on remplace les 5 et les 5 & indices par leurs expressions en
fonction des z, le second membre devient nul, et, par suite aussi,
le premier membre s’annule; nous avons

—sz,:.....,zﬁ:‘.... a, dr;
_,_Zdtl: “"dl‘:—2~t TR TS .a..z s dr;=o,

. d . g . s
ou le symbole = désigne la dérivation totale par rapport a z;,

c'est-a-dire la dérivation effectuée en tenant compte de ce que
les 5, etc. sont fonctions des z. Mais, comme les dz; sont indé-
pendants entre eux, cette relation entraine

d
Sy @it 1, @ = L, ;;_' - zzk,a....., a,+l,...,a.d'—i.‘;'

s
Nous obtenons ainsi une suite d’équations qui donnent tous les {
cherchés au moyen de ceux de moindres indices.
Soient X,f, X,f deux transformations infinitésimales quel-
conques du groupe primitif; nous allons démontrer qu’on a

(XE9, X{) f = (Xgy Xe) M.

En effet, la transformation (X, X,)f est une somme de transfor-
mations infinitésimales X f; les premiers termes de XN/, X!V fsont
respectivement les termes de X,/, X,f, et, par suite, la transfor-
mation (XM, X!™) f devra étre le prolongement de la transforma-
tion ( X;, X,)f, puisqu’elle ales mémes premiers termes. (c.Q.F.p.)

On déduit aisément de la que le groupe prolongé est holoédri-
quement isomorphe au groupe primitif.
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Considérons un groupe prolongé; les fonctions invariantes par
rapport i ce groupe sont fonctions de toutes les variables (les z,
les 5 et les dérivées des z jusqu’a un certain ordre); ces fonctions
sont dites INVARIANTS DIFFERENTIELS du groupe primitif.

Un groupe quelconque admet une infinité d’incariants
différentiels, dont 'ordre peut croitre indéfiniment.

Des résultats obtenus aux n*® IX et XIII, il ressort que :

La détermination des incariants différentiels d’un groupe
n’exige que des opérations algébriques si U'on donne les
équations finies du groupe; elle exige au contraire Uinte-
gration de systémes complets si 'on connalt sculement les
transformations infinitésimales génératrices du groupe.
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APPLICATION DE LA THEORIE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS
AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

I. — Généralités.

Si nous voulions suivre I’euvre fondamentale de Lie, nous
devrions, aprés avoir présenté la théorie générale, étudier les trans-
Jormations dites de contact. Nous préférons remettre ce sujet a
plus tard pour montrer de suite 'utilité et I'importance de la
théorie exposée en 'appliquant a I'étude des équations différen-
tielles.

Comme nous ’'avons dit dans I'Introduction, un résultat consi-
dérable de cette théorie a é1é de montrer que les équations diffé-
rentielles intégrables par les procédés connus de 1’Analyse, sont
celles qui admettent des transformations infinitésimales connues.

C’est cette question que nous allons maintenant développer.
Nous nous limiterons a la considération des équations différen-
ticlles du premier ordre

f(-"f‘»}’,}")=°y

supposées résolubles par rapport 4 j’, en sorte qu'on puisse leur
donner la forme
Ydr —Xdy =o,

X, Y étant des fonctions de x et y. L'intégration d’une telle équa-
tion équivaut & 'intégration de I'équation aux dérivées partielles

of L of

=o0;
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I'intégrale aura la forme w(z,y)= const., et représentera par
suite une famille de courbes du plan (z, y), courbes qui, en
général, ne se rencontreront pas.

Soit un groupe 4 un paramétre engendré par la transformation
infinitésimale Vf; imaginons que I’équation intégrale admette ce
groupe, ou que les transformations du groupe changent en elle-
méme la famille des courbes intégrales; cette famille sera unc
variété invariante du groupe. On doit a Lie d’avoir établi ce
résultat :

La connaissance d’un groupe par rapport auquel la famille
des courbes intégrales est invariante suffit pour qu’on puisse
intégrer l'équation, c’est-a-dire pour qu'on puisse trouver un
Sacteur intégrant et réduire par suite le probléme aux quadra-
tures.

II. — Condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille
de courbes reste invariante par rapport & un groupe.

Soit w(z, y) = const. I'équation de la famille, et soit la trans-
formation
r'=e(x,y), y'=9%(xy)
Pour que la transformation laisse invariante la famille de courbes,
il faut que la transforinée de I’équation de la famille se présente
sous la forme w(#’, ') = const., c’est-a-dire qu’on ait

wle(z, y), ¥(x, y)=0b

toutes les fois que w(z, ) = a; on déduit de la que b = f(a), et
que par suite

(1) ole(z, ¥), ¥(z, y)]=flw(z, 5)]

identiquement.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, il est évident
que la famille de courbes est invariante.

Pour un groupe de transformations a un paramétre défini par Vf,
les équations finies peuvent étre mises sous la forme

¢ .
.t'=.1'+-l—!V.z‘+..., y'=y+Tt!Vy-+—...,
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et nous aurons, par suite,

: C o N L

(2) w(z.',_y)=w(r,y)+;—!\wf;z—!v W4,

Si w (', y') est une fonction de w(z,y) seul pour une valeur
quelconque de ¢, il s’ensuit que

w(z', y')—w(z,y)
4

=Vu+..

dépend aussi de o seul quel que soit ¢; en faisant ¢ = o, on voit
qu’on devra avoir

Vo =y (w).
Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, si on la
suppose vérifiée, on en déduit .

Vi =Vy(w)=y'(w)Vo =y (n)7(w),

ce qui est une fonction de w; ceci s'étend a V3w, etc., en sorte
que tout le second membre de (2) cst une fonction de w, confor-
mément & notre assertion. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille de
courbes w(z, y)=a se transforme en clle-méme par toutes
les transformations d’un groupe donné & un paramétre Vf,
est que Uon ait

Vo=y(w).

FKremple. — Considérons la famille des cercles concentriques

ri4+ y’=a.

Elle est laissée invariante par le groupe des transformations
homothétiques par rapport au centre, dont les équations finies

sont
r=+nr, yY=u+1)y,

¢t dont la transformation infinitésimale est (en se rappelant (n° V,
. dr’;

Py o A ! i

1™ Parlie) que, pour un groupe & un paramétre, on a §;(z') = i

et 3i(x)= [Ei($')]l=o)

e f A
Vi=aiz 75"
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Dans ce cas, on obtient

Vo=V(r*+y?)=zx.27 +y.2y = 2w,
et la condition susdite se trouve bien vérifide.

Examinons maintenant le cas spécial ou la fonction 7 (w) est
nulle, c’est-a-dire ot Vw = o. Rappelons que

r=r+ti+...,, yY=y+in+....
A la valeur ¢ = o correspond la transformation unité; i la valeur ot
de ¢ correspondra la transformation infinitésimale
r=x+t8, y'=y-+rdt,

en négligeant les termes d’ordre supérieur. Il en résulte que

(@, y)=w(r+tet,y+rndt)=w(z, y)+tVu(x, y).
Si la famille de courbes est invariante par rapport & V £, en posanl
Vo=179(w),ona

w(r+t8t, y+rdt)=w(r, y)+atylw(r, y)):

des lors la courbe particuliére w(z, ) = ¢ se change en la courbe
w(z',y')=c+oty(c)=c. Par suite :

Pour qu’en particulier toute courbe du systéme se trans-
Jorme en elle-méme, il faut et il suffit qu’on ait Vo = o.

in effet, si toute courbe se change en elle-méme, on a d=¢,
donc Vu(z,y)=o0; et réciproquement, si Vw(z,y)=o0, on
aura c = (c. Q. F. p.)
Dans ce cas, comme on a

, 0w , dw Jw Jw
kb;—{—‘;);’_o, E__f_'r._

il s’ensuit que

Conséquemment les transformations infinitésimales (et par suite
les groupes) qui laissent invariante chacune des courbes de la

famille sont de la forme szp(x% +Y gﬁ)’ elles se déter-
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minent immédiatement, mais elles ne sont d’aucun secours pour
résoudre le probléeme de I'intégration.

On peut arriver au méme résultat géométriquement. Le coeffi-
cient angulaire de la tangente a une des courbes est donné par

Jw
9z _ Y
Jo ~ X
%
Si I'on applique & un point de la courbe toutes les transformations
du groupe que nous considérons, ce point décrit une courbe dont
2
§

le groupe soit de ceux qui transforment toute courbe en elle-méme,
la direction de I’élément considéré devra coincider avec la tangente

I'élément a pour coefficient angulaire - Comme nous voulons que

. Y . oy ,
susdite; donc ¢ = 3, comme nous I'avions déja trouvé.

§

III. — Facteur intégrant. Equations différentielles qui admettent
des transformations inflnitésimales données.

Laissons a part le cas ot Vw = o, dans lequel on peut obtenir
immédiatement le groupe, mais sans pouvoir en tirer aucun avan-
tage pour l'intégration de I'équation différentielle proposée. Pour
tous les autres cas, dans lesquels on a

Vo =y(w),
«4. n’étant pas identiquement nulle, la connaissance d’un groupe

conduit a la détermination d’un facteur intégrant.
Soit ®(w) une intégrale quelconque, on a

Vé(w)=P(w)Vo=>&(w)y(w).
Déterminons ®(w) de maniére que ®'(w) 7 (w) =1, d’olt

dw

[ = —_—
(w) 7(@)

En écrivant alors w au lieu de ®(w), nous pouvons poser Vo =1,
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¢l nous avons

. , )0 )
\."L‘,_’.](,_(n.:o’ stﬂ.;nﬂ:l;
oxr Jy or ay

nous tirons de la
do Y Jw X .
or —  Xn—YE' g Xn—YE’
par suite un facteur intégrant est

1
V==

>

Réciproquement, si nous connaissons un facteur intégrant M,

.

en Pégalant a » nous pouvons trouver d’une infinité de

1
Xn—1YE
maniéres les §, 7, et, corrélativement a chacune de ces maniéres.
nous ohtenons toujours une transformation infinitésimale et, par

suite, un groupe. En eflet, M étant un facteur intégrant, nous avons

dw )

d’ot I'on conclut
Vo=—EiMY+sMX=M(Xt—YE)=1. (c.Q.F. D)

Par cela méme se trouve établi le résultat énoncé au n° I, con-
cernant la relation qui existe entre la connaissance de certains
groupes et la possibilité d'intégrer I’équation.

Reprenons I'équation

(v) Xdy —Ydr=o,
dont l'intégrale générale soit
(2) w(x, y) = const.,
et considérons la transformation finie
r'= f(x, y), Y'=e(r, »).
Par cette transformation,. I’équation (1) se change en une autre

(3) X(&, ¥ ) dy' = Y'(&, y')dy' = o,
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ct I'intégrale (2) en
4) w'(x’, ') = const.
Nous allons démontrer que :

L’intégrale de U’équation transformée est la transformée de
Uintégrale de U’équation primitive,

c’est-a-dire que (4) est I'intégrale générale de (3). En effet, soit M
un facteur intégrant de (1); on aura

dw = M(Xdy — Ydz);

en appliquant la transformation et en désignant par M’ la trans-
formée de la fonction M, on aura

do' =M (X'dy' — Y dz');

or ceci exprime (ue M’ est un facteur intégrant de (3) et que o’

est une intégrale de cette méme équation (3). (c. Q. F. n.)

Il résulte de la que, si une transformation change en elle-méme
I'intégrale générale d’une équation différenticlle, elle doit changer
en clle-méme I'équation différentielle, et réciproquement. Quand
il en est ainsi, on dit que I'équation différentielle admet cette
transformation; avec cette terminologie, une équation différen-
tielle admet toutes les transformations admises par son intégrale el
n’en admet par d’autres.

Nous allons maintenant transformer la condition Vo =4 (w)
en une autre qui soit vérifiable directement sur I'équation diffé-
rentielle.

Posons

) . 0,
Af=X ;‘—é + Y djff H

nous aurons

Amw=o,
et, par suite,
VAw = o;
en outre
AVo =Ay(w)=7'(w)Aw =o0;
done '

(VA)w =o.
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Par conséquent, toute intégrale de Af= o est aussi intégrale de

(VA)f=o, donc
(VA =Xz, y)A L.

Cette condition est aussi suffisante. En effet, si on la suppose satis-
faite, on a
. (VA)w =o,
¢’est-a-dire
VAw —AVw =o0;

mais VAw =0 (puisque Aw =0); donc AVw =0, et Vo est

intégrale de I'équation donnée; par conséquent Vw = (w).

(c. Q. F. p.)
De la cette conclusion :

La condition récessaire et suffisante pour que l'équation
admette le groupe engendré par la transformation infinitési-
male V f, est, en posant

¥ _ v¥

que Uon ait
(VA)f=)(x, y)A[.

Nous convenons de dire dans ce cas que I'équation donnée
admet la transformation infinitésimale V f£.

Observation. — Les nouvelles définitions que nous venons de
donner ne sont nullement en désaccord avec celles données dans
la premiére Partie de ces Lecons.

Rappelons-nous, en effet, qu'ayant 1'équation zu,-d;z:,-zo.
i

nous avons posé par définition

X Y urdri= Y Xugdai+ 3 uidi,

s

ct nous avons dit que I'équation admet la transformation infinité-

simale X f quand
X zui dr;= 92"‘ dz;.
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Dans le cas actuel, nous avons

V(Xdy —Ydz)=VXdy —VYdzr+Xdn—Ydt.

Il faudra donc que
VXdy—VYdz-+Xdn—Ydi=p(Xdy— Ydz),
d’ou
—VY-;-xg" —v& __ .y,

Jdr v

. dn oE .
VX+X0 oy 2X,

ou encore, en posant

B ’h]
_l+ il
> >’
—VY+x Y""—-u,
o
VX — \5 '%: AX,

ou, enfin,
VY —An=1Y, VX—At=2AX.

Dés lors .
(VA)f= (VX — A:)‘f +(VY — \'r)df _)( x¥ . %) =AAg
et cette relation montre que les deux définitions coincident.

Supposons encore qu’en appliquant & 'équation

Xdy—Ydzr=o0
la transformation

r=z+§é, y=y-+net
cetle équation conserve la méme forme, c’est-a-dire qu’clle de-
vienne

X(z, y)dy'— Y(&', y')dz'= o.
Ona

X(@, y)=X(z,y)+ VX, Y@, ))=Y(z,y)+8VY;
par substitution, on obtient

(X +2eVX)(dy+3tdn)— (Y -8t VY)(dr + 8t dt) = o,
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(5 NXdy —Ydzr+8t[VXdy+ Xdn—VYdr —Ydt] =o.

VXdy+Xdy—VYdr —Ydi= vxdy+\;(‘5dr+ﬁ )

—VYdr— Y(ded:r—t-—— )

[\x At +\(

- [VY—Ar,—\(—E
L’équation (5) devient done
3[.4-6:(%4-3";)])(4-(“_,\: tf dy

;[l+ t(ji—!—dy)] (\'\—Ar)ol:d.r—o

Cetie équation devant coincider avec 'équation donnée, les expres-
sions (VX — AE), (VY — An) sont proportionnelles a X, Y, d’ott

il vésulte aussitét que

+5)| e
)%

(VA)f=LAf.

Ce résultat montre qu'une équation, qui reste invariante quand
on lui applique une transformation infinitésimale considérée
comine une véritable transformation, admet cette transformation.
au sens que nous avons attribué a cette expression.

Nous allons indiquer quelques exemples simples dans lesquels
nous vérifierons que les relations
Vo =y(w), (VA f=)AS
sont satisfaites en méme temps.
Premier exemple. — Considérons la famille des droites paral-

leles
y — m.ar = const.

clun groupe (4 un paramétre) de translations défini par

=z + at, "=y + bt.
Y =)
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On a

= - "f
E=a, n=0b, Vf—a dy

Ll s’ensuit que
Vw =—am + b = const.,
et cette relation exprime que la famille de lignes admet le groupe
considéré.
[.’équation différentielle de cette famille de droites est

dy —mdzr =o,
en sorte que

X=1, Y=m, Af=£+mg§,

(VA)f = (VX — AE)df+(VY An )a =o,

et cette relation exprime que I'équation différenticlle admet la
transformation infinitésimale V f.

Deuziéeme exemple. — Considérons la famille des droites
paralléles & une bissectrice des axes de coordonnées

Y —ar= const.
et le groupe des transformations par similitude
r=x+tr, y=y-+ty.

1.’¢quation différentielle de ces lignes est

dy —dzx = o.
Nous avons donc
of - 9 _of of
Vimem gy Mgty
= . — __ 9 o _

Vo=—zx+y=uw. (VA)f——_E_@_—Af'

L.es conditions voulues sont vérifiées.
Troisiéme exemple. — Soit la famille des courbes a tangentes

égales (tractrices) ct le groupe des translations paralléles a 1'axe
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des =
F=z+at, y=y.
Nous avons

E=a: n =0, Vf=a—-
L’équation différentielle est

}—}—"' ‘/I +.7,’ =0,
ou encore

Vet—yrtdy —ydr =o.

On a done

—_0, 9 12
Af=s/0’—.7’5£+.7;{;’ (VA)f=o.

On peut calculer un facteur intégrant

M= o— =

Xa—YE ay’
ou plus simplement
M=_L.
Y
En divisant en effet '’équation par y, les variables se séparent, c,
en intégrant, on obtient

==

dy — r = const.;
¥ Ly

on a ensuile
Jw

Vo=a— =—
w=a- a

Quatriéme exemple. — Considérons I'infinité des cercles tan-
gents aux axes de coordonndes et leurs trajectoires orthogonales.
Les transformations homothétiques ayant l'origine pour péle trans-
forment en lui-méme le systeme de ces trajectoires. On a

_ o
Vf_xs;: +y;-

L’équation des cercles considérés est

X1+ yr— zar —2ay -+ at=o0
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ou

a=z+y*xyazy.
On en déduit

dy __ yxvazy,
dz z+yazy

ct par suite les trajectoires orthogonales ont pour équation

(y £ vazy)dy —(z £ Vazy) dz =o.
On a donc

—\ 0 —\ 9
A =G x/im) L+ (e vim) L,
et il est aisé de vérifier que
(VA)f=o.

La connaissance du facteur intégrant

M=

7 = vazy) —a(z £ vazy)  (r—=)WzEy)

permet de ramener l'intégration aux quadratures, mais nous ne
développerons pas le calcul.

IV. — Forme canonique des groupes et des transformations
infinitésimales.

Nous allons mettre les groupes sous une forme spéciale, dite
Jorme canonique. A cet effet, imaginons d’'introduire, dans unc

transformation infinitésimale, de nouvelles variables z, y, liées
aux premiéres x, y, par les relations

‘7’=‘?(;'1.;')’ }’=‘P(;,;),
desquelles nous tirons
;=l"'(x:.7)7 ;=V(1',J’)-

Nous obtenons

Jf oz L% of oz of dy
v = =
/= E(dz oz oy dx) +"<oz oy ay
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ou

Vf= v:"f yd—f--
o
Nous voulons faire prendre a cette relation la forme V f = :;f |
Y

faut et il suffit qu'on s'arrange de maniére a avoir Vz =o,

Vy =1, c'est-a-dire

oz _ox oy iy
E— -— = -= = =
(') "d.r+r‘d_y o, de""'ldy I.
11 suffit d’intégrer la premiére de ces deux équations pour
qu’ensuite I'intégration de la seconde se réduise aux quadratures.

L’'intégrale générale de la premiére de ces équations,
z(z,7)=c,

définit une famille de courbes laissée invariante par la transfor-
mation infinitésimale V £ (2 Partie, n° II); ces courbes sont celles
décrites par chacun des points du plan quand ils sont soumis aux
transformations du groupe considéré (a un paramétre); aussi les
appelle-t-on les trajectoires du groupe.

Le systéme simuhtané équivalent a la seconde équation, d’aprés
la régle de Lagrange, est

dz _dy _
T =

Tn

-l&.

¢2)

une des deux équations qui le composent est

ndz—§dy =o;
elle admet I'intégrale
z(z,y)=c;
on déduit de la
Y= INEX c),
et alors I'équation = (.r = = dy s’intégre par une quadrature.

Alnsi :

La réduction d’une transformation infinitésimale donnée a
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lee forme canonique se fait ¢ l'aide de la détermination des
trajectoires du groupe engendré par cette transformation,
suivie d’une quadrature.

. . . . . )
Cela posé, soit un groupe mis sous sa forme canonique Vf = 7}—-,
<t une équation différentielle que nous écrirons

dy —o(z, y)dz = o.

Jd 0,
/= oé + ?(1«',}')‘;}!,'-

On aura

Pour que I'équation admette la transformation infinitésimale V f,
il faudra qu’on ait
(v,\)f:—_ )\(.’l‘,}') Af.
Or
%=, x) f

\'A)f—<vx—‘\=,5’£+(vv A)’ BN

On devra donc avoir identiquement

RED Y (e ,y)( A ?(r,y)%)v

dy o
ot
A=o,
et, par suite,
% _
> -

¢ est-a-dire que la fonction 2 ne saurait dépendre de y. Dans ces
conditions, I'équation se réduit a la forme

dy —¢(z)dz =o.

~Application. — Considérons I'équation homogéne du type
dy — ?(‘g) dz = o.

Nous voulons vérifier si elle admet le groupe des transformations
par similitude

Vj_.z'fy—‘ --yg.{'
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Les trajectoires de ce groupe sont les droites passant par I'origine

Z = const.:
r

donc l'intégrale de la premicre des équations (1) est

; = x = const.
x
Le systtme (2) devient
ﬁ = d_f = df;
x Y

on en tire
y =logz + const.

Avec les nouvelles variables, on a

cn sorte que I'équation devient

erdr+erdy —evo(z)dy =0
ou

Y-z

dz =o;

clle a précisément la forme trouvée tout a ’heure.
La réduction aux quadratures ainsi obtenue est en somme li
méme que celle a laquelle conduit la méthode classique.

V. — Forme générale des transformations infinitésimales
admises par une équation différentielle donnée.

Observons avant tout qu’entre trois transformations infini-
tésimales a deux variables [comme, plus généralement, cntre
(n + 1) transformations infinitésimales a n variables] il existe
toujours une relation linéaire homogéne. En effet, si I'on posc

f o ;.

0,
"lf=513;.+m-;,r Vif=tag, +m f 9of

0,
Tr’ vlf=58(;‘;+"‘u"—r
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cpe e . 9,
I’élimination de s et de -o—[- donne
or ady

Vif &
Vaf & 72 |=o.
Vaf £ ms

Par suite, les cas & considérer 4 'égard d’une équation différen-
tielle ordinaire du premier ordre se réduisent a trois, suivant que
Pon connait zéro, une ou deux transformations infinitésimales
admises par cette équation.

Supposons connues deux transformations infinitésimales diff¢é-
rentes ou a trajectoires distinctes :

Vlf-'=§|g£+'m§§r Vof = S:;‘;‘g—*-mg.—i:
avec §ym2— &2 3Z 0. Dans ce cas, 'équation différentielle s'in-
tegre sans aucune quadrature. En effet, nous connaissons les deux
facteurs intégrants

M=o M= —m— .
T Xy —YE, o Xns— Y,

Or nous savons que le rapport de deux facteurs intégrants est une
intégrale. Nous avons donc I'intégrale

X7 — Y§,

~——v = const.
X7 —Y§,

Nous allons déduire de 1a la forme générale des transformations
infinitésimales qui laissent invariante I'équation donnée. En dési-
gnant par o une intégrale quelconque et par ¥(w) I'expression
X7 —Y¢,

X7 —YE,’ on a
X[n2— 751 ¥(w)] = Y[§—§ W (w)]
ou
bRV _ V),
Ainsi

=5 T(0)+Xp(x,x), mn=7n¥(0)+ Yp(a,y)

Par suite

) Vaf = ¥ (0) Vif+5(z, y) Af.
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Donc dés qu'on connait une transformation infinitésimale admise
par I'équation ainsi que l'intégrale de cette équation, toute trans-
formation infinitésimale laissant invariante I’équation donnée peut
rvecevoir la forme (1).

Ce résultat peut étre obtenu d'une maniére différente. La trans-
formation V, f change la courbe w =cen la courbe w=c+ V,w ct.

. Vioy- . ;
Posons alors U f= v'::\ 2f. La transformation Uf changera la
2
courbe w = ¢ en la courbe w = ¢ + Uw é¢, c’est-a-dire, puisque
. \4 - - -
Vw=<2 2w =V, w, en la courbe w = ¢ + V,wd¢. Les trans-

Vo
formations V, f et Uf changent donc une méme courbe du sys-
téme en une méme courbe (mais non pas, en général, un méme
point en un méme point). Il en résulte que la transformation
V. f— Uf laisse invariantes toutes les courbes du systéme (mais
non pas tous les points de ces courbes). On a done

Vif —Uf=0Af,
¢t I'on tire de la

- _",(l’ V,m
\,f_mv,f—ﬂv—“;z\f.

. x- - s o L, YV . . .,
Mais V,w et Vo étant des intégrales, ﬁ est aussi une inté-
1

grale que nous désignerons par ¥ (w), en sorte que 'on
Vof =¥ (w)Vif+p(x, y)AS,

résultat déja obtenu plus haut.

Fxemple. — Soit I'équation homogene
rrdy —-ayrdr = o.

qui, comme telle, admet la transformation
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Nous avons
) 0, /)
.-\f=z*5£+2y’é, (V,A)f:(y’.ﬁy—ay’ny)b‘—;%o.

Formons une intégrale :

Xna—YE _ zy? =Ty _
Xn— Y8 zy—aylr x—a2y

B

il est aisé de vérifier que cette expression est bien une intégrale.
D’aprés cela, nous pouvons poser

Vaf=aV,f+BAS

ou

I'identification donne

o=axr+ L} yi=ay+afy?,
d’on

a= 2L e — Y

=, = —

T rx—ay v xr—2y

et par suite

—wV y
Vif=oVif+ =X AL

VI. — Détermination des équations différentielles qui admettent
un groupe donné & un paramsétre.

Nous pouvons supposer le groupe donné soit par sa transfor-
mation infinitésimale :

) 9
vi=tL

soit par ses équations finies
Z=¢(z,y,1), y=¥%z,y1).

Commengons par le supposer donné par ses équations finies.
Si, 4 une courbe du plan, nous appliquons toutes les transfor-
mations du groupe donné, nous obtenons une famille de courbes
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qui est invariante par rapport aux transformations du groupe.
En effet, si, en appliquant séparément a la courbe « les transfor-
mations S et T du groupe, on trouve les courbes 3 et v, la
courbe ¥ sera la transformée de 3 par la transformation de S™'T
qui appartient au groupe; et réciproquement, on voit que toute
courbe v, qui est la transformée de § au moyen d'une transforma-
tion du groupe, appartient a la famille considérée.

Nous allons exprimer ceci analytiquement. Soit 8(z,y)=0
I'équation d’une courbe du plan. L’équation de la famille de ses
transformées sera

0[e(z,y, — 1), ¥ (=, ¥, —t)]=o.
en sorte que la forme générale de la famille invariante est
0[?(1")’, l)! ":’(‘1‘1]’1 ’)]:‘ o,

§ désignant une fonction quelconque. Le probléme se trouve donc
résolu dans ce cas sans aucune intégration.

Supposons au contraire qu’on donne la transformation infinité-
simale du groupe. Nous savons que la famille w=const. des
courbes invariantes par rapport au groupe doit satisfaire a la rela-
tion Vo =+ (w). On peut alors réduire cette relation a la forme
Vw =1 (exception faite pour le cas oi Vw =o0). Il s’agit done
d'intégrer cette équation, ou de réduire le groupe a la forme
canonique. Observons que pour le groupe réduit les trajectoires
sont les droites paralléles & I'axe des z.

Donnons quelques exemples :

Premier exemple. — Considérons le groupe des translations
paralléles a I'axe des z

r=x+1t y=v.

L’équation de la famille des transformées de la courbe §(z, y)=o
est
0(x+t,y)=0.

1l peut arriver que 8 ou bien ne renferme pas z, ou bien le ren-
ferme. Dans le premier cas, I’équation § = o équivaut 2 y = const.;
clle représente des droites dont chacune est invariante par rapport



APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 153
au groupe. Dans le second cas, I'équation peut s’écrire

TH+t=2(y);

I'équation différentielle correspondante est
dr =N (y)dy;
o n'y figure pas explicitement. Réciproquement, si nous avons
I'équation
dr = o(y)dy,
il vient

=L+ < vi=; (vays=o

De la cette conclusion:

Les équations différentielles qui admettent le groupe consi-
déré sont cxclusivement toutes celles dans lesquelles z ne
Sigure pas explicitement.

Deuziéme exemple. — Soit le groupe des affinités
r'=azx, y=y.
Si Q(z,y)=0 est une courbe quelconque, Q(az,y)=o sera
la famille invariante de courbes engendrée par cette courbe-la. 1l
peut arriver que Q ait la forme Q(y); alors on n’a pas une
famille de courbes, mais une courbe seulement. Pour qu’on ait
une famille invariante de courbes, on doit supposer que, dans Q,
entre le premier argument z; alors 'équation Q(z, y)= o peut

s’écrire
z = My),

ct I'équation de la famille de courbes devient
az = A(y).

L’équation différentielle correspondante est

-)%d.v = N(y)dy.

Pour calculer un facteur intégrant, commengons par trouver la
transformation infinitésimale du groupe; en posant ¢« =1+ ¢, il
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vient
r=x+tr, ¥y =y;
* .
d’on
en sorte que

)
Ry

. _ 1 —_ 1 ' I3 . _
Il en résulte que M= I IR YCok et l'intégration est
Txr

immédiatement réduite aux quadratures. Comme on a

x

., 0 My) o
Af =3 )\ (J’)—‘;f -+ ____7__) U—.{:’
on trouve de suite

(VA)f=—2(y) o Ao ——Af.

or r Jy

T'roisiéme exemple. — Pour le groupe des tranformations par
similitude, on trouve

e L 9f of
‘f—-l‘”—.r +}’&-’-'

Si Q(x.y)=o0 est une courbe quelconque, la famille invariante
correspondante sera

Q(ar,ay)=o.

Il peut arriver que cette équation soit indépendante de a, si Q est
\ P 2
homogéne en x, y, et de degré zéro. Alors Q(z,y)= 6(-—) - Les

Y
. . . . Tr : .
trajectoires ont alors pour équation S = const.; elles sont formées

par I'ensemble des droites issues de l'origine. Ce cas spécial
laissé de coté, de 1'équation Q(aZ, ay)=o on tire

= W(ax).

dy
ay = p(ar) d’od Iz

Cette derniére équation peut s'éerire

dy
ar = I(‘TI)-



APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 155

I.’¢limination de @ donne

"[”(g{)] _ ?(d}'),

(&)

en sorte que I'équation différentielle de la famille prend la forme

R4
- =

A (4 —o:
dy c(r)dz‘_o.

c’est donc une équation homogéne. D'ailleurs, on a déja vu
(2° Partie. n° IV) que toute équation de cette forme admet le
groupe considéré. De la cette conclusion :

Les équations différentielles qui admettent le groupe aes
transformations par similitude sont exclusivement toutes les
équations homogénes.

Ouatriéme exemple. — Soient les transformations définies par

'

r=ur  y=y-+ae(x).

Elles forment un groupe, car,sil'on pose: 2" =2/, " = 3’ + bo(z').
il en résulte que

L]

r"=r, yY=y+(a+b)e(r)

La transformation infinitésimale du groupe est donnée par
£ =o. 5 =c(r); d'ott \7=?(r)b--

Iaprés cela, si Q(x,3)=o est la courbe habituelle,
Qlz, y +ao(r)=0

représentera la famille de courbes invariante correspondante.
Deux cas sont a distinguer selon que Q ne contient pas ou con-
tient le second argument. Dans le premier cas, les trajectoires
sont x = const. ; elles comprennent toutes les droites paralléles
a I'axe des »-. Dans le second cas, nous pouvons donner a 1'équa-
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tion la forme

Yy +ag(r)=p(x);
d’oll, par dérivation,

dy Ve
Zr-+a?(.r)_-y(_:r).

I’élimination de @ donne I'équation différentielle

dy () p@)e (>, ]_
dr "~ o(z) *[—Wr) wln[=o,

(ui est une équation linéaire.

Nous allons montrer que, réciproquement, & une équation
différentielle linéaire quelconque on peut associer un groupe de
la forme susdite, laissant invariante I'équation donnée. Soit cn
cffet 'équation linéaire quelconque

% +P(xr)y—Q(xr)=o.
1l suffit de poser

P(2)=— 2{T) Q(z)= ' (2)— u(r) T,

o(z)’ ?(2)’
d’otr 'on déduit
— | P(x)d.
e(z)=e f "’
fg dz =15,
? ?
ou
- pad. —| Pd
p.=ef ere f J-d.z'.
. ) Pd . s
On est conduit au facteur intégrant M = —— — ef ", Ainsi

?r)
retrouve-t-on la méthode d'intégration donnée pour ces équations

différenticlles par I’ Analyse ordinaire.
On peut encore vérifier que (VA)f= o, ce qui confirme le
fait que I'équation admet le groupe considéré.
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VII. — Interprétation géométrique du facteur intégrant.

Soit I'équation
Xdy —Ydr=o0
et le groupe
' Vf—“—?’f--i—nd-—f-y
T Yox ay

qui la laisse invariante, ou qui laisse invariante la famille de ses
courbes intégrales.
Le coefficient angulaire de la tangente i une courbe en un de

ses points est % Ce point, par I'effet de la transformation V#, se

transforme en un point d'une courbe infiniment voisine de la
famille. Si (z, y) sont les coordonnées du point, (z +§3¢, y +n3¢)

seront celles du point transformé. % est le coefficient angulaire de

la direction suivant laguelle a lieu le passage de I'un des points a
I'autre. Formons le parallélogramme ayant trois sommets aux
points (z,y), (z+§8t, y +78t), (z+Y,» +Y); son aire
sera donnée par

| x Y 1 z y 1
z+E8 y+mvmet 1 |=|Edt ndt o =(YE—Xn)3t=—ﬁ8(.
z+X y+Y 1 X Y o

Si I'on tient compte de ce qu'un facteur intégrant peut toujours
étre multiplié par une constante quelconque, on peut dire que le

Fig. 1.
(r+88¢,y+m6t)

8nf 7
/ﬁ,y\ (r+X,y+Y)

facteur intégrant M est l'inverse de l'aire du parallélogramme

susdit (fig. 1).
Soit n la portion de normale comprisc entre les deux courbes
considérées de la famille; I'aire de notre parallélogramme sera
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aussi donnée par le produit 8n /X2~ Y?; on aura donc
3t
snyX24+ Y2
Dés lors, si nous savons calculer én en fonction de (z, ¥), nous
pouvons en déduire immédiatement le facteur intégrant M. Clest

ce qui arrive précisément dans certains cas dont nous donnerons
quelques exemples.

| =
o)

onyX2+4 Y= t, d’ot M=

=

1

Premier exemple. — Soit une équation différentielle repré-
sentant la famille des développantes d’une courbe donnée. Dans
ce cas, on est constante, et par suite on a

M= -—L——.-
VX4 Y2
Ceci est applicable plus généralement & une famille quelconque

de courbes paralléles.

Deuziéme exemple. — Considérons la famille simplement
infinic de droites y = pzx + ¢, o p = f(a), ¢ = g(a) sont des
fonctions d’un certain paramétre a. Cherchons la famille des
courbes qui coupent ces droites sous un angle donné a.

Soit 3 (r, 3, k) = o I'équation de cette famille; on a

dy
s P
tanga = 7’
‘PG
ou
(1) (1— ptlanga)dy — (p + tange) dz = o.

De I'équation y = f(a)x + g(a), on tire
a=XNz,y),
en sorte qu’on peut écrire
(2) p=Sfla)=f[Mz, y)]

L’équation (1), dans laquelle on remplace p par son expres-
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sion (2), est I'équation différentielle de la famille cherchée de
courbes.
Dans ce cas, nous pouvons calculer la quantité ¢n. A cet effet,

Fig. 2.

Sp

considérons (fig. 2) deux droites ry, r de la famille donnée,
formant entre clles un angle ¢, et désignons par 3r,, ¢r les seg-
ments interceptés sur ces droites entre deux trajectoires consécu-

tives. Posons ) = ;(N étant trés grand), et aprés avoir mené par

le point P (voir la figure) la droite PQ paralléle a la droite r, de
la famille qui fait I'angle A avec la droite r,, considérons le
triangle PQR, dans lequel I'angle en R, est égal a . Il donne (puis-
que, aux infiniment petits d’ordre supérieur prés, PQ=SR,=2r)

N .
ory sina 1

ory  sin(a—A») = Cosh — cotasinh’

ou, cn développant suivant les puissances entiéres et positives de 2
ct en négligeant les puissances supérieures de A :

.
or
— =1+ Acota.
ory

On trouverait de méme
or
— =1+ Acota,

ory

teescseescr e Y
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et par suite
?
= (1+ Acotx)¥ = (14 A cota)i.

o7 o»
F18

Ceci peut s’écrire

or 1 Jpeota
5 = | (14 A cota)rcvta .
ory

Comme A tend vers zéro quand N croit indéfiniment, il vient

a
or
N

3ro

= e?colx,

De ¢r, on déduit én :
on = or sina = 0r, sinae?colx,

Si nous prenons comme droite initiale la paralléle a I'axe des r,
nous avons
@ = arc tangp,

cn sorte que
n = or,y sin xesrotangpoota,

o

Dés lors, en tenant compte de ce que X =1—ptangz,
Y = p + tanga, et en supposant que 67y = &¢, on trouve

1 cos 2
M

= VXT5 Ytemrcungpeota ‘/,+pzeureunspcota,

p» ¢étant donné par (2).
Comme cas particulier du probléme considéré, supposons que
les droites de la famille donnée passent par un méme point. Dans

ce cas, p = ﬁ, et, si I'on pose tanga = ¢, I’équation différenticlle
(z—cy)dy —(y+cz)dz =0

doit admettre le facteur intégrant

M= ! .

1
~aro tang X
c x

4 yle
En effet, on peut I'écrire, aprés multiplication par M,

1
e—écrc unx; (1' d}’_}' dr —_ cﬂ’ﬂ) =o,

/z’+_y1 ‘/xz_,.yz
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ou encore, en introduisant les coordonnées polaires (p, w),

w
e ‘(pdw—cdp)=o,
ou enfin
w
— c'd(pe ‘-‘) =o.
Son intégrale est

-
pe €= const.;

elle représente une famille de spirales logarithmiques.

VIII. — Equations différentielles i trois variables.

Jusqu’a présent, nous nous sommes occupé des équations diflé-
rentielles de la forme Y dz — X dy = o, ou, ce qui revient au
méme, des équations aux dérivées partielles du type

de—i-\'%——

ox dy =0

Nous nous proposons maintenant de considérer des équations du
méme type, mais a plus de deux variables, soit

f 0 .
(I) X'E-‘i—;‘g?z—f—...-f—\n

Ly, ..., T, étant n variables dont X, ..., X, sont des fonctions.
On sait que I'intégration d’une équation de cette forme se raméne
a l'intégration du systeme d’équations

dJ‘l _ d.l‘g _ d-rn

{2)

= - = e

X TX, T UTX,

ct réciproquement, on sait aussi que, si I'on a (z — 1) intégrales
indépendantes de ce systéme,

uy(xr) = const., us(x) = const., Ceey @ ,-y(x) = const
Tintégrale générale de I'équation (1) est
Q(u,, Ugy o .oy u,._.),

Q étant une fonction arbitraire. D
V. "
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Au lieu de raisonner sur les équations du type général (1),
nous nous limiterons au cas ou il n’y a que trois variables. Il nous
scra alors facile d’'interpréter géométriquement (dans’espace ordi-
naire a trois dimensions) les résultats que nous aurons a exposer.

Soit donc I’équation a trois variables

; 9 of of _ .
son intégration, comme on vient de le dire, équivaut a celle du
systéeme

Les équations (4) admettent deux intégrales indépendantes, de la
forme

(3) u(z, y, 3) =a, viz, )y, 3)=0b.

Sil'on donne 4 a et 4 b deux valeurs fixes, on a une courbe de
I’espace euclidien; de ces courbes, il en existe «0?; elles sont dites
courbes intégrales du systétme (4), ou encore caractéristiques
de I'équation (3). Les quantités X, Y, Z sont proportionnelles
aux cosinus directeurs de la tangente i une de ces courbes, en
orte qu’'elles donnent en un point la direction de la courbe.

Cela posé, écrire Q(u, v) = o revient a écrire Q(a, b) =o;
cela équivaul a choisir parmi les «0? courbes intégrales une simple
infinité de ces courbes. Supposons, par exemple, que les deux
équations (5) représentent deux familles de sphéres concentriques,
a centres distincts; nous pouvons établir entre ces sphéres une
correspondance associant les sphéres de méme rayon; alors les
intersections des surfaces correspondantes seront oo! cercles situés
dans un plan et I'équation de ce plan serait précisément Q (u, ¢) =o.
En général, 'équation Q(u, ¢v) = o représente la surface lieu des
o' courbes intégrales associées de la sorte; cette surface est dite
une surface intégrale de I'équation (3). Ainsi une surface inté-
grale contient oc! caractéristiques.

Supposons maintenant que, réciproquement, on donne un sys-
teme d’équations de la forme (5); cherchons & construire une
équation de la forme (3) ayant u et ¢ pour intégrales. On devra
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avoir
Ju du Ju
— 4+ Y— — =
X Frian PP +1Z 7=
dv dv ov
X — — — =o;
ox +Ydy +Zdz %
en sorte que

Lof of of
Jzr dy 0z

ou ou ou
or dy 03
w w0
Jr J)y 03
scra I'équation cherchée. Donc un systéme de o2 courbes définit
une équation, dont ces courbes sont les caractéristiques. En
d’autres termes, deux équations de la forme (3) sont distinctes

toutes les fois que leurs caractéristiques sont différentes, et alors
seulement.

Soient alors trois équations

Aif= X;df+Yd§+Z—=o (=1, 2, 3),

et supposons qu’elles ne soient pas indépendantes, c’est-a-dire
qu’il existe une relation identique

)‘l Alf—l-)\gf\’f-i-)\;l\;,f:o.

On devra avoir
MXj+0Xe+ A Xs=o0,
MY+ 2 Ys+ MY =o,
MZy 4+ MZ3 +~2Z; =0,

X Y Z
X| Y’ Z, = 0.
X, Y, Z,

Comme X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus directeurs des
tangentes aux caractéristiques, on voit que :

S¢ trois équations ne sont pas indépendantes, les tangentes
aux trois caractéristiques passant par un point quelconque
sont dans un méme plan, et réciproquement.



APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 165

lindaire d’une surface intégrale, nous avons

ot of . o,

(ﬁ_dz’—i- Jy—dy—'- dzd‘ =o0;
cette équation, jointe aux deux équations A,f=o, A,f=o,
donne

équation aur différentielles totales, vérifice par les intégrales
des deurx équations données.
Soit un groupe a trois variables et 2 un seul paramétre

Vf=5%+n%+tz—'§-

Nous le dirons réduit a la forme canonique si, par I'introduction
convenable de nouvelles variables z, y, z, la transformation V f
prend la forme

o, Of
V/f=*.
S 03
Nous avons

Vf= g(d_/é_,_%‘l_’-'.,_‘)[‘);)

97 9z gy o0r g or
)+'C<0fg§+df d.v+dfo_=_>

“+7 id—z—kg-gl-*-d—/:dz = = 5T ==
iz 93 d},dz 93 93

0z dy O 9z

ou
Vf= vy, v;"-f= +vz¥.
Jr dy oz

Supposons z 5 choisis de maniére qu’on ait
) b q

Vr=o0, Vy=o, Vz=i,

ou
Edz+-r'£:+cd—z—o
oz oy iz~
dy oy oy

(7) (L +n L+t =,



164 DEUXIEME PARTIE.

Il est aisé de voir que, si trois équations ont une intégrale
commune, elles ne sont pas indépendantes. Car, si v est cette
intégrale commune, nous avons

Jdw

()3 =o (‘.='l 2, 3);

X,%’ -+ \'13—;’ + Z;
le déterminant des coefficients est donc nul, et cela fournit préci-
sément la relation qui exprime que les équations en question ne
sont pas indépendantes.

Observons encore que quatre équations & trois variables ne
peuvent étre indépendantes. En effet, soient les équations
Aif=o0 (i=n, 2, 3, 4); nous avons

Af Xy Y, 7
Asf Xo Yy Z,
Af Xy Yy Z
Y2

¢équation qui est une relation linéaire entre les A;f.

Considérons deux équations A, f=o0, A, /=0, ayant une
intégrale commune f= w(z, y, 5). Cette intégrale satisfera aussi
(n° VIII, I* Partie) a 'équation (A,, A,)f= o, et par suite on
devra avoir, d’aprés ce qu’on a vu antérieurement,

(6) (A, Az)f= 1 Af+ ] Ao f.

Nous pouvons arriver a ce résultat d’une autre maniére. Nous
savons, en eflet, que m équations a (m + n) variables n’admettent
que n intégrales indépendantes, si elles constituent un systéme
complet. Dans le cas présent, nous avons deux équations a trois
variables; donc il n’existe qu’une seule intégrale si le systéme
est complet, c’est-a-dire si la relation (6) est satisfaite. La réci-
proque est aussi vraic, car, si la relation (6) est satisfaite, le sys-
téme est complet. Ainsi :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deuzx équa-
tions A, f=o0, A, f=o0 aient une intégrale commune est que

(Ah A’)fE f1 A|f+ PgAgf.

Désignons alors par dx, dy, ds les composantes d’un élément
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linéaire d’une surface intégrale, nous avons

ot of o , .

Tode+ g dy+ o ds=o;

cette équation, jointe aux deux équations A,f=o,
donne

Agf:(),

équation aurx différentielles totales, vérifice par les intégrales
des deurx équations données.
Soit un groupe a trois variables et 4 un seul paramétre
et Y
V/_sd +ndy+C&--
Nous le dirons réduit a la forme canonique si, par I'introduction

convenable de nouvelles variables z, y, 7, la transformation V f
prend la forme

V_/' "!f
Nous avons
T of oz  df dy dfo.
Vi= *(;3;““;,;0 Ferr
H(zmzm@_{ﬁ i(LELLE L
oz 9  dy 9 939 oz 92 gy 93 g3 93
ou
Vf=Vzr "f "f +Vz of
£

Supposons z 3 choisis de maniére qu’on ait
'Y q

Vz=o, V;=o, Vz=1,
ou
oz T gy "oz T @
y L
0z o3 03
Szt g, Tig =0
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on obtient alors, comme on le désirait,

V= j—é-

D’aprés (7), on voit que z et ¥ sont deux intégrales de 1'équa-
tion Vf=o, c’est-a-dire du systetme

(8) F=2=7,

et que 3 est une intégrale de 'équation Vf=1, c'est-a-dire du
systéeme

(9) TS TT T

Quand on a intégré I'équation V f= o, la recherche de l'autre
intégrale se réduit aux quadratures.

En effet, imaginons qu’on ait trouvé les deux intégrales indé-
pendantes de Vf=o

?(z',y,z)=;=const., Y(z, y, 3) =;=const.;

les deux équations, puisqu’elles sont indépendantes, sont certaine-
q ) puisq P )

ment résolubles par rapport a4 deux des variables z, y, 3; sup-

posons qu’elles le soient par rapport & z, y; on en déduit

I=P(;7;’ :')1 y=v(;7;v 3)1
et par suite
Uz, y,3)= C[l"’(;, ;v z)v V(;v ;» 5)1 3] = 0(;, .;’ 8)'
I ne reste plus qu'a intégrer I'équation

dz _ d_.:.
0(z,y,2) !

,

ou z, y doivent étre considérés comme constants; 'intégrale,
comme on voit, s’obtient par une quadrature. Donc :

La réduction d’une transformation infinitésimale Vf a la
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Jorme canonique exige Uintégration compléte de l'équation
Y f= o et une quadrature.

Si nous posons

nous avons

donc les équations finies du groupe sous la forme canonique sont
= ;, }_" = ;, Z=3+ 0

elles représentent, dans le nouvel espace.—z, 5/, 3, le groupe des
translations paralléles a I'axe 'des z.

Voyons quelle est la signification géométrique de cette réduction.

[.a transformation Vf a pour effet de transformer le point
(z,y, z) en un point infiniment voisin (z +§8¢, y +n38¢, 2+ {8¢),
en sorte que la direction suivant laquelle s’effectue cette transfor-
mation a ses cosinus directcurs proportionnels a §, n, {. En répé-
tant indéfiniment cette transformation on obtient la trajectoire
décrite par le point (z, y, z). Ces trajectoires forment une double
infinité, et, par chaque point de I'espace ordinaire a trois dimen-
sions, il en passe une; sur toute trajectoire il y a o' points du
méme espace. Les équations différentielles de ces trajectoires sont

c’est-a-dire que les trajectoires sont les courbes intégrales de ce
systéme d’équations et ont pour équations finies : Z = const.,
y = const. Donc la réduction a la forme canonique se traduit
géométriquement par la détermination des trajectoires, ou encore,
d’aprés ce qui a ¢été dit tout A 'heure, par la transformation de
I’ espace en un autre espace tel que les trajectoires se transforment

en droites paralléles a 'axe des 3.

Ezemple. — Considérons le groupe des mouvements hélicoi-
daux ayant le méme axe et le méme pas. Prenons cet axe pour
axe des z, et servons-nous, de préférence aux coordonnées carté-
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siennes, du syst¢me des coordonnées cylindriques, chaque point
¢tant défini par son 3 et par les coordonnées polaires (p, @) de sa
projection sur ie pian des (x,y). Soient (p, ¢, 5) les coordonnées
initiales du point que la transformation change en le point
(¢, ¢’y 3'). Les équations finies du groupe sont alors

F=p  ¥=9+t, F=zrme

Les deux premiéres équations peuvent s’écrire
y'

(10) '+ y't =+ y2, arc lang? = arc tang% +t.

De la seconde de ces équations il résulte que

, ‘Z--é-tangl .
Y x __ xsint + y cost

= zcost—ysint’

—angtZ
1—langt=
ou

z'=A(x cost —ysint), y' = A(zsint+ ycost).

Par suite z'2+ y'*=0A?(z2?+y?) et, en tenant compte dec la
premiére équation (10), A==:£1. Comme le choix du signe est
indifférent, nous pouvons prendre X =1, et les équations finies
du groupe écrites en coordonnées cartésiennes deviennent

(11) a'==xcost— ysint, y' =axsint+ y cost, 3 =3+ mt.

Alors

¢t par conséquent

Vf:—y% +z‘§§+m%-
Une fois établie I'expression de V f, effectuons la réduction a la
forme canonique ou la détermination des trajectoires.
Les trajectoires peuvent s’obtenir en partant des équations finies
du groupe. Soit (z,y, 5,) un point de I'espace; les équations
paramétriques de la trajectoire qui passe par ce point sont

&' = 29 c08 t — y, sint, "= zosint + yocost 3'= 5o+ mt.
Y Y Y )
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), S g — J— : .
Posons z, = p, C0S®g, Yo == PoSINPg; NOUS aUroNs

’

z' = po cos (2 + 29), Y =posin(t +0,), 5 = 3,4+ me,

et ces équations expriment que la courbe est une hélice de
rayon p, et de pas 2nm.

Voyons maintenant a obtenir les trajectoires en intégrant le
systéme (8) qui, dans notre cas, deviennent

dx .‘.’Z dz

-y z m
Nous avons aussitot :
—ydr +zdy dsz
.z'dzr+yd_y_o, —my’—'—;,
d’ou
z?-+ y?= consl., 2 _are tang Y= const.,
m z

et ces deux équations représentent évidemment la méme courbe
(ue nous avons trouvée tout a I'heure.

Réduisons le groupe a la forme canonique. Nous avons immé-
diatement

T — 22 2 >=2_ L.
r=zt+ y?, y=_ arctangz

Pour avoir z, la dernicre équation différentielle du systéme (9)

. sors i ds _ dz
que nous avons a considérer, c’est-a-dire = donne

3

S

En introduisant les nouvelles variables, on trouve que les
équations (11) du groupe se réduisent a la forme :

g )

=z, Y=y, =3+

Q|

IX. — Equations différentielles & un nombre quelconque
de variables.

Soit I'équation

) Af=x L x,. Y x,. YL -
1 2 vy
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On sail qu'une telle équation admet (n — 1) intégrales indépen-
dantes; si on les désigne par w,, Wy, ..., Wy_y, une autre inté-
grale quelconque de I'équation a la forme

F(m,, We, .. .,0),,_1).

Réciproquement, étant données (n — 1) fonctions indépendantes
Wy, Way ..., Wa_y, 1l existe (2 un facteur prés) une et une seule
équation de la forme (1), dont ces fonctions soient intégrales;
cette équation est

D(fv("lymh '-'s(”n—i)._

= 0.
D(xy, 9,03, ey Zn)

Si I'on applique aux variables une transformation
.Z"| =f|(1'), a",=f,(x), sy a‘:t=fn(z)v

notre équation différentielle (1) se transforme en une autre dont
les intégrales sont les transformées des intégrales susdites. D’aprés
cela, la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation
admette une transformation est que toute intégrale de cette équa-
tion se change par la transformation e¢n une intégrale de la méme
équation.

Si, au licu d’une seule transformation, on a un groupe a un
paramétre V f, on démontre, comme on l'a fait pour les équations
a deux variables, que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le groupe laisse I'équation invariante sont

le= ?l(wlt Way o 00y mll—i)'

Mais ces conditions ne peuvent guére servir, parce qu’elles
exigent la connaissance des intégrales; il est donc besoin de
trouver un autre critére basé seulement sur ’examen de I’équation
différentielle.

Si w; est une intégrale, on a

Aw,: o,
et par suite

(VA)(I)‘ = VAm;— AVN[:— AVm,.

Supposons que I'équation admette le groupe Vf; Vw; est une
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-

intégrale, donc AVw;= o, et nous avons
(VA)w;=o.

Cette relation exprime que ’équation (V) f= o admet les inté-
grales ;. Il en résulte que I’équation (VA) f = o ne peut différer
de \f= o que par un facteur fini. Par suite, nous avons comme
condition nécessaire

(VA)f=pA/.

Réciproquement, si, dans cette relation supposée satisfaite, nous
remplacons f par w;, nous avons

(VA)w;=o,
et par suite
AY w;=0;

ceci exprime que Vw; est une intégrale de A f= o, en sorte que
I’équation admet le groupe V f. Donc:

La condition nécessaire et suffisante pour que léquation
Af = o admette le groupe V f est que l’on ait

(V.\)f: P’\./'
On démontre encore immédiatement que :

Si une équation différentielle admet les deur groupes en-
gendrés par les transformations infinitésimales V,f, V,f, elle
admet ausst le groupe engendré par la transformation(V,,V,)f.

Rappelons-nous (n° V, 2° Partie) qu’entre (2 + 1) transforma-
tions infinitésimales V, f, Vo f, ..., V, ., f & n variables, il existe
toujours une relation linéaire. Supposons alors qu'une équation
différentielle (1) admette r transformations infinitésimales V,f,
V.f, ..., V.f; il pourra exister, entre les transformations V fet la
transformation Af, des relations linéaires (4 coefficients constants
ou variables). Imaginons qu'on choisisse parmi les Vf les trans-
formations V,f, V. f, ..., V, f telles qu’entre A f et clles il n’existe
pas de relations linéaires, et que les V f restants Vo, f, Voiaf, ..oy
V.f puissent s’exprimer linéairement & I'aide des V/f choisis et
de Af. 1] faudra nécessairement qu'on ait p < n. Ecrivons les rela-
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tions aui lient les szconds V£ aux premiers

VP+’f= [L‘;+1'|V|f+ y-?.g.l'gv:f-f-. . XJ..JG.L:“r?f"P"I?..l.\f,
(2) Vorsf = toraa Vif + poraa Vaf+. o o4 porap Vo f +vpraA S,

.........................................................

vrf = Kr,1 V.f+ Yr2 \’,f-f—.- e }l-,-yp va+V,- Af.

les w, v étant des fonctions des z.

Nous voulons démontrer que les p sont des intégrales de I'équa-
tion donnée. En effet, si I'on remplace dans la premiére des
équations (2) f par w,, wy, ..., w,_y, en s2 rappelant que

A(.l)|= :\(l)_l=-..= ;\(l),._i =0,
il vient
‘ Vp+1°’| = o+t Vi, + !‘jb—l.!v:wl .o P~p+|.pva|e
(3) ) .

( va‘"u—l = Ro+1,1 Viw, 4+ (19+|,:\’2W:c—1 +o..+ P»;,H,pvau—h

Or, d'aprés I'hypothése faite relativement a V, f, Vo, f, ...V, f,
la matrice

Vi, ... pr.

V, W, e \'Pw,,_|
a certainement pour caractéristique p (avec pSn —1). En effet,

s'il n’en était pas ainsi, entre les éléments des diverses lignes
de la matrice il devrait exister une méme relation linéaire

a1 Viw+ay Vawi+.. .4+ 2, Vow; =0 (Z=1,...,n—1);
c'est-a-dire que les w; seraient intégrales de I'équation
a.V|f+z,V,_f+...+ 1?‘79‘,: 03

le premier membre de cette équation ne pourrait différer de A f
que par un facteur :

a,V,f—f—z,\',f F-..+anPf=pAf1

ce qui est contraire 4 'hypothése. 1l résulte de la que, parmi les
équations (3), nous pourrons en choisir p qui soient résolubles
par rapport aux p. Leur résolution donne les p comme fonctions
des Vw, qui sont d’ailleurs des intégrales de notre équation ; les p
sont donc aussi des intégrales de I’équation (1).  (c. Q. F. p.)
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Dans le cas oi n =3, nous pouvons donner de ce fait une
démonstration différente. Alors, p peut étre égal & 2 ou a 1.
Supposons d’abord p = 2. Les trajectoires de A f sont des lignes
de I'espace a trois dimensions. Soient

4) o(z, y,3)=a, Y(x,y,2)=05

les équations des trajectoires, ou des caractéristiques de I'équa-
tion Af=o, et désignons par &,, &,, 8, les variations dues res-
pectivement aux transformations Af, V,/f, V.f. Nous savons que
la transformation A ffait simplement mouvoir un point quelconque
sur celle des caractéristiques qui passe par ce point : les con-
stantes a et b des équations (4) ne varient donc pas par I'effet
de Af,etl'ona: 8,90 =0, 8,4 = 0.V, fau contraire laisse I'équa-
tion (1) invariante et lransforme la caractéristique o =a, y =04
en la caractéristique ¢ =a + 8,a, y = b+ 6,6. De méme V,/f
change 3 =a, { =beno= a—+8,a, Y= b+ 8;b. On a donc :
S0 =28,a,8,4y=28b;98,0=20,a,0,4=2,b, ou en développant

[ 09 o 99 7%
L 00T + ——6o¥ + L 093 =0
%o +¢)y 0 9z %0 )

Jx
(5) %%8.z'+ %}31)’-%32313:'31“, .
3%8,@+ ‘;—;8gy+:§3:4"=3:a,
‘ %’6 x+%‘;"—,60y+ U—q’a s=o,
(6) Kl %6,:+%8,y+‘£6;2=310,
%8,::-}—%8,] ' %635=3zb

Af, V./f, Vyf ne sont liés par aucune relation lincaire; cela veut
dire que les trois tangentes aux trajecloires passant par un méme
point ne sont pas dans un méme plan, ou encore que le déter-
minant

801‘ 80}’ aoz |
> ~ ~
NT Ny oS
8,.2 ag}’ 835

n’est pas nul. Chacun des deux précédents systémes est donc
résoluble; en désignant par &,, %, {i, &, m2, {2 certaines fonc-
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tions des 8z, 8y, 8z, on obtient

L =t S1a+t da, dq’:El 816+ 82840,

Jr oz
o oy n a
d—-=m°xa+m8aa, ‘F="l|°|b+"i:°:br
‘) -~ -
0—Z=c|o,a+C,8,a; 3—%:{.0,6-%—(,8,6.
. Sia o:a e . .
Le déterminant B‘ b 8! b | €5t différent de zéro, car, s’il était nul,
1 2
ivées 22, 90, 9 o ionnelles a %, 2%, %
les dérivées 5L, 3y’ os Seraient proportionnelles & -=, ay’ 9z

par suite les deux équations © =a, ¢ = b représenteraient une
méme surface, ou deux surfaces sans points communs, ce qui est
impossible, leur ensemble définissant une ligne.

Supposons alors qu'on ait une autre transformation Vf.
Puisque, entre quatre expressions de la forme V/f, a trois
variables, il y a toujours une relation linéaire, on aura

Vf= p,V|f+ }-lgv’f—f-VAf.
Si donc nous désignons par 8 les variations dues a V£, il vient

0r = 1110, + 1 83T + vz,
&y = oy + iy +vdoy,
82 = 111015 + [24033 +vGy3.

T . . do do J¢ .
Multiplions ces relations respectivement par -, 3y’ as ot Aou-

tons-les, en tenant compte de (3); on obtient

8? = P|8|a -+ |J.,3,a.
De méme
aql = p.&l b+ }13631).

Pour que I'équation donnée admette la transformation V£, les ¢z,
¢y doivent étre deux constantes éa, 80, et I'on a

'6a=p.|3|a+p.,3,a, 8b=p|8|b+p.,8,b.

81“ 3,a
816 8,()
pouvons rfésoudre ces éqilations par rapport a @, et i, qui seront
des fonctions de 8,a, 8,b, S1a, 3,0, ou seront des quantités

Puisque le déterminant est différent de zéro, nous
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constantes le long d’une trajectoire, ou enfin seront des intégrales
de I'équation (1). (c. @. F. p.)

Supposons maintenant p = 1. Nous avons alors une seule trans-
formation infinitésimale indépendante de Af. Si Vfen est une
autre, soit Vf=uV,f+vAf, on aura

Vo=pVu,
et, par suile, tout comme dans le cas précédent,
3a = poa, 86 = ud b et n=

en sorte que @ est constant le long de toute trajectoire.

Revenons au cas général. Nous voulons démontrer que toute
transformation V £ ayant la forme

(7) . Vf=l.l|V1f+..-+lJ-p\'pf+VAf,

ou les p sont des intégrales de A f = o, laisse invariante I'équation
Af: o.

Remplagons en effet dans (5) f par w;; comme on a

Aw;: o,
il vient
Vo= p Viwi+...4 1o Vow;

ainsi Vw; est une fonction d’intégrales de Af=o; elle est par
suite une intégrale de cette équation, et celle-ci admet la transfor-
mation Vf.

Voyons les avantages qu’'on peut tirer des résultats établis.
Supposons qu’on connaisse un certain nombre de transformations
infinitésimales qui laissent I'équation invariante, et un certain
nombre d’intégrales indépendantes w,, w,, ... de cette équation.
Nous pouvons alors former de nouvelles transformations qui lais-
sent I’équation invariante, et trouver de nouvelles intégrales.
Pour avoir de nouvelles transformations, on fera usage des paren-
théses, et pour avoir de nouvelles intégrales, on obscrvera que
V,wi, Vauw;, ... sont des intégrales dont certaines pourront éire
indépendantes de celles déja connues. Avec les transformations et
les intégrales que nous connaissons, nous formerons, a l'aide de
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la formule (7), de nouvelles expressions Vf, et ainsi de suite.
Cela ne veut pas dire que nous arriverons 4 la compléte intégra-
tion de I’équation. Toutefois nous arriverons a trouver certains V /
et certains w tels que toutes les parenthéses (V; V) f soient expri-
mables linéairement a I'aide des V £, et que les V;w; soient expri-
mables i I'aide des w, les V £ et A f étant indépendants.

X. — Multiplicateur de Jacobi.

Par multiplicateur de Jacobi de I’équation A f = o, on entend
une fonction M des variables x telle que M Af soit le déterminant
fonctionnel de f et de (n —1) intégrales indépendantes, c'est-
a-dire tel que

) MAS= D[/, w;, w,. ...,m,,-,].

D[z, 29, ...,24]

Ce multiplicateur est une généralisation du facteur intégrant
d’Euler. En effet, si M est un multiplicateur de I'équation
. of of
(2) X ‘; +Y d—)' =0,

on devra avoir par définition

M(xﬂ +yﬂ>=i’£ do Do,
ox oy Jz Jy Jy or
d’oui

ow Jw

MX= —, MY=——,
dy vz

en sorte que M est un facteur intégrant de I'équation
Ydzr—X d)’ = o0,
¢quivalente a (2). '

De la relation (1) on déduit

nin—1)

D[wy ., wpy]

. D{wg, ..., w,—]
i, MX,=(—1)T 7 L0 W],
D1, o @n] ’ e =(—1)

3) MX;=
(3) ! D[z, s Tu

Le multiplicateur M a des propriétés importantes.
D’abord, il n’est pas unique, car il y a une infinité de systemes
d’intégrales indépendantes.
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Soit M un multiplicateur distinct de M; on aura

Mas LA ... 6na]
MAS= Dlonan-eal

Wy, ey ©u_, élant un autre systéme d’intégrales indépendantes.
Or les w sont des fonctions des w. Donc:

ﬁAf: D[fy:’ly ...,l-n_)""l] D[ f, wy, s Wa]

D[f,wyg, ..., 04—y] D[z, 24, ...,24]

Il en résulte que

M _ pley, ..., 0]
M Dlwy,...,9n]

Ce déterminant fonctionnel est une fonction des w, et est par suite
une intégrale. Donc :

Le rapport de deur multiplicateurs est une intégrale de
Uéquation.

Réciproquement le produit d’un multiplicateur par unc
intégrale est encore un multiplicateur.

En effet, si M est un multiplicateur et A une intégrale, obser-
vons que A est une fonction des w et écrivons

;l':f)‘dw] (l)1 ;!-—_wh seey ;”—|=w”"’;

il en résultera

D[b—)1. .o .,;u_‘] . dw, _
D[(.I)l, ...,w,._,] l)(l)l
Par suite

D[.frah..-,:’n—l]_B[fval;o..,;n—l] D[f,w,,...,w,,_,] _
D[z, 3, ..., @u] D[fiwy,...,0ay] D[zy, 2y,...,24] =AMA/,

ce qui prouve que AM est un multiplicateur.
Si, a I'équation considérée, nous appliquons une transforma-
tion z;= fi(z), la connaissance d’un multiplicateur de I’équation

(') Il est entendu que lintégration est faite en considérant w, comme seule
variable.

V.
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entraine la connaissance d’un multiplicateur de I'équation trans-
formée. En effet, si nous connaissons (n— 1) intégrales de I’équation
donnée, en leur appliquant la transformation, nous obtiendrons
autant d’intégrales de I'équation transformée. Ayant donc posé

D[f,wy, ...,wa—] _ D[fiwy, ...,00—] D[Z|,...,25]

MA = - ’ . !
S D[zy, x4, ..., 2] D[z, sy, ..., z,] D[y, ...,.1:,,]’
on aura
A D[fvmlv'- |wn—l]
MA' f= — T3 )
: f D[Il’r!7'-'1xh]’

par suite, comme A’ f= Af,

M _ D(2) ,_ M
¥=d= M5z
D (=)

Donc, si 'on connait M, on en déduit immédiatement M/, comme
nous I'avions dit.
Les multiplicateurs de Jacobi satisfont a U’équation

OMXy) | O(MXa) _

ory 9z, ’

et réciproquement toute integrale de cette équation est un
multiplicateur.

Nous omettrons, pour abréger, la démonstration de cette pro-
priété.

Voyons maintenant comment la théorie du multiphcateur se
relie a celle des transformations infinitésimales. En généralisant un
théoréme déja connu (n° IlI, 2¢ Partie), nous pouvons démontrer
que: si nous connaissons (n—1) transformations infinitési-
males

th=Ei|‘%+Eu‘%{+---+Em(% [i=1,2,...,(n—1)],

qut laissent invariante une équation

-x. ¥ o _
Af—xlo?l +...+x,‘E’: =0,

‘un multiplicateur de cette équation est donné par Uinverse du
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déterminant
x. x, cee xll

Ell 'El! L Elu

En—l,l En—l.! LR En—l,u

En elfet, multiplions A par le déterminant fonctionnel

d(.l)| . d(l)]

‘E 0x,—y
D_[(l)l‘_""m"_']— cee ces  essee
D[‘Th-“)za—ll.— ‘oo cee eeaas
0w -y o dwp—y
Iz, 0xp—,
dw, Jwy Jw,
dr, ' 0zpm  0zm
0w,y dwp—y  dwp—y
oxr, e 0Tp—y Iz,
o cee o 1

Cette multiplication exécutée par lignes donne, en tenant compte
de ce que les w sont des intégrales de 'équation donnée et en se
rappelant que les V;w, sont des intégrales de cette équation,

o o - o Xa
V|(l)| V| We cee Vl Wp—q Eln
.......... ,

Vaoiwy Vyqoy ... Va-1wa—y En—l,u

ou encore X,Q, Q étant une fonction d’intégrales, et par suite une
intégrale. On a donc

Dlwy, e.c,ny] _ 1
D[Z‘l, ...,z,,_.] _x"zn'

et, par comparaison avec la derni¢re des relations (3), on recon-

nait que -;-Q est un multiplicateur. Comme Q est une intégrale,

% sera aussi un multiplicatcur. (c. Q. F. D.)
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XI. — Interprétation géométrique du multiplicateur.

Limitons-nous au cas d’une équation a trois variables

0/ S
Af=NG+ Y 2

=o,
admettant les transformations infinitésimales
Vlf 5 dé - Tu = Ct

f=tY f 0/'
Vof = Ezd +'fhd’, +§z .
Nous aurons (n° X)
X Y Z
]T.f =& w &
f2ome G

Si I'on désigne par 8¢ une quantité infiniment petite, des éléments
linéaires des trajectoires correspondant 4 Af, V, £, V, f issues d'un
point, auront pour projections, suivant les axes, respectivement

X3d¢, Yar Zaét,
El 8‘7 7118’1 CI 8‘1
E!at, "313’- tlst;

par suite le volume du parallélépipéde, dont les trois arétes con-

. o 1e 3 -
courantes sont les trois éléments considérés, sera M Comme o¢°

est un facteur constant, on peut donc dire que le multiplicateur M
exprime l'inverse du volume du susdit parallélépipéde.
Si o est l'aire de la section normale a I'aréte de longueur

6ty/X2+4 Y2+ 72, on a encore

Y 2 ' 1-_'..
got yX2+ Y- 2 =¥

Soient po, py, ps les points (z,y,3),(x+88¢,...),(z + &8¢, ...).
pPs le quatrieme sommet du parallélogramme construit sur p,p,
ct popa2 comme cOtés. Menons par p, dans le plan du parallélo-
gramme une courbe fermée quelconque C. Nous pouvons démon-
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trer que le rapport de l'aire du parallélogramme a 'aire comprise
a I'intérieur de la courbe C est constant quand le point p, décrit
la trajectoire A,.

En effet, si p(z + 6x,y + 8y, 5 + 63) est un point quelconque
du plan considéré, on a

or= ;118,:c+p.,8,x. 8}’: }1181}'-0- p.,S,_y, Sz=p.,8,z+p.g6,:..

Si Pon déplace p, le long de ), (fig. 3), pi, pa décriront deux tra-

jectoires Xy, Ag; si u, et gy sont conslants le long de Ay, ou sont
des intégrales de 1'équation, p se déplacera le long d’une trajec-
toire A.

Alors, des équations écrites, on déduit aisément que si p estun
autre point qui se déplace le long d’une trajectoire X, le triangle
Popp se conserve semblable A lui-méme, et de 1A résulte immé-
diatement le résultat voulu.

D’apres cela, au lieu du parallélépipéde, nous pouvons consi-
dérer une sorte de tube ayant pour directrice une courbe fermée
quelconque C passant par p, et située dans le plan p, p, pa ps, et
ayant pour génératrices les trajectoires passant par les points de C.
Il résulte de ce que nous avons dit que le rapport du volume du
parallélépipéde a celui de la partie du tube comprise entre deux
sections consécutives est constant, et par suite représente une
intégrale. Conséquemment aussi, l'inverse du volume de cette
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partie du tube est un multiplicateur. Or, ce volume est le produit
de la section normale du tube par X2+ Y2+ Z28¢. Donc :
I'inverse du produit de la section droite d’un tube infinitésimal
formé par des trajectoires par \/X*+ Y2+ Z? est un multiplica-
teur de Jacobi.

Ezemple. — Considérons ce que, en Hydrodynamique, on
appelle le mouvement stationnaire d’un fluide incompressible
(mouvement dans lequel les vitesses sont indépendantes du temps).
Nous avons

X, Y, Z étant des fonctions de x, y, 3. Les trajectoires sont les
lignes décrites par les particules du fluide. La quantité de liquide

qui passe a travers une section dans un temps donné est con-
stante. Si 7 est l'aire d'une section, la vitesse du liquide étant

VX2+ Y2+ 72 on a
<y Xt— Y+ Z!= const.

Par suite le multiplicateur M est aussi constant.
On réussit donc par ce moyen a trouver un multiplicateur de
I'équation

of of . of

+Y +Z—'=(l.

La relation connue

d(I\IX)+()(!\lY) . O(MZ)
or L

devient alors
oX oY oL

(E-i-a;-f-(’—z-:o,

qui n’est autre que I'équation d’incompressibilité de 'Hydrody-
namique.
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XII. — Avantages quon tire, pour l'intégration d’une équation
différentielle, de 1a connaissance des transformations infinitési-
males qui laissent 1'équation invariante.

Si nous nous limitons au cas de trois variables, nous pouvons
supposer qu’on connaisse une seule transformation infinitésimale,

ou qu’on en connaisse deux.
Supposons d’abord qu’on connaisse la seule transformation V £
laissant invariante 'équation A f=o0. On a

(V.A)f =) Af,

relation qui exprime que les équations Af= o, Vf=o forment
un systéme complet. Ce systéme admet une intégrale ¢(z,y, 3),
en sorte que I'équation

03 09 1% ,
(1) ﬁd1+3)—'dy+d7d'—°

doit avoir lieu en méme temps que A¢ = o, Vo = 0. Donc

dr dy dsz
(2) . l X Y Z|=o.
E o 3

L’intégrale de cette équation aux différentielles totales est inté-
grale du systeme complet; le probléme de I'intégration se réduit
donc a I'intégration de deux équations différentielles ordinaires
du premier ordre.

Mais cette intégration peut encore étre simplifiée, c’est-a-dire
qu’'elle peut étre réduite, a des quadratures prés, a l'intégration
d’une seule équation différentielle du premier ordre a deux va-
riables.

Les éléments linéaires de la surface

o(z,y,2) =0

satisfont a I'équation (2). Coupons cette surface par un plan

(3) 3=+ ay,
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ou a esL une constante. Nous obtenons une famille de lignes planes
dont I'équation différentielle s’obtiendra en éliminant s et ds entre
I'équation (2) et les équations

. =z -+ ay, ds = dr <+ ady.
Soit
Y(x. y,a)= const.

I'intégrale de cette équation différentielle. Nous aurons alors

3 —x)

Y

?‘IJ»)E#(LJ’,

Ainsi, par I'intégration d'une équation différentielle du premier
ordre a deux variables, nous avons obtenu I'intégrale du systéme
complet Af=o0, Vf=0, ou unc intégrale de I'équation pro-
posée Af=o. 1l reste a trouver une autre intégrale de cette
équation.

A cet effet, introduisons  comme nouvelle variable a la place
de 3, ct marquons I'cffet produit par cette substitution, en surli-
gnant les symboles ou elle est effectuée. Nous aurons, comme on
sait,

Af= ""f+\"’f Vf= s"fﬂ—n‘g’

comme Af=o admet la transformation infinitésimale Vf,
1

X7_Yg Seraun facteur intégrant de 'équation Xdy — Ydz = o,
en sorte que cette derniére équation s’intégre par quadratures. En
introduisant dans 'intégrale obtenue, a la place de %, son expres-
sion en z, y, 3, on obtiendra la seconde intégrale cherchée.

Au lieu du plan (3) on en peut prendre d’autres, par exemple
¥ =z =+ a, réduisant ainsi 'équation (2) & une équation entre =
ct 3.

Exemple. — L'équation

A o f

‘\fa(.z"+y’+yz) +(.l."+}"—.l‘ )—+(r.+_)z) =o0
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admet la transformation infinitésimale

Vf_:tdf—&—ydf'-i-';f(').

L’équation (2), dans ce cas, devient

dz dy ds
4+ yr4ys T+ y*—x3 T3+ yz | =o0
r Y 3

ou, en développant et simplifiant,
rzdr +ysdy — (x*+ y*)ds =o.
Posons
y=r+a, dy = dz;
nous obtenons
(27 + a)sdz — (22*+ 2ax + a?)dz = o;

les variables se séparent immédiatement, et I'intégrale de cette

équation est
\/')..’L"-f 2ax + a?
2

= const.

(') En général, toute équation

()f . Of
Af__X .—+—X,5§=—“_o,

dans laquelle X,, ..., X, sont des fonctions homogénes du méme degré, admet

la transformation par similitude

.

vf-_':-tl'if‘*‘ ‘”..;%'

En effet, on a

(VA f = E(W—Aﬂ”f 2,( “d\ ‘)5’,{
=|

i=1 i=1

or, en désignant par m le degré commun des X, on a, d’aprés le théoréme
d’Euler,

donc
(VA (m—1)Af.
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Remplagons a par y — z, el nous aurons l'intégrale du sys-
ttme Af=o,Vf=o:

Vat+y?

-
<

’ 2 . .
Posons i’zl = ¢, ct éliminons z. Nous obtenons

- ) r ,——\ 9,
Af= (z!+y’+ 'g ;/r*_—‘-?) b{{: + (z’—f—y'— ;;/z*—f-y’) Qj):’

v of of
T — e L. , oS
\f=x oz -+ d}"

en sorte que |’équation

(z’+y’+'£\/z’+y’) dy — .r*-*.—y*——';- J:’+y’) dr=o

admet le facteur intégrant

M !

Il

(#t0r+ Lyasy)y— (=21 SVETr) e
En la multipliant par M, on I’écrit

A o — X ___
i) e =)

(r—=z)9+vVal+
= dlog[(y —2)9 +Vz +yi]=o.

I.’'intégration est immédiate ; elle donne
8
Vzr+yt + (y —x)o = const.

En remplagant o par son expression, on a la seconde intégrale
de I'équation proposée

m[l-f—f_x]' ou ij—y’[}'+z—x].

]

Supposons maintenant que I'on connaisse deux transformations
infinitésimales V, f, V, f admises par I’équation donnée. Il y a lieu
de distinguer deux cas, selon qu'entre Af,V,f,V,f il n’existe
aucune relation linéaire, ou qu'il existe une telle relation.
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Considérons le premier cas. Comme entre quatre transforma-
tions infinitésimales, il y a certainement une relation linéaire, on
aura
(4) (Viy Vo) f =, Vi f+ Vo f +vA S,

La transformation (V,V,) f laisse invariante I'équation ; donc 1,
et u, sont des intégrales, et V,u,, V,p,, Vou,, Vo, sont aussi
des intégrales; nous sommes, par suite, 4 méme, sans aucune inté-
gration, d’obtenir ces intégrales. Mais nous savons qu’il ne peut y
avoir que deux intégrales indépendantes. Si donc, parmi ces inté-
grales, il y en a deux indépendantes, le probléeme de I'intégration
est résolu.

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Si p,, g, ne sont pas des
constantes, nous connaissons sans intégration une intégrale, soitp;
les autres intégrales susdites seront des fonctions de ¢, et nous
pouvons poser V,9 = Q,(¢), V.2 =Q,(»). Ecrivons alors

Wf=2,(9) Vif— Qi(9) Vof.

L’équation admettra la transformation W £. En effet, on a
(W, 8)f = (22(2)Vi,A) S = (21(2) Ve A) .

Comme nous savons qu’en général
(X, Y)f =9(X.Y)f—X[Y¢,
nous aurons actuellement
(W, A)f=0:(0)(V1,A) f—=VifAQ:(2) — Qi(9) (V2 A)f +VafA Qi (9).
Or
Ao =0, AQ(9)=0 AQ(¢)=0, (ViA)f=MASf, (V:A)f=N1Af.

Donc
(W, A)f": k Afa

ce qui justifie notre affirmation.
En outre, W9 = o, en sorte que % est une intégrale commune
a Af=o et 3 Wf=o0; en introduisant ¢ comme nouvelle va-

riable indépendante, ces deux équations se réduisent i Af=o,
W /= o0 et ne portent plus que sur deux variables, z et y. Nous
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avons donc i intégrer 'équation A f= o, qui admet la transfor-
mation infinitésimale W £, puisque (W, A)f=4%Af. On voit
donc, d’apres tout cela, que le probléme se réduit & des quadra-
tures.

Supposons que i, et p, soient des constantes et soit d’abord

1= 2= 0.
D’aprés (4), on a
(5) (Vi, Va)f =9 Af.
Comme
(6) (Vo AYf=MAS, (Vo A)f=hAS,

il s’ensuit que Af=o0, V,f=o forment un systtme complet et,
par suite, admettent une intégrale commune, soit ; en sorte que

Ao =o0, V,9 =o. En outre, d’aprés (4) et (3),

o= (Vy, Vy)p= Vlvt?—' vlvl? = vaz?,
0= (Vo A)p = V3Ap — AVy9 =—AV,0,

et il résulte de 1a que V, 5 est intégrale du systéme complet consi-

déré. Donc
Vio = Q(9),

et nous pouvons, comme on I'a observé en une antre occasion,
faire figurer, au lieu de ¢, une autre intégrale telle que V, =1.
D’aprés cela, pour trouver 9, on a i intégrer le systéme

Ag=o, Vig=o, Vig =1.
Eu égard a I'identité

o—id.r+d?

9% gz =
oz @(l}"f-xdo—d?,

nous aurons
dz dy dz dp

X Y Z o

3 —o,
B m L o
g M & 1
c’est-a-dire
C Yz dr dy ds
d? E| m CI -_— X Y YA =0,

B2 12 G B om L
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d’ou l'on tire

dz dy ds

X Y Z

_ T TR
= X Y Z}

B om &

(. g2 ma L

Nous avons donc I'intégrale © par deux quadratures. En permu-
tant ensuite V, f et V,f, nous obtenons une autre intégrale ¥, en
sorte qu’a l'aide de quatre quadratures nous formons les deux
intégrales indépendantes cherchées.

Supposons que les constantes w, et w, ne soient pas nulles
loutes deux; posons p=¢,, ;= Cy, et soit ¢, % o. Faisons

Of=aVif+aVsf,  Ouf=ZVof;
d’ou
(01, 00)f=(Vi, Va) f= e, Vi f+ csVaf+vAf =V f+ v AS.
Il est donc loisible de supposer ¢, =1, ¢;=o0; d’ol
(V, V) f=Vif+vAf.

Alors encore A f=o0, V,f=o0 forment un systéme complet, ct
I'on peut procéder comme précédemment. Soit o I'intégrale du
systéme complet; on a

(Vi, Vi)o=o0 ou ViVio=o,

de maniére que V.o est intégrale de V, f=o0. Puis on trouve,
comme plus haut, AV,% = o, c’est-a-dire que V,¢ est intégrale

de A f= 0. On adonc
\:!? = Q(‘P)a

et 'on peut faire cn sorte que V0 =1; on achéve la détermina-
tion de p comme dans le cas ou B =pa=o.

Dans ce cas toutefois, nous ne pouvons pas permuter V, fet V, f,
mais on arrive a réduire le systéme a avoir une variable de moins
cn introduisant @ comme nouvelle variable. On voit donc que le
probléme se résout encore par de simples quadratures.

Y

Il reste &4 examiner le cas ou il existe une relation linéaire
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entre V. f, Vaf, Af. Si cette relation est
Vof=wmVif+vA S,

la fonction p, est, comme nous le savons, une intégrale de I'équa-
tion A f=o, en sorte que Ap,=o0; elle ne peut d'ailleurs se
réduire & une constante, car, sinon, V, f et V,f pourraient étre
regardés comme une méme transformation. Posons gy = @; on a

Ag=o0;

en outre V,¢ est encore une intégrale de 'équation A f=o. Si
cette intégrale ne se réduit pas 2 une constante et si elle est indé-
pendante de 9, nous avons obtenu les deux intégrales cherchées.
Si au contraire V, % est constante ou fonction de %, on introduira 2
comme nouvelle variable au lieu de 5; on aura

if= \1:—+\ ’f Vof = \',xf"£+Vyd£+V,9”f

Si V,9= o, la transformation v.f se réduit a une transforma-

tion portant sur z et y et laissant invariante I'équation A f=o;
par suite cette équation s’intégre par quadratures.

Au contraire, si V,% £ o0, nous devons procéder a I'intégration
de 'équation i deux variables A f=0; c’est le seule cas du pro-
bléme que nous considérons pour lequel D'intégration ne se
raméne pas aux quadratures.

En résumé, on voit que, si I'on connait deux transformations
infinitésimales qui laissent invariante une équation a trois variables,
le probléme de l'intégration de cette équation se raméne a de
simples quadratures, sauf dans un cas ou il est en outre nécessaire
d’intégrer une équation différentielle du premier ordre a deux
variables.

Premier exemple. — L’équation

of

A f=(x— y—-z—+—z)—1_+2(y—z+ )'i-.-(.z' y—..)-l::o

admet Jes deux transformations

=g o vr=(Lef L),
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puisque (V,, A) /= (V,, A) f= o. Les trois expressions linéaires
Af, V. f,Vaof sont indépendantes, car le déterminant de leurs
coefficients n’est pas identiquement nul. On trouve ensuite

2

VoVaf= s Vo
donc ———— est une intégrale, et il en est de méme de I'expres-
y+az+1
sion plus simple
¢ =y+23.

Il vient de suite : V,¢g =2, V,g=0, en sorle que nous
n’avons qu’une seule intégrale.
Formons alors

W/fe Voo Vi f—VigVyf=—aVyfy
et posons plus simplement
Wf=V,/.

En introduisant dans A f et V, f la variable ¢ au lieu de 5, nous
aurons

oz

T e r_2..\¥ wr+ )Y
Af=.(z-—;—-2-+z) +(.}'—)z+f)oy’
= /] d
Vof= (d-é +zd.—'£)(v.p+|).

On obtient, pour I'équation différentielle

(.1:— %—- g +2) dy —(y —2x+z)dz=o,
le facteur intégrant

M=——
2L —y— 0+ 2

en laissant de cté, pour simplifier, le facteur constant —'—-—] .
2(p+1)
Aprés multiplication par M, 'équation s’écrit :

-6

T2 2 1
d.z‘—-d)+d =o.
L_Z_¢ ( 2 Y 14
2 2

+1
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y .
Posons x — :- — :: = t; nous aurons, enintegrant,

’d' —+ = consl
t+1 YT "

ou
t +y —log(t+1)=const.

' . e 3
Revenons aux variables primitives; ¢ = r — — — i:- =r—y—s:

nous aurons

r—3—log(x—y — s +1)=const.

La seconde intégrale cherchée est donc

y=z—s—log(r —y—s+1).

Deuriéme exemple. — L’équation

AfE(I‘:—-J’)% +(yz—:r)2—'£ +('|—z’)g'£ =0

admet les deux transformations

-, Of of . o, af of - of
\1f=1‘-0—; +_}"5:’ \gf=(2”+}”)£_+l?_}’a;—)’(l—u )E'

parce (lu(.‘
(Vi,A)f=o, (VA f=ys—x)\ /.

En calculant le déterminant des coefficients de ces trois expres-
sions, on trouve qu'il est identiquement nul; il existe donc entre
elles une relation linéaire, dont les coefficients sont proportion-
nels aux mineurs complémentaires des éléments d'une ligne quel-
conque de ce déterminant. On trouve ainsi

Vof=(x+yz3)Vif—yAf.

On peut dire immédiatement que 9 =z + y3 est une intégrale
de I'équation proposée.

Il vient ensuite V,9 =g¢, en sorte que nous nous trouvons
dans le cas ou il est nécessaire d'intégrer une équation différen-
ticlle. Cette équation est

R () (552 ) e
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ou encore, sous forme d'équation différentielle ordinaire,
(ro—xr—y*)dy —y(o—2x)dr=o0.

Cette équation s’intégre par un artifice trés simple; en posant
&y — x?=1¢, clle se transforme en '

(t—yt)ydy — y dt = o,

équation linéaire si I'on regarde j)- comme la variable indépen-
dante; elle peut du reste s’écrire

dt—td
Y l},’ tdy d}, =o,
d’ou I'on tire aussitdt I'intégrale

5; =+ ) = consl.
J
D’ailleurs ¢t =29 — 2?*=x(r + y5) — £*=Zys3, en sorte quc
nous avons les deux intégrales indépendantes de I'équation pro-
posée

= +y3, Y=y-+urs.
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TRANSFOKMATIONS DE CONTACT.

1. — Transformations de contact du plan.

Considérons la transformation a deux variables
(l) 1’1=x(1‘,}’), }'1=Y(-T,_}’),

ou X, Y sont deux fonctions indépendantes. Géométriquement,
cette transformation représente une correspondance biunivoque
entre les points de deux plans, le plan z, y et le plan z,, y,, cor-
respondance dans laquelle a4 un point correspond un point, et a
une ligne correspond une ligne. Voyons comment on doit pro-
céder, quand on connait la tangente a une ligne, pour déterminer
la tangente 4 la ligne correspondante. Soit y = f(z) I'équation
d’une ligne du premier plan; a cette ligne correspondra, dans le
second plan, la ligne d’équation y, = f, (z,). Le probléme revient

a calculer y, = % quand on connait )’ = ;ﬁ A cet effet, nons
1

écrirons

oY dr + o d oY + AW

. _dyy _dY _dr " oy ‘y_dz' ay 7

Y1547, TaX T X oX XX,

iz T T oy Y oz ToyY

L’ensemble des trois équations -
.dl -+ ﬂ]"
, or d

(2) n=X=zy), n=Y@y), Vi=g5—a—

’

=T oY
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définit une transformation a trois variables z, y, 5, qui n’est autre
que la transformation (1) prolongée (1% Partie, n° 21).

Nous pouvons vérifier directement la propriété que posséde
cette transformation de laisser invariante 'équation pfaffienne
dy — y'dz = o. 1l suffit d’écrire

d\'+dY ¥
) ¢ oY or ~ dy X X
’(Vl—}'gd?‘]_(—j;l{x—i-@d)’—a}-——-‘—ﬁ '(B?dl'-i-;;d])
or d_y‘y
D(X,Y)
_ _D(=y) e g,
_QC__*_OX—,“{) —'dr);
Jr Jdy

comme le premier facteur n’est pas identiquement nul, on peut

écrire
dy\—y\dry=p(dy — y'dr),

avec 3 3% 0, el notre assertion se trouve justifiée.

Notre transformation (2) change un point quelconque en un
point; on peut donc dire qu’elle est ponctuelle; elle change un
élément linéaire quelconque issu d’un point en un élément
linéaire issu du point correspondant. Elle laisse en outre inva-
riante la susdite équation pfaffienne.

Réciproquement, toute transformation possédant ces deux pro-
priétés a la forme (2). En effet, si une transformation change les
éléments linédaires issus d’'un méme point en éléments linéaires
issus d’'un méme point, les coordonnées z,,y, du point transformé
doivent dépendre seulement de z, y, et non de y’, en sorte que la
transformation devra avoir la forme

(3) n=X(=y), nNn=Y@y), ri=P@ry)
Pour qu’ensuite cette transformation change en elle-méme
I'équation pfafficnne connue, on doit avoir

dy,—)'ydzy=p(dy — y'dr)
ou

oY , oY X ,  oX 1. Ve
& dx+b7dy>—l’ [(E dz‘—&—Wdy] = p(dy —y'dz):
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d'ou
Y oX
= Tw
Y=y
% e
et par suite
N ov
p=9 Y.
X Tox_°
or oy

la transformation (3) coincide donc avec une transformation (2).
Demandons-nous alors s'il existe d’autres transformations a deux
variables possédant la seconde des propriétés énoncées, et non pas
la premiére.
Soit la transformation

1) x=X(@ry), n=Y@yy) ri=Px,yr.y)r

Si, entre ces trois équations, nous éliminons »' et ¥, nous pou-
vons, suivant le cas, obtenir deux équations ou une seule. Suppo-
sons d’abord qu’on en obtienne deux; en les résolvant par rap-
port & xy, ¥,, on leur donne la forme z, =&(z, ), y1=n(z,¥).
et I'on voit qu’a un point (z, y) correspond un point (z,,y,) : la
transformation est du genre de celles qu'on a définies plus haut,
¢’est-a-dire qu’elle est ponctuclle.

Considérons maintenant le cas plus général dans lequel I'élimi-
nation de ' et 3|, conduit & une seule équation

Q(T’)'1 1‘1,}’1) =0.

Nous en déduisons

o2 02 oL 0Q
(5) Edl-{-;):l(}—f-mll-tl-l—a—;d)]--o.

Or, entre les différentielles dz, dy, dz,, dy,, il ne peut exister
qu’une seule relalion, les variables elles-mémes n’étant liées que
par une relation; si donc'nous voulons que la transformation sa-
tisfasse 4 la condition

dyy—y\dxr,— p(dy — y'dz) = o,

cette relation doit se réduire a 'équation (5), quand on y a rem-
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placé y' et y, par leurs valeurs résultant de I'élimination susdite.
Nous devons donc avoir

w0
or ay or, 9y
o s T o E T = ’
Y - —Nn !
et, en éliminant o,
d_ﬂ + 9y ‘_’2 =0 .d_g. <+ y! _di). =0
iz "V =% oz Vg, T

Les variables y/, 5, devront satisfaire a ces équations, en sorte
que les trois équations

oQ , 0Q oQ , 0Q

(6) Q(’u}'y xh)’l) =o, = +) 5z =0, &'—1 + Y1 07"

or ay =

représentent, sous forme implicite, la transformation cherchée.
Les conditions a vérifier sont que la premiére et la seconde équa-
tion soient résolubles par rapport a z,, y, et pareillement que la
premiére et la troisiéme soient résolubles par rapport a z, y.
Nous allons démontrer que, réciproquement, les transforma-
tions de la forme (6) laissent invariante I'équation pfaffienne.
Différentions la premiére des équations (6); il vient

Q 0Q 00 oQ
J;d.’t+‘?7-d}'+d—z_;dzl+mdf|-—0,

ou, en tenant compte des deux équations (6)

, 00 0Q ] nd -
-y -d;dz+(,_—}’dy—y' deg-i-d.r—.dyl—n)
ou encore
dn ’ dn ’ -—
3 (dy —y'dz) + ‘Ty—'(d_}'l—)’ldzi)—o’
ou enfin
on
' 9 4
dyy—ydry = — =X (dy — y'dw).
9

Notre assertion est ainsi justifiée.
Nous voyons donc que, en dehors des transformations ponc-
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tuelles prolongées, il existe une infinité d’autres transformations
qui laissent invariante ’équation pfaffienne considéréc. Ces trans-
formations sont dites ¢ransformations de contact; elles com-
prennent comme cas particulier les transformations ponctuelles
prolongdes.

Exprimons analyliquement les conditions de résolubilité énon-
cées plus haut. La premiére condition équivaut a ce que le déter-

minant
| 2
xy ay, !
J:Q , 0!Q 9 Q , 01Q
Jdr Iz, +r dy ooy drdy, Yy Jdy 9y,

ne soit pas identiquement nul. Si 'on substitue & »’ la va-

(_)2
Jr . e -
leur — >0 ¢e déterminant s’écrit
%
2 ey
().l,'l 0}'!

9 010 Q J91Q o0Q o0 JQ 9:Q

ou encore
0Q 20

Jr Jy
Ja gio o0
dry Jror, Jdydr,
@ ra 20
dyy dxadyy Jdydy,

Comme ce déterminant ne change pas quand on permute z
et z,, y et y,, il faut et il suffit qu'il ne soit pas identiquement
nul pour que les deux conditions de résolubilité soient satisfaites,
et pour que I'équation Q@ = o donne naissance & une transforma-
tion de contact.

Remarquons aprés cela qu'on a les deux théorémes suivants
faciles a démontrer:

1° Le produit de deux transformations de contact est
a son tour une transformation de contact;
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2° L’inverse d’une transformation de contact est encore
une transformation de contact.

Voyons quelle est la signification géométrique des transforma-
tions de contact.
On dit que le systéme des équations

(7) P(x,y,y')=o, ¥(z, 5,y )=o0
satisfait & I'équation pfaffienne
(8) Adr+Bdy+Cdy'=o

quand cette équation (8) est conséquence des équations (7) et
des équations

(9) . dd’ = 0, d\l' = 0.

Par exemple, un systéme qui satisfait manifestement a I'équa-
tion pfaffienne

(10) dy —y'dr=o
est celui-ci :
(11) x = const., ¥y =const.;

un autre est le suivant, oa f(z) est une fonction quelconque
dérivable :

(12) y—S(xz)=o, y'—f'(z)=o.

Réciproquement il n’existe que ces deux seuls types vérifiant
I’équation (10). Supposons qu’un systéme (7) satisfasse a cette
équation. Si @, ¥ ne contiennent pas y’, le systéme rentre dans
le type (11). Si, au contraire, ils contiennent y’, I’élimination
de ' donne une équation w(z,y)=o0. Si celle-ci ne contient
pas ¥, ellea laforme £ = const., et, d’aprés (10), ¥ = const.; on
retombe encore sur le type (11). Si I'équation w(z,y)= o con-
lient ¥, nous pouvons la mettre sous la forme

y—JS(z)=o, don  dy — f'(r)dr =o,
qui, d’aprés (10), donne
yl—fl(z)=oy

en sorte que le systéme est du type (12).
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Géométriquement, le systéme (11) représente un point, ou,
pour mieux dire, I’ensemble des oo! éléments linéaires issus d'un
point; le systtme (12) représente I’ensemble des o' éléments
linéaires dont se compose la courbe y = f(r).

L'un et l'autre syst¢émes représentent ce qu'on appelle unc
variété simplement infinie d’éléments linéaires, variété que
nous désignerons par M,. Nous pouvons ainsi définir une M,
comme uun ensemble simplement infini d’éléments linéaires satis-
faisant a I'équation (10). Toutes les lignes du plan sont des M,,
excepté les droites paralléles a I'axe des y, lesquelles échappent
a la définition des variétés d’éléments linéaires ; mais nous verrons
que cette exceplion est seulement apparente, car elle disparait par
P'introduction du systéme des cordonnées homogenes.

Montrons qu’il n’existe pas d’équation pfaffienne (en dehors de
celle qui a été considérée), satisfaite par tous les éléments linéaires
du plan. Soit en effet 'équation (8), dans laquelle A, B, C sont
des fonctions de z, y, y', supposée vérifiée par tous les éléments
d’une ligne quelconque du plan. Si y» = f(z) est I'équation de la
ligne, 'ensemble de ses éléments sera représenté par les équa-
tions (12), et I'équation (8) devra étre conséquence des équa-
tions (12) et de

dy —f'(z)dzx =0, dy'—f"(z)dz=o.
Nous devrons donc avoir
A+Bf(z)+Cf'(x)=0 ou A+By'+Cf'(r)=o,
quel que soit /. D’ou

C=o, A+By'=o.

L’équation (8) devient alors B(dy — y'dr)= o, qui coincide
avec (10). (c. Q. F. p.)

Une transformation de contact change toute M, en une M,.
En effet, puisque toute transformation de contact, par définition,
laisse invariante 'équation (10), elle doit transformer toute M,
en un ensemble de %! éléments satisfaisant a 'équation (10), c’est-
a-dire en une M,.

Réciproquement, si une transformation change toute M, en
une M, puisque I'unique équation a laquelle satisfont les M, est
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I’équation (10), la transformation doit changer I'équation (10) en
elle-méme, c’est-a-dire qu’elle doit étre une transformation de
contact. Donc:

Les transformations de contact sont exclusivement toutes
les transformations qui changent les variétés M, d’un plan
en variétés M, de 'autre plan.

Ezemples. — Comme exemple des transformations que nous
avons appelées ponctuelles, nous citerons la transformation par
rayons vecteurs réciproques.

Etant donné un point fixe O du plan, pour avoir le transformé
d’un point donné P de coordonnées (z,y), on méne OP et sur
cette direction on prend le point P’ de coordonnées (ry,y,)de
telle sorte qu’on ait

P 1
OF'=5p-
On a donc
I z x
x}+y}—z,+y, et ;:;—:
On tire de la
z ¥
n=may NS Eae

Calculons y/. Il vient de suite

Ay _azy —(x—yt)y'
dzy ~ (x*—y?)+azyy'

Y=

Donnons maintenant quelques exemple de transformations de
contact qui ne soient pas ponctuelles.

Considérons d’abord la transformation dite par dilatation,
qui transforme toute courbe en une courbe paralléle. Soit « la
distance (constante) d’un point a son transformé; nous avons

(z1—2z)2+(y1—y )= u,
en sorte que les équations (5) deviennent
(t1—z)+y' (r1—y)=o0, (x1—z)+yi(y1—y)=o.

Ces équations expriment que la dilatation a lieu suivant la normale
aux courbes.
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Soit (x4, ¥o) un point quelconque; puisque nous avons
(Zy—Zo 1+ (V1 — Yo ) = u?,

nous voyons que la variété des éléments issus de ce point se change
en la variété constituée par les o' éléments linéaires d’un cercle
ayant son centre en ce méme point.

Considérons encore la transformation par polaires réci-
proques, et, pour prendre un cas simple, supposons que la
courbe fondamentale soit le cercle 2+ y?=1. L’équation de la
polaire d’un point (z, y) est

2T +yy1—1=0;

nous en déduisons, en dérivant successivement par rapport a z

etax
H ’ ’
T~y yi=o, z+y ¥y =o.

Nous avons en outre

zydr + ydy + xdzx,+ ydy,= o,
qui, eu égard aux précédentes équations, devient
y(dyy—yidz\)+yi1(dy —y'dr)=o;

si donc dy — y'dz = o, il s'ensuit que dy, — y',dx, = o, c’esi-
a-dire que la transformation change I'équation pfaffienne en elle-
méme.

En général, les transformations de contact qui ne sont pas du
premier type changent les points en lignes, mais la réciproque
n’est pas vraie, comme on le vérifie aisément.

Rappelons qu'une transformation de contact qui n’est pas
déduite d’une transformation ponctuelle par prolongement peut
se mettre sous la forme

0,00 o, 02
Uz g, 2y y1)=0, = +y 5 =% o Vigy, T

examinons la signification géométrique de la condition de résolu-
bilité par rapporta z,, y,. Si nous considérons le point (z,,y,)
du second plan, sa transformée dans le premier plan sera la
courbe Q(z, y, 2\, 1) = 0. A I'ensemble des «? points du second
plan correspondra dans le premier la famille doublement infinie des
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courbes @ = o, od z,, y, sont regardés comme paramétres. Or.
ceci ne peut advenir quand les deux premiéres équations ne sont
pas résolubles par rapport a z,, y,. En effet, dans ce cas, il résulte
de ces deux équations une relation de la forme H(z, y, y/)=o.
relation qui est une équation différentielle du premier ordre,
y étant fonction de z : I'équation Q =o est l'intégrale de cette
équation pour un systéme quelconque de valeurs de z,, y,. Mais
I'intégrale générale d’une telle équation est constituée par une
famille o' de courbes; donc, si le systéme n’est pas résoluble, aux
points du second plan correspondent dans le premier %' courbes,
en sorte qu'il n'existe pas une correspondance biunivoque entre
les M, des deux plans. La résolubilité est donc une condition
nécessaire.

Réciproquement, si nous avons dans le premier plan une
famille oo? de courbes qui correspondent biunivoquement aux »*
points du second plan, il existe cerlainement une transformation
de contact par laquelle les points de ce plan se changent en
courbes du premier. En effet, soit la famille de courbes
F(x,y, a, b) = o, ol a et b sont des paramétres; elle correspond
a I'ensemble des points du second plan, en sorte que a et b se
présentent sous la forme a = o(zy, 1), b = 4 (2, 1), etces rela-
tions sont résolubles par rapport a z,, y,. Pour avoir la transfor-
mation de contact, il suffit de former I'équation

Flr,y,¢(x, 1), Y (21, 1)) =0
ou
Q(x,y, 21, 71)=0o,

el notre assertion se trouve vérifiée.

Il convient de considérer les transformations de contact d'un
autre point de vue.

Supposons qu’on ait

z=2z(t), y=y(), y=p();

en faisant varier ¢ d’'une maniére continue, nous avons o' élé-
~ments; sous quelles conditions 'ensemble de ces éléments sera-
t-il une variété d’éléments dans le sens que nous avons donné
a ce terme?

Considérons les éléments correspondant aux valeurs ¢ et ¢ + A
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du paramétre, et calculons la distance du point (z + Az, y + Ay)
a la droite qui contient le premier de ces éléments. L’équation
de cette droite étant

Y—y=y(X—=z),
la distance cherchée est
Yar—Ay,
Vi+yt

~
Q0 =

mais ici

dr d
Az:mdl+a=dz+a, A.V=7i'l;dl+p=dy+ﬁ,

a et 3 étant des infiniment petits d’ordre supérieur; on a donc

n_ydr—dy+~v'a—8
0 = ——
\/l +y't

’

et cette distance est en général infiniment petite du premier ordre.
Mais si y'dz — dy = o, celte distance est au contraire un infini-
ment petit d’ordre supérieur. Donc les variétés o' d’éléments se
distinguent des autres ensembles o' d’éléments en ce que la
distance d’un élément au point de départ de I'élément infiniment
voisin est un infiniment petit d’ordre supérieur au premier. Nous
dirons que deux éléments sont wnis lorsqu’il existe entre ecux
une telle relation. Dés lors, dans une M, les éléments infini-
ment voisins sont unis, et nous pouvons donner cette définition:

Les transformations de contact sont les transformations qut
changent les éléments unis en éléments unis.

Supposons maintenant qu'on ait dans le plan deux courbes
tangentes entre elles et appliquons-leur une transformation de
contact; elles se changeront en deux courbes ou en une courbe et
un point. Comme deux courbes tangentes entre elles ont un él¢é-
ment commun, leurs transformées devront avoir un élément
commun, et devront donc étre tangentes entre elles (de la le nom
de transformation de contact). Si une des courbes se transforme
en un point, ce point devra se trouver sur la transformée de
P’autre courbe.

Examinons comment s’effectue la transformation d’une courbe
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en une courbe. Nous allons voir que la transformée d’une
courbe est ’enveloppe des transformées de ses points.

Il suffirait, pour I’établir, de considérations synthétiques trés
simples; mais nous préférons procéder analytiquement. Soit dans
le premier plan la courbe o(z, y)=o0. Sa transformée dans le
second plan se trouve en éliminant z, ), )’ entre les équations

0Q , 00 , 09
Qx, y, &1, y1)= 0, =" o(z,y)=o, %+y;;=o-

D'autre part, @ = o étant la courbe du second plan correspondant
au point (x,y) du premier plan, pour trouver 'enveloppe des
courbes correspondant aux points de la ligne ¢(z,y)= o, nous
devrons éliminer z, y entre les équations

0 92 dy

=0 Ztordr—%

e(r.y)=o0,
ot

dy 0% 0o

dr — ~ Jr oy

Dés lors, les deux problémes sont identiques.

Entre les fonctions avec lesquzlles se forme une transformation
de contact, il existe des relations remarquables.
Soit une transformation de contact

(13) &m=X(x0,0), n=Y=xp¥) Ki=P=py)

Faisons voir qu’il existe une relation nécessaire et suffisante pour
que les équations (13) représentent une transformation de contact.

A cet effet, il convient d’introduire un nouveau symbole. Soit z
une fonction des variables z,, z,, ..., z,; désignons par p,
P2y -+ Pa les dérivées partielles de 3 par rapport aux z. Nous
poserons, par définition :

i=n

i e w1 NV[OF (98 ok o (OF _ oF
() [r:q’]—Z[a;‘(E*‘Pia) a(d—z‘*—}’t;’;)]

Ces expressions sont dites parenthéses de Jacobi. 11 est évident
que, si F = ®, la parenthése est nulle, et que, si 'on permute F
et @, la parenthése change de signe. Les parenthéses de Jacobi
sont une généralisation des parenthéses de Poisson dont on se
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rappelle la définition

oF oo od oF
%, @)= (5 o — 5 521)’

et dans lesquelles les I, ® sont supposés fonctions des seuls z.
Si les F et ® sont des fonctions de z, y, 5/, la relation (14)
donne

[F, ®] = oF (ocb ,o«b) 0d <ch ,OF

w\o )~y \az )

’

D’autre parl, la condition pour que les équations (13) représentent
une transformation de contact est

dY —PdX =p(dy —y' dz)

ou
oY oY JdDY , ,
-ﬁdz—i— (-B,-d_y+5,d)
oX oX oX , )} ,

On en déduit

oY . oX .Y oX oY . oX
(IS) E;—PE——IO}’, ()_—V—PWM_?’ (?_ J,—-()
et, par suite,
oY (& o
oz ox r
o X
dy oy -
JdY 0oX
s> oo o
ay' oy
ou encore
OY (OX _oX) _oX (0 oY) _
' \ox +J Jdy ' \ox _}'37>——0,
ou enfin
(16) [X, Y] =o.

Réciproquement, si la relation (16) a lieu entre deux fonc-
tions X, Y, on peut trouver une fonction P qui, jointe & X, Y,
définit une transformation de contact.
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En effet, la relation (16) est la condition pour que les équa-
tions (15) soient compatibles ou pour qu’il existe des fonctions P
et p qui y satisfassent. Nous déduisons de ces équations

(dY ,0Y oX , 0\
—+}'§; —P( +."—)=°,

ox or ay
avecoe
oY AN
—_— P—, =0
l')’ cl_y

Il 0’y a qu'un cas ou ces équations nc déterminent pas P, c’est
celul on
oX .S oX

()_.’l.‘- Ja-:o, -‘)7;=0.

Mais, de la seconde de ces relations, il résulterait que X ne con-
tiendrait pas y’', et que par suite la premiére relation exigerait
I\ oX

o, —- = 0;
Jr Jdy
\ se réduirait donc a une constante, ce qui ne peut étre. Ainsi,
P se trouve déterminé d’une maniére unique.
La fonction p est aussi déterminée et n’est pas identiquement
nulle. En effet, si elle était nulle, on aurait simultanément
U_\: _p o\ 9Y P AN oY —-r oX

- — = 0. —_— — =0 — — =0
ox Jr dy dy ? Jdy gy !

et les trots déterminants de la matrice

JdY oX |
|g =
Y o\ |
oy Iy
Y o\
> W

seraient nuls; alors X, Y ne seraient pas indépendants, et ce cas a
été exclu.

Nous avons ainsi démontré notre théoréme.

Cherchons maintenant une autre relation entre les fonctions X,
Y, P. A cet effet, écrivons notre équation habituelle comme il suit :

d[Y —PX] + X dP = p(dy —y dz);
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de la résulte immédiatement |’existence d’une autre transformation
de contact

zy=—P, y1=Y—PX, yi=X;
pour cette transformation, la relation analogue  la relation (16) sera

[—P,Y—PX]=o0o

ou

— [P, Y]+[P,PX]=0
ou enfin
(17) [P, Y]=P[P, X].

Arrivons enfin au lien qui unit la théorie des transformations de
conlact a celle des équations différentielles. Soit ’équation diffé-
rentielle

(18) F(z, y,y')=o0;

supposons qu’on sache trouver deux fonctions X, Y de z, y, y/,

liées par la relation
[X, Y] =o,

et telles qu’on puisse mettre I’équation (18) sous la forme
Y—¢(X)=o.
Puisque
(X, Y—o(X)]=[X, Y] - [X, (X)) =[X, Y] = ¢'(X)[X, X] =0,

les équations
z; =X, ri=Y—¢(X)

~ définissent une transformation de contact. Aux points de l'axe
des z, du plan (z,, ), c’est-a-dire aux points z,=c¢, ¥, =o0,
correspond dans le plan (z, y) la variété M, définie par

(19) X=¢, Y—9¢(X)=o0.

En éliminant 5’ entre les équations (19), on obtient I'équation
d’une famille simplement infinie de courbes; comme les éléments
de toutes ces courbes satisfont a la seconde des équations (19),
laquelle n’est autre que l'équation (18), la famille de courbes
trouvée forme I'ensemble des courbes intégrales de I'équation
proposée..

D’apres cela, si I'on sait trouver X, Y, pour intégrer 'équa-

V. 14
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]

tion (18), il suffira d’écrire les équations (19) et d’éliminer y
entre elles. Donc :

L’intégration d’'une équation F(z,y,y') = o équwaut a la
recherche d’une transformation de contact z,=X, y,=Y,
permettant de mettre U'équation sous la forme y, — ¢(z,) = o.

II. — Transformations de contact de l'espace 4 trois dimensions.

Soit la transformation
(1) I|=X(I,7’,Z), .71=Y(xv.793)’ 3I=Z(3':J',3)-

Désignons par p et g les dérivées partielles de z (considéré
comme fonction de z, y) par rapport i z, y; par p, et g, celles
de z, par rapport a z,, y,. En supposant que z, y, z soient les
coordonnées d’un point d’une surface 3 = f(z, y), les dérivées p, ¢
déterminent le plan tangent en ce point; on peut donc dire que
les quantités z, y, 3, p, ¢ définissent un élément superficiel dans
I’espace S des points (z, y, 3); cet élément passe par le point
(z,y, 5) et est situé dans le plan mené par ce point perpendicu-

p ’ q ’
Vi+pt4+qt Ji+-pra-qt

lairement a la droite de cosinus directeurs

—1
Vi+pi+gqt
Nous avons
(2) dzi—pdr—gqgdy=o,
ds,— pydry— q,dy;=o ou dL —p,dX — q,dY =o.
Comme z et y sont indépendants, il ne peut exister entre dz,
dy, dz qu’une seule relation; on doit donc avoir

dl —pydX — q,dY = p(ds — p dz — g dy),
ou, en développant les différentielles

Z X oY _
oz Proz T9 gz T

oL oX oY

3) 9z Prgz — Y157 =—PP;
oZ X oY
y Py T =T
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‘En éliminant o, on obtient

oL 9L (X  _oX oY . oY
TP gz=P oz *P G +71(—+P$ ’

oxr
oz 0z [dX oX <oY oY
@4-‘13;—}’:(@4'9;; +q 5;-*—‘1;)'

Ces équations sont résolubles par rapporta p, et ¢,. En cffet,

si 'on avait
ﬁ -+ [D.8 Y - oY
oz p Jdz Jdx 4 03

X X oY oy |=°
oy t9%: o 1%

ou
D[X,Y] DX, Y] D[X, Y]

D(z,r] " P Dlsy] T 7 D[z,3]

comme X, Y ne contiennent pas p, ¢, il en résulterait que

=0,

D[X,Y] _ D[X,Y] D[X,Y] _
Plzy1 =" Dyl " Dz °

et X, Y ne seraient pas indépendants, contrairement i ’hypo-
thése.

Les équations (3) déterminent donc complétement p,, ¢, en
fonction de z, y, 3, p, ¢ :

(%) pri=P(z,y,5p,9), q@=Q=y3p,q9);

o s’en déduit aussi, bien déterminé et différent de zéro, car, dans
le cas contraire, X, Y, Z ne seraient pas indépendants, et les
équations (1) ne représenteraient pas une transformation.

Les équations (1) et (4) réunies définissent une ¢transformation
ponctuelle prolongée, qui laisse invariante l'équation pfaf-
fienne (2), et qui transforme les éléments superficiels passant par
un point de I'espace, en éléments superficiels passant par un point
d’un autre espace.

En dehors des transformations ponctuelles prolongées, il existe
d’autres transformations qui changent les éléments de surface en
éléments de surface (mais non pas toujours les éléments apparte-
nant 4 un point en éléments appartenant 4 un point), et qui
laissent invariante I'équation pfaffienne (2). On les nomme trans-
Jormations de contact.

“vamn
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Soit une transformation portant sur z, y, 3, p, ¢, c’est-a-dire
une transformation d’éléments superficiels

z1=X®,7,%p,9), y1=Y®,¥,%5p,9), 31=1L(z,5,5,p,9)

5
( ) PI=P(I,.7, z,p, 9), qI=Q(zv.y1‘9P, 9);

supposons qu’elle laisse invariante I'équation (2).

En éliminant p et ¢ entre les équations (5), nous pouvons
obtenir une, deux ou trois équations; c’est-a-dire qu’entre les z,
Y, zetles z, yy, 3, il peut exister une, deux ou trois relations.

S'il en existe trois, on a une transformation de la forme (1), (4),
soit une transformation ponctuelle prolongée.

S'il existe une seule relation

(6) Q(z',y, S5, T Y1 3)=o0,

il ne devra aussi exister qu’une relation entre les différentielles des
variables. L’équation

dzy—pdzry—q,dyy—p(das—pdr—qgdy)=o

devra donc coincider avec I’équation

0Q 9 JQ Q o 0Q
(7) Edz+6dy+‘—);dz+5;_-ldz|+ad_rl+52—ldz,=o,
et l'on aura
4 @ @ o
9z _ % _ 9 _9m _ 9 _ 9%
ep rPq —P P — 9 !

L’élimination de p donne les quatre équations

oQ 0Q o oQ

oz P o =9 '().—7"'7 oz 9%
(8) oQ Qg 0Q 0Q

E+P|E=O, b—z-‘-q,a:O.

Ces équations, jointes a (6), donnent, dans le cas considéré, les
cinq équations qui définissent la transformation de contact.
Elles présentent sur les équations (5) certains avantages : elles
représentent seulement des transformations de contact, et non des
transformations quelconques, et en outre elles sont symétriques
par rapport a z, ¥, z et Zy, ¥y, 5i-

Réciproquement, quelle que soit I'équation @ = o, pourvu que
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I'ensemble de cette équation et des deux premiéres équations (8)
soit résoluble par rapport a z, y, 3, et que I’ensemble de cette
équation et des deux derniéres équations (8) le soit par rapport
axy, ¥, 3, les cinq équations (6) et (8) représentent une trans-
formation de contact. En effet, de I'équation (7), on déduit, en
tenant compte de (8),

0Q 0Q
t’—‘-(—pdz—qdy-l-dz)-i- o — pidzr;— qidy+ dz )= o;

cette relation montre que la transformation laisse invariante I'équa-
0Q

tion pfaffienne (2); o a pour valeur — %-

03y
_H nous reste a considérer le cas dans lequel I'élimination de p
et g entre les équations (5) conduit i deux équations

(9) Q' (z,y, 3, 2,71, 51) =0, Q(z, 5,3, 21,¥1,3,) =0.
On déduit alors de ces équations
dQ'=o, da’ = o.
Comme la relation
ds,— pydzy— q,dy,— p(dz — pdxr —gdy)=o

doit étre conséquence des équations (9), son premier membre sera
une fonction linéaire de dQ' et de dQ”, c’est-a-dire qu'il aura la
forme

\dQ' + NdQ".
Par suite
0,00 .0 ., 09 .02 ., 00
P - Pq B —1 e
d’ot, en éliminant p,
U ' U y
y‘;_n._._)‘v’)_g. 202 el
p =— z ox , g =— Jdy dy ,
09’ 0Q" - Q' Q"
A — AN — 4+
03 03 1) J
(10) | 0Q’ 0Q* ();' d;'
N — 4+ N — N —+ A —
03'1 01'1 0}’1 9y
p R——— q = e —'y— .
' o o ' a2 e
dz, + d.'p. (’3| ()ll
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Si I'on élimine ;, entre les équations (10), on obtient trois équa-

tions qui, jointes aux équations (g), déﬁmssenl la transformation
de contact du type considéré.

Réciproquement, étant données deux équations (9) quelconques,
si 'on suppose seulement que ces équations, jointes a celles qui
s’en déduisent par le systéme «.crrespondant (10) d’oti 'on a éli-

miné %, soient résolubles tant par rapport a z, y, 3 que par rap-

port i z, ¥, 3,, on déduit de ces équations une transformation
de contact.

Introduisons maintenant la notion de variété d’éléments. Trois
équations entre z,¥, 3, p, ¢

(1) U=z, y,5,p,9)=0, M(z,5,3,p,9)=0, N(,7,35,p,q) =0

représentent une double infinité d’éléments plans de I'espace.
Nous dirons que le systéme (11) satisfait a I'équation pfaf-
fienne (2) quand cette équation est une conséquence des équa-
tions (11) et des équations ’

(12) dL = o, dM = o, dN =o.

Une double infinité d’éléments satisfaisant a I'équation (2) est
appelée une variété d’éléments et se désigne par M,.

En éliminant p, g entre les équations (11), nous pouvons obtenir
une, deux ou trois équations.

Si nous n’obtenons qu'une équation ®(z,y,3)=o, le sys-
téeme (t1) prend la forme

(13) P =o, ¥ =o, 8 =o,

¥ et © étant des fonctions de z, y, 3, p, ¢, et le systtme (12)

devient
d® = o, d¥ = o, de = o.

Or, d¥ et d© contiennent dp et dg, tandis que ces différen-
tielles ne figurent pas dans (2). Donc, si le systéme (13) satisfait
a (2), cette derniére équation doit étre simplement une consé-
quence des équations (13) et de 'équation d® = o, c’est-a-dire
qu’elle doit coincider avec cette derniére en vertu des équa-



TRANSFORMATIONS DE CONTACT. 215

tions (13). Ainsi
P P od

or _ 9 _ 03

’

-p —gq 1
d’ott
ob " o
= o
P==%g' ' v d=" 3¢
9z 03

Mais ces formules sont celles qui déterminent la disposition du
plan tangent 4 la surface ® = o. On voit donc que, dans le cas
considéré, les «o? éléments ne sont autres que les points de la sur-
face ® = o avec les plans tangents correspondants. En d’autres
termes, la variété est constituée actuellement par les «? éléments
plans d'une surface.

Supposons maintenant qu’en éliminant p et ¢ entre les équa-
tions (11), on obtienne deux équations

('4) ®=o, ¥ = o;

le syst¢me (11) prendra la forme

¢ =o, ¥ =o, 8 =o,

@ étant fonction de z, y, 3, p, ¢. En raisonnant comme tout a
I'heure, on reconnait que le premier membre de I'équation (2)
doit étre une combinaison linéaire de d®, d¥, en sorte qu'on
aura

P 9 —t
ob 0P 0P
(l5) 3; 5’. l-)? =o0.
W oV oW
T d a3

Les deux équations ® = o, ¥ = o représentent deux surfaces,
et les dérivées partielles de ® et ¥ sont proportionnelles aux co-
sinus directeurs des normales a ces surfaces au point (z, y, 3),
tandis que p, ¢, — 1 sont proportionnels aux cosinus directeurs
de la perpendiculaire 4 D’élément superficiel (z,y, s, p, ¢).
L’'équation (15) exprime que ces trois droites sont dans un méme

plan, ce qui revient & dire que I'élément considéré passe par la
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tangente 3 la ligne (14). Donc, dans le cas actuel, la M, est con-
stituée par tous les éléments plans passant par les tangentes a une
courbe; on a o' tangentes par chacune desquelles passent x' élé-
ments plans.

Considérons enfin le troisiéeme cas, dans lequel L, M, N ne
contiennent pas p et ¢. Les équations (11) représentent alors, si
elles sont résolubles par rapport a z, y, 3, un point, et par suite
la double infinité des éléments appartenant a ce point. La variété
est donc une étoile de plans considérés comme éléments superfi-
ciels du centre de I’étoile.

En résumé, nous avons trois types de variétés M, d’éléments :
les 02 éléments plans d’une surface; les c0? éléments plans conte-
nant les tangentes 4 une ligne de I'espace; les 0? éléments plans
appartenant & un point.

En général, une transformation de contact change une variété
d’un type en une variété d’un autre type.

Il convient de signaler les exceptions suivantes : 'ensemble des
plans tangents a4 une surface .cylindrique ayant ses génératrices
paralléles a l'axe des 5, et 'ensemble des plans contenant une
droite paralléle 4 I'axe des z. Ces ensembles, nous ne pouvons pour
le moment les considérer comme des M,, parce que une au moins
des coordonnées de leurs éléments est infinie. Nous verrons plus
loin comment, par I’emploi des coordonnées homogénes, on fait
disparaitre ces exceptions, dues a ce que nous traitons les trois
coordonnées cartésiennes d’'une maniére dissymétrique, en consi-
dérant 'une d’elles, 3, comme fonction des deux autres x, y.

Démontrons maintenant que :

La scule équation pfaffienne satisfaite par toutes les M, est
Uéquation (2).

En cffet, considérons en particulier la variété M, fournie par
tous les plans tangents a4 une surface quelconque d’équation
®(z,y,3)=o0. Cette équation peut s’écrire 3— o (x,y) =o,
car, d’aprés ce qui a été dit tout a I'’heure, z y entre nécessaire-
ment; il s’ensuit que p — g =o0,q— gj} = 0. Soit alors I'équa~
tion pfaffienne

Adz +Bdy + Cdz + Ddp + Edg =o.
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Nous devrions avoir

Adz-+de+C(Pd-”+9d}')+D[%:?%dz+«%d‘r]
+E[%h+$dy]ﬁ°’
c’est-a-dire
A+Cp+D 3-.—13 +Eddz’gy=o’
B+Cq+D‘;:—£-+E 3;,—3 =0,

quel que soit 9. Il en résulterait
A+Cp=o, B+Cg=o, D =o, E =o,
en sorte que notre équation pfaffienne serait
C(dz — pdz — qdy)=o,

et coinciderait avec (2).
D’apres cela, il est aisé de démontrer, tout comme on 'a fait
pour les transformations dans le plan, que :

Les transformations de contact sont exclusivement toutes les
transformations qui changent une M, quelconque en une M,.

Sil'on a o' éléments plans dépendant d’un parametre ¢
rz=z(t), y=y@¢), 3=z, p=pl), g9=9(@)

la distance du point de paramétre ¢ 4 A¢ i I'élément de para-
métre ¢ est en général infiniment petite du premier ordre par
rapport a A¢; elle n’est d’ordre supérieur que si

ds dx d
(16) d_t'_p'J?_qd_}t:=°’

et, dans ce cas, on dit que les éléments ¢ et ¢ + At sont uns.

Alors, si parmi les «? éléments d’une M; nous en choisissons
une simple infinité, en considérant les z, y, z, p, g comme fonc-
tions d’'un paramétre ¢, nous aurons pour les éléments de cette
simple infinité

d.
(17) dz = d—fdt, e
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et, puisque pour tous les éléments de la M, I'équation (2) est
satisfaite, en vertu des relations (17), I'équation (16) sera aussi
satisfaite. Donc: Les éléments contigus d’une M, sont unis. Par
suite aussi :

Une transformation de contact est une transformation qui
change les éléments unis en éléments unis.

Voyons maintenant comment se transforment les entités géomé-
triques. par une transformation de contact.

Considérons d’abord les transformations ponctuelles prolongées.
Elles transforment un point en un point, par suite une étoile de
plans en une étoile de plans, une ligne en une ligne, une surface
en une surface; plus briévement, elles transforment une M, en
une M; de méme espeéce.

En second lieu, considérons les transformations du deuxiéme
type, c’est-a-dire engendrées par une seule relation

(=, y, 3, 1, 71, 31)=o.

En appliquant 4 un point z = a, y = b, z = c une telle transfor-
mation, on obtient manifestement une surface

Q(a7 b) C\Z1, )1y 31)=o.

Mais la réciproque n’est pas vraie : une surface ne se trouve pas
toujours transformée en un point. Pour le mieux voir, supposons
qu’on ait la surface (2, y, 3) = 0. Les équations de la M, formée
par ses plans tangents seront

= % 5% R L% _
(18) ?=o0, PG =0 95 =°

En éliminant z, y, 3, p, ¢ entre ces équations et les cinq équa-
tions (6), (8) qui définissent la transformation, nous obtenons
trois équations entre 2y, ¥, 31, P, ¢1. L’élimination de p, et g,
conduit ensuite 4 I'équation ou aux équations de l'entité trans-
formée. On peut aussi éliminer d’abord p, ¢, pi, ¢4, ce qui donne
les équations

o2 do 00 dp _ 02 dp 02 dg

Q= = — e — — b == —_——t e I =
& =S 029z sz dy 9z ds dy o
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Si, entre elles, nous éliminons maintenant z, y, z, nous obtien-
drons, en général, une seule équation en z,, y,, 3,, représentant
la surface transformée. Ainsi, en général, une surface se change
en une surface. Cette derniére surface aura en commun avec cha-
cune des «o? surfaces transformées des points de 9 =0, au moins
un élément commun, c’est-a-dire qu’elle sera I'enveloppe de cette
famille «? de surfaces. D’ailleurs, il est aisé de voir que la
méthode classique pour la recherche des enveloppes conduit pré-
cisément aux équations mémes que nous avons obtenues.
Cherchons la transformée d’une ligne

o(z,y,3)=0, Y(z,y,3)=o0.

A cet effet nous devrons éliminer z, y, 3, p, g entre les équations
de la ligne et les quatre équations suivantes:

Q= oQ e aQ d_u_o
=% GFTPETO G rigG=o
p 9 —t
9% % %
dr dy dz |[=o0(}),
M 9y K
dz dy 03 |

ou z, y, 3 entre les quatre équations,

% =o, Y=o, Q=o,

@ oo o
oz Jdy 0z
do dp Jo|_,.
or dy 9z !
o oy 9¢
dr Jy 0Oz

on obtient donc en général une surface.

Il nous reste &4 examiner le troisiéme type des transformations
de contact, c’est-a-dire le type des transformations engendrées
par deux équations (9). On voit de suite qu’'un point se trans-

(') Comme: nous l'avons déja vu, cette derniére équation exprime que les
éléments de la M, sont les plans passant par les tangentes a la courbe.
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forme en une ligne. Voyons ensuite en quoi se transforme une
surface o (z, y, 3)= o. Des équations (10) il résulte que

P q —1
Q' dQ 09Q'
% 9 93 |=o,
Q" oQ° 99
= o 9

et par suite, eu égard aux équations (18), que

D[, ', 0]
D(z,y,3] =
En éliminant z, y, z entre cette équation et les trois équations
Q'=o0, @"=o0, 9 =0, nous obtiendrons généralement une sur-
face. Donc, en général, une surface se transforme en une surface.
D’une maniére analogue, on reconnait que la transformée d’une
ligne © =10, ¢ = o est encore, en général, une surface; il suffit
d’éliminer z, y, 3 entre les quatre équations Q'=o0,Q"=o0, ¢ =o,
Y =o.

Terminons encore par quelques apergus sur les équations diffé-
rentielles.

Le probléme de I'intégration d’une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

(19) *(z,7,5,p,9)=0

consiste dans la recherche de tous les systémes d’équations de la
forme

JF
(20) s—F(z,y)=o0, P—57=0 g— —=o,

qui ont pour conséquence cette équation (19). Si I'on observe
que tout systéme (20) satisfait a ’équation pfaffienne habituelle,
on peut considérer ce probléme comme un cas particulier du
suivant:

Rechercher tous les systémes d’équations
o (2,7 3,p,9)=0, (2, 7,5, p.9)=0, (2, 7,5, p,9)=0,

qui satisfont a l’équation (2) et dont U’équation (19) soit con-
séquence.
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Géométriquement, le probléme peut étre énoncé ainsi :

Rechercher toutes les M, dont les éléments appartiennent
a Uensemble o* des éléments définis par l’'équation (19).

Le probléme étant posé sous cette forme plus générale, non
seulement nous comprenons, parmi les solutions, des M, qui ne
sont pas des surfaces, mais encore nous englobons le cas dans
lequel I'équation (19) ne contient ni p ni g, c’est-a-dire se réduit
a une équation entre z, ¥, 3: dans ce cas, 'unique solution du
probléme est la surface représentée par I’équation (19) elle-méme.

III. — Transformations de contact'a un nombre quelconque
de variables.

Considérons I’équation pfaffienne

i=n

(1 dsz —prdx.:o,

i=1

et soit W,(z, x, p)=0, Wy(3, 2, p)=o0, ..., un systeme
d’équations qui y satisfasse. De ce systéme on devra déduire au
moins une relation entre les z et 3, car, dans le cas contraire,
Iéquation (1) ne saurait subsister. Supposons que ce systéme
donne lieu 3 (g + 1) relations entre les z et 3 :

(2) 91(2,1‘):0, Q,(Z,I):O, LERE} Q,H.,(z,.r):o;

alors I'équation (1) devra coincider avec I'équation

pour des valeurs convenables des }; le systéme comprendra donc,
outre les équations Q4 =0, les équations qui s’obtiennent en éli-
minant les ) entre les équations

I|=q+l o Ix:q+l o0
(3) 2 l/.—‘r_l'=l, ,,2 X/.ﬁ:—pi (i=1,2,..,n).
h=1 =1
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Réciproquement, un systéme quelconque de cette forme, pourvu
que les équations (2) soit résolubles par rapport & z, zy, .... z,,
satisfait a 'équation (1); car nous pourrons résoudre (g -+ 1) des
relations (3) par rapport & Ay, As, ..., hgys et introduire les
expressions trouvées dans les relations non utilisées. Nous dési-
gnerons par

(4) Vi(3,2,p)=0, (XY Vag(5z,p)=0

les équations obtenues par I’élimination des A. Nous pouvons con-
clure de la ce premier résultat :

Les équations (2) et (4), auzquelles nous pouvons adjoindre
des relations arbitraires entre les 3z, z, p (pourvu qu’elles
sotent compatibles entre elles et avec les équations précédentes,
et pourvu qu’elles ne conduisent @ aucune nouvelle relation
entre les x et z seulement), donnent la forme générale des
systémes qui satisfont a U’équation (1).

L’élimination se fait immédiatement si les équations (2) sont

résolues par rapport a z,, Za, ..., g4, 3, ¢'est-a~dire ont la forme

zl—fi(zﬁh'-"zu):o) ceey zq—fq($q+h--u1'n)=°:
S_f(zq+lv ...,za)=0-

Alors les équations (4) deviennent

9 % g _ =
ph—mq—p,m—k...-f-pq;x—h_o (h=gq+1,...,n).
Posons
52— 21 pr—..—ZqPq=f — prS1— Prfr—-.—Pafy
= W(Zgs1y ooy TnyP1y - -1 Pq)s

les équations précédentes pourront s’écrire

me W W Che
= dpt’ P"_d.r,, i=1,2,...,¢; h=¢q+1,...,n),
(5) k=q

3 =W+ Zpkxk-
k=1

Ici W est une fonction linéaire des p,, ..., pg; mais on peut
démontrer que le systéme (5) satisfait & ’équation pfaffienne (1)
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quelle que soit la fonction W de Zg,y, ..., Zn, Pty ---, Pq- En
effet, la derniére des équations (5) donne

k=q k=q k=n oW k=qo‘v
dz =2pkdzk+2xkdpk+ 2 dek+zmdph
k=1 k=1 k=q+1 k=1

ou, en tenant compte des autres équations (5),

k=n

dz = 2 prdzi,

k=1

et I'on reconnait I'équation (1).

Si le systéme considéré comprend I'équation 5 = o, ’ensemble
des autres équations, desquelles naturellement on peut faire
disparaitre 3, satisfait & I'équation pfaffienne

2 p(da‘[ = 0.

i=1

Revenons au cas général, et supposons maintenant, dans (5),
que ¢ = o0; les équations (5) se réduisent a la forme

oF R ’
(6) s—F(z)=o, p,—E=o (t=1,2y...y0).

Si un syst¢me de la forme (6) comprend une équation
(7) V(3,z, p)=o,
on devra avoir
A\ (F, z, %E) =o,
et, par suite, en dérivant par rapport a un quelconque des z,

h=n
oV oV oF vV  0'F

d—z,+3;0—.1::+h mm:o (t=1,2y...,n),
=1

ce qui peut s’écrire, comme on le vérifie facilement,

oF .
[P"_E’v]=° (é=1,2,...,n).
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En outre, des équations (6), il résulte immédiatement que

h=n
(e )2
"Ph P oz, -
h=1
ou
[z—F,V]=o.
Donc:

Si le systéme (6) comprend l’équation (7), il comprend
aussi les équations

oF

[s—F,V]=o, [I)'—dx;’v]___o (i=1,2,...,n).

Le symbole [V, f] peut étre regardé comme représentant une
transformation infinitésimale

V. 1=%f= Ptk 1L+ L,

i=1 i=1

ou

h=n

;= IV 9V oV oV .

El= d—p-i' C=l.2ph‘m’ ul=—d—xi—p[$ (l-—l,'z,...,n)_
=1

Les équations précédentes peuvent alors s’écrire

oF .
X(z—F)=o, X(p;.—b;-[-)=o (i=1,2,...,n),

et 'on peut dire (voir premiére Partie, n® IX) que

Si le systéme (6) comprend l'équation (7), il admet la
transformation infinitésimale [V, f1]. :

Soit maintenant un systéme : V,=o, ..., V5., =0, équivalent
au systéme (6), et soit V=o0 une conséquence de ce systéme.
Comme deux systémes équivalents admettent les mémes transfor-
mations infinitésimales, on aura

[V,Va]=0 th=1,....041).
En particulier, on aura

[Va, Vi]=0 (hhk=1,2,....0+1).
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Supposons inversement qu’'un systéme quelconque d’équations
(3, x,p) =0, S Ppu(z,2,p)=0
admette la propriété que les équations
[®n.Pr]=0 (hyk=1,2,...,m)
soient conséquences du systéme lui-méme. Si

¥;=o0 (i=1,2,...,m)

est un systéme équivalent, il admettra les mémes transformations
infinitésimales que le systéme donné, c’est-a-dire que l'on aura

[q)/,, W‘-]=0 ou [\Vk, 4’],]:0:

donc le systéme donné, el par suite tout autre systéme équivalent,
admettra les transformations infinitésimales [ W4, f]. Partant, on

aura
[Wi, Wr]=0 (hyk=1,2,...,m).
Donc

Si un systéme ®;=o est tel que les relations [®;, ®x]=o
sotent conséquences de ce systéme, et st W;= o est un sys-
téme équivalent au premier, les relations [W4, Wx] = o sont
aussi des conséquences du systéme.

En particulier, si un systéme ®;=o (i=1,..., n) est tel que les
parenthéses [®4, ®x](h, bk =1,23,...,n). s'annulent identique-
ment, on dit que ce systéme esl en involution. On peut conclure

que :

by

Tout systéme équivalent @ un systéme en involution est
aussi en involution.

Nous avons vu que tous les systémes de (n + 1) équations quli
satisfont a I’équation (1) peuvent étre mis sous la forme (3), et
que, réciproquement, tout systéme de cette forme satisfait a
Péquation (1). Or, il est aisé de vérifier que toutes les parenthéses
formées avec les équations du systéme (5) s’annulent en vertu du

V. 15
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systéme lui-méme. On a en effet

[ A\ OW]
Ti+ 5— 1 Tj+ o,

9pi 9P
[1,‘1+ gy, Pnr— O\V] =
d Jry,
oW oW
[ph _ 01‘/,] =0,
w &
[z,~—+— 3_1’;’ 3 —kz p/..n.—-w:l =zi+ (%: =o0;

7 W_
[p,,—;;_;, 3 2[);‘.1“—\\] =pr— ———h—-o

k=1
(L, /=1,2,...,9: hok=qg+1,...,n).

Nous pouvons donc dire que :

Pour tout systéme satisfaisant a l'équation pfaffienne (1),
les parenthéses formées avec les premiers membres des équa-
tions du systéme s’annulent en vertu du systéme méme.

Il résulte de la que :

St un systéeme ®;=a; (i=1,2,...,n+1), o les a; sont des
constantes, satisfait a l'équation (1) pour toutes les valeurs
possibles des a, ce systéme est en involution.

Car les parenthéses doivent s’annuler en vertu du systéme, et
comme elles ne dépendent pas des a, elles doivent s’annuler iden-
tiquement.

Réciproquement, si un systéme est tel que les parenthéses for-
mées avec les premiers membres de ses équations soient nulles en
vertu du systéeme lui-méme, ce systéme satisfait a 'équation pfaf-
fienne (1).

Soit le systéme

(R) (3, 2,p)=0 ({=1,2, ..., n+1);
les relations

[®n, Px] =0 (hok=1,2,...,n+1)

sont des cnnséquences de ce sysléme.
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A supposer que le systéme ne contienne pas la variable z, en
éliminant les p, nous pourrons en déduire un certain nombre de
relations indépendantes entre les z, relations qu’il nous est loi-
sible d’imaginer résolues par rapporta z,, x,, ..., z;:

T = QU Zraty oo oy Ty

(9) L= Q2(Lls1y o0y Tn)s

en méme temps, ce procédé d’élimination fournira (n — {+41)
des p exprimés au moyen des p restant et des z; e, puisque les
indices des p vont de 1 4 n, un au moins des indices de ces
(n—1l-+1) quanuités p devra coincider avec un des nombres
1y ..oy {5 désignons donc ces g par pg, pryyy ...y Pa, €n sorte quion
aura

(10) sessesssssessace teteieenans .oy

Comme le systeme (g), (10) est équivalent au systéme (8), les
parenthéses du nouveau systéme devront étre nulles en vertu du
systeme lui-méme, et I'on devra avoir en particulier

[pr—¥Y, 21— 9] =o.

Mais, en calculant directement cette parenthése, on trouve que
sa valeur est 1. Nous pouvons donc conclure qu’i/ est impossible
que le systéme (8) ne contienne pas s.

Dés lors, éliminons s entre les équations (8); nous obtiendrons

(11) Yi(x,p)=o0 (i=1,...,n),
et nous aurons comme conséquence du systéme (11)
[Wn, W] =0 (hk=1,...,n).
11 peut résulter des équations (11) un certain nombre de rela-

tions entre les z seuls; appelons ¢ ce nombre qui peut étre ou
n’étre pas nul, et représentons ces relations par

(12) Q(r)=o0, ceey Q,(r) =o0;

notre procédé habituel d’élimination donnera alors (n — ¢) des p
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sous la forme

Pg+1= q’9+l(ph ce oy Pgr T,y veesZTn),
(3) e ,
(Pn =dn (P1y.-yPgry Tty +ee-Tn):

On peul remarquer immédiatement que les équations (12) ne
peuvent entrainer aucune relation entre les 24, ..., r, seuls; en
effet, s’il existait une telle relation $(z4,,, ..., ,) = 0, comme
ona

_ 9% _
[Ph_q’ln?]—d—rh (h=gq+1,...,n),
on devrait avoir

% _ -
dr,,—o (h=gq+1,...,n),

et I'équation 9 = o se réduirait a une identité.
Les équations (12) peuvent donc étre résolues par rapport
ALy, .., Tg:

(15) Zy = @1 (Zg+1y ++++y Zn) ceey Tg= 9¢(Tgs1, ..., Tn).

Soit
3=7(ZLyy eeey ZayP1y + -1 Pn)

I'expression trouvée de 3; posons

V:q v=q
5—-2 oypv="0(Zy, ..., Ln, P1, ...,p,,)—-z Typy=8(Z1y ceey Tny Pry oo, Pa)i
v=1 v=1

au moyen des équations (13), (14), nous pouvons faire disparaitre
de { les variables z,, ..., 24, Pg41; ..., Pa, €t NOUS aurons

v=gq

(15) z—vapv=W(p.,...,p,,,z-,,H,...,.1-,.).

v=1
En outre, en vertu des équations (14), les équations (13) peuvent

s’écrire

(€1 ) I G R T R T y
( Pn =80 (p1,.esPgy Zgety ooy ZTn)-
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Les équations (14). (13), (16) sont équivalentes au sys-
teme (8).
On trouve alors

(Tn—2n, x— 9x)==0 (hk=1,2,. .,9),
09 7

[z,‘—?h,pk—0k|=‘ﬁ+£_—'; (h=1,...,q9;k=q+1,...,n),
a9, a0

[P —On pe—O] = (—,T;—-Jz—: (hyk=¢q~+1,....n),

‘i=r’
JW?
[z—z.r-,p‘,—w,.r,,—-?,,] =—<.z',,+ ‘E) (h=1,...,9),

v=1

v=q
oW
[z—21‘-,py—w,p/,—0,..]=—(‘p‘-— ‘E) (k=gqg+1,...,n).

=1

Comme les parenthéses doivent étre toutes nulles en vertu du

systeme, il résulte des deux derniéres expressions que
oW IW
7,,:-—0—];‘, 0k=d?k (h=1,.e..,q5k=q+1,...,n),

et alors les parenthéses qui restent sont aussi nulles. Le systémne
se trouve donc mis sous la forme (5), et par suite il satisfait a
I’équation (1).

Nous pouvons conclure :

Unsystéme®;=o (i =1, ..., n+1)satisfait a l’équation (1)
toutes les fois exclusivement que les parenthéses | ®4, ®i] sont
toutes nulles, en vertu du systéme méme (ou aussi, en particu-
lier, identiquement).

En particulier :

Un systéme ®;= a; (i =1, ...,n +1), oit les a; sont des con-
stantes, satisfait a U’équation (1) pour des valeurs quelconques
des a; lorsqu’il est en involution, et alors seulement.

Si, m étant un nombre quelconque, un systéme
P, =a, (e=1,2,..., m)

satisfait a ’équation (1) pour des valeurs quelconques des a;, le
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premier membre de (1) doit étre une combinaison linéaire des
expressions d®;. Réciproquement, si m fonctions ®; satisfontiden-
tiquement & une relation de la forme

i=n h=m

dz— Zp,dz', z A, dby,

i-1 h=1

Aiy - ..y Ay étant des fonctions convenablement choisies. on voit
tout d’abord que, parmi les @, il ¥ en aura av moins (2 + 1) indé-
pendants, puisque la forme générale trouvée ci-dessus, des sys-
temes de (n+1) équations satisfaisant i (1), montre que ces
équations sont toujours indépendantes; en second lieu, le sys-
teme ®;= a; satisfera a (1) pour des valeurs quelconques des a;; et
par suite, s’il contient précisément (2 + 1) équations indépen-
dantes, il sera en involution.
Ainsi :

Pour qu’on ait 'identité

i=n h=n+1

dz—Zp,dz‘i— z A, d¥y,

i=1

i faut et il suffit que les (n +1) joncu'ons ®, soient indépen-
dantes et en involution.

Les )4 sont déterminés d’une maniére unique par les équations

h=n+1 h=n+1 h=n+1

2 )‘/. 2 )\n———pi, 2 A/.(;—:—’i—o (i=1,2,....,n).

h=1

Le probleme de l'intégration d’une équation ® (3, z,p) = o0 est
compris dans le probléme plus général suivant :

Trouver tous les systémes de (n +1) équations ®4(3,z,p) =0
(h=1,...,n+1) qui satisfont a l’équation pfaffienne (1) et
qui comprennent l’équation ® = o.

Les intégrales ordinaires sont fournies par ceux de ces systéemes
qui donnent une seule relation entre 3 et les x. Si le systéme
de (n + 1) équations contient n constantes a,,as, ..., @, €t si
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P’élimination de ces constantes conduit a la seule équation ® = o,
la solution est dite compléte.

Introduisons maintenant les concepts géométriques habituels.

Nous appellerons variété d’éléments M, de I'espace a (n +1)
dimensions (z,, Z3, ..., Zu, 3) tout ensemble de o’ éléments tels
que le systéeme de (n +1 — {) équations qui le représente satis-
fasse a I’équation (1).

Si I'on a »' éléments

3=y(t), zi=a(t), pi=pi(t) [i=1,2...,n)

on dit que ’élément ¢ et I'élément contigu ¢ + At sont unis quand

la relation
dz dx. dxu

7‘ — P —dT —see—pPn E—:O

est vérifiée.

Une variété d’éléments est un ensemble d’éléments tels que
chacun est uni a tout élément qui en est infiniment voisin.

Par suite :

Chercher une solution d’une équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre équivaut a répartir les *" éléments
qui y satisfont en " variétés M,,.

Une transformation

zl=z(z' Tvp)v -”":'=xl(zy-""1l’)1 I’ll=Pi(3’-7’7P)
(i=1,2,...,n)

qui laisse invariante I’équation (1) est dite une transformation
de contact.

Pour que la transformation n’altére pas I’équation (1), on doit
avoir

(17) dZ—EP;dX;: p(dz—’inpgdxi),

i=1 =1 /
avec p 3 o. Car, si I'on avait p = o, il en résulterait

B, Sy oK P o,
@ oz, Yoy — 7 0Ph
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. . D[Z, X .
les déterminants de la matrice _DIZ, X] seraient tous nuls, et
D[z, x. p] ’
les Z, X\ ne seraient pas indépendants.

L’incerse de toute transformation de contact est une trans-
Sormation de contact.

Le produit de deux transformations de contact est une trans-
JSormation de contact.

On peul démontrer que, en dehors de I’équation (1), il n’existe
aucune équation pfaffienne satisfaite par tous les systémes de
la forme (5). Il nous suffira de considérer ceux de ces systemes
pour lesquels ¢ = o, c’est-a-dire qui ont la forme

oW .
s5=W(xy, ..., Za), ”"=E,T (L=1,.0.,0).
Soit alors
i-=n h=n

Ads+ ZB,~ dri+ Zc,. dpr=o

i=1 h=1

une équation satisfaite par de tels systémes; on devra avoir, en
vertu du systéme,

i=n i=n

ow rW
o, dri+ ZB dri+ zc,. drraz, dri= 0,
l--l i=1 h=1 i=1

el par suite
02
A—-+B EChd w =0 (i=1.2,...,n),

ou encore
h=

1w
Ap1+ B(+ EC/‘a

dz’,—o (i=1,2 ..., n).

Puisque ces relations doivent subsister quelle que soit la fonc-
tion W, il faut que I'on ait
Api+ B;=o, C;=o (i=1,2, ..., n),

en sorte que I’équation proposée se réduit a I’équation (1).
I1 est clair, d’aprés la définition méme des transformations de
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contacl, que toute lransformation de contact change une M; en
une M,. Réciproquement, une transformation qui change toute M,
en une M; est une transformation de contact. Soit 3'=17Z, z; = X;,
pi = P; une telle transformation; elle change par hypothése la M,,

, . oW
représentée par les équations 3 =W, p;= 55, €0 une autre M,
i

relative aux nouvelles variables; cetlte seconde M,, doit satisfaire a
la transformée de |'équation (1); mais, puisqu’il n’existe, a part (1),
aucune équation pfaffienne satisfaite par toutes les M,, de la forme
considérée, la transformée de 1’équation (1) devra simplement étre
I'équation (1) relative aux nouvelles variables, et la transformation
sera une transformation de contact. Donc :

Il n’y a que les transformations de contact qui changent un
systéme quelconque satisfaisant a l’équation (1) en un systéme
de méme nature.

Entre les (2n + 1) fonctions Z, X, P, qui satisfont a I'équa-
tion (17), il existe certaines relations différentielles caractéris-
tiques.

Tout d’abord, d’aprés ce qui a été dit plus haut, le systéme des
fonctions 7, X doit étre en involution, c'est-a-dire qu’on doit
avoir

[Z, X;]=o, [Xi, Xk]=0 (G hk=1,2,...,n).

En outre, on peut écrire

dL —‘i’:m dX; = d(z _'ilp,'x,»> — 2 Py dX;+ Elx,. dPs;

i=1 \ i=1 i=q+1 i=1

en introduisant cette expression dans I'équation (17), on recon-
i=q

nait que le systéme des fonctions Z—EP,-X,-, Pyivy .y Ppy
i=1

Xy, ..., Xg doit étre en involution. Si l'on tient compte de ce

qu’au lieu des indices 1, 2, ..., ¢, on peut prendre ¢ indices quel-

conques, on obtient

[Pi, Pk]l=0, [Py Xi]l=0 (i#k), [Py Z])=PiP; X;]
(L k=1,2,...,n).
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Les parenthéses [P;, X;] ont toutes une méme valeur, qui est
précisément p. En effet, posons

d’ou
h=n
dS =3 Y Py dPy.
h=1
Nous aurons

P; 1
d———_P,d dP;,
VS \/5 Vs
P,d P} d — P; dP;
Srlt o Seras o xS,
1 dS 1
—5-—l)d_+-—:——d—:’
( VS 2yS VS

ou

Nous pourrons dés lors écrire

i—=n i=n

d[Z+—] %P,d( P"): dZ—ZPid.\li
—p(dz—Zp,d:t,).

i=1

et l'on déduit de la que le systeme des fonctions 7 + —»

VS
X;— '/_ . est en involution. Par conséquent
OE[xi £, Xu— ]= [ Xq xhl—[xiy Pu
Vs Vs VS
: P; P; P,
— | —=» Xy —
|_./s | [«s «s]
(Z# h).
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Or
Ph

Xi %]=Pln[xh/—|+/§[\n Puj=—- —= ;/S
E'_,,
S

]= L/s »/SJ C/—i[ﬁp']

Py 1 1
—_ Pi, —= + = P N P n |y

[(Xs, 8],

r P, P P; P
;/—é. 7%] =— 8. Pul-- " L[ P;, S|,
|Xi S =2 P PrlXs, Pr]=—2Pi[Ps, Xy,
r=1

[S, Pal =-;.ZP,.[P,, Py =o.

r—1

Réunissons tous ces résultats et nous obtiendrons

P P[QP/,
0=— 2P [Py Xy |+
2SYS P Xi] 2S5

[Ps Xi| =[Pn, Xa]-

[Pay Xa),

ou encore

Donc, quel que soit , la parenthése [P;, X;] a toujours la méme
valeur.

Pour trouver cetlte valeur, introduisons deux nouvelles va-
riables Z,1, Payr, et posons X, = Zpyis Puys = ppuy, en sorte

qne
i=n+1 i=n+1
dz — 2 P,dx,--_—p(dz— 2 p,-dxi>:

i=1 i—1
nous devrons avoir
[Piy X¢] = [Parts Nuia i
mais [Payy, X, 4] =09, donc
[Pi, Xi]=0. (c. Q. F. D)
En résumé, les relations fondamentales cherchées sont

‘ [Z. Xi]=[Xs, Xa]| =[P, Pp] =0,
(18) " [Pi, Xa]=0o (£ h),
[P[, x;]=p, [P,', Z]= P,‘P.
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On emploie quelquefois la notation

=

dz';.

ki3 9o _
d.r;, +Pag; 0z

les parenthéses de Jacobi prennent alors une expression plus simple:
N (oF db % dF
Foo|= (s ——2 22
[F, @] Z (op, ax: " op; dz,)

De I'équation (17), il résulte que I'on a

JZ X,
(19) 0z 4 Pimr- =0
i
0z o\,
('zo) E -_ P E —_ Pp[.,
JZ oX;
(21) m — EP W =o0.

‘

Dérivons I'équation (19) successivement par rapporta 3, Za, pa,
il vient

SR XL
9z 9z oz’
07 _2 92X, - dP; JX; -di
(22) 0z 0z p d..dz;, drp 03 = dz;,
i
PL_§p OXi G OP 0Xi _ dp
93 9py, - 03 0py dp,. 0z dps
Des équations (19), (20), on tire ensuite
9L 9L _ P(d\i, oX;\ _
az, T Ph oz i, PRz )=
et, en dérivant par rapport a 3,
YA Y A 9y P 0X;
oz 03 +Pa 9zt ZP dxy, U3 - 0z dz:,.
i
X JaP; X
—e 2P G e XS S =

dés lors, si l'on tient compte des deux premiéres équations (22),
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il vient

dE _2 daP; dX; & (_)1;)

dr), 4\ 03 ox;, Odr; 93

‘

. dp; 0X

ou encore, en ajoutant et retranchant p, -ﬂ o—_‘, au second
i

membre

dp 2 (dP; dX; oX; dP;" )

d.z',, W d:r,, - W dz',,

De méme, si I'on dérive 'équation (21) par rapport a 3 et si I'on
combine I'équation obtenue avec la derniére des équations (22),

on trouve
de g (3R 0% dP o)
opn A 93 dp,  Opp 0z
Il résulte de la que, si V est une fonction quelconque, on a
_ dyv JP; 0X; oX; dP;
[e. V1= EEZ(TZW‘EW)
IS
dp;, -d \ 03 dz) 0z dz‘h)
c’est-a-dire

e, V1= 3 (51X V1= ZHPs V).

En particulier, eu égard aux équations (18), on obtient

oX oP
(23) [es Xsl =—p 57 e (o) Psl=—p—5= %y
oX
[ 21 =— ‘m. z) = —p}_‘,Pf
et, en vertu de (19),
Z
(24) (e Z]=°,—pd— :

Nous devons maintenant démontrer que, si 22 + 1 fonctions Z,
X;, P; satisfont aux relations

V [Z, Xe] =X, Xu] =[P, Xn] =0 (i#h)

25) (i, h=1,3....,n),
(5 17 (b, X0, [PyZ]=PiPy X, (PAThBeeem)
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les équations

’=2, x=X; pi="P

représentent une transformation de contact.
Avant tout, faisons voir que les fonctions sont indépendantes.
Si 'on avait

Ph=f[Z, ‘], 0o x,‘, l’h ceey p[._., p[,.._', cees P"]’

il s’ensuivrait que

of ] . i=n 9 ] )
[Ph, Xa] = inu, Xal+ Y 0:—,{‘[x,, Xu]
i—1
i=h—1 i=n
I (p f v v.q1_
-+ 2 o—l_.,i[P,, ‘[,]—l— ; 0—P[[P“ .\,,]._o,
i=1 i--h+1t

ce qui est impossible. Si 'on avait

Z =f(\—1. ceey X,,),
il en résulterait que

] (=n of X ' 0 '
(P, 2= B 2Py Nal = o 1Pa X
i=1
ou que
of P
X, =Pw

et P, serait fonction des X, ce que nous avons vu étre impossible.
Enfin, si I'on avait

xll=.f[xli ceey xh—h xh+l~y ey xn])

on aurait
[Pa, Xa] = 2 3% [P Xil + 2 [P,., X =o,
i=1 i=h+1

ce qui est encore impossible.
Cowmme, d’aprés les hypothéses faites, les fonctions Z, X, ..., X,
sont en involution, il existe certaines fonctions II,, ..., II, telles

que l'on ait
l:ﬂ i=n
dl — le d\;= a( dz — Zp,dz‘1>



TRANSPORMATIONS DE CONTACT. 239

Nous allons montrer que les I coincident avec les P. En effet,
d’aprés les théorémes précédents, on a

[nlly z] = nulnm xn] = "n°)
[xl' “"l=°’ |xl' nu]=", ey [xn—l, nn]=°;

dés lors, I, satisfait aux équations
[Xy, fl=o. [Xs. fl =0, vees [Xp-y, f]l=0.

Ces équations sont indépendantes, car on peut assigner une fonc-
tion vérifiant toutes ces équations moins une, quelle que soit
I'équation exclue; ainsi P,_, vérifie toutes les équations, sauf la
derniére. Comme elles contiennent (2 n + 1) variables, elles ad-
mettent au plus (22 + 1) — (72 — 1) = n + 2 intégrales indépen-
dantes. Or, nous connaissons précisément (n -+ 2) intégrales indé-
pendantes du systéeme, a savoir Z, X,, X,, ..., X,, P,. Par
conséquent, toute autre intégrale sera fonction de celles-la, et

'on aura
Ha= ?(Zy Xty oe0y Xp, Py).

P, doit entrer nécessairement dans cette fonction, car, s’il n’y
entrait pas, on aurait

l[l,,, xal =0,
ce qui n’est pas. Il en résulte que

0 , J
[“mZ]=d—]%[Pm Z), (M Xp] = ‘%:[Pm Xl

et, par suite, que

[P,,, Z] = “u[Pn, xu I

Mais on a
[Pn» Z] = Pn[puv xn]-

Donc M,=P,. On démontrerait également que II,= P, pour
toute valeur de I'indice /.
Nous pouvons ainsi énoncer ce théoréme :

Lesconditions nécessaires et suffisantes pour que (2n-+1) fonc-
tions L, X, P définissent une transformation de contact sont
exprimées par les relations (25).
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Si ces conditions sont satisfaites, on a, en outre,
[Pi, Pu] =o0;

le facteur ¢ est déterminé par [P;, X;]=p, et il vérifie les équa-
tions (23), (24).

Des relations trouvées, on déduit une importante propriété des
paventhéses de Jacobi. Supposons qu’on ait deux fonctions o, %
des variables 3, x, p; introduisons dans [9, 4] de nouvelles
variables 3/, z', p’ définies par la transformation de contact

z'=Z, .T’,-:X,', P’J=Pl:

nous avons la relation

SORIET T LAY

+2 "—‘P-"‘i — ﬂ‘ﬂ)[z,P,]

+2(%J’T‘5—%a"%)l*“ %

Jp 9% _ %% 9y p,
- Z (oP, ;. 9P dpi)[l,” Pk
ik

(% ”!‘]up—_"—P[EP(z;;%_o_P,:ﬁ) 2(1_;)% %—% ‘%)]

i

[ $lszp = PE [,,p (dX, + P 3_% 0'4' (d‘f, - Pi OZ)]

Par conséquent

[, ¢1s, rp= ple, $ls,ap-

Nous allons maintenant étudier un cas particulier important,
celui dans lequel les fonctions X;, P; ne contiennent pas la
variable z. Les transformations de contact de cette espéce s’ap-
pellent d’ordinaire, pour abréger, transformations de contact
en z, p.
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Dans cette hypothese, les équations (23) entrainent
[p» Xs]=0, [p, Ps]=0.
Or les 2n équations
[Xs, f] =0, [Ps, f]l=0 (s=1,2, ..., n)

n’ont pas d’intégrales communes, car les seules intégrales indé-
pendantes communes aux n premiéres sont Z, X, ..., X,, et aucune
d’entre elles ne satisfait aux autres équations. Donc p ne peut étre
qu’une constante, p = A. On a ensuite, d’aprés 'équation (24),

SIS

=A,
et, par conséquent,

Z=Az+Q(z, p).

Les équations (18) deviennent alors

[Az+©,X;] =0, [Pi; Az + Q] = APy,

6
(26) [x;, X,,]=[P,, Pi] =[Py Xk] =0 (e#£Kk), [P:s, X;]=A.

Tout d’abord, si les relations de la seconde ligne sont satis-
faites, les X, P sont indépendants, comme on le démontre de la
maniére déja indiquée. Puisque les X, ..., X, sont donc indé-
pendants et en involution, on peut, ainsi qu’on I'a vu, résoudre
les équations X, =a,, ..., Xp=a,, par exemple par rapport
A Zy, ...y Tgy Pary - -y Py Cest-d-dire qu’on peut mettre ce sys-
teme d’équations sous la forme

1‘—W‘(zq+|, ey Z'H,P“ '--)Prn Ay, ooy a,,)=o (l' =1, 12, .._,(1)’
Ph—Win(Zgr1y «- oy Zns Pty -y Pgy @1y <y Bu) =0 (h=g+1. ..., n)

le nouveau systéme sera aussi en involution et 'on aura

(xi — Wi, 24,— Wp)=o,
(z: — W, pPrn— W) =o,
(Pn—Win, pr— Wi)=o,

en employant les parenthéses de Poisson au lieu de celles de Jacobi,
parce que 5 ne figure pas explicitement dans le systéme. En déve-
V. 16
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loppant les parenthéses, ces relations s’écrivent

_ oW, W, =0 A + oW; —o _ oW, - oW, _
opn + op; -0 ap; oz, oz or;

Sous cette forme, on reconnait qu’elles expriment que les fonc-
tions — W,, —W,, ..., —Wg, + Wz, ..., + W, sont les
dérivées particlles par rapport & py, p3, ..., Pgy Tgpty vy Zn
d’une méme fonction que nous désignerons par

w(-rqi-h ceey III1PI1 sy qu Ay oony an)?

les équations (27) pourront alors s’écrire

oW oW
Zi=— 37 ’ Prn= az—h .

Supposons qu’on introduise dans W les X au lieu des a; soit
W(Zgsr1. «voy Tny Pty «oey Pgy Xy wevy Xu) = V(2, p),

nous avons alors

2 d‘+20 SN,

‘=q r=1

= Pk d.m—z :r;dp,+2n——d\
=1

k=q+

el, en écrivant,

-
Epr dz,= ZP‘ dzi+. 2’. Pk dzk,
r=1 i=1 h=q+1

nous en déduisons

Zpr dz,=dV + Ep, dri+ Zz. dp;— 2 X, dxX,

r=1 i=1 i=1

r=n r=n
ow
zp, d.r, = d[V -+ Zp,:n] ﬁ—rd_\,.

r=1 i=1 r=1%

ou
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Posons

i=q
oW
— X, =1, Y+ 2[’(“‘1:—1’,

nous aurons

r=n

rinp, d,= —dd + ZH,. dx,,
r=1 r=1

ou enfin, en retranchant dz des deux membres

r=n r=n
(28) dz—Ep,.d.t,.:zl(z-i—lb)—ZH,dX,..
r=1 r=1

Cette relation montre que les fonctions z + ®, X,, X,, ..., X,,
n,, ..., I, représentent une transformation de contact pour
laquelle p = 1. Les formules générales donneront alors

(Hb xk)=o (i7£k), ("ly xl)=|v
d’ou, eu égard 4 (26),
(Pi— All;, Xg)=o.

Ceci exprime que la différence P;— AIl; est intégrale du systéme
d’équations

0

(X1, f)=o, veey (Xn, f)=o.

Or on sait que des intégrales indépendantes de ce systéme sont Z,
Xy, + ..y Xpz. Donc, si 'on tient compte de ce que les P, II ne con-
tiennent pas 3, on aura

P;— All; = U;(X).

Ecrivons d’aprés cela que (Pi, Px)=o0, en observant que

(Uh U") =o,

(AD;+ U, AU+ Up)=A(ll;, Ug)+ A(U;, 1T,) = 0.
Or

r=n
(Us, Up) = 2‘ d—\:‘ (I, Xp) = '—ox:' .
r=1

Donc
U, 9U;

X, oxX, ¢
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Ainsi, les U; sont les dérivées partielles d’'une méme fonction
des X; nous écrirons

Ui= "‘;}‘"{‘).
Il s’ensuit que
r=n r=n
ZP,dx,— AZI], dX, = dU,
r=1 r=1

ou encore, par combinaison avec (29), que

r=n r=
A(dz—2p,.dx,>=Adz+Ad¢+dU——2P,.dX,.

r=1 r=1t

Posons
A+ U=4q, ZL=A3+Q;

nous aurons

r=1 r=1

A (dz — Enp,. d.r,-) =dL — ri"P,. ax,,

et 'on voit qu'on a pu déterminer Z de maniére & compléter la
transformation.

Réciproquement, supposons qu’on sache qu'une transformation
de contact multiplie simplement par une constante A, I’expression

pfaffienne ds — 2[),- dz;. Les équations (23), (24) donneront

oX, oP, oZ
%% ws% mTh

en sorte que la transformation aura nécessairement la forme

z'=Az+Q(:¢',p), :’,:X;(z, P)y P’t=Pl(1‘,P)-

Examinons maintenant le cas encore plus particulier dans lequel
Q est unc constante B, en sorte qu’on a

Z=Az+B.

Les relations [Z, X;] = o, [P;, Z] = AP; deviennent, en dévelop-
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pant

r=n r=n
oX; _ oP; A
A Ep,.m =o, Arzz‘p,.dpr =AP,

r=1

¢’est-a-dire

oX; JoP
("9) 2[),- ();'. =o0, Ep,.d—[)—: = P;.
r r

Ces équations expriment que les X sont des fonctions homogénes
des p, de degré zéro, et que les P sont des fonctions homogénes
des p, de degré un. Pour cette raison, les transformations de
contact que nous étudions sont dites homogénes ('). Dorénavant,
quand nous parlerons d’homogénéité, nous entendrons toujours
qu’il s’agit d’homogénéité par rapport aux p.

On peut voir que :

Sio(z, p) est une fonction homogéne, une transformation
de contact homogéne change cette fonction en une fonction
homogéne du méme degré.

En effet, en désignant par 4 le degré d’homogénéité de o(z, p),

on a

Soit ® la transformée de %; I'identité
%(x, p)=P(X, P)

donne par dérivation

o 0X, 0P 0P\ _
Zr 2 (5 3+ o ) =

s

(1) Plus particuli¢rement, Lie appelle homogénes les transformations de contact
pour lesquelles on a, outre les conditions précédentes,

(P, X;)=1.

Il est évident que, pour satisfaire & cette condition, il suffit de diviser tous les P,
par une méme constante A.
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c’est-a-dire
o oX, oP oP,
2 2Pt DF, P = hes
s r s r

si 'on tient compte des relations (29), il vienl

o
W;P‘=h¢' (c. Q. F. D.)

s

Réciproquement, si une transformation de contact en x, p
change une fonction homogéne quelconque ¢ en une autre
JSonction homogéne ®, cette transformation est homogéne, et
les degrés d’homogénéité de ¢ et de ® sont égauzx.

En effet, soit

oP
2P =He,

s

® étant la transformée de ¢ et H le degré d’homogénéité de ®.
On aura

Z%EP,% +z%2pr3’% =ho = %ZP,%.
r r

Cette relation devant subsister quel que soit ¢, et par suite quel
que soit P, les coefficients des mémes dérivées sont égaux dans les
deux membres. Donc

oX, oP, _h
Z”’vp_r =0 Xprgr =gPe
r

On voit ainsi que les X, sont homogénes, de degré zéro, et que
les P; sont homogeénes, de degré % Considérons alors la rela-
tion [P;, X;]= A; dans le premier membre, nous avons une fonc-

tion homogene, de degré 'h—i — 1, tandis que le second membre est
une constante; donc
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el par suile .
h=H. (c. Q. F. D.)
Il suit de 13 que :

Une transformation homogéne peut étre regardée comme
une transformation portant sur 3, Z\, Za, ..., T, %' %’—, ceey
n n
Pn—1

Pn

Ecrivons en effet

z=A3+B, zr=X (2, p), pr=Pr(= p)

Les X, sont des fonctions des rapports des p a I'un d’entre eux;
en outre, nous pouvons poser

Pr _ P, (x, p) —K,(z, Iil_, cee, PII—I)‘

Pn Pa(z.p) Pn Pn

Nous trouverons incidemment, un peu plus loin, qu'une trans-

formation de contact homogéne change I'expression E Pr :T? en
r
r

ZP,%, ® étant la transformée de ¢. Il en résulte immédiate-

ment que :

L’inverse d’une transformation homogéne est une transfor-
mation homogéne; le produit de deux transformations homo-
génes est une transformation homogéne.

Voyons maintenant comment on peut passer d’une transforma-
tion de contact homogeéne 4 une transformation générale, et réci-
proquement d’une transformation générale & une transformation
homogéne.

Soit la transformation homogéne a (22 + 2) variables y, ¢ :

yr=Y (9,  9r=Qr(¥, 7).

On aura
i=n+1 i=n+1

2 Qi dY;= Z q,'d_}’,'.

i=1 =1
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En outre, les Y; et les Qu dépendront des
Qn+l
Vi A (=12 ...,n+1;k=1,2, eu., n).
9 n+1
Posons
Y1=T1, ooy Yn=%Zny Ya+1=3, qz_:_' ==P1y e YZ:I =—Pn
Yi=z;, ..., Ye=Th Ynu =3, '71 =—p . ’7,. =—Pns
9n+y 9n+1
Yl (.}':q)= xl(’-,-’l‘:P) (i='121-'-1 n)s
Yo (y, q) = Z(z, r, p),
1164
Q?T,;',qq))—:_Pk(z' x, p) (k=1,2, ..., n).

Nous aurons

3= Z(zv T, P); zJl= X((S, z, P)v P’i= P[(Z, x, P)-
(i=1,2, ..., n),

i=n i=n
U ’ ’ 9n+| _
ds gp, dej= Z (dz Zp, dr,>.

i=1 /

puis

Or (72—'-'1% dépend seulement des y et des rapports des ¢, ¢’est-a-dire

n+
des 3z, z, p; en désignant son expression par p(3, Z, p), nous

aurons
i=n i=n
ds — Ep', dxri= p(dz —_ Zp(d.‘r().

i=1 i=1 /

Donc les équations s'=7Z, z;=X;, p;=P; représentent une
transformation de contact générale.

La possibilité de ce passage est importante, car elle montre que
les transformations de contact homogénes ne sont qu’en apparence
des transformations de contact spéciales.

Réciproquement, soit une transformation de contact générale

=1L(z, x, p) ;= Xi(3, z, p), Pi=Py(s, x, p),

et soit

ds' — EPI‘ dz;=p <dz —.inp; dri\) .

i=1 =1
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Posons
2 = Yn+1, Zi=Yi, Pi=— L:
gn+1
’
] n+1
2= Ypers zi=yh p:i=___’9;’ P=g'_“
9n+1 9n+

(f=1,2, ..., n)
nous aurons
i=n+1 i=n+1

2 qidyi= 2 qidys;

i=1 i=1

en outre
y;: X[(_}'n+|,_}’g,...,y,,,—qq' ’ ...,_q L ))
. n+1 n+1/{ (i=1,2,..., n),
r __ 9n+1
71-— P P( ®eersecetecsssessesecar st a.necncan )s
}"n..,’ = Z( @0 s 00000000t 0cstsacestsscncsocc0aacs )
Gne1 = 71;_4-1

et ces relations définissent une transformation homogeéne.

Comme nous I'avons vu, les (3, z, p) représentent un élément
plan dans 'espace & (n + 1) dimensions, exception faite des élé-
ments plans paralléles 4 I'axe des s, et cela par un défaut intrin-
séque du systéme des coordonnées cartésiennes que nous avons
déja signalé. Cette apparente exception disparait par I'’emploi du
syst¢tme des coordonnées homogénes.

En effet, les ¢, 32, «-ov ¥ngty Gy @y -y Qag liés aux sz,
Zyy ..oy Ty Puy -+ Pa par les relations
91 qn

Y eeny, Pa=—1=-,

3 =)Yn+1y T1=J1y ey Tn=Yn Pl‘—‘—an gnrt

peuvent étre considérés comme les coordonnées homogénes d'un
élément plan de I’espace & (n +1) dimensions; et, a un élément
plan quelconque de l'espace, sans aucune exception, correspon
dent, pour les coordonnées homogénes, des valeurs finies. Les

coordonnées homogénes d’un élément plan sont liées par la rela-
i=n+1 :

tion 2 gidzi=o.

i=1
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Un autre avantage présenté par les transformations homogénes
est que tout théoréme concernant ces transformations peut se tra-
duire en un théoréme concernant les transformations générales.

IV. — Construction des transformations de contact.

Nous avons trouvé un systéme d’équations différentielles carac-
térisant les transformations de contact. Douc, pour déterminer
toutes les transformations de contact, il faudra intégrer ces équa-
tions. Mais on peut résoudre le probléme sans aucune intégration.

Nous procéderons ainsi : nous construirons toutes les transfor-
mations de contact homogénes possibles et nous en déduirons
toutes les autres. )

Nous avons vu qu'une transformation de contact homogéne
satisfait a la condition

i=n+1 i=n+1

Z gidyi— E qidyi=o.

i=1 i=1
Nous avons déja résolu (n° III, au début) le probléme de trouver
tous les systémes possibles qui satisfont & I’équation

i=n

dz — Zp; dx; = o;

i=1

nous avous reconnu qu'ils s’obtiennent en écrivant les équations

Q,(3,z)=o0, ceey Q (s, ) =o,
i=q
2).&
oz,
i=1
Pr=—izg
W), 2
sl ! 17}

i=1

et en éliminant les ). Si le systéeme comprend I'équation z =o,
dans les (¢ — 1) autres équations, on pourra supprimer 5. Soient

alors
P (x)=o0, ceey Pyy(r) =0
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ces équations; on a, dans ce cas,

pr== 21101',.'

Actuellement, au lieu de z,, ..., Z,, pi, ..., puy, nous devons

] ! ’ ’ I3
considérer ¥y, ..., ¥us ¥y os Yo quy oo Gy — s -0y — G-
Nous avons, par suite,

‘l’x(}',J")=0, tb‘(y, ,)=°1
i=s
dd’, -
Zha“

En éliminant les A entre ces équations, nous obtiendrons le sys-
téme le plus général d’équations satisfaisant a I'équation pfaffienne
considérée et, par suite, les transformations de contact homogenes
les plus générales.

Pour passer alors des transformations homogénes aux transfor-
mations non homogeénes, on pose

qr=

rr=x, ceey Yn=Zpn, Yn+1= 3,
A . In __
9 n+1 Pu U 9n+1 Pn

Par substitution dans les équations précédentes, on obtient

¢ (3 2,3, 2')=o0, ceey ?s(2, x, 3, ') =o,
i=s i=s
09( 0?1
Z)\' dx,- 2)“
pr=—=" pi=—is—

3% o

i=1 i=1

Les équations ¢ = o devront étre résolubles par rapport a s des
premiéres variables et par rapport a s des secondes variables.
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V. — Digression sur la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Soient «, ¢, w trois fonctions des z et des p. Il nous suffit de
considérer ce cas, car, comme nous le savons, on y peut ramener
celui ou I'on a des fonctions de 3 et des z, p.

Nous voulons démontrer I'identité suivante, dite identité de

Jacobi :
(u, (v, w)) + (t‘, (w, u)) + (w, (u, v)) =o.

Nous avons
e o ) () - (e ) (2
dp; ~ \ op; dp,-’ “\ 7 op; ’ op; ’
o(u, v) odv Ju
—— = (u —) — (¢, —)-
oz ' Or; ' dx;

Observons que («, f), (v, f) sont des fonctions linéaires et homo-
génes des dérivées partielles de f, et écrivons

(u, f)=A/f, (v, /) =B/f.

Alors
o(u, v) Jdy ou
? = A — —B —
op; ap; dPi’
d(u, vy _, ov do
o~ Mom Pom
Par suite

i=n
_ a(u, v) dvg d(u, v) dw
((u’ 0), W) - 2 ( dp( ().T,' - d.z',- (E).
i=1

de du Yy dw dp Ju \ dw
(worw) =X [(ag—25) o~ (-2 5) )
i=1

D’autre part, en désignant pour un moment par ¢, ¢,, ..., t3, les
variables z, p, et en posant

i=2n i=3n

Af=§z,-%, Bf=2[51‘%.
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on obtient
i=2n
(A B)f = 3 (ABi—Ba 2.
i=1

Par suite, dans le cas actuel, nous aurons

((u, 0), w) = (A, B)w = ABw — BA w.
De méme
(u, (v, w)) = ABw,
(v, (w, u)) = (0, (u, w)> =— BAw,
et de la résulte immédiatement l'identité écrite.
Une application de cette identité est la démonstration du

Théoréme de Poisson. — Si ¢ et + sont deux intégrales de
Uéquation linéaire aux dérivées partielles (u, f) =o, (9, ¢)
est encore une intégrale de cette équation.

Nous avons, en effet,

(ur ?)=°) (u! ‘l‘)=0;
par suite,

(?) (4, u)) =0, ('l', (u, ?)) =o,
et de l'identité qu'on vient d’établir il résulte que
(u7 (?’ q‘)) =0,

donc (9, ¢) est intégrale de I’équation considérée. (c. Q. F.Dp.)
Donnons maintenant un apergu de la méthode de Jacobi pour
intégrer d'un syst¢tme quelconque d’équations aux dérivées par-
tielles.
Soit un systéme de r équations aux dérivées partielles ne conte-
nant pas la fonction s explicitement

u, =o, . Ur=o0;

les « sont des fonctions des z, p, indépendantes et en involution.
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Les équations

(l) Ale(uhf)=°7 ooy Al‘fE(uﬂf):o

sont indépendantes, car, 4 cause de l'indépendance des u, les
D[u]

D[«, p]
d’aprés l'identité de Jacobi, on aura

déterminants de la matrice ne sont pas tous nuls. En outre,

(i An)f = (1, un, 1)) = (1, (e 1)) = (0 wa), £)

mais, par hypothése,
(uiy up)=o;

donc
(Aiy Ah)f= o,

et les équations (1) constituent un systéme complet. Parmi les
(2n —r) intégrales indépendantes de ce systéme se trouvent u,,
U, ..., Ur, puisque chacune de ces fonctions, substituée a f dans
les équations (1), les transforme en identités. On cherche une
autre intégrale ., du systeme (1), indépendante des précédentes;

on aura
(uiy uryq)=o0 @E=1,...,r)

et les équations
(uhf):or DY ) (ul‘-t-lyf)=o

formeront un nouveau systéme complet. Nous procéderons encore
de la méme maniére, et ainsi de suite. Nous arriverons enfin a un
systéme complet de n équations

(uy, f)=o, . (uny f)=o0

admettant les n intégrales indépendantes u,, ..., «,. Résolvons
les équations

uy=o, ceey u,=o, Uy = ay, ceey Un= Gpn—p

(les @ désignant des constantes arbitraires), par rapport a py, ...,
i=n
Pn; les expressions des p ainsi obtenues rendront Z pidx; diffé-
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rentielle exacte. Posons

i=n
Ep,-dr‘r:-—dQ(_z‘,, e ey Ty Ay oo oy Bu—r),

i=1

et nous aurons (par la seule intégration d’une différentielle totale
exacte): :

z+Q(:r|, ey Tny Ay oo oy Buey) = Bp—r+1,

@n_ryy étant une nouvelle constante arbitraire.

V1. — Groupes de fonctions en général.

Soient s fonctions Fy, F,, ..., F; des an variables z, p; nous les
supposons indépendantes. Formons les parenthéses (F;, Fy), et,
celles d’entre elles qui ne sont pas exprimables au moyen des F
précédents, adjoignons-les au systéme. Comme il ne peut y avoir
plus de 2 n fonctions des z, p, indépendantes entre elles, nous
arriverons, par la répétition de cette opération, a un systéme de
fonctions F,, Fy, ..., F,, (#rS2n), tel que toutes les parenthéses
(Fi, Fr) soient fonctions de Fy, ..., F,. Si U, V sont deux fonc-

tions des F, on aura

U, v)= ;l‘% ‘)_(;,}%(Flnlrk%
hk
c’est-a-dire que (U, V) sera une fonction de Fy, ..., F,.

Etant données r fonctions F,, ..., F, des z, p, indépendantes et
telles que toutes les (F;, F;) soient fonctions des F, on appelle
groupe rép‘¢ de fonctions I'ensemble de toutes les fonctions
des F.

Les parenthéses formées avec deux fonctions du groupe sont
des fonctions du groupe.

Tout systtme de r fonctions indépendantes appartenant au
groupe est appelé une forme du groupe.

Les fonctions communes & deux groupes forment un groupe.

Comme les parenthéses de Poisson sont (3¢ partie, n° 1II) inva-
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riantes par rapport a toute transformation de contact de la forme

(1) z'=z+ Q(=,p), x?=xl(-‘l’,l’), P'l= Pi(x,p),
on peut énoncer ce résultat:

Toute transformation de contact de la forme (1) change un
groupe r¢p' de fonctions en un groupe de méme espéce, et
toute forme du premier groupe est une forme du second.
Soient F,, ®,, deux formes correspondantes; (®;, ®i) s’ex-
prime au moyen des ®; de la méme maniére que (Fs, Fi) au
moyen des F,.

Soient u,, u,, ..., 4, r fonctions indépendantes aptes a déter-

miner un groupe, c’est-a-dire telles que les déterminants de la

. D . .
matrice Diu] ne soient pas tous nuls et qu’en outre, on ait
D[z, p]
(us, up)=oum(u).
Les équations

(ur, f)=o0 (k=1,2,...,1)

seront indépendantes; en outre, si I'on pose (ux, f)= Axf, on
aura (3¢ Partie, n° 1V)

(AnApf= (ul,(ukyf)) - (uk, ( uhf)) = (( uy, u/.~)f) =§%L£‘? A.f.
s=1 .

La réciproque se démontre aisément. Donc :

St uy, ua, ..., ur est une forme d'un groupe r«rte, les équa-
tions (ux, f)=o0 (k=1,2,...,r) forment un systéme complet,
et réciproquement.

Etant données r fonctions u,, ..., u, aptes 2 déterminer un
groupe r'Pl¢, le systtme complet (ux, f)=o, (k=1,2,...,r1),
admet (2 » — r) intégrales indépendantes vy, ..., va,_,. Les (i, 0x)
sont aussi (n° IV) des intégrales du systéme et sont par suite des
fonctions des ¢, en sorte que les ¢ déterminent un groupe
(2 n— r)*?', En partant du groupe des ¢ et en procédant d’une
maniére analogue, on retrouve le groupe des «. Donc:

A tout groupe r*p'¢u correspond un groupe (2n — r)uvpley
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Jormé par toutes les fonctions qui sont en involution avec
tous les u.

La relation entre les u et les v est reciproque, et les
groupes u, v sont dits polaires ou réciproques I'un de I'autre.

De la résulte un théoréme qu’on peut en quelque sorte regarder
comme la réciproque du théoréme de Poisson, a savoir :

Un systéme complet de r équations linéaires ayant la pro-
priété que, si ¢, ¥ sont deuz intégrales quelconques du systéme,
(2, ¢) en est aussi une intégrale, peut toujours étre mis sous

la forme
(ur, f)=o (k=1,2,...,r),

les uy étant aptes a définir un groupe r«p'e.

Soit Axf=o0 (A=1,...,r) le systtme complet, et soient
1y +++y Pan_r Ses (27 —r) intégrales indépendantes. Par hypo-
thése, (vi, v4), quels que soient 7 et A, esL encore une intégrale du’
systéme; on a donc

("i, on)= ?lh("h ceey Vou—r),

c’est-a-dire que ¢y, ..., ¢35_, définissent un groupe (2 n— r)"ple,

Soit alors uy, ..., «, une forme du groupe r*?* polaire du pré-
cédent; les ¢ constituent un systtme d’'intégrales indépendantes
du systéeme complet (ux, f)=o (k=1,...,r), et par suite ce
systéme ne saurait différer du systéme donné.

11 est évident, d’aprés la propriété d’invariance des parenthéses
de Poisson, que toute transformation de contact en z, p
change deux groupes réciproques en deux groupes réciproques.

Si les fonctions « sont indépendantes et en involution, le
groupe réciproque contient toutes les fonctions w«, et par suite
an—r2r,oursn. Ainsi:

Un systéme en involution a 2 n variables ne peut contenir
plus de n fonctions indépendantes.

Deux groupes réciproques peuvent avoir des fonctions com-
munes. On qualifie de singuliéres ou distinguées (en allemand
ausgezeichneten)les fonctions d’'un groupe qui appartiennent aussi

V. 17

4
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au groupe réciproque, c’est-a-dire les fonctions d’un groupe qui
sont en involution avec toutes les fonctions du groupe lui-méme.

Il est clair que les fonctions singuliéres d’'un groupe sont aussi
fonctions singuliéres du groupe réciproque.

Les fonctions singuliéres d’'un groupe sont en involution entre
elles, et par suite constituent un sous-groupe qui est commun au
groupe donné et a son réciproque.

Si I'on applique a4 un groupe une transformation de contact
quelconque en z, p, par suite de l'invariance du symbole (g, ¥),
toute fonction singuliére se change en une fonction singuliére.
Donc le nombre des fonctions singuliéres indépendantes est inva-
riant vis-a-vis de toute transformation de contact en z, p.

Toute fonction singuliére donne lieu & une relation entre les
fonctions du groupe et celles de son réciproque, puisqu’elle peut
s’exprimer aussi bien au moyen des unes que des autres. Suppo-
sons, réciproquement, qu’entre les fonctions du groupe « et celles
de son réciproque v il existe m relations indépendantes

¢€2) Qu(Uyy oo s Upy 91y ooy Ven—r)=10 (i=1,...,m).

Les 2 n fonctions u, ¢, dont (2 n — m) seulement sont indépen-
dantes, déterminent un groupe (27 — m)*P'*G; car les (u, ¢) sont
nulles, et les (u, ©), (v, v) s’expriment respectivement a l'aide
des u et des v. Si w,, ..., w, est une forme du groupe réci-
proque de G, on aura

(us,wn)=o0, (vr,wp)=o0 (s=1,...,r; t=1,..,an—r; h=1,2,...,m).

Les premiéres de ces équations expriment que les w appartiennent
au groupe des ¢, les secondes qu’ils appartiennent au groupe des «.
Les w, appartenant au groupe des u et a son réciproque, sont
des fonctions singuliéres des deux groupes. Si I'on pose

wi="74(u)=04(v),

le systéme des équations nx(u)=04(¢) doit étre équivalent au
systéme (2). D’ou cette conclusion :

~ - Le nombre des fonctions singuliéres indépendantes d’un
groupe est égal au nombre des relations indépendantes entre
les fonctions du groupe et celles de son réciproque, et ces rela-
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tions peuvent toujours étre mises sous la forme
(g oo ur)=0(0y, ..o, P20-r).

Voyons alors comment, étant donné un groupe, on détermine
le nombre de scs fonctions singulicres.
Soit 2(u,, ..., u;) une fonction singuliére du groupe des «; on
devra avoir
(u;, 9)=o0 (E=1..00,1)

Or

h=r

0
(“11 ?)=2Wi(uh ull);

h=1

on peut donc dire que ¢ doit étre une intégrale du systéme d’équa-
tions lin¢aires aux dérivées partielles )

h=r
= _ v _
(3) A,f=I2(u,, uy) = o.
(=8

Remarquons que ce systéme est un systéme complcl; en effet

(An Ap)f= (ut, (%f)) - (“h (ui,f)) = ((“i, uk),f) )

ct, comme
(ug ug)= Yu(u),
il s’ensuit que

h=r h=r
(A Ak)f=zﬁf,';(—:2(u/.,f)= dq’-—;’;(:)x\,,ﬁ
h=1

h=1

Le nombre des équations indépendantes du systéme (3) est égal a
la caractéristique du déterminant

(. uy) ... (wy,u,)
4)
(wp w0y) ... (upyur)

Soit donc (r — m) cette caractéristique, avec m2o; le systéme (3)
admet m intégrales indépendantes. Par conséquent:

Si¢ (r — m) est la caractéristique du déterminant (4), le
groupe contient m fonctions singuliéres indépendantes.
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En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que
le groupe engendré par les u ne contienne pas de fonctions
singuli¢res est que le déterminant (4) ne soit pasidentique-
ment nul.

On voit encore que la détermination des fonctions singuliéres
exige l'intégration d’'un systéme complet.

Remarquons que le déterminant (4) est un déterminant gauche;
pour 7 impair, il sera identiquement nul; on peut donc dire que:

Si r est impair, le groupe contient au moins une fonction
singuliere.

Si un groupe r*p' contient (r —1) fonctions singuliéres
indépendantes, ce groupe est en involution, et toutes ses fonc-
tions sont singuliéres.

En effet, st ¢y, ..., ¢,_y sont (r —1) fonctions singuli¢res, et
si ¢ est une fonction indépendante des précédentes, les fonctions
€4y «+es €r_y, ¥ constituent une forme du groupe; d’ailleurs
(viy x)=0, (viy v)=0; donc le groupe est en involution.

Parmi l'infinité des formes d’un groupe, il en est une qui est
dite forme canonique.

Soit le groupe non en involution : uy, ..., #,; les u; ne seront
pas toutes singuliéres; supposons par exemple que «, ne soit pas
singuliére. Puisque, en désignant généralement par o(u) une
fonction des u, nous avons

h=r
(11,9 = X oot (s, un),
h=1
celle expression n’est pas identiquement nulle, et nous pouvons
trouver une fonction ¢ telle que cette expression sont égale a
I'unité. Posons u,= o, et nous aurons alors

(uy, ug)=1.
Cherchons maintenant la fonction f(u) du groupe pour laquelle
() (u l)=Af =o, (us, f)=Ayf=o0.

(uy, uy) (uy, q)

n'est pas
(ues, uy) (g, ug) P

Comme (u,, u;)3 o, le déterminant
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nul, et les équations (3) sont indépendantes. En outre
A f—MAf= (un (uuf)) - (“n('%f)) = ((un ":)»f) =(1,f)=0

les équations (3) forment donc un systéme complet, et clles
admettent (r — 2) solutions indépendantes u}, u, ..., u,_,. Les
(u}, u}),d’apres le théoréme de Poisson, satisfont aux équations (5),
et sont par suite des fonctions de ', ..., «,_,. Il en résulte que
ces ' déterminent un sous-groupe du groupe considéré.

En outre, les «,, u,, u,, &}, ..., u,_, sontindépendants. En effet.
comme les «' sont indépendants, s’il existait une relation, elle
devrait contenir au moins 'un des «,, u«,, et se ramener a 'une

des deux formes
wy— b (uy, uy, uy, ..., up_y)=o, wy— W(uy, wy, Uy, ..o, Up_y)=0;

or, dans le premier cas, on aurait la relation absurde

i=r-1

P % |, .
o= (uy— P, us)=(uy, ug)— —(uy, 3)— — (upu)=1,
duy duy

i=1

et de méme dans le second cas.
On peut donc trouver une forme w,, w,, u), &,, ..., u,_, telle
qu’on ait

(uy, ug)=r, (e, “:’)=0’ (uy, u;)=o,

les u; constituant une forme d’un sous-groupe du groupe donné.
Imaginons qu’on répéte la méme suite d’opérations sur les fonc-

tions ', u}, ..., &,_,, supposées non en involution, et qu’on con-

tinue ainsi jusqu'd ce qu’on arrive 4 un ensemble résiduel de
fonctions toutes en involution.

Ecrivons P,, X, au lieu de «,, w«,; P,, X; au lieu des deux
fonctions analogues du groupe ¢/, etc.; enfin X, 4, ...y Xpmyq au
lieu des derniéres fonctions en involution. Nous pouvons énoncer

ce théoréme :

Un groupe r p'c peut toujours étre mis sous la forme

P;, ceey Pm, x], co ey X,,,, xmoh ceey X,,H.,, (q=l'—2m),
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ces fonctions satisfaisant aux relations
(6) (P, Xo)=1, (PuPu)=(Xt, X0)=(P;, Xg)=0  (i#£Kk)

Cette forme est dite forme canonique.
Sif(Pyy.... Pmy Xy, ...s Xpiyq) est une fonction du groupe, on a

. 9 .
Cufr= X K==L =1 my

(Xx,f)=o0 (h=m+1,...,m+q).

Pour que f soit une fonction singuliére, il faut donc qu’elle ne
conticnne ni les X;({ =1, ....m)niles P;({=1, ..., m), et réci-
proquement. Clest-a-dire que :

Les fonctions singuliéres du groupe sont exclusivement
toutes les fonctions des Xyt -+ oy Xmyq-

Par conséquent :

Les nombres m et q sont les mémes pour toutes les formes
canoniquesd’un groupe; q est le nombre des fonctions singu-
liéres indépendantes; la différence entre q et Uordre du
groupe est un nombre pair. :

En outre:

Si, entre 2 m + q fonctions Py, ..., Py Xy, ..., Xpnyq, 0n a
les relations (6), ces fonctions sont indépendantes quand les
xm+¢, oy Xm+q le sont.

Ln effet,s’il existait une relation Py =9 (Pa, ..., Py Xy ooos Xinyg)s

on aurait
(Ph xl)‘:(?) xl)= o,

tandis que (P,,X,)=1; on démontre de méme l'impossibilité
d’une relation X, =o(Py,....Pn, Xo, ..., Xpnyg).

Soit un groupe G de forme canonique Py, ..., Pu, Xy, ... Xpmyg
(g > o). Désignons par T' le sous-groupe Py, ..., Pp, Xy, ..., Xpm,
Xmyay ooy Xmyg. Puisque X, n’appartient pas a [ et est en
involution avec toutes les fonctions de T, elle appartient au
groupe I" polaire de T, sans étre une de ses fonctions singuliéres.
On pourra donc trouver une fonction Py, du groupe I' telle
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que (Pupiy, Xop)=1.Les Py, .., Py, Xy ooy Xouyg satisfont
aux relations canoniques et sont indépendants (les Xpmya, ...,
Xmyq étant indépendants). En continuant ainsi, on voit qu'on
peut toujours arriver & un groupe canonique sans fonctions sin-
gulieres, Py, ..., Pnyg, Xy, ..., Xpyq, €t contenant le groupe
donné comme sous-groupe. Ayant obtenu ce groupe, adjoignons-
lui une fonction X,y .41 de son groupe polaire, puis cherchons
la fonction correspondante Ppy gy, et ainsi de suite. Nous arri-
verons a cette conclusion :

Etant donné un groupe au moyen de la forme canonique
Py, ooy Py Xy ooty Xy On peut trouver certaines fonctions
Pogiy oooy Pay Xogqpts -ooy Xo telles que Py, ..., Py Xy, o0y Xy
soit une forme canonique d'un groupe 2 n*pe.

Ces fonctions, d'aprés un théoréme établi, donnent naissance

i une transformation de contact en z, p :
F=3+0Q, z;= Xy P:'=Ph
Q étant déterminé par quadratures.
Ceci posé, nous nous proposons d’examiner, étant donnés deux
groupes pour lesquels les nombres r, ¢ sonl les mémes, s'il existe
une transformation de contact en z, p qui change l'un des

groupes en J'autre (*).
Les groupes étant mis sous la forme canonique

l,h LA va xh AR xln*']: le RS ] va Y:; LERR} Y»N—v/'
on peut trouver deux groupes
pl) cree Pln xlv ey xfl; Qh ce ey (2141 Yh ey an

qui les contiennent, et par suite deux fonctions Q(z, p), Q(¥,¢q)
tels que les équations

=549 .’l‘;'= X, P:: P, et 3= z+1_l, a";: Y[, P;= Ql

représentent deux transformations de contact. Mais on aura encore

(') L'égalité des nombres 7, g est une condition nécessaire du passage, & cause
de l'invariance des parenthéses de Poisson vis-a-vis des transformations de con-
tact en z, p.
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une transformation de contact en faisant le produit d'une de ces
deux transformations par l'inverse de l'autre, et ce produit
change I'un des deux groupes donnés en I'autre. Donc

La condition nécessaire et suffisante pour que deur groupes
reples puissent étre transformés l'un dans Uautre au moyen
d’une transformation de contact en z, p, est que les nombres
des fonctions singuliéres des deux groupes soient égau.r.

Nous dirons que tous les groupes transformables I'un en I'autre
au moyen d’une transformation de contact en z, p appartienncnt
au méme type.

VII. — Groupes homogdnes.

Un groupe est dit homogéne s’il admet une forme composée
uniquement de fonctions homogénes par rapport auzx p.

Une transformation de contact homogéne change un groupe
homogéne en un groupe homogeéne. En effet, elle change toute
fonction homogéne par rapport aux p en une fonction homogéne.

Soient H; (i =1, 2, ..., r) r fonctions homogénes par rapport
aux p, de degré s;, définissant un groupe homogéne. Si F est une
fonction quelconque du groupe, on a

i=n k=r
oF oF oH; JF
2P —Z(W:ZP'J,;)-Z’*'"*W,"
i=1 k=1 \ i k
i=n OF
en sorte que Zl)i‘;ﬁ est une fonction du groupe.
=
Réciproquement, soit un groupe I;; supposons que, F étant
: < . OF N
une fonction quelconque du groupe, 21)51?. fasse aussi partie du
4

i=1

roupe; nous aurons
’

i=n

| d"k
2‘ Pi 'd—'P'l- = Q;(H).

Si les Q sont tous nuls, les H sont homogénes et de degré zéro;
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dans le cas contraire, I'équation linéaire

z ‘d‘I(H _EQ(H)O:I(IH)_

admeltra (7 — 1) intégrales indépendantes Ny, ..., N,_, qui seront
des fonctions homogénes de degré zéro du groupe. En adjoignant
aux N une intégrale F de I'équation

ZPldF(H) _20 (H)— =F.

on aura une forme Ny, ..., N,_, F du groupe considéré, F étant
homogéne de degré un. Puisque les r fonctions écrites sont homo-
gtnes, le groupe aussi sera homogeéne. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe soit
homogeéne est que, F étant une fonction quelconque du groupe,
oF . .
2 Pi gy, appartienne aussi au groupe.

&
Evidemment, on peut encore dire :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un groupe rép'c
soit homogéne est qu’il contienne r fonctions indépendantes

Fi, ..., F. . telles que les fonctions ZP, oFa (h=1,..,7)
i=1
appartiennent aussi au groupe.

De ce qu'on vient de dire il résulte que :

On peut toujours trouver pour un groupe reprle homogéne
une forme composée, ou de (r — 1) fonctions de degré zéro et
d’une fonction de degré un, ou de r fonctions de degré zéro ;
dans ce dernier cas, le groupe est en involution.

En effet, si les N; (¢=1, ..., ) sont de degré zéro, (N;, Ny)
est de degré — 1; mais, comme d'autre part (N;, Ni) doit étre de
degré zéro pour étre une fonction du groupe, elle doit ¢tre iden-
tiquement nulle.

Dans le premier cas, on peut aussi trouver une forme composce
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uniquement de fonctions homogénes de degré un, a savoir N F,
NQF, ey N,-_|F, F.

Soient deux groupes homogénes H;, K;, et soit L, le sous-
groupe qui leur est commun. Si f est une fonction quelconque

i=n
0, . . . . . .
de L, Ep;(% appartient a H; et a K;, et par suite a L, qui est
i

i=1

donc homogéne. Donc :
Le sous-groupe commun & deux groupes homogénes est

homogéne.

Démontrons maintenant un lemme :
Si H est une fonction homogéne, et si f est une intégrale de
i=n 0
Uéquation linéaire (H, f)=o, E[)i;"—)f—i est aussi une intégrale
i=1
de cetle équation.
Soit m le degré d’homogénéité de H; posons

i=n

(ILf)=Af, Zmdpl

i=1
on a

(B, A )f Z 0/' gﬂ- df oH f A[),‘.

ox; dpl dp; d.r,- A- dp;
Or
oH ol JH JH oH
B‘E—( ')0 B;.Z'—,=mo—£’ A[)i——a—l'
Done

(B,A)f=(m—1)A/f.
Mais, f étant une solution de (II, f)=o0, on a
Af=o, BAf=o,
, par suite de la relation précédente,
ABf=o,
i=n ')
ce qui prouve que Bf ou ZP"% esl aussi une solution de
]

i=1
I'équation donnée.
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Soit alors H,, ..., H, un groupe homogéne; si K,, K,, ...,
K.q_r est le groupe polaire, les K seront solutions du systéme

(H, f)=o0, ..., (Hf)=0. Or, a supposer qu'on ait choisi

. . JK .o .
les H homogénes, les fonctions Epitﬁ seront aussi, d'aprés le
¢
i

lemme précédent, des intégrales de ce systéme, et par suite
appartiennent au groupe polaire, qui sera donc homogéne. Ainsi :

Le groupe polaire d’un groupe homogéne est homogéne.

Par conséquent

Les fonctions singuliéres d’un groupe homogéne définissent
nun groupe homogéne.

Cherchons la forme canonique des'groupes homogénes.

Soit u,, ..., #, une forme d’un groupe homogéne, et suppo-
sons tout d’abord les « en involution. Si les « sont tous de degré
zéro, en posant ;= X;, Xy, ..., X, sera la forme canonique
cherchée. Si les « ne sont pas tous de degré zéro, nous pourrons,
comme on l'a vu, trouver r fonctions H,, ..., H, homoge¢nes de
degré un, et en posant H;=P;, P,, ..., P, sera la forme cano-
nique. Les deux formes trouvées sont canoniques, puisque I'on
adans le premier cas (X;, X3) = o, etdans le second (P;, Px)=o.

Supposons maintenant que le groupe ne soit pas en involution.
On pourra trouver une forme Ny, ..., N._;, H, oi les N sont
homogenes de degré zéro et H homogéne de degré un. Comme le
groupe n’est pas en involution, les N4 ne peuvent étre toutes sin-
guliéres. Supposons que N; nc le soit pas; alors on pourra
trouver une fonction homogéne du premier degré de la forme

F=Ho(Ny, ..., Nroy)

telle qu'on ait (F, N,)=1. Il suffira que la fonction Q satisfasse
a I'équation
i—r—1

0 o
H Z an; (N N+ (I, Npe =1,

i=1

Or (N, Ni) est une fonction homogéne de degré — 1, en sorte
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que (N, Ng) H est de degré zéro, ou est fonction des N :
(Noy Ne) = @ik (Nyy oo oy Necy)s
(H, N;) est aussi de degré zéro, en sorle que

(H, Ng)=dx(Niv ooy Ny )

L'équation précédente devient done

i=r—1

[//Y] |
2 ?“(N)W‘--f-!?l(l\)!l:l;

clle admet des intégrales, parce que les 9, 4 ne sont pas tous nuls.

D’autre part, il est encore loisible de supposer que H ne soit pas
singuliere (si elle I'était, il suffirait, au lieu de H, de prendre HN,,
qui cst homogéne du premier degré et n'est pas singuliére); on
peut alors trouver une fonction ® de degré zéro

P = e(‘;\-h CEXT) Nl‘-i)

telle qu'on ait (H, ®)=1. Il suffit pour ccla que O satisfasse a

I'équation
=r-—1 00
u(NY 2o — .
PIRTCIPEL

Ainsi on peut toujours trouver dans le groupe deurx fonctions
homogénes P,, X,, de degré 1 et o, telles que (P,, X,)=1;
Cune des deux fonctions peut étre prise arbitrairement,
pourvu qu’elle ne soit pas singulicre.

Une fois trouvés Py et X, on peut, d’aprés un théoréme pré-
cédent, déterminer une forme P,, X,, N, ..., N,_, du groupe
telle que les N soient en involution avec Py, X, et déterminent un
groupe (r— =)', Ce groupe est homogéne; en eflet, si
¢i(¢=1.2.....2n—r) est le groupe polaire du groupe donné,
©1s «oey Van.ry Py, X, sera le groupe polaire du sous-groupe
(r — 2)*P'*; mais les ¢; peuvent étre pris homogénes, Py, X, le
sont aussi; par suite, le groupe polaire du sous-groupe est homo-
gene, ct il en est de méme du sous-groupe lui-méme.

Partant, on peut répéter sur le sous-groupe ce qu'on a fait sur
le groupe donné, ct ainsi de suite. .\ la fin il restera un sous-
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groupe cn involution qui sc¢ réduira a la forme canonique d'une
des deux maniéres indiquées ci-dessus. Donc:

Tout groupe homogéne repic peut étre mis sous l'une ou
Uautre des deux formes canoniques

Ph L] |:’Ilh xl’ ey km-v-ll-

(n .
P|, pm+l]v ‘\h L] xnn

les P et les X étant de degrés respectifs 1 et o, et les fonctions

d’indice supérieur a m constituant le sous-groupe des fonc-
tions singulicres.

D'aprés cela, il estaisé d’établir que : Les conditions nécessaires
el suffisantes pour qu'on puisse passer d'un groupe homogéne
@ un autre par une transformation de contact homogéne sont
que ces deux groupes aient les mémes valeurs m, q et qu’ils
admettent des réductions canoniques appartenant toutes deur
a@ l'un ou lautre des deux types(1).

VIII. — Structure des groupes de fonctions.

Etant donné un groupe &, ..., iy, On a, comme on sait
(1) (wgy up)=Qu(u).
I’ensemble des propriétés du groupe qui dépendent uniquement
du nombre r et des fonctions Q;; est appelé la structure du
groupe.

Entre les r? fonctions Q, il existe certaines relations que nons

allons établir.
Reprenons les relations connues

(uia ”/.') -+ (uh ul) =o0,
\ \
((ui, uUn), u/.‘) -+ (( wUpy W), lq) -+ (( gy ), u,,) =0
(LG h k=, .., 0).
La premicre de ces relations donne

(2) Qu(u)+Qi(u)y=0 (Lk=1,...,7)
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De la seconde, en observant que

s=r
oy (u)
((uh Un), “k) = (Qi/l(u)y u“) &S -%“L (usy )
s=
.v=rd9 (
= XS e,
=1
on déduit
| [0 o0 004 ( :
o | 3[R0+ B0, 8100
s s
s=1

(G hyk=1....,r).

Nous démontrerons que réciproquement, étant données r? fonc-
tions de r arguments Qix(uy, ..., u;) (&, k=1, ..., r) satisfaisant
aurx relations (2), (3), on peut déterminer un nombre n et un
systéme de r fonctions indépendantes u,, ..., u, des »n va-
riables z,, ..., Ty, pyy ..., pa vérifiant les relations (1).

Soient F(u), ®(u) deux fonctions des r arguments u,, ..., u,;
écrivons

S ou(w) G o = IF, @
ik
En particulier
Qi) = |uy ugl

Ce symbole est une généralisation de la parenthése de Poisson «t
s’y réduit quand on fait

r=an, ;= py, Upti = Ty Qrn+i(u) =—Qpyii(e) =1
(i=l,-.-,n),

tous les autres Q étant égaux a zéro. On a, comme pour l¢ symbole
de Poisson,

) F, ®| +|®, F| = o.

En outre, on peut démontrer que

) |F, s \r|l+l~p, v, Fll+|\l’, lF,(blI:o.
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On a '
oF o|®, W]
F, l#, Wll 29“ du “ous ug
)P, ¥| _ NP W IRy ob OV )
PR P L. S AP ot Ll
vug B«)u, dug dua Y Ougouy dug ~ dug duy vug)
d’ou
qu’wl— N o oW 2 oY
I I u.‘l dua 2p dur dug dug ‘adup du, dug

I
02,3 9b IV )
dug duy duy S
Par sommation avec les expressions analogues, il vient
[F, |, wll+]¢, v, F|l+|\|r, IF, q>||
= Y logag[ M OV oo _oF
- 3 «3=re Oug duy Jugdug  Oug Ouy dugoug
a,8.v,
o JF ord + JF o¥ ord
Juy ouy dugduy ~ Oduy Jdug dugou,
b oF 0w + o od oF
+ dug dug dugduy ~ Jdug duy dugduy
9y [ OF oo oW ok 0¥ OF 0¥ oF 07
%3 9u dup Oug ()uY du; ()uu duy duy ~ dug ?)u—, dug s.

Le premier et le cinqui¢me termes réunis peuvent s’écrire, en met-
tant dans le second d’entre cux vy, g, 3, 2 a la place de a, 8, v, ¢,

oF d» oV JF o o¥

Qag &y 5 Oug Ouy Jugoug oug 2y208a 5~ duy Ouy Jugoug dup

leur somme est nulle d’aprés la relation (2). Il en est de méme de la
somme du second et du sixiéme termes, et de zelle du troisieme et
du quatriéme termes.

Les trois derniers Lermes peuvent s’écrire, en changeant a, 8, v, ¢
en v, 3, 8, 2 dans le second et en ¢, f, a, y dans lc troisiéme :

OF G NI B o o 0By
duy duy dug %3 dug dug i Jusg ()ug 3 dug

en sommant par rapport a 'indice 3, on obtient zéro, d’aprés la
relation (3).
Par conséquent, la relation (3) est vérifiée.
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Ceci posé, commengons par montrer qu'on peut choisir deux
nombres m, ¢ liés a r par la relation r =2am + ¢, et r fonctions
Py oty Pogge Xy ooty Xppde uy, ..., u, de maniére a satisfaire
aux relations

(6) Py Xi|=1, |P;yPr|=]|PyXul=1|Xp Xl =0  ({=k).

Si les Qu(u) sont toutes identiquement nulles, il suffit de
prendre m =o, g =r, et

Pi=u, Pi=u, .., r=Uur;
alors on a, d’aprés (1),

lpi, p/,l = o.

Supposons maintenant que les Q;x(«) ne soient pas toutes nulles,
et en particulier que les Q,x(u) ne soient pas toutes nulles. Posons
P, = u,, et prenons pour X, une intégrale de I'équation

k=r
Pufl= Do L =
k=t
\, est indépendante de Py, parce que, autrement, on aurait
I[Py, Xq[=o0,
tandis que | Py, X,| =1. Les deux équations diflérenticlles
[Py, fl=0, |Xy, fl=0

sont indépendantes, parce que X, par exemple est intégrale de la
scconde et non de la premiére; elles forment un syst¢éme complet,
parce que

iy X0 S| = | X, |P.,f1| = |m, Xil, A =1 s1=0:

donc il existe (r — 2) fonctions ), ..., u,_,, indépendantes entre
clles, qui satisfont a ces équations. De plus, ces fonctions sont
indépendantes de Py, X, car si l'on avait par exemple

Py=0(Xy, uly ooy wry),
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il en résulterait que

J9 d0 ,
I=|P1, X.I=EIX,, X,l—i— r‘,‘lu’“ X|l e o [u,_,, X1l = 0.

()u',\_,
A ’
Si toutes les | u;, u}| sont nulles, posons Py =/, ..., Pr_ = u, _,,
nous aurons

m=1, q=r—2,

et le systéme cherché sera
Ph P!s SRR ] Pr—l) xI-

Si les | u;, «)| ne sont pas toutes nulles, supposons en particu-
lier que les |«, u;| ne soient pas toutes nulles. Nous poserons
alors P;= «,, et nous prendrons pour X, une solution commune
des équations

(7) “)hf|=01 lthl=°) lphfl="

A ce systéme, il est loisible de substituer, d’aprés le théoréme de
Jacobi, un systéme de trois équations linéaires homogénes, avec
une variable, f, en plus :

(8) Il)h \Vl=o, ]X., ‘v|=0, lpg, \Vl+(,_ = 0.

IW
f
De ces équations, les deux premiéres, comme on I'on déja montré,
sont indépendantes, et la troisiéme est évidemment indépendante
de celles-1a. En outre, leur ensemble forme un systéme complet.
En désignant, pour abréger, les premiers membres par AW, BW,
CW, on a déja trouvé

(A, B)W=o,
de plus
, ow
A OW = [Py, 1y, Wi+ |0, 5%
A 0P, W i
— Py, ]P,, Wi — l:)—fl = IIPh le, W } =o,
- . . oW
(B, )W = Xy, [Py, Wi +[.\,, s
)Xy, W .
— Py, | Xy, W Ll :, I=l|31,l’zl, \Vl:o.

Alors, si toutes les intégrales du systeme élaient indépendantes
V. 18



274 TROISIEME PARTIE.
de f, I'équation i)\f
I'égnation |P,, W|= o serait aussi une conséquence de ce systéme.
Donc, comme tous les «; satisfont a [Py, W| =0, |X,, W| =0,
ils satisferaient aussi a |P,, W| =0, oua |u,, W| = o, ce qui est
contraire a I'hypothése. Il existe donc au moins une solution
dépendant de f, W(u,, ..., u,, f), et la fonction f des « définic
par la relation W = o sera une intégrale du systéme (7).

Nous poserons X, = f; la fonction X, est indépendante de P,,
Xy, Py, car sinon, si par excmple on avait

= o serait une conséquence du systéme (8), ct

. . X’=?(Ph xlr P!)y
il en résulterait

o0 J -
t=1Py, Xl = G- [Py, Pyl + Py, Xy | =,

En outre, entre les quatre fonctions P,, X, P;, X, existent les

relations
|Py, Xy =Py, X4]| =1, [Py, Pa| =[Py, X4 =|X;, Xz| =o0.

En continuant de la méme maniére, on voit qu’on arrivera finale-
ment a un systéme de fonctions liées par les relations (6).

Une fois trouvées les 2m + ¢ =r fonctions indépendantes
Py, .o, Py, X4y ..oy Xnde uy, ..., ur, nous pouvons considérer
les w,, ..., u, a leur tour comme fonctions des P, X. Prenons un
nombre 2 quelconque non inférieur toutefois a m + ¢, et désignons
parPoygiiy oo vy Puy Xagry -y Xp (2 — 2m — ¢) variables indé-
pendantes (dont les « ne dépendent pas); nous aurons, en général,

s oF od
“‘1 ¢|= Z'Ph Plulop dpk

+ 2o Xl o3, + UlPe Pl (G 3% = 3 )
ik
ou, eu égard a (6),
i=t
En particulier, nous aurons

Qi (u) = |uyy ur| = (ui ukp,x.
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Donc les u,, ..., u,, considérés comme fonctions des P, X, satis-
font aux équations (1). Notre assertion est dés lors justifiée.

Si les Qix(u), tout en satisfaisant auxr relations (2), (3),
sont des fonctions homogénes et du premier degré, nous pou-
vons déterminer les u,, ..., u, de maniére que le groupe en-
gendré par les u soit homogéne.

Nous supposerons qu’on ait déja trouvé les fonctions u,, ..., u,
des p, x satisfaisant a (1), et nous chercherons a déterminer une
forme canonique P, X du groupe défini par les u, telle que les P
soient homogeénes dc degré 1, et les X homogénes de degré o,
par rapport aux u.

Si les Qi(u) sont tous nuls, nous prendrons P,= u,,
Pr=u,.

Si les Qi ne sont pas tous nuls, et si, en particulier, les Q4 ne
sont pas tous nuls, prenons P, = u,. En désignant par f une fonc-

..y

. u u u , .

tion de ¢y = -2, v;= -2, ..., v,_y= —=» on pourra déterminer
uy uy uy

cette fonction de maniére que

i=r-=1

(ulff).t,p= 2 (uy, v,-):—{; =1;

en effet,

4 1
(uh Vi) = — (uh ui+l)= - Qi,l-'—l(u))
uy Uy

et, comme par hypothése les Q sont homogénes de degré 1, (u,, ¢;)
sera homogéne de degré zéro, et sera donc une fonction des ¢.
Nous prendrons comme fonction X, une intégrale de I'équation
considérée. Nous aurons de la sorte

(Plr xl) =1,
P, étant homogene de degré 1 et X, homogéne de degré zéro.
Formons alors les équations

i=r

(9 (Pufr= RPuunil=o, (X )= RXyudgl =0,

qui, ainsi qu’on le démontre facilement, sont indépendantes et
forment un systtme complet. Si les (r — 2) solutions indépen-
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dantes de ce systéme sont homogénes de degré zéro en u, par un
raisonnement déja fait on en déduit qu’elles doivent étre en invo-
lution ; nous prendrons alors ces solutions comme fonctions X,,
X3, ..., X,_y, ¢t nous aurons la forme canonique P,, X, X,, ...,
Xr_1. Si les solutions du systeme (g) ne sont pas toutes homogenes

’

de degré zéro, on remarquera que les équations jointes a I’équa-
gre )

i=r Qf
2tz =0
i=1

forment un systeme complet. En effct, indiquons les trois équa-
tions respectivement par

Af=o, Bf=o, Cf=o;

tion

nous avons, en tenant compte de ce que (P, u;) est homogéne de
degré 1 et que (X,, u;) est homogéne de degré zéro,

(A, B)f = (P,, (x.,f)) — (x,, (P,,f)) = ((P,, X.),f) =, f)=o,

(A, ©f = DAw—C(Py, u] 2L

a(Py, 9,
= Z[(P., u.-)—za,.‘—o;ﬁ'—)] L=,
i h

(B, C)f = E[Bu,_ C(Xy, u;)]:—{l

_ o(Xy, ui)] of _
= Z[(xh “1)—2uhTh] m = Bf-

A

Soient ¢y, ..., wr_g (r — 3) solutions indépendantes du systéme
considéré, et soit ¢ une solution commune aux équations (g) et a
I'équation

i=r

zuté%ti'=l;

i=1

les fonctions ¢, w,¢, ..., w,_y¢ définissent un groupe 7*P'* homo-
géne, pour lequel les parenthéses de deux quelconques des fonc-
tions constituant la forme, sont des fonctions homogénes de degré 1
de ces mémes fonctions. En effet, ces parenthéses sont des fonc-
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tions homogénes du premier degré des u, et les fonctions consti-
tuant la forme du groupe sont aussi de ce degré.

Traitons le nouveau groupe comme nous avons traité le groupe
r®r'c, etainsi de suite. Nous finirons par obtenir pour le groupe r*?'e
une forme Py, ..., Pm, Xy, ..., X, (m+g=r), les P, X étant
des fonctions homogenes des u,, ..., u,, de degrés respectivement
égaux a 1 etao.

D’aprés cela, les . ..., u, peuvent étre considérés a leur tour
comme des fonctions des P, X, et 'on obtient méme des fonctions
homogénes des P, de degré 1. En effet, si 'on multiplie les équa-
tions

lespcctlvemcnt par —Lel par sy et si 'on somme par rapport a

dP d‘(

h et &, on trouve

du, 0P, 0u, dP,,,
zu‘[ ')—P-; Bu_l R oP,, ‘)ui
i
du, d‘, dus; X, Jdu,
X, 0w Tt oX, d_u,-] T A oP,

Pu;

or, la quantité entre crochets est égale 4 o ou a 1 selon que (£ s
ou que { = s; donc

h=m

z duy P,= u,.

Si enfin aux P, X nous adjoignons d'autres variables quel-
conques Py, ..., Py, Xgu4, ..., Xp, n étant un nombre quel-
conque, mais non inférieur 3 m ni a ¢, les u,, ..., u, définiront
un groupe homogéne a 2, variables Py, ..., P,, Xy, ..., X,.

IX. — Transformations de contact infinitésimales.

Unc transformation infinitésimale en s, z, p,

M Xf=Us r,p>o—+251(~ x,p>;,—+2m(s = p) L

i=1 i=1
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est appelée une transformation de contact si elle est admise par
I'équation

¢2) d:—zp,dz‘: o.

i=1
Rappelons qu'on dit (1™ Partie, n° XXI) qu'une équation pfaf-

fienne Zuidxiz o admel une transformation infinitésimale
i

xf=YuL

01‘1

quand on a, 5 élant une certaine fonction des variables,

zxm dz;+ zu: dti= 62“1 dx;,
i i

i
ou

. *
X w; + Eu 22 = qu;.
i - I'd-l‘,' i

Pour la transformation (1) et I'équation (2), on a donc

14 ok,
= G =,

et, si I'on pose

3) = Dpiki=—W,
i

ces équations peuvent s'écrire

b W Lo_ 9V _ oW __ dw

= o’ S TP ST @
4) i=n

A A
C=2Ptm—\v' ¢S ==9z

On dit que W est la fonction caractéristique de la transforma-
tion de contact.
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Etant donnée une transformation de contact infinitésimale Xf,
I'équation (3) détermine immédiatement la fonction W correspon-
dante. Réciproquement, étant donnée la fonction W, la transfor-
mation de contact est déterminée par les équations (4), c’est-a-dire
que l'on a

Xf= (zp,f‘l —w> %g-;- W of

op; - -J)—,' oz
{

dW 9 J

_zmaﬁ =W, /1-w¥
:

Nous appellerons pour abréger ¢transformation W la transforma-

tion de contact infinitésimale ayant pour fonction caractéris-

tique W,

Les transformations d’un groupe a un paramétre engendré par
une transformation de contact infinitésimale sont des transforma-
tions de contact; en effet, elles laissent invariante I'équation (2).
Réciproquement, si un groupe est formé de transformations de
contact, c’est-a-dire s'il laisse invariante I'équation (2), la méme
chose aura lieu pour sa transformation infinitésimale. Ainsi :

Un groupe a un paramétre est un groupe de transformations
de contact quand sa transformation infinitésimale est une
transformation de contact, et alors seulement.

En outre :

Une transformation de contact infinitésimale se réduit a la
transformation identique lorsque W = o, et alors seulement.

En effet, si elle se réduit 4 la transformation identique, on aura
, c = E,'= II;=o0
et, d’apres (3),
W =o.

Réciproquement, si W = o, la transformation de contact consi-
dérée se réduit, d’aprés (4), a la transformation identique.
Soient A, f, A,f deux transformations de contact infinitési-
males, de fonctions caractéristiques W,, W,; soient ¢, ¢; deux
constantes quelconques; il est aisé de démontrer quec, A, f+4ca \a f
est unc lransformation de contact infinitésimale de fonction
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caractéristique ¢, W, + ¢, W,. Si 'on se rappelle que r transfor-
mations infinitésimales A;f sont indépendantes, par définition,
i=r
quand on ne peut trouver r constantes ¢; telles que Zc.-;\,'fz o.
i=1
on aura cet ¢noncé :
Les r transformations de contact infinitésimales de fonc-
tions caractéristiques W,, ..., W, sont indépendantes lors-
qu'il Pexiste pas d- constantes c;, en nombre r, telles que

i=n
EC,"V,‘E o, et alors seulement.

i=1

En nous souvenant des définitions données au n® IX de la pre-
miére Partie, nous pouvons dire qu'une fonction ® admet une trans-
formation de contact infinitésimale W lorsque [ W, ®]— W -‘:’L: =o,
et alors seulement; qu'une équation ¥ = o admet cette transfor-

. » OF .
mation quand [W,F]—W d—l: s'annule par suite de F=o, et
alors seulement.
En particulicr, I'équation W = 0 admet la transformation de

y -
contact W, car[W, W]—W % = \V%’ s’annule st W = o.
Les formules (4) nous ont donné, pour la transformation W,
_ow
T ez’

or, pour que la transformation laisse invariante I'expression

pfaffienne dz — 2 pidz;, on doit avoir s = o. Donc:

Une transformation de contact infinitésimale W laisse

invariante 'expression pfaffienne dz—z pidx;, quand
i

W =v(z,p), et alors seculement; dans ce cas, on a
. . 0w o
(5) kf:((,f)+(2p,a—ii—v>;5.

Si une transformation de contact infinitésimale poss¢de cette
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propriété, le groupe qu'elle engendre la posséde aussi, car
(n° I, 3¢ Partie) il a la forme

(6) 3'=3+Q(z,p), z;=Xi(z,p), pi=Pi(z,p).

Réciproquement, si un groupe a la forme (6), la transformation
de contact infinitésimale génératrice de ce groupe a la forme (3).

Plus généralement, si notre pfaffien doit se reproduire multiplié
simplement par une constante, ¢ devra étre constant, et 'on aura

W=cz+v(z,p)

en sorte que les transformations finies du groupe auront, comme
on sait, la forme '

3'=Az+Q(=x, p), z;=Xi(z,p), pi=Piz,p),

avec A=1—c.

De ce qu'on vient de dire il résulte qu'une fonction §(z, p)
admet unc transformation de contact infinitésimale ¢(z,p) si
(¢, ¢)= o, et alors seulement. Donc:

Etant donné un groupe rerle w,(z,p), .... u.(z,p), le
groupe polaire est U’ensemble des fonctions des x, p, qui sont
invariantes par rapport @ toutes les transformations de con-
tact infinitésimales dont les fonctions caractéristiques appar-
ticnnent au groupe.

Parecillement :

Les fonctions singuliéres sont les fonctions d’un groupe
qui sont invariantes par rapport a toutes les transformations
de contact infinitésimales dont les fonctions caractéristiques
appartiennent au groupe.

Pour cette raison, les fonctions singuli¢res sont encorc dites
les fonctions invariantes du groupe.

Déterminons maintenant la forme des transformations de con-
tact infinitésimales X fen z, p qui laissent invariant le pfaffien
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i=n
Ep,'dz','. On aura
i=1
W =o(z, p),

i=n 9 i=n 9
Xf =Yt p) 2+ Ptz p) 3L
i=1 i=1
ct les relations (4), (5) donneront

Jo dv av
(/) E‘.= d—p—l-, lli:_()_f—i’ V=Zp,';,;; =2P‘~E‘-,

i=1 i=1

xf= (O,f),

et la fonction ¢ sera homogéne du premier degré par rapport
aux p. Nous qualifierons d’homogéne une transformation de
conctact infinitésimale (v, f) en x, p pour laquelle la fonction
caractéristique ¢ est homogéne du premier degré par rapport

aux p. Le groupe engendré par la transformation infinitésimale X f
i=n

laissera invariante I'expression 2 pidx;, et sera donc un groupe
i=1

de transformations de contact homogéne (n° III, 3¢ Partie). Réci-

proquement, si un groupe est homogéne dans le sens de Lie

(c’est-a-dire si A =1), la transformation infinitésimale qui I'en-

gendre devra laisser invariant notre pfaffien. Donc:

ainst

La forme générale des transformations de contact homo-
genes infinitésimales est (¢, f), la fonction caractéristique v
étant homogéne du premier degré par rapport aux p. Les
groupes homogénes sont engendrés par toutes ces transfor-
mations de contact cxclusivement.

Une transformation de contact homogéne se réduit a la trans-
formation identique quand ¢=o, et alors seulement, ainsi
qu'on le voit par les équations (7).

Si l'on considére que ¢ (9, f)+ ca(va, f)=(c1 04+ €2¢3, f),
on peut conclure que :

Les transformations de contact infinitésimales (vi, f) sont
indépendantes lorsque les v; sont linéairement indépendantes,
et alors sculement.
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Si (e, N)=Af, , (v2,f)= Aaf sont deux transformations de
contact infinitésimales homogénes, on a, d’aprés I'identité de
Jacobi,

(Ay, A:)f=(\(‘m ":)1f)°

Mais (v,, v;) est une fonction homogéne du premier degré. Donc :

En combinant au moyen des parenthéses deux transfor-
mations de contact infinitésimales homogénes, on obtient une
transformation de contact de méme nature; et si v,, v, sont
les fonctions caractéristiques des premiéres transformations,
(¢4, 92) est celle de la derniére transformation.

Deux transformations de contact infinitésimales homogénes, de
fonctions caractéristiques ¢,, ¢, sont permutables (1™ Partie,
n° XIV) si (¢, ¢3)= 0. Cela résulte immédiatement de la formule
précédente

(A1, A0S = ((on, 000 ).
Si

(8) r'= x(-",P)y P'= P(xyp)

est unc transformation homogéne, et si (¢, f) est une transfor-
mation de contact infinitésimale homogéne, la fonction ¢ se change
évidemment par la transformation (8) en une fonction homogéne
du premier degré des p’, et 'on a en outre, comme on I'a trouvé
autrefois,

(3 )z, pr=(9,f )z, p-

Ailnsi :

Si a une transformation de contact infinitésimale homogéne
on applique une transformation de contact homogéne, la
transformation de contact infinitésimale transformée est
encore homogéne, et sa fonction caractéristique s’obtient en
introduisant dans celle de la transformation donnée les nou-
velles variables.

Soient maintenant deux transformations de contact infinitési-
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males de la forme spéciale

Aaf—(vnf)+(zpt-— —v)
Asf = (2 f)+(2P1—— —":) 3

v, ¢, étant des fonctions des z, p. Comme elles laissent inva-

-9

Q'

(2]

(9)

&

hl

riant le pfaffien dz — ZP,-dx,-, on peut en dirc autant de (A, Ay) f;

c'est-d-dire qu'il devra exister unc fonction W telle que

(A ADS = (W, f>+(2m3‘l’ -w) 3

ll s'agit de trouver la fonction W. On a

(AL, A f = ("h (":yf)) - ("h ("hf)) + [ ("n ZP: = — ¢y )
_(v,, zp,s;'i_ o,>]g.
(g ) [R(Br )

00, X d%o,
- EZP‘ "Pidph].
i

Or

D’od, aprés quelques réductions,
(AvAa)S= ((v“ v’)’f) + (Zpid(‘;[;iv’) —(v1, v2)> gt

en sorte que W =(¢,, v;). Donc:

Si¢ Uon a les deux transformations de contact infinitési-
males (9), de fonctions caractéristiques v,, v,, la transforma-
tion (A, A,)f est une transformation de contact infinitési-
male de méme nature, sa fonction caractéristique étant

(Vl, "2)'

Si a la transformation A f on applique une transformation de
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contact de la forme (8), en observant qu’on peut écrire

J
Af=[v,f]—vd’—:y
et que 'on a

[o:f 1z 2, p =19 Szt 2, 015 93 93 93 o3’

on reconnait que Af se change en une transformation de méme
forme, dont la fonction caractéristique s’obtient en introduisant
dans ¢ les nouvelles variables.

Pour étudier les transformations infinitésimales de contact les
plus générales, nous partirons de celles qui sont homogénes.

Soit H une fonction de y, ..., ¥u41y Gty +-+y Gusr, homogéne
du premier degré par rapport aux ¢, en sorte que (H, f) est une
transformation de contact infinitésimale homogéne. Soit F une
fonction quelconque homogéne de degré zéro par rapport aux q.
Nous pouvons poser

== gaes W (Fmens 21 ooy g — e = ),
9n+1 qn+1

F = F Pty o ees Vg — ‘l'....,_q").
(}'IH-I Y1, Ya Tnrt Fnet

Il s’ensuit que

(H,F)y,g=—qn+1(W, F)y y —W(qu+1, Fy,q

Mais, si nous faisons

'] .
S =Yna+1, Ti=Yi Pl:_i' (‘='1"'1n)v
q n+1
F sera fonction des 5, z, p; il en sera de méme de W, et nous

aurons
oF
(gn+1,F)= 5> — gnrt(W,F)yg=[W,F]; 2,
et enfin

OF

(H, F)yg=[W,Fl;, 2, ,—W Fye)

c’est la le type le plus général des transformations de contact
infinitésimales.
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Soient maintenant les deux transformations

B,F:[w.,l«']—w.g.

B,F=[W,,F]—W,z—f-

La transformation (B,, B)F laissera invariante I'équation (2), en
sorte qu'clle sera une transformation de contact infinitésimale;
cela revient a dire qu'on aura

S JF
(Bi, B)F =[V,F]—V3-.

Il reste a calculer V. Posons
, . oF
ArF=(II, F ),,,=[Wk, F];’P‘,,—Wk % = B4 F (k=1,2).

Nous aurons
(Al, A:)F =(Bu B:)F

ou

(By, B)F = ((1,, ), F)

Comme (H,, H,),,, est homogéne du premier degré par rapport
aux ¢, on a

(lli’ Hl)y.v =

—U(s,a,p);
Tart (3,2,p)

d’ou, d’aprés ce qu’on a trouvé tantdt,

oF

(s, 1), F)y =[UFlep—U G

"

On tire de 1a U=V. Pour trouver I’expression de V, obser-
vons que

oH,

(Hy, Hy)y, g =(Hi, — gnat Wa) = — gnss (H;,Wa)yg + 5 - Wa;
n
oW
(Hyy Wa)yg =[Wi, Walz 0, p— W, 7;5
par suile
(thz)y,q _ IW, oW,
g (Wi, Walz,p,q+ Wiy wry —W, o3’
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ou

(10) V(Wi Wilsnp— (Wi 52— Wa 2.

Ainsi :

Si l'on a deur transformations de contact infinitésimales
B,F, B,F, aux fonctions caractéristiques W,, W,, la trans-
Jormation (B, B,)F est une transformation de contact infini-

tésimale dont la fonction caractéristique V est donnée par la

Jormule (10).

Appliquons a une transformation de contact infinitésimale

BF =[W,F]. ,,—w"i,

une transformation de contact quelconque
s=1L(s,p) r'=X(3,z,p), p'=P(sxp)

Nous aurons

(W, Flswp=2[W.Fl: z.p,
ﬂ" c)F 1)L oF 0\1 N
03 " 93 01', e - op; 93

Or (3¢ Partie, n" 111)

0z 1 o '

03 =P_“[?v”=.r.p=?-[975]-'-'.1'.1:’1
). ¥

Py =—"[Pr\l].,,t.p-——[Pt-t;].,.r »
opP; ,

E =— [ pilz, 2 p-

On trouve donc

oF oF
93 “sz ‘—[P’l It 0

et enfin

oF

BF = p[W,Fs o, p+ W[, Flo, et pp— 2 W 3’
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ou
oF
BF =[pW, Flo',x,pr — oW 75+
Donc:
Sil'on applique & une transformation de contact tnfinité-
simale de fonction caractéristique W une transformation de
contact quelconque, on obtient une autre transformation de

contact infinitésimale dont la fonction caractéristique est pW,
¢ étant la fonction connue qui figure dans Uidentité

dZ—ZP(dX,‘: p(dz —zpid:t,').
i \ i

On dit qu'un groupe de fonctions u,(z, p), ..., u,(z, p) est
{nvariant par rapport a une transformation de contact en z, p

(11) xi=Xi(x,p), pi=Pi(z,p) (i=1,...,n),

ou qu'il admet cette transformation, quand les
un(X(2.p), P(x,p))

sont encore des fonctions du groupe, c’est-a-dire quand, en vertu
des équations (11), on a

up(z',p')=Fy (u,(.r,p), vy u,.(.t,p)) (h=1,...,r).

Comme (3¢ Partie, n® VI) toute transformation de contact
change deux groupes réciproques en groupes réciproques, on voit
que:

S¢ un groupe de fonctions est invariant par rapport & une
transformation de contact, il en est de méme de son groupe
réciproque.

Puisque (1" Partie, n® X) un systéme d’équations différentielles
admet, par définition, une transformation quand celle-ci change

ses intégrales en intégrales, nous pouvons dire que :

Un groupe de fonctions u,, ..., u, admet une transforma-
tion (11) quand cetle transformation est admise par le systéme
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complet (vp, f)=o (h=1,..,2n0—1), 04y ..., Van_, repré-
sentant le groupe polaire.

Or, un systéme admet toutes les transformations d’un groupe
a un parameétre quand il adnet (dans le sens qui a été indiqué a
I’endroit voulu) la transformation infinitésimale génératrice du
groupe. Nous dirons de méme qu’un groupe de fonctions u;
admet une transformation infinitésimale quand cette transforma-
tion est admise par le systéme complet correspondant (¢4, f)= o,
et nous pourrons conclure que :

Un groupe de fonctions admet le groupe de transforma-
tions de contact engendré par la transformation infinitési-
male de caractéristique W =cz + v (x, p), lorsqu’il admet
cette transformation infinitésimale, et alors seulement.

Rappelons-nous ensuite qu’un systéme complet admet un groupe
de transformations & un paramétre X f, ou, ce qui revient au
méme, une transformation infinitésimale X f, quand, « étant une
quelconque de ses intégrales, il en est de méme de X u. Nous
aurons comme conditions pour que le groupe « admette la trans-
formation X/ :

Xup=oplty, ..., 1) (h=1,2,...,r).
Nous avons trouvé

Xf=(W,71-w¥;

donc, comme les « ne contiennent pas s,
Ju
Xup=[W,upl=c[s ur]+[v, upn]=—c E p,# + (9, up).
L3
i

Si en particulier v =0, ¢ =1, 0na

Juy,

Xup=— 2 Pi=5—>
P)

o

en sorte que les conditions pour que le groupe considéré admette
la transformation de contact infinitésimale de caractéristique
W =z sont

dup

Zp,-m =—op(Uyy ..., ur) (h=1,2,...,7).
4
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Mais ce sont la les conditions pour qu’un groupe de fonctions
soit dit homogéne (3¢ Partie, n° VH). Nous pouvons donc con-
clure que :

Un groupe de fonctions des x, p est homogéne quand il
admet la transformation de contact infinitéesimale de carac-
téristiqgue W = 3, et alors seulement.

Nous avons démontré (3¢ Partie, n° VIIl) que, étant données
r? fonctions de r arguments Qi (u«y, ..., u,), satisfaisant & cer-
taines conditions [numéro cité, équations (2), (3)], on peut
trouver, pour n suffisamment grand, un systtme de r fonctions
indépendantes «,, ..., u, de 2 n variables z,, ..., 2n, py, ..., pa
pour lesquelles on ait les relations

(i, ur)=Qu(u)  (Lk=1,...,r).

Soit, en particulier,
s=r

ﬂik(u)=20u-,u, (Lk=1,...,r);

s=1

des équations (2), (3) du numéro VIII rappelé, il résulte que

Z(Cih"‘ Ckis)Us= 0,

s=1
2 (Cihs Csht+ ChksCsit +ChisCshe) Us = O}
s.t
d’ou, pour que ces relations soient indépendantes des «,
Ciks+ Ckis= 0,

s=r .
(G hkyt=u,...,r);
E:(cih:c:kt+ ChksCsit =+ ChkisCsht) = O

s=1
ce sont les équations (A) et (B) du troisiéme théoréme fonda-
mental de Lie (1% Partie, n° XI, p. 67).

Considérons les transformations infinitésimales en z, p

Aif=(un,f) (@E=1,...,r).

Elles sont indépendantes; en effet, pour qu’elles ne le fussent pas,
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il faudrait qu’'on edt, en désignant par ¢, ..., ¢, r constantes,
i=r 9 i=r 9
u; 2 u;
Ci— = Ci— =0 h=1,...,7r);
2 'dph 101‘;. ( ! 7
i=1 i=1
i=r
en sorte que 2 ¢; u; serait une conslante, et les «; ne seraient
i=1

pas indépendants. On a ensuite

(A Ax)f = ((ul, uk),f) =£§ Ciks ( u”f)="=zrc”“ Asf.
s=1 s=1

Donc, d’aprés le second théoréme fondamental, les A;f sont aptes
a engendrer un groupe a r paramétres, et les constantes de struc-
ture de ce groupe sont précisément les c;,.

Nous nous trouvons dés lors avoir démontré la seconde partie
du Troisidme théoréme fondamental de Lie. N

X. — Groupes de transformations de contact.

Nous pouvons nous borner & considérer les transformations de
contact homogenes, puisque celles-ci, comme nous le savons, ne
sont pas moins générales que les autres. )

Un groupe  r paramétres de transformations de contact homo-
génes contient » transformations de contact infinitésimales homo-
geénes (u; f) indépendantes entre elles; les fonctions «; sont
ho mogénes par rapport aux p et linéairement indépendantes. l.a
fonction caractéristique de la transformation de contact infinité-
simale la plus générale Ze;(u,-,_/) du groupe est Ze,-u,-.

i

4

Si I'on pose
Aif=(ui, [
on a
(A, Ap)f= chku\:ﬂ
ou =

(( wi, ug ),f) = zclks(unf)v

$



292 " TROISIEME PARTIE.

<(lll, uk_)—Ec,'k,u,,f> =o.

s

ou encore

Or, on a vu (n" IX. 3° Partie) qu’une transformation homogéne
se réduit a la transformation identique lorsque sa fonction carac-
téristique est identiquement nulle, et alors seulement; donc on
doit avoir

s=r

(v) (lli,"/.)=2c1k,us (LGhk=1,...,r).

s=1

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on a

s=r

(A Ag)f= 2 ciksAsf-

s=1

Donc

Pour que les transformations (u;, f) soient aptes a engendrer
un groupe a r paramétres, il faut et il suffit que les u; ne satis-
Sassent & aucune relation linéaire a coefficients constants et
qi’elles vérifient les relations (1).

Il peut arriver que les «,, ..., u,, tout en étant linéairement
indépendantes, ne soient cependant pas indépendantes. Suppo-
sons par exemple que «,, ..., «n, soient indépendantes, et que
les autres « soient fonctions de celles-ci :

Umrh = 0p(Uyy oo oo Upy) (h=1t,....,.r—m).

On aura alors

s=m \=r—m
(uj, up)= E Ciks Us—+ E Cikymrsws(U);
s=1 s—=1

en sorte que uy, ..., &, définiront un groupe m"P'* homogene de
fonctions.

Les invariants du groupe de transformations (u,, f) sont,
par définition (17 Partie, n°1X), les fonctions f telles que, X étant
une transformation infinitésimale du groupe, on ait

Xf=o;
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c’est-a-dire que ce sont les intégrales du systeme («;, f)=o, ou
enfin les fonctions du groupe polaire du groupe de fonctions
défini par les u;.

Il est évident qu’une transformation de contact homogéne
change un groupe homogéne, i r paramétres, de transformations
de contact en un groupe de méme nature.

FIN.
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