www.libtool.com.cn



33

oy,




. R -

LI T



www.libtool.com.cn



| THEOREMES
ET PROBLEMES

DE GEOMETRIE.



Ouvrages dy Baron Reynaup.

1°. Traité d’Arithmétique & T'usage des Ingénicars da Cadastre, * § fr.
2. Traité d'Arithmétique b I'nsage des Eléves qui se destinent aux Ecoles
royales Polytechnique, Militaire, de la Marine, et des Foréis (16¢ édit.

F183a), 4 fi. 50 c.
3¢, Filémens d’Algébre , 8¢ édition , 1830, 2 fr. 50 ¢,

4°. Cours de Mathématiques, i I'nsage des Elives de la Marine , par
MM. Reynaud et Nicollet ; 3 vol. in-8, 1829.
1ef vol., Arithmétique et Algébre, par M. Reynaud, 5 fr.
a¢ vol., Géométrie ct Trigonométrie, par M. Vicollet, 7 fr.
3e vol., Statique (sous presse)/

8. Trigonomeétrie rectiligne et sphérique, suivie des Tables de logarithmes

de Lalande (3¢ édition), 3 fr.
6°. Tables de logaritkmes (h sept décimales) pour les nombres et les lignes
trigonométriques, in-13 (édition stéréotype) 1839, 3 fr. 50 c.
7°. Traité d’ Application de I’Algibrea la Géométrie (a¢ édit. , sous presse).
8. Manuel de UIngénieur du Cadastre, in-§4°, 10 fr.
9°. Problémes et développemens sux les diverses parties des Mathéma-
tiques, . 6 fr.

108, Traité élomentaire de Mathématiques et de Physique , suivi de
notions sur la Chimie et sur I’ Asgronomie, & Pusage des Eldves qui se
préparent aux examens pour la Marine et pour le Baccalauréat ds-lettres,
a¢ édit., revae, corrigee et considérablement angmentée ; 2 vol. in-8° avee
a1 pl. , 1833. (Chaque volume sc vend séparément 9 fr. ) 1afr. Soc.

11°. Théorémes et problémes de Géoméurie, suivis de la théorie des plans,
et des préliminaires de la Géométrie descriptive, comprenant la partic
exigée pour l'admission 4 I'Ecole Polytechnique, 1833. 5 fr.

120, Elémens de Géométrie descriptive, suivis de la Perspective, des
Ombres, dela Gnomonique, etc. (Sous presse).

13°. Traité d’ Arpentage de Lagrive, avec les Notes de Reynaud, 7 (r.

Notes sur Bezout.

14°. Arithmétique de Bezout , avec les notes (15¢ édit. 1832), 3 fr.50c.
15°. Géométrie de Bezout , avec des notes contenant un grand .nombre de
Problémes, et des Llémens de Géométrie descriptive (7¢ édit.}, G fr.
16°. Algébre et Application de I’Algebre A la Géométrie, avec Ies notes, G fr.
Les Notes sur I'Arithmétique, sar Ju Géométrie et sur I’Algebre, sc

vendent scparément.

Nota. L' Arithmétique (16 édition), P Algébre (8¢ édition), P Appli-
cation de U Algébre & la Géométrie (comprenant la Trigonomeétrie), et les
Notes sur ’Algébre et sur la Géométrie de Bezout, sont particuli¢rement
destinées anx léglévcs qui se proposent d’entrer & ’Ecole royale Polytechnique
et & ’Ecole spéciale Militairc de Saint-Cyr. Ces ouvrages renferment jes
solutions des principales difficultés relatives aux examens.

IMPRIMERIE DE BACHELIER,
rue dua Jardinet, n° 12,

'



THEOREMES
ET PROBLEMES

DE GEOMETRIE,

sSUIVLS

DE LA THEORIE DES PLANS, ET, DES PRELIMINAIRES
DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE,

COMPARNANT

LA PARTIE EXIGEE POUR L’ADMISSION A L'ECOLE
* POLYTECHNIQUE,

A LYUSAGE DES ELEVES

Qui se destinent a Ecole l’olyteclmu{lil;:o i la Marine, a I’Ecole Militaire
de Suint-Cyr et & I’Ecole Foresticre ;

Par e Banox REYNAUD,

Exami pour Padmission & ces Ecoles, Chevalier de 1a Légion-d'Homueur , Docteur
de la Faculté des Sciences , Membre de plusicurs Académies, etc.

OUVHAGE ADOPTE PAR L UNIVERSITE.

PARIS,
BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

POUR LES MATHEMATIQUES ,

QUAI DES AUGUSTINS, N° 55,
L

1833

J‘J’j.



Tout Exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterdt
\_pas, comme ci-dessous, la signature de I Auteur et celle du
Libraire, sera contrefait. Les mesures nécessaires seront prises
pour atteindre , conformément & la lot, les fabricateurs et
les débitans de ces Exemplaires.

Se vend aussi :

A BORDEAUX,
CHEZ GASSIOT FILS AINE, LIBRAIRE,

FOSSES DE LINTENDANCE, N° 6.

. Q\\‘\.



AVERTISSEMENT.

- Cet Ouvrage, divisé en trois parties, est destiné
a compléter la Géométrie élémentaire , & préparer
les éléves au concours général et aux examens , ew
les exercant sur un grand nombre de problémes de
Géométrie , 3 démontrer les différens principes qui
'servent de base a la Géométrie descriptive , et & faire
connaitre les élémens de cette science.

La premiére partie contient des théorémes et des
problémes relatifs & des points et a des lignes qui
sont dans un méme plan.

La deuxiéme partie traite des propriétés générales
des points , des lignes et des surfaces qui sont situés
d’une maniére quelconque dans I'espace ; on y trouve
la démonstration de plusieurs principes qui serviront
dans la Géométrie descriptive.

Dans la troisicme partie , on. expose les principes
fondamentaux de la Géométrie descriptive, et I'on

donne les solutions de problémes élémentaires a
laide desquels on pourra résoudre les questions les
plas compliquées.

Lorsque les données et les inconnues sont dans un
méme plan, la Géométric élémentaire fournit le
woyen d'exécuter sur ce plan, les constructions qui
conduisent a la solution de la question proposée.
Mais, lorsqu’un probléme conduit & considérer des
points et des lignes situés d’'une maniére quelconque
dans l'espace, il faut recourir a de .nouvelles mé-

$.8.°.



vi - " AVERTISSEMENT.

thodes qui, constituent la partie des Mathématiques,
nommee GEoMETRIE DESCRIPTIVE , dont l'objet spécial
est de résoudre , a l'aide de constructions effectuées
sur un plan, les différens problémes qui se rappor-
tont aux trois dimensions de -Uétendue. Le procédé
dent on fait usage, est la méthods des projections,
qui consiste a rapporter  deux plans qui se coupent,
toutes les parties de T'espace. . - -
' Lies.difficultés qui se présentent, ldrsqu’an étudie
les 1raités.de Géométrie descriptive, me paraissent
tenir a plusieurs causes que je vais indiquer-:
~ Deas élevés, qui. ont appris la Géometrie avec fa-
ailité, ent de la peine a retrouver les théorémes sur
lesquels il faut s’appuyer pour démontrer I'exactitude
des- diverses oonstractions indiquées, et souvent
métire’ ces ¢onstructions dépendent de ' principes qui
me se:trouvent pas dans les traités de. Géométrie. De
plns;on est accontumd, dans ces traités, i voir sur les
figures, les points et les Jignes qut servent aux dé-
monstrations ; oe quim’a. plus lieu, dans la- Géomé-
trid desqrtpﬁ've , & 'égard des pbints et des lignes qm
nesont’pas dans les plans de f;ro;ectiom e e

"Pour remédier a ces inconvéniens, et pour né pas
interrompre I'enchainement des raisonnemens: qui
condsuisenta la solution.deés problémes.de la Géahé-
ttie ‘desciiptivey :j'établis dans des prelimirlaires, les
diverses propriétés {[ui. servent de fondement a.
eonstroetion,des epuees. '+ - i

- Adin dé faeiliter: inselligence des demumﬂ‘ailmls ,
e fais-lconneéties: par des muméros de renvoi, Jes
propoditiens prébédentes auxquelies il faut avoir re-

-
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cours; et Jorsque cela me parait nécessaire, yindique,
sur une figare, les lignes, qui étant situées daus
I'espace, ne servent qu’a faire connaltre comment
on peut déduire les inconnues des données, a I'aide de
constructions exécutées sar un seul plan. J'en déduis
le moyen de tracer I'épure qui ne renferme que les
lignes nécessaires a la soJution du probléme.

Je discute avec soin les difiérens cas qui peuvent
se présenter, et lorsque des copstructions se trouvent .
en défaut, dans certains cas particuliers » je tésomns
dn'eclement la question proposee. .

Jai principalement insisté sur le construction de
la pyramide triangulaire , parce que cette construc-
tion fournit la solution graphique des .diffécens pro-
blémes relatifs aux triangles sphériques. - - :

. Jai donné le moyen de trouver les nebattemens, sur
]es plans de projection,-djun point de I'espace sitné
dans un plan connu, gt rdciproquement, de déter-
miner les projections d'un poiat de V'espace dont on
connalt le rabattement sur I'un des plans de projee~
tion. Jen ai déduit une méthode générale ‘pour ré-
soudre des probiemes relatifs & des points et a des li~
goes situés dans V'espace., Jopsque les données et les
inconnues étant sur-mu méme plan , ces donnces ne
sont déterminées que par leurs projections.

J’ai adopté plusieurs expressions abrégées qui sont
consacrées par l'usage. Lorsque je parlerai d’une
ligne , sans en désigner l'espece , il s’agira d’une ligne
droite. Lorsque je dirai zirez AB, il faudra entendre,
tirez la droite AB par les points A et B. La perpen-
diculaire sur le milieu dune ligne AB, sera la per-
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pendiculaire & la| droite AB, menée par le milieu
de AB. Lorsqu'on parlera d’'un cercle OA, il s'agira
du cercle dont le centre est O et dont le rayon est OA.

Quand on parlera d’un arc, sans désigner son espéce,
il g'agira toujours d’un arc de cercle ; et suivant qu'un
arc sera situé dans un plan horizontal ou dans un plan
vertical, on dira que cet arc est korizontal ou qu’il est
vertical. De méme, un angle sera dit horizontal ou
. vertical, selon que ses denux cdtés seront dans un
plan horizontal ou vertical; et quand les cotés de
P'angle seront dans un plan qui formera un angle
aigu ou obtus avec I’horizon ,»on dira que cet angle
est oblique. Lorsqu'on proposera de mesurer un
triangle, un rectangle, un cercle, etc., il faudra
entendre qu'on veut en mesurer la surface.

Les numéros placés entre parenthéses , indiquent
des renvois aux articles correspondans de cet ouvrage.
Ainsi, dans la 7° ligne de la page 10, I'expression
(n° 15) indique un renvoi au théeréme de I'article 15
de la page 8. :

Cet ouvrage ayant été composé avec la seule in-
tention d’étre utile aux Eléves, en facilitant leurs
études, je profiterai avec reconnaissance de toutes
les observations que MM. les Professeurs voudront
bien m’adresser.
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Lignes.
6, MN telle, que, lisez MN, telie que

4 en remontant, QR telle, que, lises QR, telle que

8 dun® 6, Cv, lisesCe

8 en remontant, son, lises sont

5, L’espace compris, lisez L'espace indéfini compris

2 en remontant, circonférence mence, lises circonférence, mende

8 en remontant, ¢t = x_b cte., lisez s == x AD etc.

11, od’, lisez pd’

7 en remontant, §°. Si deux droites , lises 4£°. Si les deux droites

6 en remontant, PG’ lises PG/;

3 en remontant , deux lises un ou deux

4, deux lises un oun deux

6 en remontant, laire 2, lisez laire IV

2 en remontant, a trace, lisez la trace

8 en remontant, (ab, a'¥), (ac, a°c’), lises (mb, m’¥), (mc, m’c’),
13, au lieu de &’ lisez of

5 en remontaat, an lieu de es lises les

4 en remontant, | donc 2ises donc

3 en remontant, T«T lises TaT’

3, aulieu de coope lisez rencontre

4, plans donnés snivant , lisez plans donnés, et roupe ces plans

suivant



THEOREMES ET PROBLEMES

DE GEOMETRIE,

SUIVIS

DES ELEMENS
DE LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

PREMIERE PARTIE.

lee’oréme&_ et Problémes relatifs a des points et a
des lignes situés dans un méme plan.

§ I'. THEOREMES.

1. Takonime (fig. 1). Lorsque dans un triangle ABC on
méne une droite CE, du sommet C de Pun des angles , au
miliew E du cdté opposé, on a

(1)... GA"+CB'=a(CE'+ AE).
En effet, tirez CD perpendiculaire a AB, vous aurez
BD=BE —ED, AD=AE 4 ED.

Elevant ces équations au quarré, ajoutant respectivemcnta).
aux deux membres des équations qui en résulteront, et obser-
vant que la somme des quarrés des deux cotés de I'angle droit
est égale au quarré de 'hypoténuse, on trouvera

CB=CE + BE — aBE  ED, CA =CE - AE + 2AE X ED;
Géométrie. 1
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Ajoutant ces équations membre 2 membre, et remarquant
que AE = BE, om obtiendra I'équation (1).

Rexuargor. Si du point E comme centre, avec EC pour rayon,
on décrit une circonférence, tous les triangles qui anront AB
pour base, et dont les sommets seront sur la circonférence,
seront tels, que la somme des quarrés des cotés adjacens a la
base sera une quantité constante 2 (CE'-{- A_E‘)

2. Tatonéwx (fig. 2). Les trois droites qui divisent les an—
gles d’un triangle ABC en deux parties égales , se rencontrent
au méme point.

Divisez les angles BAC, ABC, en deux parties égales, par les
droites AM , BM, et tirez CM ; je dis que CM divise Pangle ACB
en deux pariies égales. En effet, si du point M on méne des
perpendiculaires MF, ME, MD, sur les c8tés AB,AC, BC, les
triangles rectangles AMF , AME, seront égaux, ainsi que les
triangles BMF, BMD. Donc, MF—=ME=MD, Les triangles rec-
tangles MCD, MCE, seront donc égaux; la droite CM divise donc
Pangle ACB en deux parties égales.

Remanrque. Les perpendiculaires MF, MD, ME, étant égales,
si du point M comme centre, avec le rayon MF, on décrivait
une circonférence, elle serait tangente aux trois cétés du triangle
ABC. Cela donne le moyen d’inacrire un cercle dans un triangle.

3. Tutortuz (fig. 3). Les trois perpendiculaires menées des
sommets des angles &’un triangle ABC sur les cOtés opposés , se
rencontrent au méme point.

Des sommets B, C, menez des perpendiculaires BE, CF, sur
AC et AB; efles se couperont en M ; il faut démontrer que la
droite AMD est perpendiculaire a2 BC. Sur BC, comme dia-
métre , décrivez une demi~circonférence ; elle passera par les
points E, F, car les angles BEC, BFC, sont droits. Par la méme
raison, Ja circonférence décrite sur AM comme diameétre, pas-
sera par les points E, F. Tirez Iz corde FE. Les angles CFE,
CBE, seront égaux, ainsi que les angles MFE, MAE. Mais, angle
CFE est le méme que MFE ; les angles CBE, MAE, sont done
égaux ; ley triangles BMD, AME, sont donc équiangles. Or,
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Pangle AEM est droit, I'angle BDM est donc droit; AD est
donc perpendiculaire a BC.

4. Takordue (fig. §). Les trois perpendiculaires menées sur
les milieux des c61és d’un triangls ABC, se rencontrent au méme
point. '

Par les milieux E, F, des cétés AC, AB, menez des perpen-
diculaires EM, FM, & ces cdtés, et tirez MD perpendiculaire
a BC. Vous aurez

MB=MA, MA =MC; d'oi MB=MC.

Les triangles rectangles MDB, MDC, seront donc égaus ;
le point D est donc le milieu de BC Cs qui démontre la pro-
priété énoncée. -

Rzmarque. Le point M est le centre du cercle qui passerait
par les sommets A, B, C, du triangle ABC; car MA=MB=MC
Cela donne le moyen de eirconscrire un cercle 6 un triangle.

5. Trkortme (fig. 5). Les trais droites menées des sommets
des angles d’un triangle sur les milieux des ¢Otés opposés , se
coupent au méme point.

Soit ABC le triangle proposé. Prenez les milieux D, E, des
cdtés CB, CA , et menez les droites AD, BE, DE, CMF; il
gagit de prouver que le point F est le milieu de AB.

La ligne DE, divisant les c6tés CB, CA, en parties propor-
tionnelles, est paralléle 2 BA; les triangles CDE , MAB, MAF,
CDQ, sont donc respectivement semblables agx triangles CBA,
MDE , MDQ, CBF. Par conséquent, oun a

CD:CB:;DE: BA::DM:MA::DQ: AF.
Mais, CD : CB :: DQ : BF; donc AF =BF.
Ruuanque. La proportion CD : CB ::-DM ; MA , démontre

qne DM est le tiers de AD; car CB étant le double de CD, il
on rélnhe que MA est le double de DM.

6 'gqjonﬁn (fig. 6). 8i d'un point O pris dans Fintérieur
: du triangle ABC , on méne les parpendicylaires OA', OF', OC,
. Xeo
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sur bos c6tés BC, AC, AB. om anra
(1)... AC+BA + B’ =CB+AC + Fa.

Car, en tirant les droites O, OB, OC, on a .
OC=OB—CB=—0A—AC . d'ois (3). .. AC—CB—0A—OB,
0A’=0B—BA'—0C—A'C, &0 (3). .. BA'—A'C—0B—OC.,
OB —0C—CB—OA—BA, Poi (). ..CH—BA—OC—OA.

Ajoutant les équations (2), {3), (4), on trouve I'équation (1).

7. Tatoniuz (fig. 7). Un point O étant pris dans Fintérieur
du triangle ABC, si Fon méine les droites AO, BO, CO, e¢

guwon les prolonge jusqu'a ce qu’elles rencontrent les cbtés dus
triangle en A’, B', C', on aura

AC X BA' X CB =CBX A’C X BA.

En effet, les surfaces des triangles de méme hauteur étant
proportionnelles a leurs bases, on a

CAC :CBC :: AC:CB, et OCA:OCB:: AC : CB;
done CAC' : OC'A :: CBC : OCB.
On en déduit
CAC —OCA : CBC' —OCB :: CAC': CBC' :: AC' : C'B, on
COA : COB :: AC': CB. '
On prouverait de méme que
AOB: AOC :: BA': AC, .
BOC : BOA :: CB' : BA.
Multipliant les trois dernitres proportions, terme a terme, ol‘n\‘
obtient une nouvelle proportion dans laquelle les deux termes

du premier rapport étant égaux, les' deux termes du second
rapport sont aussi égaux ; ce qui conduit au’principe érioncé.

8. Tmionkux (fig. 7). Un point O étant pris danis Vintérieur



DE GEOMETRIE. 5

d’'nn triangle' ABC; si Ton-méne les droites AO, BO, CO,
et qu’on les prolonge jusqu’a ce qu’elles rencontrent les cOlés
da triangle en A',B', C', on aura

OA’ ., OB’ . OC
awtegtoe ="

En effet, égalité BOC 4~ AOC + AOB == BAC donne

BOC ., AOC , AOB )
gac TBac tEac =™

Or, les triangles BOC, BAC, ayant méme base BC, sont
entre eux comme leurs hauteurs OH', AH ; et 'on a
OH _O0A’ d BOC _ OA’
AR~ Ax’ " BaCT A"
On verrait de méme que

AOC OF AOB OC
BAC— BB’ ® BAC —&C
Le théortme est donc démontré.
9 Tukorkue (fig. 8). De tous les triangles formés avec un
angle donné , compris entre deux cBtés variables dont la somme
est donnée , le plus grand en surface est celui dans lequel ces
deux cOtés sont égaux.

1 DimonstraTioN. Soit un triangle BAC, dans lequel
BA =BC. Prolongez BC, d’une quantité quelconque CN ; pre-
nez AM=CN, et tirez MN; dans le triangle BMN, la somme
des cOtés qui comprennent Pangle B sera égale & la somme des
c6tés qui comprennent le méme angle dans le triangle BAC.
Il s'agit de pgouver que la surface du triangle isosctle BAC est
plus grande que celle du triangle BMN. Menez MF paralléle &
BC; les droites BA, BC, étant égales, MA sera égal a MF. Mais
MA =CN; les droites MF, CN, sont donc égales et paralleles;
les triangles DMF , DNC, sont donc égaux. Le triangle DMA
est donc plus grand que DNC; et par conséquent, la surface du
triangle BAC est plus grande quc celle du triangle BMN.
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2°* DEuonsTRATION. Les triangles ABC, MBN, ayant un angle
¢ommun B, on sait que
(1)... surface ABC : surfuce MBN :BA < BC : BM X BN.
Mais,
BC=BA , CN=AM, BM=BA—AM=BC—CN, BN==BC+CN;
donc

BAXBC_BC BM<BN= (BC—CN)X(BC-]-CN)_BC—CN

La proportion (1) devient

surface ABC : surface MBN :: B_C’: BC —CN.

Or,ﬁ'> E.— CN ., donc surface ABC > surface MBN.

10. TrtoptMEe (ﬁg: 9). Parmi tous les triangles qui, ayant
leurs sommets sur U’arc AMB, ont le c6té commun AB, le triangle
isoscéle est celui dans lequel les deux autres c6tds forment la
plus grande somme.

Pour le démontrer, prenez le milieu M de I'arc AMB, et un
point quelconque E de cet arc; tirez les droites AEx, AMy,
BM, BE ; prenez ED =EB et MC=MB, vous aurez MA=MC,
tar MA == MB. Tirez les droites BC, BD. L’angle extérieur d’on

triangle étant égal & la somme des deux angles intérieurs oppo-
883, il en résulte que

Pangle AMB = MBC 4 MCB = 2MCB = 2ACB,
Yangle AEB =EDB - EBD =-aEDB == 2ADB.
Or, P'angle AMB = AEB; donc Pangle ACB == ADB.

Par conséquent, si du point M, pris pour centre, on décrit
une circonférence avec lerayon MA , comme elle passera par les
points A, B, C, elle passera aussi par le sommet' D de P'angle
ADB, puisque cet angle est égal 2 ACB et sappuie sur le
méme arc; AC sera donc un diamétre, et AD une corde. On
aura donc

AC>AD, ou AM4-MC>AE+ED, ou AM4+MB>AE+4EB.
11. Tutorime (Fg. 10). Parmi tous les triangles de méme
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base AB ) 'et' dont les' sommets 'sont sur une meéme droite GH , le
triangle dontle périmétre est un minimum , esé celus dans lequel
les deusx autres cdlés forment des angles égaus avec GH.

Tirez la perpendiculaire BF a GH ; prenez DE =DB, et
weunez la droite AE qui coupe GH en C. Par le point C et un
poiat quelconque O de GH . conduisez les droites CB, OE,
OA, OB; les cotés CA , CB, feront des angles égaux avec GH,
car GH étant perpendiculaire sur le milieu D de BE, les an-
gles ECH, BCH, ACG, sont égaux. Il suffit donc de prouver
que CA -} CB est moindre que OA +4 OB et cela est ¢vident,

car on a
OE=0B, CA+GE <OA + OE, ou CA+CB< OA+OB.

RemarQue. Si la droite GH était paralléle a la base AB, on
aurait CA = CB. Par conséquent,

De tous les triangles de méme base et de méme hauteur, le
triangle dont le périmétre est le plus peiit possible, est celui dans
lequel les deus autres c6tés sont égaux.

12. TrtordMe (fig. 10). De tous les triangles de méme base
et de méme périmétre, le triangle qui a la plus grande surface
est celui dans lequel les deux cbtés variables sont égaux.

En effet, soient
OA =0B, CA>CB, et CA+4 CB=04 4 OB=20A.

1l Sagit de faire voir que la surface du triangle isoscéle OAB
est plus grande que celle du triangle scaléne CAB de méme pé-
rimétre. Menant OP perpendiculaire sur AB, et Cn paralléle a
BA, il faut prouver que PO est plus grand que Pn. Cela est
évident, car Cn étant parallele a BA, il résulte de la remarque
dan®i1, que

CA 4 CB > nA + nB, ou 20A > 2nA; donc PO > Pn.

13. Trtoskmz (fig. 10). Parmi tous les triangles de méme
périmétre , le triangle équilatéral est celui dont la surface est
la plus grande. - .

Soit OAB le triangle masimum. Si deux cités OA, OB
¢taient inégaux, il exislerait un triangle de méme hase AB, dont
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les deux autres cotés seraient égaux entre eux et formeraient la
méme somme que OA - OB; la surface de ce dernier triangle
serait plus grande que OAB (n° 12); ce qui est contre hypo-
theése. Deux cotés quelconques OA , OB, sont donc égaux.

Le triangle maximum est donc équilatéral.

14. Tatonkue (fig. 11). Lorsque deux circonférences ABDF
ABGE, se coupent en A et B, il en résulte les propriétés sui-
vantes : 1°. la droite CC', thenée par les centres C, C', est per-
pendiculaire sur le miliew m de AB; 2°. la droite DE, qui
Jjoint les extrémités D, E, des diametres AD, AE, est perpendi-
culaire sur AB ; 3°. DE passe par le point B ; 4°. DE est la plus
grande des droites merées par le pointB , et terminées aux cir-
conférences données.

1°. On a CA =CB, C’'A.= C'B; la droite CC’ est doac per-
pendiculdire sur le milieu m de AB.

2°. La proportion évidente AC : CD :: AC' : CE, exprime
que CC’ est parallele 2 DE; mais CC' est perpendiculaire sur
AB; DE est donc perpendiculaire a AB.

3°. Cherchons par quel point de AB passe DE. Soit K ce
point; la droite DKE, paralléleaCC’, donneAC:CD::Am: mK.
Mais, AC = CD; donc Am = mK. Or, Am = mB; donc
mK = mB. Le point cherché K tombke donc en B.

4°. Si par le point B on méne une droite quelconque FG,
cette droite sera toujours plus petite que DE ; car, en joignant
AF et AG, les angles AFB, ADB; seront égaux, comme ayant
chacun pour mesure la moitié de Parc ArB. Par une raison
szmblable, Pangle AGB = AEB. Les triangles AFG, ADE, sont
donc semblables ; ce qui donne, AF : AD :: FG : DE.

Mais, la corde AF est plus courte que le diamétre AD; FG est
donc plus petit que DE.

15, TaturiME (fig. 12). Selon que deux cercles se touchent
extérieurement ou intérieurement , la distance OO’ des centres
0, O, est égale d la somme ou a la différence des rayons.

Cela se réduit a faire voir que le point de tangence est sur
la droite qui joint les centres; or, s'il se trouvait hors de cette



DE GEOMETRIE. 9

droite, en B’ par exemple, en abaissant la perpendiculaire BC
sur OO0/, et prolongeant BC d’une quantité CB’ = BC, le point
B’ appartiendrait aussi aux deux circonférences. Par conséquent,
les deux cercles se couperaient; ce qui est contre I’hypothése.

16. Takorime (fig. 13). Lorsque deux cercles se coupent , la
distance OO des centres est plus petite que la somme des rayons
OA,O'A, et plus grande que leur différence.

En effet, soit A un des points d’intersection; en menant
les rayons OA, O’A, le triangle OAO’ donnera

00’ <OA+4O'A, OA < 00’ 4+0O'A, 00'> OA — O'A.

17. TEoRrtux (fig. 14 et 15). Lorsque deux cercles ne se ren-
contrent pas, la distance des centres est plus grande que la
somme des rayons, ou plus petite que leur différence.

Cela est évident a P'inspection des figures ; la premiére rela-
tion a lieu lorsque les deux cercles sont extérieurs-(fig. 14), et
la seconde lorsqu’ils sont I'un dans l'autre (fig. 15).

18. Tatosimx (fig. 16). Lorsque deus circonférences CS, OA
secoupant en deux points A, B, la seconde passe par le centre C
de la premicre , si par le point A on méne une sécante AM com-
mune aux deus cercles, et si ¥’on tire la corde DB, les droites
DB, DM, seront égales entre elles.

Conduisez le diamétre ACS et les cordes BM, BS, CB. L’angle
extérieur d’un triangle étant égal a la somme des deux angles
intérieurs opposés, et les angles qui ont lear sommet sur la cir-
conférence étant égaux lorsqu’ils s’appuient sur le méme arc,
vous aurez

CS=CB, CBS=CSB, ASB= AMB, ACB=ADB,
ACB = CBS 4 CSB — 2CSB — 2ASB = 2AMB,
ADB = DMB +4- DBM = AMB - DBM.
Mais, ACB= ADB; donc 2AMB = AMB + DBM.
Vous en déduirez, AMB==DBM, ou DMB — DBM.

Les angles DMB, DBM, étant égaux, les cdtés DB, DM
sont égaux. Ce qui démontre le principe énoncé. :
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19. TakortMe (fig. 17). Si deusx cercles se touchent extérieu-
rement ou intérieurement en un point M, et que par ce puvint
on mnéne deux sécantes quelconques AB, CD, on aura
(1).... MA:MB::MC:MD, ou (2)...MA:MB ::MC:MD".

Pour le démontrer : menez la droite EF par les centres O,
O’, 0", des cercles donnés; cette droite passera par le point M
de contact (n° 15). Tirez AE, CE, DF, BF, D'F, BF'; les
triangles rectangles MAE, MBF, MB'F' seront semblables,
ainsi que les triangles MCE , MDF, MD'F’; ce qui donnera

MA :MB:MB':: ME : MF : MF" :: MC : MD : MD".

Cette suite de rapports égaux conduit aux proportions (1)
et (2). )

Remarque. Les proportions (1) et (2) donnent
MA 4+MB:MA ::MC4+MD:MC, ou(3)...AB:AM::CD:CM;
B'M:MA—B'M :: D'M :MC—MD"’, 0u (4)...B'M:B'A :: D'M:D'C.

20. Tutortme (fig. 19). Lorsque deux cercles OM, O'M, se
todchent extérieurement en M, si par deus points A, G, pn's
sur une des circonférences, on méne des tangentes AT, CT,
Pautre circonférence , et si Pon tire les cordes AM , CM., on aura

(5)... AT : CT':: AM : CM.
En effet, la proporhon (3) du n° 19 donne
AB > CM = AM  CD. :
Diailleurs, AT = AM X AB, CD x CM=CT". .
Egalant le preduit des trois premiers membres de ces équa—

tions, au produit des seconds membres, on trouvera.

CMXAT AM><GT' d’'oit CM X AT =AM x CT'
Ce qui démontre Pexactitude de la proportion (5)

21. Takorime (fig.18). Le quarré du c6té du pentagone ré-
gulier inscrit dans lecercle, est égal au quarvé du rayen, plus le
quarré du cété du décagone régulier inscrit dans le méme cercle.
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Soient, 'AB le cdté du pentagone, et AD celui du décagone;
en prenant Pangle droit pour Punité d’angle, on aura

angle AOB=4, OAB=0BA =§, AOD ==} AOB.
Si 'on divise angle AOD en deux parties égales par la droite
OC, et qu’on méne les droites CD, BD, les triangles isosctles
ACD, ADB, ayant Pangle commun A, seront semblables et don-
neront -
AC:AD :: AD: AB; dod (1)... AD=AB X AC.

Le triangle OBC est isoscele, car
angle BOC == AOB — AOC = ¢ — } =} =angle OBA.

Les triangles isosctles AOB, BOC, ayant Pangle commun B,

sont semblables et donnent la proportion
BC: BO :: BO ; AB, oy (2)... BO = AB X BC.

Ajoutant les équations (1) et (2) membre a membre, il vient
AD + BO'=AB(AC - BC)= AB. Ce qu'il fallait démontrer.

22. Tatorise (fig. 19). Lorsque d’un point quelconque,
situé dans Tangle formé par deus c8tds contigus d’un parallélo-
gramme , on tire des perpendiculaires sur la diagonale et sur les
cbtés contigus, le produit de la diagonalr par la perpendiculaire
menée sur sa direction, est égal d la différence des produits des
deux cbtds du parallélogramme, par les perpendiculaires menées
sur ces cBtds. Si le point dtait hors de Vangle formé par les deus
cbtés du parallélogramme, le premier produit serait égal a la
somme des deux autres.

Par les' points M, m, menez des perpendiculaires MH, ME,
MG, mh, me, mg, sur la diagonale et sur les cités du parallélo-
gramme ABDC, et tirez les droites MA, MB, MD, mA , mB,
mD; vous aurez :

¢riangle MAD = ABD -4 MBD — MAB,
triangle mAD = ABD + mBD < mAB.

Evaluant les surfaces de ces triangles, et doublant les deux
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wmembres de chaque égalité, il viendra
AD X MO =BD < GT 4 BD XX MT — AB X ME
== BD X MG— AB X< ME,

ADth-—BDX gt -+ BD X mt-l-ABx me
= BD X mg + AB X me..

Ce qui démontre le principe énoncé.

23. Tatorkme (fig. 20). La somme des quarrés des quatre
cbtés d’un parallélogramme ABCD, est égale ¢ la somme des

quarrés des deux diagonales.

En effet, les diagonales AC, BD), se coupant mutuellement en
deux parties égales, les triangles ADG, ABC, dounnent (n° 1)
DA '+ DC = 2DO + 2A0, BA + BC = aBO 4 2A0.

Ajoutant ces équations membre & membre, et observant que

2E’+ 2B0 = 4[36.= (2BO)* = 1—35’, 4-A-6’= KE:
on aura ﬁ.+-lTC?+T3-A‘ +-§E‘= E[_).-k XE'

24. Tutorime (fig.21). Si on divise proportionnellement les ‘
c6tés opposés d’un quadrilatére ABCD, de sorte qu’on ait

(1)... DG :GC :: AH : HB, AE:ED :: BF : FC,
les droites GH, EF , se couperont en un point O, et Uon aura
(2)... EO : OF :: AH : HB, HO : OG :: BF : FC.
Par les points E, D, C, F, menez a GHles pﬁralléles’ Ea,
Db, Cc, Fd. Les droites D4, Cc, étant paralléles, vous aurez
tH: Hc :: DG :GC :: AH HB,
d’ou AH—?%H : HB — Hc :: AH : HB,
c'est-a-dire (3)...- Ab :Bc :: AH.: HB.
Les triangles semblables AEz, ADb, et BFd, BCc, donnent
Aa :ab :: AE : ED, et Bd : dc :: BF : FC;
et puisqu’en vertu de (1), les seconds rapports de ces deux
proportions sont égaux, ona ‘Aa : @b :: Bd : dc; d'oa
Aa+ ab: Bd4-dc :: Aa: B4,
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ce qui revient & Ab7:'Bec':: Aa : Bd,
et a causede (3),ona AH: HB :: Aa : Bd;
cette dernitre proportion donne

AH—Aa :HB—Bd :; AH : HB,
c’est-a-dire aH: Hd :: AH: HB.
Mais a cause des paralleles Ea, GH, Fd, on a aussi
aH.: Hd :: EO : OF.
Donc enfin, EO : OF :: AH : HB.

On démontrerait de méme que HO : OG :: BF : FC.

Cororramre (fig. 22). Les proporhons (1) et (2) démontrent
que si les points H,F, G, E,sont les mlieux des cotés du qua-
drilatére ABCD, le point O sera le milieu des droites GH, EF.

11 est d’ailleurs facile de s’en assurer directement; car, menez
EG, GF,FH,HE, AC,DB; les droites EG, IiF, paralltles 3 AC,
seront paralléles entre elles, ainsi que les droites EH, GF, toutes
deux paraliéles & DB; donc la figure EGFH sera un parallélo-
gramme, et par conséquent les dingonales GH , EF, se couperont
mutuellement en deux parties égales.

25. Tukontus (fig. 22). Dans tout guadnlulere la droite
qui joint les milieux des deux diagonales, et les deus droites
qui joignent les milieus des cbtés opposés , se coupent en un
méme_ point qui est le milieu de ces trois lignes.

Soit ABCD un quadrilatére. Par les milieux I, K, des diago-
nales AC, BD, menes la droite IK, et tirez une droite par les
milieux E, F, des c6tés opposés AD, BC; les deux droites
EF, IK, se couperont en deux parties égales. En effet, tires
" les droites EI, IF, FK, EK ; la figure EIFK sera un paral-
lélogramme, car les cotés EI, KF, paralléles & DC, sont pa-
ralléles entre eux, ainsi que les cétés IF ,EK, tous deux paral-
leles a AB. Le point O est donc le milieu des droites EF, 1K ;
or nous avons vu (n° 24, Corol.) que les droites EF, GH, se
coupent mutuellement en deux parties égales; les droites 1K,

GH, passent donc par le milieu de EF, ce qui démontrele prln—
cipe énpncé, :
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26. Tntortue (fig. 22.). Dans tout quadrilatére , ba somme
des quarrés des deux diagonales est double de la somme des guar-
rés des deux droites qui joignent les milieuxn des tés opposeés.
Soient, H, F, G, E, les milieux des c6tés du quadrilatére
ABCD; joignez ces points par des droites ; la figure HFGE sera
un parall¢logramme, et Pon aura AC = 2GE, BD = 2GF.
Mais le théoréme du n°® 23 donne

4GB {OF = 2(GH" 4+ BF').

Diailleurs, 4GE +4GF = (3GE)* 4 (aGF)* = AC + BD..
Donc, T\E’+ E'z 2(G_H-‘+ ﬁ’)

a27. Takonime (fig. 23). Lorsqu’un quadrilatére est inscris
dans un cercle , le rectangle des deux diagonales est égal & la

somme des deux rectangles des cotés opposés.

Soit ABCD le quadrilatére inscrit; menez la droite CG , sous
Pangle DCG==BCA; les angles DCA, BCG, seroat égaux; d’ail-
leurs 'angle CAD = CBD; les triangles ACD, BCG, sont donc
équiangles et semblables. On a donc:

BC :BG :: AC: AD, doir (1).. ACxBG—.ADXBC

Les triangles GCD, BCA, étant équiangles, et par conséquent
semblables, ona -

CD:GD::AC: AB; d'otr (2)... ACX GD==AB x CD.

Ajoutant les équations (1) et (2) membre & membre, il vient

AGC <X BD==AD X< BC +4- AB X CD.
Ce qui démontre le principe énoncé,

28. Trkonime (fig- 24). Tout quadrilatére , dans lequel la

somme de deux cbtés opposés est égale a la somme des deux au~

tres cdlés , est circonscriptible au cercle.
Soit ABCD le quadrilatére donné, et supposons qu’on ait

CD 4 AB = BC + AD.

On peut toujours décrire un cercle tangent aux trois ctés AB,
AD, BC; a cet effet, il suffit de diviser les angles A, B, en
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deax partfes'égales parles-droites'AO, BO; le point O d’inter-
section de ces deux droites est le centre du cercle demandé, car
les perpendiculaires OE, OH, OF, sont évidemment égales.
La question se réduit donc a démontrer que la perpendicu-
laire OG au quatriéme cdté CD, est égale 2 OH.
On a, par hypothése, CD 4 AB =BC +- AD,
et il résulte de la coustruction que AE = AH, BE =RF.
On en déduit

CD+4AB — AE=BC+ AD— AH, CD +BE = BC 4+ DH,
CD = DH 4 BC — BE = DH + BC —BF = DH + CF.
Or, CD=DG+GC; done (1)... DH 4+ CF.=DG <+ GC.

Dans les triangles rectangles OHD , OFC, les c6tés OH, OF,
étant égaux, on a

OD"— DH == OC = CF; &0 OD— OC=DH — CF.
Les triangles rectangles OGD, OGC, ayant le cité OG com-
mun, donnent 6—5'— 66:.—_- l.)_G_.-— (Ta.

"Donc .D—H’——CF;T)_G.—EE,. ou
(DH + CF) (DH — CF) = (DG + GC) (DG —GC).

Or, (1)... DH+4 CF=DG +-GC;
donc (2)... DH—CF=DG —GC.

Ajoutant les équations (1) et (2), il vient DH = DG.

Les triangles rectangles DOH, DOG, sont donc égaux;
on a donc OG == QH. Ce qui demontre le théoréme énoncé.

La réciprogue est vraie.

29. Tuboriue (fig. 25, 1°). Soit ABCD. un quadrilatére ; si
Pondécrit quatre ceroles, de maniére que chacun d’eus soit tan~
gent intérieurement c trois cbtés du quadrilatére, les centres de
ces quatre cercles seront sur une méme circonférence.

En effet, tires des droites AF, BF, CH, DH, (fig. 25, 1°), qui

divisent les angles A, B, C, D, en deux parties égales, elles se
couperont respectivement en quatre points F,G, H, E, qui
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seroot les centres des quatre cercles tangens intéricorement a
trois cotés du quadrilatere.

Il Sagit de prouver que ces quatre points sont sur une méme
circonférence, Cela revient & démontrer que le quadrilatere
EFGH est inscriptible dans un cercle; cest-a-dire que la
somme de deux de ses angles intérieurs opposés est égale a
deux angles droits. Or, on a (fig. 25, 1°),

A+ B+ C+4D=200°
angle AED = 200°— } A — { D =HEF,
angle BGC =200° — ; B — | C=HGF. _

Donc, HEF + HGF = 400° — } (A 4+ B + C+ D) =200°.

Ce qui démontre la propriété énoncée.

Remarque (fig. 25, 2°). Si Pun prolonge indéfiniment les
quatre c8tés d’un quadrilatére ABCD , et si Von décrit quatre
cercles de maniére que chacun d’eux soit tangent extérieurement
& Uun des cbtés du quadrilatire et aux prolongemens de deus
autres cotés, les centres E, F, G, H, de ces quatre cercles seront
pareillement sur une circonférence. Pour démontrer cette pro-
priété, il suffit de remplacer les angles intérieurs A, B, C, D, du
quadrilatére ABCD, par leurs supplémens.

PROBLEMES DE GEOMETRIE.

§ II. Construction de Lignes proportionnelles et de
Rectangles. -

30. Prosrime (fig. 26). Construire une quatriéme propor-
tionnelle géométrique & trois lignes données, a , €, 5.

Sur deux droites indéfinies , ME , MF, qui font entre elles un
angle quelconque, prenez des partiesMA =2, MB=¢,MC =4 ;
tirez AB, et conduisez une paralléle CD a AB. La longueur MD
sera la ligne cherchée, car les triangles semblables MAB, MCD,

donnent, MA : MB :: MC :MD, ou « :€ :: 9 : MD.
Remarque. Lorsqu’on veut frouver deux lignes proportion—
nelles & deux lignes données, « , €, on prend™Stbitrairement
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Ia longueur 5 ; la construction preeédente ‘détermine la valeur
corrupondante de MD; 5 et MD sont les lignes demandées. -

* 31. Prosrime (fig. 2§). Construire une moyenne; pmportwn- N

nelle gloméirique entre deus lignes données, a, €.+
Tirez une droite CD; prenez des parties'F PA ='a, PB::f
sur AB comme diamétre décrives une demloclreonference , et

menez une perpendiculaire PN a CD. La partie PE de cette per- - -

pendiculaire comprise dans le demi-cercle, sera la ligne deman-
dée ; car en tirant les cordes AE, BE, les triangles rectangles
semblables, APE, EPB, donnent

PA:PE::PE:PB, ou 2:PE::PE: ¢

32. Proeukme (fig. 28). Connaissant la différence & de la
diagonale au c6té d’un quarré, construire ce quarreé.

Faites un quarré quelconque ABCD ; menez la diagonale AC;
prenez AF = ¢, CE=CD; tirez DE, et menez FG paralltle
4 DE. Je dis que AG sera le c6té du quarré demandé; en cffet,
sur AG, comime c8té, construisez le quarré AGHM ; les trian-
gles semblables CDE, HGF, donnerount CD : CE :: HG : HF.

Mais, CE = CD; donc HF — HG. .

Onen déduit, AH — HG=AH — HF =AF = J‘

Le quarré AGHM jouit donc de la propriété demandee ’

33. Prosuime (fig. 29 ). Construire un quarré qui soit équ
valent & n fois un quarré donné «*.

Le cfté inconnu x du quarré demandé pouvant étre 'consi-
déré comme une moyenne géométrique entre « et na, on pren-
dra sur une droite indéfinie MN, deux parties PA—ea, PC=nx,
sur AC comme diamétre, on décrira une demi-circonférence, et _
Pon tirera une perpendiculaire PG 4 MN; la droite PF sera le’
cdté-du quarré cherché, car le triangle rectangle AFC donne

PF=PA XPC=a X na=nat.

34. Prosrime (fig. 30). Construire un rectangle dont la sur-
Jace soit équivalente ¢ un quarré donné c*, et tel, que la
somme ou la différence de deux cStés adjacens soit dgale G une
ligne connue 21. »

Géométrie. ' a

P
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Prenez AC = al; sur AC comme diamdtre, décrivez une
circonférence; menez CD perpendiculaire & CA, et prenesx
€T =: c. Cela posé:

1°. Sila somme des cotés adjacens du rectangle doit étre égale
a al, tirez TF paralléle a CA, et FP perpendiculaire 2 CA. Je
dis que AP et CP seront les cdtés du rectangle demandé ; car

—_ —
AP 4 CP = AC==2l, et 'on a AP X CP=FP=CT ==c".

Remarque. Pour que cette construction réussisse, et que par
conséquent le probléme soit possible, il faut et il suffit que la
droite TF rencontre la circonférence décrite avec le rayon
OA = 0C=1; ce qui exige que CT, ou c, ne soit pas plusgrand
que 1 AC ou que /. 11 faut donc que c=1, ou quec < /.

Quand on ne donne que le périmétre 4/ du rectangle, sa sur-

"face c* peut varier ; mais la plus grande valeur de cette surface,
Cest-a-dire son maximum, est I*, Cest-a-dire le quarré cons-
truit sur le quart du périmétre.

11 en résulte que le plus grand de tous les rectangles de méme
périmétre est le quarré.

On peut le démontrer directement ; car le périmétre étant 4/,
si Pun des cotés du rectangle est /4 x, le c6té adjacent sera

x; la surface de ce rectangle sera (/- ) X ({~x) on

— x*, et le maximum de cette surface a lieu quand x = o,
C'est-a-dire quand les cotés du rectangle sont égaux.

Lorsqu’on ne donne que la surface ¢* du rectangle, le péri-
medtre 4/ de ce rectangle est variable ; maisle minimum de 41
est 4c, et le rectangle devient un quarré.

Ainsi, de tous les rectangles de méme surface, celuz qui a le
plus petit périmétre est le quarré.

2°. Si la différence des cdtésadjacens du rectangle doitétre al,
tirez la droite TOB. Je dis que TB et TK seront les cotés ad-
jacens du rectangle cherché; car TB — TKR=BK =12/, et TC
étant une tangente au cercle OC, on sait que

TB : TC :: TC : TK; d'ott TBX TK=TC=c".
Ce probléme est toujours possible.
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35. ProsLiux ( fig- 31). ' Trois droites MN , PQ, RS, s cou-
pantdeus a deux en A, B, C, construire un quarré qui ait deus
sommets sur MN, ¢t dont les denux autres sommets soient respec-
tivement sur PQ et RS.

Coustruisez sur BC le quarré BCKD ; tirez la drolte AD qui
eoupera BC en E; menez EF perpendlcnlalre sur BC, Je dis
que EF sera le cdté du quarré cherché ; c’est-a-dire que si Pon
méne FG perpendiculaire a EF, on aura FG == EF. En effet,
Jes perpendiculaires FG, BC, a EF, sont paraliéles, et les per-
pendiculaires EF, DB, a BC, sont aussi paralléles; donc
FG :BC::AF: AB::EF :DB. Or, BC=DB; donc FG—FF.

Si Pon counstruit sur BC un autre quarré BCK'DY, et si Pon tire
par les points I, A, une droite qui rencontre MN en E’, 1a per-
pendiculaire E'F’' 4 MN sera le cdté d'un deuxitme guarré
E'F'G'H’ qui satisfera 2 la question. On le démontrerait par
des raisonnemens analogues aux précédens.

§ III. Constructions de droites assujetties a des condi-;
tions données.

36. Pposiitme. Mener une tangente commune a deux cercles.

Soit T¢ la tangente demandée qui touche les cercles CD, cd,
(/fig- 32) aux points T, ¢, et dont le prolongement rencoutre
en B la droite MN menée par les centres, C, c. Sile pomt B
était connu , la question serait ramenée a condmre par ce point
une tangente & P'un des cercles, celte droite serait tangente
a Pautre cercle. 1l suffit donc de déterminer la distance CB,
Pour y parvenir, on tire une paralléle cp a BT; les rayons
CT, c¢, étant perpendiculaires a la tangente BT, sont paral-
leles, et les triangles semblables Cpc , CTB, donnent

Cp:CT :: Cc:CB, ou (1)...CT—ct:CT :: Cc: CB.
Or, on connait les rayons CT, c¢, et la distance Ce des centres;
la proportion (1) déterminera donc CB.

Menant par le point B deux tangentes BT, BT, & Pun des
cercles, elles seront tangentes a 'autre cercle.
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Remarqur. La proportion qui donne CB, exprime seulemeént
que les rayons CT', o, sont paralléles. Par conséquent, si P'on
_ tire une droite par les extrémités D, d, de denx rayons paralléles
- quelconques CD, cd, situés d’un méme c6té de MN, cette droite
rencontrera MN au méme point que la tangente commune aux
deux cercles (*). Ce qui fournit un moyen trés simple de cons-
traire le point B.

11 est facile de voir qu’on peut encore mener deux autres tan-
gentes communes TB'z, T'B'¢, (fig. 33), aux cercles donnés.
Pour trouver le point B" ou la tangente Tt coupe la droite Cc
qui joint les centres C, c, on tirera la droite CTA,, et 'on con-
duira une parallele cE a ¢T'; les triangles semblables Cpc, CTB’
donneront

Cp:CT ::Cc:CB, ou CT+4ct:CT :: Cc:CB.

‘Cette dernitre proportion déterminera I'inconnue CB’.

On verra, par des raisonnemens analogues a ceux de la re-
marque précédente , que pour eonstruire le point B/, il suffit
de tirer une droite Dd, par les extrémités D, d, de deux rayons
paralléles quelconques CD, cd, situés de part et d’autre de MN;
cette droite rencontrera MN au point B’ cherché; et en tirant
par-ce point deux tangentes Tz, T'7, & 'un des cercles, elles
seront tangentes a 'autre cercle.

- Cela posé : lorsque les cercles sont extérieursl'un & Pautre’et
n’ont aucun point commun, les constructions précédentes dé-
terminent les quatre tangentes communes que 'on peut mener
4 ces deux cercles.

'Si T'on congoit ensuite que les cercles se meuvent de ma-
nitre que leurs centres, ¢, C, se rapprochent, les cercles de-
viendront tangens extérieurement, et les deux tangentes TB'z,
T'B'Z, se réuniront en une seule; ensuite, les cercles se cou-

(*) On peut d’ailleurs s’en assurer, car en tirang la paralléle cq 2 BD, les
triangles semblables Cgc, CDB, donnent

Cg:CD::Cc:CB, ou(2)...CD—cd:CD::Cc:CB,

et les proportions (1), (2), fournissent ¢videmment la méme valeur de CB.
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pant, il n'existera plus que deux langentes communes ; fe’a
centres continuant 3 se rapprocher, les cercles deviendront
tangens intérieurement, et les deux tangentes précédentes se
confondront ; enfin, quand les cercles seront 'un dans l'autre,
ils n’auront plus de tangente commune.

37. Prosiime (fig. 34). Sur une droite MN , mener une
perpendiculdire SS' telle , que la différence des quarrés des dis-
tances de Pun de ses points aux extrémités M et N, soit égnlc a

un quarré connu d*.
Soit P le point de SS’ qui jouit de la propriété demandée; si
Pon tire les droites PM, PN, et si Pon suppose PM > PN, on

devra avoir, PM—PN =d*.
Or, PM=MQ~+PQ, PN=NQ+PQ;
on en déduit, PM—PN= @-I’-—aﬁ.
Cette derniére égalité ne contenant pas la distance PQ du

point P & la droite MN, il en résulte que si P'on détermine le
pied Q de la perpendiculaire SS’ & MN', de maniére que
M—Q‘— TV—Q’= 9%, tous les points de cette perpendiculaire
jouiront de la propriété demandée.

La question est donc réduite  déterminer sur la droite don-
née MN, un point Q tel que Pon ait

(1)... MQ—NQ'=s.
or,’ Q—NQ—(MQ-I-NQ) (MQ—NQ)=MNXx<(MQ—NQ).
D'aillears, en prenant le milien F de MN, ona
MQ=MF+4-FQ, NQ=NF — FQ=MF —FQ; d’oa _
MQ — NQ = aFQ.
La relation (1) se réduit donc a
MN X 2FQ=14*; doa aMN :é:d:FQ.

La distance inconnue FQ est donc une troisiéme proportion-

nelle géométrique aux deux lignes connues aMN, .
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. a A .
Suivant que la valear MN de FQ est inférieure, égale ou

supérieure a ; MN, on en déduit & << MN, ou &= MN, ou
&> MN.

Réciproquement , selon qu'on ad* < MN, ou & = MN, ou
¢>MN, on peut en conclure que la valeur de FQ est infé-
rieure, égale ou supérieure 2 ; MN; de sorte que le point cher-
ché Q tombe entre F et N, ou en N, -ou sar le prolongement
NH de MN.

. On peat encore construire la perpendiculaire demandée , de
cette autre maniére : prenez MA = &'; menez AD perpendicu-
laire a MN, et portez sur AD une partie AC telle que les arcs
décrits des points M, N, comme centres avec les rayons MC, CA,
se coupent en un point P la perpendiculaire PQ & MN, jouwira
de la propriété demandée ; car, d’apres la construction, on a

MP =MC, NP=CA, PM—PN=CM —CA=MA = J*.

38. Prosuime (fig. 35). Connaissant deux points A, B, et une
droite GH, tirer deuz dreites AC, BG, gui se coupent sur GH, de
maniére que Pangle ACG = BCH.

Menez BF perpendlculalre sur GH; prenez DE — DB,; tirez
AE; le point C,0u AE coupe GH, jouit de la propriété deman-
dée. En effet, si Pon méne BC, les triangles rectangles CDB,

CDE, seront égaux ; les angles BCH, ECH, seront donc égaux.
Mais, I'angle ECH = ACG; dong I'angle ACG = BCH.

3. Proniiace (fig. 35 ). Etant donnés deus points B,N, dans
un angle connu HMT , mener par ces points des lignes BC, NQ,
telles, qu’en tirant la droite CQ les angles BCH, QCM, soient
égaws enlre enx , dinsi-que e angles OQM, NQT.

Menez BF et NK respeutivement perpendiculaires sur HM et
MT; prenez DE = DB, RP =RN; la droite EP coupera les
cotés de Pangle donné en G et Q. Les lignes BC, CQ, NQ, satis-
feront aux conditions da probiéme; en effet, les triingles rec-
tangles BDG, EDG, sont égaux; douc l'angle BCH=ECH==QCM.
On prouverhit dée méme que les angles CQM, NQT, sont égaux.
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Remarquz. Les deux questions précédentes servent de fonde-
ment a la théorie du jeu de billard. En eflet, on a reconnu par
Pexpérience qu’une ille qui vient frapper une bande de billard
sous un certain angle, s'en éloigne ensuite sous le méme angle;
une bille qui , partant du poiat B (fig. 35), frapperait la bands
MH en C, rencontrerait donc une bille placée en A ; car elle
suivrait la route BCA , pour laquelle Pangle BCH d’incidence
est égal a Pangle MCQ de réflexion.

On verra de méme guw'en regardant MH et MT comme les
bandes d’un billard, une bille qui, partant du point B, frap-
perait la bande MH en C, suivrait la route BCAQN ; elle ren=
contrerait donc une bille placée en N.

4o. Proprime (fig. 36 ). Par un point M,donné horsde l'angle
connu BAC , meper une droite MN , de mamere -que les partiss
MN, MP, sment entre elles dans le rapport de deua lignes don~
nées, m, n.

Tirez la droite AM , et prenez sur cette droite un point D
tel, que vous ayez, m : n ;. MA : MD. Menez DP paralltlea AB;
la droite MPN jouira de la propriété demandée. En effet, DP
étant paralléle 2 AB, ona MN : MP :: MA :MD.

Mais, MA:MD ::m :n; donc, MN: MP :: m  a.

41. Prosriume (fig. 37). Par unpoint M, pris hors de Vangle
BAC, mener une droite MN telle , que le rectangle MN X MP
des parties MN, MP, soit équivalent au quarré donné 3*. |

‘Tirez MS perpendiculaire 4 AC, et prenez sur MS une partie
MQ telle, que vous ayez

MR :3::d:MQ; doli MR X MQ=J*
Sur MQ comme diamétre, décrivez une circonférence qui
coupera AB en N et N’; les droites MN, MN’, résoudront égale- _

ment la question; car en tirant la corde NQ, les triangles rec-
tangles MBP, MNQ, étant semblables, on a

MR : MN :: MP : MQ; &oui MN 5 MP = MR x MQ==d;
et on prouverait de méme que MN’ XX MP' = d*
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Lorsque la circonférence décrite sur MQ comme diamétre,
coupe AB en deux points N, N, le probleme admet deux so-
lutions ; quand cette circonférence n’a qu'un point commun
avec AB, il n’y a qu'une solution ; enfin, lorsque la circonfé-
rence ne rencontre pas AB, le probleme est impossible.

42. Prosrime (fig. 38). Dans un angle connu HBK, inscrire
une droite PQ égale 6 une ligne donnée a , doe manicre que Fangle
PQB s0it égal & un angle donné d.

Par un point quelconque C de BK, menez une droite CD
sous I'angle BCD=¢; prenes CS—=«, et tirez SP paralltle a
€B; la paralltle PQ a DC, sera la ligne demandée, car

Pangle PQB=DCB=7, et PQ =SC=u.

Cette construction donne le moyen d’inscrire dans un angle
donné une perpendiculaire a un des cOtés de Pangle, qui soit
égale & une ligne donnée , car il suffit de supposer que & est un
angle droit.

43. ProsuiMe ( fig. 39). Par un pointM, pris sur la droite AR
qui divise Vangle BAC en deux parties égales, mener une droite
de maniére que la partie de cette droite comprise dans Vangle
donné BAC soit la plus petite possibls.

La perpendiculaire $’x° 3 AR, menée par le point M, jouit
de la propriété demandée. Pour le démontrer , il s'agit de faire
voir qu’en tirant par le point M une oblique quelconque Sx,
on aura N'P" < NP.

Si 'on méne Ar perpendiculaire 2 Sz, et N'Q parallele A AC,
on aura
surface ANP =} Ar X NP, surface ANP'=1 AMX NP,

surface ANP — AN'MP 4+ MN'Q 4-QNN',
surface AN'P' = AN'MP - MPP'.

D'ailleurs, les triangles, AMN’, AMP, étant égaux, comme
ayant un c6té commun adjacent a deux angles égaux, on a
MN'=MP.

Les triangles MN'Q, MPF’, sont donc égaux, comme ayant un
coté égal adjacent & deux angles égaux. Par conséquent,
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surfacé ANP= AN'P' 4- QNN’, et surface ANP>ANP;
donc Ar>X NP> AM X NP'.

Or, la perpendiculaire Ara Sx, est plus courte que I'oblique
AM; il faut donc que NP > NP,
La ligne NP’ résout donc le probleme.

17 REMARQUE. Le ;riangle AN'P’ est le plus petit de tous les
triangles déterminés par les droites menées par de point M de la
droite AR ; car tout autre triangle ANP serait plus grand que
AN'P, de la quantité QNN'.

2° Remarque. L'inégalité, surface AN'P' < ANP, exige seule-
ment que les triangles MQN’, MPP, soient égaux; or, pour que
ces triangles soient égaux, il suffit que MN’ = MP". Par consé-
quent, si par un point M, pris arbitrairement dans Vangle
donné BAC (ce point n’est pas assujetti a se trouver sur la ligne
qui divise U'angle BAC en deux parties dgales) , on méne une
droite S'x’ telle, que les parties MN', MP’, de cette droite com-
prises dans Pangle BAC soient égales entre elles (*), la surface
du triangle AN'Y sera plus petite que celle de toyt autre
triangle ANP, dont la base NP passerait par le méme point M.

44. ProsLiue (fig. 39 ). Par un point M, pris sur la droite
AR qui divise Uangle BAC en deux parties égales, mener une
droile Sx de maniére que la partie NP comprise dans 'angle BAC
soit égale d une ligne donnée J.

- Surladroite Dy=4(fig. 40), décrivez un segment DGy, ca-

pable de Pangle donné BAC; prenez le milieu F de 'arc DFy;
tirez la droite Fy; construisez un rectangle HIKL (fig. 41)
équivalent au quarré fait sur Fy, et tel que vous ayez HI—IK
=AM (u° 34, 2°); du point F comme centre, avec le rayon HI,

 (*) Pour tirer par le point M une droite N’P* telle que MN’ = MP, con~
duisez par ce point, la paralléle ME A CA ; prenez EN’ = EA ; la droite S'2’
mende par les points, N, M, jouira de la propriété demandée; car ME étant
parali¢le 2 P’A, ona

MP/ ; MN’ ;2 EA : EN’; or, EN'=EA; donc MN' = MP".
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décrivez I'arc 7p; cet arc coupera Parc DGy em un point G;
tirez GD, et prencz AN =GD.

La droite Sr, menée par les points N, M, jouira de la
propriété demandée. En effet, tirez GF et Gy; les angles FGy,.
DyF, sort égaux, car ils ont pour mesure les moitiés des arcs
égaux Fy, DF; les triangles GF v, OF y, ont donc un angle égal
et un angle commun; ils sont donc semblables; on a donc

‘6F :Fy :: Fy : FO; doi GF x FO=Fy.
Or, Fy=HIKL = HI X IK ;
donc GF X FO =HI < IK. Or, GF =HI; donc FO=IK.

On en déduit, GO =GF —FO=HI —IK=AM.

~ Mais, AN =GD, AM = GO, et les angles NAM, DGO, sont
égaux; les triangles NAM, DGO, sont donc égaux; les angles
ANP, GDy, sont donc égaus. Or , les angles NAP, DGy, sont
égaux par construction; les triangles ANP, GDy, sont dounc
égaux 5 donc enfin, NP=Dy =24\

L’arcrp, décrit de F comme centre avec le rayon HI, coupe
Farc DGy en un second point G’ qui fournit une seconde solu-
tion du probleme.

Pour obtenir cette nouvelle solution, il suffit de conduire par
le point dommé M (fig. 39), une droite PN’ perpendiculaire sar
AR, et de prendre N'p==P'P; la droite pn , menée par les points
P, M, résout le probté&e En effet , les triangles MN'p, MP'P,
sont égaux commg:aygit un angle égal compris entre cotés
égaux; donc Mp =%MP'; et Pangle MpN = MPn ; d'ailleurs
PangleNMp = nMP; les triangles MpN, MPx, sont donc é égaux;;
donc MN =Mn. Or, MP = Mp; donc np=NP=2.

Remarque. La perpendnculalre P'N’ a AM étant la plus courte
de toutes les es qui , passant par le point M , sont inscrites
dans I'an e&%}x 43), et ces lignes pouvant croitre indéfi-
niment , il ‘dsdailte que, selon que J sera plus grand que P'N

s égal a PN, ohmomdre que P'N’, le probléme admetira deux
golsitions, on une seule solution, ou sera mw\l"le
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45. ProsLime (fig. 42). Par un point donné M, mener une
droite telle , que la partie de cette droite comprise entre deux
paralléles connues CB, PQ, soit égale & une ligne donnée J.

D’unpoint quelconque V de PQ,comme centre, aveclerayond,
décriver un arc qui coupera GB cn G et H; tirez les droites VG,
VH; les paralléles FE, ST, a ces droites, mences par le pointM,
résoudront le probléme; car les paralléles oompmes entre pa-
ralleles étant égales, oa aura

FE=VG=2 et ST=VH=2"

Remarque. La perpendiculaire VB a BC, étant la plus coarte
distance des paralleles CB, PQ, il en résulte que, saivant que
la ligne donnée ¢ sera phiis grande que VR, ou égale a VR, ou
plus petite que VR, le probléme admettra deux solutions, ou
une séule solution, ou séra. impossible. La position du point
donné M est d’ailleurs atkftraire.

46.Prosrime ( fig 43). Per unpointM, pris duns 'angle BAC,
mener une sécante ST tellc_. que la somme des segmens AF, AG,
soit égale & une ligne'donnée 3. + .

Menes MD et ME respectivement paralléles aux cdtés CA,
BA, de l'angle donné ; constraisez ui, rectangle HIKL (fig-4t)
équivalent au rectang]e des.hgnesiAP AE et tel que

HI + IK = &— (AD'+ AE), ;p°?34, 1°); vous-aurez
HI X 1K= AD X AE = ME X MD.

Premez DF =<HI ; la droite ST, menée par les points conaus
F, M, sera la sécante demandée. En effet, MD et ME étant res-
pectivement paralleles anx droites GA , BA,, les triangles FDM,
MEG, sont semblables; on a donc

DF : MD :{ ME : EG; d’ou. DF )< EG=ME X MD.
Mais, ME.>< MD = HI X IK et DF=HI ; donc
OF > EG = HI x IK =DF X IK; dou EG=IK.
Oun en déduit, DF 4- EG =HI 4 IK = ¢'— (AD 4 AE),
et (DF 4 AD) +-(EG +- AE)==¢; ou A¥F 4+ AG =
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La sécante ST résout donc le probléme.

Silon prend DF'=IK (fig. 43 et 41), la sécante S'T', menée-
par les points F', M, résoudra également le.probléme. En effet, les
triangles semblables F'DM, MEG/', donnent DF’ :DM ::EM:EG’.

On en déduit, DF' X EG'=DM X EM=1H X IK.

Or, par construction, DF' = 1K; donc EG' =IH.

11 en résulte, EG' 4+ DF =1H 4- IK =4 — (AD +4- AE),.

(EG'4 AE) 4+ (DF' 4~ AD) =4, ou AG' +AF' =4

La sécante ST’ jouit donc de la propriété demandée.

Remarque. La somme J) des segmens AF, AG, peut croitre in-
définiment ; mais on voit que cette somme a une limite de
décroissement;; il y aura donc des cas dans lesquels le probleme
sera impossible. On en sera averti par I'impossibilité de cons-
truire le rectangle HIKL ( fig. 41). -

47. Prosrime (fig. 43). Par un point M, pris dans l‘anglc
BAC, mener une sécante ST telle , que la différence AF — AG
des segmens AF, AG, soit égale & une ligne connue J.

Menez des paralicles MD, ME, a CA et & BA ; comstruisez

(n°® 34) un rectangle HIKL (fig. 41) équivalent au rectangle
MD X ME, et tel que

IH—1K=4¢<4MD—ME == ¢ + AE — AD:
Prenez DF == IH; la droite ST, menée par les points F, M,
sera la sécante demandée. En effet, les triangles semblables

DMF, EGM, donnent .
DF < EG=MD X ME.

Mais, MD X ME=IH X IK;
donc, DF X EG=IH X IK; er, DF=TH; donc
EG=IK, DF —EG =IH—IK=2¢+4 AE —AD,
d = (AD + DF) — (EG + AE)=AF — AG.

La ligne ST est donc la sécante demandée.
Le probléme est toujours possible, car il est évident que la
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‘différence AF — AG peut passer par tous les états de gran-
deur, depuis zéro jusqu’a Pinfini.

Cette construction suppose que & 4 AE > AD.

Si &+ AE était moeindre que AD, on construirait un rec-
tangle HIKL (fi. 41), équivalent au rectangle des lignes MD,
ME, et tel que P'on edt '

HI — IK = AD — (¢ -+ AE).

Prenaut DF =IK, la droite ST menée par les points F et M
serait la sécante demandée; car on aurait
DF X EG =MD X ME=IK X IH; or, DF =1IK; done,

EG=IH, IH—IK=EG — DF = AD — (3 + AE),
¢ =(AD 4 DF) — (EG + AE) = AF — AG.

Si &+ AE était égal & AD, le rectangle HIKL deviendrait
un quarré, et la construction serait la méme.

RzmarQue. Par le point M, on peut mener une autre sécante
qui jouisse de la propriété demandée. En effet, construisez un
rectangle HI'K'L’ ( fig. 41), équivalent au rectangle des lignes
MD, ME, et tel que

I'H — I'K' =4+ AD — AE, (n° 34, 2°).

‘Prenez DF' =1'K/, et tirez la droite F’'MG'; vous aurez
DF':DM::EM:EG"; doi DF'}EG'=MDXME=I'HXI'K'.

Mais, par construction, DF' =I'K’; donc , EG’=1'H; donc

EG' — DF =I'H —I'K' =&+ AD — AE; d'oit
&= (EG' 4 AE) — (DF' 4 AD)==AG’ — AF".

La sécante S"T” jouit donc de la propriété demandée.

48. Prosriue (fig. 44). Par le sommet A d’un angle donné
BAC, tirer une droite AD telle , qu’en menant par ¥un quelcon -
que de ses points des droites MP, MQ, formant des angles con-
nus «, ¢, avec les cbtés ACAAB , ces droites soient dans le rap-
port constant de deux lignes connues, v, J.

" Par deux points E, F, pris arbitrairement sur les cdtés AC,
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AB, menez desdroites ES, FR, qui forment avee AC et AB, les
angles AES = «, AFR =¢; prenezs EG =y, FH=2; tire
GK et HK respectivement paralléles a CA et a BA ; ces lignes
se couperont en un point K ; la droite AK , indéfiniment pro-
longée , jouira de la propriété demandée. En effet, menez KL
et KN respectivement paralléles aux lignes GE, HF ; vous aurez

KL=GE=y, KN=HF=4, angle ALK=2, angle ANK=s.

Par un point quelconque M de AD, menez des paralltles MP,
MQ, 2 KL et a KN ; ces paralléles formeront avec AC et AB des
angles égaux aux angles donnés «, ¢; et les propriétés des trian-
gles semblables donneront

AM : AK :: MP : KL :: MQ : KN; donc
MP :MQ::KL:EN; y:d
La droite AD jouit donc des propriétés demandees.
Ce probléme est toujours possible, car les droites AB, AC,

se coupant, les paralléles GK, HK, a ces ligues se coupent né-
cessairement.

49. ProsuiNME (fig. 17). Par un pointM, pris sur la circonfé-
rence MB'D’, mener une droite MSV d’une grandeur et d’une
position telles , que les parties SM, SV, soient dans le rapport
connude @ ¢, et que le rectangle SM <X SV de ces mémes par-
ties soit équivalent au quarré donné 3*.

Menez le diamétre MF’ du cercle donné ; prolonges ce dia-
métre d’une quantité F'E telle, que vous ayez 2 :¢::F'M : F'E.
Sur ME comme diamétire , décrivez la circonférence MAXC dont
le centre est O ; cette circonférence sera tangente en M au cercle
donné (n° 15), et si vous conduisez par le point M des sécantes
quelconques MA,, MC, MV, vous aurez (remarque du n° 19)

BM:BA DM :DC:SMISV i FM:FE a:C
Tirez une corde MX = 24, et du |‘)oint O comme ce‘ntre, dé-

crivez uue circonférence Str tangente &8 MX en ¢; le point ¢ de
tangence sera le milieu de MX,, et la circonférence Str coupera
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Ja circonférence donnée en deux points S, §'. Par les points M
et S, menez une droite MS, que vous prolongerez jusqu’a ce
qu’elle rencontre la circonférence OE en V; la droite MV
jouira des propriétés demandées. En effet , menez par le point S
une tangente NQ a la circonférence OS, vous aurez

NQ=MX=24; doi SQ=SN=4, SQ <X SN=14",
Mais, les cordes MV, NQ, se coupant en S, on a
SQ : SM :: SV : SN; d’oh SQ <X SN = SM X SV.
Donc, SM X SV=24" Or, SM :SV: a:¢.
La droite MV satisfait donc aux conditions du probleme.

On prouverait de méme que la droite MS'V’, menée par les
points M, §', jouit des propriétés demanddes.

50. Prosrime (fig- 45). Par un point D, donné dans un
cercle OS, mener la plus petite corde possible.

La perpendiculaire ADB & OD est la corde demandée; car
en tirant une autre corde CDF , et ecn menant une perpendi-
culaire OH a CF, on aura OD > OH; donc AB < CF.

51. ProBLiMe (fig. 45). Par un point P, pris hors du cercle
OS , mener une sécante de maniére que la partie interceptée
dans le cercle soit égale d une ligne connue d.

Dans le cercle OS, inscrivez une corde AB == &'; menez OD
perpendiculaire 3 AB, et du point O comme centre, avec le
rayon OD, décrivez une circonférence DTT’; les tangentes PC,
PC,a cette circonférence, seront les sécantes demandées ; car,

soient T et T’ les points de tangence, en tirant les rayons OT,
OT’, on aura

OT =0T =O0D; doii CE=CE = AB=/4\
Remarque. La méme construction subsisterait, si le point
donné P était sur la circonférence ou dans le cercle.

52. Prosrime (fig. 4'5) Par un point P, donné hors d’un
cercle OS , mener une sécante PC gui soit coupée par la circon~
Sérence OS en moyenne et extréme raison.
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Conduisez la tangente PR au cercle OS; tirez une sécante PC
telle, que CE = PR (n° 51); vous aurez

PC:PR::PR:PE, ou PC:CE::CE: PE.
La sécante PC jouit donc de la propriété demandée.

53. Prosuime (fig. 46 et 47). Par un point M, donné hors
d’un cercle CA , mener une sécante MN telle , que la partie PN,
interceptée dans le cercle , soita la partie extérieure PM, dans
le rapport de deux lignes connues, a, ¢.

Décrivez deux circonférences qui se touchent en B, et qui
seient telles, que le rayon C'B de la plus petite soit égal an
rayon CA du cercle donné, et que toutesles cordes BH, BD, etc. ,
menées par le point B, donnent

«:C::BE:ED:: BK:KH ::BQ:QR (®.

Du point C' comme centre, avec le rayon C'D=CM, décrivez
un arc 78 cet arc coupera la circonférence BDH en D ; tirez la
droite BD; du point M comme centre, avec le rayon MN =—BD,
décrivez un arc mn; cet arc coupera la circonférence donnée
en deux points N, N/, et les droites MN, MN’, résoudront éga-
lement la question. En eflet :

1°. Menez les droites CN, CP, C'E; les triangles CN M,
C'BD, sont égaux ; les angles CNM (o4 BD sont donc égaux ; or,
CN = C'B; les triangles isosctles CNP, CBE, sont donc
égaux (**); les cotés NP, BE, sont donc égaux.

Or, NM=BD; donc PM=ED.
La proportion, BE { ED :: &2 €, devient PN : PM :: « 2 C.

La sécante MN jouit donc de la propriété demandée.
2° On prouverait de méme que la sécante MN' satisfait a Ila

question.

(*) Pour construire ces circonférences, prolongez le diamétre connu BQ
d’une quantité QR telle, que vous ayez, a : €32 BQ : QR. La proportion
dune 1gdonnera, BE: ED {: BK {KH::BQ :QR::« :¢.

" (**)En effet, Pangle CNP=CPN=C’BE=C'EB; les angles NCP, BC’E,
sont donc égaux; et par conséquent les triangles NCP, BC'E, sont égaux.
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54. Prosrime (fig. 48). Connaissant un cercle DA, la sé=
cante indéfinie FB, et un point-M de FB, mener uhe sécante
NH celle, que la partie GH comprise dans le cercle soit égale a
une ligne donnée &, et que NH=NM.

Du point A comme centre, avec le rayon &, décrivez l'arc 7s;
cet arc coupera la circonférence en E. Par le point M et le mi-
lieu P de Parc BE, menez la droite PH; du point H comme
centre, avec le rayon &, décrivez P'arc r's’; cet arc couperala cir-
conférence en uu point G. Par les points connus H, G, tirez la
droite HN. Je dis que HN scra la sécante demandée.

11 suffit de prouver que NH — NM; car, par construction,
GH =2

Les cordes AE, GII étant égales, les arcs qu’elles souten-
dent sont égaux; la mesure de Pangle NMH est donc

! (PB+GH + GA)= (PE + AE + GA) = ! GAEP.

Mais, ; GAP est la mesure de angle NHM. Les angles NMH,
NHM, sont donc égaux. Les cités NH, NM, sont donc égaux.

55. ProsrLiume (fig. 49). Par un des points d’intersection de
deusx circonférences , mener une sécante telle , que la dz:fdnnce
des cordes qui en résultent dans les deux cercles soit égale a une
ligne donnée 8. ' '

Soient KAB et K’AB, les deux circonférences qui se coupent
en A et B; prenez un point quelconque P sur K’AB; tirez AP,
PB, AR; construisez un triangleDEF tel, que sa base DE =4,
et que les angles FDE, FED, soient égaux aux angles APR,
ARP; prenez une corde AC =FD.

La droite BC sera la sécante demandée, car en tirant la
corde AS, vous aurez

ASC = 200° — ASB = 200° — ARB = ARP = FED,
ACB=APB, ou ACS=APR=FDE; donc angle CAS=DFE.
Or, AC=DF; les triangles CSA, DEF, sont donc égaux.
Donc CS=DE==4; mais BC—BS=CS; douc BC—BS=4.

Géométrie. ‘ 3
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La différence des cordes BC, BS, est donc effectivement égale
4 la ligne donnée J. .

56. ProerimE (fig. 49). Par un’ des points d’intersection de
deux circonférences, mener une sécante telle, yue la somme des
cordes quien résultent dans les deux cercles soit égale & une ligne
donnée &

Supposez que les circonférences se eoupent en AetB.

Prenez deux points quelconques K, K/, sur les circonférences;
tirez lesdroitesKA, KB, K’A,K’B; construisez un triangle DEF
tel , que vous ayez

DE=1/2, angle FDE = AKB, angle FED = AK'B.

_ Tirez une corde AM =FD. La droite MN, menée par les points
M B, sera la sécante demandée. En effet,

AM==FD, langle AMN — AKB =FDE,
Iangle ANMx=AK'B=FED; d'ot Pangle MAN = DFE.
Les triangles AMN, FDE, sont donc égaux; donc
MN =DE=4. Or, MB4+BN=MN; douc MB<4 BN = ¢

59. Prosuime (fig. 50). Etant données deux circonférences
concentriques, OA, OC, le diamétre AB et un angle &, mener
une sécante MN qui fasse avec AB Pangle OMN = a, et dont
les parties MR, MN, comprises entre le diamétre AB et les cir-
conférences, soient dans le rapport de deux lignes données, ¢, y.

Par le centre O, menez uue droite quelconque OE ; prenez
OD de maniére que vous ayex

€:y::0C:OD

Sur CD, décrivez un segment DGC capable de angle donné «.
L’arc DGC coupera la circonférence OA en un point G ; tirez
GD, et conduisez OK paralltle & GD; menez la droite GCn,
prenez OM = OH, tirez les droites OR, ON, sous les angles

- MOR=HOC, RON = COG; joignez MR et RN;'les triangles
MOR, RON, seront respectivement égaux-aux triangles HOC,
COG,comme ayant un angle égal compris entre deux ctés égaus.
Or, GCH étant une ligue droite, Pangle OCH + OCG == 200°;
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donc Pangle ORM +- ORN = 200°. Donc RN est le prolonge-
ment de MR. On a donc

MR=HC, RN=CG, MR+ RN=MN,
MR :RN:: HC:CG::0C:CD;
d’on MR :MR 4 RN ::O0C:0C+4-CD,
MR:MN ::0C:0D::€C: 4.
D'ailleurs, angle OMR=OHC=CGD —=ua.

La sécante MN jouit donc des propriétés demandées.

58. Prosuime (fig. 51 ). Dans un triangle ABC, mener une
droite MN qui coupe deux c6tés AB, AC, et le prolongement CE
du troisiéeme cbté , de maniére que les parties DM, DN, soient
égales a deux lignes données a , €.

Menez une droite indéfinie FS; prenez FG = «, GH =¢;
sur FH et GH décrivez des segmens FIH, GKH, capables des
angles connus ABG, ACE; par le point H, tirez HI de manitre
que IK =BC (n° 55); prenez BM = IF et BN =IH.

Je dis que MN sera la droite demandée. En effet, les trian—-
gles MBN, FIH, étant égaux, on a )

MN=FH==«+4(, et Pangle DNC=GHK.

Mais, BN =1IH et BC==1K;
donc BN—BC=IH—IK. ou CN =KH.

Or, Pangle GKH = DCN, et Pangle GHK = DNC.

Les triangles DCN, GKH, sont donc égaux. Donc,

DN=GH=¢. Mais, MN=a +4-€; donc MD 5= a.

'La droite MN satisfait donc aux conditions du probléme.

§ IV. Constructions de circonférences qui satzsfas—
sent a des conditions données.

59. Paomukue (fig. 17). On propose de décrire une circonfi-
rence MB'DY, qui touche une circorgférence donnée MAC, en un
point donné M , de maniére guw’en menant par ce point une sé-
cante quelconque MA, les cordes MA, MB', soient dans le rap-

port de deux lignes connues, a, G.
3.
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Tirez le diamétre ME du cercle donné; on a vu (n° 1g) qae
MA : MB :: ME : MF".
Or, ou veut que MA : MB’ i 2 : §;
il faut donc qae «:C:: ME: MF.

Le diamétre MF’ du cercle demandé est donc une quatriéme
proportionnelle aux trois lignes connues, 2, ¢, ME. Portant
donc sur le diametre ME, une partic MF', quatriéme propor-
tionnelle aux trois ligaes «, €, ME, la circouférence MB'DY dé-
crite sur MF’ comme diamétre, jouira de la propriété demandce.

6o. ProBuime (fig. 17). Décrire une circonférence MCA qui
touchs le cercle MD'F'B’ au point donné M, de maniére qu’en
menant par ce point une sécante quslconque MA ,'les parties
MB', B’'A, soient dans le rapport des lignes données, o', €.

Si ME est le diametre du cercle demandé, on aura
 MB .. 4 MB’ MB' _ MF

c=va YN e T MB DA~ MA - ME® (@19

Le diamétre ME du cercle demandé est donc une qnatﬁi:me
proportionnelle aux trois lignes connues, «’, «'+6', MF’.

Reaarque. La solution de ce probléme peut dailleurs se dé-
duire de celle du précédent, car la proportien

a:€:: MA:MB', donnec 2 —€:6:: MA— MB'.; MB,
ou ea—6:6:1 BA: MB.
* 61. Propuime (fig. 52). Par un point donné M, faire passer
une circonférence tangente & deux droites donndes, AB, AC.
Le eentre du cercle demandé doit se trouver sur la droite AE
qui divise 'angle BAC en deux parties égales. Tirez AM, et d’un
point quelconque Q de AE, menez QP perpendiculaire sur AB;
du point Q comme centre,avec le rayon QP, décrivez un arc; cet
_arc touchera AB en P, et coupera AM en R ; menez MO paral-
lele.a RQ; je dis que le point O sera le centre du cercle de-
mandé. Pour le démontrer, menez OD et OD' respectivement
perpendiculaires sur AB et AC; vous aurez OD=0D’, Les
droites PQ, DO, perpendiculaires 3 BA, sont paralléles ; mais
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QR et OM sont aussi paralléles. Donc,
OD :QP::OA: QA ::OM: QR.
Or, QP =QR ; donc OD = OM = OD'’.

La circonférence décrite du point O comme centre, avec le
rayon OD, passera donc par les points D, M, D', et sera
tangente aux droites AB, AC, comme Pexige Pénoncé.

L’arc décrit du point Q comme centre avec le rayon QP,
coupant AM en un second point R’, si Pon méne MO’ parallzle
a R'Q, le point O’ sera le centre d’un second cercle qui jouira
également des propriétés demandées.

La question proposée admet donc deux solutions, lorsque le
yoint M est dans Pintériear de 'angle BAC.

Si le point donné était sur 'un des cdtés AB, AC, en D par
exemple, AM tomberait sur AB; QR et QR’ coincideraient avec
QP; MO et MO’ tomberaient sur DO, et ha circonférence dé-
crite da point O comme centre, avec le rayon OD, résoudrait
le probleme.

Enfin, si le point donné était hors de Pangle BAC, le pro-
bléme serait évidemment impossible.

62, Pnom.hn (fig. 53). Décrire un cercle qm s0it tangent @
une droite donnée AB, et qui passe par deux points donnés M, N.

Tirez MN; par le miliea C de MN, menez SD perpendiculaire
a MN; conduisez la droite MD ; le centre du cercle demandé
sera sur SD; d’un point quelconque Q de SD, menez QP per-
pendiculaire sur AB, et de ce point comme centre avec le rayon
QP décrivez un arc; cet arc touchera ABen P, et conpera MD
en R et R’; tirez QR et QR; par le point M, menez MO et MO’
parallélesa RQ et a R'Q; je dis que les points O, O’, seront les
centres de deux cercles qui satisferont également aus conditions
du probléme.

1l suffit de prouver que les perpendiculaires OT, O'T’,
abaissées des points O, O’, sur AB, sont respectivement éga]es
aOMeta O'M.

Or, les lignes PQ, TO, T'O’, perpendiculaires & AB, sont
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paralléles. Donc,

QP _DQ_QR QP DQ_ QR
OT - DO~ OM’ 0T DO~ OM
Mais, QP=QR = QR’; donc, OT = OM et O'T' = O'M.

Il existe donc deux circonférences, nMNn, m'MNn', qui jouis-
sent des propriétés demandées.

63. ProsLtme (fig. 54). Connaissant une droite AB et un
cercle OR , décrire une circonférence qui toucke AB en un point
donné M , et qui soit tangente au cercle donné. s

Menez, par le point M, la perpendiculaire EK a AB;
prenez MC = OR; tirez CO, et menez OD sous Pangle
COD =OCE; la circonférence MST, décrite du point D
comme centre avec le rayon DM, satisfera 4 la question. En
. effet, les angles COD, OCD, étant égaux , les c8tés opposés

- DC, DO, sont égaux. Mais CM = OT; donc DM=DT. La
circonférence décrite du point D comme centre, avec le rayon
DM, touchera donc AB en M, et passera par un point T du
cercle donné. Or, les trois points O, T, D, sont en ligne
droite, et la distance OD des centres est égale & la somme des
rayous; les deux cercles OT , DT, se touchent donc exté-
rieurement. :

Si 'on voulait que les deux cercles fussent tangens intérien-
rement, on prendrait MC'=OR on joindrait OC/, et I'on m¢-
nerait OD’ sous Pangle C'OD’ = OC’E; la circonférence GMK ,
décrite du point I’ comme centre avec le rayon D'M , jouirait
des propriétés demandées. ' )

. La question proposée admet donc deux solutions.

64. ProsrimE (fig. 55). Deus cercles concentriques CF, CG,
étant donnés , décrire une circonférence’ OM qui soit telle ,
que, si aux points M et N, ow elle rencontre les circonférences
données, on méne des tangentes MP, MQ, NT , NR, aux ¢rois
circonférences, les angles PMQ , RNT, soient égaux & des angles
connus, &, C. i '

Par deux points quelconques M, L, des circonférences don-
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nées, meneéz des tangentes MP) BK, & ces circonférences, et
tirez les droites MQ, LI, sous des angles PMQ = «, BLI=¢(;
conduisez MS’ et VLH, perpendiculaires aux lignes MQ, LI;
menez & la circonférence CF , une sécante ON telle, que vous
ayez NS =LH et ON=OM (*). La circonférence NMED,.
décrite du point O comme centre , avec le rayon OM, résou-
dra le probléme. En effet, la .droite MQ, perpendiculaire au
rayon MO, est tangente  la circonférence OM ; langle PMQ
formé par les deux tnngentes MP,MQ, cst égal & l’angle donné «;
et si, par le point N, on méne les droites NT', NR , tangentes
aux circonférences CF, ON, I'anglc TNR sera égal a Pangle
donné €, cpr les cordes NS, LH, élant égales, les angles TNO,
HLK, BLV, sont égaux; leurs complémens TNR, BLI, sont
donc égaux; mais, par construction, P'angle BLI = ¢; donc
I’angle TNR =¢€. La circonférencg NMED satisfait donc a
toutes les conditions du probléme.

La position du pomt M étant arbntralre on peut assu)ettu-
la cxreonférenea QN a passer par un point donné de'la cir-
conférence CG.’

65. ProsLise ( ﬁg 56). Décrire une circonférence telle , que
les distances de Vun quelconque de ses points, aus extrémités
A et B d’une droite AB, soient dans le rapport de deux lignes
connues, a, 6.

Cherches sur AB un point Ptel, que vousayezPA :PB:«: €.
_ Le point P appartiendra a la circonférence demandée.

Prenes deux lignes o, ¢, qui soient entre elles dans le rap-
port de s a €, et telles, que vous ayez AB<u4-C', AB>>«'—¢'.
Des points A, B, comme centres, avec les rayons «', ', dé-
crives des arcs; ces arcs se couperont nécessairement en un
point M. Tirez les droites MA, MB, MP; par le point M,
menez MK _sous l’angle PMK —=MPB. La droite MK rencon-

*) Connli'nht le cercle CF, la sécante M§ et un point M de MY/, on a
vu (a® 5§) comment on peut mener une sécante ON telle, que la partie NS
comprise dans Je cercle CF soit égale & la ligne connue LH, etque ON=0M.
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trera’le prolongement BF de AB en un point C, qui sera tel
que la circonférence PGH, décrite de C comme centre avec le
rayon CP, satisfera au probleme.
En effet, par construction,
MA=d4,MB=C,MA :MB::« :¢*:a:C:: PA : PB.
Les angles PMA , PMB, sont donc égaux. Mais, _
PMA +4PAM =MPB —=PMK —=PMB 4-BMC —= PMA --BMC.
Les angles PAM, BMC, sout donc égaux ; les trmngles ACM,
MCB, sont denc semblab]es on a donc )
CB:CM::CM:CA,ou (1)... CB:CP::CP:CA. ’
Cela posé : si d’un point quelconque N, de la circonférence
CM, on mene les droites NA , NB, NC, on aura CN =CP.
La proportion (1) devient....... CB:CN ::CN :CA,:

Les triangles BCN, ACN, ayant un angle égal compris éntre
cOtés proportionnels, sont semblables et donnent

(2)-.- NA:NB::CN:CB::CP:CB.
La proportion (1) conduit & : :
CP:CB::CA—CP:CP—CB:: AP:PB::a:¢.
Or, (2) donne CP : CB 3 NA : NB. Donc NA : NB :;«:C.
La circonférence CM jouit donc de la propriété demandée.
. 2 .

S V. Constructions de points qui satisfassent' & des
3 .-::i:-'. coi_fditions données.

66. Pnonm).uz ( Jig. 57). Trouver un point X tel que la somme
des quarrés de ses distances a deux points donnéa A, B soit
égale & un quarré donné 3*.

Soit C le mtheu de la droite AB; tlrez AX,BX et CX; on a
vu (n° 1) que

Ax+Bx=z(c_i+Ac). Or, AX 4 BX=0%;
donc E_ﬁn-i-l—é::';v“; d’on &.=§J“—X—é.

[
I
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Par conséquent, CX est une quantité constante et connue. Tous
les points de la circonférence décrite du point C comme centre’
avec le rayon CX,, jouissent donc de la propriété demandée.

Pour construire la valeur du rayon CX, décrivez une demi-
circonférence EDF, de C comme centre avec le rayon CE=1 &';
tirez la perpendiculaire CD a EF, et sur la dreite ED comme
diamétre, décrivez uune autre demi-circonférence DHE; de E
comme centre, avec le rayon EH=AC, décrivez un arc qui
coupe cette demi-circonférence en H; la corde DH sera la lon-
gueur du rayon CX demandé; car les angles inscrits EDF, EHD,
qui s'appuient sur des diamnétres, étant droits, on a

# =EF=DE + DF = 2DE , DE =1 d*,
DH=DE —EH= 1 —AC=CX.

Pour que le probléme soit possible, il faut et il suffit que Pex-
pression DE — EH de C_i., ne soit pas négative; Cest-b-dire que
le diametre DE, de la demi-circonférence DHE, ne soit pas
moindre que la corde EH = AC que Pon doit inscrire dans cette
demi-circonférence. ]

67. Prosriuz '(fig. 58). Une circonférence CP et une sé-
cante SS' étant données , trouver sur SS' un point M tel , que la
tangente MT , au cercle CP, soit égale & une ligne connue 3.

Sur unetangente quelconque,;prenez PQ = &'; tirez CQ, et du
point C comme centre, avec le rayon CQ, décrivez une circonfé-
rence; elle rencontrera la drolte SS’ en deux points M, M’, qui
jouiront de la propriété demandée; car, si Pon méne les tan-
gentes MT, MT', M't, M’¢, et les droites CP, CT, CT’, C¢,
C¢,CM, CM’, les triangles rectangles CPQ, CTM, CT'M,
C:M’, C¢/M/, seront égaux. ]

68. Pronuiux (fig. 59). Connaissant un cercle ACBN a €t une
corde AB, trouver sur arc ACB, un point D tel, que leg cordes
DA, DB, soient dans le rapport des lignes données , €.

Déterminez sur la corde AB un point E tel, que vous ayesz

EA:EB:la:C.
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Prenez le miliew N dél'arc ANB; par les points N, E, tirez la
draite NF, qui rencontre 'arc ACB en D. Jedis que le pointD
satisfera & la question; car la droite DE divisant 'sngle ADBen
deux parties égales, on a

DA:DB::EA:EB::a:(C

69. Prosuime (fig.59). Etant donné un arc ACB, et sa
corde AB, trouver sur cet arc un pointD tel, gue le rectangle des
droites DA, DB, soit égal & un quarrédonné 3%. .

Prenez le milieu C'de I'arc ACB; du point C.comme centre,.
décrivez deux circonférences AGF, DKD’, dont 'utie passe
par les points A, B, et dont Vautre soit tangente & uneé corde
RS = 24 Les points D, D', ot la circonférence DKBY coupe
I'arc ACB, satisfont au probléme; c’est-3-dire qu'en tirant les
droites DA, DB, D'A, D'B, on aura

DA X DB="D'A X D'B=4J",

En effet, par le point D, menez la tangente FG au cercle DKD'
vous aurez FG = RS =2/, DF =DG =

Prolongez AD jusqu’en M; on sait que lés cordes AM FG
se coupent au point D, en parties récnproquement propertion-
‘lles et les droites DM DB, étant égales (n° 18), vous aures

DA X DB=DA > DM =DF X DG ==¢*.

On prouverait de méme que D’'A XX D'B=24".

Ce probléme n’est pas toujours possible. En effet, pour que
les points D, IV, existent, il faut que 'on puisse décrire la
clrconference DKD’, tangente & la corde RS = 2d; ce qui
exige que la corde RS ne soit pas plus grande que le dmmétre
du cercle CA; le c6té & du quarré donné, ne doit donc pas
&tre plus grand que la corde CA, qm soutend la moitié de
Farc domé.

“Ainsi, selon que le cété & du quarré donné sera plus petit
que C_A, ou égal a CA, ou plus grand que CA le probléme
admettra deux solutions, ou une seule so]utlon, ou sera im-

possible. ‘
70. Prosrimx (fig. 11). Connaissant les grandeurs et les
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positions de deux droiles qui se coupent, construire un point tel,
que les trois droites menées de ce point aux extrémités des lignes
données forment deus angles connus « , Q.

Supposez que BF et BE soient les lignes dontiées. Les droites
menées du point cherché, aux extrémités B, F, de BF; devant
former Pangle «, si on décrit sur BF un segment BAF ca-
pable de Pangle 4, le point demandé sera situé sur Parc BAF
qui détermine ce segment. Par Ja méme raison, si I'on décrit
sur BE un segment BAE capable de Pangle ¢, le mt cheeche
sera sur-Pare BAE. Le point demandé sera doncl intersection A
des arca-BAF , BAE, qyi:déterminent les segmens capables des
angles dgnnés «, €. Et en offet, si P'on mene ks droites AF , AB,
AE, les angles BAF, BAE, seront respectivement égaux aux
angles donnés «, €. .

7t Pnom.hu; (fig. 56). Sur une droite donnée DE trouver
wn point dont les distances & deus poinis connus ‘A, B, seient
proportionnélles & deus lignes connues, «,'C.

Décrivez une circonférence CM telle , que les distances de

'un quelconque de ses points 2 A et B soient proportionnelles
aux lignes «, €, (n° 65). Les points M et N, ol cette circonfé-
rence coupera fa ligne donnée, jouiront de la propriété-deman-
dée; caromaura, MA : MB:: 2 :€, et NA:NB :: a : €.

72. Prosriue (fig. 60). Trouver un point tel, que les droites
menées de ce point qux sommets des angles d’un triangle donné;
soient propor(ionnelles aux lignes données, a, €, % -

‘Décrivez deux circonférences telles, que les distances detun
queloouque des pomts de la premitre aux extrémités de.AB
soient comme « est & €, et que les distances de Pun queloon-

- que des points de la seconde aux extrémités de AC soient comme
s estay (n° 65) Les points M, M’, d’intersection de ces deux
circonférences, satisferont aux condntlons du probléeme ,\Il‘,
tirant les droitesMA , MB, MC, M’A, M'B,"M'C, on aura’

MA:MB::a:€, MA:MC::ziy; doi MAIMB:MC::z:€:).
On prouverait de méme que MA:M'B:MC:a:C:y.
Le probléme admet donc généralement deux solutions.
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73. Prosriuz (fig. 61). Dans Vintérieur d’un triangie ABC,
trouver un point tel , que les perpendiculaires menédes de ce
point sur les trois cbtés du triangle soient pmporuomulln
aux lignes données a, €, 9.

Par les points A, B, tirez des droites AK, BE, telles, que les
perpendiculaires menées d’un point quelconque de AK sar les
cdtés AB, AG, soient dans le rapport de« a €, et que les perpen-
diculaires menées de 'un quelconque dés points de BE sur les
cotés BA , BC, soient dans le rapport de « & 3 (n°® 48); Pinter-
section 8, des.droites AK, BE, sera le point demandé ; car il ré-
sulte de la construction, que si 'on méne par le point S les

droites SF, SH, SD, perpendiculaires sur les cotés AB, AC,
BC, on aura

SF:SH ::«:C, et SF:SD ety

4. ProsLimz (fig. 61). Dans Pintérisur &’ un triangle donné,
trouver un point tel , qu’en menant des droites ds ee point aus
trois sommets du triangle , les surfaces des trois triangles par-
tiels qui en résultent soient proportionnelles aux lignes domnées
o,6,9.

1™ SovurioN. Les surfaces des triangles étant proportion-
‘nelles aux produits des bases par.les hauteurs, ces produits
doivent étre entre eux comme les lignes &', ¢, 9; les hau-
teurs doivent donc étre proporhonnelles aux droites connues

‘:;r, C:(Cr, 7B>é ', (¥); désignant ces droites par «, €, 5,

la question sera réduite & trouver vm point S tel, que les per-
pendiculaires SF, SH, SD, menées de ce point sur les trois cotés
du triangle ABC, soient proportionnelles aux lignes connues
«, €, . On déterminera ce pomt comme dans la question pré-:
oédente. . -

2° 8orvrion. Divisez la base BC en parties BQ, CR, QR, pro-

(*) Les lignes «, €, 9., sont les derniers termes des proporliois
AB:a'Sirta, AC:C2ir: ¢, BC'7’ wriys
(r désigne la ligne prise pour whité.)
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portionnelles aux lignes «', ¢, %'; par les points Q, R, menez

des paralléles QS, RS, aux droites BA, CA ; le point S, o ces

droites se rencontrent, jouira de la propriété demandée.
En effet, tirez les droites AQ, AR; vous aurez

surface ABQ :ACR:ABC::BQ:CR:BC::a’:C a4 C' 9.
Menant les droites SA , SB, SC, les triangles SAC, RAC, se-
ront équivalens, comme ayant méme base AC et méme hauteur.

Par la méme raison, les triangles SAB, QAB, serout équi-
valens; ce qui donnera

ASB:ASC:ABC::a' :C 14 +C +4;
d’oi ABC—ASB—ASC: ASC::« +7+1'—¢’—C' : ¢,
ou SBC:SAC:: 4y :€. Mais, SAB ‘SAC:: & €.

Le point S satisfait donc & toutes les conditions du probh‘eme.

On en déduit une solution du probleme du n® 93 ; car il
suffit de prendre le point S de manitre que les surfaces des
triangles SAB, SAC, SBC, soient proportionnelles aux lignes
«aXAB CXAC 9 X<BC

r r r

§ VI. Constructions de Triangles.

75. Prosrime (fig. 62). Construire un triangle , connais—
sant deux de ses c6tés, a, b, et la longueur & de la droite qui

divise en deux parties égales Vangle compris par les cbtés, a, b.
Cherchez une ligne d telle, que vous ayez,

(1)...ata4b:d:d.

Sur une droite AE=d, formez un triangle isosc¢le CAE tel,
que CA = CE = b; prolongez EC d’une quantité CB=a, et
menex BA ; le triangle demandé sera ABC. En effct, dans ce
triangle, CB=a, CA =2b; il suffit donc de prouver que la droite
CD, qui divise Pangle BCA en deux parties égales, est égale a J.

Or, 'angle BCA = CEA+CAE=1CEA , Pangle BCA=2BCD;
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les angles BCD,CEA, sont donc egau.x,-CD est donc parallele
aEA; onadonc .
BG:BE ::CD :EA; ou (2)... a:a+b::CD: d.

Les proportions (1) et (2) prouveat que CD =4

76. ProsLiME ( fig. 62). Construire un triangle , connaissant
deux de ses c6tés,a, b, et la longueur_,d de la droite qui, par
tant du sommet de Pangle compris par ces cbtés , divise le troi-

siéme cbté en parties proportionnelles a deux lignes derinées «,¢.
Cherchez des lignes &, J", telles , que vous ayez

(1)...6:az:a:d et (2)... atadd::d .
Avecies]ignesi‘ &, b, construisez un trianglé CEA tel , que

CE=2/J, EA= &, CA=b.

Prolongez EC d’une quanhte CB==a, et tirez AB.
Le triangle CAB résoudra le probléme. Pour le démontrer,
prenez sur AB un point D qui satisfasse & la condition
(3) .. DA:DB::«:6.
La combinaison des proportions (1) et (3) donne,
DA:DB::8:a, ou DA :DB:;CE:CB;
CD est donc paralltle 2 EA. On a donc
BC:BE::CD:EA, ou a:a-+42J::CD:/¢.
Cette dernitre proportion, combinée avec la proportion (2),

donne CD=d. Mais, CB= q et CA =b; le triangle CAB sa-
tisfait donc A toutes les conditions du probléme

77. Proerime (fig. 63). Construire un triangle, connais-
sant un angle ¥, un cbté adjacent, a, et la somme S des deux
antres c6tés.

Faites 'angle PCQ:y ;prenez CD=S et CB=a ; tirez DB,
et menez la droite BA sous Pangle ABD =2 ADB.

Le triangle ABC résoudra le probleme, car

Pangle ACB=7%, CB==a, AB-AC=AD+AC=CD==S.
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8. Prorrdux (fig. 63). Construire un triangle , connaissant
un angle y, un cOté adjacent, a, et la différence & des deus
autres cbiés.

Faites 'angle QCP= 7 ; sur le prolongement de PC, prenez
CR=/27" Prenez CB = a; tirez la droite RB, et menez BA sous
Pangle ABR=—ARB. Jedisque ABC serale triangle demandé; car,
Pangle ACB=17%, CB=a, AB—AC=AR—AC=CR=9/\

79. Prozmuipe ( ﬁg 64). Construire un triangle, connaissant
sa base AB, ainsi que la somme S* et la dtﬁlrance 9 des
quarrés des deux autres c6tés.

Prenez le milieu E de AB; du point E comme centre, dé-
crivez une demi-circonférence telle, que la somme des quarrés
des distances de un quelconque de ses points aux extrémités
A, B, de la base, soit égale a S* (n° 66); et sur AB élevez une
perpendiculaire DP telle, que la différence des quarrés des dis-
tances de Pun quelconque de ses points aux exirémités A, B, soit
égale & &* (n° 37). Le point C d’intersection de la demi-circon-
férence avec la perpendiculaire, sera le sommet du triangle de-
mandé; car en tirant les droites AC, CB, la base du triangle
CAB est AB, et d’aprés la construction, les cdtés AC, CB, ont
entre eux les relations demandées,

CA4CB=S", CA—CB=2".

8o. ProsLiME ( fig. 65). Construire un tnangle connaissant
sa base c, Pangle 3 du sommet, et la hauteur h.

Sur une droite AB==c, décrivez un segment AHB capable de
Pangle 9; menez une perpendiculaire MH a AB, et prenez
MT = k; par le point T conduisez une paralléle CC' & AB. Les
points C,C’, ot cette paralltle rencontre Parc AHB, sont les som-
mets de deux triangles CAB, C'AB, qui satisfont également a
la question proposée.

81. Prosrkme. Construire un triangle , connaissant sa base c,
sa surface &*, et Pangle 3 du sommet.

) Dé.signez la hauteur inconn’ar h, vous aurez
ch=12d doh ciad::d:h
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La hauteur du triangle demandé sera donc une quatrieme
proportionnelle aux trois lignes connues, c, 24, J.
Le probltme est ainsi ramené au précédent. L

82. Prosrime (fig. 66). Construire un triangle , connais-
sant sa surface 3*, un angle BAC, et le point M par lequel doit
passer le -c6té ON opposé a Pangle donné BAC. °

Menez MT paralléle & AC; formez le paraliélogramme APQR
équivalent a 8*; sur MQ comme diamétre , décrivez une demi-
circonférence; inscrivez une corde MD ==MP; tirez DQ; prenez
RN =DQ; tirez la droite MN qui rencontre AB en O.

Jedis que AON est le triangle demandé ; en effet, les triangles
QMS, PMO, RNS, étant semblables, on a

surface QMS : PMO : RNS :: QM : PM : RN; d’od

QMS—PMO : RNS :: QM —PM : RN.

Or, QM—MP=QM — MD =DQ = RN;
donc  QMS—PMO=RNS, ou OPQS =RNS;
donc  OPQS- AOSR=RNS -+ AOSR, ou APQR=AON.
Mais, surface APQR = °. Donc enfin, surface AbN =d*
Le triangle AON résout donc le probléeme.

83. Promuime (fig. 67). Etant donné un point M dans
Pangle BAC, trouver, sur les cbtés de cet angle , deus points N
et P tels, que le triangle NMP soit semblable a un triangle donné
Tirez la droite AM; sur DE et DF, décrivez des segmens
DSGE, DTGF, capables des angles BAM, CAM; les arcs DSGE,
DTGF, se couperont en deux points D, G. Tirez les droites
GD, GE, GF. Sur les c6tés AB, AC, de 'angle donné BAC, pre-
nez des parties AN, AP, telles, que vous ayez

(1)... GD:GE :; AM: Mi\(2) .. GD :GF :: AM: AR
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Joignes les points M, N, P, par des droites. Je dis que NMP

sera le triangle demandé. Eu effet, d’aprés la construction, les

triangles NAM, MAP, sont respectivement semblables aux trian-

gles EGD, DGF, car ils ont un angle égal compris entre cdtés
proportionnels. La similitude de ces triangles donne

Paogle AMN = GDE, langle AMP == GDF.
* Les angles NMP, EDF, sont dounc égaux. Mais,
. MN:DE:MA:DG, e MP:DF :: MA:DG.
Panc, MN : DE :; MP: DF.

_ Les triangles NMP, EDF, ont donc un angle égal compris
entre cOtés proportionnels; ces triangles sont donc semblables.
Le triangle NMP jouit donc des propriétés demandées.

84. Proxutux (fig. 68). Construire un triangle rectangle,
connaissant la longueur « de la perpendiculaire menée du som-
met de Vangle droit sur Uhypoténuse, et la différence 3 des deux
cbtés de Vangle droic.

Décrivez une ciroonférence avec le rayon OT =« ; en un point
quelconque T de cette circonférence menez une tangente Tz,
et prenez TA =} par le point A et le centre O, tirez la sécante
AB; sur AB comme diamétre décrivez une demi-circonférence
AeB; au point B, éleves sur AB une perpendiculaire BE, et
prenez BK = «; menes KC paralléle a BA, et CD perpendicu-
laired AB; CD sera égal & «; tirez les droites AC, BC. Il est fa-
cile de voir que CAB gera le triangle demandé ; car I'angle ACB
est droit, la perpendiculaire CD est égale a «, et je vais prauver
que AC—CB=4.

Les propriétés connues des triangles rectangles, donnent

AC+CB=AB, AC:AB::DC:CB, ACX CB=ABXDC.
Donc AC—+CB—aACXCB=AB—2AB>xDC=AB—AB32DC.
Or, aDC=24=BP, et AC+4-CB—2ACXCB=(AC—CB)*; donc

. (AC—CB)*==AB—AB 3 BP=AB (AB — BP) = AB < AP.
Géomdtrie. 4
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Mais, AB:AT ::AT:AP; doi ABXAP=AT;
donc enfin, (AC—CB)'=AT =2*; da AC—~CB=2J.

Si Pon prolonge KC jusqu’en C, on verra que le triangle
AC'B satisfait également aux conditions demandées.

85. Promiime ( fig. 69). Construire un triangle, cannaissant
son périmétre 2p , et deux de ses angles =, €.

Par les extrémités d’une droite DE = 2p, menez des droites
DC, EC, sous des angles CDE =}« , CED=€; par le point C
d’intersection, tirez des droites CA, CB, sous les angles DCA == 14,
ECB = } €. Le triangle ABC résoudra le probléme ; car il ré-
sultedela construction et des propriétésconnuesdes triangles, que

Pangle CAB=} s+ ;s =0, Pangle CBA =4C4-1C=(,
et que AC=AD, BC=BE.

Donc, AC+AB+4BC=AD~+-AB+BE =DE=2ap.

86. Proriux (fig- 70). Construire un triangle ABC , con-
naissant les longueurs a, €, v, des trois perpendiculaires AD,
BE , CF, menées des sommets sur les c6tés opposds.

Soient, BC=a, AC==b, AB==c. On aura
surface ABC=} aa =1 50= cy; donc,. atbhiciifila ;.‘_c_

. k4
Par conséquent, si 'on construit un triangle A’B’C’ avec les
trois lignes connues, BC'=¢, A'C'=4«, A'B'= ::—, ce triapgle
sera semblable au triangle demandé. Menant donc denx per—
pendiculaires GH, MN, & la droite AD =«, et tirant par
le point A deux droites AB, AC, sous des angles GAB= ¥,
HAC = C', le triangle ABC jouira de la propriété demandée.

87. Prosuiue (fig. 70). Construire un triangle ARG, con-
naissant les longueurs des perpendiculaires AD , BE, mendes
des sommets A, B, sur les c6tés opposés CB, CA. La droite AD
est donnde de position, et Uon connatt le point O de AD par ou

passe BE. .
Les points A, O, D, étant donnés, si la longueur de OB était
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connue, on en déduirait facilement la solution du problinie
preposé ; car en menant par le point D une petpendiculaire MN
a la ligne donnée AD, Parc décrit du point O comme centre
avec le rayon OB, couperait MN en un point B; tirant la droite
BR par les points cosans B, O; nienant ensuite par le point
donné A, la pa'pendlcnlalreAC aBR,ettirant AB, ]e triangle
ABC serait construif.

La question est dono réduite & déterminer la longueur de OB,

Les triangles rectangles OAE, OBD, sont semblables, et
fournissent la proportion OA : OB :: OE : OD.

Les droites AD, BE, se coupant au point O en parties récipro-
quemeént proportionnelles, on peut les considérer comme deux
cordes inscrites dans un méme cercle; par conséquent, si I'on
fait passer par les points donués A, D, une circonférence quel-
.conque dont le rayon ne soit pas moindreque ; BE, et si par le
point O on tire dans ceite circonférence une corde B'E’ dont
la longueur soit égale & la llgne connue BE (n° §1), les denx par-
ties OB',OF’, de cette corde comprises entre le point O et la cir-
conférence seront les longueurs des lignes inconnues OB, OE;
ce qui déterminera la longueur de OB.

88. Prominygz (fig. 70). Comstruire wn triangle ABC, con~
naissant Pangle ACB==7, et les longueurs des perpendiculaires
BE, AD, menées des sommets B, A , sur les c6iés opposés CA, CB.

Tires deux droites indéfinies CM, CT, qui forment entre
elles Pangle donné v; par le point C menez deux droites GP,
CQ, respectivement perpeundiculaires aux droites CM, CT;
prenez CH=DA et CK=EB; par les points H, K, menez des
paralléles HG, KS, aux cotés CM, CT. Ces paralléles détermine~
ront les points A, B; et le triangle ABC résoudra le probléme.

89. Promrimz (fig. 71). Construire un triangle rectangle
équivalent au trapése ABCD , et qui ait un des obtés de angle
drois égal a Pun des cbtés paralicles AB, DC, de ce trapise.

Tires la diagonale AC, et par B menez la paralléle FE a CA,
qui rencontre en G le prolongement AK de DA ; par G menes
MN paralitle & DC; dletes CH perpendiculaire & CD, et tirez

4..
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la droite DH. Le triangle DCH satisfera aux conditions da pro-
biéme. En effet, ce triangle est rectangle en C, et les triangles
de méme base et de méme hauteur étant équivalens, si Pon tire
l]a droile CG, on aura

BAC+4 ADC=GAC + ADG, ou ABCD=GDC=HDC.

Ce probleme est toujours possible.

Oan obtiendrait un second triangle DCH’ qui satisferait & la
question , en menant par le point D une perpendiculaire DH’
2 DG, et en tirant la droite CH'.

go. Prosriue (fig. 72). Le sommet M d’un triangle isoscile
est donné; on sait que les extfmités N, L, de la base de ce
triangle sont placées sur deux paralléles connues AB, CD, ot
la base du. trmnglc doit faire un angle donné & avec ces paml-
Rles. On propose de construire ce triangle.

1l agit d’inscrire , entre les paralléles AB, CD, une droite
LN telle, que les droites ML, MMy soient de mé.me lorigueur,
et que I'angle ANL =«; le triangle isoscele MNL résoudra le
probleme.

Pour construire la droite LN, par un point quelconque F de
CD, menez une droite FE sous I'angle CFE =« ; tiréz MG per-
pendiculaire sur FE , et par le milien K de TH menez PQ paral-
Jéle & EF. Je dis que LN sera la droite demandée.

En effet, les triangles semblables KNI, KLH, donnent

KL : KN :: KH :KI.

Mais, par construction , KH = KI; donc KL=KN.

La droite MG, perpendlculmre a EF est perpendiculaire
sur la paralléle PQ & EF; MK est donc perpendnculmre sur le
milieu K de LN; donc ML = MN. De plus, les angles ANL,
LFE, sont égaux a l’angle donné «. Le triangle MNL jouit donc
es propriétés demanddes.

gt. Prosutu (fig. 73). Construire un triangle, connaissant
sa base AB, et Uangle oy du sommet ; on.sait de plus que los
deux aulres cbtés sont dans le rappart.dr deux lignes don-
nées, s, C.

-Sur labueAB décrivezun segmént ABBcapable de Pangley,
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et achevez' la circonférence ;' prenez le milieu E de 'are AB;
sur la corde AB, cherchez un point D tel, que vous ayes
DA :DB :: « : €. Menez les droites EDC, CA, CB; le triangle
ABC résoudra le probleme. En effet, sa base est AB, Pangle
ACB du sommet est égal a angle donné 9 ; les arcs AE, EB
étant égaux, les angles ACE, ECB, sont aussi égaux, et la droite
CD divisant Pangle ACB en deux parties égales, on a
' CA:CB::DA:DB: «:C.

g2. La solption du ‘probleme du n* 65 ( page 39), conduit
trés simplemest & une autre manitre de déterminer le triangle
demandé. '

En effet, on sait construire une circonférence CG (fig. 56),
telle, que les distances de chacun de ses points aux extrémités
de labase AB, soient comme « est & €, et en décrivant sur AB
un Tent ADB capable de I'angle donné 9, ce segment cou-
pera la circenférence CG en un point M, qui sera le sommet
du triangle AMB demandé. )

93. Proruiue (fig. 56). Construire un triangle , connaissant
sa base AB; on sait Gue ses deux autres c6tds sont dans le rap-
portdes lignes donnéesa,(, et que son sommet est sur ladroite DE.

Décrives une circonférence CG telle, que les distances de

chacun de ses points a A et B soient comme « estd € (n® 65).
Les points M et N, ou cette circonférence coupe DE, sont les
sommets de deux triangles MAB, NAB, qui jouissent de la
propriété demandée; car la base de ces triangles est AB, le rap-
port des deux autres cOtés est celui de « & €, et les sommets
M, N, sont sur la droite DE.
. 94. Paomae ( fig. 74). Construire un triangle , connaissans
un angle C, la somme S des cbtés qui comprennent cet angle ,
et la longueur & de la perpendiculaire menée du sommetde Vangle
connu sur le cbté opposé.

Faites I'angle PKR = ¢ ; divisez cet angle en deux parties
égales par la ligne KD ; sur une perpendiculaire quelconque
Mn a KP, prenez MG = &) tirez GB et BE paralléles 3 KP et a
GM. Par le point B de KD, inscrivez dans Pangle PKR une ligne
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AH =8/(n*'44); et - menez BC de manitre que Pangle ABC==C;
le triangle ABC résoudra le probléme. En effet , Pangle ABC pst
égal & Pangle donné €, et la perpendiculsire BE, menée du
sommet de cet angle sur le c6té opposé AC, est égale a &

11 ne reste donc plus qu'a prouver que BA 4-BCax §.

Les triangles ABC, AKH, ayant un angle commun A, et
les angles ABC, AKH étant égaux a €, les angles ECB , KHA
sont égausx. D’ailleurs, si 'on mége BF perpendiculaire i KH,

on aura BF = BE; les triangles rectangles BCE, BHF, sopt donc
égaux. Donc,

BC=BH, et BA + BC:= BA + BH= AH = &

95. Prosriuz (fig. 75). Construire un triangle, connaissant
uB 08té a, un des angles adjacens v , et la perpendieulgire &
mgnde du sommet de cet angle sur le c6té opposé.

Sur la droite BC=g«, décrivez une demi-ciroankérenge; da
point C comme centre avec le rayon &, décrivez un arc gmi cou-
pera la demi-circonférence en D; tirez BD que vous prolon-
gevez indéfiniment; menez CA sous 'angle BCA =%y Lq irigpgle
demandé sera ABC; car BC = «, P'angle BCA =3, gt la dypite
CD, perpendiculaire sur AB, est égale a d.

Si Pou tire la droite CA’, sous Pangle BCA'=17, le bnngle
A'BG satisfera également & la question. ,

g6. Prosiimx (fig. 76). Comasruire un triangle, connaissani
o surfacem X< n, etdau.xdcusanglun, 7.

Dans Pangle BAC = «, inscrivesz une droite DE = am, qui
forme avec AB I'angle ADE =9 (n° 42). Menez AF perpendi-
culaire sur DE ; cherchez deux moyennes proportionnelles,
Puve g, entre m et », Pautre b, entre AF et m; prepez AM
quatritme proporhonne]le aux trois lignes b, a, AD,‘ il en
résultera

a*=mxn, *=mxAF, bia:: AD AM.

Menez MN paralidle 2 DE. Le triangle AMN résoudra le
bleme. En effet, b*=AF X m —= AF < } DE—mrfmA.gv

0t:mfADE mrfAMN..AD AM::b“ .::b’.:mxn.
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r , surface ADE==0"; dono swrface AMN ==m X n.
Mais, Pangle AMN = ADE =, et l'angle MAN =a.

Le triangle AMN satisfait donc aux conditions du probléme.

Pour trouver une seconde solution, prenez AM' = AM, et
menez M'N’ sous Pangle AM'N’ =9 ; le triangle AM'N’, égal &
AMN, jouira des mémes propriétés.

97- Promuiuz (fig- 77). Etant données deus circonférences
concentriques OA’, OC', consiruire un triangle A'B'C, qui ait
deux sommets A, B', sur la grande circonférence, le troisidme
sommet C’ sur la petite circonférence , et qui soit semblable au
triangle donné ABC.

Menez la droite DE tangente & la circonférence OA’, et par le
point de contact A" menez la droite A’F sous 'angle DA’F=B;
décrivez sur A'F un segment FC"C'A’ capable de 200° — C; tires
1a droite FC'B’ par Ie point F, et par le point C’ ol Parc qui dé-
termine ce segprent rencontre la circonférence OC' ; joignesle
point A’ anx points C', B'.

Je dis que le triangle A'B'C’ satisfera aux conditions du
probléme. Ea effet, Pangle A'B'C' = A'BF =DA'’F=B,

Pangle A’'CF = 200° —C == 200° — A'C’'B".

Donc, Pangle A’C'B' = C.

Le triangle A'B'C’ est donc semblable 2 ABC.

Si par le: point F et par le second point d’intersection €' de

ParcFC'C'A’ avec la circonférence OC’, on ménela droite FC'B’,
on déterminera un second triangle A’ B‘C’, qui satisfera égale-
ment & Ia question.

08. Promukux (fig. 78). Construire un triangle, comiuant
un angle », le rayon R du cercle circonscrit a ce triangle, e
le rayen r du cercle inscrit.

Décrives ume circonférence ANBG avec le rayon R ; menes
la tangente DE a cette circonférence, et par le point de con-
tast A menez la corde AB sous angle EAB = y. Menez une
paralltle HK a AB, & une distance  de AB; du milieu Gde I'arc
AB comme centre, avec GA pour rayon, décrivez la circonfé-



56 PROBLEMES

rence Ad'oBM, qui coupe HK en o et o’. Du point 0 comme
centreet d’un rayon r, décrivez la circonférence ¢ £'; et des points
A, B, menez i cette circonférence les tangentes A/T, B¢/ T, qui
se couperont en un certain point C.

Je dis que le triangle ABC satisfera aux conditions du pro-
bleme. En effet , par construction, la distance des droites AB,
HEK, est égale au rayon r du cercle o¢; donc la circonférence ot
est tangente au c6té AB; et par conséquent, les trois cBtés du
triangle ABC sont tangens au cercle ¢/, dont le rayon est .

‘En second lieu, menez la tangente AF a la circonférence
Ao'oB, Pangle FAG sera droit; vous aurez

angle GAB= EAB =19.
Mais, angle AoB=FAB=100°4GAB= 100°+4 {7; et
0AB 4 0BA=200°—A0B=200° — (100°+4-} ) =100%— 1.
Or, Pangle CAo = 0AB, et P'angle CBo==0BA; donc
CAB+ABC=2(0cAB+-0BA)=200°—y; doncl'angle ACB=4.

Enfin, puisque Pangle BCA est égal a I'angle BAE, # a pour
mesure la moitié¢ de Parc AGB ; donc son sommet C est situé sur
la circonférence AGBN, qui a été décriteavec le rayonR ; donc
le rayon du cercle circonscrit aun triangle ABC est égal & R.

L’arc Ao’oB coupe la droite HK en un second point o', qui dé-
terminerait une seconde solution exactement semblable & la

premitre.

99. Prosiiue (fig. 78). Construire un triangle, connais-
sant un c6té c, le rayon R du cercle circonscrit, et la dis-
tance d des centres des cercles inscrit et circonscrit.

Prenez une droite AB = ¢, et d’'un rayon égal &4 R décrivez
une circonférence AGBN qui passe par les points A, B. Du
centre O de cette circonférence,avec un rayon égal & d, décrivez
la circonférence o'mon, et du milien G de 'arc AB comme
centre avec le rayon GA , décrivez la circonférence Ao'oBM. Du
point o d’intersection de ces deux circonférences, comme centre,
décrivez une circonférence ¢#'¢* tangente a la corde AB; et des
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points A, B, menez & cette circonférence les tangentes AT,
BZT, qui se couperont en C.

Le triangle ABC satisfera a toutes les conditions du pro-
bléme. En effet, menez au point A la droite DE tangente a Ia
circonférence OA , et la droite AF tangente a la circonférence
A0'vBM; tirez Ao et Bo, vous aurez

angle AoB = FAB = 100° 4+ GAB = 100° + 1 EAB.
Or, oAB-l-oBA'.: 200° — AoB = 100° — } EAB,
et CAB +4-CBA = 2(aAB - 0BA) = 200° — EAB.
Donc l'angle ACB — EAB; le point C est donc sur la circon-

férence OA.

De plus, le rayon OA =R, le cté AB =c; et la distance
00, des centres, o, O, des cercles inscrit et circonscrit au triangle
ACB, est égale & d. Ce triangle satisfait donc & la question.

La circonférence o'mon coupe l'arc Ao'oB en un second
point o’ qui détermine une seconde solution exactement sem—
blable & la premitre.

100, Paoruisz (fig. 79). Construire un triangle rectangle
zel, que la somme des deus cOtés de Vangle droit soit égale
@ la ligne donnée S, et que le rapport des quarrés de ces mémes
cBtés soit égal & celui des lignes connues, &, .

Sur une droite indéfinie MN, prenez des parties DE = «,
EF =¢, et sur DF comme diamétre décrivez une demi-circon—
férence; élevez au point E la perpendiculaire EA au diamétre;
menez les droites AD, AFK; prenez FH = AD, AG =SS;
joignez HD; menez GB paralltle & HD, et BC parali¢le a DF.

Je dis que le triangle ABC est le triangle demandé. En effet,
Pangle DAF est droit ; on a
N — e

(t)... AB: AC:: AD: AF, AB :AG::AD: AF,
et P'on sait que,
—_— —a —_— —s
AD: AF ;: DE: EF. DoncAB: AC:: DE: EF ::«: ¢
Mais; AG ; AH :: AB: AD,
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ot Pon déduit de'(v)que AB4- AC : AD 4-AF :: AB : AD;
done AG : AH :: AB + AC : AD + AF;

or, AD 4+ AF=FH+4-AF=AH; donc, AB4+AC=AG=S.

101. Prosriux (fig. 80). Construire un triangle, covmsis-
sant un cbtd, c, et les longuenrs &, C, des droites mendos des sems~
mets des angles adjacens aux milieux des cOtés dpposés.

Sur une ligne indéfinie MN , prenes trois parties DA, AB, BE
égales a c; sur la base DE, et avec les cdtés DC=2s, CE=2f,
construises le triangle DCE , et joignez le point € aux points
A, B. Je dis que le triangle ACB est le triangle demandé. En
effet, menez les droites BF, AG, aux milieux des cités AC,
BC; puisque AB=AD =BE, la droite BF sera paralltle a EC,
la droite AG sera paralltle 2 DG, et vous aurez

BF=1!EC=(, AG={DC=au

102. Prosriui (fig. 81). Construire un triangle, connais-
sant les longueurs «, C, v, des trois droites mendes des sommets
des angles aux milieux des c6tés opposés.

Avec les o6tés, DC = 2«4, FD = 26, CF — 2y, eonstrwisez
le triangle CDF; aehevee le parallélogramme DCEF ; divises I
diagonale DE en trois parties égales anx points A , B, et memes
les droites CA, CB. Je dis que le triangle ACB est le triangle
demandé. En effet, menez les droites BG , AH , aux milieux des
cétés AC, CB. Puisque AB = BE = AD, la droite AH sera
paralltle & D€, Ta droite BG sera paralitle & EC, et veus

aurez :
AH={DCz=«,BG=1E€ =¢.

" Mais le point K, milieu de la diagonale DE, P'est aussi de AB,
et CK=1 CF = #. Le triangle ACB satisfait donc & toutes les
conditions dw probléme.

103. Prosrimz (fig. 82). Par trois points donnés B, R, Q,
mener des droites MN, PN, PM qui ﬁ)rmnt un triangle MNP
égal & un triangle donné DEF.

Tirez les droites BQ, BR ; sux ces drontes décrivez des segmens
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BMQ, BNR, oapahles des angles FDE, FED; par le point B
mencz une sboants MN telle, que MN == DE (n° 56); tires los
droites MQP, NRP; le triangle MNP satisfera & toutes les con-
ditions du problime; car

MN =DE, P'angle PMN == FDE, et Pangle PNM = FED.

“Les triangles MNP, DEF, sont donc égaux.
La sécante M'N’ == MIN, donnerait une se¢onde solution.
" 104. ProELEuE (fig. 83). ‘Circonscrire au triangle donné
BST, le plus grand triangle équilatéral possible.
Sur les cOtés BS, BT, décrivez des segmens BDFS, BGET,

capables de 1%-0: ; achevez les circonférences CB, C'B; per l¢

point B, menez DE perpendiculaire & la corde AB; les droites
DS, ET, prolongées se rencontreront en un point H. Le trian-
gle DEH résoudra le probléme, En effet, par construction, les

angles HDE, HED, étant de ?-;;‘3'-' , Pangle H vaut 22 Jo tiaa-

gle DEH est donc équilatéral.

Il suffit de prouver que la surface de ce triangle est plus
grande que celle de tout autre triangle équilatéral circonscrit
FGR. Or, tous les triangles équilatéraux étant semblables, on a

DEH : FGR :: DE : FG.
Mais DE est plys grand que FG (n° 14); la surface du triangle

DEH est donc plus grande que celle du triangle FGR.
Le triangle DEH jouit donc de la propriété demandée.

105. Prosuime (A 84). Inscrirg dans un cerele donné um
triangle isoscéle, connaissant la somme S de la base et de lo
hauteur de ce tria

Par le centre O du cercle donné tirez une sécante quelconque
AQ; prenes AF = S; &un point quelconque M de AF, con-
duisez MH perpendiculaire sar AF; prenez MN — } FM, et
par les points F, N, tirez la droite FP, qui rencontre la circon-
férence donnée en C ¢t C'. Menes les cordes CB, C'B’, perpendi-
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culaires sur AQ;les points D,IV, seront les milieux deces cordes;
et en tirant les droites AB, AC, AB’,AC), les triangles ABC,
AB'C), satisferont & la question.
En effet, les triangles FMN, FDC, sont semblables, et
FM = 2MN; donc
FD=2aDC=BC; donc AD+4BC=AD 4+ FD=AF=S.

On démontrerait de méme que AD’ 4-B'C'==S.

Quand la somme S n’est pas plus grande que le diamétre du
cercle donné, le probléme n’admet qu’une solution.

Lorsque S est telle qu’en prenant AF' =S, et MN' =] MF’,
la droite F'N'P’ est tangente en T au cercle OT, on tire la
perpendiculaire TT' & AQ, et on mene les droites AT, AT’;
le triangle ATT' est le seul qui satisfasse & la question.

Enfin, quand la somme S est plus grande que AF, le pro-
bléme est impossible.

Pour calculer le masimum AF’ de S, au moyen du rayon
OT =R, on observe que les triangles OTF’, TLF', étant rec-

tangles et semblables , on a
OT:TF ::TL:LF'; or, LF'=2aTL, donc TF'=20T=aR.

Mais, OF =VOT +TF =y 5B =Ry5,
et AFF =R +4-OF'; donc AF = (1 + Vg)XR

§ VIL. Des Lieux géométriques.

106. Proruiuz (fig. 85). Soit XX'X" un cercle donné, O son
centre, et P un point donné dans le plan du cercle ; on tire des
droites PX , PX', PX’, stc. , du point fixe P aux différens points
X, X', X", eto., de la circonfirence OA ; sur les prolongemens
de ces droites , on prend des parties PY , PY', PY", etc., telles

gqu’on ait constamment

a3 3 PX:PY i PX': PY' 31 BX :PY’ 2 etc
(@ et b désignent des lignes données). Il s’agit de trouver le lien
géométrique des points Y , Y'; X", etc., ainsi déterminés.
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Menons le rayon OX, et par un des points Y du lieu géomé-
trique, tirons YZ paralitle a OX. Les triangles semblables POX,
PZY, donnent :
PO:PZ:iOX:ZY ::PX:PY: a:b.
Donc (1)... PZ=§ > PO, et (2). .. ZY=§><ox.

On surait de méme, ZY' = 2 x OX', Z¥*= 5’ > OX", ete.

La valeur (1) de PZ est constante, car a, b et PO sont donnés;
elle détermine la position du point fixe Z.

Or, lesdistances ZY , ZY', ZY", etc., sont égales entre elles,
car les rayons OX, OX’, OX’, etc., sont égaux.

Le licu gdométrique cherché est donc une circonférence , dont
le centre Z et le rayon ZY sont déterminés par les équations
(1) et (a).

107. Proariuz (fig. 86). On donne de position un point P, et
une droite AB; on tire une droite PX, du point P & un point quel-
conque X de AB, et Fon méne une droite PK gui forme avec PX
Vangle donné v ; on prend sur PK une partie PY telle, que PX
so0it a PY dans le rapport de deux lignes données, a, b. Il ¢’agit
de trouver le lieu géométrique de Uextrémité Y de la droite PY.

Abaissons PC perpendiculaire sur AB; menons PF sous
Pangle CPF =y, et prenons PD de manitre qu'on ait,

a:b::PC:PD.

Si de Pangle CPD et de son égal XPY, on retranche ’angle
commun XPD, on aura l'angle.CPX = DPY.

D’ailleurs, PC:PD :: PX : PY;
donc les triangles PCX , PDY, sont semblables; donc Pangle D
est droit.

Tous les points du lieu géométrique cherché sont donc les dif-
férens points de la perpendiculaire HG élevée a Uestrémité D de
la droite PD connue de grandeur et de position.

Rxuanquz. La droite PD pouvant étre située desdeux cOtés de
PC, le probléme proposé est susceptible de deux solutions.
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108. Pronriwe € fig. 87). On donne d% position un' poinis P
et une droite KB ; on méne une droite PX, dus point P 8 un peimt
gquelconque X de AB, et Von détermine sur PX un point ¥ #el,
gque le rectangle PX X PY svit égal & un quarré donné a*. On
demande le lieu géométrique des points Y.

Du point P, abaissez sur AB la perpendiculaire PC, et prenez
sur PC un point D tel que PCXXPD=a*; D sera un des points
du lieu géométrique demandé. Mais on a aussi,

PX < PY=2a*; donc PX : PC :: PD : PY;

‘donc les triangles PXC, PYD, sont semblables; done lﬂg
PYD est droit.

Par conséquent , be lieu géométrique cherehé est une anbm-
JSérence dont PD est le diamétre.

10g. Prosriue (fig. 87.) On donne un point P sur une cir-
conférence PYD conrue de grandeur et de position; orn méne
par le poins P une corde queleongque PY, que I'on prolonge d’une
longueur YX telle , que PX X PY soit égal & un quarré donné
a*. Frouver le lieu glométrigue des points X..

Le probléme précédent conduit immédiatement a cette eoms-
truction : tirez par le centre O la‘droite PC, de manidre que
PDXPC==a*; la perpendiculaire ABa PC, menéeparide pouuC
sera le lieu géométrique demandé.

110. ProBriMe (fig. 88). On donne un point P et un cercle
OA. On joint le point fixe P avec un point quelconque X ds la
circonférence OA , et Uon tire une droite PM qui forme aueo PX
un angle constanty. On prend sur PM uxe partie PX' tolle , que
Les longueurs PX, PX', soient dans le rapport de deus lignes don-
nées, a, b. Il 9’agit de trouver le lieu géométrique des points X'
ainsi déterminés.

Menez la droite PB par le point P et le centre O ; tirez PN
sous Pangle BPN =y ; vous obtiendrez deux points A, B, du lien
géométrique demandé | en portant sur PN des parties PA’, PB',
telles que vous ayes,

a:b5::PA:PA’, a:b::PB;:PP.

\
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Ces deux proportions donnent
PA:PA  :PB:PB' :ta:h; dod
(1)... PB4-PA:PB' 4PA’ ::PB—PA : PB'—PA' it a: b,
Or, PB=PO+4+OB=PO 4 O0A, PA=x=PO—O0A;
donc, PB 4 PA—2P0O, et PB— PA =120A.
On verra de méme, en prenant le milieu O’ de la droite A'B’,
que PB’ 4 PA’ =aP0’, PB'—PA’'=120’'A".
La proportion (1) devient
aPO : 2P0’ :: 20A : 20'A’ ;:a: b.
Done, PO : PO :: a: b. Dailleurs PX : PX' i a: b;
donc, PO : PX :: PO’ : PX".
Or, Pangle XPX' = OPO’=y; donc I'angle OPX = O'PX’,
Les triangles OPX, O’'PX’, sont donc semblables, comme

ayant les angles égaux en P compris entre deux cftés propor-
tionnels; on a donc

OX :O'X’:: PO: PO/t at b; Y doh O’I’=‘—I:><OX.

Tous les points X', du lieu géométrique demandé, sont donc
&loignés du point O’ d’une quantité constante. Par conséquent,.
le Yieu glométrique therché est une circonférence , décrite du

point O' comme centre avec un rayon égal & g < OX.

111. Prosudue (fig. 89). On donne de grandeur et de posi-
tion le cercle OX et la droite AB. Par un point quelconque X
de la circonférence , on tire une droite XY paralléle et égale o
AB. I s’agit de trouver le lisu géométrique des points Y.

Du cgntre O menez OZ paralléle et égale a AB, la figure
OZYX sera un parallélogramme; donc ZY = OX. Par consé-
quent, le lieu gdométrigue cherché est la circonférence d’un
cercle dant Z est le centre , et dont le rayon est égala 0X.

112. Paomduz (fig. 9o). Deus droites inddfinies BB',CT’,
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étant données de position, trouver le lieu géométrique des
points X tels qu’en menant des droites XP, XQ, qui formen:
avec BB’ et CC' des angles donnés «, €, les longueurs XP, XQ,
soient dans le rapport constant de deus lignes connues, a , b.

Soit x un second point du lieu géométrique cherché; si Pon
tire les paralltles zp, xg, & XP et XQ, et les droites PQ, pg,
les triangles PXQ, pxg, seront semblables, comme ayant les
angles égaux PXQ, pxg, compris entre cdtés proportionnels;
donc les angles QPX, gpx, sont égaux, et les droites PQ, pg,
sont paralléles; on a donc

AP: Ap ::PQ: pg :: PX: px; dod AP:PX :: Ap:ps;
les triangles APX, Apz, sont donc semblables, comme ayant
un angle APX = Apx compris entre cités proportionnels; les
angles XAB, xAB, sont donc égaux ; les trois points A, =, X,
sont donc en ligne droite (fig. 91).

Par conséquent, fous les points du lieu géométrique cherché
se trouvent sur une droite qui passe par Vintersection A des
droites donndées. .

Pour construire le lieW géométrique demandé, tirezr des
droites FF', NN’ (fig. 92), qui forment avec BB et CC’ les
angles donnés &, C; a partir des points E, M, o ces droites
rencontrent les droites données, prenez des longueurs EG=a,
Mm=b; par les points G, m, tirez des paralleles GH, mK,
aux lignes BB’, CC’; I'intersection 7 des droites GH, mK , sera
un des points du lieu géométrique cherché; car en conduisant
par n des paralltles ng, nd, aux lignes FF’', NN’, ces paralltles
formeront les angles «,¢, avec les droites données BB',CC’, et
on aura

ng=GE=a, nd=mM=5b, dou ngind:la:bd.

La droite DAD’ menée par les points connus, n, A, sera
donc le lieu géométrlqne demandé.

La question proposée admet une seconde solution. Car,
prenant Mm'=50, et en tirant une paralléle m'K’ & CC, qui
rencontre GH en r’, il est facile de voir, par des raisonnemens
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analogues aux précédens, que tous les points de la droite RS
menée par n’ et A, jouissent de la propriété demandée.
113. Paosuiaa (fig. 93). Deus droites indéfinies AA', BB,
étant domnées de position , déterminer le lieu géométrique des
points X tels qu’en menant les perpendiculaires XP, XQ, aux
" droites AA’, BB, la somme des produits de ces perpendiculaires
par les lignes connues, a, b, soit égale G un quarré donné 3*.
I S'agit de satisfaire.a la condition

a X XP 46 <X XQ=24"

Pour ramener cette Guestion a la précédente, on prolonge
la droite QX, de X vers E, et Pon porte sur QE une partie QR
déterminée par la proportion

bt d:d:QR; desorte que =5 X< QR.
Il ne s’agit plus que de satisfaire a la condition
aXXP+4bXXQ=105XQR; d'ou
a <X XP=5(QR —XQ) =14 X XR.
Done a XX XP=>5<XR; doi XP:XR ::b:a.

Par conséquent, si 'on tire par le point connu R, une paral-
lele CD 2 B'B, la question sera réduite a déterminer le liew
géométrique des points X tels qu’en menant les perpendicu-~
laires XP, XR, aux droites indéfinies AA’,CD, les longueurs de
ces perpendiculaires soient dans le rapport constant des lignes
connues, b,a. On a vu (v° 112) que le lieu gdométrique demandé
est le systéme de deusx droites qui passent par le point G, et
Pon a donné le moyen de construire ces droites.

114. Prosriux (fig. 94). Deux points A, B, ésant donnés
sur une droite inddfinie HH', trouver le lieu gométrique des

points X tels que la différence XA — XB soit dgale & un
quarré donné é*.

On a vu (n° 37) que le lien géométrique cherché est une per-
pendiculaire SS’ 2 HH', et nous avons donné le moyen de cons-
truire cette perpendiculaire.

115. Prosrimz (fig. 95). Deix points A, B, étant donnés,

Géométrie. A 5

’
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déterminer le licu géoméiriqua des points X tels, que la somme
R.-{- BX soit égale & un quarré donné 3.

On a va (u® 66) que le lieu géométrique demandé est une
eirconférence dont le centre est le milieu de la droite AB, et on
a donné le royen de construire le rayon.

116. Promuduex ( fig: 96). Deux points A, B, dtant donnds, '
trouver le lieu géoméirique des points X tels, que les distances
XA, XB, soient constamment dans le rapport des lignes don-
nées, a, b.

Dibvisez la droite AB en deux parties telles, que I’'on ait

CA:CB:: a:d. lfaudraque XA :XB :: CA : CB.

La ligne XC divise donc I'angle. AXB en deux parties égales.

Cela posc : soit pris sur le prolongement de AB un point D,
tel que Pon ait DA:DB::a:b; '
on aura aussi XA:XB::DA:DB

Cette derniére proportion démentre que si I'on tire le pro-
longement XE de AX, la droite XD divisera Fangle BXE en
deux parties égales. En effet, conduisez la paralitle BK 2 DX,
vous aurez '

XA : XK :; DA : DB; dailleurs XA : XB :: DA ; DB;
done XK==XB; donc Pangle XBK == XKB. .

Mais, les droites BK , DX, étant paralléles,

Pangle XBK = BXD, Pangle XKB — EXD; donc Pangle
BXD == EXD. La droite XD divise dont langle BXE ¢n denx
parties égalas. Or, XCdivise 'angle BXA en deux parties égales,
et Pangle BXE4-BXA==200°; donc l'angle BXC-+BXD =1 00".

Le paint X gppartient donc §; la circonférence décrite sur CD
comme diametre; et par conséquent, le liey géométrigye ‘,-}.'m-[;a
est une circonférence. ’

* Pour constraice le point D, on observera que la proportion
DA:DB::a: b, doune DA——D_B: DB ta—b: 5,
ce qui revient a AB:BD :; a—2b : 5.

On obtiendra donc BD, en construisant une quatridme pro

portionnelle gépmétriq ue aux trois lignes connues g — b, b, AB.




DEUXIEME PARTIE.

PROPRIETES GENERALES DES POINTS, DES LIGNES ET DES SUR-
FACES, SITUES D'UNE MANIERE QUELCONQUE DANS L'ESPACE.

§ I". Des plans. De la perpendiculaire et des obli-
ques a un plan. Problémes.

117. DErinirios. Le plan est une surface indéfinie sur la-
quelle une droite s’applique exactement dans tous les sens.

Une droite menée par deux points quelconques d’un plan , est
donc tout entiére dans ce plan.

Pour fixer les idées, nous assignerons des formes déterminées
aux plans; mais il faudra tonjours concevoir que ces portions
de plans sont prolongées indéfiniment dans tous les sens.

118. Takonkue. L’intersection d’une droite apec un plan est
an point ; car si la droite avait deux poiuts communs avec le
plan, elle serait tout entiére dans le plan, ce qui est contre
Phypothése.

119. Takontux (fig. 98). Par deux droites qui se coupent,
on peut toujours mener un plan , et Uon n’en peut mener qu’un
seul. '

Tirez deux droites BE, BD, qui se coupent en B, et concevez
un plan qui tourne autour de BD; quand ce plan rencontrera
un point C de BE, la droite BE sera tout enti¢re dans ce plan
(n° 119) ; et si le plan continuait a-tourner, il quitterait néces-
sairement le point C, de sorte que la droite BE n’y serait plus
comprise.

Dela, il suit : 1° que, par trois points non en ligne droite , on
ne peut faire passer qu’un seul plan ; .

5.,
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2°. Que trous points non en ligne droite, ou deux droites qui
se coupent , déterminent la position d’un plan ;

3°. Que deux plans coincident lorsqu’ils ont trois points com-
muns non en ligne droite.

120. Takoriwe (fig. 99). Par deux droites paralléles , on' ne
peut conduire qu'un seul plan ; car si Pon pouvait mener deux
plans qui continssent chacun les paralleles AB, CD, en prenant
trois points E, F, G, de ces paralléles, les deux plans passeraient
par ces trois points non en ligne droite, ce qui est impossible
(n° 119, 1°).

Un plan assujelli a passer par deux paralléles est donc en-
tiérement déterminé.

121. Takordme (fig. 100). Par un point donné , on ne peut
conduire qu’une seule paralléle & une droite donnée.

Si, par le point E, on pouvait mener deux paralltles EB , EQ
a la droite CD, les deux plans QECD, BECD), se confondraient,
car ils passent par trois points E, G, D, non en ligné droite;
on pourrait donc conduire par un méme point et dans un méme
plan, deux parallcles EB, EQ, a CD; ce qui est absurde.

122. Tnkorkme (fig. 101). Lorsque deux droites sont paral-
leles, si par une de ces droites et un point de Pautre droite, on
méne un plan , cette derniére droite sera tout entiére dans le
plan.

En effet, siles droites AB, CD, sont paraliéles, elles seront
situées dans un méme plan. Par la droite CD et un point quel-
conque E de AB, menez un pla, et tirez une droite EC du point
E, a un point quelconque C de CD. Les droites CD, CE, seront
dans ce dernier plan; mais elles sont aussi dans le plan des pa-
ralleles; donc ces deux plans se confondent (n° 119).

123. Trkorkue (fig. 102). Lorsque par un point dun plan,
on méne une parallile ¢ une droite située dans ce plan ; cette
paralléle est tout entiére dans le plan.

Par le point E du plan MN, menez une paralltle EB & 1a droite
CD située dans le plan MN. Si EB n’était pas dans le plan MN,
on pourrait conduire dans ce plan une paralitle EQ a CD; les
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deux droites EQ, EB, seraient donc parallélesa CD ; ce qui n’est
pas possible (n® 121).

124. Takorkue (fig. 103). Toutes les paralicles menées par
les différens points d’une droite, sont dans un méme plan.

Conduisez un plan CK par les droites RC, RK; si par un
point quelconque M de RK vous menez une paralléle ML a RC,
cette paralltle sera dans le plan CK (n°® 123). Toutes les pa-
ralléles & RC, menées par des points quelconques de RK , sont
donc dans le plan CK. .

125. Tokonktmz. L’intersection de deux plans est une ligne
droite ; car si on pouvait trouver trois points de Pintersection
qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans se confon~
draient (n® 119, 3°); ce qui est contre ’hypothése.

Une ligne droite est donc enticrement déterminée , lorsqu’elle
doit se trouver & la fois dans deux plans qui se coupent.

126. Tatortme (fig. 104). L’intersection de trois plans qui ne
[passent pas par la méme droite et qui se coupent deus & deus,
estun point; car I'intersection de deux plans CK, LN, étant une
droite AB, un troisi¢me plan EG, qui ne passe pas par AB, coupe
la droite AB en un point P, et ce point est 'intersection des trois
plans CK, LN, EG.

Un point est donc entiérement déterminé , lorsqu’il doit se
trouver en méme temps sur trois plans donnés qui ne passent
pas par la méme droite, et qui se coupent deus & deux.

127. DEriNiTioN. Une droite est dite perpendiculaire & un
plan, lorsqu’elle ne penche d’aucun coté de ce plan ; c'est-d—
dire, lorsqu’elle forme des angles droits avec toutes les droites
menées par son pieo dans le plan.

RiciproQueMent, on dit qu’un plan est perpendiculaire &
une droite, lorsque cette droite est perpendiculaire &: ce plan.

128. Takonkwe (fig. 105). Une droite, perpendiculaire &
deux autres qui passent par son pied dans un plan , est perpen-
diculaire a ce plan.

11 S'agit de faire voir que si la droite AP est perpendiculaire-
asux droites PB, PC, menées par son pied P dans le plan'GE,
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¢lle sera perpendiculaire a toute autre droite PD menée par le
point P dans le méme plan. Tirez une droite quelconque MN
qui rencontre les troisdroites PB, PD, PC, en B, D, C; prolonge:
AP d’une longueur PA'=PA; tirez les droites AB, AD, AC,
A’B, A’D, A’C; les triangles rectangles APB, A'PB, sont égaux,
comme ayant un angle égal compris entre cités égaux chacun a
chacun; donc AB==A’B. Par une raison semblable, AC=A'C.
Les triangles ACB, A’CB, sont donc égaux; et par suite, Pangle
ACD = A’CD. Les triangles ACD, A'CD, sont donc égaux,
comme ayant le c8té commun CD, le cété AC==A'C, et Pangle
ACD =A'CD. Donc AD = A’'D. On en déduit que les trian-
gles APD, A'PD, sont égaux, comme ayant un c6té PD com-
mun, et les deux autres cités égaux chacun a chacun. Les
angles APD, A’PD, sont donc égaux ; la droite APA’ est denc
perpendiculaire a PD.

129. Takorkmr (fig. 106). Par un point donné, on ne peut
conduire qu’un seul plan perpendiculaire @ une droite.

Si, par le point P, on pouvait mener deux plans PR, PQ,
perpendiculaires a la droite AB, cette droite serait perpendi-
culaire & ces deux plans (n° 127) ; conduisant un plan par le
point P et par la droite AB, les intersections PG, PH, de ce
plan avec les plans PR, PQ, seraient perpendiculaires & AB;
donc, par un méme point P, on pourrait mener dans le plan
d'une droite AB, deux perpendiculaires PG, PH, & celle
dreite; ce qui est impossible.

130. Takortur (fig. 107). Si, par un point d’une droite , on
méne un plan perpendiculaire a cette droite , et des perpendi-
culaires a cette droite, toutes ces perpendiculaires seront dans
ce plan. .

Par le point B de AF, conduisez le plan GE perpendicu-
laive 2 AF , et menez des droites BN, BM, BD, etc., perpendi-
cylaires & AF; toutes ces perpendiculaires seront dans le plan
GE, car si la perpendiculaire BD & BA, n’était pas dans le
plan GE, le plan mené par les droites AB, BD, couperait le
ylanGE, suivant une droite BI, perpendiculaire 3 BA (n° 129);
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les angles' ABI, ABD), situés dans un méme plan, seraient
donc droits; ce qui est absurde. La droite BD ¢st donc dens
{e plan GE.

131. Tukonkuz. 1°. Par un point donné, hors d’un plan 6u sur
un plan ,on ne peut mener qu’une seule perpendiculaire d ce plan.

Si par le point A (fig. 108), pris hors du plan GE, on pou-
vait mener deux perpendiculgires AB, Al, 3 ce plan, le
triangle ABI aurait deux angles droits ABI, AIB; ce qui est
impossible.

Si par fe point B (fig. 109) du plan GE, on pedvait élever
deux perpendicalaires BA, BP, a ce plan, en menant un plan par
ces deux lignes , #l couperait le plan GE suivant wne droite BI,
et les angles ABI, PBI, seraient droits (n® 127); ce qui est impos-
sible, puisque les droites BA, BP, BI , sout daus un méme plan.

2°. La perpendiculaire AB (fig. 110) menés d’un point quel-
congue &, sur un plan GE , est plus courte q:i une obligue
gudcanqua Al; car le lrlang‘e AB1, re(.tanble en B, donnant

AB=— AI—-BI onaAB<Al d’oﬁ AB < Al

3°. Deux obligues Al, AD, (fig. 110), yui s’écartent égale -
went du pied de la perpendiculaire AB, sont dgales; car les
triangles rectangles ABI, ABD, sont égaurx, et donnent AI==AD.

4°. De dewx obligues, celle qui s’approche le plus de la per-
pendiculaire , est la plus courte.

Sait BI < BC (fig 110); les lriangles rectangles ABI, ABC,
donuent

AC=1B'+ BC, ot Al =18 + B
Or, Bl est plus petit que BC, donc A¥ est momdre que AC
5°.0n prouverait de méme que deux obliques égales s’dcartent
également du pzed de la perpendiculaire , et que si une vblique
est pluc courte qu’une aultre, elle est plus prés de la perpen-
diculaire.

132. Takonksct (fig. 111). Lorsga’une droité fait des angles
dgaux avec trois droites menées par son pied dans un plan , elle.
est perpendiculaire a ce plan.’



72 THEOREMES

Concevez que la droite' AB forme des angles égaux avec lcs
droites BC, BD, BK, menées par son pied dans le plan GE;
prencz Bl=BM =BN; tirez les droites A, AM, AN; les trian-
gles ABI, ABM, ABN  seront égaux ; les obliques AI, AM, AN,
sont donc égales; elles s’écartent donc également du pied dela
perpendiculaire, menée du point A sur le plan GE; le pied de
cette perpendiculaire est donc également distant des points
I,M,N; il est donc le centre B de la circonférence qui passe par
ces trois points; AB est donc perpendiculaire au plan GE.

133. Tokortme (fig. 112). Si du pied B de la perpendicu-
laire AB au plan GE, on méne une perpendiculaire BI a la
droite HK située dans le plan GE, la droite Al sera perpendi-
culaire sur HK.

Prenez 1C=1D, tirez BC, BD, AC et AD; les obliques BC, BD
étant égales, les triangles ABC, ABD, rectangles en B, sont
égaux; AC est donc égal 23 AD; les triangles AIC, AID, sont
donc égaux; les angles AIC, AID, sont donc égaux; Al est
donc perpendiculaire & HK.

134. Trkortme (fig. 113). Lorsqu’une droite est perpendi-
culaire ¢ un plan, toute paralléle a cette droite est perpendi-
culaire au méme plan. .

La ligne BA étant perpendiculaire au plan GE, si, par un
point quelconque I de ce plan, on méne une paralléle IPA'BA,
et si Pon tire la droite BIH, P’angle PIH sera droit, comme
égal & Pangle droit ABH. Dans le plan GE, tirez la droite CID
perpendlculmre a BI, et joignez AT; l'angle A1D sera droit
(n° 133); ‘mais déja Pangle BID est droit; donc DI est perpen-
diculaire au plan ABIP des droites IA, IB; donc Pangle DIP est
droit. Ainsi, PI est perpendiculaire aux. drontes 1H, ID, menées
par son pied dans le plan GE; la ligne PI est donc perpendlcu-
laire au plan GE (n° 128).

135. Takontue (fig. 114). Deux perpendiculaires a un méme
plan , sont paralliles. .
Si les droites AB, PI, perpendaculalres au plan GE D Lmlent
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pas paralltles, par un point quelconque A de AB, on pourrait
tirer une paralléele AN & P1; AN serait perpendiculaire au plan
GE (n° 134); on pourrait donc mener par un point A , deux per-
pendiculaires AN, AB, au plan G ; ce qui est absurde (n° 131).

136. Tutorkux (fig. 115). Deux droites parallcles a une
troisiéme , sont paralléles entre elles ; car les droites AB, CD,
étant paralléles a FH, le plan GE, mené perpendiculairement
a FH, sera perpendiculaire aux droites AB, CD, paralleles a
FH (n° 134); les droites AB, CD, perpendiculaires au plan GE,
sont paralltles entre elles (n° 135).

137. Takortwmz. Les perpendiculaires abaissées, sur un plan,
des différens points d’une droite , sont dans un méme plan.

En effet, ces perpendiculaires sont paralléles entre elles
(n° 135); or,; les paralléle‘s menées par les différens points d’une
droite, sont situées dans un méme plan (n° 124); le prmcupe
est donc démontré.

138. ProBLiuE (fig. 116). Par un point B, pris sur la droite
AB, mener un plan perpendiculaire & cette droite.

Suivant AB, conduisez deux plans ABC, ABD; dans ces
plans, tirez des perpendiculaires BC, BD, sur AB; le plan
GE, mené par les droites BC, BD, sera perpendiculaire &
AB (n° 128).

139. Promuimz (fig.117). Par un point C, pris hors &’une
droite AB, mener un plan perpendiculaire a cette droite.

Du point C, menez une perpendiculaire CF a BA; par le
point B, tirez BD perpendiculaire sur AB; le plan GE, conduit
suivant les droites CF, BD, sera perpendlculalre a BA et pas-
sera par le point C.

140. Promuime (fig. 118). Par un point A, pris hors d’un
plan GE, mener une perpendiculaire a ce plan.

Dans le plan GE, prenez trois points I, M, N, également
distans du point A; si ABest la perpendlculalre demandée, les
ohligues égales Al AM, AN, seront egalement ¢loignées du
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rens points'de' la droite’ sur'le plan , sont perpendiculaires
cette droite.

Meuez RC perpendiculaire au plan GE; conduisez un plan
RD, par les droites RK , RC; ce plan coupera le plan GE sui-
vant une droite CD paralléle 2 RK (n° 144); mais Pangle RCD
est droit ; Pangle CRK est donc droit ; CR est donc perpendi-
culaire 3 RK.

149. Takorkur (fig. 124). Lorsqu’une droite RK est paral-
lle a un plan GE, toutes les perpendiculaires menées des diffé-
rens points de cette droite sur le plan, sont égales entre elles.

Tirez des perpendiculaires RC, ML, KD, au plan GE; ces
perpendiculaires seront paralléles (n° 135), et situées dans un
méme plan CDKR (n° 137) ; ce plan coupera le plan GE, sui-
vant une droite CD paralléle a RK (n° 144) ; les paralléles RC,
ML, KD, compnses entre les paralleles RK, CD, seront égales
entre elles, ce qui démontre le principe énoncé.

Les paralléles RC, ML, KD, sont perpendiculaires 3 la droite
RK (n° 148), et au plan GE. e

150. ProsLime. Une droite étant paralléle a un plan , on de-
mande la plus courte distance de la droite au plan.

Les perpendiculaires menées des différens points de la droite
sur le plan étant plus courtes que les obliques menées de ces
points sur le plan, et ces perpendiculaires étant égales (n° 14g),
chacune d’elles mesure la plus courte distance demandée. Cette
plus courte distance est perpendiculaire au plan et a la droite.

Tous les points d’une paralléle a un plan sont donc également
éloignés du plan.

151. Trkortyx (fig. 124). Lorsque deux points R, K, d’une
droite, sont a égale distance d’un plan, cette droite est paral-
léle au plan ; car les perpendiculaires RC, KD, au plan GE,
étant égales et paralleles (n° 135), RK est parallele 2 CD; et
par conséquent, RK est paralléle au plan GE (n° 143). Se qui
démontre le principe énoncé,

152, TakorkmMe (fig. 125). Deux plans MN , PQ , perpen-
diculaires ¢ une méme droite AC, sont paralicles. '
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Si ces plans n’étaient pas paralltles, ils se couperaient.
. Soit O l'un des points de I'intersection ; joignons ce point avec
les points A, C, ot la ligne AC rencontre les plans MN, PQ; la
droite AC serait perpendiculaire aux lignes OA, OC, menées
par son pied dans ces plans (n°® 127) ; on pourrait donc tirer
deux perpendiculaires d’'un méme point O sur une droite AC,
ce qui est absurde; les plans MN, PQ, ne peuvent donc pas se
rencontrer; ils sont donc paralléles.

153. Trakorkmr (fig. 126).. Les intersections de deux plans
paralléles, par un méme plan, sont paralléles.

Si les intersections AB, CD, des plans paralléles MN, PQ, par
le plan ABDC, n’étaient pas paralléles, comme elles sont dans ce
dernier plan , elles se rencontreraient; les plans paralltles MN,
PQ, se rencontreraient donc; ce qui est absurde.

154. Tukorkuz (fig. 127). Par un point donné , on ne peut
conduire qu’un seul plan paralléle a un plan donné.

Supposouns qu’on puisse mener par le point A, deux plans AR,
AQ, paralléles au plan GE; si 'on conduit par le point A un
plan quelconque ABKG, les intersections AB, AH , de ce plan
avec les plans AQ, AR, seraient paralleles 3 GK (n° 153); on
pourrait donc tirer par le point A, deux paralleles 3 GK; ce qui
est absurde. (p0 121).

155, Tekogideex (fig. 128). Lorsque deux pkins sont paralliles,
la-perpendiculaired Pundeces plans estperpendiculaire a Uautre.

Concevez deux plans paralléles MN , PQ; menez la droite AC
perpendiculaire au premier plan; je dis qu’elle sera perpendi-
culaire au second; car en conduisant un plan quelconque ABDC
par AC, les intersections de ce plan avec les plans paralléles
MN, PQ, seront deux paralleles AB, CD; la perpendiculaire AC
au plan MN, est perpendiculaire a la droite AB menée par son
pied dans ce plan; mais CD est paralléle 2 AB; la ligne AC est
donc perpendiculaire a unc droite quelconque CD, menée parson
pied dansle plan PQ; AC est donc perpendiculaire au plan PQ.

156. Tukordme (fig. 129). Deux plans paralleles ¢ un troi-
si¢me, sont paralléles ehire eus.
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Concevez deux plans L, M, paralléles au plan N, et menez une
perpendiculaire CD a ce dernier plan; CD sera perpendiculaire
aux plans L et M (n° 155); les plams L, M, seront donc paral-
léles comme perpendiculaires & une méme droite CD (n° 152).

157. Takontme (fig. 130). Les paralléles comprises entre
plans paralléles, sont égales.

Soient les paralléles AB, CD, comprises entre les plans paral-
leles MN, PQ; menez le plan BC suivant ces paralléles; les inter-
sections AC, BD, du plan BC avec les plans paralléles MN, PQ,
seront paralltles; mais AB et CD sont paralltles; ABDC est
donc un parallélogramme; AB est donc égal 2 CD; ce qui dé-
montre le principe énoncé.

158. Trtorkme (fig. 131). Lorsque deus droites qui se cou-
pent, sont paralléles & deux autres droites qui se coupent, les an-
gles formés par les deux premiéres droites, sont respectivement
égaux aux angles formés par les deux autres droites.

Par deux points quelconques A, A’, menez des droites BD, CE,
B'DY,C'E/,paralltles deux & deux. Prenez AB=A'B’ et AC=A'C’;
tirez les droites AA’, BB’, CC’, BC, B'C’. Les lignes AB, A'B,
étant égales et paralltles, BB’ est égal et parallele & AA'; de
méme, AC étant égal et parallélea A’C’,les droites CC’, AA’, sont
égales et paralleles; BB’ est donc égal et paralléle a €C (n° 136);
BC est donc égal & B'C’; les triangles ABC, A’ €', sont donc
égaux ; les angles BAC, B'A’C/, sont donc égaux; ce qui dé-
montre le principe énoncé.

159. Takorime (Rg. 132). Lorsque deux droites qui se cou-
pent, sont respectivement paralleles & deux autres droites qui se
coupent , le plan des deux premiéres droites est parallele au
plan des deux autres.

Par deux points quelconques A’, A, menez des droites A'B’,
A'C, respectivement égales et paralléles aux deux droites AB,
AC; les trois droites AA’, BB, CC/, seront égales et paralléles.
St les plans BAC, B'A'C/, n’¢étaient pas paralléles, on pourrait
mener par le point A, un plan Ao para]lele au plan B'A’C’; le
plan bAc couperait BB’ et CC',en bet o, ‘et Pon aurmt (n° 157),
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AA'=bB"=cC’; mais,AA’=BB"=CC’; donc,BB'=3B’,CC'=cC;
ce qui est absurde; les plans ABC, A'B'C’, sont donc effective-
ment paralldles.

160. Tedonduz (fig. 133). Lorsque deuz droites qui se cou-
pent, sont paralléles ¢ wn plan donné, le plan conduit par ces
droites est paralléle au plan donné.

En effet, si les lignes AB, AC, sont paralléles au plan MN, la
perpendiculaire APau plan MN, sera perpendiculaire aux droites
AB, AC, (n° 148}; les plans MN, BAC, sont donc perpendicu-
laires & la droite AP; ces plans sont donc paralleles(n® 153).

161. ProsLimE. Déterminer la plus courte distance entre denx
plans parglliles.

La plus courte- distance d’un point & un plan étant la per-
pendieulaire menée du point sor le plan, la plus courte dis-
tance demandée est nécessairement 'une des perpendiculaires
menées de Pan des plans sur Pautre plan. Mais, toute perpendi-
culaive & 'un des plans est perpendiculaire & Pautre plan
(n® 155); la plas courte distance demandée sera donc une per-
pendicalaire commune aux deux plans; or, ces perpendiculaires
sont paralldles (n®135), et égales (n° 157) ; chacune d’elles me-
sure done la plus courte distance demandée.

Ainsi, dewr plans paralléles sont partout & égale distance,
et leur plus courte distance est une droite perpendiculaire a
chaeun d&’eux.

162. Tatorkme (fig. 134). Etant données trois droites AB,
CD, EF, égales et paralléles, si Uon joint leurs extrdmités par
des draites, les triangles ACE, BDF, qui en résulteront , seront
éyaux, ot ley plans de ces triangles seront paralléles.

Les droites AB, CD, EF, étant égales et paralléles, les qua-
drilatéres BC, BE, DE, sont des parallélogrammes. Par consé-
quent, AC est égal et paralléle & BD, et AE est égal et paralléle
a BF; les angles CAE, DBF, sont donc égaux (n° 158); les
triangles CAE, DBF, sont donc égaux, et les plans de ces
triangles sont paralleles (n° 13g). ’
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163.' Tukoreme- (fig:'135).' Lorsque par plusieurs points B,
D, F, H, d’un plan MN, on méne des droites BA, DC, FE,
HG, égales et parallcles, les extrémités A, C, E, G, de ces
droites, sont dans un méme plan paralléle au plan MN ; car si
cela n’était pas, en conduisant par le point A un plan PQ, pa-
ralléle an plan MN, il couperait les droites données en des
points, ¢, e, g, tels que Pon aurait (n®157),

BA=Dc=Fe=Hg. Or, BA=DC=FE=HG;
il faudrait donc que P'on edt, DC=Dc, FE=Fe¢, HG — Hg;

ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les points C, E, G, sont
dans le plan PQ, paralléle au plan MN.

164. Tukorime (fig. 136). Sipar quatre poinis quelconques
B, D, F, K, de deux paralliles GH, ST, on méine quatre droites
paralléles BM, DN, FP, KR; et si aprés avoir pris BA=DC, on
conduit par les points A, C, un plan quelconque qui coupe
FP et KR, en des points E, 1, les droites FE, KI, seront égales.

Leslignes AB, BD, étant respectivement paralléles aux droites
1K, KF, le plan ABDC des deux premiéres droites est paral-
lele au plan IKFE des deux autres (n° 159); les intersections
AGC, 1E, de ces plans paralléles avec le plan IACE, sont donc. ps-
ralleles; les lignes BA, DC, étant égales et paralltles, AC est pa-
ralltle 3 BD; les droites KF, AG, paralltles a BD, sont paralléles
entre elles; les lignes 1E, KF , sont dond paralléles entre elles,
comme paralleles a AC; mais IK est parallele 2 EF; EFKI est
donc un pz.\rallélogramme; les droites FE, KI, sont donc égales.

165. Takorime (fig. 136). Lorsque par quatre points quel-
conques B, D, F, K, de dcyx paralléles GH, ST, on méne
quatre droites paralléles BM, DN, FP, KR, sur lesquelles on
prend BA = DC, FE == KI, les points A, C, E, 1, sons dans
un méme plun; car gils 'y étaient pas, le plan mené par les

ints A, C, E, couperait IK en un point i tel, que Pon aurait
FE=Ki (0° 164); mais par hypothése FE—= KI; les droites
KI,Ki, seraient donc égales; ce qui est absurde.

166. PuoBLiMe (fig. 137). Trouver la plus courte distance
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entre deus droites AB, CD, situdes d’une maniére quelconque
dans Vespace.

Le plus court chemin d’un point & un autre étant la droite
qui joint ces points, et la ligne la plus courte qu’on puisse tirer
d’un point 2 une droite étant la perpendiculaire-menée de ce
point sur la droite, il est facile d’en conclure que la plus courte
distance entre deux droites AB,CD, non situées dansun méme
plan , est une perpendiculaire commune a ces deux droites.

Pour construire cette perpendiculaire,, par un point quelcon-
que C de CD, tirez une parallele CF a AB; conduisez un plan
MN par les droites CD, CF, ce plan sera paralléle 2 AB (n®143);
par un point quelconque H de AB, menez HK perpendiculaire an
plan MN; par le pied K de cette perpendiculaire, menez KS
paralléle & FC; prenez HP—=KS; la droite PS sera la perpen—
diculaire demandée; car les lignes KS, AB, étant paralltles a
FC, sont paralltles entre elles (n°136); et la perpendiculaire
HK a KS est perpendiculaire sur AB; mais HP est égal et pa-
ralléle 4 KS; PHKS est donc un rectangle; PS est donc perpen-
diculaire 2 la droite AB, et au plan MN (u® 134); la ligne PS,
perpendiculaire au plan MN, est aussi perpendiculaire & la
droite CD, qui passe par son pied dans ce plan; la droite PS
est donc 2 la fois perpendiculaire aux deux lignes AB, CD.

Cela posé: je dis que la droite PS est plus courte qu’une droite
quelconque HD, terminée aux droites AB, CD. En effet, si par
le point H on tire une perpendiculaire au plan MN, le pied de
cette perpendiculaire ne pourra pas tomber en un point E de
CD, car HE serait parallele a PS (n° 135), et les droites AB,CD,
seraient dans un méme plan PHES; ce qui est contre ’hypo-
theése. Soit donc HK une perpendiculaire au plan MN ; elle est
plus courte que Poblique HD ; mais HK =PS, car AB est pa~
rallele au plan MN; la droite PS est donc plus courte que HD ;
cette droite est donc la plus courte distance demandée.

S Il. Angles formés par des droites et des plans.

167. Deux droites, situdes dune manitre quelconque dans
Géométrie.
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Pespace, peuvent ne pas se couper, quoiqu’elles ne soient pas
paralleles. Pour prendre une idée de Vinclinaison de ces li-
gnes, on méne par un point quelconque deux parallles a ces
lignes, et I'on est convenu de prendre FPangle formé par ces
nouvelles lignes, pour la mesure de Pinclinaison des droites
données.

D’aprés cetle convention, pour évaluer langle que deux
droites font entre elles, on méne des paralléles & ces droites,
par un méme point ; Uangle formé par ces nouvelles lignes,
mesure Vinclinaison des droites données.

Remarque. Si les droites donpées étaient paralleles entre
elles, en menant par un point quelconque deux paralléles aux
lignes données, ces paralléles se confondraient; Pinclinaison
des ligues données serait donc nulle. 11 résulte donc de la con-
vention établie pour la mesure des angles, que P'angle formé par
deux paralléles est nul.

Il en résulte aussi qu'une droite perpendiculaire & un plan,
fait un angle droit avec toutes les droites situées dans ce plan.

En effet (fig. 139), soit la droite BG, perpendiculaire au
plan MN; tirez dans ce plan une droite quelconque FE, et par le
point F, menez FC paralléle 2 GB; Pangle CFE sera droit
(n° 134); mais cet angle mesure Pinclinaison des droites BG,
FE; donc ces lignes font entre elles un angle droit.

168. Tatonime [ fig. 140). Sid’un point quelconque M, d’une
oblique BM au plan GE , on méne nne perpendiculaire MD sur
ce plan , et si F'on tire la droite BD par le pied de Poblique et
¥e pied de la perpendiculaire , Pangle MBD , sera le plus petit
de tous les anglas formés par F'oblique BM avec les droites menées
‘par son pied dans le plan GE.

Conduisez une droite quelconque BK dans le plun GE; prenez
BC==BD, et tirez MC. La perpendiculaire MD au plan GE sera .
plus courte que Poblique MC; mais les ctés MB, BD, du triangle
MBD, sont respectivement égaux aux cdiés MB, BC,du triangle
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MBC, et MD estplus petit que MC; Pangle MBD est donc plus
petit que Pangle MBC.

Rxuanqus. L’angle MBD est celui qu'on prend pour la me-
sure de Pinclinaison de Poblique BM sur le plan GE; et le
triangle rectangle MBD montre que Pangle formé par une
droite avec un plan est le complément de Vangle formé par cette
droite avec la perpendiculaire menée de Pun de ses points sur le
plan.

169. Takonkus (fig. 141). Les angles formés par une droite
quelcongue GC, avec des plans paralléles DN, PQ, sont égaus.

En effet, menez d’un point quelconque G de MG une per-
peundiculaire GB au plan DN, elle sera perpendiculiire au plan
PQ (n° 155); condgsez un plan CGB par les droites GC, GB,
il coupera les plans paralleles DN, PQ, suivant deux droites
AH, MK, qui seront paralléles (n° 153); donc les angles GAH,
'GMK, que la ligne GC forme avec les plans paralleles DN,

PQ, seront égaux.

170. Takorkur (fig. 142). Quand plusicurs droites menées
par un point donné font des angles égaus avec un plan , elles
rencontrent ce plan en des points situés sur la circonférence qui
a pour centre le pied de la perpendiculaire abaissée du point
donné sur le plan.

Du point donné A, tirez des obliques AI, AM, AN, etc.,
qui forment des angles égaux avec le plan GE, ct qui rencon-
trent ce planen I, M, N, etc.; menez AB perpendiculaire au
plan GE; par le pied B de cctte perpendiculaire, et les points
1, M, N, etc., tirez les droites BI, BM, BN, etc.; lesangles AIB,
AMB, ANB, etc., que forment les obliques avec le plan GE,
sont supposés égaux ; les triangles rectangles ABI, ABM,
ABN, etc , sont donc égaux; les droites BI, BM, BN, etc.,
sont donc égales. Les points I, M, N, etc., sont dong situés sur
la circonférence décrite du point B comme centre, avec le
rayon BL.

171, Trkorime {fig. 143). Lorsque plusieurs droites égales
6..
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Al, AM, AN, ecc., font des angles éguus a& une droite AD,
les estrémités 1, M, N, etc., de ces droites, sont situées sur une
circonférence dont le plan GE est perpendiculaire a AD. Le point
de rencontre de AD ayec le plan GE est Je centre B de la circon-
Sérence.

Par le point I, menez un plan GE perpendiculairea AD; ce
plan rencontrera AD en un point B. Tirez les droites BI, BM,
BN, etc.; les triangles ABI, ABM, ABN, etc., seront égaux
comme ayant un angle aigu égal, compris entre cOtés égaurx ; les
angles ABI, ABM, etc., seront donc égaux ; mais Pangle ABI
est droit ; les lignes BI, BM, BN, elc., sont donc perpendicu-
laires a AD; toutes ces lignes sont donc dans le plan GE perpen-
diculaire 2 AD (n° 130). Mais, les droites Bl, BM, BN, etc., sont
égales; le principe est donc démontré.

172. Pour concevoir P'angle formé par deus plans ABCD,
ABEF (fig. 143), qui se coupent suivant la droite AB, supposons
que ces plans étant d’abord appliqués 'un sur Pautre, on laisse
fixe le plan AC, et que Pautre plan tourne autour de la droite
AB; la quantité dont le second plan s’écarte du premier est ce
qu’on nomme Vangle di¢dre formé par les deux plans.

173. On fait dépendre la mesure de cet angle di¢dre, de Pangle
rectiligne formé par deux droites AD, AF, (fig. 145), me-
nées dans les deux plans par un point quelconque A de Pin-
tersection. Or, pour que Pangle rectiligne DAF puisse servir de
mesure a I'angle des plans, il faut et il suffit que ces deux an-
gles soient nuls en méme temps, et qu’ils varient dans le méme
rapport.

La premitre condition exige que les droites AD, AF, forment
des angles égaux avec Pintersection AB; car autrement Pangle
DAF de ces droites ne deviendrait pas nul, quand le plan mobile
AE coinciderait avec le plan fixe AC. Nous supposerons donc gue
Jes anglesBAD, BAF, sont égaux.

La seconde condition ne saurait avoir lieu, si les angles BAD,
BAF, ne sont pas droits. En effet, si le plan AE, d’abord couché
sur le plan AGC, fait une demi-révolution autour de AB, de ma-
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niere 3 venir s'appliquer sur le prolongement AG du plan AC,
les deux plans, prolongés indéfiniment , coincideront dansioute
leur étendue; la droite AF prendra la position AK,, et il faudra
que AK soit le prolongement de AD, car autrement Pincli-
naison de deux plans qui coincident serait mesurée par un angle
rectiligne KAD, qui serait aigu ou obtus; ce qui ne_peut avoir
lieu. Mais, les angles BAK , BAD, sont égaux, ces angles sont
donc droits.

Par conséquent , pour que Pangle diédre de deux plans qui se
coupent, puisse ¢tre mesuré par Pangle rectiligne de deux droites
menées dans ces deux plans par un méme point de Uintersection
des plans , il faut que ces deus droites soient perpendiculaires &
Vintersection des plans.

174. Takortuzx. Un angle dicdre a pour mesure Pangle formé
par les perpendiculaires mendes dans les deux plans, d un
méme point de Lintersection.

1°. L’angle des perpendiculaires est le méme , en quelque
point de Pintersection qu’on les éléve; car en menant dans les
plans AC, AE, (fig.143), des perpendiculaires AD, BC, AF, BE,
sur Pintersection AB de ces deux plans, BC sera paralitle &
AD, et BE sera paralitle a AF; les angles CBE , DAF, sont donc
égaux (n°158).

11 ne reste donc plus qu’a démontrer que I'angle rectiligne des
deux perpendiculaires, varie dans le méme rapport que Pangle
des plans.

2° (fig. 143 et 144). Lorsque Pangle di¢dre DABF, formé par
les plans AC, AE, est égal a I'angle diédre D’A’B'F’, formé par les
plans A’C’, A’E’, si 'on méne dans ces plans des perpendiculaires
AD, AF, A'D', A'F’, aux intersections AB, A'B’, les angles recti-
lignes DAF, D'A’F’, seront égaux ; car les angles diedres étant
égaux, si 'onappliquele plan A’ C’ sur le plan AC, de mani¢re que
les cbtés A’B’, A’D’, deV’angle droit B'A’DY, tombent sur les cdtés
AB,AD, de P'angle droit BAD, le plan A’E’ prendra la direction
du plan AE, et A’B’ tombant sur AB, la perpendiculaire AF’
a A’B’ tombera sur Ia perpendiculaire AF & AB; les deux cotés
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A'D/, A’F’, de Pangle D’A’F’, tombant sur les deux cdtés AD,
AF, de Pangle DAF, ces deux angles sont égaux.

Réciproguement, lorsque les angles rectilignes DAF, D' A'F,
sont égaux, les angles diedres DABF, D’A’BF', sont égaux ; car
en appliquant Pangle rectiligne D'A’F’ sur son égal DAF, de
manitre que A’ tombe en A, et que les cités A'DY, A’F, tom-
bent respectivement sur AD et AF, la perpendiculaire A’B’ au
plan de Pangle D’A’F’ coincidera nécessairement avec la per-
pendiculaire AB au plan de l'angle DAF; les deux plans qui
forment P’angle diédre D'A’B'F’, coincident donc avec les deax
plans qui forment Pangle diedrc DABF ; ces angles di¢dres sont
donc égaux.

3°. L’angle des perpendiculaires varie dans le méme rapport
que Vangle ditdre ; en effet, soient trois plans quelconques
AB,AE', AC’ (fig. 146), qui se coupent suivant une droite AA’;
si par un point quelconque A de Pintersection, on méne dans les
trois plans des perpendiculaires AB, AE, AC, a cette intersec-
tion, ces perpendiculaires seront dans un plan perpendiculaire
a AA' (n° 130). 11 agit de prouver que )

) Yangle diédre BAA'C : Pangle diédre BAA'E
""" :: Pangle BAC : Pangle BAE.

Lorsque les angles BAC, BAE, sont dans un rapport commen-
surable , si Pon décrit un arc REC de A comme centre avec un
rayon quelconque, les arcs BC, BE, seront entre eux dans le
méme rapport. Supposons que le rapport donné soit celuide ¢ a
¢’ si Pon divise Parc BC en ¢ parties égales, Pune de ces parties
sera contenue ¢’ fois dans Parc BE; de sorte qu’on aura

Pangle BAC : Pangle BAE :: ¢ : ¢'.

Menant un plan par chaque point de division de Parc BC et
par la droite AA’, il résulte de (2°) que Pangle ditdre BAA'C
sera divisé en g parties égales, et que ’angle diédre BAA’E con-
tiendra ¢’ de ces parties; on aura donc, ‘

Pangle di¢dre BAA'C : Pangle dicdre BAA'E i q & ¢'.
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Ces 'deux 'dernidres proporiions fout vair que
Pangle diddre BAA'C : Pangle diédre BAA'E
it Pangle BAC : Pangle BAE.

4°. La proportion (1) convenant a des angles commensura-
bles quelconques, on a démontré (Ligebre, n® 13) qu'slle doit
encore suhsister quand les angles rectilignes BAC, BAE, sont in-
commensurables.

On peat d’ailleurs démontrer directement cette propriété. En
effet, sile dernier terme de la proportion (1) n'était pas 'angle
BAE, il serait plus grand ou plus petit. Supposons-le plus
grand , et soit, #'il est possible,

(2) angle dicdre BAA'C : angle dicdre BAA'E
e :: angle BAC : angle BAP.

Divisons Farc BC en parties égales moindres que EP, il tom-
berait au moins un point de division R sur EP; et en menant
le plan AA'R'R, les arcs BC, BR, seraient commensurables; on
aurait donic )

angle dicdre BAA'C . angle diédre BAA'R
"t angle BAC : angle BAR.
Cette proportion, combinée avec la précédente, donnerait

angls diédre BAAN'E . angle diédre BAA'R
:: angle BAP : angle BAR.

Mais, Pangle diedre BAA'E est plus petit que BAA'R; il
faudrait donc, pour que la derniére proportion pit exister,
que Pangle BAP fit plus petit que angle BAR; ce qui n’a pas
lieu. La proportion (1) ne peut donc pas subsister avec un qua-
triéme terme plus grand que BAE.

On prouverait de néme que cette proportion ne peut sub-
sister avec un quatri¢me terme plus petit que BAE.

Donc la proportion (1) est vraie danstous les cas; donc Fangle
diddre est mesuré par Pangle des perpendiculaires.

175. Dkrovition. Lorsque deux plans font entre eus un angle
droit, on dit qu’ils sont perpendiculaires l'un 6 Pautre.
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176./ Tagorkwx) (fig147).) Quand deux plans se rencon-
trent, la somme des deux angles adjacens formés par ces plans
est égale a deux angles droits.

Soit ABC un plan qui rencontre le plan PQ; par un point D
de Pintersection AB, menez EF perpendiculaire 3 AB dans le
plan PQ, et DG perpendiculaire 28 AB dans le plan AC; les an-
gles GDF, GDE, mesurent les inclinaisons da plan AC avec les
deux parties BQ, BR, du plan PQ; or, GDF 4 GDE est égal
deux angles droits ; donc le plan AC fait avec le plan PQ, deux
angles adjacens dont la somme est égale & deux angles droits.

177. Takortue (fig. 148). Lorsque deux plans se coupent,
ils forment des angles opposés au sommet qui sont égaux.

Soient les deux plans PQ, CH; par un point D de leur inter-
section AB, menez dans les deux plans des perpendiculaires EF,
GI a AB; les angles formés par ces deux perpendiculaires mesu-
reront les angles diédres correspondans formés par les plams; or,

Yangle GDE =1DF, et langle GDF = IDE.
La proposition est donc démontrée.

178. Tatorkue (fig. 149). Denx plans paralliles , coupés par
un troisiéme , jouissent des mémes propriétés dans les angles
qu’ils forment avec ce troisicme plan , que deux droites paral-
Lles a Uégard d’une troisiéme droite qui les coupe. .

En effet, si 'on coupe deux plans paralléles QY , NV, par un
plan RF, les intersections Pz, DC, seront paralléles. Par un
point quelconque z de Pz, menez un plan ST perpendiculaire
a Pz; ce plan sera perpendiculaire sur la droite CD parallele a
Pz (n°134), et les intersections du plan ST avec les plans
QY, NV, RF, seront les droites Qy, Nb, aR; les deux premiéres
droites seront paralltles; N& et aR serount perpendiculaires a
CD, aR et Qy seront perpendiculaires sur Pz; les angles formés
par les droites Qy, Nb, aR, mesureront donc les angles formés
par les plans QY, NV, RF. Mais, les propriétés des paralltles
Qy, Nb, coupées par la droite aR , donnent

Pangle Q2C + N Cz = deux angles droits,
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Pangle ReQ = RCN = azy =aCb,
¥angle Rzy = RCb = asQ = aCN.

Le principe énoncé est donc démontré.

Remarque (fig. 150). La réciproque n’est pas vraie ; car il
est évident, par exemple , que deux plans ABC, DEF , qui ne
sont pas paralltles, peuvent former des angles égaux avec un
troisitme plan PQ.

179. Tukontue (fig. 151). Lorsque deux plans qui se cou-
pent sont respectivement paralléles ¢ deux autres plans, Vin-
tersection des deux premiers plans est paralléle d Uintersection
des deux autres, et les angles formés par les deux premiers
plans sunt respectivement égaux aux angles formés par les deux
autres plans.

Concevez quatre plans PQ, PR, TN, TS, poralléles deux a
deux, et qui se coupent suivant les droites PZ, TG ; prolongez
les plans PR, TN, jusqu’a leur intersection CD); les intersections
CD, ZP, du plan DR, avec les plans paralléles DN, PQ, seront
paralléles; les intersections CD, GT, du plan TN, avec les plans
paralleles DR, TS, seront aussi paralltles; les intersections TG,
PZ seront donc paralltles entre elles.

De plus, en vertu du théoréme précédent, 'angle diddre
RZPQ est égal 3 RCDN, ¢t RCDN est égal a SGTN; donc
RZPQ est égal a SGTN ; ce qui démontre le principe énonceé.

180. Tutortme (fig. 152). Lorsqu’une droite est perpend: -
culaire & un plan, tous les plans conduits par cette droite sont
perpendiculaires au premier plan. _

Par la droite ML perpendiculaire au plan GE , mener un plan
quelcongue CK; daus le plan GE, tirez LN perpendiculaire sur
Pintersection CD des plans GE, CK; la droite ML, perpendi-
culaire au plan GE, sera perpendiculaire a la ligne LN située
dans ce plan’; 'angle MLN sera donc droit ; mais cet angle me-
sure Pinclinaison des plans CK, GE (n°® 174); ces plans sont
donc perpendiculaires Pun a I'autre.

181. Tukonime (fig. 153). Tout plan paralléle ¢ une per-
pendiculaire a un plan, est perpendiculaire a ce dernier plan.
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La droite ON étant perpendiculaire au plan GE, menez un
plan CK parallele a ON; du pied N de la perpendiculaire ON,
menez NL perpendiculaire sur Pintersection CD des plans GE,
CK ; par les droites NO, NL, conduisez un plan ONL, il ecou-
pera le plan CK suivant une droite LM paralléle a NO (n° 144).
Mais, NO est perpendiculaire au plan GE; LM est donc perpen-
diculaire a ce méme plan (n® 134); donc le plan CK, qui con-
tient LM, est perpendiculaire au plan GE (n° 180).

18s. Takorkue (fig. 152). Quand deux plans sont perpen-
diculaires Yun a Vautre, si par un point de ¥'un de ces plans on
méne dans ce plan une perpendiculaire d Vintersection des
deux plans, cette droite sera perpendiculaire & Pautre plan.

Soit le plan CK perpendiculaire au plan GE; par un point
quelconque M du plan CK, menez dans ce plan une perpendi-
culaire ML a Pintersection CD , et, par le point L, menez dans
le plan GE 12 droite LN perpendiculaire a CD; 'angle MLN
mesurera Pinclinaison des plans CK, GE; cet angle sera donc
droit. Mais angle MLC est droit; la ligne ML est donc perpen-
diculaire a deux droites LN, LC, qui passent par son pied dans
le plan GE; donc elle est perpendiculaire au plan GE (n° 128),

183. Tatoritmz (fig. 152). Lorsque deusx plans sont perpen-
diculaires ¥un & Vautre , si d’un point quelconque de Vun de
ces plans on méne une perpendiculaire a Fautre plan , elle sera
tout entiére dans le premier plan.

Concevez deux plans CK, GE, perpendiculaires 'un  lautre,
et qui se coupent suivant CD ; d’'un point quelconque M du pre-
mier plan, menez ML perpendiculaire 2 CD; la droite ML,
située dans le plan CK, sera perpendiculaire au plan GE (n° 183).
Mais, par le point M, on ne peut conduire qu’une perpendicu-
laire au plan GE; la perpendiculaire menée du point M sur le
plan GE est donc dans le plan CK.

184. Trkonimx (fig. 154). Lorsque deux plans sont perpen-
diculaires Pun & Uautre , toute perpendiculaire & Pun des plans
est paralléle @ Uautre plan ; car les plans CK , GE, étant per-
pendiculaires P'un & Pautre, si la parpendiculaire au plan GE,
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tirée par um point quelconque N de ce plan, n’était pas paral-
1ele au plan CK, elle rencontrerait ce plan en un point M; me-
nant de ce point une perpendiculaire ML sur Pintersection CD
“des plans GE, CK, la ligne ML serait perpendiculaire au plan
GE (* 183). Maisla droitc MN est aussi perpendiculaire au plan
GE; donc on pourrait abaisser du méme point deux perpendi -
culaires & an plan; ce qui est impossible (n° 131, 1°).

185. Taontux (ARg. 155). L’intersection de deus plans per-
pendiculaires & un troisicme, est perpendiculaire & ce troisicme
Pplan. .

Soient les plans LN, CK, perpendiculaires au plan GE; si par
le point B, pris sur Pintersection des deux premiers, on menait
une perpendiculaire au plan GE, elle devrait se trouver dans
chacun des plans LN, CK (n°® 183) ; cette perpendiculaire est

" donc Pintersection AB des plans LN, CK.

186. Tukondwz (fig. 155). Tout plan perpendiculaire a
deux autres, est perpendiculaire d Vintersection de ces deux der-
niers plans.

Le plan GE étant perpendiculaire aux plans CK, LN, ces
deux derniers plans sont perpendiculaires au plan GE; leur
intersection AB est donc perpendiculaire au plan GE (n°185);

le plan GE est donc perpendiculaire a Pintersection AB des
plans CK, LN.

187. Takorkuz (fig. 156). Lorsqu’une droite CF n’est pas
perpendiculaire & un plan PQ, on ne peut mener par cette
droite qu'un seul plan perpendiculaire au plan PQ ; car si Pon
pouvait conduire par la ligne CF deux plans CD, CE, perpen-
diculaires au plan PQ, en tirant d’un point quelconque C de
CF des perpendiculaires CA, CB, sur les intersections AD, BE,
du plan PQ avec les plans CD, CE, les droites CA, CB, seraient
perpendiculaires au plan PQ (n° 182) ; on pourrait donc mener

d’un point C, deux perpendiculaires CA , CB, au plan PQ; ce
qui est absurde.

188. Takonime (fig. 157). Pour conduire par la droite EF,
un plan EFDA perpendiculaire au plan PQ , il suffit de mener
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d’un point quelcongue C de EF, une perpendiculaire CA au plan
PQ(n° 140) ; le planEFDA, conduit par les droitesEF, CA , sera
le plan demandé (n° 180). ’

Si EF était perpendiculaire au plan PQ, les droites EF,CA,
se confondraient , et le plan EFDA de ces droites pourrait
prendre une infinité de positions.

189. Tatorime (fig. 158). Lorsque par deus droites paral-
leles,NA, MH, on méne des plans AP,HK, perpendiculaires a
un plan GE, les intersections BP, FK, de ces plans avec le plan
GE sont¢ paralléles.

Si par deux points N, M, des paralltles NA, MH, on mé&ne
des droites NP, MK, perpendiculaires au plan GE, ces droites
seront paralléles (n° 135) et situées dans les plans AP, HK
(n° 183); les droites NA , NP, étant respectivement paralléles
aux droites MH, MK, les plans AP, HK, de ces droites sont pa-
ralleles (n° 159); les intersections BP, FK, de ces plans avec le
plan GE sont donc paralltles (n° 153).

S IV. Des Lignes proportionnelles.

1go. Trukorime (fig. 159). Si d’un point1, pris hors du plan
EG, on tire des droites & différens points K,L, M, A, B, C,
D, F, de ce plan, et si Yon méne un plan eg paralliéle & EG,
qui rencontre ces droites en, k, !, m,a, b, c, d,f, les droites IK,
1L, 1M, 1A, 1B, IC, ID, IF, seront coupées en parties propor-
tionnelles ;' les triangles KLM, kim, seront semblables, ainsi
que les polygones ABCDF, abcdf; les surfaces de ces triangles
et de ces polygones seront proportionnelles aux quarrés des per-
pendiculaires 1P, Ip, mendes du point 1 sur les plans EG, eg.
De sorte qu’on aura -

(... IK : Ik S0 IL: 123M 2 Im 3: TA s 1a 2 1B ¢ 1B, ete.,
(2)... 1P :Tp :: KLM : kim :: ABCDF : abcdf.
En effet, les intersections LM, /m, du plan ILM, avec les
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plans paralléles EG, e, sont paralléles. Par une raison sem-
blable, les droites MK, KL, MA, AB, BC, etc., sont respecti-
vement paralléles aux droites m# , £l, ma, ab, b, etc.; on a donc

MK_IK_KL_IL_ LM _IM

—_— — — T —— T a—
—_— - —

mE- - H- U Im Im
_IP_IA_AB_IB _ BC
TR T@® BT

On en déduit, LM :/m :: IP :Ip, AB:iab 2 IP: Ip,
(1)... IK:TkQIL: U IM:Im i TA(Ia it 1B 1B, etc.,
(3)... KL :kl:: LM :/m it MK : mé.

Il résulte des proportions (1) que les droites IK, IL, IM,
1A, IB, etc., sont coupées en parties proportionnelles par les
plans paraliéles EG, eg.

Les proportions (3) démontrent que les triangles KLM, £/m,
sont semblables.

On prouverait de méme que les triangles ABC, ACD, ADF,
sont respectivement semblables aux triangles abe, acd, adf; les
polygones ABCDF, abcdf, sont donc semblables.

Les surfaces semblables étant entre elles comme les quarrés
de leurs cétés homalogues, on a

KIM : Hm LM :Im :: 1P : Ip,
et  ABCDF : abcdf :: AB : ab :: IP : Ip. Done
(@)... 1" 52 KLM : im :: ABCDF : abedf.
191. Tréortue (fig. 160). Deux droites , situées d’une ma-

niére quelconque dans Vespace, sont coupées en parties pro-
portionnelles par trois plans paralléles.

Concevez trois plans paralleles L, M, N, qui coupent deux
droites AB, CD, aux points A, P, B, C, R, D; menez la paralltle
CK 2 AB, qui rencontre les plans M, N, en H et K; les lignes
HR, KD, sont paralltles (n® 153) ; les droites CK, CD, sont done
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coupces en parties proportionnelles aux points H, R; on a donc
CH:HK :: CR:RD. Or, AP=CH, PB=HK (u°® 159);

donc, AP :PB :: CR : RD.

S V. Propriétés des Angles solides.

192, Dkrmnirion. L'espace compris entre plusieurs plans qui
se réunissent en un méme point, se nomme ANGLE SOLIDE.
Ainsi (fig. 161), les plans BDE, BEF, BDF, forment Pangle
solide B; les arétes de cet angle solide sont les intersections BD,
BE, BF, de ces trois plans; et les angles plans DBE, EBF, DBF,
sont les faces de Pangle solide.

193. Takontux (fig. 161). Lorsque trois angles plans forment
un angle solide , chaque angle plan est plus pem que la somine
des deux autres.

Tl suffit de prouver que le plus grand des trois angles pians est
moindre que la somme des deux autres. Concevez un angle so-
lide B, formé par trois angles plans DBE , EBF, DBF, et sup-
posez que DBF soit le plus grand de ces trois angles. Dans le
plan DBF, menez la droite BK sous un angle DBK — DBE;
prenez BH = BE; par un point quelconque F de BF, et les
points H, E, tirez les droites FHD, FE; menez la droite DE. Les
triangles DBE , DBH, seront égaux, comme ayant un angle égal
compris entre cotés égaux ; les cotés DE, DH, seront donc
égauzx. Or,

DH+HF<DE 4 EF; donc HF <EF.

Les c8tés BF, BH, du triangle HBF, étant respectivement
égaux aux cbtés BF, BE, du triangle EBF, et HF étant plus
petit que EF, on sait que Pangie HBF est pl us petit que EBF.
Mais les angles HBD, EBD, sont égaux; donc

HBF + HBD < EBF + EBD, ou DBF < EBF + EBD.

Ce qui démontre le principe énoncé.

194. Tatordme (fig. 162). La somme des angles plans , qui
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Jorment un angle sclide conVEXE (*), est moindre que quatre an~
gles droits.

Menons un plan qui coupe les faces de 'angle solide A , sui-
vant le polygone CBEFD ; si, d’'un point quelconque M, pris
dans Pintérieur de ce polygone, on tire des droites MC, MB, ME,
MF , MD, aux sommets des angles du polygone, le théortme
précédent donnera

MCB+MCD ZACB+ACD, MBC4MBE<ABCHABE, etc.

Cela posé : considérons les cOtés du polygone comme servant
de bases aux triangles dont les sommets sont en M, et a ceux
dont les sommets sont en A ; nous pouvons déja conclure que
la somme des angles a la base des premiers est plus petite que la
la somme des angles & la base des seconds. Mais il y a autaut de
triangles autour du point M qu’autour du point A; donc la -
somme de tous les angles des premiers est égale a la somme de
tous les angles des derniers; donc la somme des angles qui sont
au point M doit étre plus grande que la somme des angles qui
sont au point A. Or, ]a somme des angles en M est égale a quatre
anglesdroits; donc la somme des angles plans assemblés en A est
moindre que quatre angles droits.

195. Takorkme (fig. 163). Lorsque les trois angles plans qui
Jorment un angle svlide, sont respectivement égaus ausx trois
angles plans qui forment un autre angle solide, les angles plans
dgaux sont également inclinés Uun sur Pautre.

Concever deux angles solides S, S, formés par trois angles
plans égaux chacun a chacun,

DSE=D'S’E’, DSF =D'S’F’, ESF =E'S'F.
Pour démontrer que P’angle formé par les plans DSE, DSF,
est égal & Pangle formé par les plans D'SE’, D'S'F', il suffit de

faire voir que les angles rectilignes qui mesurent ces angles di¢-
dres sont égaux entre eux. A cet effet, par un point quelcon-

(*) On dit qu’un angle solide est convexe, lorsqu’une droite ne peat pas
rencontrer ses faces en plus de denx points.
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que A 'de Pintersection SD-des plans DSE, DSF, on ménera
dans ces plans des perpendiculaires AB,AC, 2 intersection SD;
Pangle BAC mesurera l'inclinaison des plans ASB, ASC. Pre-
nant S'A’=SA, et menant dans les plans D'SE’, D'S'F’, des
perpendiculaires A'B’, A’C, sur Pintersection S'D’ de ces deux
plans, I'angle B’A’C’ mesurera 'inclinaison des plans A’S'H’,
A’S’C’. 11 suffit donc de démontrer que les angles BAC, B'A'C
sont égaux. Cela n’offre aucune difficulté; car les angles ASB,
A'S'B’ étlant égaux par hypothese, et les angles BAS,B’A’S’, étant
droits par construction, les triangles BAS, B'A’S’, ont un cfté
égal AS=A'S', et les angles adjacens égaux; ces triangles sont
donc égaux. On prouverait de méme que les triangles rectangles
CAS,CA’S’, sont égaux; donc
AB=A'B’', AC=A'C’, SB=S§B’, SC=S'C".

Les triangles BSC, B'S'C/, ayant un angle égal BSC=DB'S'C/,
compris entre cdtés égaux, sont égaux; donc BC = B'C’; les
triangles BAC, B'A’C/, sont donc égaux, et par suite, les angles
BAC, B'A’C/, sont égaux; I'angle des plans ASB, ASC, est donc
égal a celui des plans A'S'B’, A'S'C.

1*° RemanqQue. Lorsque les droites SE, S'E', sont placdes du
méme coté par rapport aux plans DSF, D'S'F', les angles solides
S,S', sont égaux. Lorsque ces droites tombent de différens ctés
des mémes plans, les angles solides S, S', ne peuvent plus coin-
cider ; on dit alors que ces angles sont sYMETRIQUES, parce que
toutes leurs parties constituantes sont les mémes, mais dispo-
sées seulement dans un ordre inverse.

En effet, les angles DSE, DSF, sont respectivement égaux aux
angles D'S'E’, D'S'F, et les plans de ces angles sont également
inclinés. Par conséquent :

1°. Lorsque les droites SE, S'E’, tomberont du méme cété des
plans DSF, D'S'F’, en plagant les angles égaux DSF, D'S'F/, 'un
sur Pautre, de maniére que leurs cbtés coincident, les plans
DSE, D'S’E/, coincideront, et SE tombera sur S'E’; de sorte que

les plans des angles solides S, S', coincideront; ces angles solides
seront donc égaux.
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2°. Quand la droite SE, étant placée en avant du plan DSF,
1a droite S’E’ est placée derriéve le plan D'S'F, en S'E” par
exemple; si Pon pose Pangle D'SF’ sur son égal DSF, les plans
D’S’EY, FS’E’, tomberont derriére le plan DSF, et leur inter-
section S'E" tombera en Sc, derritre le plan DSF, tandis que
la droite SE est en avant de ce plan ; les faces des angles solides
S, S, ne pourront donc pas coincider ; ces angles solides seront
symétriques. Prenant Sb@= SB, et tirant les droites A , 5C,
toutes les faces de la pyramide triangulaire SAJC seront res-
pectivement égales aux faces de la pyramide SABC; les inclinai-
sons de ces faces seront les mémes, mais les pyramides ne pour-
ront pas coincider, et seront symétriques.

Les solidités de ces pyramides sont égales (*).

2° Remanquz. Si 'on appliquait la face ASC sur une glace
plane , la pyramide BASC se peindrait de I'autre cété de la
glace en DASC. '

Cette propriété est générale : lorsqu’on présente un corps de-
vant une glace plane , on aperyoit dans la glace le corps symé-
trique. Les parties constituantes de ces deux corps sont les
mémes, elles sont seulement disposées dans un ordre inverse.

196. Takordux (fig. 164). Si &’un point pris dans Vintérieur
d’un angle diidre, on abaisse des perpendiculaires sur les deux
plans qui forment cet angle diédre , Pangle formé par ces per-
pendiculaires sera le supplément de Vangle diddre formé par
ces deus plans.

Par un point quelconque P, menez des perpendiculaires PC,
PN, aux plans AX, AY; leplan CPN, conduit par ces deux Li-
goes, étant perpendiculaire aux plans AX, AY (n° 180), sera

perpendiculaire a. Pintersection AB de ces deux derniers
- plans (n° 186); les droites QC, QN, intersections de ces plans
avec le plan CPN, seront donc perpendiculaires sur AB;
Pangle CQN mesurera dong¢ Pinclinaison des plans AX , AY.
Mais, dans le quadrilatére QCPN, les angles N et C étant droits,

(*) Voyez la Géométrie de Lt,cl.unn.
Géométrie. 7
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la somme des angles Q, P, vaut deux angles droits. L'angle CPN,
formé par les perpendiculaires PC, PN, aux plans AX, AY, est
donc le supplément de 'angle CQN formé par ces plans.

197. Takorime (fig. 165). Si d’un point pris dans Vintérieur
d'un angle solide triple (*) , on abaisse des perpendiculaires sur
les trois faees , ces perpendiculaires seront les ardtes d’un nouvel
angle solide triple, et les angles plans de Vun quelcongue de ces
deux angles solides seront les suppléniens des angles diédres cor-
respondans de Pautre angle solide.

En effet, soient SA, SB, SC, les arétes d’un anéle solide
triple S; les perpendiculaires OP, OQ, OR, abaissées d'un
point intérieur O sur les faces ASB, ASC, BSC, seront les
arétes -d’un nouvel angle solide triple O.

Cela posé: 1°. les droites OP,0Q, étant respcotivement per-
pendiculaires aux faces ASB, ASC, on a vu (n° 196) que Pangle
plan POQ de Pangle solide O est le supplément de Pangle diddre
BASC formé par les faces ASB, ASC, de I'angle solide S.

On prouverait de la méme maniére que les angles plans POR,
QOR, de Pangle solide O, sont les supplémens des angles
ditdres ABSC, ACSB, formés par les faces de Pangle solide S.

3° Le plan POQ passant par deux droites OP , OQ, 'respeeti-
vement perpendiculaires aux faces ASB, ASG, est perpendi-
culaire & I'intersection SA de ces deux faces ; ainsi, Paréte SA
de Pangle solide S, est perpendiculaire & la face POQ de P'angle
solide Q. Par une raison semblable, les deux autres axttes SB,
SC, de Vanglesolide S, sant respectivement perpendiculaives asx
deux autres faces POR , QOR, de l'angle solide Q.

Par conséquent, il résulte du principe général qui a été &é
montré(1°), que les angles-plans de Vangle solide S somt les sup-
plémens des angles diddres de Pangle solide O.

Vengle solideQ, formé par les perpendiculaires OP; ©Q, OR,
aux faces de l'angle solide S, se nomme ordinairement{anglesw-
lide supplémentaire de Pangle solide S.

(*) On appelle angle solide triple ou angle triédre,'angle formé par trois
plans qui se coupent en un point.
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§ VL. Propriétés relatives aux centres des parallé-
logrammes et des parallélépipédes. Propriétés rela-
tives a la sphére.

198. Le centre d’un polygone ou d’un polyédre est le point
qui divise en deux parties égales toute droite menée par ce
point , et terminée a deux cdtés du polygone ou a deux faces
du polyedre.

La méme définition s'applique aux lignes et aux surfaces
courbes.

199. 1°* Takoniuz. ( fig. 20). Le point de rencontre des dia-
gonales d’un parallélogramme est le milieu de ces diagonales ;
ce point est le centre du parallélogramme, et les droites qui joi-
gnent les milieus des c6tés opposés passent par le centre. En effet :

1°. Soit O le point d'intersection des diagonales AC, BD, du
parallélogramme ABCD. 11 faut prouver que toute droite EF
menée par le point O, y est divisée en deux parties égales OE,
OF. Or, les cdtés AB, DC, étant égaux et paralléles, Pangle
ABO = CDO, et angle BAO = DCO; les triangles OAB,
OCD, sont donc égaux; on a donc, OA = OC, OB=0D.

a2°. On peut conclure de (1°) que les triangles OAF, OCE, sont
égaux, car ils ont

Pangle OAF=OCE, V'angle AOF=COE, et le c6té OA =0C.
Donc OE =OF. Le point O est donc le centre du paralléio-
gramme.
3°, Si l'on tire une droite MON par le milieu M du cété AB et

par le centre O, on prouvera comme ci-dessus que les triangles
OAM, OCN, sont égaux ; donc AM=CN.

Or, AB=CD, AM=}AB=1}CD; donc (N =} CD.

Le point N est donc le milien de CD. La droite, menée par
les milieux de deux cOtés opposés d’un parallélogramme , passe
donc par le centre de ce parallélogramme.

2° Tutorkuzx. Toutes les diagonales d’un parallélépipide se
coupent en un méme point, qui est le milieu de ces diagonales ;

7..
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ce point est le centre du parallélépipéde, et les trois droites qui
Joignent les centres des faces opposées passent par le centre du
parallélépipide.

Soit le parallélépipéde DG (fig. 166). On sait que toutes ses
faces sont des parallélogrammes.

Pour démontrer que deux diagonales quelconques DG, AF,dn
perallélépiptde DG, se coupent en un point O, on ohserve que les
droites AG , DF, étant égales et paralltles & CE, sont égales et
paralltles entre elles; et par conséquent, les diagonales DG, AF
se rencontrent, puisqu’elles sont dans le plan des deux paralidles
AG, DF. :

De plus, si 'on méne les droites AD, GF, la fignre ADFG
sera un parallélogramme, et P'on a prouvé que dans ce parallé-
logramme, les diagonales DG, AF, se coupent en un point O, qui
est le milien de ces diagonales. Donc, OD —=OG et OA = OF.

11 est facile de faire voir que toutes les autres diagonales du
parallélépipede passent par le milieu O de la diagonale DG; car
en tirant une diagonale quelconque CH, les droites HG, DC,
égales et paralléles 3 FE, sont égales et paralltles entre elles, et
en menant les droites DH, CG, la figure CDHG est un parallé-
logramme, dans lequel la diagonale CH passe par le milieu O
de la diagonale DG; on a OC=OH.

Le milien O de la diagonale DG est le centre du parallélépi-
pede; car en menant par ce point une droite PQ qui ren-
contre les faces BG, DE, en P et Q, les intersections PG, QD,
du plan PGDQ, avec les plans paralléles BG, DE, seront paral-
1¢les; mais OG ==OD; les triangles équiangles OPG, OQD, sont
doncéganx ; la droite PQést domc divisée en deux parties égales
au point O ; ce point est donc le centre du parallélépipbde.

Enfin, toute droite menée par les centres de deux faces op-
posées, passe par le centre O du parallélépiptde; car en con-
duisant un plan-par les paralléles DC, HG, il coupera les faces
peralléles BDFH, ACEG, suivant des droites DH, CG,qui seront
parallles; les milieux M, L, de ces droites, seront les centres des
faces qpposées BDFH , ACEG, et l'on a fait voir que dans le
parallélogramme DCGH, la droite qui joint les milieux M, L,
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des cdtés DH,\CG, passe -par le centre O de ce parallélogramme.

200. Promia (fig. 167). Connaissant les c6tés d’un paral-
Uélépipede rectangle, déterminer la grandeur de la diagonale,
ainsi que les angles qu’elle forme avec ces cbtés.

Désignez les cdtés connus, FH, FD, FE, para, b, ¢, la dia-
gonale AF par d,etles angles AFH, AFD, AFE, par &, €, v; tires
lesdroites BF, AH, AE, AD; les angles BHF, ABF, étant droits,
Vous aures

TIF_.= a* 4 &, A—F’=d' =ﬁ:’+ ﬁ'=a’ -+ b 4t

Les angles FHA , FDA , FEA, étant droits, les sinus de ces
angles sont égaux au rayon des lignes trigonométrigques, et les
angles FAH, FAD, FAE, sont les complémens des angles «,
€, v. Supposant donc le rayon égal & 'unité, les triangles rec-
tangles FHA, FDA, FEA , donneront
FA : FH ::sin AHF : sin FAH,oud : a1 ¢ cos «,
FA ; FD :: sin ADF : sin FAD, oud ¢ 5::1 ¢ cos €,
FA { FE :tsin AEF : sin FAE, oud : c 221 ¢ cos ¥.

On a donc

d*=a*+ b+, cos¢=s

Ces formules serviront a trouver les valeurs des quatre incon-
nues, d, «, G, .

Si Pon ajoute les quarrés des trois cosinus, on trouvera
EET T N

On voit donc que la somme des quarrés des cosinus des an—
gles que la diagonale d’un_parallélépipéde rectangle fait aves
trois arétes contigués de ce parallélépipéde , est égake au quarré
du rayon des lignes trigonométriques.

201. Takonkue (fig. 168). Deux plans se rencontrent né-
cessairement, lorsqu’ils sont respectivement perpendiculaires a
deus droites qui ne sont pas paralléles.

Les droites EF , GH, n’étant pas paralléles, conduisez deux

c=? =<
y cos C=5, cosy=r

cos*s == c05*C - cos’y.=
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plans AD, BR, respectivement perpendiculaires & ces droites;
si ces plans ne se rencontraient pas, ils seraient paralitles; la
droite EF, perpendiculaire au plan AD, serait aussi perpen-
diculaire au plan BR, parallele an plan AD (n° 155); les
droites EF, GH, perpendiculaires au plan BR, seraient donc
paralléles (n° 135), ce qui est contre Phypothése.

202. Trkorime (fig. 169). La droite AC étant perpendicu-
laire au plan PQ, et la droite GH n’étant pas paralléle & ce
plan , tout plan perpendiculaire ¢ GH , renccntre la droite AC.

Menez le plan BR perpendiculaire 3 GH;; si ce plan ne ren-
contrait pas la droite AC, il serait paralléle a cette droite ; mais
AC est perpendiculaire au plan PQ; le plan BR serai} done per-
pendiculaire au plan PQ (n° 181); la ligne GH, perpendicu-
Isire au plan BR, serait donc paralléle au plan PQ (u°® 184), cs
qui est contre Phypothése. Tous les plans perpendiculaires a GH,
rencontrent donc la droite AC.

203. Tradortux (fig. 170} Lorsque par le milieu dPune droite
on méne un plan perpendiculaire é cetle droite, il en Mgm:

1°. Les distances de chaque point du plan aux extrémités de
la droite sont égales entre elles ;

2°. Les points de ce plan, jouissent seuls de ceite propriéts.

1°. Par le milieu Bde AD, conduisez le plan GE perpendicu-
laire sur AD; d’un point quelconque R du plan GE, menex des
droites aux extrémités de AD, et tires BR; les angles RBA,
RBD, seront droits; or, BA=BD, les triangles rectangles RBA,
RBD, sont donc égaux ; les distances RA, RD, sont donc égales.

2°, Si par un point S situé hors du plan GE, on méne la droite
SA qui rencontre le plan GE en R, et si on tire les droitesDR,
DS, on anra ’ :

RA=RD (1°), et SD <RS+RD, SD<RS+4RA, SD < SA.

204. Promiime (fig. 171). Circonscrire une sphére & une
pyramide triangulaire; ou, en d’autres termes, déterminer une
sphére dont la surface passe par les quatre sommets &' une pyra-
mide triangulaire.
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Soit la pyramide’triangulaire’ ABCD); la surface de la sphitre
devant passer par les quatre sommets A, B,C, D, le centre de la
sphére doit 8tre également éloigné dé ces quatre points. Cela
posé: tous les points également distans des extrémités B, C, de
BC, sont dans le plan MPE conduit perpendiculairement a BC,
par e milieu M de BC (n° 203); le centre de la sphére de-
mandée est donc situé dans le plan MPE. Si par le milieu N de
CD, on méne un plan NPE perpendiculaire a CD, le centre devra
aussi se trouver dans ce plan. Le centre sera donc situé sur V'in-
tersection PE des plans MPE, NPE. Or, le centre doit aussi se
trouver dans le plan GH perpendiculaire sur fe milieu Q de
AB; Pintersection I de ce plan avec la droite PE, sera donc le
centredela sphére demandée. Et en cffet, les plans MPE, NPE,
GH, étant respectivement perpendiculaires sur les milieux dgs
droites BC, CD, AB, le point I qui appartient 3 ces trois plans est
également distant de B et C, de CetI?, de Bet A (n® 203); les
droites IA, 1B, IC, ID, sont dofic égales. La sphére décrite
du point I comme centre, avec le ra§fon 1A, passera donc par les
quatre sommets A, B, C, D, de la pyramide.

Le centre 1 existe toujours. En effét, les droites CB, CD, se cou-
pant, les plans MPE , NPE, perpendiculaires & ces droites, se ren-
contrent toujours suivant unedroite PE (n° 201); les droites CB,
CD, étant respectivement perpendiculaires aux plans MPE,
NPE, le plan BCD est perpendicalaire & chacun des plans MPE,
NPE, (n° 180); le plan BCD est donc perpendiculaire & Pinter-
section PE (u° 186); d'ailleurs, la droite AB n’étant jamais pa-
ralléle au plan BCD, le plan GH, perpendiculaire sur AB, ren-
contre toujours PE en un point I (n®202); et 'on a démontré
que ce point est le centre de la sphére demandée. ’

Il w’existe qu’un seul centre I ; car les trois plans MPE, NPE,
GH, ne peuvent se couper qu’en un seul point; et tout point qui
ne serait pas situé dans ces trois plans, ne serait pas également
distant des quatre points donnés (n° 203, 2°).

11 suit de la qu’une sphére est entiérement déterminée, lorsque
sa surface est assujettie & passer par quatre points donnés gui
ne sont pas dans un méme plan.
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L’sntersection'ds deus sphéres est donc une courbe plane (*);
car si quatre points de cette intersection n’étaient pas dans un
méme plan, les deux sphéres passant par ces quatre points se
confondraient, ce qui est contre Phypothése.

205. Takorkur (fig. 172). Lorsqu’un plan divise Pangle de
deux autres plans en deux parties égales, il en résulte que:

1°. Les perpendiculaires menées d’un point quelconque du
premier plan, sur les deus autres plans, sont égales ;

2°. Les points de ce plan jouissent seuls de cette propridté.

1°. Concevez un plan P:R, qui divise I'angle des plans PQ,
PX, en deux parties égales; par un point A, de l'intersection
Pz de ces trois plans , menez un plan IAH perpendictlaire
Ps; les plans PsQ, PzR, PsX, seront perpendiculaires au plan
TAH (n°180), et ce dernier coupera les trois autres suivant des
droites AH, Ag, Al, perpendiculaires & Ps; les angles formés
par ces droites mesureront donc les inclinaisons des plans PQ,
PR, PX; les angles gAH,gAl, seront donc égaux.

D’un point quelconque g, de Pintersection des plans PR, IAH,
menez dans ce dernier plan des perpendiculaires gH, g1, sur les
intersections AH, Al lesdroites gH, gI, seront perpendiculaires
aux plans PQ, PX (n° 182); les triangles rectangles Alg, AHg,
seront égaux, comme ayant la méme hypoténuse Ag, et Pangle
aigu gAH=gAI; donc gl=gH.

2° Si d’un point quelconquep, situé hors du plan PR, on
méne des perpendiculaires pg, pH, sur les plans PX, PQ, ces
perpendiculaires seront inégales. En effet, du point g, ol la
dreite pH rencontre le plan PR, menez gl perpendiculaire au
plan PX ; joignez le pied I de cette perpendiculaire avec p ; gl
sera égal & gH (1°), et la perpendiculaire pg au plan PX sera
plus courte que P'oblique pI. Or, le triangle pgI donne

PI < pg +gl; doncpl < pg+ gH, ou pl <pH.

(*) On dit qu’une courbe est plane, lorsque tous ses points sont dans un
méme plan. Une courde est dite & double courbure, quand tous ses points
ne sont pas dans un méme plan.
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Mais , pg < pl; donc pg < pH.

206. ProsLimz (fig. 173). Inscrire une sphire dans une py-

' ramide triangulaire ; c’est-d-dire, déterminer ume sphire dont

la surface soit tangente aux quatre faces dune pyramide trian-
gulaire.

La sphere devant étre tangente aux quatre faces de la pyra-
mide, les quatre perpendiculaires menées du centre de cette
sphére sur les faces de la pyramide, doivent étre égales; le
centre de la sphére doit donc se trouver dans les plans qui di-
visent en deux parties égales les angles ditdres formés par les fa-
ces de la pyramide (n° 205); Vintersection de ces plans sera done
le centre de la sphére inscrite.

Ainsi, pour inscrire une sphére dans la pyramide triangu—
laire ABCD, on ménera par les arétes BC, BD, CD, des plans
1BC, IBD, ICD, qui divisent en deux parties égales les angles
formés par les faces qui se coupent suivant ces arétes; Pinter-
section I de ces trois plans sera le centre de la sphére inscrite.

On démontrerait , par des raisonnemens analogues a ceux du
n°® 204, que le centre 1 existe toujours, et qu’il n’existe qu’une
seule sphére inscrite.

207. Takonkmz (fig. 174). 1°. Toutes les sections d’une
sphére par des plans, sont des cercles; 2°. les plans également
édloignés du centre de la sphére , coupent la sphére suivant des
cercles égaux ; 3°. les plans les plus prés du centre , donnent les
cercles les plus grands; 4°. tous les points de la surface de la
sphére, qui sont également distans d’un point fixe de cette sur-

Jace , se trouvent sur une méme circonférence.

Menez un plan quelconque BGEH ; ce plan coupera la sur-
face de la sphére CA, suivant une courbe BGEH;; par le centre C
de la sphere, tirez une perpendiculaire CF au plan BGEH; du
pied F de cette perpendiculaire, menez des droites FB, FG,
FE, FH, etc., aux points B, G, E, H, etc., et tirez les rayons
CB, CG, CE, CH, etc- )

1°, Le centre C étant également distant dc tous les points de
Ia surface de la sphére, les obliques CB, CG, CE, CH, etc.,
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sont ‘égales;’ elles 's'écartent donc également du pied F de la
perpendiculaire CF (u° 131); les droites FB, FG, FE, FH, etec.,
sont donc égales, la courbe BGEH est donc une circonférence
dont le centre est F. La section de la sphére, par le plan
BGEH, est donc un cercle dont le centre est le pied F de la per-
pendiculaire CF au plan BGEH, et dont le rayon est BF.

11 en résulte que si Pon méne par le centre d’un cercle de la
sphere une perpendiculaire au plan de ce cercle, cette perpen-
diculaire passera nécessairement par le centre de la sphére.

Pour démontrer les deux propriétés énoncées (2°) et (3°),
coupez la sphere CA par uu autre plan quelconque QST ; il ré-
sulte de (1°) que la section sera un cercle QRST, dont le centre
sera le pied P de la perpeudiculaire CP aa plan QST. Tires le
rayon PQ et 'oblique CQ ; les triangles rectangles CFB, CPQ,
donneront

C—F-]-ﬁ.: '63', _C_ﬁn+w =-(_](.2‘. Mais, CB=CQ; donc,
CF ’+—F—B.= &'4- ﬁt &ols CF — CP = P_a.— ¥B.
Dans cette derniére équation, '
CP =CF donne PQ = FB, et PQ—=FB donne CP —=CF;
CP < CF donne PQ>FB, et PQ > FB donne CP <{ CF.
Ce qui démontre les principes énoncés (2°) et (3°).

Dans Péquation -I;_Q'=-C_Q’—— CP: le rayon CQ étant constant,
on voit que fous les plans conduits par le centre de la sphire,
donnent des cercles égaux ; que ces sercles sont plus grands gne
ceus qui résultent de la sectior de la sphére par des plans qui ne
passent pas par le centre, et que les rayons de ces grands cercles
sont égaux au rayon de la sphére.

4°. Soient pris sur la surface de la sphére des points A, E,
G, B, etc., également distans du point tixe N; tous les rayons
CA, CE, CG, CB, etc., de la sphére sont égaux entre eux,
et par hypothése les droites NA, NE, NG, NB, etc., sont
égales entre elles. Par conséquent, si Pon tire la droite CN,
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les triangles CNA, CNE, CNG, CNB, etc., se;ont égaus,
comme ayant les trois cdtés égaux chacun a chacun ; les angles
CNA, CNE, CNG, CNB, etc., sont donc égaux; les points

A, E, G, B, etc., se trouvent donc sur une circonférence
AEGB, (n° 171).

Rmanquz. Cette derniére propriété fournit le moyen de
tracer un arc de cercle sur la surface de la sphére ; car en fixant
la pointe d’un compas sur un point N de la sphére, et en faisant
mouvoir Pautre pointe sur la surface sphérique, sans changer
Pouverture des branches du compas, la pointe mobile décrira

un arc de cercle AEGB. Le point fixe N est ce qu’on nomme le
pOle de cet arc.

208. Takosimz (fig. 175). L’intersection de deuxs sphéres
est un cercle dont le plan est perpendiculaire & la droite qui
Jjoint les centres des sphéres. Cette droite passe par le centre du
cercle.

1™ Démonstration. Soient, A, B, C, D, etc., des points de la
ligne dintersection de deux spheres dont les centres sont en O
et O'; les triangles OAO’, OBOY, 0CO’, ODU/, etc., seront égaux
comme ayant les trois cdtés égaux chacun & chacun. Les droites
égales OA, OB ,0C, OD, etc., formeront donc des angles égaux
avec la droite OO; les points A, B, C, D, etc., seront donc sur .
une circonférence dont le plan ABC sera perpendiculaire s 00’,
et OO’ passera par le centre P de cette circonférence (n°171).

2* Démonstration. Lintersection de deux surfaces sphéri-
ques est une courbe plane (n° 204, page 104); cette courbe ré-
sultant de la section de la sphére par un plan, esl une cir-
conférence (n° 207, 1°). De plus, la droite qui joint les centres
des deux sphéres est perpendiculaire au plan de la circonférence,
et passe par le centre de cette circonférence; car, daprés ce qui
a été démontré (n° 207, 1°), la perpendiculaire au plan de la
circonférence menée par le centre de cette circonférence, passe
par les centres des deux sphéres.
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S VIL. Plus court chemin dun point & un autre sur
la surface de la sphére.

209. Takorime (fig. 138). Le plus court chemin & un point
@& un autre, sur la surface d’une sphére, est Parc de grand
cercle qui joint ces deus points; Cest-h-dire que de toutes les
lignes tracées sur la sphére entre deus points A, B, de cette sur-
Jace , la ligne la plus courte est ¥arc ADB de grand cercle qui
passe par A et B (*). En effet,

1°. Si AmnpB est la ligne la plus courte qui puisss exister sur
la sphére entre les points A, B, une partie quelcorique, mnp, de
cette ligne sera le plus court chemin de m & p ; car si Pon pou-
vait tracer entre m et p une ligne mgp plus courte que map, la
ligne AmgpB serait moins longue que le plus court chemin
AmnpB entre A et B, ce qui est absarde.

2°. Lorsque deux arcs AD, AC, sont égaux , les D1sTANCES
AD, AC, sont égales ; car en faisant tourner le plan ADA’ de
Parc AD autour du diamdtre AA’, on pourra toujours amener
le point D en C; et lesarcs AD, AC, coincidant, la distance
entre les extrémités de 'un de ces arcs coincide nécessairement
avec la distance entre les extrémités de 'autre arc.

(*) Cet arc ne peat dépasser une demi-circonférence. Tout arc dont on
ne désignera pas ’espéce, sera un arc de grand cercle tracé sur la surface
sphérique. Par distance entre deux points, il fandra toujours entendre la
ligne la plus courte possible, tracée sur la surface de la sphire entre ces
denx points; le signe & indiquera cette distance. Ainsi, AB = An -nB
exprimera que la distance eutre A et B est égale 2 la distance da point A au
point n, augmentée de la distance de n & B ; Pinégalité,

#An - nB < AD + DB,

indiquera que la distance de A & r, augmentée de celle de » 2 B, est plus
petite que la somme des distances de A 3 D etde D A B. Enfin, Péquation

arc neB <~ Adn < DB+ AD,

exprimera que la somme des arcs neB, Adn, est moindre que la somme des

arcs DB, AD.
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3°. Quand un arc ADB est plus grand qu'un arc AC, la
distance entre A ot B est plus grande que celle de A 4 C; la
réciproque est vraie.

En effet, si AmnpB est la ligne la plus courte de A a B, Parc
CDE de petit cercle décrit de A comme pdle, coupera la ligne
AmnpB en un certain point a (*), et les arcs Adn, AG, étant
égaux, il résulte de (1°) que les distances An, AC, seront égales.

Or, #AB = An + nB; donc JAB > JAC.

Réciproguement, lorsqu’on a, #JAB > #AC, Parc ADB est plus
grand que arc AC; car, d’aprés ce qui a été démontré, si ces
deux arcs étaient égaux, on aurait JAB = JAC (2°), ce qui est
contre Phypothise ; et si Parc ADB était moindre que Parc AC,
il en résulterait #AB < #AC, ce qui est contre 'hypothese.

Le principe énoncé (3°) est donc démontré.

4°. Le plus court chemin de A a B, est Parc ADB de grand
cercle , condmit par ces deux points. En effet, si un point n de ce
plus court chemin était situé hors de Parc de grand cercle ADB,
on pourrait tracer deux arcs de grands cercles Adn, Ben, qui
ne se confondraient pas avec 'arc ADB, et Pon aurait

JAB =An+4nB (1°); donc #AB> An;
dounc, arc ADB> Adn (3°).-

Prenant sur Parc ADB une partie AD = Adn , les'dislances

AD, An, seraient égules (2°). Or, par hypothise,
#An 4 #nB < AD + BD; donc &nB < DB.

"Donc, I'arc neB < DB (3°); mais 'arc Adn=AD;
donc, arc neB 4 Adn << DB+4-AD,
ou arc neB Adn < ADB.

Le coté ADB du &riangle sphérique AnB serait donc plus

(*) Cela cst évident, car I’arc AB étant plus grand que ’arc AC, on peut
prendre sur le premier arc une partic AD = AC; les points A, B, seront donc
situés de part et d’autre da plan de I'arc CDE; la ligne la plus courte entre A
¢t B rencontrera donc ce plan en un certain point 7.
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graud que la solume des deux autres; ce qui est absurde (*). Av-
cun point du plus court chemin entre A et Bne peut donc s
trouver horsde I’arc ADB. Ce qui démontre le principe énoncé.

Remarque. Quand les deux points donnés A, B, ne sont pas
les extrémités d’un diamitre de la sphére, le plan mené par ces
points et par le centre de la sphére coupe la surface sphérique
suivant une circonférence ABA’F de grand cercle; eela déter
mine deux arcs ADB, AFA'B, qui passent par A et B; le plus
petit de ces deux arcs est un arc ADB moindre que la demi-
circonférence ; Parc ADB est le plus court chemin de A a B.

Lorsque les deux points donnés sont les extrémités A, A, d’un
diamétre, chacune des demi-circonférences qui passent par A
et A’, exprime la plus courte distance entre A et A’

§ VIII. Des Surfaces de révolution.

210. Lorsqu'une ligne NMP (fig. 176), située dans Pespace,
tourne autour d’une droite fixe AD, de maniere que chaque
point M de cette courbe décrive une circonf¢rence dont le centre
C est sur AD, et dont le plan est perpendiculaire & AD, la sur-
face engendrée est ce qu'on nomme une surface de révolution;
la droite fixe AD est Paxe de révolution, et la ligne NMP est la
génératrice de la surface de révolution.

Le céne droit, le cylindre droit et la spheére, sont des surfaces
de révolution ; car, pour engendrer ces surfaces, il suffit de
prendre pour génératrice une droite qui coupe 'axe, ou une pe-
ralléle a Paxe, ou une demi-circonférence qui tourne autour de
son diamétre.

§ IX. Propriétés relatives aux Surfaces gauches.

211. Tukortme (fig. 177). Si Von divise proportionnellement
des cOtés opposés d’un quadrilatire gauche (**), de sorte qu’on ait

(*) Voyez Ia Géométrie de LecEnDaE.
(**) On nomme ainsi un quadrilatére dont les quatre cdtés ne sont pas dans
le méme plan.
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(1)... DG:GC:: AH : HB, AE:ED:: BF :FC,
les droites GH , EF, se couperont en un point O, et Pon aura
(2)... EO: OF :: AH: HB, HO : OG :: BF : FC.
Menez BC' paralléle a AD, et DC’ paralléle & AB; la figure
ABC'D sera un parallélogramme. Joignez CC’; conduisez les
paralltles FF', GG', a CC'; les droites EF’, HG', étant dans un
méme plan ABC'D, se rencoutreront en un point K.
Je dis que HG' et EF’ sont respectivement parallcles & AD
et AB. En effet, GG’ étant paralléle 4 CC’,on a
DG :GC:: DG : G'C.
Or, par hypothése, DG : GC :: AH : HB. Donc,
DG’:G'C'::AH :HB; d'ot DG'4G'C':DG'::AH+HB: AH.
Mais, DG 4 G'C’'=DC', AH 4+ HB=AB et DC’' = AB.
Donc DG’'+4 G'C'= AH 4 HB. Donc DG’ = AH.

Les droites DG’, AH, étant paralltles et égales, les droites
MG’, AD, sont aussi paralltles et égales.

On prouverait semblablement que EF’ est paralléle & AB.

Cela posé : la droite CC’ est paralléle a chacun des plans EFF’,
HGG' (n° 143), et ces plans se coupent suivant une ligne KR,
qui est elle-méme paralléle 3 CC' (n° 147), et qui passe par le
point K, situé sur HG'. _

Nous allons faire voir que KR va couper EF et GH au méme
point O. 11 suffit de chercher les distances du point K & chacune
des intersections de KR avec EF et GH, et de prouver que ces
distances sont égales entre elles,

Désignons par x la distance du point K au point ot EF ren-
contre KR ; chacune des droites RK, CC’, étant parallele a FF,
on a

: P __EK -

x :FF :: EK ; EF’, dota x_E—F,xFF',

4 W/ v/ / .\ BF’ ’

et FF' : CC'::BF' : BC'; d’ou FF’=B—C7><CC.
Substituant celte valeur de FF' daus celle de x, on trouve
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EK B ,
(3) ..... = E——F; x B—c—, > CC'.
De méme, si 'on désigne par y la distance du point K au
point od GH rencontre KR, les paralitles RK, GG’, CC,
donneront

y *GG’ :: HK : HG', d’ou y=%XGG's

et GG’':CC ::DG': DC, .d’thG’=gG—(—;,—x00’.

On en déduit (4)... y=?(w},x%%,x00'.

Or, d’aprés ce qui précede, les trois droites AD, HG’, BC,
sont paraHeles, et les droites AB, EF’, DC, sont aussi paralldles.
On a donc

EK=DG’, EFF=DC’, BFF =HK, BC'=HG"
et par suite, les expressions (3), (4),de x et y, démontrent
que x =y.

Les droites GH, EF, passent donc par un méme point O
de KR ; elles se coupent donc au point O.

Pour trouver le rapportde EO & OF, observons que OK étant
paralléle a FF', on a EO : OF :: EK : KF.

Or, les droites EK, AH, sont égales, comme paralléles com-
prises entre paralléles.

Par une raison semblable, KF' — HB.

Donc, EO:OF :: AH: HB.

On prouvera avec la méme facilité que, HO : OG :¢ BF : FC.

Le théoréme est donc démontré.

CoroLraIRE. Les proportions (1) et (2) démontrent que si les
points G, H, E, F, sont les milieux des cdtés du quadrilatére
gauche ABCD, le point O sera le milieu des droites GH, EF.

Le principe du n° 24 n’est qu’un cas particulier du théoréme
général que nous venons de démontrer.

212. ProeuiMe (fig. 181). Déterminer le volume du solide
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ABCDA’B'C'DY, terminé par unplan horisontal ABCD, par quatre
plans verticaus paralleles deux & deus ADD'A’, BCCB',ABB'A’,
CDD'C,, et par une portion de sunsace eavorze A'B'CD’ (%).

" Désignez le volume demandé par x, la surface connue dw
parallélogramme ABCD par s, et les longueurs des ardtes BB',
AA’,CC, DD/, par a, d, b, b'. Prolonges ces arétes de manidre
que vous ayez, A’A"=BB'=a, BB'==AA'=d’,

DD'=CC =b,CC'=DD' ="

Il en résultera, AA"=BB"—=a-+4-a’, CC'=DD"=b-b".

Les quatre points A", B’, C", D", seront donc dans un méme
plan (n° 165).

Représentez le volume ABCDAB"C'D" par V; je dis que le
volume cherché en sera la moitié. Il est facile de concevoir que
cela se réduit & prouver que toute section RMQP du solide V,
par un plan paralléle au plan ABB"A”, est divisée en deux par-
ties équivalentes par la surface gauche.

11 9agit donc de démontrer que les trapézes RMKK', PQEKK’,
sont équivalens. Pour y parvenir, menez les droites B'C, A'DY,
qui coupent MQ et RP en E et E’; les propriétés des paralléles
donnent

"]33,_’:=96‘%_—_g%7, doi EM=a><gg—;
EX g%, ot BK = b > oo
%=%=%, doi E’P=b><%:%—:—
%’,EA;_—_]%%, d'ob E'x'=a><'%'§.

(*) La surface gauche est engendrée par une droite indéfinie SS’, qui se
meut parali¢lement au plan fixe ABB’A’, en s’appuyant sur deux droites quel-
conques A'DY, B'C, situées dans les deux plans paralldles ADD’A’, BCC'P'.
11 en résulte que toute section de la surface gauche par un plan RMKK"’ paral-
Rle au plan ABB’A’, est une droite KK’. )

Si les droites A’DY, B'C’, étaient paralitles, la surface engendrée deviendrait
an plan; la surface gauche a regu, par cette raison, le nom de plan gauche.

Géométrie. 8
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Or, MK=EM-+EK, PK'=EK +EP.
Substituant les valeurs de EM, EK, E'K’, E'P, on trouve

CK B'K
DK’ AK’

D’ailleurs , les plans paralleles ABB"A", RMQP, DCC'D’,
coupant les droites A'D’, B'C’, en parties proportionnelles
(n°® 191), on a

CK DK’ BK __AK
CF ~ DA” BC — AD"

Donc, MK = PK'.

On prouverait de méme que RK' = QK.

Les traptzes RMKK’, PQKK’, sont donc égaux en surface,
car ils ont méme hauteur, et leurs c8tés paralléles MK , PK’,
RK’, QK, sont égaux deux a deux.

Le solide x demandé est donc la moitié du solide V.®

Cela posé : menons le plan ACC'A’; le solide V peut étre
considéré comme formé de deux prismes triangulaires tron-
qués, ayant pour bases ADC et ABC. Mais,

prisme ADCA"D'C"=} ADC X (AA" 4 DD’ 4 CC"),

prisme ABCAB'C" = ; ABC X (AA" 4 BB" 4 CC").

Ajoutant ces équations membre a2 membre, observant que
les triangles ADC, ABC, sont égaux & { s, que V=ax, et que
AA"=BB"'=a+ad,,CC"=DD" = b4V, il vient '

ar==} X +8 X (AA” 4+ DD’ + CC" 4 AA” 4 BB + CC")

=138(3AA"-3CC")=1s(AA"+CC")=1s(a+a'+-b4-b).

Donc enfin, (3)....x=sX §(a+a 4 b+ &).- .

Cette formule démoutre que le volume ABCDA’B'C'D’, ter-
miné par la surface gauche A'B'C'D’, est dgal au produis ds
la base ABCD , par ls guart de la somme des kauteurs AA’,
BB/, CC', DD'.
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S X. Propriétés relatives a des Pyramides et a
des Cones.

213. TukoriuMz (fig. 198). Dans toute pyramide triangulaire
ABCD, les trois droites EG,HF, 1K, quijoignent les milieus des
arétes opposées (non situées dans un méme plan), passent par un
méme point O, et elles y sont diyisées en deux parties égales.

1*® Démonstration. Les quatre arétes AB, BC, CD, DA, for-
ment un quadrilatére gauche, dont les cotés opposés sont divisés
en deux parties égales par les droites EG, HF ; donc ces deux
droites se coupent mutuellement en deux parties égales (n°211);
la droite EG passe donc par le milieu de HF.

Les quatre aretes AB, BD, DC, CA, forment aussi un qua-
drilatere gauche, dans lequel les droites 1K, HF, se coupent en
parties égales; la droite 1K passe donc aussi par le milien de HF.

Le théoréme est donc démontré.

2¢ Démonstration. Tirez les droites EF , FG, GH, HE; puis-
que les cotés CB, CD, sont divisés aux points E, F, en deux par-
ties égales, la droite EF est parallele a BD et égale a § BD;
par une raison semblable, HG est paralltle a BD et égale & 4 BD;
donc EF est égal et paralléle & HG ; la figure EFGH étant un
parallélogramme, les diagonales EG, HF, se coupent mutuelle-
ment en deux parties égales; donc EG passe par le milieu de HF.
On prouvera de méme que les droites HK, KF, FI, IH, forment
un parallélogramme; donc la diagonale IK passe aussi par le
milieu de HF, et OK = Ol. Le théoréme est donc démontré.

Remanque: (ﬁg. 179). Par le point F et par Paréte AB, con-
duiser un plan, il contiendra la droite FH, et couperale triangle
CBD suivant la droite BF. Par le point O oh se coupent EG et
FH, menez la droite AO qui va couper BF en P; enfin, menes
HQ paralltle & AP. Puisque BH —=HA,, on aura BQ = QP; et
puisque HO = OF, on aura QP ==PF. Donc PF = j BF.

Les triangles BHQ, BAP, sont semblables, ainsi que les trian-
gles FOP, FHQ, et
BH = { BA,FO=} FH ;donc, HQ==1 AP, OP=}HQ =}AP.

On en déduit ce nouvean théoréme : C

8..
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Une pyramide triangulaire ABCD ( fig. 179) étant donnée,

si Pon méne dans la base une droite BF de Pun des sommets au
milieu F du c6té opposé CD, qu’on prenne le tiers PF de BF, la
droite AP passera par le point O d’intersection des droites qui
unissent les milieux de deux arétes opposées quelconques (non si-
tuées dans un méme plan), et cette droite sera divisée en ce point
au quart de sa longueur a partir de la base BCD.

a14. Takontme (fig. 180). Un point O étant pris arbitraire-
ment dans Vintérieur d’une pyramide triangulaire ABCD, si
Pon méne les droites AO, BO, CO, DO, gu’on les prolonge jus-
qu’a ce qu’elles rencontrent en A’, B, C, D', les faces BCD,

4 4 ’ ¢

ACD, ABD, ABC, on aura 2——; +%% +(C)%+ —g%: I

On démontrera ce théoréme par des considérations analo-
gues a celles du 0° 8.

215, Prosuime (fig. 182). Parmi tous les cones droits cir-
conscrits & une sphére donnée, déterminer le cone dont la surface
est la plus petite possible.

Désignez par r le rayon de la sphére donnée. Sur une droite
AB=2r comme diamétre, décriver. le demi—cercle ATB; con-
duisez AE perpendiculaire & AB, et par un point quelconque S
du prolongement de AB, tirez une tangente SD au demi-cercle
ATB. Soient, T le point de tangence, et C le milieu de AB. Sile
triangle SAD tourne autour de SA, le demi-cercle ATB engen-
drera la sphére donnée dont le centre sera C; le cOne droit en-
gendré par le triangle SAD 'sera circonscrit a cette sphre, car
Phypoténuse SD engendre la surface convexe d’un cdne droit
qui touche la sphere suivant la circonférence dont le centre est
le pied n de la perpendicalaire Tn & SA, et le c6té AD engendre
le cercle qui sert de base au cdne, et qui est tangent en A ala
sphére. Le cdne ainsi déterminé, peut donc étre considéré comme
un cdne quelconque circonscrit 4 la sphére donuée; la hauteur
de ce céne est SA, son apothéme est SD, et le rayon de sa base
est AD. '

La détermination du cdne circonscrit ne dépendant que de
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sa hauteur, tout 'se réduit ¥ chercher quelle doit étre cette hau-
teur, pour que la surface du cdne circonscrit soit un minimum.

Si Pon représente par x la surface totale du cdne circons-
crit, et par = le rapport de la circonférence au diamétre, la

surface de la basede ce cdne sera = X< IB: et sa surface convexe
sera égale & 2x > AD X 1 SD. Donc,

x== x> AD +ax X AD X 1 SD=x  AD X (SD + AD).

Le rayon CT étant perpendiculaire a la tangente SD, les
triangles SAD, STC, sont semblables, et donnent

AD:CT ::SA : ST, SD :AD:: SC : CT.
Donc, SD 4+ AD : AD :: SC4CT : CT.
Or, CT=CA, SC+4 CF=SC+4CA =SA. Donc
SD+ AD: AD :: SA : CA; dod
x> AD X (SD 4 AD) : » X AD :: SA : CA, ou
(1)... z:w><AD::SA : CA.
Or, ST'=SA % SB; la proportion AD: (?I‘-.:: SA: STI::
devient donc, AD : CT :: SA : SA X SB; d'od
(2)... AD: CT =2 SA : SB.
Mnltlphaut les proportmns (1), et (2), on trouve
z 1w CT :: SA : CAX SB; do x ==r X g:

Pour que cette valeur de x soit la plus petite possible, il faut

et il suffit que le rapport SB S& it le plus petit possible.
Mais, SA =SB 4- BA =SB +4- 2r; donc
SA_(SB + ar)* 4r‘
5= s5—Btirtgy

Par conséquent, il faut que SB 4- 4—— soit un minimum.

Mais, le produit de SB par & 4 ' est une constante 4r*. On peut
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donc regarder SB et g% comme les deux cOtés variables d'un

rectangie dont la surface constante est 47*, et dont le demi-pé
rimetre vanable SB 4 ‘j—- doit étre un minimum. Les cftés de
ce rectangle doivent donc étre égaux (n° 34,1°); ce qui donne
SB= 4SB’ doi SB= 4, SB=12ar = AB,
SA =SB4 AB==4r.

La hauteur du cbne demandé doit donc étre égale au doubl
du diamétre de la sphére donnde.

On peut calculer le rayon’ AD de la.base, Papothtme SD,
la surface x, et la solidité z du c4pe minimum, au moyen de r.
En effet, on a vu que

SD: AD:: SC: CT.

Dlailleurs, SC=SB +4 BC = 2r <4 r = 3r = 3CT;
donc SD=3AD.

Mais, SA = 167*=SD — AD==gAD — AD==8AD.
Donc, AD= IGTr’ =ar*, AD=ry 2, SD==3AD=3ry 2.

Or, on a trouvé que la surface rdu cbne circonscrit est égalea

1 X -:—‘-; Remplagant SA et SB par leurs valeurs 4r, ar, on

parvient &, x==/4=7r* X 2.

Le volume z du cdne circonscrit étant égal 4 sa base multi-

pliée par le tiers de sa hauteur, on a
z= X A_ﬁ'x-sg-:zxzr‘x%-r=§wr‘>‘<a.

Mais, 4=r* est la surface de la sphére inscrite, et 4 =7° est son
volume. Donc, parmi tous les cnes circonscrits & une sphére
donnée, le cbne dont la surface est la plus petite possible, jouit
des propriétés suivantes : sa hauteur est double du diamétre de
la sphére , son apothéme est le triple du rayon de sa base; sa
surface et son volume sont respectivement doubles de la surface
et du volume de la sphére inscrite.



TROISIEME PARTIE.

ELEMENS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

§ I. But de la Géométrie descriptive. Propriétés
relatives aux projections des points et des lignes
et aux traces des plans.

216. Lgs constructions qu’il faut effectuer pour résoudre les
problemes des n° 204 et 206, paraissent fort simples au premier
coup d’ceil ; mais, dans laréalité, elles ne donnent que des dé-
terminations purement géométriques et fort difficilement exé-
cutables. En effet, comment Lrouver les plans perpendiculaires
sur les milieux des arétes, ou qui divisent les anglés diddres ¢n
deux parties égales? et ensuite, comment déterminer la droite
suivant laquelle se coupent les deux premiers plans, puis le
point ol cette droite est rencontrée par le troisitme plan?

Ces réflexions s'appliquent A tous les problémes qui se rap-
portent aux trois dimensions de Pétendue; car, alors, il n’est
plus possible de renfermer dans un seal plan les données et les
constructions que la question semble exigen 11 faut donc de nou-
velles méthodes pour résoudre les problemes de cette espéce. Ces
méthodes constituent la partie des Mathématiques, nommée

- Géométrie descriptive, dont Uobjet spécial est de résoudre, par
des constructions effectuées sur un plan, tous les problémes qm
se rapportent aux trois dimensions de !’étendue.

217. Le prooédé que cette nouvelle branche des Mathéma-
tiques met en cenyre, est la méthode des projections ; elle con-
siste a rapporter & deux plans fixes qui se coupent, toutes les
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parties de Tespace; de telle sorte, par exemple , qu’étant domné
un point ou une ligne dans I'espace, on les remplace par des
points ou des lignes situés dans les deux plans; puis on fait
tourner 'un de ces plans autour de la droite d'intersection, afin
de le rabattre sur Pautre plan; alors, toutes ces données, qui
dérivent des premiéres , étant situées dans un seul plan, il faut
chercher un systéme de constructions qui, sans sortir de ce plan,
conduisent & des résultats d’ot il soit facile de passer a la véri-

. table solution du probléme proposé. Nous allons entrer dans
tous les détails de cet important et ingénieax procédé.

218. (fig. 183). La rrorecrion &’un point sur un plan, est
le pied de la perpendiculaire menée du point sur le plan. Ainsi,
conoevez que du point A on ahaisse sur le plan GE la perpendi-
culaire AB; le pied B de cette perpendiculaire sera la projection
du point A sur le plan GE. Il est clair que le point B est la
Pprojection commune de tous les points de la droite indéfinie AB.

219. (fig. 184). La prosecrioN d’une ligne sur un plan estla
ligne qui passe par les projections de tous les points de la pre-
miére ligne. Ainsi, en abaissant des différens points de la courbe
SRX, des perpendiculaires sur le plan GE, la ligne SR'X’, qui
Ppassera par les pieds de toutes ces perpendiculaires, sera la pro-
jection de la courbe SRX sur le plan GE. L’ensemble de ces
perpendiculaires forme une surface de la nature de celles qu’on
nomme cylindriques ; et il &t évident que toute courbe mnp,
‘tracée sur la surface de ce cylindre, aura pour projection la
méme ligne SR'X'.

220. Quand la ligne SRX est droite, les perpendiculaires
SS', RR’, XX', etc., sont dans un méme plaa (n° 137) qui est
perpendiculaire au plan GE (n° 180); les pieds §', R’, X/, ete.,
de ces perpendiculaires sont donc en ligne droite; Za profec=
tion d’une ligne droite est donc une ligne droite. '

Or, deux points déterminent une droite. Par conséquent,
pour projeter la droite AM (fig. 185) sur le plan GE, il suffit
de mener par deux points A , M, de cette droite, des perpendi~
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culaires AB, MD, au plan GE; la droite BD, menée par les
pieds de ees perpendiculaires, sera la projection demandée.

Ainsi, la projection d’une ligne droite est la droite qui passe
par las projections de deus points de la ligne donnée.

2a1. Le plan perpendiculaire au plan GE (fig. 185), mené
per AlM, et qui contient toutes les perpendiculaires AB,MD,etc. ,
au plan GE, se nomme plan projetant ; et le plan GE sur lequel
se fait la projection, se nomme plan de projection.

222. Lorsqu’une droite est perpendiculaire ¢ un plan, la
projection de cette droite sur le plan est le pied de cette perpen-
diculaire ; car les perpendiculaires menées des différens points
de la drvite sur le plan, se confondent avec cette droite.

223. (fig- 186). Lorsque deux droites sont paralléles, lours
projections sur un méme plan sont paralléles.

En effet, pour projeter les paralleles NA, MH, sur le plan GE,
il suffit de conduire par ces droites des plans NB, MF, perpen-
diculaires au plan GE; les intersections de ces plans avec le
plan GE, sont des droites paralitles PB, KF, (n° 189). Mais, ces
intersections sont les projections des lignes NA , MH; le prin-
cipe est donc démontré. "

Ainsi, pour éire en état de construire les projections de deux
droites paralléles , il suffit de connalire deux points de Pune
des projections et un point de Pautre projection.

224. Quand une ligne est située dans un plan paralltle a celui
sur lequel on la projette, elle a évidemment pour projection une
ligne qui lui est parfaitement égale; et toute ligne située dans
un plan perpendiculaire au plan de projection, a pour projec-
tion une droite qui est l'intersection de ces deux plans.

225. (fig. 187). Lorsque deus plans se coupent, si Fon pro-
Jjette un point sur chacun de ces plans, les perpendiculaires me-
nées des deus projections du point sur intersection des deux
plans, passent toujours par un méme point de cette intersection.

En effet, comesvons deux plans xys, xyu, qui se coupent
suivant la droite xy; si d’un point M, situé hors de ces plans,
on m¢éne des perpendiculaires Mm , Mm', a ces plans, le plan



122 GEOMETRIE

mMm’, conduit par ces droites, coupera 2y en un point p, et
sera perpendiculaire aux plans ryz, rys (o® 180); le plan
mMm’ sera donc perpendiculaire a Pintersection xy des plans
xyz, xyu (n° 186) ; la droite xy sera donc perpendiculaire ax
plan Mmpm'; cette droite sera donc perpendiculaire aux dreites
mp, m’p, qui passent par son pied dans le plan Mp. Mgis les
points m,m’, sont les projections du point M sur les plans xys,
xyu; les perpendiculaires menées des points m, m’, sur Pinter-
section ry, passent donc par un méme point p de cette inter-
section. Ce qui déraontre le principe énoncé.

11 suit de la que deus points situés dans deux plans qui s
coupent, ne peuvent pas étre les projections sur ces plans d’un
méme point de Pespace, si les perpendiculaires abaissées de ces
deux points sur Vintersection des deus plans, ne vont pas con-
courir en un méme point de cette intersection.

226. Lorsque deus points m, m’ (fig. 187), situés dans dexs
plans xu, 2%, qui se coupent, sont tels, que les perpendiculaires
menées par ces points sur Uintersection sy des plans, passent
parun méme point p de {’intersection, on peut regarder ces poinis
comme les projections d’un méme point de Uespace, et ce point
est entiérement déterminé.

En effet, Pintersection xy étant perpendiculaire anphnmpm
des droites pm, pm’, (n° 128), les deux plans de projection 2,
Tu, qui passent par xy, sont perpendicnlaires au plan mpm’'
(n° 180) ; et réciproquement, le plan mpm’ est perpendiculaire
a chacun des plans 2z, zu; les perpendwuhlres aux plans =
xu , menées par lcs points m, m’, sont donc dans le plan mpm'
(n° 183); ces perpendiculaires se rencontrent donc toujours en
un point M, dont m et m’ sont les projections sur les plans =s,
su; ce qui démontre la propriété énoncée.

227. Pour connaitre si deux points de deux plans qud se
coupent, sont les projections d’un point unique sur ces plans,
il suffit de mener par oes deux points des perpendiculaires d
Lintersectiondes plans donnés. Quand ces perpendiculaires pas
sent par un méme point de Uintersection , les deus points denaés
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sont les projections d’un point unique (n° 226); et quand ces
perpendiculaires ne passent pas par un méme point de Pinter-

section , les points donnés ne sont pas les pro]ectwm d’ un méme
point de Vespace (n° 225).

228. Une droite est généralement déterminés, quand on con-
naft ses projections sur deux plans qui se coupent; car en me-
nant, par chaque projection, un plan perpendiculaire au plan
de projection, la droite devra se trouver dans chacun des plans
ainsi conduits (n° 220) ; la droite sera donc I'intersection de ces
deux plans.

Par exemple, si ab et a’'d’ (fig. 188), sont les projections
d’une droite AB sur deux plans xys, xyu, qui se coupent
suivant £y, en menant par ces projections des plans abBA ,
a’b’BA , respectivement perpendiculaires aux plans xys, xyu,
les plans projetans abBA, a'b’BA , contiendront la droitc AB;
cette droite sera donc P'intersection de ces deux derniers plans.

Deux droites as, '€ (fig. 190), prises arbitrairement dans.
les plans de projection, ne peuvent étre considérées comme les.
projections d’une méme ligne de Vespace, que lorsque les plans.
menés par ces droites perpendiculairement aux plans de projec-
tion ne sont pas paralléles. .

Quand les droites as, 5'C, sont perpendiculaires & Pintersec-
tion xy en deux points différens, elles ne peuvent étre les pro-
jections d’aucune ligne; car les plans menés par as ct b'C, per-
pendiculairement aux plans de projection, sont paralléles.

Si deux droites am, o', sont perpendiculaires & I'intersec-
tion £y en un méme point, on peut les regarder comme les
Projections d’une ligne plane; mais cette ligne reste eutiére-
ment indéterminée dans le plan aza’.

229. Les projections d’une courbe quelconque sur deuz plans
qui se coupent, déterminent généralement cette courbe.

Par exemple, abc et a’b'c’ (fig. 189) étan® les projections
d’une méme ligne ABC, sur les plans x ysz, xyu, si par les diffé-
rens points de ces projections on méne des perpendiculaires a ces
plans, ces perpendiculaires formeront deux surfaces cylindri-
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ques'abc CBA @'b'c'CBA), sur lesquelles la courbe ABC devra
se trouver; Pintersection de ces surfaces cylindriques déter—
minera donc la courbe ABC.

Lorsqu’on prend arbitrairement une courbe dans chacun des
deus plans de projection, on ne peut considérer ces deux courbes
comme les projections d’une méme ligne de Vespace, que dans ks
cas oi: les perpendiculaires aux plans de projection, mendes par
les différens points de ces deus courbes , forment des cylindres
qui se coupent.

230. Pour déterminer un plan, que nous désigunerons par P,
on pourrait se servir des projections sur deux plans xys, zys
(feg. 190), qui se coupent, de trois points situés dans le plan P,
car trois points déterminent un plan. Mais, on a trouvé plus com-
mode de fixer la position d’un plan au moyen de ses intersections
aa,«a’,aveclesplans de projection xys, syu. Cesintersectionssont
ce qu’on nomme les traces du plan P, sur les plans de projection.

Quand deux traces aa, ad', d’un plan sont données, la posi-
tion de ce plan est entiérement déterminée (n° 119).

Lorsque le plan P n’est pas paralléle & Pintersection xy des
plans de projection, il la rencontre en un point « qui appar-
tient nécessairement & ses deux traces.

Si le plan est paralléle & xy, ses deux traces seront aussi pa-
ralléles & xy. Sile plan est perpendiculaire a2 xy, ses deux
traces seront. aussi perpendiculaires & xy. Si le plan est paralltle
a Pun des plans de projection, sa trace sur 'autre plan sera pa-
rallele & xy; alors cette trace suffit pour déterminer le plan.
. Enfin, sile plan P passe par la ligne xy, sa position ne sera
Plus déterminée; il faudra donner sa trace sur un nouveau plan,
qui coupe les deux premiers suivant une autre ligne que xy.

231. On voit déja, par ce qui précéde, quen rapportant les
points et les lignes situés dans 'espace, & deux plans qui se
coupent, il est facile de déterminer ces points et ces lignes par
d’autres points et d’autres lignes situés dans ces plans.

Jusqu’h présent, angle formé par les deux plans de projection
est resté arbitraire. Nous supposerons dans tout ce qui va suivre
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que cet angle est droit, parce que cette supposition est celle
qui conduit aux coustructions les plus simples. Pour nous
conformer & P'usage, et afin d’abréger le discours, nous regar-
derons Pun des deux plans de projection comme Aorisontal, et
Pautre comme wvertical, quoiqu’ils puissent avoir des positions
quelconques. Llintersection des deux plans de projection se
nommera ligne de terre.

232. Lorsque nous dirons qu’un point est donné, ou qu'une
ligne est dounée, nous entendrons que les projections de ce
point, ou de cette ligne, sont données. Lorsqu'un plan sera
donné, ses traces seront censées connues. Quand noas propo-
serons de déterminer un point, ou une droite, ou un plan, il
s'agira de construire les projections du point, ou celles de la
droite, ou les traces du plan. Les projections et les traces pren-
dront le nom du plan de projection dans lequel elles se trouve-
ront. Ainsi, les projections et les traces situées dans le plan ho-
rizontal, seront les projections et les traces horizontales.

Suivant qu’une droite sera paralltle au plan horizontal de
projection, ou qu’elle sera perpendiculaire a ce plan, nous di-
rons que cette ligne est korizontale, ou qwelle est verticale. On
dit, dans le méme sens, qu’un plan est horizontal, ou qu'il est
vertical, suivant qu’il est paralléle ou perpendiculaire au plan
horizontal de projection.

. 233. De ce que les plans de projection sont supposés rectan-

gulaires, il sensuit que : '

1°. 8% un point ou une ligne est dans Pun des plans de pro-
Jjection, sa projection sur Pautre plan sera sur la ligne de terre.

2°. Si nne ligne est située dans un plan paralléle @ Pun des
plans de prejection , la projection de cette ligne sur Pautre plan
sera une paralléle a la ligne de terre.

3¢, Si un plan est perpendiculaire ¢ Vun des deux plans de
projection , sa trace sur Pautre plan sera perpendiculaire a la
ligne de terre. Cela se déduit du principe du n° 185.

Pur exemple, un plan vertical a pour trace verticale une per-
pendiculaire a la ligne de terre.

e
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4°. Les perpendiculaires abaissées d’'un méme point sur les
deus plans de projection, et les perpendiculaires mendes des deus
projections de ce point, sur la ligne de terre, forment un rec-
tangle ; de telle sorte que les distances de la ligne de terre aus
deux projections d’un point, sont respectivement égales aus
distances de ce point aux deux plans de projection.

Par conséquent, lorsqu’on counatt les projections d’un point,
on peut avoir immédiatement ses distances aux deux plans de
projection.

‘234. Les conventions précédentes suffisent pour faire pres-
sentir la ‘possibilité de résoudre les problémes qui se rappor-
tent aux trois dimensions de P'étendue, par des constructions
renfermées dans deux plans qui se coupent, et que nous sommes
convenus de prendre rectangulaires entre eux. Il parait donc
nécessaire , au premier aperca, d’employer deux feuilles pour
y représenter dans leur vraie grandeur la projection horisontale
et la projection verticale. Mais afin de ramener les constructions
au plus grand degré de simplicité, et de réunir les deux projec-
tions sur un seul dessin, on fait tourner le plan vertical xyu
(fig. 191) autour de la ligoe de terre xy, de maniére & Pappli-
quer sur le prolongement du plan horizontal xys, en xyu'; alors
toutes les lignes seront réellement tracées sur le plan horizontal;
mais il faudra perpétuellement concevoir, par la pensée, les
projections verticales remises a leur place, au moyen d’un quart
de révolution autour de la ligne de terre. Quant aux points si-
tués hors des plans de projection, ils ne paraitront pas dans les
figures ; mais il sera facile de se représenter la véritable position
de ces points & Paide de leurs projections.

Par exemple, d et d' (fig. 192) ¢tant les prolectlons dm
point D de Pespace, qui n’est pas indiqué dans la figure , on con-
cevra que le plan vertical, qu’on suppose déja rabattu sur le plan
horizontal, fait un quart de révolution autour de zy; les plans
de projection étant alors perpendiculaires 'un & Pautre, si par
les points d, &, on congoit des perpendiculaires au plan hori-
zontal et au plan vertical , la rencontre de ces perpendicalaires
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sera le point D de Pespace, dont les projections sont d et &'. On
désignera quelquefois ce point par (d, d’).

235. (fig. 191). Les deux projections d’un point sont situées
sur une perpendiculaire & la ligne de terre xy.

En effet, concevez que les plans de projection xysz, xyu,
étant dans leur position primitive, c’est—a-dire perpendiculaires
Pun & Pautre, les projections d’un point soient d et d'; les per-
pendiculaires menées des points d,d’, sur xy, passeront par un
méme point p de xy (n° 225); si le plan vertical tourne autour
de-xy, pour venir sappliquer sur le plan horizontal, la droite
od’ ne cessera pas d’étre perpendiculaire 2 xy; et quand le plan
vertical xu coincidera avec le plan horizontal, d' tombera sur
un point d' du plan horizontal; la droite pd” sera égale a pd’, et
elle tombera sur le prolongement de Ja perpendiculaire dpa xy.

236. Lorsque deux lignes se coupent en un point, la droite qui
joint les points d’intersection des projections de ces hgnes, est
perpendiculaire & la ligne de terre.

En effet, les projections d’un point étant toujours situées sur
une perpendiculaire & la ligne de terre (n® 235), et les projec-
tions du point d’intersection de deux lignes ne pouvant étre
que les intersections des projections de ces lignes, quand deux
lignes se coupent en un point, la droite qui joint les intersec-
tions des projections des lignes données, doit étre perpendicu-
laire & la ligne de terre.

237. Lorsqu’une droite est perpendiculaire & un plan , les
projections de ka drgite sont respectivement perpendiculaires aux
traces du plan. En effet, soient dp et d'p’ { fig. 212), les projec-
tions d’une droite DP (située dans Vespace) perpendiculaire au
plan cac’, dout les traces sont «c, «c’. Si Pon méne par lasprojec-
tion horizontale dp un plan dpp’ perpendiculaire au plan ho-
rizontal , ce plan sera perpendiculaire au plan cac’, car il passe
par uae perpendiculaire DP au plan cac’ (n° 180); le plan dpp’
est dene perpendiculaire a la fois au plan horizontal et au plan
cac’; il est donc perpendiculaire a Pintersection «c de ces denx
plans. Or, cette intersection esl la trace horizontale du plan cac’;
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le plan dpp’ est donc perpendiculaire a la trace «c; la projec-
tion horizontale dp, située dans le plan dpp’, est donc perpendi-
culaire a la trace horizontale «c (n° 127).

On démontrera d’une manitre semblable que la projection
verticale &p’ de la perpendiculaire au plan cac’, est perpendicu-
laire a la trace verticale «c’ du plan cec’.

§ II. Epures relatives aux Problémes sur la ligne
droite et le plan.

238. Nous ,allons exposer maintenant les solutions des pro-
blemes relatifs a la ligne droite et au plan , qui entrent, comme
élémens nécessaires , dans toutes les questions de Géométrie ot
il faut considérer les trois dimensions de I'étendue.

Pour rendre les explications plus faciles & suivre , nous éta
blirons les conventions suivantes : les grandes lettres A, B,
C, etc., indiqueront des points de Pespace; ces lettres ne pa-
raitront pas dans les figures : les petites lettres correspondantes
a, b, c, ete., employées sans accens, serviront 4 désigner les pro-
jections horizontales des points A, B, C, etc.; ces petites lettres,
affectées d’un accent, c'est-a-dire o/, &', ¢/, etc. , indiqueront les
projections verticales des mémes points A, B, C, etc.

Nous désignerons souvent un point de Pespace par ses deux
projections; - ainsi, lorsque nous parlerons d’un point (e, a'),
il s'agira du point A, dont les projections sont a et d'.

La Zigne de terre sera toujours désignée flr xy.

On nomme %rurE, la feuille qui conticnt le tracé de toutes
les constructions d’un probleme. Dans toutes les épures, les
données et les résultats seront figurés par un trait continu ; les
lignes de construction le seront par un #rait discontinu ou ligne
ponctuée, que Pon fera varier selon Pobjet de ces constructions.

239. 1° Prosuiue (fig. 193). Les projections de deux points
éeant données, construire les projections de la droite qui passe
par ces deux points.
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Les projections de cette droite passent nécessairement par les
projections des points donnés. Tirant donc une droite par les
projections horizontales des points donnés, et menant une autre
droite par les projections verticales des mémes points, ces deux
droites seront les projections demaundées.

Par exemple, a et @’ étant les projections d’un point A
de Pespace, et b, b’ étant celles d’un autre point B, les droites
ab, d'b', seront les projections de la droite AB qui passe par les
points A, B.

afo. 2* Prosriuz (fig. 193). Connaissant les projections des
extrémités d’une droile , construire la grandeur de cette droite.
Soient, a, o', les projections d’une des extrémités A de la
droite, et b, ¥/, les projections de Pautre extrémité B; les droites
aa’, bl , seront perpendiculaires alaligne de terre xy (n° 235) ;
et si Pon congont qu’'on éléve en a et b des verticales respective-
ment égales & aa’, Cb’, les extrémités de ces verticales seront les
points A, B, donb il Sagit de construire la  distance (n°233).
Imaginons dans espace, par le point A, une droite paralléle
a ab, et terminée & la verticale bB; on aura ainsi un triangle
rectangle, dont.Ja base est une horizontale paralléle. et égale &
Ja projection @b, dont la hauteur est égale a la différence des
verticales A, bB et dont l’hypotenuse est la distance cher-
chéede A aB. Mms, si Pon méne par o’ une paralléle 2’k a la
ligne de terre, b'A’ sera égale a la différence des verticales aA,
bB, et l’angle K sera droit; donc, sil’on prend sur %'k’ une lon-
gueur A4'i'= ba, et qu’on tire l’hypoténuse iV, cette hypoténuse
sera la distance demandée de A a B. _
.Telle est la construction dont on fait usage pour trouver la
vraie lozgueur d’une droite dont on connaft les projections.
En effectuant sur le plan horizontal une construction ana-
logue, on vérifiera Pexactitude de la premitre construction.
On peut encore expliquer cette constpuction comme il 3uit :
Les verticales élevées en g et b forment 2 avec ab et AB un trapéze
dont le plan est vertical ; faites tournerce traplze autour de la

verticale bB, jusqu’a ce qu'il soit devenu paralitle an plan ver-
Géométrie. 9
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tical de projection; la base ba ne sortira pas du plan hori-
zontal, et viendra prendre, sans chaoger de grandeur, la si-
tuation bi, parallele i la ligne de terre; la droite BA, dans s
nouvelle position, sera paralléle au plan vertical et s’y projet-

tera en 5’7’ dans sa vraie grandeaur. Or, le point B n’a pas changi
de position ; donc il est toujours projeté en 5'. Le point A a
changé, mais il est resté a la méme distance du plan horizontal,
et par conséquent sa projection verticale est située sur la paral-
Rle d'k & yx; dailleurs 1a projection ba est devenue bi égale
a ba, et paralléle a yx; donc le point A dans sa nouvelle posi-
tion a sa projection horizontale en i; donc, en menaut i’ per-
pendiculaire a xy, le point i sera la projection verticale da
point A, daps la position o AB est devenu paralléle am plan
vertical ; donc la droite i'%’ sera la vraie longueur de AR

On pourrait encore trouver lalongueur AB, en faisant toarner
autour de ab le trapize abBA, pour le rabattre sur le plan ho-
rizontal , comme on le voit en abnm ; ou bien, en faisant tour-
ner le trapize a’b’BA autour de a'd’, pour le rabattre sur le plan
vertical, comme on le voit en a'b'n'm

Ona, i'h=ab,am—=ad , a'm' =aa, bn=_CV', b'n’ =Cb.

Si les constructions précédentes ont été bien exécutées, les
droites 7', mn, m'n’, seront de méme longueur; car chacune
d’elles mesure la vraie distance du point A au point B.

a41. 3° Prosukuz (fig. 194). Par un point donré, mener une
paralléle a une droite donnée.

Soient, d, d, les projections du point donné, et ab , d'b’, les
Pprojections de la ligne donnée. La ligne cherchée passant par le
point donné , les projections de cette ligne doivent passer par
les projections d, d', du point donné; mais les projectionsde
deux paralltles sont paralltles (n® 223); on construira donc
les projections de la droite demandée, en menant, par leg pro-
jections d, d', du point donné, des paralitles, de,d’¢, aux pro-
jections, ab a’ty, de la ligne donnée.

243. 4* Prosiiuz (fig. 195). Connaissant les traces dc deus
plans, construire Uintersection de ces plans.
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Soient, «a, «a’, les traces du premier plan, et ¢b, £b’, celles du
second plan; les points, ¢, ¢’, ol ces traces se coupent, appartien-
nent a Pintersection des deux plans; cette intersectien est la
droite, située dans Pespace, qui joint le point ¢ au point ¢’ (elle
n’est pas indiquée dans la figure), et il s'agit d’en construire les
projections. - -

La projectidn borizontale du point ¢’ étant le pied s de la
perpendiculaire menée du point ¢’ sur zy, on voit que sest un des
points de la projection horizontale de Fintersection des plans
donnés; mais ¢ est un point de cette méme projection; la droite
cs est donc la projéction horizontale de P'intersection demandée.

Par une raison semblable, si Pon méne la perpendiculaire cr
a xy, le pied r de cette perpendiculaire sera la projection verti-
cale du point ¢ de lintersection des plans donnés; mais ¢’ ap-
partient a cette projection ;-la droite ¢’ sera donc la projection
verticale de Pintersection des deux plans, asd’, 58b'.

L’intersection des plans donnés est donc déterminée, puise
qu’on connait ses deux projections.

Nousallons examiner quelques cas particuliers qui pourraient
embarrasser. _

1°. (fig. 196). Quand les traces horisontales, wa, Cb, 'des
plans donnés, asa’, bQY', svont paralléles, Uintersection de ces
plans est paralléle aus traces aa, €b; car la paralltle a ces
traces, menée par le point ¢’ de Pintersection des deux plans,
doit se trouver dans chacun de ces plans (n° 123).

Par conséquent, la projection horizontale de P'intersection des
plans sera paralltle aux traces sz, €b, et sa projection verticale
sera paralltle i 1a ligne de terre. Dailleurs, le pointc’ oliles traces
verticales se coupent , appartient & Pintersection des deux plans; -
donc, si I'on abaisse ¢'s perpendiculaire sur xy, et que 'on méne
sd paralléle a «a, et c'd’ paralltle & yx, ces deux paralltles se-
ront les projections de Pintersection des plans a«a’, bCH'.

2°. (fig. 197). Quand les traces de chaque plan sont paral-
leles a la ligne de terre xy, les deux plans sont paralltles a xy,
leur intersection est aussi paralltle & xy; et, pour la détermi-
ner, il faat employer un troisitme plan de projection, qu'on

9..
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choisira, pour plus de simplicité, perpendiculaire a xy. Les
traces yu, yu', de ce nouveau plan, seront perpendiculaires
xy. Cherchons les traces, sur ce plan, des deux plans donnés.
Pour cela, observons que les points ¢, a’, ot yu et yu' sont ren-
contrés par les traces «a, «'a’, du premier plan douné, appar-
tiennent a V'intersection de ce premicr plan avec le plan auxi-
liaire ; supposons qu’on fasse tourner ce plan avxiliaire autour
de yu pour le rabattre sur le plan horizontal, le point ¢ ne chan-
gera pas de situation, la ligne yu' se rabattra sur la perpendi-
culaire yu” a yu, et ie point «’ décrira un arcde cercle aatour du
centre y, pour se porter en a’, & une distance ya' = ya'; donc
la droite, qui, dans Pespace, unissait les points «, o, se rabat
suivant la droite «s”; et wa" sera sur le plan auxiliaire de projec
tion, la trace du premier plan donné.

Les traces de Vautre plan donné étant les paralltles &5, Y&
xy, on déterminera de méme la trace €C* de ¢e plan sur le plan
anxiliaire rabattu en uyu”. : '

L’intersection ¢ des droites «&", €, sera donc le rabattement
d’un point de l'intersection des plans donnés. Donc, si le plan
uyu” fait un quart de révolution autour de yu pour reprendre
sa position verticale primitive, le pied d de la perpendiculaire cd
a xy sera la projection horizontale d'fn.des points de Pintersec-
tion des plans donnés, et 'on obtiendra la projectionverticaled’
de ce point en prenant. yd'=dc. Les parallles, de, &'¢’, & yx, se-
ront les projections demandées del'intersection des plans donnés.

3% (fig. 198). Enfin, si les traces des deux plars donnés sur
. chaque plan de projection sont paralléles entre elles, sans létre

a la ligne de terre, les plans donnés seront paralléles.

: Par exemple, si les traces 2a, aa’, sont respectivement pa-
ralltles aux traces €b, €b’, les plans donnés asa’, bCW’, seront pr-
ralleles (n° 159); il n’y aura donc pas lieu a chercher leur in-
tersection. _ .

243. 5° Prosuiumz (fig. 199). Déterminer le point O dinter-
section de trois plans donnés.

Les plans donnés, combinés deux a deux, se coupent suivant
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trois droites/qai passent parile_point cherché. On construira
donc les projections de ces trois droites. Si les constructions sont
faites avec exactitude, les trois projections horisontales de-
wront passer par un méme point o, qui sera la projection hori-
zontale du point O cherché; les trois projections verticales pas-
seront aussi par un méme point o’ qui serd la projection verti-
cale du point O; et la droite 0o’, menée par les projections du
point O, devra étre perpendiculaire 4 la ligne de terre (n° 235).
. Ces constructions sont représeutées sur la flg. 199. '

244. 6° Prosudue (fig. 200). Construire les points o une
droite rencontre les plans dé¢ projection.

Supposons que les projections bc, b'c’, de la droite donnée v
coupent la ligne de terre aux points, s, ¢

Pour trouver le point oli la ligne donnée rencontre le plan
horizontal , on observera que ce point doit avoir sa projection
verticale surlalignede terre s y (n® 233, 1°); cette projection doit
aussi se trouver sur 5'c’, car &'c’ contient les projections verti-
cales de tous les points de la droite donnée ; donc le point ¢, ol
b’¢’ rencontre xy, est la projection verticale du point de ren-
contre de la droite donnée avec le plan horizontal; conduisant
donc, par le point ¢, une perpendiculaire ¢k au plan vertical,
cette perpendiculaire contiendra le point de rencontre demandé;
mais ce point doit aussi se trouver sur la projection horizontale
bc de la ligne donnée; Pintersection % des droites be, ¢k, est donc
le point de rencontre de la ligne donnée avec le plan horizontal.

On verra de méme que si, par le point s, on méne, dunsle
plan vertical, une perpendiculaire s£’ sur xy, lintersection ¢/,
"de sk’ avec la projection verticale b'c’, sera le point de rencontre
de la droite donnée avec le plan vértical.

En général : Pour construire le point de rencontre d’une
droite avec le plan horizontal, détermines le point d’intersec-
tion de la projection verticale de la droite donnée avec la ligne
‘de terre; par ce point menez dans le plan horisontal une per-
‘pendiculaire & la ligne de terre; la rencontre de cette perpen—
diculaire avec la projection horisontale de la ligne donnée sera
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le point demaridé!"Pour trouver le point ot une droite rencontrs
le plan vertical, détermines Uintersection de la projection hori-
sontale de la ligne donnée avec la ligne de terre ; par ce point
menes dans le plan vertical une perpendiculaire & la ligne de
terre ; la rencontre de cette perpendiculaire avec la projsction
verticale de lu lignd donnés , sera le point demandé.

Lorsqu’on change la position de la druite donnée, les poin's
h, ¢', o elle perce les plans de projection, changent aussi. Nous
nous bornerons a faire remarquer les cas indiqués par les figures
200, 201, 202 et 203.

Dans la figure 200, la droite rencontre le plan horizontal en &,
devant le plan vertical, et le plan vertical en ¢', au-dessus du
plan horizontal. Daus la figure 201, le point 4 est derridre le
plan vertical, et le point ¢’ au-dessus da plan horizontal, Dans
la figure 202, le point / est devant le plan vertical, et le point ¢/
au~dessous du plan horizountal. Enfin, dans la figure 203, le
point A est derriére le plan vertical, et le point ¢’ au-dessous
du plan horizontal.

245. 7° Prosuiue (fig. 204). Faire passer un plan par trois
points donnés.

Les trois droites qui joignent les points donnés, étant si-
tudes dans le plan cherché, ces droites rencontreront les plans
de projection en des points qui appartiendront aux traces du
plan demandé; on déterminera ainsi trois points de chacune
de ces traces; les trois points de chaqne trace devront étre en
ligne droite, et ces traces devront se couper en un méme point
de la ligne de terre; ce qui dounera trois vérifications.’

Cette construction ne peut offrir aucune difficulté, car elle se
réduita trouver les points ol des droites données rencontrent les
plans de projection, et Pon sait tronver ces points (n° 244).

Supposez que, a, b, c, soient les projections horizontales
des trois points donnés, et que d’, &', ¢, soient les projections
verticales des m&mes points. Les projections des droites menées
parles points donnés, passeront par les projections de ces points;
les projections horizontales de ces droites sont donc, ab, ac, bc;
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et les projections verticales des mémes droites sont, a’d’,a’c’, b'¢’.
Si l'on cherche les points oh ces droites rencontrent les plans de
Pprojection, on trouvera qu’elles rencontrent le plan horisontal
en trois points, d, ¢, f, et le plan vertical en trois points, &', ¢/, f.

Quand 1a construction sera bien exécutée, la droite indéfinie
menée par les points e, f, passera par d, et la droite ind¥éfinie
menée par ¢, f°, passera par d'; ces deux droites devront con=
courir en un méme point zde xy, et elles seront les traces du
plan qui passe par les trois points donnés.

Discutons les différens cas qui peuvent se présenter.

1°. Quand les droites qui joignent les points donnés ne sont
paralltles a aucun des plans de projection, chacune d’elles ren-
contre les deux plans de projection, et Pon trouve trois points
de vérification. Co

2°, Lorsqu’une seule des droites ést paralléle i Pun des plans
de projection , au plan horizontal par exemple, elle ne rencontre
plus ce plan; il ne reste donc que deux points de véritication.
Mais, cependant, il existe une troisiéme vérification ; car on dé-
duit des principes des n® 144 et 136, que la trace horizontale
du plan cherché doit ¢tre paraliéle & la projection horizontale
de la droite qui est supposée paralléle au plan horizontal.

3°. Quand une des droites est paralltle aux deux plans de pro-
jection, elle ne rencontre plus ces plans; on ne connait que les
deux points de chaque trace, donnés par les rencontres des
deux auntres droites avec les plans de projection; alors la droite
paralltle aux deux plans de projection est paralltle & la ligne
de terre zy (n® 147) ; douc le plan cherché est lui-méme pa-
ralltle & zy; et par conséquent ses deux traces doivent étre
paralléles & xy (n°230).

4°. Si deux droites étaient paralidles a Pun des plans de pro-
jection, au plan vertical par exemple, le plan de ces droites,
qui est celui des trois poiuts donnés, serait parnlléle au plan
vertical (n° 160) ; la trace horizontale du plan cherché serait
donc paralltle & la ligne de terre (n°230), et les projections
horizontales des trois points donnés seraient sur cette trace,
qui suffit alors pour déterminer le plan cherché.
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57 Enfin;;sic les trois points donnés étaient en ligue droite,
cette droite rencontrerait chaque plan de projection en un seul
point; on ne connaitrait qu’un point de chaque trace du plan
demandé; Ja position de ce plan serait donc indéterminée.

246. 8° Paosiue (fig. 205). Conduire un plam par deus
droites qui se coupent, ou qui sont paralléles.

Cherchez les points, a, b, ol ces droites percent le plan ho-
rizontal ; cherchez aussi les points &, &', ol elles percent le plan
vertical ; les droites, ab, a’¥, seront les traces du plam demandé.

247. 9* ProsLiue. Trouver le point ot une droite donnée ren-
contre un plan connu.

Si, par la projection horizontale de la ligne donnée , on méne
un plan vertical, ce plan contiendra le point cherché; mais
ce point doit aussi se trouver dans le plan donné; Pintersection
de ces deux plans et la droite donnée, contiendront donc le
point cherché; ce point sera donc déterminé par l'intersection
de ces deux lignes.

Par exemple, pour construire ie pomt de rencontly de la
droite dont les projections sont dr et d's (fig. 206), avec le plan
a«a’, on conduira un plan‘vertical drv, par la projection horizon-
tale dr; ce plan contiendra la ligne donuée ; sa trace horizontale
seradr, et sa trace verticale sera une droite rv perpendiculairea
xy(n°233, 3°). Menant bb’ perpendiculaire a zy, la droite b’y sera
1a projection verticale del'intersection des plansaxa’,dry (n°242).
Or, la projection verticale du point cherché doit se trouver sur
la droite &'y et sur la projection verticale d’s de la ligne donnée;
la projection verticale du point demandé est donc I'intersec-
tion f” des lignes b'y, d's.

Mais, la projection horizontale de ce point dont se trouver
sur la perpendlcn]mre f'ka xy (n°2a35), et sur la projection
horizontale dr de la droite donnée; l'intersection f des lignes
f'k,dr, est donc la projection horizontale du ‘point demandé.

Pour coustruire directement la projection horizontale f du
point cherché, on méne par la projection verticale d's de la ligne
donnée, un plan d's% perpendiculaire au plan vertical; le plan



DESCRIPTIVE. 137

d'sh contient le point cherché ; mais ce point est dans le plan
donné-, laprojection horizontale ci del'intersectiondes plans d'sh,

aaa’, contient donc la projection horizontale du point cherché.

Mais, cette projection doit aussi se trouver sur la projection ho-
rizontale dr de la ligne donnée; I'intersection £, des droites ck,
dr, sera donc la prejection horizontale du point cherché.

Quand les constructions précédentes auront été faites avec
exactitude, les trois droites, f'F, ¢k, dr, passeront par un méme
point £.

Lorsque la droite donnée est verticale, sa projection horizon-
tale se réduit & un point d (fig. 207), qui est la projection ho-
rizontale du point cherché, et la projection verticale de cette
droite est la perpendiculaire dsd’ & xy. Pour construire la pro-
jection verticale du point cherché; on méne un plan vertical
brv par la projection horizontale d de la droite donuée ; ce plan
reste indéterminé, car sa trace horizontale br n’est assujettie
qu'a passer par d; sa trace verticale est une perpendiculaire rv
a xy. Si Pon tire la perpendiculaire b5’ a xy, la droite vb' sera
la projection verticale de I'intersection des plans asa’, bry; et
le point f’ de rencontre des lignes v&’, dd, sera la projection
verticale du point ol la verticale donnéerencoatre le plan asa’.

La trace horizontale du plan vertical mené par la verticale
donnée, n’étant assujettie qu'a passer par d, nous allons supposer
successivement que cette trace est paralltle a xy et a as.

Si Pon prend la trace db (fig. 208) paralltle & zy , le plan ver-
tical qui contient la ligne donnée sera parallele au plan vertical
de projection ; son intersection avec le plan asa’ sera paralléle
& «a’ (n°153), et la projection verticale de cette intersection sera
auassi parallele a wa’ (n° 223).Or, le point b olise coupent les traces
horizontales, db, sz, appartient a cette intersection; donc $i Pon
méne b’ perpendiculaire a xy, et ensuite e’ paralléle a «a’,
cette paralltle sera la projection verticale de l'intersection du
plan aza’ avec le plan vertical mené par db; la ligne b'¢’, par
sa rencontre avec dd’, détermine la projection verticale f* du
point ot la verticale donnée rencontre le plan donné a«a’.

SiYon prend la trace db (fig. 209) paralléle & a«, le plan qui
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contieut la verticale donnée aura pour trace verticale une per-
pendicalaire be’ a xy; et le point 5 o cette trace remcomtre «d’,
appartiendra a Pintersection des deux plans aed’, dbe’; or, cetle
intersection est parallele a ea (page 131, 1°) ; donc elle est bori-
zontale; donc sa projection verticale sera une paralitle ¥c’a ha
ligne de terre. Le point f7, o1 5'c’ rencoatre dd, est la projection
verticale du point cherché.

248. 10° ProsLivz (fig. 207). Connaissant les traces d’un
plan, et Pune des projections d’un point situé dans ce plan,
trouver Fautre projection de ce point.

Par exemple, soit d la projection horizontale d’un point du
plan a«a’; en menant une verticale par le point d, la projection
verticale demandée sera celle du point de rencontre de cette
verticale avec le plan azd’. Cette question rentre donc dans
celle du n° 247.

249. 11* ProsLduz. Par un point donné, conduire un plan pa-
rallele a un plan donné.

Tout plan conduit par le point donné, coupant le plan douné
et le plan cherché suivant deux paralléles (n® 153), si Pon tire
par ce point une paralléle a une droite quelconque située dans
le plan doané, cette parallele sera dans le plan cherché; cons-
truisant donc les points ol1 elle rencontre les plans de projection,
on aura un point de chaque trace du plan cherché; les parallles
aux trates du plan donné, menées par ces deux points. seront
les traces du plan demandé (n°® 153).

Soient donc, d, d, ( fig. 210), les projéctions du point donné, et
«a, ad’, les traces du plan donné; prenez un point e sur la trace
borizontale«a, et un point €’ surla trace verticale «a’; menesz les
perpeadiculairesep, €', 2 la ligne de terre xy; les droites eq, e'p,
seront les projections d’une droite ee” de I'espace située dans le
plan donné aea’, car cette droite a deux points, e, €/, qui sont
dans ce plan; menez par d et @’ des paralltles f7, f’s, a eq et €p,
ces paralléles seront les projections d’une droite ff* paralléle &
e¢’, et qui sera dans le plan cherché; les pointsf; f', ol cette pa-
ralléle rencontre les plans de projection, appartiendront doncaux
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traces du plan cherché; et comme ces traces doivent étre paral-
Rles aux tracesas, a’, du plan donné, on les obtiendra en tirant
par fet f desdroites bn, b'n’,respectivement parallélesa as et a'a.

Quand Je plan donné n’est pas paralléle a la ligne de terre
xy, il compe cette ligne en un point «, et les traces du plan
cherché doivent concourir en un méme point € de xy.

Lorsque le plan donné est paralltle a un des plans de projec-
tion , au plan vertical, par exemple, le plan cherché est aussi
paralltle au plan vertical ; chacun de ces plans n’ayant plus
qu’ane seule trace, qui est une paralléle 3 xy située dans le
plan horizontal , la construction précédente est en défaut ; mais
on obtient directement la trace horizontale qui détermine le
plan cherché, en conduisant par la projection horizontale du
point donné, une paralléle 2 xy; cette trace horizontale déter-
mine entiérement le plan cherché.

Remanouz. Quand le plan donné asa’ (fig. 211) n'est pas pa-
ralltle 4 la ligne de terre xy, on peut simplifier la construction
indiquée, car la trace horizontale as étunt dans le plan donné,
si Pon congoit qu'on méne par le point donné (d, d'), une paral-
lele H & am, cette paralltle sera dans le plan cherché, et de plus
elle sera paralléle au plan horizontal; donc la projection hori-
2ontale de H est la paralltle dr 4 as menée par le point d, et la
Projection verticale de H est la paralléle dp’ & xy. Les droites
dr, d'p’, étant les projections d’une ligne H située dans le plan
cherché, si 'on détermine le point 5" ol cette ligne rencontre le
plan yertical (ce qui s'exécute en tirant la perpendiculaire 75’ &
xy), ee point appartiendra i la trace verticale du plan cherché,
On obtiendra douc les deux traces du plan demandé, en tirant
par &’ la paralléle 5C 4 ¢’a, et en menant ensuite la paralléle €b
a aa; les droites 65’, €b, seront les traces du plan cherché,

Pour obtenir une vérification, on congoit que 'on méne par
le point donné (d, &') une paralléle V & la trace verticale a’s .
du plan donné; cette parallle est dans le plan cherché, et de
plus elle est paralléle au plan vertical de projection; donc la
prolechon verticale de la paralléle V & o’w est une paralléle d7'a
a’s, et sa projection horizontale estla paralltle dp & xy. On cons-
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traitle poiot s ou: la droite V rencontre le plan horizontal, en me-

nant Ja perpendiculaire ”n i ry ; intersection s des droites dp,
7'n, doit se trouver sur la trace horizontale 4 du plan cherché.

250. 12° Prosuime (fig. 212). Un point et um plan étant
donnés, on propose de mener une perpendiculaire. dis point
donné sur le plan donné ; de trouver le pied de la perpendicu-
laire, et de construire la longueur de celte perpcudicu'laire.

Soient, d, d, les projections du point donné D, et «c, ac’, les
traces du plan donné ; les projections de la perpendicalaire de-
mandée doivent passer par les points d, d' (u® 219), et lona
vu (n° 237) que ces projections sont perpendiculaires anx traces
«c, «c’. On obtiendra donc les projections de la droite cherchée,
en tirant par d et d’ des perpendiculaires dz1,d’s, aux traces ac,
«c’. On en déduira facilement les projections p, p’, du point P
de rencontre dela perpendiculaire DP avec le plan cac’” (n® 247),
et ensuite le procédé du n° 240 fournira le moyen de troaver la
distance DP du point donné (d, d’) au pied (p, p’) de la perpen-
diculaire DP au plan cac’.

251. 13° Prosriue (fig. 213) Par un point donné (d.d),
mener un plan perpendiculaire ¢ une droite donnée (ab, d'lf).

Le plan cherché devant étre perpendiculaire a la droite don-
née, les traces de ce plan sont respectivement perpendiculains
aux projections de la ligne donnée (n° 237) ; mais le point donné
appartient au plan cherché. On connait donc un point du plan
cherché, et les directions de ses traces. Il suffit donc de trouver
un'point de Pune des traces du plan cherché. A cet effet, on
congoit que Pon méne par le point donné D, une paralléle H a
la trace horizontale du plan cherché; cette paralléle est située
dans le plan cherché, et de plus elle est paralltle au plan hori-
zootal; donc sa projection horizontale est paralléle a la trace
horizontale du plan cherché, et par conséquent perpendicu-
laire A la projection horizontale de la droite donnée; mais elle
passe par d; oy obtiendra donc la projection horizontale de ’ho-
rizontale H située dans le plan cherché, en tirant par' d une
perpendiculaire dr a ab. L.a projection verticale de H est unc
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parallele &p’ a xy. Les droites dr, d’p’, ¢tant les projections
d’une ligne H sitnée duns le plan cherché, si Yon détermine le
point &’ ou cette droite rencontre le plan vertical (ce qui s'exé~
cute en tirant rs’ perpendiculaire 3 xy), ce point appartiendra
a la trace verticale du plan cherché. On obtiendra- donc les
traces du plan demandé, en tirant par 5" une perpendiculaire
c's 2 d'b’, et'en conduisant la perpendiculaire ac a ab.

Pour obtenir une vérification, on concoit que 'on méne par
le point donné (d, &) une paralltle V & la trace verticale du
plan cherché; cette paralléle est dans le plan cherché, et de
plus elle est paralléle au plan vertical de projection; donc la
projection verticale de V est paralléle a la trace verticale du plan
cherché, et par conséquent perpendiculaire & la projection ver-
ticale d'b’ de la droite donnée; la projection horizontale de la
paralltle V au plan vertical est paralltle a xy. On obtiendra
donc les projections de la droite V, située dans le plan cherché,
en menant d7 perpendiculaire & a’b/, et en conduisant la pa-
ralltle dp a xy; le point s ol1 la droite V rencontre le plan ho-
rizontal, devra se lrouver sur la trace «c (déja déterminée) du
plan cherché.

a52. 14* Prom.imx (fig. 314). Un point et une droite étant
donnés, on propose de mener par le point donné une perpendicu-
laire & la ligne donnée, de déterminer le pied de cette perpendi-
culaire, et de trouver ladistance du point donné d la droite donnée.

Par le point donné D, dont les projections sont d, d’, menez un
plan cac’, perpendiculaire & la droite donnée (ab, a’b’) (n®251);
déterminez les projections, p, p, du point P ol le plan cac’ ren-
contre la droite donnée (n° 247) ; la droite DP sera la perpen-
diculaire demandée ; et par conséquent, les droites dp, d'p’, seront
les projections de cette perpendiculaire. Vous déduirez ensuite
de ces projections, la longueur de la perpepdiculaire abaissée du
point donné sur la droite donnée (n° 24o).

253. 15° Paomime. Par une droite donnée, conduire un
plan_perpendiculaire & un plan donnd.
Si d’un point quelconque de la droite donnée, on méne une
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perpendiculaire au plan donné, cette perpendiculaire et Ia
droite donnée seront dans le plan cherché (n® 188); les points
oh ces droites rencontreront les plans de projection, appartien-
dront donc aux traces du plan cherché. On déterminera donc
facilement deux points de chaque trace. Il y aura un point de
vérification, car les traces devront se ‘couper sur un méme point
de la ligne de terre. La solution de ce probleme ne dépend donc
que des constructions des u®* 250 et 244. )

§ IlI. Angles formés par des droites et des plans.

254. 16* Prosriue (fig. 215). Construire Pangle formé par
denx droites dont les projections sont données.

Si, par un point quelconque , on méne des paralléles aux
lignes données, Pangle formé par ces paralltles mesurera Pangle
des lignes données (n° 167). Soient donc, a, a’, les projections
d'un point quelconque, ab, a'b’, les projections de la paralléle
a la premitre droite, et ac, a’c’, les projections de la paralléle &
la seconde droite; si vous déterminez les points b, c, ot ces pa-
ralltles rencontrent le plan horizontal, a et @’ seront les pro-
jections du sommet d’un triangle, dont la base sera bc; et , dans
ce triangle, P'angle opposé 4 la base bc sera Pangle demandé.
Or, la base bc est dans sa vraie grandeur; il suffit' donc de
chercher les longueurs des deux autres cdtés. Les projections
de Pun de ces cOtés étant ab, a'l’, si vous prenez pg==ab, Fhy-
poténuse @'q sera la longueur du cété projeté en ab; et en pre-
nant pr=ac, I'hypoténuse a'r sera la longueur du cété projeté
en ac. Par conséquent, si, des points b, c, comme centres,
vous décrivez des arcs avec les rayons a’q, o', et si du point A,
ol ces arcs se coupent, vous menez les droites Ab, Ac, Pangle
bAc sera égal & Pangle formé par les droites données.

On peut construird fe triangle bAc par une méthode plus
élégante. En effet, la base bc étant connue, il suffit de trouver
la position et la grandeur de la perpendiculaire A%, medée du
sommet A sur. la base. Or, a est la projection horizontale du

sommet A ; par conséquent, si, du sommet du triangle, on



DESCRIPTIVE. 143

tirait une perpendiculaire sur le plan horizontal, le pied de
cette perpendiculaire serait a; menant a/i -perpendiculaire a
1a base bc, qui estdans le plan horizontal , la droite que I'on ti-
rerait du sommet A du triangle au point %, serait perpendicu-
laire & bc (n°® 133); le point 4, aiusi déterminé, est donc le pied
de la perpendiculaire abaissée du sommet A du triangle sur la
base bc; ak est donc la projection horizontale de cette perpen-
diculaire. Or, le point 4 est dans le plan horizental, et la dis-
tance du sommet A au plan horizontal est a’p; prenant donc
ph’ = ah, et tirant hypoténuse a’4’, cette hypoténuse sera la
hauteur da triangle cherché (n® 340). Par conséquent, si I'on
porte sur la perpendiculaire Aak a bc, une partie hA = a'A’
et si Pon tire les droites Ab, Ac, le triangle demandé sera Abc,
et bAc seraangle formé par les droites donunées.

En exécutant une construction analogue par rapport au plan
vertical, on devra retrouver le méme angle bAc.

Cette construction suppose que les deux droites données
repcontrent Pun des plans de projection.

Remarque, (fig. 216).Quand Pune des droites est paralléle a
un des plans dé projection, au plan horizontal par exemple, on
meéne pyr un point quelconque b du plan horizontal, des paral-
1eles aux droites données; 'une de ces paralltles est la droite bc
située dans le plan horizontal, et en tirant la perpendiculaire
bl a xy, les projections de I'autre paralltle sont des droites ba,
b’d’; Pangle formé par cette seconde paralltle avec bc est égal a
P’angle cherché. Pour construire cet angle, tirez une perpendi-
culaire quelconque aa’ sur xy, les poigts a, @', seront les pro-
jections d’un point A de la seconde paralltle; et si Pon congoit
une perpendiculaire abaissée de ce point sur bc, la projection
horizontale de cette perpendiculaire sera la perpendiculaire a4
4 bc; de-sorte qu'en prenant ph’ =ha, Thypoténuse. a'A' sera
Ja longueur de la perpendiculaire projetée en ah. Prénant donc
sur la’ perpendiculaire Aak a bc, une partie kA = A°d, et joi-
gnant Ab, Pangle Abc sera celui des droites données,

Si les deux droites données étaient paralltles & un des plans
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de projection, au plan horizontal par exemple, Fangle formé
par les projections horizontales de ces droites serait égal a
T'angle des lignes données.

255. 15° Prosuise (fig- 217). Construire Fangle formé
dans Pespace par les traces d’un plan denné.

Ce probleme n’étant qu’un cas particulier du précédent, on
obtiendra Pangle cherché par une coustruction analogue a celle
qui vient d’étre indiquée dans la remarque ci-dessus. Soient
ac, ac’, les traces du plan donné, on concevra que, par un
point quelconq:e a’ de la trace verticale o', on méne dans Pes-
pace une perpendiculaire sur la trace horizontale «c; on trou-
vera la projection horizontale de cette perpendlcnla're en ti-
rant la perpendiculaire ap a xy, et la perpendiculaire pa sur
ac; la droite pa sera la projection demandée; de sorte qu'en
prenant pg = pa, l'hy;;oténuse‘a'q sera la vraie grandeur de
la perpendiculaire abaissée de a’ sur ac; or, cette perpendicu-
laire forme avec «a’ et «a un triangle rectangle, dans lequel
Fangle opposé a la perpendiculaire a’a est précisément Pangle
demandé; prevant douc sur le prolongment ak de pa une partie
as=a'q, et joignant as, angle aas sera la vraje grandeur de
Pangle que les traces «c, «c’, font entre elles daus Pespace.

On parvient au méme résultat en prenagt deux points quel-
conques b’, b, sur les traces «c’, ac, et en construisaut le triangle
dont les deux cotés qui comprennent Vangle cherehé sont «b,
ab’; le troisitme cOté de ce triangle étant la drgite' menée dans
Yespace du point b au point b’, on trouvera ce cité en tiraxt la
perpendiculaire b'r a 1y, et en prenant rn =rb; b'n serala vraie
grandeur du coté cherché; par conséquent, si 'on décrit des
arcs dans le plan horizontal, des points «, b, comme centres,
avec les rayens «b’, b'n, ces arcs se couperont en un point 2, et
en tirant la dronte «t, langle batlera égal & Pangle formé par les
traces «c,

Siles constructmns précédentes ont été faites avec exactitude,
les points «, £, s, seront en ligne droite.

256. 18° Prosrime (fig. 218). Par le point d’intersection
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de deus droites données, mener dans leur plan une droita qui
divise Pangle quw'elles forment en deus parties égales.

Supposes que les projections de la premiére droite soient ab,
a’l’, et que celles de la seconde soient ac, a’c’; construisez,
comme dans le n® 254, Pangle bAc formé par ces droites. Du
point A menez une droite Ae, qui divise Pangle bAc en deunx
parties égales; Pintersection e, des droites Ae, bc, sera le point
ot la ligne demandée rencontre le plan horizontal; la projection
verticale de ce point sera le pied ¢’ dela perpendlculmre menée
du point e sur Zy'; e et ¢ seront donc les projections d’un point
de la droite cherchée, mais les projections de cette droite doi-
vent passer par les projections, a, a’, de 'intersection des droites
données; les droites, ae, a’¢’, sont donc les projectionsde la ligne
demandée.

Si la ligne cherchée devait dmser Pangle des lignes données
en deux parties qui fussent dans un rapport donné, la construc-
tion ne différerait de la précédente qu’en ce que la droite Ae
diviserait I'angle bAc dans le rapport donné.

257. 19° Prosuiuz (fig. 219). Réduire un angle a Vhorison ;
Cest-a-dire, connaissant les angles V, V', que deusx droites, 1, I’,
inclinées a Vhorison, font avec la verticale, et Pangle 8 gue ces
droites font entre slles, construire ¥angle 8 formé par les pro-
Jections horisontales des c6tés de Vangle 0.

Par un point quelconque s du .plan vertical de projection,
tirez dans ce plan une droite sq qui forme ’angle V avec la ver-
ticale sp; la projection horizontale de sq ou de /, sera la partie
pyq de la ligne de terre xy; il ne s'agira plus que de trouver la
pro)eehon horisontale de la deuzitme droite 7, qui passe par s,
et qui fait Pangle- V' avec la verticale sp, et angle 8 avec sq.
La droite / passant par s, sa projection horisontale passe par p.
I1 suffit donc de chercher le poiut n de rencontre de la droite //
avec le plan horizontal, car pn sera la projection horizontale
de 7, et comme pq est la projection horisontale de /, I'angle
npq sera égal a angle §' demandé.

Le point n serait facile & déterminer , si Pon connaissait ses

Géomdtrie. 10
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distances aux pointsp, g; car en décrivant des arcs de petg
comme centres avec des rayons égaux a ces distances, ces arcs
se couperaient au point 2 demandé. Or, en concevant la droite
sn qui joint dans 'espace le point s au point n, les distances in-
connues pn, qn , sont les cdtés de deux triangles spn, sqn, quiil
est facile de construire au moyen des angles connus V’, 6, qae
1a droite sn forme avec les droites connues sp, sq. En effet:

1°. La droite sn faisant Pangle V' avec la verticale sp, si l'oan
tire dans le plan vertical une ligne s7 sous Pangle psr =V,
Phypoténuse sr sera la vraie longueur de la droite sn qui joint
le point s au point cherché n, et pr sera égal i la distance dep
& n. Le point n sera donc sur P'arc rda décrit de p comme centre
avec le rayon connu pr.

2°, Dans le triangle sqn (situé dans I'espace), on connait le
coté sq; la vraie grandeur du cdté sn est sr, et Pangle formé
par ces deux cdtés est 8; par conséquent, si 'on tire dans e
plan vertical la droite sc sous Pangle gsc==0; et si Pon prend
st==s7, la droite q¢ sera la vraie grandeur du cdté gz ; le point
cherché n doit donc se trouver sur arc tmb décrit de g comme
centre avec le rayon connu gs Mais d’aprés (1°), ce point doit
aussi se trouver sur Parc rda décrit de p comme centre avec le
rayon pr; l'intersection n de ces arcs sera donc le point » de-
mandé; et en tirant pn, Pangle npg sera Pangle nsq réduit i
I'horizon. )

Les angles plans psgg =V, psn = V', neg=9, forment un angle
solide triple en s, et Pangle npg =¥, est la mesure de Pangle
diédre formé par les plans verticaux psq, psn, qui contiennent
les deux cotés de I'angle 6.

Rxaanque. Ce probleme est fort utile dans le lepé dies plans ;
car, sur la carte d’un pays, Cest la projection horizontale des
angles que Pon construit, et non les angles cux-mémes.

258, 20° Promiux (fig. 220). Construire Pangle Jormé par
une droite avec un plan. )

§i, par un point quelconque dela droite , on méne une per-
pendiculaire au plan, I'angle formé par ces deux droites sera
le complément de Pangle demandé (n° 168). La question est



DESCRIPTIVE. 14

donc ramenée a’ chercher Pangle de deux droites (n° 254).

Soient, ab ,a’’, les projections d’une droite; pour trouver
Pangle formé par cette droite; avec le plan dud’, on ménera par
les projections a, a’, d’un point quelconque A de cette droite,
des perpendiculaires ac , @'c/, sur les traces ad, ad’, du plan; ces
lignes seront les projections d’'une perpendiculaire au plan ded’
(n° 250) ; et si Pon construit Pangle bAc formé par cette per-
pendiculaire avee la droite donnée, cet angle sera le complé-
ment de Pangle demandé. Conduisant donc A% perpendiculaire
sur Ac, l'angle bAA sera Pangle demandé.

259. 21° Prosriue (fig. 221). Déterminer les angles formés
par un plan donné, avec les plans de projection.

Supposez que zaf’ soit le plan donné. Pour construire 'angle
formé par ce plan avec le plan horizontal , menez arbitraire-
ment un plan vertical asa’ perpendiculaire a la trace horizon-
tale at; as sera perpendiculaire & «¢, sa’ sera perpendiculaire
A xy, et la droite qui joint dans I'espace les points a, o', sera
perpendiculaire & a¢; donc Pangle que fait cette droite avec as
est égal A Pangle du plan donné avec le plan horizontal.

. Pour construire cet angle , on fait tourner le plan asa’ autour
_de sa’, pour Pappliqier sur le plan vertical de projection ; le
point a décrit dans le plan horizontal I'arc anp, dont le centre
est s; la droite qui unissait les points, a’, a, prend la position
a'p, et o'ps. est égal a Pangle cherché.

Pour construire Pangle formé par le plan e’ avec le plan
vertical , menez sb’ perpendiculaire & «¢, et sc perpendiculaire
4 xy; de s comme centre, avec le rayon sb’, décrives Laye
b'n'q; tirez cq; cqs sera égal & P'angle demandé.

260. 22° Promaduz (fig. 223). Ddterminer t’anglc - formé par
deux plans donnds.

Si, par un point quelconque, on menait deax perpendncu—
laires & ces plans, Pangle formé par ces droites sersit facile.
a construire (n° 254); et le supplément de.cet angle mesurerait
Pinclinaison des plans donnés (n® 196).

Mais on peut résoudre directement ce probleme. En effet,

10.,
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soient ta¢ et dCd' les plans donnés; construisex la projection
horizontale ab de leur intersection (n° 242); cette intersection
sera la dvoite / qui joint dans I'espace les points a, @’; par un
point quelconque ¢ de ab, concevez un plan perpendiculaire
A/, sa trace horizontale sera la perpendiculaire gck a ab; il
eoupera / en un point S de 'espace, ses intersections avec les
plams donnés seront des perpendiculaires Sg, Sk &, et dans le
triangle Sg#, Pangle opposé a la base gh sera Pangle cher-
ché. La question est donc réduite a constraire dans sa vraie
grandeur le triangle Sgh. Pour y parvenir, on cherche la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée du sommet inconna S sur
1a basegh ; le pied de cette perpendiculaire sera c, car le point $
étant sur Pintersection / dont la projection est ab, la perpendi-
culaire abaissée de S sur le plan horizontal , rencontre ce plan
en un point inconnu s de ab, et sc étant perpendiculaire a g4,
la droite Sc est perpendiculaire a gk (n° 133). Pour trouver la
hauteur Sc du triangle Sg’, on fait tourner le plan vertical a’ba
autour de la verticale a’b, jusqu’a ce qu’il vienne s'appliquer sur
Te plan vertical de projection; les points, c, a, décrivent des arcs
czq, afp, dontle centre est b; l'intersection /, qui joint &’ et a,
vient se placer sur la droite @’p ; 1a hautear ¢S du triangle Sgk
est perpendiculaire & Pintersection I des plans donnés, car elle
se trouve dans le plan Sgh perpendiculaire i Z; la vraie lon-
gueur de ¢S est donc la perpendiculaire gr, menée de g sur d'p.

Par conséqnent, si Pon prend sur la droite ca une partie
cn =gr, et si I'on tire les droites ng, nh, le triangle ngk sera
la vraie grandeur du triangle Sgk, et gnk mesurera Pangle
des plans donnés, tat’, dsd’.

Remarque. Si on tire rm perpendlcnlau'e A xy, et si Pon
congoit que le plan a’bp tourne autour de a’b pour venir prendre
la position a’ba, les points, p, m, g, décriront dans le plan ho-
rizpntal des arcs pfa, mds, gzc, dont le centre est 5; la droite
ap sappliquern sur Pintersection / des plans zaf, déd, le
point r viendra en S, la perpendiculaire gr a pa’ coincidera avec
la perpendiculaire ¢S menée de c sur Pintersection /, et s serala
projection horizontale de S.
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Les droites sg, sk, étant les projections horizontales des cotés
Sg, SA, du triangle Sgk, si I'on prend mk = sg, my=sh,
les hypoténuses, rk, ry, seront les vraies grandeurs des ctés Sg,
Sh, du triangle Sgi (n° 240); et par conséquent, si la cons-
truction a été bien faite, les droites Tk, ry, seront respective—
ment égales aux cbtés, ng, nh.

261, 23° Promiuz ( fig. 223). Construire un plan qui passe
par Vintersection de deux plans donnés, et qui-divise Vangle
qu’ils forment en deux parties égales,

Si les.deux plans donnés sont s, dsd', le plan cherché P, de-
vant passer par lintersection des plans donnés, les traces du
plan P passeront par les points, a, a’, o cette intersection ren-
contre les plans de projection. On connait donc un point de
chacune des traces du plan cherché. Or, ces traces doivent passer
par un méme point de la ligne de terre; il suffit donc de trouver
un autre point de l'une des traces du plan cherché. Pour déter-
miner un point de-la trace horizontale, on construit d’abord;,
sur le plan horizontal , 'angle gn/ formé par les plans donnés
(n° 260). Si le plan cherché P était mené, le plan conduit pan
gh perpendiculairement & Pintersection / des plans donnés,
couperait le plan P suivant une droite qui diviserait en deux
parties égales angle gnk des plans donnés; par conséquent,
pour trouver le point ol cette droite rencontre le plan hori-
zontal, il suffit de tirer par n une droite qln divise Langle
connu gnk en deux parties égales; le point £ ou cette droiteren~
contre g/ est le point cherché. Mais, cette droite est dans le plam
cherché; k est danc un point de la trace horisontale de ce plan ;-
or, a est un point de la méme trace; la droite akyest donc latrace
horizontale du plan demandé. Les points, v, a’, appartenant &
la trace verticale de ce plan, cette trace est la droite xa’.

RxmanqQuE. Si les angles formés par le plan cherché avec les
deux plans donnés, devaient étre dans un rapport donné, il suf-
firait de mener la droite nk de maniére qu'elle divisit Pangle
connu gnk dans le rapport donné. Le reste de la construction
serait le méme.
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§ IV. Plus courte distance de deux droites.

26a. 24* Prosiiuz (flg. 224). Construire la plus courtr
distance entre deux droites, I, I, qui ne sont pas situées dans un
méme plan.

11 suffit d’appliquer la méthode des projections a la solution
qui a été indiquée dans le n° 166. Soient donc, ab, a'¥', les pro-
jections de I, et cd, ¢'d, celles de 7; on méne par un point quel-
conque (0,0") de /, une paralléle L’ & 7'; soient gv, g’v/, les pro-
jections de L'.On fait passer un plan P par les droites /, L' ; pour
construire les traces de ce plan, on détermine les points 5, g,
@', v/, ol les ligaes 1, L', rencontrent les plans de projection,
]u droites bge , v'a’e, sont les traces du plan P. On obtiendrait
la longueur de la plus courte distance demandée, en abaissant
une perpendiculaire P’ au plan P, par un point quelconque de /;
mais afin de simplifier, on méne la perpendiculaire P’ par le
point (¢, ¢’) oirla droite I’ rencontre le plan horizontal; de cette
maniére, les pro]echons de la perpendiculaire P’ sont les lignes
ce, c'¢’, respectivement perpendiculaires aux traces ab, «v/, du
plan P; et la construction du n° 247 sert & déterminer le point
(5, %) on‘x la perpendiculaire P’ rencontre le plan P. Par le point
(5, A') on tire une paralltle a la droite 7, et 'on construit le
point (k, k') ok ¢ette parallle rencontre la ligne /; enfin, par
le point (k, k) on méne une paralltle A la perpendiculaire ) 4
au plan P; les projections de cette paralltle s'obtiennent en ti-
rant des paralléles ki, k'i’, aux projections ec, €'c’, de la perpen-
diculaire P’; les droites ki, k'i’, sont les projections de la plus
courts distance demandée, et Pon construit sa vraie grandeur
Kp, comma il a ¢té indiqué (n° 240).

Quand la constryction a été faite avec exactitude, la droite ii’
est perpendiculaire sur zy (° 235).

RzMARQUE. Si les deux droites données, , l’ étaient paralléles
en menant par un point quelconque de /, une paralléle L’ a 7,
les droites?, L, se confondraient; le plan P conduit par les deux
lignes Z, L, resterait donc indéterminé, et la construction in-
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diquée serait en défaut. La plus courte distance deviendrait
alors la perpendiculaire menée sur Fune des droites données,
Ppar un point quelconque de P'autre droite.

S V. De la Sphére inscrite et circonscrite.

263. 25° Prorrimz. Inscrire une sphére dans une pyramide
triangulaire. _

Le centre de la sphére demandée doit étre a égales distances
des quatre faces de la pyramide; ce point sera donc a l'intersec-
tion des plans qui divisent en deux parties égales les angles did-
dres de ces faces (n® 205). Il suffit d’employer trois de ces plans;
mais il ne faut pas qu’ils passent par les arétes, qui partent d’'un
méme sommet, car ils se couperaient, non pas en un point,
mais suivant une ligne droite.

Voici donc les constructions qu’il faut effectuer. Les quatre
sommets de la pyramide étant connus, on détermine les plans
qui passent par ces points pris trois & trois (n® 245); les ardtes
de la pyramide sont les droites qui joignent les sommets; par
ces droites, on méne des plans qui divisent en deux parties égales
les angles formés par les faces de la pyramide (n° 261); on cher-
che le point d’intersection de ces plans (n° 243) ; ce qui déter-
mine le centre de la sphére demandée. Construisant la longueur
de la perpendiculaire menée du centre de la sphere sur Pune
quelconque des faces de la pyramide, cette longueur sera le rayon
de la sphére inscrite demandée
. Pour simplifier cette construction, prenez la base ABC

(fig: 225) de la pyramide pour le plan horizontal de projection.
Supposez que d et d’ représentent les projections du sommet D
de la pyramide; tirez les perpendiculaires AA’, BB, CC,a xy;
les droites &’A’, d'B’, d'C/, seront les projections verticales des
arétes qui aboutnssent au sommet D. Supposes le probléme ré-
solu, et désignez par O (*) le centre de la sphére inscrite, vous

(*) On doit comprendre qu’il sagis ici de ligaes situdes dans Pesps , €t
qui De sont pas représentées sur la figare.



152 GEOMETRIE

pourrez considérer le point O comme le sommet d’une seconde
pyramide OABC dont la base est ABC; la section de cette pyrs-
mide par un plan horizontal quelconque x’y’, sera un triangle
dont les cités serout respectivement paralléles aux cbtés de la
base ABC; les projections horizontales de ces cotés seront donc
des paralléles ab,ac,bc,a AB, AC, BC. Si ces projections étaient
connues, le probléme serait résolu, car les droites Aa, Bb, Cc,
prolongées, étant les projections horizontales des arétes de la
pyramide OABC, se couperaient en,un point o, qui serait la pro-
jection horizontale du centre O de la sphére inscrite; condui-
sant des perpendiculaires aa’, bb’, cc/, & xy, les points &', ¥, ¢,
ots ces perpendiculaires rencontreraient la droite =y’, seraient
les projections verticales des points a, b, c; les droites A'a’,
B'b*, C ¢, prolongées, seraient les projections verticales des ardtes
dela pyramxde OABC; ces trois projections se couperaient dgnc
en un point o', qui serait la pro)ecuon verticale du centre 0 de
la sphére inscrite.

La question est donc rédmte a construire le triangle abe.

Pour déterminer-le c6té bc, on meénera pat le sommet D un
plan vertical perpendiculaire & BC; ce plan coupera.les plang
ABC, OBC, DBC, suivant trois droites perpendiculaires & Pin-
tersection BC des trois plans; la premitre, sera la perpendicu-
laire dE & BC; la defixitme, qui passera par E, rencontrera le
plan horizontal x’y’ en un certain point N que nous allons déter-
mineér, et dont la projection horizontale n appartlendra aunchté be
demandé; enfin, la troisitme droite sera DE. Les angles formés
par les ifroites DE, NE, avec dE, mesureront les inclinaisons des
plans DBC, OBC, sur le plan horizontal. E’intersection DE sera
Phypoténuse d’un triangle rectangle dontles deux c6tésdePangle
droit sont Dd=d’p et dE. Prenant pE'=dE, et joignant J'E’,
Fangle dE’p mesurera Pangle que le plan DBC forme avec le
plan horuzontal Tirant donc une droite E'L’ qui divige Pangle
@'E'p en deux parties égales, et concevant que Pon transporte le
triangle dpE’ de manitre que les cétés d'p, pE’, coincident avec
les cétés Dd, dE, les droites d’E’, L'E’, deviendront les irfter-
sections du plan vertical DJE avec les faces DBC, OBC ; de sorte
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que pour trouver la projection horizontale n du point N, ot la
droite E'L’ (aimsi transportée) rencontre le plan horizontal 2’y’,
il suffit de tirer la perpendiculaire kk’ a4 xy, et de prendre
En=E'K. Menant donc par le point n une paralléle bc & BC,

. cette paralltle sera la projection horizentale de l'intersection
du plan 'y’ avec la face OBC de la pyramide OABC.

On constraira de la méme maniére les projections, ba, ac, des
intersectionsdq plan xy" avec les deux autres faces OAB, OAC,
de la pyramide OABC.

Le triangle abc étant construit, on obtiendra, comme on I'a
~ expliqué, les projections, o, o', du centre O de la sphére ins-
crite; et si la construction est bien faite, la droite 0o’ devra étre
perpendiculaire & xy (n° 235).

Pour déterminer la longueur du rayon de la sphére inscrite
dans la pyramide DABC, on observe que cette sphére est tan-
gente au plan horizontal, et que, par conséquent, son rayon est
égalen longuenr a la perpendiculaire o'm abaissée de o sur xy.

264. 26* Promriuz (/fig. 226). Circonscrire une aphcre a une
pyramide triangulaire.

La surface de la sphére devant passer par les quatre sommets
de la pyramide, le centre de la sphére cherchée doit étre a
égales distances de ces quatre summets; il sera donc déterminé
par l'intersection de trois plans perpendiculaires sur les milieax
de trois arétes (n° 204). On doit seulement éviter de prendre
trois arétes situées dans une méme face, car alors les trois plans
perpendiculaires se couperaient suivant une ligne ‘droite per-
pendiculaire au plan de ces arétes.

Les constractions indiquées sont d’ailleurs faciles i exécuter.

En effet, les projections des arétes étant données, les points
milieux de ces projections seront les projections des milieux des
arétes ;. on pourra construire les traces des plans qui passent par
ces milieux, et qui sont perpendiculaires aux arétes (n° 251); 0n
en déduira les projections du point d’intersection- de ces plans .
(n° 243). Ces projeetions seront celles du centre de la sphére
demandée; et si Pon construit dans sa vraie grandeur la dis—
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tance de ce poiat a Pun quelconque des sommets de la pyra-
mide, on aura le rayon de la sphére circonscrite & la pyramide.
Le probléme sera donc complétement résolu.

La construction devient plus simple lorsqu'on peut disposer
des plans de projection. Dans ce cas, prenez pour plan hori-
zontal de projection celui qui passe par trois sommets A, B, C
(fig. 226) de la pyramide; choisissez pour plan vertical de

.projection un plan perpendiculaire  la base ABC de la pyra-
mide, et paralléle a la droite AD qui joint le point A au qua-
triéme sommet D de la pyramide; les projections, d, &', du some
met D seront tellps que la projection horizontale Ad de la
droite AD sera paralléle a la ligne de terre xy, et les points
A, B, C, étant dans le plan horizontal, les projections verti-
cales de ces points seront les pieds A’, B, C’, des perpendi-
culaires menées de A, B, C, sur xy. Pag les milieux m, n,
des aretes AC, AB, menez des plans perpendiculaires & ces
arétes; les traces horizontales de ces plans seront des perpen-
diculaires mg, nf, aux lignes AC, AB, et l'intersection de ces
plans verticaux sera une verticale V qui passera par le point de
rencontre s des droites mg, nf’; la projection horizontale de
celte intersection sera donc s; et en tirant sre’ perpendicnlaire
sur xy, la projection verticale de V sera re’. Chaque point Je la
verticale V est également distant des trois sommets A, B, C,
et il n'y a que les points de cette droite qui jouissent de
cette propriété; le centre de la sphére demandée est donc
sur cette verticale; ainsi le point s est la projection hori-
zontale du centre Sde la sphére inscrite demandée, et la pro-
jection verticale du centre S est sur la verticale re’. La droite,
menée du point A au sommet D, étant parsliéle au plan ver-
tical, si, par le milieu de cette droite, on méne un plan P per-
pendiculaire & cette droite, ce plan sera perpenditulaire au plan
vertical de projection; sa trace verticale g'k’ sera perpéndicu-
laire sur le milieu o de la projection A’d’ de AD, et Pintersec~
tion s’ des droites re/, g'k’, sera la projection verticale de Pin
tersection du planP avec la verticale V qui passe par s. Ainsi,
les points, s, &/, sont les projections du centre S de la sphére de-
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mandée. Les-droites s’A’, sA, étant les projections d’un rayon
de la sphere, si Pon prend rp==sA, I'hypoténuse s’p sera la
vraie grandeur da rayon de la sphére ciroonscrite.

Les projections de tous les points situés dans Pintérieur de 1a
spheére circonscrite sont donc comprises dans les cercles décrits
des points, s, s, comme centres, avec le rayon s'p.

§ VL. Construction de la Pyramide triangulaire.

265. Soit un angle solide triple S (fig. 227), formé par trois
angles plans BSC, CSA, ASB; désignons ces angles plans par
ay b, c, et représentons par s, €, v, les angles ditdres respec-
tivement opposés aux angles plans a, b, c; Pangle diddre «,
formé par les plans ASB, ASC, sera opposé a I'angle plan
BSC=a; Pangle ditdre ¢, formé par les plans BSA, BSC,
sera opposé & Pangle plan ASC = b; et enfin I'angle ditdre v,
formé par les plans CSA, CSB, sera opposé a l’angle plan
ASB=c. '

On emploie quelquefois le nom de pyramide, pour désigner
Pangle solide triple; celui de faces, pour désigner les angles
plans; et celui dangles, pour désigner les angles diédres.

266. Lorsqu’on connatt trois des six quantités, «,C, v, a, b, c,
éa recherche des trois autres parties conduit & six questions dif-
Jerentes ; car les $rois parties données penvent éire une des sixn
combinaisons suivantes : ,

1°. Les trois faces, a, b, c ; 2°. deus faces, c, b, et Vangle com~
pris a; 3° deux faces, c, b, et Pangle € opposé & Vune d’elles ;
4°. les trpis angles, s, C, v ; 5°. deux angles, v, G, e la face ad-
Jacente, a ; 6°. deux angles v, C, et la face b opposée a Pangle €.

Les propriétés de la pyramide supplémentaire (n° 197) four-
nissent le moyen de ramener les trois derniers cas aux trois pre-
migrs; car les faces a’, V', ¢’, de la pyramide supplémentaire
sont les supplémens des angles ¢, €, v, de la pyramide SABC,
etles anglesa’, ¢',9’,de la pyramide supplémentaire sont les sup-
plémens des faces, a, b, ¢, de la pyramide SABC.

Par exemple, lorsqu’on saura construire une pyramide au
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moyen de ses trois faces, il sera fagile de résoudre le-cas-ot les
trois angles «, €, ¥, seront donnés; car les supplémens200° —«,
200° = €, 200° — v, des trois angles donnés, seront les faces
a’, b, ¢, dela pyramide supplémentaire ; connaissant les faces
a', b, c’, dela pyramidesupplémentaire,, on pourra construire
les angles &', €', o, de cette pyramide; et ensuite, les supplé-
mens 200° — &, 200° — €', 200° — y’, des angles «’, €', ¥,
exprimeront les faces i inconnues, a, b, c, de la pyramide de-
mandée.

H suffit donc de faire voir comment on peut construire une
pyramide dans les trois premiers cas.

Nous exécuterons toutes les constructions sur le plan de
Pangle donné ASB = c; nous supposerons que ce plan est 4o-
rizontal; quand nous parlerons du plan horisontal, il sagln
toujonrs du plan ASB sur lequel on trace I'dpure. Selon. qu’un
arc de cercle sera situé dans un plan Aorézontal ou vertical, nous
dirons que cet arc est horizontal ou vertical ; toutes les lignes
tracées sur le plan horizontal seront en lignes pleines. Les li-
gnes, situées hors du plan horizontal, seront ponctuées ; il ne
faudra jamais les marquer sur les épyres, elles ne serviront qu’a
faciliter Pintelligence des démonstratwns

269. 29° Prosuime (fig. 228). Connaissant les trois angles
Plans, a, b, c, qui forment un angle solide triple S, construire
les trois angles ditdres, s, €, v, formés par ces angles plans.

Pour coustruire les angles di¢dres «, ¢, formés par les plans
CSA, CSB, avec le plan horizontal ASB, nous ferons tourner
les plans CSA, CSB, autour des arétes SA, SB, pour les ra-
battre sur le plan horizontal de la face ASB; les vraies grandeurs
des angles plans ASC, BSC, étant b et @, on obtiendra le ra-
battement des faces ASC, BSC, en tirant dans le plan horizontal
des droites SD, SE, sous les angles connus ASD=b, BSE=a.
Si Pon' prend sur les lignes SD, SE, deux points quelconques
f>f', également distans de S, on pourra regarder-cés deux

points comme les rabattemens sur le plan horizontal d'un méme
point F de Paréte SC.
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On obtiendra la projection horizontale du point F, en con-
cevant que les faces ASD, BSE, tournent autour des arétes SA,
SB, pour reprendre leurs positions primitives ASC, BSC. En
effet, tirez des perpendiculaires fg, f'g’, anx arétes SA, SB;
dans la rotation indiquée, les droites fg, f'g", restant constam-
ment perpendiculaires aux arétes SA, SB, les points f, {7, dé-
criront des arcs de cercle situés dans des plans verticaux res-
pectivement perpendiculaires aux arétes SA, SB; les traces
horizontales de ces plans étant les droites fd, f'd’, menées dans

“le plan horizontal perpendiculairement aux arétes SA, SB, les
projections horizontales des arcs décrits par fet £ sont sur les
droites fd, fd'; et par conséquent, lorsque les points £, £, se-
ront réunis en F, leur projection horizontale sera l’mterseo-
tion P des drontes A, fd.

Cela posé : concevez qu’'on tire dans Pespace les droites FP,
Fg, Fg'; les'triangles FPg, FPg/, seront rectangles en P.

Les droites Fg, gP, situées dans les plans ASC, ASB, étant
perpendiculaires sur I'intersection AS de ces plans, Pangle FgP
(pris dans sa vraie grandeur), est la mesure de I'angle diédre «
formé par les plans ASC, ASB.

Par une raison semblable, la vraie grandeur de I'angle Fg'P
est la mesure de Pangle ditdre €, formé par les phms BSC, BSA.

La détermination des angles inconnus , ¢, se réduit donc
a construire les triangles rectanglea FPg, FPg/, dans leur vraie
grandeur.

Or, dans le triangle FPg, rectangle en P, on connait le cdté
Pg de Pangle droit ; et la vraie grandeéur de Phypoténuse gF est
gf > car dans la rotation de lg face ASD autour de AS, la dis-
tancedefa & reste constante. Si on-congoit donc que le*trungle
FPg tourne autour du c6té Pg, pour venir se rabattre sur le
plan horizontal ASB, le sommet F viendra se placer sur la per-
pendiculaire PG a Pg, menée dans le plan horizontal; et la vraie
grandeur de 'hypoténuse gF étant gf, V'arc horizontal décrit
de g comme centre avec le rayon gf,, coupera PG en un point k&,
qui sera le rabattement du sommet F; de sorte qu’en tirant kg,



158 GEOMETRIE

Pangle kgP sera la vraie grandeur de Pangle ditdre @, formé
par les plans ASC, ASB.

De méme, pour trouver la vraie grandeur ¢ de Pangle diédre
formé par les plans BSC, BSA, on tire dans le plan horizontal
la perpendiculaire PG’ & Pg’; on décrit un arc horizontal de 7/
comme centre avec le rayon g’f’; cet arc coupe PG’ en un
point k', et en tirant k'g’, Pangle A'g'P est égal a I'angle ¢ de-
mandé. .

Pour construire l'angle % fbmé par les plans CSA., CSB, on
observe que si Pon menait par le point F un plan perpendicu-
laire & Vintersection CS des plans CSA, CSB, il couperait ces
deux derniers plans suivant des droites Fp, Fp’, perpendicu-
laires a SF, qui formeraient ‘entre elles I'angle y demandé
(v° 174) ; et comme les droites Sf, Sf*, sont les deux rabatte-
mens de SF sur le plan horizontal, on obtiendra les points in-
connus, p, p, en tirant par f et f’ des perpendiculaires aux arétes
SD, SE; ces perpendiculaires rencontreront SA et SB, anx
points, p, p’, demandés. Les droites fp, fp’, étant. les vraies
grandeurs des cotés Fp, Fp/, du triaungle Fpp’, dont la base pp’
est dans Je plan horizontal, si Pon congoit que ce triangle
tourne autour de sa base pp’ pour venir se rabattre sur le plan
horizontal, on obtiendra le rabattement ' du sommet F, en
décrivant dans le plan horizontal, des arcs de p et p’ comme
centres, avec les rayons, pf,p'f” ; ces arcs se couperont au point
F’ demandé; et en tirant les lignes F')p, F'p’, le triangle F'pp’,
sera le rabattement du triangle Fpp’ sur le plan horizontal.
L’angle pF'p’ sery dane égal a angle ¥ demandé.

Quand la construction a été bien faite, 1°. les droites Pk,
PK/, doivent étre de méme longueur, car chacune d’elles repré-
sente la vraie grandeur de la verticale FP.

2° La droite SP étant la projection horizontale dela droite
SF qui est perpendiculaire au plan Fpp’, le prolongement PZ
de SP doit étre perpendiculaire & la trace horizontale pp’ du
plan Fpp' (n° 337).

3°. LadroitePZ étant perpendiculaire 1a base pp’ du triangle
Fpp’, dont le sommet F est projeté en P, quand ce triangle
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tourne autour de sa base pp’, pour venir se rabattre sur le plan
horizontal , le sommet F se meut dans le plan vertical mené par
FP perpendiculairement a pp’; la trace horizontale de ce plan
vertical étant la perpendiculaire PZ & pp’, le point F’ ou s'est
rabattu le sommet F, doit se trouver sur la droite PZ.

268. D’aprés ce qui préctde, pour construire Pépure qui sert
a déterminer les angles inconnus, «, €, v, sur le plan de la face
opposée a Pangle v, S*)rez dans ce plan (qui est supposé hori-
zontal) des droites SA, SB, SE (fig. 229), qui forment
entre elles les angles donnés DSA =15, ASB=c, BSE =a.

Par deux points,f, f, pris sur SD et SE, a égales distances de
S, menez des perpendiculaires fd, f'd’, aux droites SA, SB,
etde leur intersection P, tirez dans le plan horizontal des per-
pendiculaires PG, PG', aux lignes Pg, Pg’; décrivez des arcs
horizontanx de g et g’ comme centres, avec les rayons gf, g'f";
ces arcs couperont PG et PG’, en des points &, k’; et en tirant
les hypoténuses kg, k'g’, les angles kgP, k'g’'P, seront respec-
tivement égaux aux angles cherchés «, ¢.

Enfin, pour trouver Pangle v, tirez des perpendiculaires ﬁ:,
f'P', aux droites SD, SE ; décrivez des arcs horizontaux dep et p’
comme centres, avec les rayons pf, p’f’; ces arcs se coaperont
en un point F'; conduisez les droites F'p et F'p'; Pangle pF'p’
sera égal & angle ¥ demandé.

Quand la construction a été bien exécutée, les droites Pk,
PK, sont de méme longueur, la droite SPZ est perpendiculaire a
labase pp’ du triangleF'pp’, et le sommet F” est sur la droite SPZ.

Pour que cette construction réussisse, il faut que les arcs dé-
crits de g et g’ comme centres, avec les rayons gf, g'f’, cou-
pent les perpendiculaires PG, PG’, aux droites Pg, Pg’; ce qui
exige que ces rayons soient respectlvement plus grands que gP
et que g'P. Nous allons faire voir que ces deux conditions ont
toujours lieu, quand les trois angles phm donnés penvent for-
mer uu angle solide triple.

269, Dana tout angle solide tripls, le plus grand des trois
angles plans est moindre gue la somme des-deus auires (u° 193),
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et la somme de ces trois angles plans est moindre que qualre an-
gles droits (n® 194). Nous allons faire voir que quand Jes trois
angles plans donnés, a, b, c, satisfont a ces deux conditions,
la pyramide existe toujours.

Soit ASB = c ( fig 230) le plus grand des angles, a, &, c;
on aura, par hypothése,

(1).... c<La+bd, a4 b4 c< foon.

Tirez dans le plan horizontal ASB, desdroites SD, SE, sous
les angles ASD=05, BSE =a. 1l sagit de faire voir que si les
angles a, b, c, satisfaisant aux inégalités (1), on fait tourner
les angles plans ASD, BSE, autour des arétes SA, SB, les ligi .:
SD, SE, viendront se réunir en une seule droite SC située hors
du plan de la face ASB.

Décrivez un arc de cercle dans le plan DSE, de S comme
centre avec un rayon arbitraire; cet arc coupera les arttes SD,
SA, SB, SE, en des points, f, r, £, f”; et comme Tles arcs 1
rt, tf peuvent servir de mesure aux angles plans, 5, ¢, a,
on aura :

<ty of vty < tf+ o s frre+of < foor.

Prenex 'arc 77/ = f, le point 7 tombera sur Parc 7z, entre
r et ¢; la corde JB’ sera perpendiculaire au rayon Sr, et g sera
le milieu de cette corde.

L'inégalité, re < 7f + ¢f*, revient &

rt <1l Hif'; dob of > re—rr, of Do

Diailleurs, ¢f’ < ¢r. Prenant donc Parc ¢/ == ¢f”, le point /
tombera entre 1’ et r. La corde f'¢ perpendiculaire & SB, ren-
contrera dong la corde f7 en un point P, qui sera situé dans I'in-
térieur du cercle décrit de S comme centre avec le rayon Sf.
_ On a donc,

gr >gP, g'¢ >g'P; ce qui revient 2 gf>gP g’j’>g’P.

Cela posé : pour construire une pyramide avec les trois angles
plans DSA=1b, ASB = ¢, BSE = a, concevez qu’on méne
par le point P une perpendiculaire indéfinie PV au plan hori~
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zontal ASB; et faites tourner le plan fgS autour de Faréte SA ,
le point f décrira wn arc de cercle situé dans le plan verti-
cal VPg, perpendiculaire & SA. Je dis que cet arc coupera né-
cessairement la verticale PV en un point F situé bors- du
plan ASB; car son centre est g, et I'on vient de démontrer
que son rayon gf est plus grand que la distance gP du point g
a Ja verticale PV.

La droite SF n’étant pas dans le plan ASB, les droites SA,
SB, SF, sout les arttes d’un angle solide triple, dont deax
des angles plans sont ASB=c, ASF=ASf=1J.

11 ne reste done qu’a -faire voir que la vraie grandeur du
troisizme mgle plan' FSB est Pangle ESB. Or, FP est perpendi-
culaire au plan ASB, el Pg’ est perpendiculaire 3 SB; la
droite Fg’ est donc perpendiculaire sur SB (n° t33): Les trian-
gles Fg'S, f'8'S, sont égaux; car ils ont un angle droit en g',
le cBté g'S est commun, et Phypoténuse FS=fS==/"5. L’angle
FSg’ est donc effectivement égal & f'Sg’; de sorte que Fangle
solide, ainsi construit, est formé par les trois amgles plans
donnés DSA=56, ASB=c, BSE=a.

Dans ce cas, la construction qui a été indiquée (n® 268),
pour trouver les angles diedres«, ¢, ne sera jamais en défaut ;
car les droites gf, g'f’ (fig. 229) étant respectivement plus
grandes que gP et g'P, les arcs décrits des points g, g’; comme
centres avec les rayons gf, g/f”, couperont towjours les perpen—
diculaires PG, PG’, aax droites Pg, Pg’; et les angles AgP,
K g'P, exprimeront les angles dibdres«, 6. -

Lorsque les trois angles plans donnés ne satisfont pas aux
inégalités (1) (page 160), ils ne peuvent pas former un angle
solide triple; les arcs décrits des poinnts-g , g/, comme centres,

"avec les rayons gf, g’f", ne coupent plus les droites PG , PG"
ce gui indique Pimpossibilité du probléme proposs. .

270. La construciion du n° 268 fournit une seconde méthode
pour réduire un angle 8 & Thorizon (n® 257); car les deox
cotés de 'angle 8, qu'il sagit de réduire a Phorizon, forment
avec la verticale un angle solide triple, dans lequel les trois

Géométrie. n
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angies/plans sont donnés, savoir Pangle odligued, et ies an-
gles verticauz V, V', que les cbtés de Pangle 6 fomt avec 2
verticale. On construira P'angle ditdre & formé par les dem
plans verticaux qui contiennent les deux cdtés de Pangle !
(n° 268), et 'angle & sera 'angle 6 réduit -4 Ihorizon.

271. 28° Prosuiuz (fig. 231). Connaissant les doux angles
plans , b,c, et Vangle ditdre « formé par les plans de ces
deuz angles, construire le troisi¢éme angle plan,a, et les deuz
autres angles diédres, €, y.

Soit ASB=c, I'un des déus angles plans donnéds , et suppo-
sex-que cet angle soit tracé dans le plan horizontsl swr lequd
on veut exécuter la construction. Concevez que 'autre angle
plan donné, b, tourne autour de Phorizontale SA, pour se ra-
battre sur le'plan horizontal ASB; vous obtiendres le rabatte-
ment de cet angle, en tirant dans le plan horisontal une-dreite
SD sous 'angle connu ASD =b.

Si la face ASD tourne autour de P'aréte SA , pour reprendre
sa position primitive ASG, un point quelconque fde la dreite
SD., décrira un arc vertical dont-le reyon'sera la perpéadi-
culaire fg & SA , et dont le centre sera g'; la projection hori-
sontale de cet arc sera sur la perpendiculaire fd.a $A;.et dnfin,
quand, f sera parvenu en un point F de I'aréte SG, la droite Fg,
perpendiculaire & SA, fera avec 'gd'un -angle Fgd, qui mesn-
rera l'angle diedre « des faces ASC, ASB. :

Concevez que le plan Fgd de Pangle « tourne autotw -du
cOté horizontal gd, pour se rabatire sur le plan ASB; wous
obtiendrez le rabattement de Vautre ‘c6té gF deHangle w, en
tirant dans.le .plan ASB une droite gk, sous Pangle dennd
dgh=a; et:comme, dans ce mouvement, la distance du point.f
au point fixe g, reste constante , 'arc horizoutal .décrit'deg
comme centre avec le rayon connu gf, coupera gh em un
poitit &, -yui sera-le rabattement du'point F sorie *plant’ bori-
sontal; de sorte qu'en sbdissant la perpendicalaire P g4,
le point P sera le pied-de la perpendiculaire abaisiée de F st
le plan horjzontal ASB. B
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Cela post ; pour construire la vraie grandeur du troisitme
angle plan FSB, coucevez que le plan FSB tourne autour
e Lartie fixe 8B, pour venir e rabattre sur le plan horison-
tal} Je point ¥ restera dans le plan perpendicalaire & SB mané
par Ja verticalg FP; ce point se rabattra.donc sur la perpendi-
culaire P2’ 4 SB; mais la distance du paint S au point F reste
constamment.égale & Sf; le rabatlement de F doit donc aussi
se trouver qur Parc horisontal décrit de S comme centre avec
Je rayon connu §f; le point f7, ol cet.arc coupe Pl’, est donc le
jahattement du point F sur le plan horisontal; et par conséquent,
siPontirela droige Sf'E, elle déterminera la vraie grandeur ESB
.du troisigme angle plan, a, deVangle solide triple Proposé,
dinsi, pour construire I¢ troisitme face de Pangle solide
#rigle, il spfiit de mener, dans un plan horizontal, trois
.droites SA, SB, SD (fig. a3a), qui forment entre elles Jes
angles donnés, ASB —=c, ASD=10; par un point quelconque f
.de SD, on tire la perpendiculaire fd 4 SA ; du point g, oh fd
.coupe SA . on copduit, dans le plan ASB, la droite gh, souns
Kangle .donné .dgh=—=«; du point g comme centre, avec le
xaypn &f, qn,déosjt un arc horizontal qui coupe gk en &; on
tire la pecpendiculnire kP & fd, et la perpendiculaire P A SB;
.Pazc horizontal, décrit de S comume centre avec le rayon Sf,
_cowpe la ligne PJ’,en un point f; et en tirant la droite SE, par
les paints gonnus S, f7, on, obtient la face ESB demandée; de
sorte que angle ESB=a.
. Cette construction déterminera toujours la troisitme face de
la pyramide , guelles que soient les données, b, c, «. Et en
_effat ,1a pyramide existe toujours; car, ponr la canstraire, il
sufit de tracer . dans un plan, deux .angles ASB==c, ASD=1{
(fig-.a32), et de concevqir que la face ASB.iregant fixe,
:Pautre)face ASD tfourne autpur de AN, jusqwd.ce qu'elle
Jorwe Tangle .diddre « ,avgc le plan ASB.
.Connaissant les.trois angles plans, a, &, c, e langle salide
.triple proposé, ces.angles plans ntuferont néeaasuranent aux
Jinégalités,
@bt c, b <a‘+c, C; <¢+b’ a +b+"'"<4°°’p
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et Pon construira facilement les denx angles dnbdrec inconnus
¢, v, par la méthode indiquée ( n® 268). -

2732. 29" Prosriuz (fig. 233). Connaissant deux angles
plans, b, c, dun angle solide triple, et I angle ditdre ¢ oppost
& Pangle plan, b, construire le troisitme angle plan, a, ct
les deux autres angles ditdres , «, .

Si le troisieme angle plan a était connu, on trouverait faci-
lement les deux autres angles di¢dres, «, ¥ (n® 268); il suffit
donc de faire voir comment on peut construire Pangle plan a.

L’angle plan ASB= ¢ étant supposé dans le plan horizontal,
concevez que par un point quelconque g de Partte SA, on méne
un plan perpendiculaire & cette aréte; la trace horizontale de
ce plan vertical sera la perpendiculaire gp & SA , et il coupera
la troisitme artte SC en un certain point F de I'espace. Pour
trouver ce point, nous allons chercher ses distances aux points
connus, S et p.

Concevez que le plan CSA tourne autour de I'ardte SA , pour
se rahattre sur le plan horizontal ; la droite gF se rabattra sur
la perpendiculaire g/ & SA , ct la vraie grandeur de Pangle CSA
étant b, on obtiendra le rabattement de Paréte SC en tirant par
le pomt S une horizontale SD, sous Pangle ASD==b. Le ra-
battement du point F devant se trouver sur les droites g, SD,
sera déterminé par Pintersection f de ces denx droites. Ainsi,
les vraies longueurs des droites Fg, FS, sont fz et js. La
vraie distance du point F au point S est donc fS. -

- Pour obtenir la distance du point F au point p, wous cher-
cherons d'vbord la direction de la droite pZ qui ‘passe par les
points p, F, et qui est dans le plan de la face BSC; & cet effet,
nous imaginerons qu'on tire par le point g, une perpendm—
laire gr & SB, et une verticale gH; cette verticale étint dans
le plan verhcll Zpg, rencontrera pZ en un point Gj;.et la
droite Gr, située dans le plan CSB, étant perpendienhire
sur SB (n° 133 ), I'angle Grg mesurera Pinclinaison des faces
BSC, BSA. Or, cette inclinaison est égale & I'angle donné €.
Concevant donc que le plan vertical du triangle rectangle Ggr,
tourne autour de sa base horizontale gr, pour se rabattre sur
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lé plan horisontal ASB, la verticale gH se rabmttra sur la per-
pendiculaire £’ A g7 mende dans le plan horizontal ; et comme
Phypoténuse r G forme avec rg P'angle donné ¢, on obtiendra le
rabattement de 7G , sur le plan horizontal, en tirant par le
point 7 une horuontale rK, sous Pangle grK ==¢. L’intersec-
tion m, des droites gH', K, sera le rabattement du point G
sur le plan horizontal ; de sorte que gm est Ia vraie longuenr
de gG. Cela posé : si le triangle Ggp, rectangleen g, tourne
autour de sa base horizontale gp, pour se rabattre sur le plan
horizontal, le sommet G se rabattra en n, sur la perpendicu-
laire gA 3 gp, & une distance gn=gm; la droite pZ’, menée
par les points p, n, sera donc le rabattement, sur le plan
horizontal, de la direction pZ du cbté pF, et F se rabattra sur
Puu des points de pZ'. Or, la distance de g & F est gf; décri-
vant donc un'arc horizontal, de g comme centre avec le rayon
connu gf, cet arc coupera pZ’ en un point F’ qui sera le rabat-
tement du point F sur le plan horizontal ; la droite pF’ est donc
la vraie longueur du cété pF.
Les distances du point F de I'aréte SC, aux points S, p, élant
JSet Fp, si Pon congoit que le plan CSB tourne autour de
Partte SB, pour se rabattre sur le plan horizontal BSA , le
point F de SC se rabattra en un point qui sera déterminé par
Pintersection £’ desarcs décrits des points S, p, comme centres,
avec les rayons connus Sf; pF’. La droite S f'E’ sera le rabatte-
ment de Paréte SC sur le plan horizoutal ; et, par conséquent,
BSE' sera la troisitme face a de P'angle solide triple proposé.
Ainsi, pour construire le troisiéme angle plan, a, sur le plan
horizontal, on tire dans ce dernier plan des droites SA , SB, SD
(fig. 234 ), sous les angles connus ASB=c, ASD=3/; par un
point quelconque g de SA, on méne pl perpendiculaire & SA,
et gr perpendiculaire & SB; on conduit la droite 7K sous Pangle
&K =¢; la perpendiculaire gH' & gr, rencontre rK en un
point m; de g comme centre avec le rayon gm, on décrit un
arc qui coupe gA en n; par les points p, n, on méne la droite
pZ' et de g comme centre avec le rayon gf, on décrit un are
qui coupe pZ’ en F'. Les arcs décrits de S et p comme centres
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avec les rayons 8f, pF’, ée coupent en iuh point f”; eb en con—
duisant la droite SE/, par les points connus S , f7; Pangle BSE’
est Fangle 2 demandé.

293. Pour discuter les différens cas qui peuvent se présenter,
sapposons que la face horizontale ASB==c (fig. 233) restant
fixe, on conduise par 'aréte SB un phn indéfini dont la partie X,
situde au-dessus du plan horisontal, forme Pangle diddre € avec
la face BSA. Si l'on ménoparlepomtgnn plan perpendica-
laire & SA, sa trace horizontale sera la perpendiculaire pg/
4 SA, et oe plan coupera le plan X suivant une certaine droite
PZ. Cela posé : concevez que Ja face ASD=1J, qui était couchée
sur le plan borizontal , tourne autour de SA, pour former la
pyramide demandée ; le point fde SD déorira un arc vertical
dont le centre sera le pied g de la perpendiculaire fg & SA, et
dont le rayon sera gf; chaque point F de rencontre de cet arc
avee la droite pZ , fournira une solation du probitmse; caren
tirant la droite SC, par les points S, F, les arttes SA., SB,
SC, formeront un angle solide triple, dans lequel les nnglel
plans ASB, ASC, seront respectivement égaux a cet b, et
Pangle ditdre formé par les faces BSA , BSC, sera €. D'uilleurs,
les points ol la circonférence décrite avec le rayon & coupe
le prolongement pz de pZ, ne conviennent pas & la question,
car ils correspondent aux points ol cette circonférence ren-
contre le prolongement du plah X au-dessous du plan hori-
zontal , et il est facile de voir que dans les pyramites qui en
résultent, Pangle diédre, opposé & la face ASD=5, est Qal au
supplément 200°— ¢ de Pangle donné 6.

Or, il résulte de la constraction indiquée (n°® 272) qm i
le plan vertical Zp! tourne autour 'de I'horizontale pl, pour
se rabattre sur le plan horizontal, la droite pZ tombera en pZ’
et ps deviendra le prolengement pz’ de Z'p. Par conséquent,
selon qué la circonférence décrite, dans le plan borisontal,
de g comme centre avee le rayon gf] rencontrera la droite pZ’
en un point ou en deux peints ; le probléme admettra une seule
solution on deux solutions; quand cette circonférence ne ren-
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contreca' pas/pZ/ (ce qui‘a lieu larsque gf est moindre qee la

perpendiculaire abaigsée de g sur zZ' ), le probléme sera im-

possible , Cest-4-dire que les données, 8, c, ¢, n’appartiendront
4 aucun angle solide triple.

Loreque les données, b, c, ¢, sont telles qu'on les a swpposées
dane les.figures 233 et 234, la circonférence décrits de g comme
centre aves.la rayon gf, coupe la droite pZ' en denx pointsF',
E"} lea circomffrences décrites de p comme centre avee les
rayoms pE’, pF', coupens la circonférenee décrite de S comma
asptre aveo lerayon Sf, endespoints £, f7, et en tirant les droites
§FE, S/"E’, o obtient deux solutions dans lesquelles les valeurs
de la troisitme face a sont BSE’ et BSE’. De sorte que les don-
nées, &,6, 6, appartiennent & deux pyramides différentes,

274 L’angle solide triple S (fig- 235) étant formé par les
trois angles plans ASB, ASC, BSC silon congont une sphére
ayant pour centre le sommet S de l’angle solide , les plans ASB,
ASCG, BSC, couperont la surface de celte sphére suivant des
arcs AB, AC, BC, qui apparhendront a des grands cercles de
la gphére (page 106), et qui pourront servir de mesure aux
angles plans ASB, ASC, BSC; ces trois arcs de grands cercles
forment les c8tés d’un triangle sphérzquc ABC; les anglet de ce
triangle spbénque sont les angles ditdres formés par les p]ans
ASB, ASC, BSC. Désignant donc par a, b, ¢, les args BC, AC,
AB : qui formant les c6tés du triangle sphérique ABC, et par
a, ¢, v, les apgles de ce tnangle qui sont respectivement
opposés aux cdtés a, b, c, les six élémem a,b,c,2, 6,9,
du triangle sphérique ABC _sergnt précnsement les six parties
que nous avons considérées dans la pyramlde tnansulanre.])e
sorte que les constructions que nous avons indiquées pour la
pyramlde, dounnent le moyen de construire un tnanglc sphé-
rique, quand on connait trois des six élémens, a, b* cya,0,7,
de ce triangle.

Quand les trois ¢lémens connus sont donnés en nombres,
le calcul des trois autres élémem est Pobjet de la_7'rigono-
métrie sphérigue.
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§ VIL. Problemes sur des points- et sur des lignes
' dont les projections sont données.

2975. Dans la premitre partie de cet ouvrage, nous avons
traité diverses questions sur des points et sur des lignes qui
étaient dans un méme plan. Nous allons faire voir comment
an peut résoudre les mémes questions, quand les donndes étant
toujours situées sur un méme plan, ne sont déterminées que
par leurs projections. De sorte que la question sec réduira &
construire les projections des points et des lignes qw’il & agit
de trouver. Pour y parvenir, il suffit de savoir résoudre les
deux problémes suivans (n** 276 et 277) 3

276. 30* Promuimz. Connaissant un point A dun plan
donné 7, on propose de trouver le mamarrmuent du point A
sur Pun des deux plans de projection. C’est-a-dire qu'il s agit
de déterminer la position que prendra le point A du plan Z,
quand ce plan, aprés avoir tourné autour de Lune de ses deux
traces, sera rabattu sur le plan de projection qui contient
celte trace. ’

1°r Cas (fig. 236 ). On connait les deux projections, a, &,
d'un point A situé dans un plan 7 ; la trace horizontale at du
plan Z est donnée ; il Sagit de construire le raBaTTEMENT du
point A sur le plan horizontal. C'est-a-dire qu’on veut trouver
la position que prendra le point A, sur le pldn horizontal
tax, quand le plan Aat sera rabattu sur le plan horizontal
apré: avoir tourné autour de sa trace horizontale at.

La projection horizontale a, du point A, étant le pied de
la perpendiculaire abaissée de A sur le plan horizontal (n® 218),
si Pon tire par le point a,la perpendiculaire ab i «t, la droite
A%, qui joint le point A de I'espace avec le point b, est per—
pendiculaire & «¢ (n® 133). Le plan du triangle Aab, rec-
tangle en a, est perpendiculaire au plan horizontal (n® 180 )
et & la trace «f (n° 128); Fangle formé par hypoténuse AD
avec le cdté ab est la mesure de Pangle que le plan A«t fait
avec le plan horizontal (n° 174).

Quand le plan Ast tourne autour de sa trace horizontale «#,
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le point 5 reste'fixe, la distance de A & b est mvanable et 'la
droite Ad reste constamment perpendiculaire sur at; ; par con—
séquent, le point A décrit une circonférence dont Ie plan est
perpendiculaire & a2 (n° 130), dont le centre est 5 et dont
le rayon constant est la vraie distance de & & A. Il en résulte
que, lorsque le plan Ast sera rabattu sur le plan horisountal,
le paint A tombera nécessairement sur le prolongement bd de
Ia ‘perpendicaleire ab & «f, & une distance de & égile & la
distance de b & A. Or, cette distance est I'hypoténuse- d’un
triangle rectangle dont le c6té de Pangle droit situé dans le
plan bhorizontal est ab, et dont Pautre cdté Aa de angle droit
est égal ala distance a’p du point A au plan horizontal sy
(n® 233, £°). Conduisant donc par a, la perpendiculaire af
sur ¢b, et prenant an=pd’, 'hypoténuse nb sera la vraie
distance de' A A 4. Desorte qu'en prenant sur bd une longueur
bA’=0bn, le point A’, ainsi déterminé, sera le rabattement
demandé du point A sur le plan horizontal tax.

- D'aprés ces considérations, pour rabattre sur le plan hori-
zontal, le point (a,d ) situé dans le plan dont la trace hori-
sontale estat: par la projection borizontale a, on tire la per~
pendiculaire ad & la trace horizontale «t, et la paralltle af
a -t, on prend sur af uve longueur an=pa’, et Uon décrit un
arc de & comme centre avec le rayon &n; cet arc coupe la
droite ad en un point A’ qui est le rabattement cherché du
point (a, a') sar le plan horizontal.

- 17 Remanque. Lorsque par un point quelconque A de l’
pace, on méne une perpendiculaire Ab sur la trace horizon-
tale ot d’un plan Ast qui passe par ce point, cette perpendicu-
Rire est ’hypoténuse d’un triangle rectangle dont le plan est
perpendiculaire an plan horizontal et 4 la trace horizontale «t
du plan Ast; Yun des cdtés de Pangle droit est la distance ab
de la projection horizontale a du point A a la trace horizontale
«t -6t Pautre cdté Aa de Pangle droit est égal a la distance a’p
de 1a projection verticale @’ du point A a la ligne de terre.
Langle formé par Phypoténuse Ab avec le coté ba est égal
a Pangle que le plan At fait avec le plan horisontal. :
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2° Rxaranqusl Le triangle nad pent étre comsidéré comme le
mbaaemf sur le plan horwonhl,dn triangle Aab sitwé dans
Pespace ; C'est-d-dire que si ce dernier iriangle tournait autour
du cité ab de Papgle droit, le point A viendrait se rabattre
en n sar le plan hoeizontal 4.

3° Rsmanquz. La projection horisontale @ d’un point A sitaé
dans sn plan Z, et lo rabattement A’ du point A sup le plan
horizontal, éant toujours sur une wéme perpendiculsire ad i
la trace horizontale a2 du plan Z, il e rémlte, que si. par
Pun des points @, A’, on tire une perpendiculaire 3 la trace
horizontale ¢, cette perpendioulsire passera nécesssirement
par Pautre point.

2* Cas (fig 239). On cornall los deux projections,a, o, dun
point A situé dans unplan Z ; la trace verticale af du plan,est

3 il #'agit de construire le samazrammer A" dx poing A
sur le plan vertical ¢ ax. C'est-i-dire qu'on veut trouver-la
position que prendrale point A, sur le planvertical {ax, gmnd
le plan Aal scra rabatts sur ceplan wnml, aprés quair
tourné autour de sa trace verticale at’. .

Des raisonnemens parfaitement semhlables & cevs donk on a
fait uwsage damns le 1* cas, conduisent & la construction sai-
vante : par la projection verticale @', on tire la perpendicu-
laire ’d’ 4 la trace verticale «f, et la paralléle af’ & «f ; on
prend sur a’f’ une longueur a'n’' = pe, et ’on décrit un arc
de &' comme centre avec le rayon &'n’; cet arc conpe la droite
&d’ en un point A’ qui est le rabattement cherché Jn point
(a, a’ ) sur le plan vertical ¢'wx.

1™ Remanque. Lorsque par un point quelcongge & de
Fespace, on méne une perpendiculaire AY sur la trace verti~
cale af d’un plan A«f qai passe par ce point, cette perpendi-
culaire est Phypoténuse d’un triangle rectangle dout le plan
est perpendiculaire aw. plan vertical et & la trace verticala «f’
du plan Aa? ; Pun des cotés de Pangle droit est la distance a’8’
de la projection vertictle @’ du point A & la trace verticalo f,
et Pautre coté Aa’ de Vangle droit est égal a la distance ap de
la projection’ horixontale a du point A/a.la ligne de texve.
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L’angle forusd par Thypoténine Ad avee Jo cieé &/d’ est égal &

Patigle que le plan Asf fait avecle plan vertical de projection.

2° Rimanque. Lo triangle n'dy peut dtre considéré comme

le rabattement , sur le plan vestical, du triangle Aa'd’ situé

dane I'espace j c’est-a-dire, que si ce dernier triangle tournait

autowr du cbté af de I'angle droit, le point A viendrait se
rabittre én n’ sur le plan vertical #'wy.

3* Bxmuinquel. La projection verticele @’ d’wn point A situé
dens un plan Z, et le rabattement A” du poiat A sur le plan
vertical, étant toujours ser une méme perpendiculaire dd’ &
la tiace vertioale of du plan Z, il en résulte que si par Pun des
poiuts, &', A", om tire une perpendiculaire & la trace verti~
oale of, cette perpendiculaire passera nécessairement par I'autre

3* Cus (fig. 238). On connaft les deux projections, a, a’,
&un point A situé dans un plan Z:; la trace verticale «f du
plan Z est donnée ; il #'agit de construire le rabattement A’
du point A sur le plan horizontal axy. \

Si la trace horizontale da plan Z était conuue, la construction
indiquée (1* cas ) déterminerait le point cherché.

Nows allons donner deux méthodes pour trouver la trace
horisontals du plan Z.

1™ Mirnops. Par un point quelconque ¢’ de la trace verti=-
cale of, on abaisse la perpendiculaire ¢’c i la ligne de terre zy ;
les points ¢, e, sont les projections d’un point du plan Z
(n°233, 1°); dailleurs, et a sont les projections d’un autre
point de ce plan; les droites '@’} , eag , sont donc les projec~
tions d’une droite situde dans le plan Z; le point £, ol cetie
dernidee droite rencontre le plan horizontal (n® 244 ), appar—
tiendra donc & la trace cherchée. De sorte quekla droite wt,
mrenée par les points «, £, sera la trace horiz ontale {demandée.

- Par conséquent , lorsqu’on connatt la trace;verticale «¢' d’un
. planZ, et les projections a, a’, d’un point de ce plan, pour
trouver un point de la trace horizontale du plan Z': par un
point quelconque ¢ de la trace verticale af, on tire la perpen-
diculaire € 4 la ligne de terre zy; par les points ¢/, a’, on
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meiné une droits ), et duCpoint & ol elle rencontre zy, on
tire la perpendiculaire ¥'r & xy ; la droite eg, menée par les
points, ¢, a, coupe K'r en un point k qui appartientd latraee
horizontale cherchée du plan Z.

Quand la trace verticale doonée rencontre la hgn.deurre
en un point « situé sur la feuille destinée & tracer 'dpure (ce
qui a lieu dans la figure 238), la droite a2, menée pear les points
@, k, est la trace horizontale cherchée du plan Z.: '

Lorsque la trace verticale donnée est paralitle & la ligne
de terre z7, la trace horizoatale cherchée est nécessairement
peralitle i la ligne de terre ; car autrement, ces deux dernidires
lignes se rencontreraient en un point qui appartiendrait & la
ligne de terre et & la trace verticale domnée ; cette trace verti-
cale ne serait donc pas paralltle A la ligne de terre; ce qui est
contre Phypothése. 11 suffit donc encore de déterminer un pomt
de la trace horizontale cherchée.

Enfin, quand la trace verticale donnée n’étant pas parslitle
a la ligne de terre, le point de concours de ces deux lignes
sort des limites de la feuille sur laquelle on trace Pépure, il
faut déterminer deux points de la trace demandée. -

2* Mirnopz. Par le point (a,a’) du plan-Z, on congoit une
paralldle L a la trace verticale 7@ de ce plan ; les projections de
Ia droite L sont des paralltles a’'m’, ak, aux projections s,
yz, de fa (n°® 223); et comme la droite L est tout emtitre
dans le planZ(n°®123), le point m, ol elle rencontrels plan
horizontal (n® 244), appartient a la trace horizontale du plan Z.
Pour trouver ce point, on tire par m', une perpendiculaire m’c
A zy qui rencontre ah:au point 7 demandé. La droite a2, menée
par les points «, m, est la trace horizontale demandée: du
plan Z.

Rzxanque. Cette seconde méthode serait en défaut si la trace
verticale du plan Z ne rencontrait pas la ligne de terre. Il fau-
drait alors avoir recours ala 1™ méthode, pour déterminer
deux points de la trace horizontale demandée.

Connaissant lu trace borizontale «¢ du p(an Z et les projec-
tions a, o', d’un point A de ce plan, la construction indiguée
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(1% car) /st adédserminer le rabattement A’ du point A sur
le plan korisontal ; A cet effet, on tire par a, la perpendico-
laire, ad & «#, et sur la paralléle af i «t, on prend an = pd’;
on décrit un arc, de b comme centre avec le rayon 4n; cet arc
coupe ad en un point A’ qui est le rabattement demandé du
point (@, @’ ) sur le plan horizontal.

4* Cas (fig. 239)..On connait les projections, a, d, d'un
point A situé dans un plan Z ; la trace horisontale at du
plan Z est donnée; il s’agit de construire le rabattement A’
du point A sur le plan vertical d'zy.

Des raisonnemens analogues A ceux dont on a fait usage
dans le 3* cas, conduisent aux constructions suivantes :

Pour trouver la trace verticale du planZ,on a recours a
Pune des deux méthodes que nous allons indiquer.

1™ Miraopx. Par un point quelconque e de la trace hori-
zontale a2, on tire la perpendiculaire e¢’ 4 la ligne de terre zy;
parles poinu. e, a, on méne une droite, et du point & ol
elle rencontre xy, on tire la perpendiculaire k7' 3 xy;la
droite ¢'g’, menée par les points ¢’, &, coupe kr’ en un point &’
qui appartient a la trace verticale cherchée du plan Z.

Quand la trace horizontale donnée rencontre la ligne de
terre en un point « situé sur la feuille destinée a tracer 'épure
(ce qui a lieu dans la figure 239 ), la droite a7, menée par les
points «, X', est la trace verticale cherchée du plan Z,

. Lorsque la trace horizontale donnée est paralléle A la ligne
de terre, la trace verticale cherchée est aussi paralltle la ligne
de tarre; de sorte qu'il suffit encore de déterminer un point
de cette trace verticale.

:Enfin, quand la trace horizontale donnée rencontre la llgne
de terre en un point qui sort de la feuille sur.laguelle on trace
Yépure, il faut déterminer deux points de Ja trace verticale
demandée. '

2* Miruona. Par les points, a,d’, on tire des panlléles arn,
d'k, aux droites ts, yx; par le point m,on méne une per-
pendiculaire me a-gy, qm rencontre @'k’ en m'; la droite of,
mende par-les. points « ; m’, est latrweverhulednplanz.
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Basaague. Cette seeonde méthode eerait en défamt, sk
4race borizontaledu plan Z ne rencentrait pasla tigue de terre.
11 faudreit alors aveir recowss a la 1™ méthode, powr déterminer
deux points de la trace verticale demandée.

. Connaissant la trace verticale «f du fphnldl-pmpe-
tions a,d’, d’un point A de ce plaa, la construction i
(n'm).anémkm.#dupobn‘mk

vertival 3 4 cet effet, an tire par.a’, da

dd & .af yet sur 1a paralitle a'f" & ol , 00 prend &N ==pes
décrit un arc de &’ comme .centee avec d¢. gayon '’ et arc
:opupe <d en.un point A” qui est le rabattement demsandé du
point (&,.d") sur le plan vertical ¢'ar.

-5* Cas. -Ow connatt les doux wuces dun plan Z,al'mlc
des deuzprqccawlupom A sitné dans Ie plan . il
2'agit de construire Uautre projection du point A , .ot Sosrabai-
demens sur les deux plans de projection.

.  On eonstiruira d’abord l'autre pn)eotlondupomtqh (-'aﬂ)

et-ensuite, les méthodes indiquées dans:les dsux prensiers css ,
serviront & déterminer les rabattemens du point & :sur les
plans de projeetion.

Par exemple, si Fon connait la projection verticale o
\fig-240) d'wn point A situé dans le plan Z domt les treces
-at, «f, sont données, et si 'on demande le rabattemnent A’
du point A ‘sur le plan horicontal, on cherchera d’sbord
Pautre projection a du point A; & cet effet, on obeervera
wque la ‘projection demandée -devant se-tromver sur'la perpen-
diculaive d’c & la ligne de terre zy (n® 235), il sufit de dé-
terminer une autre droite qui contienne ‘le point ¢. ©Or, I
perpendiculaire -2u plan vertical, menée per ‘@', - passanst . par
Je ‘point A, tout plan 'P mené par cefte droite, contiendra
le point A , et une droite'quélconque m't', menée par le poingd’,
dans le plan Zay, pourra étre considérée comme la tracs ver-
ticale-du -plan P; ce plan-étent perpendiculaire au:plan -ver-
~tical fuy (n° 180), ‘trace ‘horisontale sera la perpendicu-
-laire ¥’k d ay(n°® 238,.3°);le point A se(drouvant dans ehacun
des plaws:Fut, m'Xk .sitPon tire une-perpendiculaine -osm ik
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xy, Yaprojection horizsontale mk de Pintersection de ces deux
plans (a® 343) doit contenir la projection horisontale du
point A. Les dreites a’c, mk, se couperont -donc en un
poimt &, qui sera la projection horizontale du point A.

Daprés ces considérations, lorsyu’on connatt la projeciion
wverticale & ‘dun point A situé dans un plan Z dont les traces
" at, af, sont données, pour construire la projection horizon—-
tale du point A , on méne par @’ une droite quelconque m'k’;
par les points, m’, o', ¥, ontire les perpendiculaires m'm, d'c,
k%, a la ligne de terre zy; par les points m, k, on con-
duit la droite mk qui rencontre a'c en a; le point, a, est
la projection horizontale demandée du point A.

Connaissant les projections a, @, du point A, situé dansle
plan dont la ‘trace horizontale a¢ est donnée, la construction
indiquée (1 cas) détermine le rabattement A’ du point
(a, &) sur le plan horizontal ; a cet effet, on tire par a, la
perpendlcu]anre ad a «t; sur la paralltle af & &t, on prend
an=pad’, et de b comme centre, avec le rayon bn, op-dé-
cnt un arc qui coupe ad au point A’ demandé.

6° Cas (fig. 241). On oonnait la projection korizontale, a,
dun point A situé dans un plan Z; la trace horizontale at
du plan Z est donnée , ainsi que Fangle v qu'il forme .avec
le plan horisontal tgy. Il s’agit de construire les rabatte—
mens A’, A", du point A sur les plans de projection ,.ct de
trouver Uautre projection a’ du point A.

“Peur construira le rabatiement A' du point A. sur le plan
herisontal, :on -ohserve que a étant le pied de la perpendi-
toulaive abaiasée du.point A de I'espace sur le'plan horizontal
&g, si Pen mtme .la .perpendienhire ab & ut, lp droitp A®
sexa perpendiculsire a «¢ (n° 133 ); Pengle Aba sena donc
égal & P'angle . formé par le pland -avec le :plan /horizon~
tal-{n° 174).. Par comséquent,, :pour-construiresle triangle Wad,
wectangle «en a., il suffit-de tiver par 6anewdroite briqui forme
avec ba un angle rba égal & Pangle donné v, et de \mener
la perailéle 41 & .ak; les droites &r, ‘gf, .se couporont en un
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point n, €t e triangle nab sera égal au triangle Aab situe
dans Pespace. On aura donc, dn==0A et an=aA.

Diailleurs, Ab étant perpendiculaire sur «f, le rabatte-
ment de A (sur le plan horizontal ) sera sur le prolongement
bd de la perpendiculaire ab a at, & une distance de b égale
a JA; décrivant donc un arc de b comme centre avec le
rayon bn, cet arc coupera bd en un point A’ qui sera le
rabattement du point A sur le plan horizontal tx.

Pour trouver la projection verticale a’ du point A , on ob-
serve que cette projection doit se trouver sur la perpendicu-
laire ac’ a la ligne de terre zy, a une distance de p égale
a aA (n°233, 4°); et comme aA — an, on obtiendra le point
a’ en prenant sur pe’ une longueur pa’ = an.

Connaissant les projections a, &, du point A, situé dans
le plan Z, dont la trace horizontale «f est donnée, les mé-
thodes indiquées ( 4* cas) serviraient a trouver la trace verti-
cale «f du plan Z et le rabattement A" du point A sur le
plan vertical t’ex.

Mais, comme on connait Pangle ¥ que le plan Z forme
avec le plan horizontal , on peut construire plus simplemem
la trace verticale af du planZ. En effet, si par un-point
quelconque m’ de la trace cherchée af’, on congoit la per-
pendiculaive m'm & xy, cette droite sera perpendiculaire au
plan horizontal (n° 182) ; et en menant par son pied m, la
perpendiculaire mg a la trace horizontale at, la droite qui
joint dans Pespace le point m’ au point ‘¢, sera perpendl-
laixe & & (n° 133), et sera dans le plan fat; Pangle m'gm
sera_donc égal a ¥ (n° 174). Ainsi, dansle triangle m'mg,
rectangle en m, on connait le coté mg de Pangle droit et
Langle ¥ que Phypoténuse m’q fait avec ce cOté; conduisant
donc par 7 la perpendiculaire ms a mg, menant par ¢ la
-droite gv, sous Pangle mgv =1y, les droites ms, gv, se ren-
.cantreront en un point &; le triangle dmqg sera la vraie gran-
deur du triangle m'mg situé dans l’e:pace, et md sera égal
a mm',

D’aprés ces considérations, lorsqu’on comnai't la trace hori-
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gontale «t unplan Z et Fangle y qu'il forme avec le plan
horizontal , powr construire la trace verticale af du plan Z:
par un point quelconque g de «, on méne une perpendicu-
laire & «f, qui rencontre la ligne de terre xy, en m; par m,
on tire ms perpendiculaire 8 xy et ms perpendiculaire 3 mg;
par le point ¢, on conduit la droite gv sous ’angle mgv—1y;
les droiles ms, ¢v , se coupent en un point &; on décrit un.arc
du point m comme centre avec le rayon mé'; cet arc ¢oupe ms’
en vn point m’ dela trace cherchée; de sorte que celte trace
est 1a droite «/ menée par les points «, m'.

Rxuarouz. Pour construire le rabattement du point A sur
le plan horizontal, on avait conduit la perpendiculaire ab 3 at,
et la droite &7 sous Pangle abr==1y ; ces lignes étant connues,
on peut encore simplifier la construction qui vient d éire indi-
quée pour déterminer la trace verticale at’; car , la position
du point par lequel on méne la perpendiculaire & as étant
arbitraire, on peut choisir le point &; il suffit alors de pro-
longer la perpendiculaire ba & «f, jusqu’at point ¢ ed elle
rencontre la ligne de terre xy; par ce point, on méne la
perpendicaléirect’ & zy, et la paralltle ch i af qui rencontre
la ligne connug & .eni; P'arc décrit de c-comme centre avec le
rayon cl, reneontre ck’ en un point ¢ qul appartlent a la trace
vcrtncale cherchée.

" Enfin , d'aprés.ce qu'on a vu (2 cas, page 170), pour cons-
trm're le rabattement A" du point (a,.d'), sur le plan ver
tical {azx , par le point &, an tire la perpendiculaire a’d’ i of,
ot suv la paralibled’f ' & «f, on prend a'n' =pa; on décrit un
are,dob comme centre avec la. rayon ¥n’; cet arc eaupea’dl
en.un point A’ qui est le rabattement demam'lé. ¥

7 Css. Connaissant la projectionverticale d’un point A:uué
dans un plan dont: la trace verticale est donnée et qui forme
un angle connu avec le plan. vertical de projection, cemstruire
¥ autre projection du point A, ainsi gué ses rabatiemens sur
les plans de projection.

Ou résoudra - ce problime & Paide de raisonnemens plrfnto-
ment semblables & ceux dont on-a fait.usage dans le 6* cae,

Géométrie. 12
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277. 31° Paossiam. Connaissant Lo rabalscment sor Pun de;
deus plans de projection, &un point A situé dans un pla
donné Z, on propose de construire les projections de ce point.

17 Cas (fig- 242 et 243). On connalt lc rebatiemeen: &',
sur le plan horizonial, dun peint A situé dans un plan Z, dost
los traces ol , af, sont données ; il s'egit de constrwire les pro-
jections, a, o, du point A.

On suppose qu’aprés avoir fait tourner le plan et anionr de
sa trace horizontale e, pour le rabattre sur le plan horison-
tal tax, le point A du plan faf est venuen A’ sur le plm
horisontal. Il en résulte que réciproquement, si le plan ra-
battu A'et tourne autour de of, pour reprendre sa pesition pri-
mitive taf, le point A’ viendra coincider avec le point A dost
il sagit de trouver les projections, @, @’. Nous allons desner
deux méthodes, pour construire ces projections,

1** Mireonz (fig. 242). La projection horisontale « ds
point A, devant se trouver sur la perpgndiculaire A’be & o
menée par A’ (3 remarque, page 170), la recherche de catie

projection se réduit & déterminer la distanes ab. Or, d'apris
o q'on a vu (n° 296, 1 cas), dbestl’n-dud&dow
droit dans le triangle Aab rectangle en a; Phypodinuse Ab o
égale & laligneconnue A’S; et comme cetfe bypoténuse faik avec
le cté ab un angle égal & Pangle o que le plan taf Sorme aver
3¢ plan horizontal , il suffit, pour étre en élat de comstruire le
triangle Aab, de trowver Fangle y. L L SR U

On pournait déterminer Pangle y par la méthode du u* 36g;
mais dahs e cas actiel, la construction hontpl-s‘*u
‘obseryant que le plarrda triangle Agb étant pecpoodiveleire i
la trace «¢ et au plsn horizontal (n® 276, 1* cas) , Tadracs
horisomtale, du’ plan. Asb ést In perpendionleire: bac : 2-wt,
"¢t s trace- verticale ‘est ‘la. perpendiculsire et’ & la ligns:de
“tetve 2y'; la deoite b’ qui joint dans Hiespace les points. fret o,
ot perpendiulainidet forme avec b¢ un ungle égal &y

(n° 174) Dailleurs, c'c étant perpendioglaive aa plam ho-
mm(nv 183), la. droite 5¢” est Phypoténuse d¥m triengle
rectangle demt les deux cités de Fangle droit eont b et oc';
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pox oonsbquent, si Pon’ mdne'la 'perpendiculaire ck & cb, i
Pon prend clz=xac’, et si {'on tire ’hypoténusedd,le triangle lod
sera égal au triangle c'ch , et P'angle lbc sara égal A 4.
+ . fiom.péenlie que si lon perte sur 5/ une longueur bn==44A",
et si Pon abaisse la perpendiculaire na & bc, le triangle nad
asmadgal au riangle Aab ; et le pied ade la perpendiculaire na
sara la projection: horizentale du peint A. On aurs A =zan.
La projection verticale du point A doit se trouver sur la
iculaire ac’ & la ligne de terre xy, & une distance de
sotts ligee dgale & ad (0° 233, {°); et comme aA =an, on
obtiendra la: pro’eotion verticale 4 du point A, en portant
" Ddpris oes eon-dératmm, lorsqu’on connait lc rabatte-
-alt A’, aur le plan borizontal , d'un point A de Tespace
simeé dane le plan domt les traces at, af, sont donndes , pour
aasatruine les projections , & , d, du pdint A, on tire par A’
ams perpendiculaire 4 la trace horisontale at ; par ke point c,
‘&t cesde perpendiculaire rencontne la ligne de terme xy, on
méne la perpendiculaire cc’ & xy et da paralidle cha at; on
¥écrit. un are , de c comme centre avec le ra¥on cc’ 5. cot arc
compe ch en.l ; on tire la droite bl, et Ton décrit un arc de b
d&omime centre avec le rayon connu bA’ ; par le point n , ei: cet
erdcoupe bl, on méne la porpendiculaire na & bc y. du pied e
de éosje perpendiculaire, on tire ac , perpendiculaire sur xy,
ot Fon prend pid ==an ; les poins , a, &, ainsi délerminés,
gomt les prejéctions demandées du point A.
- »1™. Busanqus. Le point A étant dans chacun des plans u(
bed/, doit se trouver sur leur intersection &¢’; la projection
wirlicels de o0 'point doit dono se:trouver sur la projection
seiticale:de¥imtersection d¢’ de ces déux: plana. Or, en timant
1x pérpendicalaire b0’ 4 2y, la dreite #X.-4st la projection ver-
ticale de I'interesction 5c’ (n° 242). Par consbquent, st la come-
LFCtioR aéoé_ﬁuem ez'acumdc, la droite b'e’ pa:empar
& point @'
% Riwangun. Les tumgleu rectangles kb, nab, peuvent
andérévoo-m les rabattemens (sur le plan horisontal )
12..
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des triangles deb, Aab (situés dans I'espace) ; c’est-dedire que
sile trnmglelc‘cb tourne autour du cbté cb.de I'angle droit ¢,
lorsque Pautre cété cc’ de langle droit sera rabattu sup le plen
horizontal tay, - les pomts c et A viendront rupeet“-nent

en leten n.
3* Mirmone (fig. 243). On construit d’abord le- rabatte-

ment, sur le plan horizsontal A'zy, de ldtmce Mcaled
du plan tat' ..

On obtiendrait -ce uhttent en détermmmt l'nglc ]
formé par ‘les traces «f, af' (n°-255 ), et en tirant par ¢ pointe
(dans le plan horizontal ) une droite af sous Pangle tief=4.
Mais il est plus simple de chercher le rabattement sur le'plaa
horizontal d’'un point queloonque Z’ de la trace verticale ar;
a ceteffet, on observe, que si. le plan ¢ #¢ tourne:autour do'we
trace horizontale a2, pour se rabattre sur le plan horisental,
la distance du point {’ au point fixe «, ne change pas; déeris
vant donc. (dans le plan’ horisontal) un arci’rs , de @ comms
centre. avec: le rayon'connu:sl’, le rabattement. .dy ‘pomtid
devra. se trouver. sar cét ‘ara. Daillears, si-Fon tireula pire
pendiculaire ¢'Za la ligne de terre xy, et la-perpendiculaire
2 at; la-droite 4’/ sera perpendwulnre au: plan: hovisental
(n° 182)3.et la droiteZp, qui joint, dans Fespace, lopm-ml
au point p, étant perpendionlaire & «¢ (n° 133), lé pojut:Zive
rabattra sur le prolongement pg de la perpendiculaive ip-b ob;
le point L', od'la .droite /g renceritre -Parc I'rs',:est \dous lo
rabattement du point 7 sur le plan borizontal..La dreilewf;
menée par les points «, L/, est donc le rabattement -chetechs de
la trace verticale /. ey

Cela posé : si par le point donné A’,.on. méne une pnlﬂ.
a ts, qui rencontre en B’ le rabattement «f de «f .ot si: Fon
congoit que le plan ésf Wourne autour de la irace horisontale-wf}
lorsque le point A’ sera parvenu en A, le plan tof aura pris
la posilion tf, Ja droite «f viendra sur-ef'; le point B vien-
dra en &' sur «f, & une distance «/’ de « égale 2 «B et a
paralléle A’B’ & ts prendra la position AJ'. La droite-Ad étant
peralléle a ts et passant par-le point &’ dont la projection
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horizontale est le pied b'de 1a perpendicalaire &5 & 2y (»° 233),
on obtiendra-les projections de'Ad’ en tirant par &' .et & des
paralitles ¥d’, b, aux projections.zy, at, de st (°® 223). Or,
la dwoite AY” pasant par le poiat A, ses projections ¥'d’, bn,
pessent  per les projections cherchées de A. Diilleurs, le
point A’ étant le rabattement, sur le plan horizontal, d'us
point A du plan 2, la projection horizontale du point A est
sur la perpendiculaire A'c & «t (3° remarque, page 190). Les
dioites om, A'c, se coupent donc en un point @ qui estla
projection horizontale cherchée du point A.

La projection verticale du point A devant se trouver sur la
perpendiculaire ac’ A zy (n® 235), et sur la paralléle 4'd’ & zy,
le point &/, ot ces droites se coupent , est la projection verticale
da point A.

‘Dlaprés ces observations , pour construire , par cette 2° mé-
thode , les projections d’un point A du plan fat, dont le ra-
battement sur le plan horizontal est le point donné A’, on
prend un point quelconque 2 de la trace verticale «f da
plan t&f; on décrit un arc I'rs, de » comme centre avec le
rayon af’; on tire la perpendiculaire 77 a la ligne de terre zy,
et la perpendioulaire /g & la trace horizontale «¢; la droite lg
coupe Parc Ir¢ en un point L’ qui est le rabattement du
point Z sur le plan horizontal; et la droite «f, menée par
les points s, L', est le rabattement de la trace «f sur ce plan
borizontal. Par le point donné A’, on méne A'B’ paralicle a la
trace horizontale Zs; on décrit un arc), de « comme centre avec
le. rayon connu «B’; par le point &', ol cet arc coupe la trace
verticale «f, on meéne la paralléle 6'd’ a zy et la perpendicu-
laire 5’5 a xy; par le pied & de cette perpendiculaire, on tire
én parallile & us; la perpendiculaire A’c 3 at, menée par A’,
coupe la droite b en un point a qui est la projection hori-
zontale du point A. On meéne par a, la perpendiculaire ae’ a
zy; cette perpendiculaire coupe la droite 6'd’ en un point a’,
qui-est la projection verticale du point A. _

Reuanque. Le point B’ étant le rabatiement, sur le plan hori-
sontal , du point &' (situé dans le plan tef' ) dont la projeetion
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des triangles ¢’ch, Aab (situés dans P'espace ) .
si le triangle ¢’cé tourne autour du c8té cb /-
lorsque Lantre cété cc” de Pangle droit sers.
horizontal tay, les points ¢’ et A viend
enleten n. T
2* Mérnove (fig. 243). On constr
ment, sur le plan horizontal A'zy,
du plan tat’,
On obtiendrait ce rabattemer

formé par les traces «¢, at’ (n°-2 le

( dans le plan horizontal ) un re Ly,
Mais il est plus simple de ¢’ e ¢k a

horizontal d’un point que’ ie rayon c'c;
a cet cllet. on observe, ¢ +, et Pon décrit
trace horisontale a2, pr .connun &'A”"; par le |
la distance du point / we la perpendiculaire n'.
vant done {dans le - .uwxculaire, on tire d'e pery
ceutre avec le ra md pa=a'n’; les points ,
devra s trowver svactions demaadées du point |

pendiculaive &7~ "2 fire par &', ka perpendiculaire
3 e, la droi . - = droik b¢ devra passer par fe poi
(n* W8a);e .o - Jaugles rectangles I'c’d’, n'a’d’,
au point ’-‘_;.,.‘_Mm ies rabattemens (sur le plan vert
vabattem ..~ .2’ situes dans Pespace) ; c'est-a-dire
le poir .. v ecautour ducdté e’d’ de Pangle droit ¢
rabat’ i< dc Cangle droit sera rabattu sar le plan
we | > v et A, viendront respectivement en 7.
la Wwvos g, 343). On prend un point quelc
21w Borisvatale 2t du plan fat; on décril un ¢
- ~wimme centre avee b rayon «f; on tire la perp
v 2 & lguede krre a6t la perpendiculaire
- sectiomle o¢ ;1 Jadeaike Fy' coupe Parc IFs en un
w36 ke radattement du point Z sur le plan vertics
RS 27 wmence pav bes points @, LY est le rabatte
YOV & et o plan vertical. Par le puint donmé
wue U paralilc @ & trave verticale s ; on décrit
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borisontaleest &, s droite bB' doit étre perpendicudaui
trace horisontale 'at da'plan el (3° remarque , page 1%
. 2°* Cas (fig. 244 et 245). On connail le rabatternent |
le plan vertical, d'un point A situé dans un planZ do
traces ot, at’, sont données ; il s'agit de construire le
jections , a, &, du point A.

Des raisonnemens analogaes & ceux dont on a fait
daus le 1¥ cas, comduisent dmx eonstructions suivantes :

1™ Miraons (fig. 244 ). Par le point downé A’, oa
perpendiculaire A’¢’ & la trace verticale af’; par le poi
ol gette perpendiculaire rencontre laligne de terre 2y, or
Il parpandiculaire ¢’c & xr et la peralltle ¢'A a w
déerit un are de ¢’ comme ceakre avec le rayon c'c; ¢
coupe ¢’k en I'; on tire la droite &7, et on décrit 1
de & comme centre avec ke rayon connu 4'A”; par le po
ok cet arc coupe b7, on abaisse la perpendiculaire n'a’
dw pied 4’ de cette perpendiculaire, on tire a'c perpel
hire eur x7, et 'on prend pad'= a'n’; les points o, a
déterminés, sont les projections demandées du point A
- ¥** Rzmanquz, SiPon tire par &', Ja perpendiculaire:
Ngne de terre xy, la droite ¢ devra passer par lepoir

2° Rxmarqus. Les triangles rectangles I'c'd’, n'a’d’
e considérés comme les rabatiemens (sur'le plan verl
triengles /5%, A6’ (situés dans Pespace) ; c'est-a-dire
- trianglecd'd’ tourneautour du coté €5’ dePangle droit ¢
Pautre coté ¢/ do 'angle droit sera rabattu sar le pla
fay, les pomis cet A, viendront respectivement en /

2* Méraons (fig. 245). On prend un point que
de la traee hovizontale 4t du plan fai; on décrit
de « comme centre avec le rayon «f; on tire la p
hairel’ & la lignede terre xy, et la perpendicula’
trace verticale &' ; la droife g’ coupe 'arc ir's’ en
qui est le rabattement du point / sur le plan ve:
droite af’, menée par les points &, L”, est le ral
o tracs af sur ce plan vertical. Par le puint d
méne A'R’ paralltle & }a trace verticale £« ; on ¢
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brizontale « o= dowmi: . o comnE: M Tomra y gur &
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La peojecton harissst e €. Ju poini A Grant a¢ trowver sur
1’3#:1(.52&&:“‘ 3 “emmangur,
age 170). lasurherche de cxt:c projecixe s rodua 3 dter-
umer Jo distonse ba_ Or, Sapres o: qavma va  2* 374017 s,
t Pom cemgait kes dreites memers ¢z poini A 3¢ Tespace anx
cimts @, &,Mwpstinae AS . du triange rectangle Aad, sar-
sora Pamgle y aver ic cbbi @b et sera orase 2 A 3. Par comae-
ment , posr canstruire,, sar le plan bxeaostal , le triangic Aad
itud dass Fespace , il suffit de memer por 5 ume dreise v 2oms
'mgle chr=7y, de preadre in=$A . et ér tirer pac 2 ba por-
rendiculaire as a B¢ ; le pied @ d¢ cxit: perpendicsiaire sma
a prejection horissatale chercher da point A. et bt triamck
e sera égl an triangle Ada

Pour comstruire la prowection vertiale a” de A. om cheerve
jue cetie projection doit se trouver sur la perpendicalaire 2¢” &
i figne de terre 7, a une distance de p égale 2 an {page 1R
Dapris ces cbservations. pour construire les protectioes &, o,
|.Pa‘ntA,&nt|euhttanentnrlephnhminh'eni.
sar le point douné A’, on tire la perpendicelaire A'c 2
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borissutslg'est &, k' droise bB' deit étve perpendicedaire 4 la
trace hovisontale at dz plan tel (3* remergue , page 190)
. 2° Cas (fig. 244 ct 245). On connait le robaticsent A°,sur
le plan vertical, dum point A sitné¢ dans un plan L. dont les
traces at, at’, soni domnées ; il s'agit de construise len pro-
jections , a , d, du poimt A.

Des raisonnemens analogmes & cenx doat on a fhait wmge
daus ke 1* cas, conduisent aux comsiructions suivantes :

1™ Méraoos (fig. 244 ). Par le peint domné A°, en tire la
perpendiculaire A°¢’ a la trace verticale af ; par le point ¢,
ol cette perpendiculaire rencontre la ligne de terre xy, om mine
ls perpendiculsire ¢’c 3 x7 et Ja penmlicle ¢4 & of; =
décrit un are de ¢ comme ceatre avec le rayon c'e; est arc
coupe ¢l en I'; on tire la droite 7, et Pon décwit wa asc
de & comme centre avec le rayon connu 5'A”; par le point #/,
ok cet arc coupe 5’7, on abaisse la perpndnculaueid&b’d;
dw pied @' de cette perpendiculaire, on tire a'c perpondios-
kire sur x7, et Von prend pa— a'n; les points &, a, simsi
déterminés, sont les projections demandées du poimt A.
- 5™ Rxmanquz, §i Pon tire par &, ha perpendiculeaird ¥'b i In
Ngoe de terre x 7, l» droite &c devra passer par lopeint &

2° Rxaanqus. Les triangles rectamgles I'c'd’, n'a’t/ ,. pemvent
re considérds comme les 7abatiemens (sur le plan vertidal) des
triengles /b, Ad Y’ (situés dans Pespace) ; Cest-i-direqus, sile
srianglecd' &/ tourneautour du cbté €d’ de Pangle droit ¢/, lossque
Pautre cotd c/c de 'angle droit sera rabattu sar be plan vertieal
fay, les points cet A, viendront respectivement on 7 ¢t enn’.

2* Méranps (fig. 245). On prend un point guelcomeue /
de. la trace hovizontale «¢ du plan faf; on décrit un sre ¥Y,
de « comme centre avec e rayon «f; on tire la perpendice-
hirel’ & la lignede terra x, et la perpendiculuive ¢/ & I
trace verticale «#; la.droife g’ coupe I'arc Ir's en um point L'
qui est le rabattement du pomnt / sur le plan vertical; et b
droite «f’, menée par les pomts «, L", est le rabatiement de
o trace «t sur ce plan vertical. Par le puint donmd A, on
méne A'R’ paralléle & lx traee verticale ¢« ; ow décrit un are
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de « comme cetitre avec le rayon conntt «B’; par le point 5,
ol cet arc coupe la trace horizontale «t, on mbne la pardlble
bd & zy et la perpendiculairebd’ i xy; par le pied 8" de cette
pefpendiculaire, ou tire 5'n’ paralltle & «f ; la perpendiculaire
A"¢ i of, mende par le point donné|A’, coupela droite 5% en
un point & qui est la projection verticale du point A. On
méne par a’,la perpendiculaire d’e & xy; cette perpendico~
laise coupe la droite bd en un point a qui est la projection
horisontale du point A.

Remanque. La droite 4'B" doit ére perpendiculaire & la
trace vesticale af du plan taf.

3¢ Cas (fig. 246 ). On connalt le rabatiement A’ sur le plan
horizonial, dum point A situé dans unplan Z dons la trace
horizontale at est donnée ; on connait aussi Iangle 5 que le
plan Z forme avec le plan horizontal ; il s’agit de construire
les projeciions, a, &, du point A.

La projection horizontale g, du point A, devant se troaver sur
la perpendicilaire A'c & la trace horizontale st ( 3° remargue,
pege 170), la recherche de oelte projection se réduit.a déter—
miner la distance ba. Or, d’apiés ce qu'on a vu (n° 276, '1** cas),
st Pon congoit les droites menées du point A de Pespace aux
points @, &, Phypoténuse Ab, du triangle rectangle Aab, for-
mera Pangle ¥ avec le c8té @b et sera dgale & A’b. Par consé-
quent, pour construire, sur le plan horizontal , le triangle Aab
situé dans I'espace, il suffit de mener par & une droite br sous
Pangle cbr==1v, de prendre bn==bA’, et de tirer par n la per-
pendiculaire na & bc; le pied a de cette perpendiculaire sera
fa projection horisontale cherchée du point A, et le trismgle
nba sera égal au triangle Ada.

Pour construire la projection verticale @’ de A, oit observe
que cette projection doit se trouver sur la perpendicalaire ae’ &
Ia Figue de terre zy, & une distance de p égale 2 an (page 169).

Daprés ces observations, pour construire les projections a, o',
‘du point A , dont le rabattement sur le plan horisontel est A’,
par Ye point donmé A’, on tire la perpendiculaire A'c & la
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trace borizontale donnée «t ; par le point 4,0l cette perpen-
diculaire coupe af, on lire la droite br qui forme avec &c m
anyle cbr égal a Pangle donné 4} on décrit un arc, de & comme
centre avec le rayon connu JA’; du point n, ol cet are
rencontre la droite br, on méne la perpendiculaire nai
be; par le pied a de cette perpendiculaire, on tire ae’ per
pendiculaire sur la ligne de terre x, et & partir du pointp
ob cette’ perpendiculaire remcontre zy, on prend sur pe’
une longueur pd’ égale A an; les points @, a’, ainsi déter-
minés, sont les projections demandées du point A

4® Cas (fig. 247). On connait le rabattement A", sur le
plan vertical A"zy, dun point A situé dans un plan Z dont la
trace verticale at est donnée ; on connait aussi Pangle y' que
le plan Z fait avec le plan vertical yat ;il s'agit de trouver
les projections, a, d , du point A.

Des raisonnemens analogues 4 ceux dont on a fait usage dans
le 3¢ cas, conduisent A la construction suivante: par le point
donné A", on tire la perpendiculaire A“¢’ 4 la trace verticale
donnée «f ; par le point &', ol cette perpendioulaire coupe o,
on tire la droite 5’7 qui forme avec &'¢’ un angle égal A Pangle
donné o’ ; on décrit un arc, de 5’ comme eentre avec le rayos
connu 5'A"; du point #/, ol cet arc rencontre la droite 57,
on tire n'a’ perpendiculaire sur 5'c’; par le pied a’ de cetle
perpendiculaire, on tire une perpendiculaire e sur la ligne
de terre 2y, et & partir du point p, ol cette perpendiculaire

, rencontré xy, on prend sur pe une longueur pa égale & a'n'.
Les points @', a, ainsi déterminés, sont les projections de-
mandées du point A.

258. Quand % planZ , qui contient Ie point A , est perpendi-
culaire & Fun des deux plans de projection , les constructions
des n* 276 et 277 , deviennent beaucoup plus simples. En voici
des exemples :

1* Exemerz (fig. 248). On connaft la projection horizon-
tale, a, dun paint A situé dans un plan Z perpendiculaire au
plan vertical de projection; la trace verticale af du planl
est donnée ; il s'agit de construire, la trace harizontale at
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du plan Z, la |projection) verticale @’ du point A, et les ra-
battemens, A", A’, du point A sur les plans de projection
t'az, tax.

Le plan Z étant perpendicalaire au plan vertical fqr, et le
point aappartenant a la trace cherchée,on obtiendra cette trace
ca menant par le point «, une perpendiculaire «¢ a la ligne de
terre xy (n® 233, 3°).

La projection verticale du point A doit se trouver sur la
perpendiculaire ac’ & xy menée par le point donné a (n° 235);
et il résulte du principe du n° 183, que cette projection est sur
la trace vertieale st du plan Z. Le point &, oz a¢’ rencontre «f,
est donc la projection verticale demandée du point A.

Poar construire le rabattement A" du point A sur leplan ver-
tical {ax, on observe que la perpendiculaire menée de A sur le

_plan vertical est égale a ap (u® 233, 4°); d'ailleurs, cette per-
peundiculaire est dans le plan fat (n°183), son pied est o',
et elle est perpendiculaire a la trace verticale «t’. Par con~
séquent, si lo plan ¢ tourne autour de sa trace verticale of,
lorsqu'il sera rabattu sur le plan vertical fux, le point A se
rabattra sur la perpendiculaire a’d’ & «f, 3 une distance de @’
égale & pa; prenant donc sur a’d’ une longueur a’A* égale
& pa, le point A’ sera le nbattemant cherché du point A
sur le plan vertical Zax.

Paur construire le rabattement, A’, du point A sur le plan
horizontal tax, on observe que le point a étant le pied de la
perpendiculaire abaissée de A sur le plan horizontal tay, si 'on
tire ab perpendiculaire & «¢, la droite Ab, qui joindrait,
dans 'espace, le point A avec le point &, serait perpendi-
calaire sur «t (0® 133). Or, Ab est hypoténuse d’un triangle
rectangle dont les deux cités ab, aA , de Pangle droit, sont
respectivement égaux & ps et a pa'; la distance de A & &
est donc égale & @'s. Cela résulte aussi de ce que les droites Ad,
a’a, sont deux paralltles comprises entre deux paralltles Ad’,
ba. Par conséquent, si le plan at tourne autour de sa trace
borizontale a¢, quand il sera rabattu sur le plan horizontal
taz, la perpendiculaire Ab & at, viendra sur le prolonge-
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ment bd dead, et le) point A se rabattra en um poimt A’
de bd, & une distance de b égale kwd'.

Ainsi, pour construire le rabattement A’ du point (a, &)
sur le plan horizontal, on peut décrire un arc de « comme
ceatre avec le rayon ad’; par le point 7, ol cet arc coupe la
ligne de terre, on méne ume paralitle s i la traee «f, et
par a on tire la paralltle ad i la ligne de terre; les droites
ad, rs, se rencontrent en un point A’ qui est le rebatte-
ment cherché du point (a, ) sur le plan horizontal sax.

2¢ Exsuriz (fig. 249). On comnaft le rabattemens A’, suar
le plan horizontal, &'un point A situé darte le plan taf per-
pendiculdire au plan vertical {ay ; il s'agit de construire les
projections , a, o, du point A, )

Les raisonnemens employés dans le 1™ exemple, comduleent
4 la construction suivante : Pour déterminer les projectioms
demendées, par le point dormé A', on méne des paralidles
A’r, A'f, aux droites tz, xy; on décrit un arc de & comme
centre avec le rayon ar, et du point &, ok cet arc coupe
trace verticale «f; om tire la perpendiculsire a'g k 27 ; cette
perpendiculaire rencontre la droite A’f en a. Les points &, @,
ainsi déterminés, sont les projections demandées du point A.
- 3* Exzurrz (fig. 250). On connaft le rabatsement A, swr
le plan vertical A'zy, Qun point A situé dans un plan saf
perpendiculaire au plan vertical A'xy; il s'agit de cons-
sruire les projections , a, d, du point A. ‘

D’aprés les raisonnemens employés dans le 1°* esempls,
pour construire les projections demandées, on méne Ia per
pendiculaire A°d’ sur la trace verticale af, et du pied o de
cette perpendiculaire, on abaisse la perpendiculsire a'g & 37}
& partir du point p, ok celte perpendiculaire coupe la ligne
de terre, on prend sur pg ume longueur pa==dA". Les
peints d, a, ainsi déterminés, sont les projections cherchées
du point A. _

Remarqus. On opérerait d’une manidre amalogue, si fe
plen qui contient le point A était perpendicutaire au plan
horizontal.
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299 D'apeis o qui préctde, lorsqu’on comnsiira Pune des
jectiows’ d'une conrbe située dans um plan downé , les mé-
thodes indiquies (n® 296 , 5 et 67 cas, eAn® 298), fourniront le
moyen de constrwire successivement les différens peints de
Fautre projection de cstte courbe, et de trouver la position
que prend estte courbe lorsque son plan tourne autour de
Pune do ses traces pour se rabattre sur le plan de projection
qui contient cétte trace. On obtiendra, de cette maniére, la
courhe dams sa'vraie grandeur.

a80. Réciproquement, toutes les fois qu'on connaftra e
rabattement, sur Pun des deux plans de projection, d’une
courbe situde dans un plan donné, les méthodes exposées dans
lesn* 277 et 278, fournirontle moyen de constraire les projec-
tions des différens points de cette courbe sur les deux plans de
projection.

281. Lorsqu’on sawra. résoudre un probligge sur des points
&t des lignes qui sont dans un méme plan, las constructiqns
indiquées (n** 236...298) fourniront ke moyen de résoudre
le méms probleme, quand les données étant dans un plan Z
cannu ds position dans l'ecspace , ne serons déterminées que
par leurs projections sur deux plans reciangulaires. A cet
effet : nous charcherons les traces du plan Z (n°* 245 et 246) ;
nous supposerous ensuite que ce plan tourne awtour de sa
trace horisonlale, pour se rabattre sur le plan horizontal;
nous déterminerons les positions , sur le plan Z, ainsi ra-
beita, des points et des lignes dont les projections étaient
deandes (n° 276). Nous pourrous exécuter sur le plan hori-
zantal, les comstructions qui détermineront les positions res~
peetives des inconnues dans le plan que nous avons rabatte;
enfin, nous concevrons que ce dernier plan tourne autour de
sa trace horizontale, pour reprendre sz position primitive,
et, a laide des consiructions des n 277 et 278, nous en
déduirons facilement les projections demandées des points
et des lignes qu'il sagissait de déterminer. Appliquons ces
considérations générales a des exemples :
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282./'32 Prostiux (fig. 251). Connaissant les projections
des deux.c6tés dun angle situé dans Iespace, on propose d'ins-
crire dans cet angle une droite dune longueur connue €, qui
Jorme un angle connu & avec Lun des c6tés donnés (n® 42).

Soient ab, d'¥/, les projections de Pun des cités donnés, et -
ac, dc, les projections de P'autre coté; les projections a, ),
du sommet A de I'angle formé par les cétés donnés, seront sar
une perpendiculaire  la ligne de terre zy (uv°® 235).

Pour trouver les traces at, «f, du plan Z de Uangle formé
par les cbiés donnés, nous chercherons les points &, ¢, ol ces
cdtés rencontrent le plan horizontal, et les points &, ¢, od
les prolongemens des mémes cdtés rencontrent le plan ver-
tical (n° 244); la droite s, menée parles points &, c,.sera
la trace borizontale du plan Z, et les trois points , &,¢,
appartenant & la trace verticale du plan Z, devront étre sur une
méme droite 7.

Pour déterminer le rabauemau (sur le plan korisontal) des
denz cBtés donnés, mous concevrons que le plan taf de ces
cdtés, tourneautour de sa trace horisontale «f; les points &, ¢,
(ot les cotés donnés rencontrent le plan horizontal ) resteront
fixes, et le sommet A se rabattra sur la perpendiculeire of
4 la trace horizontale a¢, & une distance de g égale & Phy-
poténuse d’un triangle rectangle dont les c8tés de 'angle droit
sont ag et ka’ (n° 2796, 1 cas). Pour construire cette 'hypo~
ténuse, on conduit par a, une perpendiculaire al & ag, sur
laquelle on prend ah=#d; la droite gh est 'hypoténuse
cherchée. On décrit un arc,de & comme centre avec lerayon gk;
cet arc coupe af en un point A’ qui est le rabattement cherché
du sommet A sur le plan horizontal. Par conséquent, les
droites A’ , A'c, sont les rabattemens sur le plan horisontal,
des deux cOtés donnés, et bA'c est la véritable grandeur de
Pangle formé, dans Pespace, par ces cBtés (*).

(*) Cette coustruction s'accorde avec celle qui a été donnée (no 254,
3¢ méthode) , poar déterminer I'angle formé par deux droucs situdes dams
Pespace.
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Pour inscrire dans Fangle bA'c , une droite dont la longueur
soit € et qui forme Pangle & avec le cié A'b, on exécute la
construction indiquée (page 34, n° 42 ) : par un point quel-
conque M de A’), on méne la droite MR, sous 'angle RMA'=¢;
sur MR, on prend MS'==¢, et par S on tire une paralitle
#-0A’ qui rencontre A’c en P’; par le point P, on tire une
paralélle a BM qui rencontre A’ cn Q'; la droite P'Q’ sa=
tisfait & la question, car d’aprh les propriétés connues des pa~
ralitles,om a . :

PQ =8M =(, etlangle P'QA’=RMA’'=2/.

Pour comb-'lure les pm]ectwm de la droite inscrite dany
l'angk formé (dém Te:paéc ) par les c6tés donnés , on obsetva
que le nbl‘tement de cette droite sur le plan horigontal
étaot P'Q, sile plan A’bc tourne dutour de-la trate horizon2
tale’at,, les points b, ¢, resteront fixes; ‘les points A’, P/, (Y’,
dé'cnront dans Pespace ‘des ‘arcs de cercle dont les plam sel
ront perpendiculaires & la trace af. Quand le sommet A’,'dé
Pa nﬁle bA’c, aura repris la position primitive’A - qu'il- avait
dins Pespice, ses projections seront a et o'; les points P, §Y,
viendrorit sur Jes c0tés de 'angle donné, en dés pomu’l’ Q5
don't il ssgit de'trouver les projeétions (p,p’), (¢, 7). l_.é
méthodes du n® 499 (1° cas) serviraient a déterminer ces ‘pro-
)ectlom Mais, on peat simplifier cétte constraction; en effet,
le ‘point P étant sur_le cdté Ac, la projection 'honlbuhlhﬂ,
de P, doit se trouver sur la projection horizontale ac'de Ac,

lonule de P.La pro]ectlon verticale de P devamt e 'llvwd'
sur la perpendiculaire pz’ i la ligne de terre zy (n° 235p, ¢t
sur la projection verticale '’ de A¢, le point p’, oﬁ pﬁreu.
contre a'c, sera 1a projéction verticale de P.
Par une ralson semblable, pour trouver les pro)ect:ons du
point Q, on guru par @ une perpendlcnlalre & at qui réncontre
ab ‘en g; par ¢ on'tire une perpendiculaire & zy, qul ‘ren-
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contre @ ¥ en'¢/;| Jes points g, 9’.-nnﬂe-r~mdm
dées du point Q.

Les droites P9, Pqs ainsi comtmxtm, sont lm polecuus
de la ligne PQ qui jouit des deux propriétés énoncées.

Bxuanque. Pour vérifier si la construction a été foite avec

_exactitude,, on cherchera la vraie grandeur de la droite PQ,
dont les projeclions sont pg et p’q/, cotte longueur devra &re
égale b ¢ (1° 240); et en déterminant langle formé. pur.la

" droite (pg, p'q’) avec la droite (ab, db’), cet magle dowa
dtre égal & Pangle donné & (n° 254).

283. 33° Prosriue (fig.252). Deux droites AB, AC' qui s
coupent en A, étans données de grandeur et de  Bosition., dgns
Fespace , trouver um poing M de deur: plan tel g guc “
droilgs, menées de ce point auz c.ru\! ués A, , ‘
drypites données , forment entre elles des, angfes

Soient, ab, d¥', les projections de I'upe des deux drol 3
nées, et ac,a’c’ Ies pro;echons de Jautre droite;; les tmu T
gues ad, bb et ec’, seront perpendnculau‘es a h llgne de
tarre.v(n" 238), ..

- Rour construire lc,-: traces du plau Jétermmé par lq aeu
va: données , on cherche les points 4, @, ou ces dmttel y lm—
niment prolongéu » rencontrent le plan horuonhl et

lgs points f’ , 4’y ob elles rencontrent le plan yerhml (a° a“\)
13 drojte s, menge psr.les points d,c , eat la trace horpontﬂe
dq plan cherché, et ladroite «f, menée pér les pomta . f"
gyh,trme vertjcale. det;e plan; le point Z’ doit se tmouver. sur

d. . A lJ ‘Iide
-i Pow mmmm k. mbﬁyerqm M’ ﬂlr {fplan Ror{sontal)
dy point M de I espace, gui. jouit de la 2 propridié Mal on

opngoit que le. plan £t jgurne autopr de;sa trace 'hongon
tale #¢;. In construction ingdiquée (n° ,226, 1 ca-f) y la't ‘& dé
terminer les rabattemens A’, B/, C’, sur- le plan hon:ont.l des
plnu A, B, C. La méthode du n° 70 » sert ensuite a Jéher-
miner | Te point M’; & cet effet, on décrit sur les droites
AP, A’C’ des segmens capables des angle: donnés € , o ; ces
segmens se coupent au point M’ demandé, car em tirant lés
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droites' M'A", WS, MC') les angles A'M'B’, A'M'C, mtms-
pectivement égaux aux angles donnés €, .

Enfin, pour construire les projections ,m , ', dumu l(
gwi jouit de la propriéié énoncée, et dont le rabattement sur
le plan horisontal est M’, on congoit que le plan M'B'A'C’
tourne autour de la trace «¢; quand ce plan aura repris sa
Pposition primitive taf, les points A’, B', C', coincideront aves
lespoints A, B, C,et le point M’ prendra dans I’espace une posi~
tion M qu'il shgit de déterminer; I'une quelcouque des mé-
thodes du n° 277 (1 cas), servira & construire les pnieu—
tions m , n?, dw point M demandé.
- 8i l’on fait usage de la 1" méthode, on miners pn h
point M’ une perpendiculaire & la trace wf; parle pm_.u,
od elle rencontre la ligne de terre xy, on tirera une
diculaire & 37 qui reacontre la trace «f’ en &, et 'on menera iA
peralltle & at; du point i comma centre, avec le rayon #%,
om décrira un arc qui, rencontrere (b en un point 44, de g
eamme centre aveo le rayon gM', on décrira un arc qui.vowr
pere gn en p; le pied m de la perpendiculaire abaissée de p
sur gi, sera la projection horisontale du point M Jdowmands,
Pour trouver la projection verticale m’ du point M, on tirera
pear /. ume pienpendienlaive & xy, et & partir du point » od
elle;renéontre iy, ob prlgn sur cetts 'perpendicuhim b
langnenr rm’ =imip; o8 qui déterrmineyu le point m’

Si la construction a 616 faite avek gxactitude, le point m’-sers

suiv I projectiok verticale ks.de Fintstwectidn des pans tar,

&k ; at.en cherchant lds-amgles formés gar ladroite(med jVulaf),
aveciss deus divites (o ,.4id' ), (@03 &/ ), ses anglds davennt
m.-poﬂnnent égnn aux anglal deands: C, . (n'!l‘ﬂ‘)..;

ol
_, 284 .wrmm (fig 353). Par up peint B, donnd dagg 4
plandcdeutpanlkkc & 1, dont les projeciions sont connyes,
mener yne_droite telle que IapqrueQR de gette drove cam-
p(ncennmpmlléla s0it dune longueur donnée &, .
Soient, ak, #¥, Jes ym;oetwmdal et cd, c'd, lppro-
eq.gomdalapurgllelel'l
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Pour ' déterminer les traces at, of, du plan des parelRles
I, I, on cherche les points a, ¢, &, d’, oh ces paralkles
rencontrent- les plans de projection (n® 244); les droites me-
nées par ces points sont les traces demandées; elles passent
par un méme point « de la ligne de terre 2y (a® 230).

Le point douné P étant dans le plan des paralltles,'Z, 7',
on ne peut prendre arbitrairement que Pune de ses denx
projections ; soit p la projection horizontale donnée du point P.
~ Pour treuver la projection verticale p’ de P, on pourrait
menet :par p un plan verticsl quelconque (n° 248); mais comme
le rabattement du point P sur le plan horizontal, devra s
trouver sur la parpendiculsire gh & o, menée par p (3° re-
margue, page 1170), on simplificra la construction en ‘prenant
gh pour la trace horizontale du plan vertical mené perp;
I trace verticale de ce plan sera la perpendiculaire AN i xy
menée par kb (n° 233,3°). Le point P ‘éant dave chacun. des
plans gh#', taf’, la projection verticale p’ de P -devrase trouver
sur la’ projection verticale ¢'A’ de-Pintersection de ces dews
plans (n° :4:) et sur la perpendiculaire & xy menée. parp;
le point p’, ol cette perpendiculaire rencontre ¢'%’, aeu'.ﬂo-e
la‘projection verticale demandée du point:R.:r, i1 .., ..

‘Pour construire le rabattement ¥ .dn point.-B, sur. le plan
horizontal , on méne par p une perpendiculuire i gh, sur ls-
quelle on predd pf = np’; Parc décrit-da point ¢ comme centre
avec la rayon ¢f, coupe gk au: point P/ -demandé -l ;-
.:Rour trouver les rabattemens {sur le plan horizontal) des
pavalities 1, ', on.observe que dans la rotstion ‘du. plan i
Butour: de sa. trace’ hovizontale s, Jes points a;. ¢, ol ces
pafalldiés rencontrent le plan horisontal, restant fixes, il
suffit de déterminer le rabattement (sur le plan borizontal )
Fih' Hatre pomt"db Pk’ de- ces parallilésy afin dé- mph—
fiek'ta construchon Mus éher&mnh‘ Yo' ‘rabrttéméhf ‘du
pofit @’ od “la diolte (e, ¢d") rénicontre le plai® Vertival;
ce u!nttement devant se trouver ‘suf g perpeudictﬂau‘e an
a at(dd’ ést perpendlculalre sur zy)'} ume: Jistant:& de e égale
3 ad’, Parc décrit de 2 comme centrd aveé le' rayon «d’,
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coupers dm ‘en/ un 'point- D’ qui sera le rabattement cher-
ché du point d'. Ladroite ¢S, menée par les points ¢, D',
sera le rabattement de la droite (od, ¢d’), surle plen hori-
zontal, et la parall¢le oK & cS, menée par-a, sera le ra-
battement de la droite (@b, a'd’).

Pour déierminer le rabattement de la sécante demandée
(ur le plan horizontal), il suffit de mener par le point P’
une sécante telle que la partie comprise entre les paralléles
¢S, aK, soit égale a la ligne donnée & (n° 45); a cet effet,
d’un point quélconque V- de ¢S, pris pour centré, et avec le
rayon &, on décrit un arc qui coupe aK en un point H;
la peralltle PR’ & la droite HV, jouit de la propriété de-
mandée, car les paralldles comprises entre paralliles étant’
égales, on a Qll' HV =4,

Pour construire les projections de la sécante demandée,
on, congoit que le plan P'at, des paralléles aK, ¢S, tourne
autour de la trace a#, pour reprendre sa position primitive

. i ; le point P’ viendra en P, les paralitles aK , ¢S, pren-
dront les positiops , I, et les points Q, R’, viendront sur les
paralidlen., Z,.en des points Q, R, dont il sagit de trou—
ver les projections (¢, ¢), (v, ). )

La projectioa horizontsle ¢, du point Q de Z, devra se
trouver suy. Ja. projection horizontale ab de I, et sur la per-
pendiculaire & 42 menée par le rabattement Q de Q (3° re-
margue, page 190); le point ¢, ou cette perpendicaulaire ren-
contre @b, sers donc la projection horizontale demandée da
point Q. La perpeadiculaire & zy, menée par ¢, rencontrera
la._projection vesticale a’d’ de £, en un point ¢’ qui sera la pro-
jection verticale du point Q..

On opérera d'une maniére semblable ; pour trouver les pro-
jections r, #, du point R.

Quand la construction sera bien faite, les points p, ¢, r,
seront en ligne droite, ainsi que les points p’, ¢, 7'; les droites
P9y P 'q'r', sevont les projections de la sécante demandée, et
la vraie grandeur de la droite (gr, ¢'r') sera égale a & (n° 240).

Rmunqus. Lorsque la ligne donnée & sera plus grande que

Géométrie. 13
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Ja-perpendiculaire VF 'abaissée du point V sur-akK, ‘Pdiv-dé-
crit de' V comme centre avec le rayon &, coupera  aK en un
second point G; et la paralitle & la droite GV, menée par P,
déterminerait une seconde sécante dont la partie comprise
cntre les paralitles aK , cS, serait égale i &; ce qui fournirait
une secomdle solution de la question proposée. Lorsque & sera
égal A VF, le probléme n’sdmettra qu’une solution. Eufin,
si &est moindre que VF, le probléme sera mpouil:le.

285. 35° Promiuz (fig. 254). Trois poinis A, B, C, éwll
donnés , dans Uespace, on propose de détermmcr s vraie
grandeur de la circonférence qui passe par ces trois points , et
de construire les projections des différens points de cetie courbe.

Soient (a, 4'), (b,58') et (¢,C), le.pnpctmndm
des trois points A , B, C, situds dens Pespace. = -

La eonstruction du n® 245 sert & déterminer-les traces -t,
ot , du plan qui passe par lecpomu A,B,C.

Ou congoit ensuite que le plan tat’ tourne autout' 44 en trace
horisontale at, et la coustruction indiqaée (n® 276, 1* -cas)
donne les »abattemens A', B, C', (curleplan honma’a),
points A, B, C. .

11 est alors facile de trouver k centre 0’ de laemw
qui passe par les points A', B, C', et de d¥erire célté courbe.

Pour donstryire les pmjectt'om dc.o différens posnts de la
circonférence qui passe pur les points A ; B.,G ;%on- congoit
que le plan A’B'C'a tourne autour de la trace horitontifle «z, et
qu'il reprend- m positien primitive twt*; le centre O, ut tous
les points Y, E', ', eto, , dela ducoﬂhreneeA’B’C’ Mt
desarcs de cercle dont les plans sont perpendicutaires & wf; les
points A, ¥, C, viennenten A, B, C; les antrerpmnt:d
D, E/,F’, etc., viennent coincider avec le centre ‘O et ‘avec
des points D, E, F, etc., dela circonférence qui passe par les
points A, B, C, de Pespace; I'uue quelconque des' denx mé-
thodes exposées dans le n® 297 (1% ¢as), fournit le mioyen de
construire les projections (0,0'),(d,d"), (e, e’), (f,./*),eikc.,
des points O, D, E, F, etc. On obtient, de cette*mignitre,
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les diffirens pmb des'courbes qui sont les projectimude Ia
circonférence qui passe par les points A, B,C..
1™ Raxaaque, Oa n’a conservé dar Pépure.queles lngnu qm
ont servi & construire- le rabattement A’ 4u point (s, a’),
et les projegtions d, d’, anomthmtleuhaamu
sur le plan horizontal est D’. . . -
2* Bnusgus. La, constzaction pnﬂdnwfurnt wow see
condemnndne de trouver le centre § de la:sutface sphé-
rigue qui .passe per quatre points''A,.B, G, D, dont les
Projectigny. soné- donndes (n® 264), .On gharche- Jes. projections
0. 0'ydn, coates.O de lacincbnfirknes qui passe par-les peints
A: B, G..Le centre S de Ja. sphixe dovant dtbe- égulieyent
distant des. paints A, B, G, la perpendiculaire / an. plan
AEG, mqnée par ‘O, pascra paz le centre S (n° 140)5 -on
obtiendxa. lea projections de cetle perpendiculaire an imenant
per.o. et o dps perpendiculaive aux traces du plam’ ABC
(»° 250). Qo déterminera de méme les prefjections py p/,
du.centre P de la. circonférence qui passe par. kes poinds A, B, D,
et'les. projections dg: In perpendiculaire #-au.plan ABDy'ménée
par P. Les droites I, I’, so: couperent au point § demand§,
Les. nmmm ﬁormmtala des dyoites i, #, se revgéntreront
en: mp paint s qui sera la projection berizentale decentte S}
et lea projectiqny verticales des draites Z, I y.a réncesitreront
en un point & qui sera la projection nl\ticah «du ceutre §.
Si, la, congfruction a été faite avec exactitude, la droite s
sera—perpendmulalrc swr la ligue de terre (n° 236).. De plus,
e plan, Q des droites Z, I, étant pevcpandwuhnre & chagun
dqs plans ABC, ABD (n°.1Bo), sera aussi perpendiculsire &
leur ‘ntgued,mn AB (n° 186); des traces.du..plan Q) devvont
donc étre respectivement perpendlcnlalres aux propohoﬁ. de
la droitg. AP (0° 237). e
286. 36° Promydux (fig. 255 ).. Tmupoma .A B(, G-, édeant
dpané.c dans Lespqce, on propose-de construire le cercle ins—
erit dans le triangle formé par les dipites qui joignent ces
trois poinis , ¢t da_grouver les. pm;mmm dc la ciréosférence
de ce cercle. C v
13..



198 GEOMETRIE

point 8 ‘'décrit, dans-le'plan horizontal, un arc de cerce
dont le centre est ¢ et dont le rayon est ca; les points A,
B, décrivent, dans I'espace, des arcs paralléles au plem ho-
rizontal, dont les rayons sont égaux & ca; les projections ver
ticales de ces arcs sont paralicles i la ligne de terre ay. Enfin,
lorsque le plan qui pasme per la verticale Cc a pris ume po-
sition paralitle au plan vertical ¢’xy, m trace horisontale
est la paralldle cd & xy, le point a vienten m, sur od,d
la distance cm = ca; la verticale aAB vient coincider avec
la verticale menée par m et dont la projection verticale est
la perpendiculaive mg’ & xy; la vircomférence du grend
cercle de la sphdre situé dans le plan Cca , devenant parelidic
su plan vertical c'zy, sa projection vertioale sera la circen-
férence ¢'m’s’ décrite de ¢’ comme centre avec le rayon R
de la sphére. 1! suit de 1b, que les points ', , ok la per-
pendiculaire mg’ a zy rencontre la circonférence 9'm's,
sont les projections verticales des points M, N, o la ver-
ticale élevée en m rencontre la circonférence du-grand cercle
de la sphere situé dans le plan Ccd. 8i ce dernier plan tourne
autour de la verticale Cc, pour reprendre sa position primitive
Cca, 1a vérticale mMN viendra coincider aveela vertiale aAB,
les points M, N, décriront des ares pareileles au plaw -horis
zontal, dont les projections verticales serorit les paralibles m'%,
n'¥, 4 zy, et les points M, N, viendront en ‘A: 6t B; i=
projections verticales demandées des pomts A; B, doivent donc
se trouver sur les paralltles m'A’, ”'k’. Mais ces préjections
sont aussi sur la perpendiculaire ae’ & zy; les points a';4’, oh
cette perpendiculaire coupe les paralltles m'A’y n'%’, sont done
les projections cherchées des points A, B de: h tnrfme
sphérique. - ¥

Ainsi, pour construire, par cette seconde méthode; &= pro-
jections wverticales des deux points de la surface sphérique
- dont la projection ‘horizontale est le point donné, @, on dé-
critun arc, de ¢ comme centre avec le rayon‘ca; cet arc coupe
la pnmlléie od & la ligne de terré zy ; en'un pomt m ; on tire
la perpendiculaire mg’ & zy; par les points m, o', ot cette
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perpendiculaire rencontrela circonférence décrite de ¢ comme
centre avec le rayon de la sphirc, on meéae des paralltles
m'K, n'k', & xy; ces paralliles coupent la perpendiculaire ac’
a zy, en des points a, &', qui sont les projections verticales
demandées des deux points de la surface sphérique dont la
projection horizontale commune est a.

288. 38° Prosviuz (fig. 258). On propose de construire le
plus court chemin d’un point & un autre, sur la surface dune
sphére dont le centre (c, c') et le rayon R sont donnés.

Soient a et b les projections horizontales des deux points
de la surface sphérique. La verticale élevée en a rencontrera
la surface sphérique en deux points dont on déterminera les
projections verticales'a’, &, par I'une quelconque des deux mé-
thodes du n°® 287 (on a fait usage dans la figure 258 de la
2® méthode ). On construira de méme les projections ver-
ticales &', ¢, des points de la surface sphérique dont la prn-
jection horuonhle commune est .

Cela posé : pour déterminer le plus court chemin (:ur la
:phém) du point (a, &) au point (b, V'), on observe que
cette ligne étant Farc de grand cercle qui joint ces deux
points (n® 20g) , la question se réduit a construire les pro-
jections de cet arc. Pour y parvenir, on cherche les traces
«t, &'t’, du plan qui passe par les trois points (@, a'), (0,0,
(¢, ¢), (n° 245); on congoit ensuite que ce plan tourne
autour de sa trace horizontale «t, et 'on construit les rabat-
temens A’, B’, C, de ces trois points sur le plan horisontal
(@° 276, 1™ cas); si la construction a été faite avec exacti-
tude, les distances de C' aux points A’, B’, seront égales au
rayon R dela sphére; arc AM'B, decnt de C’ comme centre
avec le rayop R, sera le rabattement, sur le plan horizontal,
du plus conrt chemin demandé. Pour comstruire les projec~
tions de cette ligne, on concevra que le plan C'w¢ tourne
autour de la trace «¢, pour reprendre sa position primitive
Cut; Parc A’M'B, viendra coincider avec 'arc de grand cercle
qui joint le point (a, @) au point (b, ¥'); et l'une quel-
conque des méthodes du n® 277 (17 cas) servira a déter-
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miner \Jes/\projections_(m, m’), (n, n'), etc., des différens
points, M, N, etc., de ce dernier arc.

289. 39° Prom.iux (fig. 259). Connaissant la projection hori-
zontale , a, dun point A situé sur une surface de révolution
dont l'axe et la génératrice sont donnés, construire la pro-
jection verticale, d&, du point A de cette surface.

Nous supposerons que Paxe de la surface de révolution est
vertical et que tous les points de la génératrice sont dans un
plan qui passe par I'axe. Tout plan conduit par P'axe, coupera
la surface de révolution suivant une ligne qui sera égale 3 I
génératrice; chaque point de la génératrice décrira un arc
de cercle dont le centre sera le pied de la perpendiculaire
abaissée de ce point sur I'axe et dontJe plan sera horizontal;
de sorte que la projection verticale de cet arc sera une paral-
1éle a 1a ligne de terre zy.

L’axe étant perpendiculaire au plan horizontal, sa projec-
tion horizontale est un pointc, et sa projection verticale est
la perpendiculaire ¢f” & la la ligne de terre zy. Cela posé : si
Pon congoit un plan Z qui passe par Paxe et par le point @, ce
Plan coupera la surface de révolution suivant une génératrice;
Ja verticale élevée en a, rencontrera cette génératrice au
point A dont il s'agit de trouver la projection verticale a’. On
obtient cette projection  Paide de raisonnemens semblables &
ceux dont on a fait usage dans la 2* méthode du n® 287; on
congoit que le plan Z tourne autour de axe de révolution ;le
point a décrit, dans le plan horizontal, un arc dont le centre
est ¢ et dont le rayon est ca; le point A décrit, dans Pespace,
un arc horizontal dont le rayon est égal a ca. Enfin, lorsque
le plan Z a pris une position paralléle au plan vertical de pro-
jection, sa trace horizontale est la paralltle cd & 2y, le pointa
vient en m, sur c¢d, & la distance cm=ca, la verticale aA
vient coincider avec la verticale menée par m et dont la pro-
jection verticale est la perpendiculaire mg’ & 27 ; la généra-
trice, sitaée dans le plan Z, ayant pris une position paralidle
au plan vertical de projection, sa projection verticale ¢'m’s’
est connue, car elle est égale a cette méme génératrice. Il suit
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de 1a que le'point' m')ouCla perpendiculaire mg’ & zy, ren-
contre la génératrice ¢'m’s, est la projection verticale du
point M, ob la verticale élevée en m rencontre la génératrice
située dans le plan vertical conduit par cd. Si ce dernier plan
tourne autour de Paxe de révolution ; pour reprendre sa posi-
tion primitive Aac, la verticale: WM viendra coincider ‘aveo
la verticale aA ; le point M décrira un arc horizontal dont la
Pprojection vertioale sera la paralléle m'A’ & 2y, et M viendra
en A. La projection verticale du point A doit donc se trouver
sur Ja droite m'k’. Mais cette projection est aussi sur la per-
pendiculaire ac’ & zy. Le point &’ d’intersection de ces deénx
droites sera donc la projection verticale demandée du point A.

Ainsi, pour construire la projection verticale du point A,
dont la projection horizontale est le point donné, a, on dé-
crit un arc de c comme centre avec le rayon ca; cet arc coupe
la paralitle cd & la ligne de terre xy', en un point m; on tire
la perpendiculaire mg’ a zy; par le point m’, ou cette per-
pendiculaire rencontre la génératrice ¢'m’s’, on méne m’A’ pa-
rallele & zy; cette paralltle coupe la perpendiculaire a¢’ a zy,
en un point @ qui est la projection verticale cherchée du point A
de la surface de révolution.

1" Remarque. Le probléme du n® 287 n’est qu’un cas par-
ticulier du probléeme général que nous venons de résoudre ;
car la sphére peut étre engendrée par un demi-cercle qui tourne
autour de son diamétre.

2* Rzmarquz (fig. 260). Lorsque la génératrice est une ligne
droite, qui passe par un point fixe (¢, c’), de P'axe vertical de
révolution et qui forme un angle constant y avec cet axe, la
surface de révolution devient un céne droit. Le plan, mené
par l'axe parallélement au plan vertical c’zy, coupe la sur-
face du cOne suivant une génératrice qui forme I'angle ¥ avec
P’axe; on obtient la projection verticale de cette génératrice,
en tirant par le point ¢’ une droite ¢’s’ sous P'angle gc's’ = 7.,
Le plan horizontal coupe la surface du cone saivant une cir-
conférence dont le centre est ¢ et dont le rayon est égal & gs’.

La construction qui vient d’étre indiquée fournit le moyen
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detrouver laprojection verticale @', du point de la surface du
cdne dont la projection Liorizontale est le point donné e.

2go. fo* Promiuz. Connaissant les projections (a, s),
(%, ¥, (c, ), (d, d’), (e, €), etc., de plusieurs poirs
A, B, C, D, E, ew., de lespace, reconnaitre &i tous ls
poinis A, B, G, D, E, etc., sont dans un méme plan.

On cherchepa d’abord les traces du plan P qui passs par
les trois points A, B, C (n® 245). Par la projection verti-
cale & du point D, on concevra une perpendiculaire au plan
vertical de projection, ot Fon déterminera la projection ho-
rizsontale du point de rencontre de cette perpendiculaire aver
le plan P (u° 247); pour que le point D soit dans le planP,
il faut et il suffit que la projection herisentale de D (ainsi
déterminée), coincide avec la projection donnée d.

Qa recovnaitra de méme, si le poiat E est dans le plan P;
et ainsi de suvite.

I ——

NOTES.
Note sur le n° a4a.

ag1. Les consuuctions indiquées (n® 342) pour déterminer Vintersection
de deux plans sont en défaut, lorsque les txaces de ces plans passent par
un méme point de la ligne de terre, et lorsque los traces horizontales o
verticales se conpent en un point qui sort des limites de Ja feaille sur la-
quelle on veut tracer I’épure. Dans ces deux cas, pour trowser Jimter-
section des plans dont les traces sont donnces, on coupe ces plans
par un plan auxiligire que l'on dispose de manitre que ses intersece
dons avec les denx plans donnés se rencontrent en un point dont les
projections ne sortent pas des limites de I’épure; ce point appartient i
I'intersection demandée.

1er Cas (fig. 261 et 263). Soient at, af/, les traces do 'an des plans |
et «T, «T’, les traces de I'autre plan. Ces plans passant par le point a,
es projections de leur intersection passeront aussi par ce point; il safft
Mdone de- trouver les projections d’un autre point de cette intersection.

1ve Mirmone (fig. 261). On coupe les plans tat’, T«T, par un plan
auxiliaire ¢€c’. On construit les projections bd, ¥d’, de I'intersection di’
des plans cC¢/, tal’, et les projections eg, €g’, de [intersection ge’ des
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plans ¢6c’)/TT!.) Led droités |8d, eg, se coupent cn a; les droites V',
c’g’, se coupent en «’; ot les poinis @, &', ainsi déicrminés, somt les
projections da point de rencoatre des droites d¥/, gd, le point (a, a’)
appartient A Pintarsection demandée des plans tat’, Ta'l'. Les droites «f,
af’, menées du point « aux points a, &', sont les projections de Pinter-
section des plans 1at/, TaT’,

a¢ MérmooE (fig. 262). Par un point quelconqae € de la ligne-de terve xy,
ou mine un plan V perpendicniaive  cette ligne; da wave borizoniale du
plan- V est la perpemdiculaive Cc & x5, ot sa trace verticale est Ja perpen-
diculaire £o’ hzy. La plan V coupe les, plans tat’, TaT', suivant deax
‘droites §, &’; et ces droites se rencomtrent en un point A qui appartient 4
Dintersection des plads tat’; TaT'.

Poor obtemir-les projections du point A, on cowgoit d’abord que ke
plan V somrne autowr de sa trace horizontale Cc, ct 'on cherche las ra-
‘basemens dB’, gE', dos intersections J, 2, str le plan horizontal cCy; les
droites dB/, gE, se coupent en un poiat A’ qui est le rabattement de A ;
et Ponen dédait facilement les projoctions du point A. Nous allons exéeu-
ter. cea consiructions.

Liintersection des plans o', taf’, est la droite I, qui rencontre le plan
bokizontal en d, et Je plan vertical en #/; cette intersection est donc P’hy-
potéanse d’um niangle dont les deux cotés de 'angle dreit sont Cd, Cb'.
De méme, la droite. , qui zcacontre les plans de projection aux poinats
&> &5 est Phypotinmee da trianglc dont les dcux cdtés de I'angle droit
sont (getle’. '

.8i leplan V tonrme antoor de sa trace hiorizontale o, les poins 4, g,
des droites J, ' sestéront fixes ; les points &, ¢/, de ces droiles, décrivant
dansle plan vertical ¢’Cy, des arcs dont le centre comurun sera $ et dont es
ghyoms serant §¥, €' ; Jos points B, E, oh ces aros coupent la ligae de serre,
seront les nhlnunu des points ', ¢, sur le plag horizontal ¢y ; et
par siite, les droites dB/, gE’, seront les rabatiemens des intessections
4, ¥. Ls point A’; ot les droites dB’, gE', se rencontrent, seradonc le
tabattement de I'intersoction A des lignes £, 2.

‘Eufin, ol le plan «{y tourne autour de la trace Cc, pour reprendre sa
Qmilioa ¥, perpendiculnire & xy, les droites dB’, gE, viendrout coincider
avec les intersections Z, ; le point A’ viendra coincider avec le -point A
dont la projection horizontale scra le pied a de la petpondicalaire abais-
sée de A’ sur Ia tmce Co. La distance Az, da point A au plan horizontal,
#tant ¢gale-d A'c, on obliendra la pm]ouion'urtienln-a! de A, en pro-
nant sur Cc’ une longueunr Ca’ = aA’.

Ainsi, pour ogastruire , par cette seconds uétiode les pm)ccaom
de lintersection de deux plans tat’, TaT', qui passent par un méme
point « da la lignade terre xy, op lire une perpendiculaire
cd A xy, qui rencoyie les draites at, «T', zy, «t, «T, en des points ¥/,
e, ¢, d, g; on décrit des arcs de ¢ comme centre avec les rayops €V,
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Co’; cus 'ares/ rencontrent laligne do'ierre en des points B, E'; par le pist
A’ d’intersection dcs droites dB’, gE', en tire des perpemdicehirs A's,
A’p, aux lignes €c, Cy; oum décrit un arc de € comume centre aveck
rayon €p; cet arc rencontre la droite (¢’ en a’. La droite af, meaés m
fes points &, a, ext la projection horizontaie de linterscction des plm
ta?, TaT'; et la droite «f”, menée par les points «, o, est In projectin
verticale de cette méme intersection.

3¢ Cas. 17¢ MiTnooe (fig. 263). Soient, af, af, les deux traces def'm
des plans donnés, et CT, €Y, los deux traces de P'antre plam. La positin |
du plan agxiliaire V dtant arbitraire, mous le supposerons paraiic as pia
vertical de projection ; sa trace horizontale sera une paralldtle od & la ligne de
terre xy ; il conpera les plans tef, TCTY, suivantdes droites I, ¥, quicon-
courront vers us méme point A de l'intersection demandée des plams e/,
TCT’. Les droites I, ¥, rencontrent le plan horizontal aux points ¢, 4,
dont les projections vcmales-ont les pieds ¢’, o', des perpendiculsirs
menées des points ¢, d, lnr:j,deooruqln les points ¢/, &, lm- ‘
tienment respectivement aux projections verticales des droites £, £°. Mas
les lignes I, V, ¢étant respectivement paraliiles aux traces verticales o,
€T (n° 153), leurs projections verticales sont aussi paralldles & ces mémn
traces (n® 223); on obtiendra donc les projections verticales des drois
1, ¥, en couduisint par ¢’ et & des panalitles g/, ¥, aux traces v
ticales «?, CT'. Les droites g’y ¥/, se rencontrent en un point & @
est la projection verticale d'un point A de Pintersection des plans taf,
TCTY. Le point A étant dans le plan vertical V dont la trace horizoatse
est cd, la projection horizontale de A est sur od; la pcpendicuhmi:j,
menée par @, rencontre cd en un point & qui est In projection horizoa-
tale da point A (n® 235).

Ainsi, pour trouver les projections d'un point de lintersection de
plans tat’, TC1Y , on tire une paralidle quelconque i la ligne de terre xy;
par les points, ¢, d, ol cette paralldle rencontre les traces horizontales o,
€T, on méne des perpendiculaires A xy, ct par les pieds ¢, &', de o=
perpendiculaires, on conduit des paralitles ¢’g/, d'F, aux traces vert-
cales at’, €T’ ; par le point d’intersection a’ des droites c'g’, d'K’, on tire
une perpendiculaire & xy' qui rencontre cd ena; les points o/, &, aind
déterminés, sont les projections demandées d’un point A de Vintersection
des plans tet’, TCT.

On trouvera de méme les projections b, ¥, d’an second point B de
Vintersection des plans tet/, ‘TCTY, en menant un autre plan paraliRie an
phn vertical de projection.

" Les droites ab, a'¥, indéfiniment prolougées, serout les pm;ecuons de-

dées de I’int ion des plans tat’, TCT".

On pourrait aussi déterminer les projections de intersection des plans

tat’, TCLY, en coupant ces plans par demx planl auxiliaires paralidles au
plan borizontal.
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RexanquE; Pour| gulan plan anxilisire , mené paraliiement A 'nn des
plans de projection, détermine un point de I'intersection des deux plans
donnés, il faut et il suffit que ce plan auxiliaire coupe les deux traces ho-
risontales ou verticales des plans donnés suivant des lignes dont les pro-
jections verticales ou horizontales se reucontrent en un point qui ne sorte
pos des limites de la fenille sur laguelle on veut tracer Pépure. Lorsque
Jes traces des plans donnés seront disposées de manidre qu’aucan plan aunxi-
lisire, parallkle A I’'un des plans de projection, ne pourra satisfaire A Ia
condition que nous venons d'indiquer, il faudra recourir A la méthode
suivante :

2¢ MftmooE. Par la ligne de terre xy (fig. 26§), on méne un plan avxi-
liaire quelconque ; il conpe les plans dounés taf, TCTY, snivant denx
droites aK, CR (sitnées dans ’espace), qui passent respectivement par les
points connus «, €, et qui se rencontrent en un certain point M de l'in-
tersection chesrchée AB des plans tat’, TCT’. Pour trouver un autre point
de chacune des droites «K, CR, on méne arbitrairement nn plan V pa-
ralléle au plan vertical de projeciion; sa trace horizontale est nne paralldle
pq & xy (o° 230); il coupe le plan «MC suivant une droite PQ qui est
panalléle  zy, car pg étant paralléile A xy, si par un point quelconque
de Pintersection PQ des plans PQxy, PQpq, on tirait une paralidle d 2y,
cette droite, qui serait aussi paralléle 2 pg (n® 136), serait tout entiére
daus chacun de ces deux plans (n® 123). Le plan V rencontre les droites
«K, CR, en des points E, F, situés daus I'espace. Chacun des points
¢, E, se trouvant i la fois dans le plan PQpg et dans le plan t«t’, la
droite ¢G qui passe par ¢ et E, est l'intersection de ces deux plans. Cette
interseclion est paralikle A la trace verticale at’ du plan tat’ (no 153).
Par une raison semblablc, la droite JH, meuée par les points d, F, est
I'intersection des plans PQpg, TCL', et cette intersection est paralitle &
la trace verticale T du plan TCT".

Nous allons faire voir, dans la figure 265, comment on pent construire
les projections des droites PQ, ¢G, dH (fig. 264), situces dans I'espace;
nous en dédnirons succéssivement les projections des points E, F, oh la
premiére droite coupe les deux antres, et les projections des droites «K,
€R; les droites «K, CR, se rencontreront en un point M qui appartien-
dra b lintersection cherchée des plans tat’, TCT.

Les droites PQ, ¢G, dH, étant dans le plan vertical dont la trace horizon-
tale est pg, leurs projections horizontales se confondent avec cette trace.

La droite PQ éant paralléle & la ligne de terre xy, sa projection ver-
ticale est parallkle & xy (n° 223). D’aillears, chacun des plans M«(,
EFcd, pouvant prendre une infinité de positions, il est facile de les dis
poser de maniére que les projections da point M ne sortent pas des Jimites
de la feuille sur laquelle on trace I’épure, et une paralitle quelconque p'q’
2 a2y peatétre considérée comme la projection verticale de la droite PQ.

On vient de voir que les droites ¢G, d H, sont, respectivement paral-
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{ pages976) et)197); & cet cffet, on tire pay g, la perpendiculaire grA $
et la perpendiculaire gH’ & gr; par le pied r de la perpendiculaire ¢
on méne la dioite rK, sous Pungle grK =¢; les lignes gH’, /K , se conpe
cn un point m; on décrit un arc du point g comnie cenire avec le ray®
connu gm ; cet arc rencontre la perpendiculaire gA 3 xy en ua point a gi
apparlient & la truce pZ’ demandée. On trouvera donc cette trace ent-
rant ane dioite par les poinis connus p, n

Le point ' devant se trouver sur Parc f8F* et sor In trace pZ’, sen
déterminé par Iinterscction de ces deux lignes.

Enfin, si I'on concoit que le plan CSB tourne autour de sa truce bo-
iizontale SB, pour se rabattre sur le plan horizontal Sxy-, Jes distancss
du point F’ (de SC) aox points fixes S, p, ne changeront pas; et comme
on vient de voir gne la premidre de ces distunces est égale & f°S le point ¥
se rabattra, sur le plan horizontal, en un point f/ qui scra déterminé
par Dintersection des arcs déciits des points S ¢t p comme centres avet
les rayons connus Sf, pk’. La droite SE', menée par les points S, f',
sera donc le rabattement de ’aréte SC sur Je plan horizontal , et Paungle
BSE’ sera ¢gal & I'angle cherché a.

Lorsque lcs données , b, c, €, sont telles qu'on les a supposécs dis
la figure 367 , 1a circonférence, de'criu: de g comme centre avec le rayon £.
coupe la droite pZ'’ en deux points F/, F*; les circonférences décrites de?
comme centre avee les rayons pl/, pF*, coupent la circonférence décrite de$
comme centre avec le rayon §f, en des points f°, f";eten tirant les droites
Sf’F/, S/“E", on obtient deux solutions dans lesquelles les valeurs de
troisitme face a sont BSE' ct BSE". De sorte que les données, & ,¢, ¢,
appartiennent A deux pyramides différentes.

I st facile de voir que ces raisounemens conduisent A la construction
indiquée dans le n° a7a.

ReEMARQUE. Aprés avoir trouvé le point FY, od Paréte SC perce le plin
vertical F/2y, on peut faire usuge de la méthode du n° 276 (1er cas)
pour construire Je rabattement f7 de F’; car le pied ¢ de la perpendiculaire
abaissée de F” sur xy ctant la projection horizontale de F’, Je rabattement
de B’ sera sur la perpendiculaire vd” 2 la trace horizontale SB du plan F'SB
(puge 150, 3% remarque) ; ct comme d’aprés ce qu’on a va ( page 16g}, Ja
distance de d 3 F’, cst 'hypoténuse d’on triangle dont les deax c6tés de
Pangle droit sont vd et vF”, pour obtenir cetie distance, on décrira un arc,
du point v comme centre avec le rayon ¢F’; cet.arc coupera la perpendi-
calaire vq A v’y en I ; la distance dF” sera égale & 'hypoténuse dk ; et Parc,
décritde d comme centre avec le rayon dk, rencontrera dd’ au point f’
demandé.

Les angles plans a, 3, ¢, ctant connus, le procédé du no 268 ser-
vira A construire les angles diédres a, .

FIN.
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