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SLHM I IHN

Mathematische Yorlesungen iiber die Methode der
Integrale und anderes. ‘

Erste Vorlesung.
Uber die Natur und die Berechnung der Integrale.

Wir haben im vorigen*) gesehen, wie die Differentiale
der GréBen zu finden sind. Jetzt werden wir umgekehrt zeigen,
wie die Integrale der Differentiale gefunden werden, d. h.
diejenigen GréBen, von denen die Differentiale herrithren. Nun
ist schon aus dem oben Gesagten bekannt, daB dz das Diffe-
rential von « ist und xdx das Differential von {2 oder {22
oder — einer konstanten Grofle, z2dx das Differential von {3
oder 42® -~ oder — usw. und x3dx das Differential von {4 -
oder — einer konstanten GrdBe, ebenso auch

adx das Differential von ax usw.

axdxr » » > lax? >

axldx > » » tax® >

axddxr » » > taxt >
usw.

Hieraus Lilt sich folgende allgemeine Regel bilden:

axPdz ist das Differential von p a T P+,
Wenn also von irgendeiner Differentialgrofle das Integral zu
nehmen ist, so muf man vor allem erwigen, ob nicht die vor-

*) Der Verfagser meint die Vorlesungen iiber Differentialrech-
nung, die vorangm en, und die er unterdriicken zu miissen glaubte,
weil alles in jenen Vorlesungen enthaltene von Herrn #Hospital in
sein all emem verbreitetes Buch iibernommen worden ist, d=: et
betitelt hat: Analyse des infiniment petital).

A
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gelegte Grofle das Produkt irgendeines Differentials mit einem
Vielfachen' ‘Seines -zu - einer “gewissen Potenz erhobenen Abso-
luten ist. Dies ist dann ein Zeichen, daB man das Integral
nach der obigen Regel finden kann. Wenn z. B. von der

GréBe dyVa -+ y das Integral zu finden ist, so sehe ich zuerst,
daB dy mit einem Vielfachen seines Absoluten a -y, erhoben
zur Potenz 4, multipliziert ist; darauf suche ich nach der obigen
Regel davon das Integral, n&mlich

%—-:-—1 @+t A b 3aty)Vaty

Ebenso findet man das Integral von zdz Va a? - x2, welches
lautet

ri—l @+ o} = §a2 + 2y Vo3

das Integral von dy:Va 4y gleich 2Va 4y, das Integral
von dx:x gleich?)
320 =3 X 1=o00.
Es ist zu° bemerken, daf manchmal Gréflen vorkommen,
deren Integrale beim ersten Anblick sich nicht nach dieser

Regel finden zu lassen scheinen. Man findet sie aber leicht
nach einer gewissen Uminderung, wie in den folgenden Fillen.

1. Wenn man ftir
dx Vala? + ot schreibt zdx Va2 + 22,
80 findet man das Integral, ntimlich (a2 + 422?)Va? + 22 Und
wenn man fiir
dz Va3 + 322z + 3ax? + 3 schreibt (adx + zdz)Va + =,

so findet man das Integral 3(a? 4 2az -+ ?)Va + z.

2. Auch umgekehrt kommt es vor, daf man einen oder
einige Buchstaben unter das Wurzelzeichen ziehen mufl, bevor
man das Integral nehmen kann, wie bei folgendem Beispiel

(8axddx + 4atdz) Vax + a2

Hiervon 148t sich das Integral nach unserer Regel, wie es
scheint, nicht nehmen. Wenn man aber ein z hineinzieht,
entsteht

(8ax?dz 4 4x3dx)Vaxd 4 o,
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wovon man jetzt das Integral nach der Regel
<=3 (aad - @) Vaad 4 2
findet.

3. Wenn ein Bruch vorkommt, dessen Nenner ein Quadrat
oder ein Kubus oder eine andere Potenz ist, so mufl man deren
Wurzel als absolute Grdfe wihlen. So ist hier bei

xdx
at + 2a222 4 x4

als absolute Grdfe a2 - 22 zu wihlen, und man erhiilt dann
—1:(2a2+4-222). Wenn man als absolute GrdBe at -} 2 a2x2-4- x4
withlte, lieBe sich das Integral des Bruches nicht nach der Regel
erhalten.

4. Wenn von zwei Grdfen fiir sich genommen das Integral
nicht gefunden werden kann, so kommt es manchmal vor, daB
man es aus ihrer Verbindang erhalten kann. Beispiel:

adx + zdz )
V2az +22 V2ax - x?

Von keiner der GréSen filr sich hat man das Integrald). Das
Integral ihrer Summe

ade -+ zdzx
V2ax + 22
ist aber V2az -+ 22
5. Ein Bruch scheint manchmal kein Integral zu haben.
Multipliziert man aber seinen Zihler und Nenner mit derselben
GroBe,so Lilt sich nachher sein Integral leicht erhalten. Soistes bei
adz + zdzx
V3a + 22
Man multipliziere Zshler und Nenner mit . Dann erhilt man
azdx 4 x2dx
V3ax? 4 223 !

wovon das Integral 4 V3axz2 - 223 lautet.

6. Umgekehrt sind manchmal Zihler und Nenner durch
dieselbe GroBe zu dividieren, um das Integral erhalten zu
konnen. Beispiel:

azr?dx

Va2a? 4 x4
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Man dividiere jedes Glied durch . Dann erhilt man
azdx

Va2 x?
Davon lautet das Integral nach der Regel a Va2 2

7. Es kommt auch vor, daB sich das Integral der vor-
gelegten Grofe nach der Regel nicht erhalten lifit. Wenn
man aber eine andere Grofle, deren Integral man hat, hinzu
addiert, so kommt etwas heraus, wovon sich das Integral nehmen
148t. Nimmt man daher von diesem Integral das der addierten
Grofle fort, so bleibt das gesuchte Integral tbrig. Beispiel:

zdx Va4 x.

Es sei hiervon das Integral zu nehmen. Da dies auf einfache
Weise nicht geschehen kann, addiere man zu der vorgelegten

GrdBe diese adxVa 4« Es ergibt sich dann
(adz + zdz)Va+ =,

wovon das Integral nach der Regel |
=3@+2PVa+o

gefunden wird. Wenn man hiervon das Integral von adz Va + «
fortnimmt, das

3a(a+2)Vata
lautet, so bleibt tbrig
}a+22Va+ oz — tala+2)Vat 2

als Integral der vorgelegten GroSe zdzVa - z.
Auf dieselbe Weise findet man das Integral von

w2dxVa + z.
Man hat n#mlich das Integral von
(a2 4+ 2ax + «2)dz Va + =,
wie auch das der Grofle
a?dzVa + .
und nach dem soeben Gefundenen das von

2axzdzVa—+ .
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Daher hat man auch das Integral des tibrigbleibenden Bestand-
teils z2dxVa -+ o
Auf dieselbe Weise wird man das Integral der GrdBe

z3dzVa + « oder 24dxVa -4 und sogar 2PdzVa+
finden. So wird auch, wenn eine aus mehreren Gliedern be-
stehende GrdBe vorliegt, ihr Integral nach Teilen gefunden.
Eine solche Grofe ist

(2023 4~ 24)dxVa 4 .

Ich suche zuerst das Integral des ersten Teiles 2ax3dx Va + =

auf, dann das des zweiten z*dxVa - . Ihre Summe gibt
das Integral des Ganzen.

Erinnerung.

Dies sind die hauptsichlichsten Fille, die beim Bilden von
Integralen vorkommen kdnnen. Zwar bleiben mehrere, ja sogar
unendlich viele andere noch ibrig, mit deren Hilfe man zu den
Integralen gelangt. Aber sie fallen nicht alle ins Gediichtnis,
und dann kann man die meisten auf die hier angefithrten re-
duzieren, so dafl sich auch mit Hilfe dieser das Gewiinschte
erreichen 148t; schliefllich bieten sich anch dem aufmerksamen
Betrachter tansend Lodsungsmethoden und mannigfache Fille
je nach der Natur der -gegebenen Grdfen von selbst dar.
Deshalb. wire es nicht weniger unmdglich als unntitz, wenn
wir noch mehrere andere auBler dem angeftthrten hier bei-
bringen wollten.

Es mag die eine Bemerkung gentigen, dafl von der Auf-
findung der Integrale gerade bedeutendere mathematische Prob-
leme und Theoreme abhiingen, sowohl bereits gefundene als
auch solche, die man noch zu finden wilnscht, so z. B. die
Quadratur der Flichen, die Rektifikation der Kurven, die Ku-
batur der Korper, die umgekehrte Tangentenmethode4) ‘oder die
Auffindung der Natur von Kurven aus gegebenen Eigenschaften
der Tangenten, nicht weniger aber das, was zur Mechanik gehort,
wie die Methode zur Auffindung des Zentrums der Schwere,
des Btofles, der Sehwingung usw. Man erhiilt auch durch Auf-
findung von Integralen die Abwicklungen der Kurven und die
Art, ihre Natur zu bestimmen und mit Hilfe der Abwicklung
die Kurven selbst zu rektifizieren, wie es Herr Tschirnhaus®\
bei seinen Kaustiken gemacht hat.
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8o leicht es aber ist, von irgend einer vorgelegten Grife
das Differential lzfinden; 8o-schwer ist es umgekehrt, das
Integral irgend eines Differentials anzugeben, so daB wir mit-
unter nicht einmal sicher behaupten kdnnen, ob sich von der
vorgelegten Grofe das Integral bilden 148t oder nicht. Das
wenigstens wage ich zu behaupten, dafl von jeder ganzen und
rationalen Grole, die mit

zP Va2 —a?, 2PV ax — a2, zPVa?+ 2

multipliziert oder dividiert ist, das Integral entweder zu haben
oder auf die Quadratur des Kreises oder der Hyperbel ) redu-
zierbar ist. Dies werden wir im folgenden lehren. Daher ist
tberhaupt mit Sorgfalt darauf zu achten, ob die vorgelegte
Grofle, aus der man das Integral gewinnen soll, durch Multi-
plikation oder durch Division oder durch Wurzelausziehung auf
eine GrdBe reduziert werden kann, in der man eines dieser
Wurzelzeichen hat, multipliziert mit einer rationalen und ganzen
Grofle. Wenn dies gesechehen kann, so ist sofort im Ernst zu
behaupten, daB sich das Integral der gegebenen Grdfle erhalten
148t; wenn nicht, dafl es von der Quadratur des Kreises oder
der Hyperbel abhingt und darauf reduzierbar ist.

Wenn z. B. folgende GrdfBe vorgelegt wird
(a8 4 aa? — 28)dz V‘ﬂ'
x

und davon das Integral zm nehmen ist, so scheint beim ersten
Anblick das Integral weder erhiltlich zu sein, noch eine Be-
zichung zur Quadratur des Kreises zu haben. Nimmt man
nimlich als absolute Grdfe das an, was unter dem Integral-
zeichen steht, also den Bruch (@ + 2):x, so wird auch das
Differential davon ein Bruch sein, so daB daraus nach der Regel
nichts geschlossen werden kann. Daher multipliziere ich, um
dies zu vermeiden, den Zihler und den Nenner des irrationalen
Bruches mit dem Z#hler, und das Produkt des Z#hlers mit sich
selbst vereinige ich mit dem rationalen Bestandteil der GroBe,
g0 daB dann ein Bruch entsteht, dessen Zuhler rein rational,
und dessen Nenner irrational ist. Es wird nimlich sein

(a8 + ax? — 2%)dx Va -: ¢ __(attaz :; ﬁ”;— zd)de

Diese GroBe zeigt nun an, daB ihr Integral entweder erhiltlich
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oder auf die Quadratur der Hyperbel reduzierbar ist. Wie
dies aber \erkannt| (werden kanmund geschieht, dafiir werden
unten Regeln gegeben werden.

Es bleibt noch etwas tlbrig, bevor wir zum Gebrauch und
zur Apwendung der Integralrechnung kommen. Wir werden
nimlich ein anderes Verfahren zur Bildung der Integrale dar-
legen, das die allgemeine Methode nicht wenig abkiirzt. Denn
manchmal ist es wegen der Kompliziertheit der vorgelegten
GroBen nicht ohne weiteres klar, ob eine solche auf einen der
vorgebrachten Fille zurtickfthrbar ist, und sogar, ob sie ein
Integral hat oder nicht. Dieses Verfahren jedoch reduziert
die GréBe auf wenige Glieder, so daB man dann ohne Mithe
das gesuchte Integral findet. Dies geschieht aber, indem man
die mit dem Wurzelzeichen behaftete GroBe als die absolute
annimmt und irgend einem Buchstaben gleichsetzt und dann
die gegebene Grofle gem#B dieser Annahme in eine andere
verwandelt, die nur aus diesem zn Hilfe genommenen Buch-
staben besteht. Von dieser Grdfe, die meistens viel einfacher
aussieht, nehme man das Integral, das sich wieder in das ge-
suchte Integral verwandeln 148t, indem man den Wert des
angenommenen Buchstaben einsetzt.

Dies wird besser durch ein Beispiel klar werden. Die
Grdfe, deren Integral gesucht wird, sei

(az+ z?)dzVa + 2.

Ich setze zu dem Ende Va+x = y. Dann wird v = y2 — ¢
und weiter do = 2ydy, also im ganzen

(ax 4 x2)dzVa + 2 = 2y8dy — ’2ay4dy.

Hiervon wird jetzt das Integral leicht und ohne Umschweife
sofort gefunden, und zwar = $y7 — 4ayS. Setzt man nun
fir y seinen Wert ein, so erhilt man

3o+ apVoFa— dale+ a)2Va+a.
Auf dieselbe Weise wird das Integral der Grofle
(a2 4 222 da
Vat+ 2
gefunden, indem man Va?+-2? = y setzt. Dann wird z =

= Vy?—a? und dz = ydy:Vy? — a2 Weiter gilt fir die
Grole selbst :
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(a2 4 22%dz : Va2 422 = (243 — ay)dy :Vy* — a2y2

Hiervon ist das Integral —Vy4 — a2y2.
Ebenso setze man, wenn man hat

(o —2)dz
Y2azx — a2 !

Vm=y. Damn wird # = a %= Va2 — g2, do =
= = ydy :Va? —y? und
: (@ — z)dx
V2ax — a?

Hiervon ist das Integral — y =V 2az — 22

Diese Regel 148t sich nun in unendlich vielen andern Fillen
anwenden, und zwar in jemen, die wegen der Kompliziertheit
gleichsam als verzweifelt angesehen werden kénnen. Denn ab-
gesehen davon, daB diese Regel die vorgelegte Gréfe manchmal
wesentlich kiirzer macht, bietet sie noch dazu den Vorteil, dag -
sie sofort vor die Augen stellt, ob sich aus der so umgewan-
delten Grofe das Integral nehmen li6t.

Allen diesen Methoden zur Auffindung der Integrale kann
man auch die folgende hinzufiigen, die wegen ihrer groflen
Niitzlichkeit und Leichtigkeit fast allen tibrigen vorzuziehen ist.
Diese Methode bezieht sich aber nur auf jene GréBSen, die mit
irrationalen Zeichen verbunden sind. Ihre ganze Anwendung
besteht daher darin, daB die irrationalen Gréfen in rationale
verwandelt werden, so daB die vorgelegte Grofle ganz den
rationalen Charakter annimmt, wonach, wenn es geschehen kann,
ibr Integral leicht zu bilden ist. Hierzn fihren also in nicht
geringem Mafle die diophantischen Fragen?), die bei solchen
Gelegenheiten ausgezeichnete Hilfe leisten, wie es an den Bei-
spielen deutlicher hervortreten wird.

Es sei z. B. von

= dy.

addx
v zVax — z?
das Integral zu nehmen, was nach keiner der vorigen Methoden
geschehen kann, durch diese aber in folgender Weise geleistet

wird. Da Vaz — 2? eine irrationale GrdBe ist, so maB, damit
sie rational gemacht wird, axz — 22 ein Quadrat werden. Es
sei also
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a2z?
me
Nach dieser Annahme wird = am?: (a2 4~ m?) und daher
Vaz — a? = a?m: (a2 4 m?), do = 2admdm : (m?2 + a?)?,
also die ganze vorgelegte Grdfe
addz  2d%dm
zVax — 22 m?

ax — x2 =

)

wovon sich das Integral leicht erhalten l#Bt, und zwar ist es
= — 2a%:m. Betzt man jetzt den Wert m —=Va2z:(a — )
ein, so ergibt sich

_V4a°—4a4m=_2a2'l/a—x
z z

als Integral von a3dw:zVaz — 2.
Ebenso muBl, wenn das Integral von

dx V3 22+ 2ax 4 a?

x

zu nehmen ist, 22 4 2ax +- a2 ein Kubus werden. Es sei also
T4 a0 = ys.

Dann wird z=%3%—a und dz=3y2dy und ]3/x2+2 az4-a2=y2
Also wird die ganze Grdfle :

dx l/3 2?2 +2az+a? _ 3yldy .

z y3—a

Wenn man hiervon das Integral erhalten kann8), so hat man
auch das Integral der gegebenen Grdfe.

Zweite Vorlesung.
Uber die Quadratur der Flichen.

Unter den mannigfachen Vorteilen, die wir aus der Integral-
rechnung ziehen, ist fast der erste und hauptsichlichste der bei
der Quadratur der Flichen sich bietende. Man betrachtet aber
die Flichen als zerlegt in unendlich viele Teile, deren jeder
als Differential der Fliche angesehen werden ksan. Wenn
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man also das Integral dieses Differentials, d. h. die Summe
dieser Teile\ hat,| $of (witd daraus auch die gesuchte Quadratur
bekannt. .

Jene unendlich kleinen Teile kdnnen aber bei den ebenen
Flichen auf verschiedene Weisen betrachtet werden, je nach-
dem es auf die bequemste Weise alle Umstiinde der Flichen
gestatten. Entweder werden niimlich, was das Gewdhnlichste
ist, die ebenen Fliichen durch unendlich viele Parallelen ge-
teilt, wie in Fig. 1, oder durch unendlich viele Geraden, die

Fig. 1. Fig. 2.

Fig. 3. Fig. 4.

in einem Punkie zusammenlaufen, wie in Fig. 2, oder durch
unendlich viele Tangenten, wie in Fig. 3, oder durch unendlich
viele Normalen der Kurve, wie in Fig. 4. Diese Teilungen der
ebenen Flichen sind allgemein, und jede kann jeder Fliche an-
gepaflt werden. Denn die Fliche besteht, wie immer sie geteilt
ist, aus allen ihren Teilen. Meistens wird aber die Teilungs-
weise ausgewdhlt, die zu der Natur oder der Erzeugung der
Fliache moglichst genaun stimmt, und darch die man am kiirzesten
und leichtesten zur Quadratur gelangt. Es wire in der Tat
ungewdhnlich und gegen die Gesetze einer guten Methode, wenn
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jemand die Quadratur der Parabel suchte mittels der Teilung,
die Fig. 2 zeigt: | Dagegen wiirde sich einer ungeheuren Mithe
vergeblich unterziehen, wer irgend welche Spiralen mittels der
Parallelteilung quadrieren wollte, wie sie in Fig. 1 vorliegt.
Denn die Natur der Parabel, der parabelartigen und #hnlicher
Kurven fordert parallele Tellungshmen Dagegen zeigt die Er-
zeugung der Spiralen, daB dort lieber konverglerende anzuwenden
sind. Andere spezielle Teilungen kdnnen in Anspruch genommen
werden, je nachdem es die

Natur oder eine Eigen- A
schaft einer gewissen g
Kurve als zweckmifig
nahelegt. Diekonchoidale
Fliche ABCD in Fig. b

z. B. kann man sich zer-

legt denken in unendlich AN
viele Trapeze, deren Sei- SNl N
ten im Zentrum E kon- \\\\ Vol
vergieren. SN :

Es ist jedoch wahr, SN
daB manchmal Flichen . N \
vorkommen, die man sich \\\i:
ebenso leicht auf die eine E
wie auf die andere Weise Fig. 5.

zerlegt denken und auf

die Rechnung zurtickfiihren kann. Das zeigt sich beim Kreise
und bei der Hyperbel, bei denen die Kreisfliiche und die
Hyperbelfiiche sowohl nach parallelen Ordinaten als auch nach
Linien, die von einem Zentrum zur Kurve divergieren, gleich
bequem geteilt werden kann.

Auf welche Weise schliefllich auch (um endlich zu den Qua-
draturen selbst zu kommen) die Teilung der Flichen gedacht
wird, so mufl man, wenn man nachher die Gesamtfliche haben
will, von einem der unendlich kleinen Teile den Wert suchen,
der nur aus bestimmten Buchstaben und einer einzigen Art von
Unbestimmten besteht. Das 148t sich immer durch die Natur
und die Erzeugung der Kurve erreichen. Von dieser Grdfle
‘als Differential ist dann das Integral zu finden, das die Qua-
dratur der Fliche bedeutet.

Wenn die Teilungen der Fliche parallel sind, so wird das
Differential der Fliche, wenn z als Abszisse und y als Ordi-
nate gedacht ist, ydz sein, nimlich das Redntedk W dsx
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Ordinate und dem Differential der Abszisse. Ist daher AC

(Fig. 6) die/\gegeheéne Kurve, 8o/ wird y eine gewisse Beziehung

zu z haben, so dal sich ydz

€ in z allein ausdrtickt. Es sei

4 z.B. AC eine Parabel und

daher ax = y? oder y =V az.

Dann wird ydz =dxzVax. Das

Y Integral hiervon, das $zVaz

oder $xy lautet, ist die ge-
suchte Fliche,

A x B Wenn die Teilungen in
dx einem Punkte zusammenlaufen,
Fig. 6. 80 ist das Differential der Fliche

4ydz, nimlich das Dreieck,
dessen eine Seite y, und dessen Hohe der unmendlich kleine
Kreisbogen ist, der um den Treffpunkt als Mittelpunkt durch
das Ende des kleineren y beschrieben ist und als gerade Linie
betrachtet werden mufB. Dieser kleine Bogen hat aber immer
eine bestimmte Beziehung zu y, je
nach der gegebenen Natur der Kurve.
Es sei z. B. ABC (Fig. 7) die
Fliche der logarithmischen Spirale.
Da also y einen konstanten Winkel
mit der Kurve bildet, so wird dy
zu dz ein konstantes Verhiltnis
haben, etwa wie @ zu 5. Es wird
dann dx = bdy:a sein, mithin
4{ydx = ybdy :2a. Das Integral
hiervon by2:4a ist gleich der
Fliche.

Auf dieselbe Weise muf man
bei den andern Teilungsweisen ver-
) fahren. Wenn aber das Integral von

Fig. 7. ydx oder {ydx sich nicht bilden

148t, und alle oben angegebenen

Methoden versucht sind, so ist dies ein Zeichen, dafl die vorgelegte
Fliche nicht quadrierbar ist, oder wenigstens, daB man ihre
Quadratur noch nicht hat. Das begegnet uns bei der Aufsuchung
der Quadratur des Kreises und der Hyperbel®). Dort kommen wir
zu einem Werte ydx, dessen Integral wir bis jetzt micht finden
konnen. Bei andern Flichen aber, deren Differentiale ydx
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sich durch eine rationale GroBe ausdriicken, die mit der Or-
dinate des Kreises oder der Hyperbel multipliziert oder dividiert
ist, 148t sich die Quadratur entweder tiberhaupt erhalten oder
wenigstens auf die Quadratur des Kreises oder der Hyperbel
zurtickftthren. Das haben wir oben versprochen und werden
es hier wirklich erledigen. Vorher wollen wir aber gewisse
Arten ins Auge fassen, wie das Differential einer Kreis- oder
Hyperbelfiiche ausgedriickt werden kann.

F
D
oL in
A" 8 £ e
Fig. 8. '

ADC sei ein Halbkreis (Fig. 8), AC = 2a, AB = g,
also DB =V2ax — 22 und daher die differentielle Fliche
BDdb=dxzV2ax — x2, deren Integral das Segment 4 BD liefert.

Es sei BE = z. Dann wird BD = Va? —22, die diffe-

rentielle Fliche BDdb = dzVa? — 2.
- Es sei wieder 4B das . Dann wird das Kurvensttickchen
dD = adx:V 2ax — 22, mithin das Dreieck DEd = a%dx:
2V 2ax — x2. Das Integral hiervon gibt dem Sektor AED.

Es sei BE =ux.
Dann wird dD =

= adz:Va?— 22 und
das Dreieck DEd = 8
= a?dz:2V a2— a2,

ABD sei ein Halb- 13
kreis (Fig. 9), AD =a,
AB = . Dann wird A 1 D
BD =Va? — 22, mit- Fig. 9.
hin BC=2zdz:V a? — x2
und das Dreieck 4ABC = z2dz: 2V a?— 22, das Integral hier-
von gleich dem Segment A4B.




16 Johann Bernoulli.

Es sei jetzt ABC eine gleichseitige Hyperbel (Fig. 10),
BD = 24,/BF =20 Dahn wird AF =V 2ax + 22 und die
differentielle Fliche 4 Ffa = dzV 2 ax - a2, das Integral hier-

von gleich der Fliche

0 AFB.

E H Es sei EF =z, also
AF =Vz?— a? und die
differentielle Fliche
AFfa = dxVz? — a2

B Es sei EH=zx.

Dann  wird HJ=

=Var+ a2, EJ=

= Va2 + 222 und daher
aA ,; IN das Dreieck FKJ =

7 = {a2dz:Va2+ 22, das

Fig. 10. Integral hiervon gleich
_ der Fliche EBJ.

Wemn HJ = =z, so ergibt sich das Dreieck EKJ =
= {a2dz:Va? — a2,

Alle diese verschiedemen Ausdriicke schliefen eine und
dieselbe Quadratur ein, néimlich die des Kreises, bzw. der
Hyperbel, aber auf verschiedene Weise ausgefithrt. Wenn also
das Differential irgendeiner Fliche auf eine dieser Formeln
reduziert werden kann, so 148t sich ein Kreis oder eine
Hyperbel angeben oder ein Kreis-, bzw. Hyperbelsegment, das
der gegebenen Fliche gleich ist.

Alle jene Flichen aber, deren Differential durch eine ratio-
nale Grofe ausgedrtickt wird, die mit der Ordinate des Kreises
oder der Hyperbel, d. h. mit V2az — 22 oder Va2 — a? oder
mit Y2ax+ 22 oder Va? 4 2? oder Va2 — a? usw. multipli-
ziert oder dividiert ist, alle jene Flichen, sage ich, werden
wir entweder quadrieren oder einem Kreis, bzw. einer Hyperbel
gleich machen. Das geschieht so. Wenn die rationale Gréfe
des vorgelegten Differentials aus einem oder mehreren Gliedern
besteht, 80 mufl man zusehen, ob etwas zu der gegebenen Gréfe
hinzugefiigt oder von ihr abgezogen werden kann, so daB sich
nunmehr das Integral nehmen 1ift. Hat man alsdann von dem
Hinzugefiigten oder Abgezogenen ebenfalls das Integral, so
wird auch das Integral der gegebenen GrdfBe bekannt werden.
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Wenn aber das Hinzugefiigte oder Abgezogene das Differential
einer Kreis~'/odet 'Hyperbelfliiche ist, so liegt auf der Hand,
daB auch das gesuchte Integral sich auf eine solche Fliche
reduzieren 148t. Es wird z. B. gesucht das Integral aus
folgender Grofe

zdxV 2ax 4 2.
Um dies zu machen, gehe man in folgender Weise vor:

zdzV2ax+ x? = (adw + xdx)V2ax + 22 — adwV/2ax 1 2.

Weil man jetzt das Integral des ersten Bestandteils hat,
und das des zweiten die Quadratur der Hyperbel anzeigt,
wird der Aufgabe gentigt sein.

Wenn aber nicht bekannt wird, was hinzuzufigen oder
abzuziehen ist, so IiBt sich die Sache doch nach einer
allgemeinen Regel 16sen. Diese verlangt, daf man vor allem
das Wurzelzeichen in den Nenner bringt, so daB der Zihler
vollkommen rational wird. Darauf erhebe man das Glied des
Zshlers, wo die Unbestimmte die meisten Dimensionen hat, auf
noch mehr Dimensionen, so daB auch die GréBe unter der
Wurzel, so oft das obere Glied mit irgendeiner Potenz der
Unbestimmten multipliziert wird, mit der doppelten Potenz
multipliziert wird; auf diese Weise bleibt nimlich der Bruch
immer der ‘gleiche. Die Multiplikation kann also so weit fort-
gesetzt werden, bis die hochste Dimension der Unbestimmten
unter der Wurzel die hdchste Dimension im Zghler um 1 tiber-
trifft. Alsdann addiere oder subtrahiere man von dem anf
diese Form gebrachten Gliede eine solche Grofe, daf sich von
der Summe das Integral nehmen 1l#f8t; dies kann immer er-
reicht werden. Darauf mufl dasselbe mit dieser addierten oder
subtrahierten Grdfle gemacht werden, aber mit umgekehrtem
Zeichen und in Verbindung mit dem niichstfolgenden Gliede.
8o kommt man schlieBlich herab bis zu dem letzten Gliede,
von dem sich notwendig das Integral nehmen oder dem Kreise
oder der Hyperbel gleichmachen 148t. Das wird besser durch
ein Beispiel klar.

Die GréBe, deren Integral gesucht wird, sei
(a%2 + a3) dzV2? — a?.

Dies wird so durchgefithrt:
Ostwalds Klassiker. 194, %
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iy AL kv T — @ —atelde

Vx? — a2
9dz — da22)d Axds
= . Va;“’ —'é-aa.:;:3 - (B V(;:;— a?
$a2abdx — Fratadde Tyoteds
T O m . TP

Also ist die vorgelegte GroBe
(32 + a3)dz V22 — a2 = A+ B+ C+ D.

A und C haben aber Integrale auf Grund ihrer Herstellung,

wie auch die dbrigen Glieder B und D, was von selbst klar

ist. Daher ist von der gangen GroBe das Integral gefunden.
Ebenso geht es, wenn als Grole, deren Integral zu finden ist,

(Qax — 23)dxV2ax — 22

vorgelegt wird. Dann erhalte ich zuerst mit Hilfe der Mul-
tiplikation die Gleichung
(40222 — 4axd + 2d)dx
v V2az — a2
27 — Jaxt)dx — 2auxb 4 Lia2xt)dx
= destie | (= fort 4 ey

2427 — 78 V2axs — b

($ake — ia%l)dw (»gm gat )da: jatdz
+(@ V2a23 — x + D) — (mV2ax—z2

Es kann aber das Integral aus A, B, C’, D genommen werden,
und der Rest E zeigt, daBl der Kreis anzuwenden ist, wie aus
dem oben Gesagten hervorgeht. Daher ist das Integral der
gegebenen GroBe auf die Quadratur des Kreises zurtickgeftihrt,
was verlangt war,

Es sei das Integral zu finden aus der Grdfe

(2az — 2?)dzV 20z — 22 =

atdx
2V 22 = a2
Wenn z = a2:m ist, wird dz = — a2dm:m?2 Die gefundene

GroBe 4Bt sich in — a?mdm :Va4 == a?m? verwandeln, wo-
von das Integral lautet —=Va* == a2?m2 Nach Einsetzen des
Wertes hat man =V at == a8: 22,
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Auf dieselbe Weise geht es, wenn
aldx
(@a?
vorgelegt wird. Es sei a2 22= m2 Danmn wird 2?2 =
= m3 — a? und dz = mdm :V m? — a? und die ganze Grofe
ade azdm
(a2 + zz)*} T mVm?—a?’

wovon man das Integral leicht auf die obige Weise findet.

Dritte Vorlesung.
Quadratur verschiedener Kurven.

Was bisher tiber die Flichen gesagt worden ist, 148t sich
leicht den Kdérpern anpassen. Die Ebenen, die die Korper in
unendlich viele Teile zerlegen, kdnnen nimlich als Linien be-
trachtet werden, die Flichen zerlegen. Dies ist keineswegs wider-
sinnig, wenn man nur annimmt, dafl jene Schnitte durch einen
konstanten Buchstaben dividiert werden. Aus dieser Annahme er-
geben sich dann Linien, die eine Fliche bilden, welche hinsicht-
lich ihrer Quadratur dieselbe Grdfe hat, die dem vorgelegten Kor-
per hinsichtlich seiner Kubatur zukommt. Daher werden wir uns
bei der Kubatur der Kérper nicht besonders aufhalten. Aber wir
wollen wenigstens einige Fli-
chen, teils quadrierbare, teils 4 . p
dem Kreise oder der Hyperbel
vergleichbare, durcheinander-
gemischt vorlegen, damit die
Handhabung dieser Rechnungs- G
art klar wird. Dabei ist zuo-
nichst folgendes zu bemerken.
Falls fiir das Integral des Diffe- 3
rentials der vorgelegten Fliche
eine negative Griofe heraus-
kommt, 80 zeigt dieser Umstand B8 F c
an, daB es nicht die unmittelbar Fig. 11.
tber der Abszisse enthaltene
Fliche ist, die durch diese GrdBe ausgedrtickt wird, sondern dia
gegenitberliegende Fliche, d. h. die, welche auf der Worigen hohes

‘L‘Q
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steht. Es seiz. B. DG E (Fig. 11) eine Hyperboloide, deren Natur
[wenn BF'E:g. [ FG*= o (und (éine gewisse Konstante = a ge-
setzt wird] a® = x2y ist, also y = a3:22 und ydo = a3dx: 22
Hiervon ist das Integral = — a3: 2. Dies zeigt, da es negativ
ist, daB es nicht gleich der Fliche A BF G D ist, sondern gleich
der Restfliiche GFCE. Das geht auch daraus hervor, daB,
je groBer x ist, desto kleiner a3:« wird. Daher ist hierfur
nicht die Fliche A BFGD zu nehmen, weil sie bei wachsen-
dem z selbst wichstl?). KEs gentigt, dies zur spiteren Be-
achtung gesagt zu haben. Jetzt folgen einige Aufgaben.

G [+
\E
A H B D F
Fig. 12.

I. BCE (Fig. 12) sei eine gewisse Kurve, AB=a, AD=z,
DC =y. Die Natur der Kurve ist diese

a’s — a8 = x8y2,

Gesucht wird die Quadratur der Fliche oder wenigstens ein
ihr gleicher Kreis. Das geschieht so. Nach der gegebenen
Gleichung ist

adV ax — a?
y -

z3
und daher
o — addzV ax — a?
ydo = ————
Es sei # = a2:m. Damn wird do = — a2dm:m?, 3 =

= a%:m3 und Vaz — a® = aV(a — m): m, mithin die ganze
vorgelegte Grofle
addzV ax — a? —_—
———::i—a = —dm Vam— m?.

Das Integral hiervon zeigt, da es eine negative Gréfe ist,
dal es nicht der Fliche BCD, sondern der tibrigen FDCE
gleich ist. Wenn man daher tiber 4B den Halbkreis 4 GB
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beschreibt und BH = m = a?: z nimmt, so wird das Segment
BHG gleich der Fliche FDCE. Daraus folgt, daB die ganze
Fliche BCE'F' gleich'dem Halbkreise 4 G B ist, und daher das
Segmént AHG gleich der Fliche BCD. Dabei ist beilsufig
zu bemerken, da8 im Falle BD = }{ AB die Ordinate DC ein
Maximum wird.

Bei dieser Aufgabe wird, wenn man ¢ =« setat, 2892=20
und infolgedessen y = 0. Daraus 148t sich schliefen, dafl die
der Aufgabe geniigende Kurve im Punkte B anfingt. Wenn
aber = oo ist, wird 2 —a =2 und o’z = 2842, a7 =
= 28y? oder, wenn man die Gleichung auf eine Proportion
reduziert, #5: a® = a?:y2 Weil also 2% unendlich viel gréfier
als a5 ist, wird a2 auch unendlich viel groBer sein als 2.
Daher ist y in diesem Falle = 0, d. h., die Kurve BCE und
die Gerade 4 BF treffen noch
einmal im Unendlichen zu- D A
sammen. K

II. ADK (Fig. 13) ist eine
konchoidische Kurve. Es wird
die Fliche ABGD gesucht.
Essei AB= GD = BC=a, H\ \G
HC=g2, HI=dz, HB: BC= M
=HJ:J@G, daher wird JG =
=adz:Va2— a2, CG.:CD =

= GJ:DF, mlthm DF =
= (az + a?dz:aV2? — al.

Esistaber(DF4-GI1)-§ DG =

dem Trapez F'G und somit das Fig. 13.
Trapez
2 )
PG — (2a%z + ad)dz
22 Va2 — a?

Das Integral hiervon ist daher gleich der Fliche ABG'D. Es
wird aber in folgender Weise gebildet:

(2a?z +ad)dz _  a?dz addw
22V 22 — a? Va2 —a2  22V22— a?
Das Integral des ersten Bestandteils erhilt man, indem man

eine gleichseitige Hyperbel MNO herstellt (Fig. 14), deren
Halbmesser NQ = g ist. Wenn QP = z, 80 wird die Flache
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aldx
2 — a?

Es bleibt also nur tibrig, das Integral von a3dz:2xVa?— a2
zu bilden. Um dies zu leisten, sei

QMN = Integral {

x2 — g2 —
a = 22 — 2ma 4 m?.
Dann wird
R az + m2
T =
!
| midm — a2dm
Podz= 2m?2 ’
M P 0 9 2
Fig. 14. Va2 — a2 — mi—a
2m

und die ganze GrdBe
adde _ afdm

22zt — a2 0%+ m?
Wenn man also eine Kurve herstellt, deren Abszisse = m, und
deren Ordinate z = a3: (a2 4 m?), so wird ihre Fliche =
dem Integral von a3dm : (a2 + m?) oder xdm sein. Um daher
diese Fliche zu erhalten, suche man ihr Komplement NOR =
Integral von 1)
(a? — az)dz aldx (a2 — az)dx
Vaz — 23 Vaz — 22 Vaz — 22
Das Integral des ersten Bestandteils ist das Vierfache eines Kreis-

sektors, dessen Kreis den Durchmesser a hat, und dessen Ab-
szisse = % ist. Das Integral des zweiten Bestandteils ist aber

$aV ax — %2, mithin das Integral von xdm selbst
= mx — vierfacher Sektor — {aVax — 22.

Es wird daher die konchoidische Fliche gleich einer hyper-
bolischen, einer geradlinigen und einer Kreisfliche.

NB. Das Integral von addx:2xVz?2— a? 14t sich auf
andere Weise so erhalten. Es sei # = a2:n. Dann wird
dz = — a2dn : n? Va2 — a? = aVa?2— n?:.n und daher

mdx =
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addx _ a2dn
20 V22 — a?’ 2Va2 — n?

Das Integral hiervon erhilt man, indem man einen Kreis-
quadranten TRW herstellt (Fig. 15) und SR=n=a2:2

</

Flg. 15. Fig. 16.

abschneidet. Dann wird, wegen des Zeichens —, der Sektor

TRV das Integral der GroBe addx:2zVz? — o? und daher
die konchoidische Fliche

— der Hyperbelfische QN (Fig. 14) 4 Sektor TRV (Fig. 16).

ITI. Gegeben ist die Kurve 4 C (Fig. 16), deren Natur [wenn
AB=z, BC=1y gesetzt wird] aS22y2 —x9=aly3 ist. Gesucht
wird die Fliche ABC. Es sei ¥y = z2:m. Dann verwandelt
sich die Gleichung in folgende a5m — m323 = a8, Daher wird

3
ay a?m — a3

e ————
a? 'V(aﬁm — a3)2

T = und y = pons )
mithin
¢ S —
gz — addm admV (a2m — a?)
371&]?'/(117472—(13)‘2 m?
und
ydo = atdm _ (a®m — af)dm __ abdm  2a%dm

3m4 mb mb 3m4

Die Integrale hiervon, die — a®:4m4 4 2a%:9m3 lauten,
geben die gesuchte Fliche, oder wenn man den Wert m =
= x2:y einsetzt, so erhilt man die Fliche



24 Johann Bernoulli.

4BC = — 428 96 ’

was verlangt war.

Vierte Vorlesung.
Quadratur verschiedemer Kurven.

VII. Die Quadratur der krummlinigen Fliche 4BC oder
ABD zu finden, deren Natur [wenn man 4B = x, BC oder
J D BD =y setzt] 3 4 y3 =

=axy ist. Dies 148t sich
E anf zweifache Art losen.

Erste Art. Esseiy=
=ax2:m2 Dannreduziert
F sich die vorgelegte Glei-

chung auf m® 4 adxd =
C = g?m4; mithin ist 23 =
NN A R = (a?m* — m?): a® und
8L x2dx =
G 4a>m3dm  6mPdm
3a3 8ad

N\ H Wenn man dies mit a:m?
Fig. 17. maultipliziert, ergibt sich

4a?mdm _ 6midm
3a2 3a?
Das Integral hiervon (%a2m? — §m4): a2 ist daher gleich der

gesuchten Fliche, oder wenn man den Wert von 7 einsetzt,
so erhilt man

ydr =

—_— e ————

Wenn demnach 2 = y = }a ist, d. h. der Pankt D nach E
fallt, so wird die Fliche ADB = g;a? sein. Nimmt man
hiervon das Dreieck 4 BE = }a? fort, so bleibt die Fliche
AED = f5a® tibrig oder die ganze Fliche ACEDA = }a?

Auf folgende Weise kann dasselbe Resultat auch anders
gefunden werden. Setzt man y = ma?: a?, so verwandelt sich
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die die Natur [der Fliche] ausdriickende Gleichung in eine
andere: .
a% 4OmBEd = abm,

und es ist daher 23 = (abm — a%) : m3 und
— 2abmdm + 3abdm
?

2 =
| x2dx 3t
mithin
dz — maldx _ 2a3dm _ atdm )
Yyor = —p = 3m?2 m3
Man bilde nun die Integrale. Dann wird
2a? — a_4 == der krummlinigen Fliche
3m~ gmt % ge ’
Setzt man den Wert von m ein, so erhilt man
2
2az? @ _ der Fliche ABC,
3y 2y

Zweite Art. Man verwandle die Gleichung der Kurve in
eine andere, in der die Buchstaben die Relation von AF zu
FC ausdrticken, wobei die Achse die Halbierende AE des
rechten Winkels JAB ist. Es sei also AF=s FC=1.
Dann wird wegen CB = BL, weil

Wink. CLB =— Wink. FAB = 4b Grad
und daher Dreieck CBL gleichschenklig,
s=(r+y) Vi uwd t=(@—y Vi

Durch die erste Gleichung findet man # — s V2 — y. Setat
man den Wert in die Gleichung 23 | y3 = axy ein, so kommt
heraus

253Y2 — Bs?y + 3592V2 — asy V2 + ay? = 0.
Weil aber ¢ = (z — y) V] ist, wird
y=z—tV2=3sV2—y —1tV2
und daher
y=(s—10V}
Nun setze man diesen Wert von y in die gefundene Glei-
chung ein, d. h.
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268 V2= 483V,
— 682y, | == 683 Vg 652V,
3sy3V/2 = 383V{ — 652tV + 332V,

—asy V2 = — as? ~+ ast
ay? = $as? —ast -+ fat?
0 =  Vi—4tas® +3s2 Vi a2
Es wird also sein
P as?—g3y 2
33V2+a

t= s]/_a —_SVE_.
38V24a
Jetzt sei @ — s V2 = m2 Damn wird s = (a — m?): V2,
ds=—mdmV2 sVa—sV2=(am--m3):V2, V3sV2+a
=7V4a — 3m? und daher
_3 Va_:—s_ﬁds_ (— am? 4 mi)dm )
Vsevata  Via—smt
Das Integral hiervon wird daher
= — A Viamb —3md = — 4m3Via— 3m?,

oder wenn man den Wert von m einsetzt, so erhilt man

— & V(e—sV2)3Va+3sV2 =
der Fliche AFC oder vielmehr EFC. S8etzt man nimlich
AF = s = o, so daBl die Fliche 4FC Null wird, so findet
man trotzdem fir die zu quadrierende Fliche — ji;a2. Dies
zeigt deutlich, daf die Fliche FFC gemeint ist, wie wir denn
auch oben gefunden haben, daB ECA = ;42 ist. Nebenbei
ist hier zu bemerken, daB bei der Annahme AG = } AE,

dh s=—}aVi,

t= —%aVﬁ:V@= oo
wird, d. h. da G'H eine Asymptote der vorliegenden Kurve
DAK ist. Beachtenswert ist auch, daB die Fliche EC 4 gleich

der Fliche KAGH ist. Setst man nmlich s = — 4aV4, so
kommt heraus

tds

-



Die erste Integralrechnung. 27

— & Vie—sV2)3Va+3sV2 =0,

und es muB daher die positive Fliche ECA der negativen
Fliche KAGH gleich sein. Wenn 4F — aV} ist, wird FC
die groSte der Ordi-

naten 12), £

VIIL Gegebenistdie 5
Kurve EGg (Fig. 18),
AC=2a, AF =z,
FG@ =y. Die Natur
derselben wird durch 9
folgende Gleichung aus-
gedrtckt:

z2 A Fr c
: Fig. 18.

Man sucht die Fliche DAFGE. Dies wird so gemacht.
Es ist

ydo = i a2dx _ x2dx )
2 V2az—2a22 Vé4art— a2

Hiervon miissen also die Integrale gefunden werden. Ihre
Differenz wird dann die gesuchte Fliche DAFGE liefern.
Jene Integrale werden
aber auf folgende Weise
gefunden.

Man  konstruiere
den Halbkreis HLO
(Fig. 19), dessen Durch-
messer HO gleich der
8trecke 4Cist, und man

mache HM—=AF. Zieht 4 M N [7}
man die Senkrechte ML, Fig. 19.
so wird der S8ektor HNL

gleich dem Integral von {a2dxz:V2az —2? sein. Trigt man
aber HJ und JK gleich HM ab, so werden die beiden
Kreissegmente HJ und JK zusammen gleich dem Integral

des andern Gliedes 22dx:V4a? — x? sein, weil niimlich jedes
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die Hilfte des Integrals von x2dx:V4a2 — x? ist. Daher
wird die gesachte. Fliche DAFGE (Fig. 18) gleich dem
Sektor LN H 'sein, 'vermindert um die beiden Segmente HJ,
JK (Fig. 19), d. h. gleich der gemischtlinigen Fliche LNHJK
oder, wenn K mit L zusammenfillt, gleich der geradlinigen
Fliche LNHJL. Dafl dies aber moglich ist, liegt auf der
Hand. Es kann n#mlich das Verhiltnis HM zu ML kleiner
gew#hlt werden als jedes Verhiltnis, in welchem Falle der
Punkt K diesseits von L fallen wird; und wenn man HM —
HN pimmt, wird X jenseits von L fallen. Daher mufl K
irgendeinmal mit L zusaminenfallen. Da aber K nur einmal
mit L zusammenfillt, so wird unter allen Flichen DAFGE
(Fig. 18) nur eine sein, die die Quadratur zuliBt; sonst er-
hielte man, wenn K nicht nach L f4llt, die Quadratur des
Segmentes K L. Das lifit sich aber noch nicht und vielleicht
niemals machen. Daher hat Herr Tschirnhaus!3) zu Unrecht
behauptet, dafl die geometrischen Flichen entweder keine Qua-
dratur oder unendlich viele zulassen. Wir haben n#mlich bei
der vorgelegten Kurve, die eine geometrische ist, gesehen, da
nur eine Fliche quadrierbar ist.

Siebente Vorlesung.
Wie ein gefundenes Integral vervollstindigt wird.

Das wenige, was hier tiber die Auffindung der Integrale
gesagt worden ist, moge gentigen. Es ist indessen zu beachten,
daB ein vorgelegtes Differential unendlich. viele Integrale hat,
je nachdem irgendeinem Integral eine konstante Gréfe hinzu-
gefiigt oder davon abgezogen wird. Daher kommt es, daf das
Integral, welches man mit Hilfe der Regeln findet, nicht immer
der gestellten Forderung gentigt, dal man vielmehr zuvor eine
gewisse Grofle dem gefundenen Integral hinzufiigen oder von
ihm abziehen muBl, um zu dem gewtinschten Ziele zu gelangen.
Da es aber nicht sogleich bekannt wird, welches jene Grofle
ist, die addiert oder subtrahiert werden muBl, so wird es der
Mtthe wert sein, eine Regel anzugeben, durch die man dies
wissen kann. Es ist die folgende.

Man mufl die Fliche, ftir die man das Integral gefunden
hat, gleich Null annehmen. Wenn alsdann das Integral, das
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aus dieser Annahme hervorgeht, ebenfalls gleich Null ist, so
wird dies'ein'Zeichen-'sein, 'dal beji allen andern Integralen
nichts weder zu addieren, noch zu subtrahieren ist. Wenn
jedoch auf Grund jemer Annahme das Integral noch immer
eine positive Grofe bleibf, so ist eben diese Grifle von allen
andern Integralen abzuziehen. Wenn es eine negative Griofie
bleibt, so muBl diese bei den ibrigen Integralen hinzugefiigt
werden.

_ Achte Vorlesung.
Uber die umgekehrte Tangentenmethode.

Diese Methode wird so genannt zum Unterschied von der
direkten Tangentenmethode, durch die die Tangenten aller
Kurven ohne Unterschied bestimmt werden, und die bereits in
der Differentialrechnung entwickelt worden ist; man braucht
nimlich dazu keine Integralrechnung. Die umgekehrte Tan-
gentenmethode ist aber die, durch welche man aus gegebenen
Eigenschaften von Tangenten oder von krummlinigen Flichen
oder Kurven die Natur dieser findet. Wie nun die Differentiale
aller Integrale, nicht aber die Integrale aller Differentiale er-
halten werden konnen, so lassen sich zwar von allen gegebenen
Kurven die Tangenten sehr leicht bestimmen, aber umgekehrt
148t sich nicht ebenso leicht, ja sogar manchmal- iberhaupt
nicht, aus den Tangenten die Natur der Kurve herausfinden.
Da bei der Methode, die Integrale zu bilden, bestimmte Regeln
nicht angegeben werden konnen, durch die man zu allen Dif-
ferentialen die Integrale finde, sondern nur diejenigen aus-
einandergesetzt werden, die in sehr vielen, und zwar in un-
zihligen Fillen angebracht sind, so liefe sich also auch bei
der umgekehrten Tangentenmethode eine allgemeine Regel
niemals geben. Daher kommt es, daB man verschiedene Regeln
bilden mufl, je nachdem die Natur der Sache es verlangt.
Man kann sogar sagen, daB fast jedes Beispiel seine eigene
Regel hat, deren geeignete Fassung von dem Scharfsinn dessen
abhiingt, der die Losung des Problems unternimmt. Es ist
also ebenso unndtig wie unmoglich, bestimmte Regeln vor-
zuschreiben.

Daher werden wir die Art, solche Probleme 7o hnandsm,
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die Hilfte des Integrals von x2dz:V4a2— x? ist. Daher
wird die gesuchite): Mliche \DAFGE (Fig. 18) gleich dem
Sektor LNH sein, vermindert um die beiden Segmente H.J,
JK (Fig. 19), d. h. gleich der gemischtlinigen Fliche LNHJK
oder, wenn K mit L zusammenfillt, gleich der geradlinigen
Fliche LNHJL. Dafl dies aber moglich ist, liegt auf der
Hand. Es kann n#mlich das Verhiltnis HM zu ML kleiner
gewihlt werden als jedes Verhiltnis, in welchem Falle der
Punkt K diesseits von L fallen wird; und wenn man HM —
HN nimmt, wird KX jenseits von L fallen. Daher muf K
irgendeinmal mit L zusammenfallen. Da aber K nur einmal
mit L zusammenfillt, so wird unter allen Flichen DAFGE
(Fig. 18) nur eine sein, die die Quadratur zulifit; somst er-
hielte man, wenn K nicht nach L fillt, die Quadratur des
Segmentes K L. Das 148t sich aber noch nicht und vielleicht
niemals machen. Daher hat Herr Tschirnhausi3) zu Unrecht
behauptet, dafl die geometrischen Flichen entweder keine Qua-
dratur oder unendlich viele zulassen. Wir haben n#mlich bei
der vorgelegten Kurve, die eine geometrische ist, gesehen, dafl
nur eine Fliche quadrierbar ist.

Siebente Vorlesung. :
Wie ein gefundenes Intégral vervollstindigt wird.

Das wenige, was hier iiber die Auffindung der Integrale
gesagt worden ist, mdge gentigen. Es ist indessen zu beachten,
daB ein vorgelegtes Differential unendlich viele Integrale hat,
je nachdem irgendeinem Integral eine komstante Grdfe hinzu-
gefiigt oder davon abgezogen wird. Daher kommt es, dafl das
Integral, welches man mit Hilfe der Regeln findet, nicht immer
der gestellten Forderung geniigt, dal man vielmehr zuvor eine
gewisse Grofle dem gefundenen Integral hinzufiigen oder von
ihm abziehen mufl, um zu dem gewtinschten Ziele zu gelangen.
Da es aber nicht sogleich bekannt wird, welches jene Grdfie
ist, die addiert oder subtrahiert werden mufl, so wird es der
Mihe wert sein, eine Regel anzugeben, durch die man dies
wissen kann. Es ist die folgende.

Man muB die Fliche, fiir die man das Integral gefunden
hat, gleich Null annehmen. Wenn alsdann das Integral, das
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aus dieser Annahme hervorgeht, ebenfalls gleich Null ist, so
wird dies'ein'Zeichen ''sein, 'daf bei allen andern Integralen
nichts weder zu addieren, noch zu subtrahieren ist, Wenn
jedoch auf Grund jener Annahme das Integral noch immer
eine positive GréBe bleibt, so ist eben diese Grife von allen
andern Integralen abzuziehen. Wenn es eine negative Grofe
bleibt, so mufl diese bei den tibrigen Integralen hinzugefiigt
werden.

Achte Vorlesung.
Uber die umgekehrte Tangentenmethode.

Diese Methode wird so genannt zum Unterschied von der
direkten Tangentenmethode, durch die die Tangenten aller
Kurven ohne Unterschied bestimmt werden, und die bereits in
der Differentialrechnung entwickelt worden ist; man braucht
ndmlich dazu keine Integralrechnung. Die umgekehrte Tan-
gentenmethode ist aber die, durch welche man aus gegebenen
Eigenschaften von Tangenten oder von krummlinigen Flichen
oder Kurven die Natur dieser findet. Wie nun die Differentiale
aller Integrale, nicht aber die Integrale aller Differentiale er-
halten werden konnen, so lassen sich zwar von allen gegebenen
Kurven die Tangenten sehr leicht bestimmen, aber umgekehrt
1iBt sich nicht ebenso leicht, ja sogar manchmal-tiberhaupt
nicht, aus den Tangenten die Natur der Kurve herausfinden.
Da bei der Methode, die Integrale zu bilden, bestimmte Regeln
nicht angegeben werden konnen, durch die man zu allen Dif-
ferentialen die Integrale finde, sondern nur diejenigen aus-
einandergesetzt werden, die in sehr vielen, und zwar in un-
zihligen Fillen angebracht sind, so lieBe sich also auch bei
der umgekehrten Tangentenmethode eine allgemeine Regel
niemals geben. Daher kommt es, dafl man verschiedene Regeln
bilden muB, je nachdem die Natur der Sache es verlangt.
Man kann sogar sagen, dafl fast jedes Beispiel seine eigene
Regel hat, deren geeignete Fassung von dem Scharfsinn dessen
abhéngt, der die Losung des Problems unternimmt. Es ist
also ebenso unnétig wie unmoglich, bestimmte Regeln vor-
zuschreiben.

Daher werden wir die Art, solche Probleme zn hnandshm,
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nur durch Beispiele klar machen, bei demen allen jedoch fol-
gendes hauptsiichlich zu beachten ist:

1. Man mufl aus den gemachten Angaben die Gleichung
zu gewinnen suchen, die in dz und dy besteht.

2. Man muB, wenn es mdglich ist, alle Gréfen, in denen
y und dy vorkommen, auf eine Seite, alle, in denen = und dx
vorkommen, auf die andere Seite schaffen.

3. Von den so reduzierten GréfSen ist, wenn mdglich, das
Integral zu nehmen. Dieses wird die Natur der Kurve anzeigen.

Dies voraunsgeschickt, werden die folgenden Beispiele so
aufgeldst:

I. Man fragt, welche Kurve AB das sein mag, deren Or-

2

4 A [»]
Fig. 20.

dinate BD immer die mittlere Proportionale zwischen einer
gegebenen Gréfe E und der Subtangente CD ist.

Es sei
E=a, AD =%, DB=y.

Dann wird nach Voraussetzung CD = y2:a sein. Es ist aber
2
dy:dw=y:(CD= %)

Man erhilt also folgende Gleichung

2
yde = ?j# oder adz = ydy,

und wenn man auf beiden Seiten die Integrale nimmt, erhilt
man ax = {y? oder 2ax = y2.

Dies zeigt, daB8 die gesuchte Kurve 4B eine Parabel mit dem
Parameter 2a ist!4).
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II. Wenn, jeizt die| Ordinate.BD die mittlere Proportionale
ist zwischen der Subtangente DC und der gegebenen Grofe E,
vermindert um die Abszisse 4D, so wird die Natur der
Kurve AB in folgender Weise gefunden.

Da nach Voraussetzung
(B— AD): BD = BD:DC

ist, so wird sein
DC =y2: (a — z).
Es ist aber

dy:d pe=_2
y: a;_.y.( —a—x)'

Also wird sein
y*dy
a

ydz = — 2

und, wenn man die Gleichung reduziert,
adx — zdx = ydy,
ferner nach Bildung der Integrale
ax — 4% = {y? oder 2ax — 22 = y2

Hieraus geht hervor, daf die Kurve 4B ein Kreis ist,
dessen Durchmesser dem doppelten E gleichkommt.

III. Eswird die Natur
der Kurve gesucht, die
folgende Eigenschaft be-
sitzt. Das Quadrat der E
Ordinate BC ist tiberall
die mittlere Proportionale
zwischen dem Quadrat der
gegebenen Grifle F und
der krammlinigen Fliche

A B
ABC. Hig. 21,

Ceo

Es sei
AB=gx, BC=y, E=a.
Nach Voraussetzung ist also
die Fliche ABC = y*:a?,
mithin jhr Differential
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OFFY.CF ydx.
Nach Reduktion der Gleichung wird
4y2dy = a2dx.

Wenn man hiervon die Integrale nimmt, so erhilt man

4y% = a2z oder y3 = }a2a.
Daher ist die gesuchte Kurve eine kubische Parabel erster
Art15) mit dem Parameter aV3.

Neunte Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Auf diese Weise findet man die Natur aller Kurven aus
gegebenen Eigenschaften der Tangenten oder der Flichen.
Es kommen aber manchmal Fille vor, wo die Integrale, nach-
dem die Gleichung auf der einen Seite auf z und dz und auf
der andern Seite auf y und dy reduziert ist, entweder unendlich
sind oder sich tberhaupt nicht bilden lassen, wihrend nichts-
destoweniger die gesuchte Kurve eine geometrische sein mag,
80 dal man also nichts schliefen kann. Bei diesen und andern
solchen Gelegenheiten mufl man daher auf andere Hilfsmittel
zurtickgreifen. Eines davon wird sein, da8 man die Integrale
aus Gréfen sucht, in denen z, y, d= und dy gemischt auf-
treten. Ein anderes Hilfsmittel aber ist, daB zwar die mit =
und dz behafteten Groflen von den mit y und dy behafteten
getrennt sind, dal man aber, wenn die Integrale aus ihnen
sich nicht nehmen lassen, zwei Flichen bildet, von denen die
Natur der einen durch die mit x behafteten, die der andern
durch die mit y behafteten ausgedriickt wird. L#8t sich dann
eine Beziehung zwischen jenen beiden Flichen finden, d. h.
148t sich ein Teil der einen erhalten, der einem Teil der
andern gleich ist, so ist dies ein Zeichen, daB die gesuchte
Kurve eine geometrische ist, und ihre Natur gefunden werden
kann. Wenn sich dagegen die eine Fliche der andern nicht
gleichmachen 148t, so wird die gesuchte Kurve zur Klasse der
mechanischen 16) gehdren.

Bevor das erste Verfahren auseinandergesetzt wird, nimlich
die Integrale von Grofen zu bilden, die aus beiden Arten von
Unbestimmten gemischt sind, miissen wir zuerst die Entstehung
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solcher Differentiale betrachten, damit man um so besser in
umgekehrtem''Sinne' | zor' Kenntnis' 'der Integrale gelangt und
sich davon eine allgemeine Idee bildet, die zur Natur der
gesuchten Kurve fthrt. Es ist aus der Differentialrechnung
bekannt, daB die GrdBen, die wie wir hier angeben werden, die
nebenstehenden Differentiale haben *), z. B.

die GroBe y :x das Differential (zdy — ydz) : 22,

» » Yiiz ” » (2zydy — yzda:) 1 o?,

” n Yz » (8zy*dy — y3dz): a?,

die GréBe y*:x das Differential (azy®—dy — y*dx): «2

Hieraus folgt umgekehrt, daB man, wenn ein Differential
axdy — ydx gleich Null ist, zur Auffindung seines Integrals
mit y*—1:22 multiplizieren muB. Dann wird nimlich die ent-
stehende GroBe auch gleich Null sein, d. h. ,
ardy — yde = 0 = (azdy — ydx) yzz .
Das Integral hiervon, welches nach der Bildungsweise y*:x
ist, muB daher gleich irgendeiner konstanten GrdBe sein, weil
das Differential gleich Null ist. Das wird also das Integral von

ardy — yder =0

sein, d. h. .
%— == einer konstanten Grdfle b.
Nach diesen Vorbereitungen werden die nachstehenden
Probleme auf folgende Weise B
leicht geldst.

I. Manfragt, welche Kurve
AB das sein mag, deren Sub-
tangente - CD der doppelten
Abszisse AC gleich ist. Es sei
AC==, BC=y. Danmn
wird nach Voraussetzung D A c
2z:y =daz:dy Fig. 22.

*) A!lﬁemein gilt folgende Bemerkung. So aft man mehrere
Differentiale hat, die durch ihre)zugehtrigen Integrale dividiert
und zusammen gleich Null sind, wird das Produkt aller Integrale,
jedes zu der Potenz erhoben, die seinem Koeffizienten gleich ist,
gleich einer konstanten GriBe sein. Es sei z. B. adz:x 4 bdy:y
=+ cdz:% 4 usw. = 0. Dann, behaupte_ich, wird «®¢®«* www.=
irgendeiner konstanten GriBe sein.

Ostwalds Klassiker. 191. k-
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sein und daher
ydo="2xzdy.
Wenn wir dies nach der ersten Regel finden wollten, so
wiire die Gleichung auf folgende zu reduzieren

dz __ 2dy

z oy
Da aber das Integral von beiden gleich Unendlich ist!7), so
erhilt man hieraus die Natur der Kurve nicht. Daher mufl
das Problem nach diesem zweiten Verfshren geldst werden:
ydz = 2zdy, also

2zdy — ydz = 0 = (2zdy — ydz) %

Das Integral hiervon, das nach dem Obigen gleich y2:z ist,
mufl irgend einer GroBe gleichgesetzt werden. Es sei also
y2:2z=1>5. Danmn hat man

yz = bzx.

Hieraus folgt, daB die gesuchte Kurve 4B eine Parabel ist,
deren Parameter einer beliebig gewihlten GrdBe b gleichkommt,

IL. Es sei jetzt die Subtangente DC = 34C. Dann wird
nach Voraussetzung

3z:y =dz:dy
gein, mithin
ydz = 3zdy
und
y?
3xdy — ydz = 0 = (3wdy — ydx) 2

Das Integral hiervon ist aber nach dem Oblgen y3:z. Es
wird' also sein y3:z = b2 oder N

yd = b2z,
Das ist die Gleichung einer kubischen Parabel erster Art, deren
Parameter gleich b. _
II. Es sei allgemein DC = a - AC. Dann wird sein
ax:y = dz:dy,
mithin .
: ydz = axdy
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und

a—1
atdy - ydr==0=(ezdy — ydx) yﬁ .

Das Integral hiervon ist % :x und daher y%:z = b*—! oder
Yo = ba—lw!

was eine Kurve aus der Gattung der parabolischen bedeutet.

IV. Es ist die Natur der Kurve AB zu bestimmen, die so
beschaffen ist, daB die
Fliche ACB = s immer
ein Drittel des umbeschrie-
benen Rechtecks 4DBC

ist. Nach Voraussetzung
ist

38 = xy,
mithin _
3ds, d. h. 3ydz =
= xdy + ydz Fig. 23.
und

2yde — zdy = 0 = (2ydx — zdy) %

Das Integral hiervon, das x2:y lautet, wird also gleich b zu
setzen sein oder
z? = by.

Dies zeigt uns, dal die Kurve wieder eine Parabel ist.

Es kommt manchmal vor, daB die sich ergebende Gleichung
in #, y, do und dy nicht blo8 aus zwei Gliedern besteht, wie
in den bisher beigebrachten Beispielen. Man mufl sie daher
durch eine Uminderung und Ersetzung der Buchstaben, wenn
es moglich ist, auf eine zweigliedrige Gleichung reduzieren.
Wenn man mit dieser in der gewohnten Weise verfihrt, wird man
zu der Gleichung gelangen, die die Natur der Kurve ausdriickt.
In ibr sind die umgeinderten Buchstaben wieder einzusetzen.

V. AB (Fig. 24) ist die gesuchte Kurve, AC=z, CB=y,
E = einer Konstanten a. Die Subtangente DC ist tiberall gleich
(2az 4+ x?) : (@ + z). Man soll die Natur der Kurve ermitteln.
Nach Voraussetzung ist
20z + 2
a-x

ry = dx:dy,

Uk
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mithin
Quxdy 4+ xdy )
a+x
2axdy + x2dy = aydx + xydz.
5 Man setze jetat
2ax 4 2?2 = %2,

Dann wird wegen dieser
Einsetzung

adx 4+ zdx = zdx

ydr =

und

sein. Setzt man also in
der gefundenen Gleichung
beiderseits den Wert von
D A C 2z und dx ein, 80 verwan-

E delt sie sich in folgende:

Fig. 24. zdy = ydx,

also
2dy — ydzx = 0 = (xdy — ydx) -::—2

Davon lautet das Integral y:x, was also gleich a:b gesetzt
wird oder
by = ax und b2y? = a222.

Wenn man den Wert 22 = 2ax 4 22 wieder einsetzt, findet
man
b2y? = 20’z +- a?2?,

die Gleichung fiir die Hyperbel.

Zehnte Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Bisher haben wir solche Beispiele angefiithrt, bei denen
die Gleichung auf Null zu reduzieren und dann nach dem an-
gegebenen Verfahren das Integral aus ihr zu nehmen ist, welches
die Natur der Kurven gezeigt hat. Jetzt werden wir einige
angeben, bei denen sich das Integral nicht finden liefle, wenn
man die Gleichung auf Null reduzierte. Daher muB man die
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Gleichung so auf beide Seiten verteilen, daf sich von beiden
zugleich 'das/\IntegralOerhialten /1:iBt, was ebenfalls die Natur
der Kurve erkennen liSt. '

VI. Man soll finden, wie beschaffen die Kurve 4AC sein
muBl, damit E?: BC? = _ .
= BC:DA ist. C_

Es sei AB=u,
BC=y, E=a. Nach
Voraussetzung ist

DA = y’: a2,
mithin
3 2
pp=¥*t% 3 A B
@ 4 Fig. 26.
Es ist aber
. . y:+alz
da;.dy=DB.BC=———az——. ,
folglich
3d alzd
g_l—_%____y. = ydw
und
y3dy + a’zxdy = alydx
‘oder

yi3dy = alydx — alzdy.
_ Damit sich nun auf beiden Seiten das Integral bilden list,
teile ich beides durch 2. Dann ergibt sich
ydy = (alydz — alzdy):y?,
wovon die Integrale lauten

1 alx
—y? = 3 — 2q2z.
5 Y v oder y 2a2x
Daher ist die vorliegende Kurve eine kubische Parabel erster
Art, deren Parameter gleich a)/2.
VII. Die Natur der Kurve AC zu finden, die so beschaffen
ist, daB die Subtangente
2axy — 328
BD =y Faar
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Nach Voraussetzung ist

2azy — 323
W Yy = dx : dy.
Man findet durch Reduktion der Gleichung
, 3x2ydx - 3x8dy =
4 = 2axydy — ay?dzx.
y Durch Division mit 22 erhilt
man
3ydz + 3zdy =
(2azydy — ayldx): x2.
Nimmt man die Integrale, so
wird sein
2
A o - 3zy = 2y
Fig. 26. _ z

oder 322 = ay,
was eine Parabel anzeigt.

Wir miissen jetst ein anderes Verfahren darlegen, das, so
oft die Gleichung sich so anordnen 148t, daB x und dz von
den Buchstaben y und dy getrennt sind, ganz allgemein ist,
sowohl fiir mechanische als fir geometrische Kurven. Dieses
Verfahren besteht aber darin, daB die mit do behafteten GrofBen,
wenn sie linear sind, zur zweiten Dimension erhoben und, wenn
sie kubisch oder von hoherer Dimension sind, zn jener herab-
godriickt werden; in derselben Weise muB man es mit den
GroBen machen, die mit dy behaftet sind. Jene Erhebung oder
Herabdriickung geschieht aber durch Multiplikation oder Division
mit einer gewissen konstanten GroBe a, a2, a® usw. und nicht
mit irgend einer Unbestimmten. Sonst wiirde die Sache nicht
gehen. Die Differentiale dieser flichenhaften GrsfSen werden
daher Linien sein, die mit dz und dy multipliziert sind und
dann wegen der so gefundenen Gleichung einander gleich sein
mtssen. Wenn man also jene Linien an ihre zugehdrigen dz
und dy als Ordinaten ansetzt, so werden dadurch zwei Kurven
gebildet, deren Flichen gleich sein werden, weil deren Diffe-
rentiale gleich sind. Nimmt man daher zu einem Teil der
einen Fliche, die tiber y gebildet ist, einen gleichen Teil der
andern Fliche, die tber = liegt, und verlingert die Enden
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jener Teile, so wird der gemeinsame Schnitt ein Punkt auf
der gesuchten Kurye- sein.

I. Nehmen wir ein schon oben angefiihrtes Beispiel wieder
vor, nimlich folgendes.

Es wird die Natur der E :
Kurve 4 C gesucht, bei wl___l6 e
der die Sunbtangente
DB = 24B ist. K 9 Z
Es sei AB =z, J
BC =y. Nach Vor-
aussetzung wird sein
2z _dz D A P B
y dy’ .
mithin /L
2dy _ do. | "
y = L
Hiervon lassen sich Fig. 27.

aber die Integrale nicht
finden, oder sie sind vielmehr unendlichi8). Ich multipliziere
daher, damit die zweite Dimension hineinkommt, die Differentiale
mit a2, Dann wird sich also ergeben

2a2dy  a’dx

y @

Um hierdurch die Natur der gesuchten Kurve 4C zu finden,
verlingere man BA und ziehe durch A4 die Senkrechte EF,
8o daB die Unbegrenzte 4E alle Ordinaten BC darstellt, d. h.
A @ ist gleich BC. Man errichte nun im Pankte G die Senk-
rechte G H = 2a2 : y und mache dasselbe in allen andern Punk-
ten; dadurch wird dann eine hyperbolische Kurve JKH erzeugt
werden, deren Asymptoten AD, A @ sind, und deren Halbachse
" AK = 2a ist. Ebenso hat man in B die Senkrechte BL = a2: z
zu ziehen und dasselbe in allen andern Punkten zu machen;
die dadurch entstehende Kurve NML wird ebenfalls eine Hy-
perbel sein, deren Asymptoten AF, AB sind, und deren Halb-

achse AM = aV/2 ist. Weil nun
2a2dy

, 4. h. das Differential der {Hyperbelfiiche JKH
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gleich ist
aldx

, d.h. dem Differential der Hyperbelfliche NML,

s0 werden auch
alle Differentiale, d. h. die Hyperbelfliche K G
gleich sein
allen Differentialen, d. h. der Fliche MB.

Es bleibt daher zur Bestimmung der Natur der Kurve AC
nur tbrig, zu der Hyperbelfiiche KG die andere MB zu
wihlen, die ihr gleich ist. Dann wird n#mlich bei Verlingerung
von LB, HG der Treffpunkt C auf der gesuchten Kurve liegen.
— — — Es liBt sich aber zu einer gegebenen Hyperbel-
fliche, die zwischen Asymptote und Ordinaten enthalten ist, eine
andere ihr gleiche finden, und zwar mufl man im vorliegenden
Falle — — — —

40! _ AP

AG: AB
machen. Dann wird
die Fliche K G = der Fliche MB
sein19), Weil aber
AP _ A0* _ PS?
AB~ AG*  BC»’
ist die Kurve 4SC offenbar eine Parabel.
Auf dieselbe Weise findet man, wenn DB = 3 4B ist, daB
P$ _ AP
B(? 4B’
mithin A4S C eine kubische Parabel ist. In gleicher Weise

findet man bei jeder Festsetzung des Verhiltnisses von DB
zu AB immer die Natur der Kurve 4SC.

II. Man sucht die Natur der Kurve BDC, deren Sub-
tangente immer gleich der Konstanten @ ist. Nach Voraums-
setzung ist

dy:dx=y:a,
mithin
ydx = ady und do = ady,
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Multipliziert man beiderseits mit a, so erhilt man

Um also die Kurve zu konstruieren, ziehe man unbegrenzt die
Normalen BJ, LH und bei allen 4B, AN, AO usw., dle den
y gleich smd, setze man
KB, NE, OF usw. gleich
a2:y an; dann entsteht
die Hyperbel KEF, deren
Asymptoten 40, AL sind;
ferner. setze man bei 4G,
AH usw. GP, HQ usw.
gleich & an; dann wird
JPQ eine Gerade parallel
zu AH, Nimmt man daher
die Hyperbelfliche KN

(] c/

gleich dem Rechteck 4P & A G|
und KO gleich 40Q, so wer-

den die Treffpunkte D, C Jh

usw. auf der gesuchten P a
Kurve liegen. Wenn also Fig. 28. '

A G, A Husw. arithmetische

Proportlonalen sind, so werden 4B, AN A0 usw. geometrische
Proportionalen sein, weil die Flﬂchen K N, EO usw. gleich
sein miissen. Daher ist die Kurve BDC eino logarithmische 29),

-Elfte Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Die Probleme, die wir bisher vorgebracht haben, wurden
gelost durch Ausziehung von Integralen aus den zm Anfang
eingefiihrten Buchstaben selbst. Jetzt folgen einige, bei demen
man, bevor die Integrale genommen werden kdnnen, eine Sub-
stitution der Buchstaben anwenden mu8, und zwar eine solche,
die sich dem betreffenden Problem anpaflt; denn eine bestimmte
Regel 148t sich hierfiir nicht angeben. Man hat jedoch gewisse
allgemeine Regeln fir die Trennung der Unbestimmten mittels
einer Substitution.

So lassen sich alle Differentialgleichungen, wo kein kon-
stanter Buchstabe zur Vervollstindigung der Homogeneitit auf-
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tritt21), auf andere, separierbare redﬁzleren, indem man fir x
einsetzt,\zyy fir)ida| alsoxdy + ydz oder umgekehrt fur y
einsetzt xx, fir dy also xdx -} xzdx.

Ebenso lassen sich alle Differentialgleichungen, wo die Un-
bestimmten = und y die erste Dimension nicht tiberschreiten 32),
auf separierbare reduzieren, indem man alle Grdfen, mit denen
dz behaftet ist, gleich # setzt. Nachdem diese Einsetzung ge-
schehen ist, mul man noch alles, womit dy behaftet ist, einem
andern Buchstaben ¢ gleichsetzen, bis man endlich zu einer
Gleichung gelangt, in der man keinen konstanten Buchstaben
findet, die also wieder eine homogene ist. Diese letzte Glexchung
wird sohhethh in der vorhin angegebenen Weise in eine se-
parierbare verwandelt.

Dasselbe kann man erreichen, indem man

x = % - einer unbekannten Konstanten
-und '
y = t -} einer andern unbekannten Konstanten

setzt und nach Einfihrung dieser Werte in die Gleichung die
Glieder, in denen sich die Bekannten finden, beidemal gleich
Null setzt. Auf diese Weise erkennt man nimlich, was fiir
die unbekannten Konstanten zu nehmen ist, damit jene Glieder
in der Gleichung verschwinden, und eine Gleichung zum Vor-
schein kommt, die nur aus homogenen Unbestimmten besteht,
die also wie oben geldst werden kann.

Hauptssichlich muf man aber zu erreichen suchen, daf
durch diese Substitution die Dimensionen der Buchstaben ver-
mindert werden, oder daf mit ihrer Hilfe die Unbestimmten
mit den gleichartigen Differentialen abgesondert werden und
fur sich auf die andere Seite gesetzt werden konmnen.

Das erste Beispiel, das wir geben, zeigt eine Substitution
die die Dimensionen der Buchstaben vermindert. Das folgende
aber zeigt die Trennung der Unbestimmten durch eine Sub-
stitution.

I. Man sucht die Natur der Kurve, bei welcher, wenn man
die Abszisse = «, die Ordinate = y setzt, die Subtangente
= (828 — 2axy) : (8322 — ay) ist.

Losung. Nach Voraussetzung ist

823 — 2axy

dx:dy = 327 —ay

)
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mithin
3e3dy =~ 2azydy == 3x2ydx — ay?dx.
Um die Dimensionen herabzudrticken, setze man

y = mz.
Dann wird sein
dy = mdx -+ xdm.
In der gefundenen Gleichung fithre man den Wert von y und
dy ein. Dann erhilt man nach gehdriger Vereinfachung
3x2dm — 2amzdm = am?dx.

Jetzt setze man
xr = mn.
Dann wird sein .
dx = mdn 4+ ndm.

Fthrt man dann in der letzten Gleichung den Wert von z
und dz ein, so kommt heraus:

3n2dm — 3andm = amdn.

Es sei
a2
n=—-
o
Dann wird
aldr
d’n = e— _;i_ .
Die gefundene Gleichung reduziert sich also auf folgende:
3adm — 3rdm = — mdr.
Es sei .
r—a=1t.

Dann wird dr = df, und man erhilt diese Gleichung:
2
8tdm = mdt oder 3tdm — mdt = 0 = (3tdm — md) "7‘2

[damit man nach dem oben erklirten Verfahren das Integral
nehmen kann).

Das Integral hiervon, das m3:¢ lautet, wird gleich einer
konstanten Grd8e b sein, mithin

m3 = bt.
Dies ist nun die Gleichung, die die Natur der Kurve ausdrtickt.



44 Jobann Bernoulli.

Um sie aber in den Buchstaben z und y zu haben, mufl man
in umgekehrter |Reihenfolge fir, einen Buchstaben nach dem
andern seinem Wert einsetzen, bis man schlieflich zu einer
Gleichung gelangt, in der nur z und y auftreten. Diese Ein-
setzung vollzieht sich aber in folgender Weise:

m3 =>bt=(wegent=r—a)br—ba= (wegenr= ——)— — ba

( ) abm
= |wegen n» = — — ba.
Daher hat man

m3z = a2bm — bax.

Weil aber m = y : z ist, verwandelt sich die gefundene Gleichung
in folgende:

3 2 .
Yo%y
x2 x

oder nach Vereinfachung
y3 4+ bax® = albyz.

Damit die Gleichung tiberall gleiche Dimensionen hat, sei der
konstante und beliebig angenommene Buchstabe23) b =1 a.
Dann kommt heraus

Y3 4 23 = ayx.
Diese Gleichung drtickt die Natur jener Kurve aus, von der
wir oben [Seite 24] die Quadratur gefunden haben.

II. Das zweite Beispiel, das wir hier geben, wurde Herrn
Descartes von Herrn de Beaune vorgelegt. Die Lsung kommt
in Descartes’ Werken nicht vor. Er sagt aber in dem Brief-
wechsel *, dafl er sie gefunden habe. Es wird uns daher nicht
reuen, die Losung, nach unserer Methode, hierher zu setzen,
zumal es beim ersten Anblick so scheint, als lieSe sich das
Problem nach dieser Methode (wegen der Untremnbarkeit der
Unbestimmten) unmdoglich l6sen. Man wird aber sehen, daB
sich die Unbestimmten nach einer ganz geringfiigigen Sub-
stitution leicht voneinander trennen lassen, und deshalb das
Problem vollstindig geldst werden kann, jedoch unter Voraus-
setzung der Quadratur der Hyperbel. Denn die hier gesuchte
Kurve ist eine mechanische.

Das vorgelegte Problem ist aber folgendes:

*) Bd. III, Brief 71.
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Die Gerade A4 C bildet einen halben rechten Winkel mit der
Achse 4 D/und . EDistOeine) gegebene konstante Strecke. Man
sucht die Natur der Kurve AB, bei der sich die Ordinate BD
zur Subtangente F'D verhilt

wie die gegebene Strecke F 8/
zu BC.
Loésung. Essei AD=uz,
DB=y, E=a. Dann wird
nach Voraussetzung —_— /
£
dy_ _a c
dz~ y—=
sein, mithin
adr = ydy — zdy. F A D
Aus dieser Gleichung Fig. 29.

miifte man also die Natur

der Kurve finden, entweder, indem man die Integrale nimmt oder
indem man y mit dy auf die eine, « mit d= aber auf die andere
Seite bringt, damit sich alsdann zwei Flichen bilden lassen,
durch deren Vergleichung man zn der Natur der Kurve ge-
langt. Da aber aus der gefundenen Gleichung sich weder die
Integrale bilden lassen, noch z und dz von y und dy ge-
trennt werden konnen, so mufl man die Gleichung in eine
andere verwandeln, indem man den Wert einer der beiden Un-
bestimmten ersetzt. Es sei also

y—r=zx,
dann wird
Yy =24 und dy = dz + d=x.
Die gefundene Gleichung verwandelt sich daher in folgende:

adx = xdx 4 zdx oder adr — zdx = zdx.

und
xdx

a—3%
Auf diese Weise haben wir also die beiden Unbestimmten

getrennt. Man maultipliziere nun, um die Kurve zu kou-
struieren, beiderseits mit . Dann wird

axdx

adr =

adx =

~

-_—
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Nachdem man ferner die Normalen G 7, N H gezogen hat
(Fig. 30);/ nehme man G:N\=)GH = o und ziehe durch die
Punkte H, N zu GT die Parallelen HV, MRE. Damn

L
P;

M N R
A
0 P
Q T
H ‘l S V
Fig. 30.

mache man NR = N G, zeichne die Senkrechte RS und kon-
struiere zu den Asymptoten EM, RS durch den Punkt G die
Hyperbel LKG. Wenn somit GO =%, und GQ = = ist,

z/

e

wird KO = ax: (a — z) sein, und
da QJ immer gleich 4 ist, mufl
man zu der Hyperbelfliiche K GO
ein ihr gleiches Rechteck " HQ
nehmen und die Linien JQ, KO ver-
lingern. Dann wird der Treffpunkt
P auf einer Kurve G PW liegen, die
der gefundenen Gleichung adzr =
= axdzx: (@ — %) gentigt. Um aber
aus dieser die gesuchte Kurve 4B
zu konstruieren, braucht man nur
QP bis Z (Fig. 31) zn verlingern,
8o daBl PZ gleich der Abszisse G'Q
ist. Dann wird der Punkt Z auf
der gesuchten Kurve AB liegen.

Weil nimlich PZ = GQ =z — AD (Fig. 29) und QP (Flg 31)

P
G (e
Fig- 31.
=z ist, wird
QP+ PZ =

sein (Fig. 29).

x+x=y=DB
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Korollar I. NR (Fig. 30) ist eine Asymptote von GP W
und QP B'C/(Fig)(29)..CAlsoChat auch die gesnchte Kurve
AB eine zu AC parallele Asymptote.

Korollar II. Die Fliche ADB ist gleich xy 4 az — § y2.

Zwolfte Vorlesung.
" Fortsetzung desselben Gegenstandes.

III. Die Natur der Kurve 4B (Flg 32) zu finden, die zu
ihrer Tangente BD tiberall in einem gegebenen Verhiltnis
steht. Dieses Problem ist un-
bestimmt und 148t verschiedene /B
Losungen zu. Manchmal ist nfm- ’
lich die Kurve 4B eine geometri-
sche, manchmal eine mechanische,
je nachdem das gegebene Verhilt-
nis zwischen der Kurve AB und
der Tangente .BD sich #ndert. ,
Dies wird aus der Losung deut- 2 D : C
licher hervorgehen. Fig. 32

Es sei AC=2, BC=1,
AB = s und das Verhiltnis von 4B zu DB wie a zu 1.
Nach Voraussetzung ist

s
dy.ds=uy: P
mithin
_ ayds = sdy
und
o sa—l

ayds — sdy = 0 = (ayds — sdy) o

Das Integral hlervon, das s%: y lautet, wird gleich einer
konstanten Grdfe sein, Es sei also s%:y = b. Dann wird

a
%= by oder s = Vby
sein und
bdy

ds = 2 .
)/ oy)*—!
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Damit nun die Rechnung leichter geht, sei a = 2. Dann

hat man i
ds = —=— .
2Vby
Es ist aber
. ds? = da? - dy2.
Daher wird
bdy? 9 2

und vnac’h‘ 'Yereinfachnng der Gleichung
bdy? — 4ydy? = 4yda?

sein oder
dyVb — 4y = 2dzVy
und .
P dyVb —4y bdy —4ydy __ tbdy —ydy
2Vy 2Vby — 4y2  Vidby — 2
_ Yody —ydy $bdy

Viby —y: @ Viby—y?

Es wird daher herauskomgnen

¢ =Viby — y? + Int. bdy

Viby—y*

Dieses Integral erhdilt man aber, wenn man einen Halb-

F G J/

E
Fig. 33.

kreis EGH (Fig. 33) her-
stellt, dessen Durchmesser
EH=1b ist, und EF=y
macht. Dann wird der

Bogen EG =
— mt. 2%
Viby — 92
Es ist aber auch
Fa@ =V 1by —y?,

mithin AC oder x oder
F/=FG-+ GE, oder

GE = GJ, d. h. die Kurve EJ in dieser oder 4B in der

friheren Figur ist eine Zykloide.



Die erste Integralrechnung. 49

Es sei jetzt a = 3. Dann wird

bay 2bdy
ds = —; = —,
a‘l/(by)a—l 3V by
und daher 2yia
ds? = da? 4 dy? = el d_y’
9Vb2y2

Nach Vereinfachung der Gleichung findet man

dyVav:— 9oty

3V/oy

Um das Integral hiervon zu erhalten, setze man by = m3,
Dann wird dy = 3m?2dm : b, mithin

dx =

dyVar— 9V/iy?  mdmYabi—om
3, — - b ‘
3Vby
Das Integral hiervon ist
8 —
= — 2‘76'(bz — -‘}m’)Vb‘-— {-m’ =

Setzt man also den Wert von m ein, so kommt eine Gleichung
in z und y heraus, die die Natur der gesuchten Kurve aus-
drtickt. In diesem Falle, nimlich a = §, wird daher die
Kurve eine geometrische sein. Ist dagegen a — 2, so ist die
Kurve, wie wir gesehen haben, eine mechanische.

Wenn wir nun die allgemeine Lisung erledigen wollen, so
ist in derselben Weise zu verfahren, néimlich so:

b2dy?

ds? =da? 4 dy? = —————
a’V(by)24—2

und
b2dy?

azf/(by)za—z

dmz B — dyz’

mithin

i = BV 2= Vg
aY/(by)e~?

Ostwalds Klassiker. 194, LY
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Man setze
pulrt = me.
Dann wird
-1
am?tdm

a-1

m ‘
b r
(@b — b)Vm®—2

Man erhiilt daher

ms—2dm Vb2 — a2m?
de =

(ad — b;'l_/tm"’—“

Diese Formel zeigt, daB die Kurve, so oft sich das Inte-
gral dieser Gr3fe nehmen 14Bt24), stets eine geometrische ist.
Andernfalls wird sie eine
6 mechanische sein. Denn je
nachdem - man den Bueh-
staben a wihlt, wird aunch
diese Grdfe geiindert. So ist
es also wahr, was wir ge-
sagt haben, daB nimlich das
vorliegende Problem unend-
lich viele Lsungen hat.

8 . . A ¢ IV. Die Natur der Kurve
S __E zu finden, die so beschaffen
Fig. 34. ist, da8 DC: BC=FE: AD
(smhe Fig. 34).
Es sei AC-— 2, CD=y, AD=s Nach Voraus-
setzung ist .

dy a adx
d_x— 8’ mithin dy—- T

Um aber den Buchstaben s beseitigen zu konnen (was zur Be-
stimmung der Kurven immer notwendig ist), muf8 man so vor-
gehen.

a2dx?

dy? = pe)

?
also
s2dx? 4 a2dx?

ds? = dx? -4 dy? = o
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und J6s dz)s? -+ a?
=LCch
mithin
do — sds ]
Vst 4 a2
und die Integrale hiervon
z = Vs + al
Hieraus findet man
8§ = Vx2 J— a2

und

ds = _zde = Vda2 4 dy2

Va? — a?
Vereinfacht man die Gleichung, so findet man

22dy? — a2dy? = a2dx?
und endlich
adx

Va2 — a2

Dasselbe findet man anders und leichter auf folgende Weise.
Weil s = adx : dy ist, wird2s)

——  adx
— Va2 7 14%
ds = Vda?+ dy 3y

dy =

und daher
ad?z

Vdax? - dy2'
Um auf beiden Seiten das Integral nehmen zu kénnen, mul-
tipliziere man beiderseits mit do. Dann erhilt man

adzd’z
Vda? + dy?
Nimmt man die Integrale, so ergibt sich
zdy = a Vdz2 + dy?
und nach Vereinfachung der Gleichung

dy =

adx

dy = Va2 — a2’

wie vorher.
A;k
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Es folgt jetzt die Komstruktion dieser Kurve. Dabei ist
zun#ichst zu/ bemerken, dal wegen # = Vs2 4 a2 und daher
2 > s der unverinderliche Anfang von z jenseits des Scheitels 4
liegt, und zwar in der Entfernung E, da im Fall s =0 ge-
rade = a wird. Wenn wir daher wollen, daB der Anfang
von z im Scheitel selbst liegt, 8o mtissen wir setzen r =z -} a.
Dann verwandelt sich die Gleichung dy = adz : Vx?2 — a2
in folgende .

adx
dy = ——,
2ax -+ x2
die wir jetzt auf dreifache Weise konstrumieren werden.
A\ \o_¢/ rf
i K
[}
|
I
H
J
G B H
F A
Fig. 8b.
Man multipliziere die Gleichung mit . Dann wird
ady = a2dx
y V2ax -+ x2?

Nun ziehe man die Normalen 4K, GH, die sich in B schnei-
Aden (Fig. 35), und nehme BA = a und beschreibe mit dem
Scheitel B und dem Mittelpunkt 4 die gleichseitige Hyperbel BC.
Ferner konstruiere man eine Kurve DJ von solcher Art, daBl
B4 tberall die mittlere Proportionale zwischen KC und KD,
d. h. daB

a?

KD==
V2ax 4 22
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ist. Dann ziehe man die Parallele AF und nehme das Recht-
eck 4 G gleich/\der 'Flache HBKDJ. Verlingert man jetzt
DK und FG, so wird der Treffpunkt E auf der gesuchten
Kurve liegen.

Diese Kurve 148t sich anders und leichter auf folgende
Weise konstrnieren. Man ziehe die Gerade A C und nehme
ein der doppelten Hyperbelfliche ABC gleiches Rechteck 4 G.
Dann wird nach Verlingerung von CK und FG der Punkt ¥
wieder auf derselben gesuchten Kurve liegen2).

Noch anders 148t sie sich mittels der Rektifikation einer
parabolischen Kurve auf folgende Weise konstruieren. Weil

dy = adz : V2ax 4 22 ist, wird

adx 4 zdx .,
y+l,2m_'_x2 (Diff. von + )
_2ada:+xda;__dzl’2a+a;.
V2ax + 2 Yz

Man muB daher eine gewissé Kurve BL suchen, deren Dif-

ferential dzV2a -+« : Vz ist. Dann wird BL selbst gleich
EC sein. Diese Kurve findet man aber so. Von

_2ada:2+:cda_:_2_
x
nehme man dz2 fort. Dann bleibt 2adz?: 2. Daher ist
dzV 2a
= Diff. von KL
V; ?
und
Int. ‘-iiv—— V24 4. b V8az,
@

wird also gleich KL selbst sein. Die Kurve BL ist somit
eine Parabel mit dem Parameter 8 AB. Wenn man dieses
BL zur Geraden ausstreckt und am Punkte C als Ordinate
anbringt, so wird der andere Endpunkt E wieder auf der ge-
suchten Kurve 4 E liegen.

Korollar. Die Kurve BE ist gleich der Hyperbel-
ordinate KC. Bezeichnet man n#mlich BE mit s, so wird
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ds=Vdaotdt dy?=

Johann Bernoulli.

Ax? 4————

__6dz 4 zdx
V2ax + x2

a2dx? da:] / a? 4 2ax + 22
Qax+tx2 2ax 4 x2?
= Diff. von KC.

Dreizehnte Vorlesung.

Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Wir haben bei dem vorigen Problem zwei Verfahren aus-
einandergesetzt, durch die wir zu derselben Lisung gelangten.
Das eine war das gewshnliche und ergab sich aus der ein-
fachen Berechnung von Integralen. Das andere dagegen be-
nutzte Differentiale von Differentialen. Wir wollen deshalb bei
dieser Gelegenheit noch das eine oder das andere Beispiel

E

Fig. 36.

daB adsd?r = dy3 ist.

anfthren, wo sich durch die ge-
wohnliche Methode die Ldsung
kaum ermdglichen 148t, sondern
eine besondere Rechnung ndtig
ist, bei der nicht nur die Differen-
tiale der Unbestimmten in Betracht
gezogen werden, sondern auch die
Differentiale der Differentiale selbst.
Die Regeln hierfir sind aus der
Rechnung selbst zu entnehmen.

V. Es wird eine Kurve AC ge-
geben (AB=z, BC=y, AC=35,
E = a) von solcher Beschaffenheit,

Dabei wird angenommen, daB ds

eine konstante Grofe ist??), d. h. d2s = O.

Lésung. Weil

dz ==Vdst — dy

ist, wird
o = — WP
Vist — dy?
sein, mithin
adsdie = dyd = — adsdyd’y

Vds? — dy?
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oder
adsd?y

Vi — g
Da aber auf keiner Seite das Integral gemommen werden

kann, dividiere man beiderseits durch dy2. Dann erhilt man
folgende Gleichung

dyt ="

_ adsd?y
dy?Vds? — dy?

Von der zweiten Gréfe 148t sich nun zwar das Integral nach
den in der Integralrechnung gelehrten Regeln erhalten 28).
Weil aber die Einheit kein Differential ist und daher kein
Integral hat, so mu8 man beiderseits mit einem konstanten
Differential wie ds multiplizieren und erhilt anf diese Weise

ads?d?y
dy?Vds? — dy?
Demnach wird das Integral von ds, das s lautet, gleich dem
Integral der andern Seite

ds =

adstd?y
T ayVds—dyt
sein, wofiir man nach der vorletzten Regel in der zweiten Vor-
lesung findet
ads?¥ds? —dy? _ aVdst—dy?
ds?dy o dy .
Es bildet sich daher folgende Gleichung
Vds2 — dy?

_.a
= dy

oder
sdy = a Vds* — dy2.
Vereinfacht man die Gleichung, so findet man

2 2 2
szdyz_l_ a?dy2 —_ a?ds?. und (§_+a—a2)d1/_ - ds2‘
Da aber ds? — dy? = dx? ist, so wird also sein

s2dy?
2 = dx?,




b6 Johann Bernoulli.

mithin
dy

sdy'='adz,'-'d. h. o

=2.
8
Dies zeigt uns, daB es sich um die Kurve handelt, deren

Natur wir bei dem vorigen Problem
entwickelt haben.

E
VI. AC (Fig. 37) ist eine Kurve
7 von solcher Beschaffenheit, dafl DB2
sich zu BC? verhilt wie F zu AC.
Gesucht wird die Natur dieser Kurve.
Lésung. Nach Voraussetzung
ist
da? _a
s
2] A 8 mithin
Fig. 317. ady?
: § = da?
und [wenn man d2x = O annimmt?29)]
‘ds = 2a3:d2y Viz?+ dy?,
folglich
2adyd’y 2
Viz2+ dy? '

Man nehme auf beiden Seiten die Integrale:
2aV da? 4 dy? = zdzx.

Dann kommt nach Vereinfachung der Gleichung heraus
dzVa?— 4a? = 2ady.

Aus dieser Gleichung wird die Kurve in folgender Weise kon-
struiert: Man ziehe die Normalen FB, AC (Fig. 38) und
nehme BA = 2a. Dann beschreibe man mit dem Mittel-
punkt 4 und dem Bcheitel B die gleichseitige Hyperbel BD
und ziehe 4 G parallel zu BF. Nimmt man das Rechteck A H
gleich der Hyperbelfliche BDJ, so wird der Treffpunkt E auf
der gesuchten Kurve liegen.
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VII. Man nehme alles wie oben an, und es sei

da* _ &
iy a
G F
y .
—==—AE
|
:
A B v C )
N
Fig. 38.

Losung. Nach Voraussetzung ist

s = adx?
=57
Es wird also mutatis mutandis dieselbe Kurve sein, nur dafl
« an die Stelle von y tritt und umgekehrt.

VIIL AC (Fig. 39) ist
eine Kurve von solcher Be-
schaffenheit, daB CB sich G
zur Subtangente verhilt, C F
wie das Quadrat von G' zu
der Fliche ACFD.

Losung. Essei AB=
=z, BC=y, die Fliche
ACFD=s, G=a=AD.
Nach Voraussetzung ist

m‘

dy a2 .
= . Fig. 39.
dx 8 §
Es wird also sein

sdy = a2dx
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und ihre Differentiale3?) (wenn man d2y = O annimmt)
ady?Ugdy? = a?d?x.
Man multipliziere beiderseits mit dz. Dann erhilt man
adzxdy? — zdzdy? = aldrdiz.
Nimmt man jetzt.die Integrale, so wird

azdy? — 4 22dy? = 4 a?da?
oder
2azdy? — 22dy? = aldx

Man findet daher

adx
c dy

T V2ar — a2

Aus dieser Gleichung
wird die Kurve in fol-
gender Weise konstru-
iert. Man beschreibe
mit dem Durchmesser 31)
AL (Fig. 40) = 24D
(Fig. 39) den Halbkreis
AHL, ziehe die Ordi-
nate HBC und nehme
BC gleich dem Bogen
AH. Dann wird der
Punkt C auf der ge-
Fig. 40. suchten Kurve liegen.
Denn das Differential
des Bogens AH ist gleich adz:V 2axz — 22 und gleich dem
Differential von BC.

‘Vierzehnte Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Alle Kurven, deren Natur wir bisher gefunden haben,
waren entweder geometrische, d. h. solche, deren Ordinaten zu
den Abszissen in einer durch eine algebraische Gleichung ans-
driickbaren Beziehung stehen, oder sie waren mechanische,
d. h. solche, deren Natur man durch eine Gleichung nur erhalten
kann, wenn man eine gewisse Quadratur oder Rektifikation
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einer geometrischen Kurve voraussetzt. Wenn daher diese
Kurve, von'deren | Rektifikation oder Quadratur die Natur der
andern gesuchten abhingt, selbst eine mechanische ist, so wird
die gesuchte Kurve nicht eine einfach mechanische sein, son-
dern einer zweiten Gattung mechanischer Kurven angehdren.
Wenn ferner die erzeugende Kurve [so nenne ich die Kurve,
von deren Quadratur oder Rektifikation die gesuchte abhiingt]
zur zweiten Gattung gehort,
so wird die gesuchte zur
dritten Gattung mechani-
scher Kurven gehoren usw.
Es mag gentigen, ein Bei-
spiel beizuftigen, wo die er-
zeugende Kurve eine einfach
mechanische ist oder zur Y 3
ersten Gattung gehdrt3?). Fig. 41.

IX. AC (Fig. 41) ist
die gesuchte Kurve, A4B=x, BC=y, E=a. Es besteht
[d2z = O angenommen] folgende Eigenschaft

2ax(d?y)? — x2{d?y)} = dat.

Man sucht die Natur der vorliegenden Kurve.

Lésung. Nach der gegebenen Gleichung ist

da'_
2ax — 22’

(@) =
mithin
dax? dz
Ry = —ue— = AT —
y V2ax — x? V2azx — z2
Man maultipliziere beiderseits ,
mit a. Dann wird
adly = dx - ____ada: =
V2ax — xt
Das Integral der linken Seite
hat man. Das der rechten
Seite aber hiingt von der Rek- D H
tifikation der Kreislinie ab.
Um es zu konstruieren, mache
man einen Halbkreis DFG mit dem Durchmesser DG = 2F
(Fig. 42) und schneide DH = z ab. Dann wird

Fig. 42.
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der Bogen DF — Integr.

ada;

V aa:—a:2

Es sei also Bogen DF = 8. Dann wird, da

K
a P
o
|
|
|
1
L J N
Ay
Fig. 43.

Integr. ad?y = ady
ist,
ady = sdx

sein. Die gesuchte
Kurve laBt sich dem-
nach so konstruieren.
Man ziehe die Senk-
rechten JK, LN
(Fig. 43) und nehme
JL = a. Durch L
ziehe man die Parallele
LQ und setze an
JN =« als Ordinate
die Strecke NM = s
an. Es wird dadurch
zunichst die Kurve

JM erzeugt, die bei dem vorigen Problem entwickelt wurde
und eine mechanische ist. Nimmt man also das Rechteck L P
gleich der Fliche JMN, so

d. h.

wird der Treffpunkt O auf der
gesuchten Kurve JO liegen.

X. Gegeben ist die Kurve
AE. Man sucht die Natur einer
andern AC, so daB die Senk-
rechte DC gleich der Ordinate
DE ist.

Es sei AB=x, BC=1y,
AD=m, DE=n==DC.
Da Dd:d0 = DC: BD ist,

dm:dn =mn:BD,

Fig. 44. s0 folgtsy)

ndn
DB = ——
B= dm’
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mithin
AB =m— wﬂ =
dm

Es ist aber

DC? — BD*= B(?,
d. h.

nldn?

M= g =Y

mithin

'l/ 3 n2dn?
M gmr =Y

Da aber AE eine gegebene Kurve ist, so wird sich die Grdfe
dn:dm oder dn?:dm? mit Hilfe der Gleichung immer be-
seitigen lassen. Es werden demnach AB und BC in alge-
braischen Grofen ausgedriickt herauskommen. So oft also die
Kurve AE eine geometrische ist, wird auch die gesuchte AC
eine geometrische sein. Es sei z. B. AE eine Parabel, der
Parameter = a, AD =m, DE=n=Vam. Dam wird
folglich sein
‘ AB=g=m — }a

BC =y =Vam — }a?,

y*+1a?
L

und
mithin
y2=am—+%a? und m=

Hieraus erhilt man

_ 24 4a? _ y?—4a?
w-—m—{fa-———————a —%a_—————a

oder
ar = y? — }a?.

Daraus geht hervor, dafl die gesuchte Kurve ACc ebenfalls
eine Parabel ist, und zwar dieselbe wie AE. Nur liegt der
Scheitel um den vierten Teil des Parameters itber den Punkt 4
hinaus.

Es sei jetzt 4 F ein Kreis, der Durchmesser = 2a, AD = m,

DE =mn=V2am—m?. Dann wird wegen dieser Setzung

AB=z=2m —a
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und

BO =yl =Vdam — a2 — 2m2.
Es wird also, weil x = 2m —a ist, m = {4 }a sein,
mithin
y2=dam — a?— 2m?=ax 4 {a2— {22
Um diese Kurve zu konstruieren, sei ABC (Fig. 45) der ge-
gobene Kreis und G sein Mittelpunkt, durch den man die

Senkrechte B G I ziehe.
F Man nehme GF = BG@

H und mache GD und GE

gleich BC selbst. Uber

_ den Achsen BFund ED

beschreibe man jetzt die

A J |G e Ellipse EFD. Dann be-

E O haupte ich, daB dies die
_ gesuchte Kurve, d.h. dag

_ jedeSenkrechte HJgleich

der Ordinate JK ist34),

: FE sei eine Hyper-

K g bel, 4D =m, DE =

. 2
Fig. 46. = 2. Dam wird
m

4 4 4mé — g8 dmé— 8
AB=a:=U—a,BC=y=Vam3 a=Vame a
m . m m

e sein. Weil also z =
: 7\ = (mt+ a4):m3 ist,
wird
A D/ |B

m3x = mi-4 a* und
mé = mdx — at

h—
E sein,. und weil y =
= Va'mt— a8 : m3,
m0y2= a4m4_ as.
F Setzt man den Wert

. von m* ein, so kommt
Fig. 46. heraus 35)

mby2= atzm3 — 2q8




Die erste Integralrechnung. 63

und
m8

mithin

atzmd — 2a8

’

m3= ({a*z=V4}adx2— 2a8y2): y2

Es wird daher

X =

. 3 S — 3, —
= (}atz+V{adz2—2 asy’)V§ atz+V]abz?—2a8y24aty?)y?

(Jatz +V Lada2— 2a8y2) l:‘/y_2

Fiinfzehnte Vorlesung.

Uber oskulierende Kreise und die Abwicklung der Kurven
und deren Anwendung bei der Rektifikation von Kurven.

ABC sei eine beliebige Kurve, und man ziehe in irgend-
einem Punkte B zur Kurve die unbegrenste Senkrechte BD.
Nimmt man alsdann irgendwo auf dieser Senkrechten einen

Punkt D und beschreibt
um ihn als Mittelpunkt
einen Kreis CBF, so be-
rithrt bekanntlich dieser
Kreis die Kurve in B
und schneidet dieselbe,
wenn die Wurzeln nicht
imaginir sind, anders-
wo in C. Es ist auch
klar, dafl bei Annihe-
rung des Mittelpunktes
D an B der Punkt C
ebenfalls an diesen mehr
heranrtickt. Daher wird
es eine bestimmte Ent-

D
Fig. 47.

fernung BD geben derart, daB der Punkt C ganz nach B fiillt, so-
bald D in sie gelangt ist, und wenn dies eintritt, ist der Kreis CBF
der, den Leibniz den oskulierenden oder den Oskulator-
kreis nennt, vielleicht deshalb, weil die Punkte B und C sich
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gleichsam oskulieren (kiissen)36). Dieser Kreis hat die Eigen-
schaft,  der einzige) zu sein, der die Kurve A BC im Punkte B
schneidet [wenn nicht der Punkt B im Scheitel 4 liegt; dann
néimlich berthrt der Kreis die Kurve immer, vorausgesetzt,
daB die Lage der Kurve auf beiden Seiten i#hnlich ist]. Alle
tbrigen Kreise, deren Mittelpunkte auf der Geraden BD liegen,
berithren die Kurve in demselben Punkte B. DaB der osku-
lierende Kreis die Kurve schneidet, wird unten bewiesen
werden.

Was von dem Mittelpunkt D des Kreises gesagt wurde,
der die Kurve in B oskuliert, gilt in gleicher Weise von allen
andern, wo auch der Punkt B angenommen wird. Wenn also
der Punkt B variiert, werden auch die Mittelpunkte D variieren,
so daBl sie eine gewisse Kurve EDJ beschreiben, die, wie
Herr Huygens gezeigt hat, jeme ist, durch deren Abwicklung

die Kurve ABgB be-

A schrieben wird$?). D. h.

wenn man auf der Kurve

8 EDd einen Faden AEDJ

anbringt und das Ende 4

mit gleichm#Biger Hand-

fihrung nach B bewegt,

R so wird der Punkt 4 die

A E Kurve 4.Bg beschreiben,

von der jeder Punkt den

Mittelpunkt seines osku-

lierenden Kreises auf der

Kurve EDJ hat,und zwar

b dort, wo die Abwickelnde

BD die Kurve EDJ be-

rithrt. Es ist daher zu

zeigen, dafl die Mittel-

d punkte der oskulierenden

. Kreise auf der Kurve

Fig. 48. liegen, durch deren

Abwicklung die andere

Kurve beschrieben wird, um deren oskulierende Kreise es sich
handelt.

Zu diesem Zwecke muf man die Entstchung der durch
Abwicklung erzeugten Kurven betrachten. Es liege die Kurve
ADF vor, die man sich aus unendlich vielen geraden Stiicken
4B, BO, CD, DE, EF zusammengesetzt denken kann. Man
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stelle sich nun vor, da8 auf dieser Kurve ein Faden ABCDEF
angebracht/ist)/ dessen) eines) Ende ' fest, das andere 4 aber
beweglich ist. Wenn dann dieses Ende nach K bewegt wird,
80 beschreibt offen-
bar der Endpunkt 4
des Liniensttickchens
A Beinen Kreisbogen
A G, mit dem Mittel-
punkt B, und dieser
kleine Kreisbogen
wird so weit fortge-
setzt werden, bis 4 B,
d. h. GB, mit dem
Liniensttickchen BC
ingeraderLinie liegt.
Darauf wird im wei-
teren Verlauf der Be-
wegung der Kreis-
bogen GH beschrie-
ben werden mit dem Fig. 49.

Mittelpunkt € und

dem Radius C G oder CH, bis HC mit dem Linienstilckchen C D
in gerader Linie liegt. Und auf dieselbe Weise werden die
kleinen Kreisbdgen HJ und JK mit den Mittelpunkten D oder
E und den Radien DH und EJ beschrieben.

Hieraus folgt:

1. daB die Abwickelnde HD eine Tangente der abgewickelten
Kurve ist;

2. daB HD senkrecht ist zu der durch die Abwicklung
erzeugten Kurve,

8. daB HD gleich der Abgewickelten ABCD ist, wenn
nimlich das Ende des Fadens und der Anfang der ab-
gewickelten Kurve zusammenfallen; andernfalls wird HD
um eine konstante Linge grofler oder kleiner sein;

4. daB der Treffpunkt von zwei Senkrechten HD und JD
einer beliebigen gegebenen Kurve 4 HJK, die unendlich
wenig voneinander entfernt sind, sich auf der Kurve ADF
befindet, durch deren Abwwklung die gegebene AHK
beschneben wird.

Hiernach 1u8t sich leicht beweisen, dafl der Mlttelpunkt

des Kreises, der die Kurve AHM in H oskuliert, im Punkte D

Ostwalds Klassiker. 194. °
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liegt. Der um den Mittelpunkt D mit dem Radius DH be-
schriebene/ Kveis | [bertthrt nimlich die Kurve A HK in H und
schneidet38) sie in J [oder geht wenigstens dort hindurch]. Da
aber wegen der unendlich kleinen Entfernung HJ der Punkt J
nach H fallend gedacht werden kann, so folgt, da der um
den Mittelpunkt D mit dem Radius DH beschriebene Kreis
der oskulierende der Kurve
AHK im Punkte H ist
Mithin liegen die Mittel-
punkte der oskulierenden
Kreise anf der Kurve, durch
deren Abwicklung die Kurve
erzeugt wird, deren oskulie-
rende Kreise sie sind.

DaBl diese oskulierenden
Kreise die Kurve schneiden,
wird so bewiesen: Es sei 4B
eine Kurve, CED eine an-
dere, durch deren Abwick-
lung AB beschrieben wird,
DB die abwickelnde Gerade,
die nach dem soeben Be-
wiesenen der Radius des in
B oskulierenden Kreises sein
wird. Man ziehe die Gerade
D @, die die Kurve in F und die Kreisperipherie in G schneidet,
und vom Punkte F ziehe man die Tangente FE, Nun ist:

GD = BD = FE + Kurve ED > Gerade FD,

Fig. 50.

mithin
GD > FD.

Daher liegt der Punkt G auBlerhalb der Kurve 4B. Nicht
viel anders wird bewiesen, dafl der Punkt H innerhalb der
Kurve 4B liegt. Also schneidet die Peripherie GBH die
Kurve 4.B39),

Korollar. Aus dem Gesagten folgt, dal, wenn die Kurve 4B
eine geometrische ist, anch CED eine geometrische ist, und
zwar eine rektifizierbare, weil die Strecke BD, die ihr gleich
oder um eine gewisse Konstante grofler ist, geometrisch ge-
funden werden kann.
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Sechzehnte Vorlesung.

Auffindung des Mittelpunktes eines oskulierenden Kreises
und der Evolute.

Schon oben haben wir angedeutet, daB der oskulierende
Kreis der ist, der die Kurve in verschiedenen Punkten schneidend
durch einen Zustand hindurchgeht, wo drei Schnittpunkte zu-
sammenfallen oder besser zum Zusammenfallen kommen. Man
kann pimlich immer einen Kreis BCDE geben, der irgend
eine Kurve wenigstens
in vier Punkten schnei- 4
det49). Will man daher
den Mittelpunkt eines
oskulierenden Kreises
suchen, so setze man 8
nach der Descartesschen
Geometrie 41) AH=s3,
HG =tund den Radius
BG@=wu, ebenso A F=
=gund BF'=y. Aus
diesen Daten LiBt sich
die Gleichung des Krei-
ses erhalten. Ersetzt
man in ihr z durch
seinen Ausdruck in y
odery durch deninz, je
nachdem die Natur der
gegobenen Kurve es Fig. 61.
fordert, so wird = oder
vy wenigstens vier Dimensionen haben, weil der Kreis wenigstens
in vier Punkten die Kurve schneiden kann. Damit also dieser
Kreis ein oskulierender wird, muB man annehmen, daB die
gefundene Gleichung drei gleiche Wurzeln hat, d. h. da
drei Abszissen oder drei Ordinaten, die Schnittpunkten ent-
sprechen, einander gleich werden. Verfihrt man nach der
Regel des Descartes, so wird eine Gleichung herauskommen,
die die Beziehung zwischen AH und HG erkennen 148t und
daher die Natur der Kurve, welche die Mittelpunkte der os-
kulierenden Kreise beschreiben.

Das Verfahren ist nun.folgender Art:

BG?— (BF+ GHp = FH?,

o
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d. h.42)
w1yt =02ty = s? — 2sxw 4 a2
oder
224 y2 —2sx 4 2ty + 242 —u2 =20

In dieser Gleichung ist der Wert von = oder y nach der Natur
der gegebenen Kurve einzusetzen. Diese sei z. B. eine Parabel,
also #2=y4*:a2 und x = y2:a. Dann erhilt man folgende
Gleichung:

4 2
Lty =2 syt o —w=0
oder

— 2as + t2a2
— u2a?

R L }
= 0.

Da diese Gleichung drei gleiche Wurzeln haben soll, setze man
nach der Weise Descartesy —e =0, y —e =0, y —e =0
und fir die letzte Wurzel y — f = 0; darauf multipliziere man
alle vier, und es ergibt sich:

4 — 3¢ 3 302 2 . g3
Y el Zhaduter=o

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung sind mit den einzelnen
Gliedern der gefundenen Gleichung zu identifizieren. Man er-
hiilt also
—8e— =0,
3e2 | 3ef = a2 — 2as,
— e — 3e2f = 2a?¢,
eSf = (s2 4 12 — u?)a

Nach der ersten ist /= — 3e¢. Setzt man den Wert von /
in die zweite Gleichung ein, so kommt heraus

— 662 = a2 — 2as,
und bei der dritten wird sich ergeben
8¢3 = 2a?t.

Es wird also nach jenem Resultat

2as — a?
o=V =255
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nach diesem

e'='4 Va 2q2t
—_ a2
V 25— @ _ yVaa.

Um diese Gleichung leichter in rationaler Form zu erhalten, sei

sein, und daher

s—ta=r.

V% =4 ]3/2 alt,
Vereinfacht man die Gleichung, so kommt heraus
1673 = 27at2.

Diese Gleichung zeigt uns also die Natur der Kurve, die bei
der Parabel die Mittelpunkte der oskulierenden Kreise be-
schreiben. Dabei ist zu bemerken, daB diese Kurve eine
kubische Parabel zweiter Art ist mit dem Parameter $fa. Ihr
Scheitel hat vom Scheitel der gegebenen Parabel den Abstand
4a, weil s —fa=r. Wollle man auch den Radius GB
finden, so ist nichts weiter ndtig, als oben in der vierten
Gleichung

Dann wird sein

33f= (82 + 12 — u?)a?
fir f und e ihren Wert einzusetzen. Denn nach Beseitigung
von f hat man
— 3¢t = (82 12 — u?) a2.
Da aber
9 2as — a? ar
= —mmm— = —
6 3
ist, so wird
2
5 = (824 82 — u?)a? = (r2 + ar 4+ }a? + 2 — u?)a?.
Nach Vereinfachung der Gleichung findet man
2= GB? = 4r2+4 ar 4 }a? 412

und daher

u= GB=V4r2+ ar 4 }a% 4 £2.

Hiernach wird im Falle 7 =0 sein {==0 und v = %, d. h
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der Mittelpunkt des Kreises, der die Parabel im Scheitel
oskuliert, \ist\ vor | demselben nm-die GréBe 4a entfernt. Dies
kann man auch auf andere Weise finden, indem man annimmt,
daB die oben gefundene Gleichung

yt+a? | y2+ 202ty + s2a?
— 2as ' +1#2a2 ;=0
— u2a?

vier gleiche Wurzeln hat; es kénnen nimlich nicht drei Wurzeln
im Scheitel znsammenfallen, ohne daB auch die vierte sich an-
schlieBt, wegen der jhnlichen Lage der Kurve oberhalb und unter-
halb der Achse. Es sei also, wie es frither gemacht worden
ist, y—e=0,y—e=0,y—e=0, y—e=0. Dies
gibt zusammen multipliziert

Yt — deyd + 6e2y? — dedy 4ot = 0.

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung sind mit denen der
andern zu identifizieren. Weil hiernach — 4e¢ = 0 ist, so0
wird auch 662 = 0, — 4¢3 = 0 und ¢* = O sein, mithin

a?—2as =0, d. h. s = {a,
202t=0,d h t=0,
§24-12 —u? =0, d. h. (wegen {=0) s = u = {a,

wie vorher.
0 , Wie es bei der Parabel ge-
8 macht wurde, hat man bei allen
ChF andern geometrischen Kurven zu

verfahren. Die Descartessche Geo-
metrie dehnt sich hierin nicht auf
die mechanischen aus. Wie man
nun bei allen Kurven, seien es
geometrische oder mechanische,
L A die Mittelpunkte der oskulierenden

Kreise allgemein findet, 148t sich

mit Hilfe der Differentialrechnung

ohne Schwierigkeit zeigen. Es sei

alsoirgendeine Kurve A Bgegeben,

o . bei der man die Mittelpunkte der
Fig. 52. oskulierenden Kreise finden soll.

Wir haben oben gezeigt, daf

diese anf der Kurve liegen, durch deren Abwicklung die ge-
gebene AB entsteht oder, was dasselbe ist, in den Treff-
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punkten D von zwei Senkrechten BD, OD, die um eine
unendlich kleine [Grofle voneinander entfernt sind. Man mufl
daher die Linge BD finden aus der Abszisse 4E und der
Ordinate BE. Zu diesem Zweck ziehe man B(C parallel zu
AG und OF senkrecht zu BC. Es sei AN =z, EB =1y,
mithin BF = dz, FO = dy. Dann wird

2 2 2
7O = und daber BO =T
dx dx
Da nun BF:FO = BE: EH ist, so wird

2
rE=Y% pH— yVdz> +dy*
dx dx

und das Differential von 4H (vorausgesetzt, dal d2z — 0 1st)
dz+ dy_—l—gy_dig{ — HG.

Weil aber BC: HG = BD: HD ist, so wird, wenn man teilt,
(BC—HG): BC = BH: BD,

2d AH=o+ %Y -”dy

d. h.

2
gty (de? 4 dy?) = 40T Vd‘” "‘dy . BD.

Man erhiilt also

B — (A2 ViR L a

— dwxd?y
Dasselbe hitte man auch anders finden konnen, indem man
sagte:

BO:BF = HG:LG,

dz? + dy? + yd’y
Vdz? + dy?

folglich
LG =

Nun ist aber
(BO— LG): BO == (BL oder BH):BD,

und fir BD kommt dann dasselbe heraus.

Noch auf andere Weisen kann man zur Kenntnis der
Btrecke DB gelangen. Man ziehe niimlich zwei Tangenten
BM, ON und den kleinen Bogen oder die Senkrechte M P.
Dann wird NM das Differential von AM sein, und weil
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BO:OF = NM: MP ist, erhilt man MP. Da aber POM
und BDO, shnlicheDreieckesind, so muB man ansetzen: Wie
PM zu BO, so MO zu der gesuchten Strecke BD.

0

D

Fig. 53.

Oder noeh anders: Man ziehe die Senkrechte 4Q; dann
wird S das Differential von 4S sein, und da BO: BF =
= SQ:SR wd SR:BO = 0S8:BD, so wird man BD
finden konnen, welches immer gleich

(do? + dy?)Vda? + dy?
— dzd?y
sein wird. Setzt man in dieser Grofe filr do oder dy seinen
Wert ein, je nachdem es die Natur der Kurve verlangt, so
wird immer BD in endlichen GrdSen und ohne Differentiale
herauskommen,

Siebzehnte Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Damit das, was wir oben gesagt haben, bestitigt werde,
daB n#mlich die Mittelpunkte der oskulierenden Kreise auf der
Kurve liegen, durch deren Abwicklung die andere erzeugt
wird, wollen wir das bereits oben angezogene Beispiel der
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Parabel vorfthren. Dabei wird man sehen, daB dieselbe
Gleichung herauskommt firdie Natur der Kurve, die durch
ihre Abwicklung die Parabel

beschreibt, wie sie heranskommt
fir die Natur der Kurve der 8
oskulierenden Mittelpunkte.
Es sei also .4 B eine Parabel,
AE =2z, BE=y=YVax. L
‘Weil allgemein bei allen Kurven A 3
’\‘D

(da? + dy?)Vda? + dy?

BD= — d?ydx
ist, muf man fir dy und d?y
den Wert einsetzen. Es ist aber Fig. 54
bei der Parabel g. o%
adx adx?
— 4eT ithi 2 — 2O
dy = 2z’ mithin dy iz’
und
adx?
2y = — —
Y 4xVax'
also _
dz2 +dy?  (a+ 42)Vax Vds2 +dy?  Va—+ 4z
= und == — 9
— d2y a : dw Vaz
mithin

BD — (a+4m)1a+4a:‘
Vda

Um aber die Natur der Kurve zu erhalten, auf der der
Punkt D liegt, sei nach der Weise Descartes AL = s,
LD =t Weil EH= }a ist, wird BH =V ax - {a? sein.
Wegen BH:BE = BD:(BE- LD) findet man LD =
= 4zVax:a = ¢, und wegen BH: EH = BD: EL gelangt
man zu EL = }a -+ 2, mithin AL =4a-+4-32z=s. Es
sei nun, wie wir oben gesetzt haben (Seite 69), s = 4a 1.
Dann wird

r=23x oder v =4r
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und somit
dzViacon.drViar ;
e 8
Vereinfacht man die Gleichung, so erhilt man

1673 = 27at2.

Das ist dieselbe Gleichung, die wir oben gefunden haben.
Also usw. 43),
AB sei eine kubische Parabel erster Art, der Parameter

=ay AE =2, BE=y = Vsazx. Dann wird sein

adx oldx?
dy = ——, dy?=—;
3V ax? 9V atat
und
2adx? 2adx?
dy =— """ —
9V axb® 9z ax?
also

do?4-dy? a2+ 9a:'|s/-¢;2—a:’ 2a a2la/5+ 9cz:|/3 a2x?
—dy 9:1:[/3 ax 9w|/3 ax? 2af/E

und
Vit dy _ Va4 94k
dz ‘ V9a:]a/¢%
Mithin ist :
BD — a213/5+ wa/m'l/mwf/m.
2a'|3/2 9z]s/t§:_v

Wenn AB eine Hyperbel ist, der Durchmesser = a, der
Parameter b, AE=x, EB=y ="Va2x + ax?: Vb, so wird
sein '

(0% 4 2a2)dx du? — (a® + 4 a2z 4 4ax?)da?
2Va2bx + aba?’ o 4abz - 4ba?

dy =
und
addx?

dty = — —_—
(4az + 22)Va2bx + abx?
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$).80
dx?+dy?
AB sei eine Zykloide, 4 G H der erzeugende Kreis, AF =z

EB=y=EG-+ AG =V2ax— 22+ s Damn wird also
sein

= usw. %)

dy — (@ — 2)d=z A
V2az—z? B”
' -I-ds[ -adw ] £
V2ax — 22
__(2a —a)dx
T V2az—a2
- daV 2 —« H
= — a
2q — 2
dy2=(_“_#
und
dty =
_ adx?
:h’ zV2az — a2’ Fig. 65. ?
mithin
WA gy a wma V]2
— d?y dx x
und daher

BD=2V4a? — 202 =— 2GH = 2BL.

Es sei 4B (Fig. 56) eine gewdhnliche logarithmische Kurve,
die Subtangente EF — a, BE = y, CE = x. Nach der Natur
der logarithmischen Kurve ist ydxz = ady, also

dydx _ yda?
a  a’

dy = ?—/%:—n und d?2y =
mithin
dz? - dy? a2+ 42 and Vda? +dy? _ Va24g2?

—_— d2y —y dx . a

’
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folglich 45)

00 @ yay

B

Da diese Grofle negativ ist,
zeigt sie, daB BD nicht gegen

die Achse hin zu nehmen ist.
Aus den angefithrten Bei-
spielen geht zur Gentige hervor,
wie man allgemein bei allen
Kurven und tiberall die Mittel-
73 punkte der oskulierenden Kreise
findet. Jetzt soll noch gezeigt
werden, wie man auf kurzem
A Wege den Abstand des Kreises,
der die Kurve in einem Scheitel
. oskuliert, von dem Scheitel fin-

¢ F E den kann.

Fig. 56. A B gei eine gegebene Kurve,
AC die Achse, A ein Scheitel.
Man beschreibe mit beliebigem Radius 4 C den Kreis ABE.
Offenbar wird dann, wenn der Radius grofl genug ist, der
Kreis die Kurve irgendwo in
B schneiden, wihrend er sie
immer noch im Scheitel be-
rithrt. Ebenso ist klar, daB
bei Anniherung des Mittel-
punktes an 4 auch der Punkt
B an A heranriickt. Es ist
also ein Mittelpunkt C zu
finden derart, daB der Punkt
Fig. 57. B nach 4 fillt. Nun sei
AD=z, DB=y, AC =

= CB = z. Dann wird
CD=—2-+ux

und sein Quadrat CD2(x2 — 2z -+ #2) vermehrt um .D.B2(y?)
gleich BC2%(x2), d. h.

22— 230+ a4 y? =232 oder y2- x2=222,
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mithin
y?
= -}x -+ —2—x .

Da aber B nach 4 fallen soll, wird x = 0 sein. Es wird
also

.y

T 22’ _
in diese Gleichung ist der Wert von y oder von z einzu-
setzen nach der Natur der Kurve, und dann y oder x gleich

Null zu machen. Was dann herauskommt, wird die Grife
von % liefern. Wenn z. B. AB eine Parabel ist, wird

%

_ ¥ _ ez _
=T 2w ia.
Wenn 4B eine Hyperbel ist, erhilt man fir y2: 2«
2
M = aq + ,}z = aq.

2z

Dieses Verfahren geht nur bei geometrischen Kurven. Das
andere, das folgt, ist allgemein, sowohl fiir mechanische als
fiir geometrische.

Es sei AB die gegebene Kurve, CB die Ordinate, BD
die Senkrechte, AC =1z,

BC =y. Dann ist offenbar, B
wenn = 0 wird, CD der

gesuchte Abstand des Mittel-

punktes des oskulierenden

Kreises. Es ist aber dz:dy =

= y : CD, mithin

CD = ?’d_d-”_. A ¢ D
z Fig. 58.
Wenn hier fiir eins sein Wert
eingesetzt und das andere gleich Null angenommen wird, so
erhilt man die Gréfe CD oder vielmehr 4D. Es sei z. B.
AB eine Parabel. Dann wird
ydy

ydy = Ladx und y b {a=AD.
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Es sei AB eine Hyperbel. Dann wird

ydy = adx -+ xdx, mithin % = a4z =a.

"Achtzehnte Vorlesung.

Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Es ist zu bemerken, daf das frtthere Verfahren sich eben-
falls auf mechanische Kurven ausdehnt. Man braucht nur,
was leicht zu beweisen ist4%), anzunehmen, daB jede Kurve
AB (Fig. 59 und 60), falls A4 C unendlich klein ist, gleich der

A A

/8

Fig. 69. Fig. 60.

Ordinate BC wird, wenn nimlich 4B gegen die Achse konkav
ist, und gleich der Abszisse, wenn sie gegen die Achse konvex
ist. Vorausgesetzt wird aber dabei, daB die Scheiteltangente
entweder senkrecht zur Achse lduft oder die Achse selbst ist,
jemes im ersten, dieses im zweiten Falle.

Wenn wir also die Regel auf die Zykloide anwenden wollen,
so sei AGE der erzeugende Kreis der Zykloide 4B, AE = a,
AC=2 AG=GB=3s, CB=y =s-+Var—ax2 Waeil
nun, wenn man 4C = 0 nimmt,

_ 9y
AD_2a:

ist, so muB man fir y2 seinen Wert
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y? = s 4 gz — 22 4 23V axr — x?
= (wegen 4 G ='GC)2axr'—'222 420z — 222 = 4oz — 42?

einsetzen und erhilt A
y_2 = — = /
%z — 20 — 20 = B G ¢

= (wegen £ = 0) 2a =
=2A4E.

In dieser Weise hat man
auch bei den andern
mechanischen Kurven zu E
verfahren.

Inzwischen verdient
es beachtet zn werden,
daB diese Regel sich zu
einer ganz allgemeinen
machen 148t, d. h. daB
man mit ihrer Hilfe bei i o
allen Kurven, sowohl den Fig. 61.
mechanischen als auch '
den geometrischen, in jedem gegebenen Punkte den Mittel-
punkt des oskulierenden Kreises finden kann, wenn auch
ein wenig umstindlicher als durch
die Differentialmethode. Die Kurve AC
AB sei gegeben und auf ihr ein
Punkt B. Es soll der Kreis be-
schrieben werden, der die Kurve
in diesem Punkte oskuliert. Man B
ziehe BD senkrecht zur Kurve 4 B. E
Weil nun der Mittelpunkt des os- :
kulierenden Kreises auf der Ge-
raden BD liegen mufl, so kann
man B4 so wie eine Kurve be-
trachten, deren Scheitel4?) B ist, /

[

deren Achse BD und deren Or-
dinate CE, die auf der Achse BD
senkrecht steht. Aus der gege-
benen Natur der Kurve ist dann die Fig. 62.
Beziehung zwischen BE als Ab-

szisse und CE als Ordinate zu ermitteln. Daranf mu man
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BD = y?:2x machen, d. h. gleich CE? dividiert durch das
doppelte | B.E. | Wenn ~BE, unendlich klein ist, so wird BD
der Radius des gesuchten oskulierenden Kreises sein48),
Bisher ist gezeigt worden, auf welche Weise bei gegebenen
Kurven die Mittelpunkte der oskulierenden Kreise zu finden
sind, oder welches die Natur der Kurve ist, auf der diese
Mittelpunkte liegen, d. h. welches die Kurve ist, die durch ihre
Abwicklung die gegebene Kurve beschreibt. Hierbei haben
wir dargetan, dafl an jeder geometrischen Kurve die Mittel-
punkte der oskulierenden Kreise ebenfalls eine geometrische
Kurve bilden, und zwar eine einzige und rektifizierbare, deren
Linge niimlich dem Radius des oskulierenden Kreises gleich-~
kommt oder davon um eine gegebene Grdfle abweicht.
Jetzt soll die Kurve der oskulierenden Mittelpunkte ge-
geben sein, und die Kurve selbst gesucht werden, die von
Kreisen mit jenen
“““““““““ Mittelpunkten o8-
TesQ kuliert wird. Oder
es ist, was dasselbe
bedeutet, eine Kur-
vegegebenund eine
andere gesucht, die
durch die Abwick-
lung der ersten er-
zeugt wird. Bevor
wir zur Losung
schreiten, ist zu-
niichst zu bemer-
ken, dafl, wenn
auch die gegebene
Kurve eine geome-
Fig. 63. trische ist, trotz-
dem die durch ihre
Abwicklung beschriebene nicht immer, ja sogar sehr selten
eine geometrische wird, n#mlich nur dann, wenn die gegebene
Kurve rektifizierbar ist4?). Man muBl auch wissen, daBl dieses
Problem unendlich viele Ldsungen zulift; je nachdem n#mlich
der Anfang der Abwicklung auf der gegebenen Kurve ge-
wihlt wird, wird sich immer die Natur der erzeugten Kurve
nach dieser Variation #ndern. Es sei in der Tat ABCD
die gegebene Kurve, auf der man sich einen Faden angebracht
denkt, dessen eines Ende in D befestigt ist, wihrend das
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andere iber den Scheitel 4 hinans bis nach E gespannt
wird. Wenn'man sich ‘nun"'vorstellt, dal der Faden abge-
wickelt wird, so wird der Punkt E die Kurve EF beschreiben,
und der Punkt 4 die Kurve AG. Beide Kurven werden von
verschiedener Natur sein. Der Mittelpunkt des Kreises, der
die Kurve EF in E oskuliert, ist n#mlich von E selbst ver-
schieden; dagegen ist der Mittelpunkt des die Kurve 4 @ in 4
oskulierenden Kreises von A nicht verschieden, sondern liegt
im Scheitel selbst. Ebenso beschreibt in derselben Zeit jeder
Zwischenpunkt B eine besondere Kurve BH, Es sei jetzt das
Fadenende A fest und das andere D beweglich. Dann werden
offenbar, wenn die Kurve 4 BCD nicht von beiden Seiten eine
dhnliche Lage hat, der Punkt D und alle Zwischenpunkte C,
oder die jenmseits des Scheitels gew#hlien, Kurven DK, CJ be-
schreiben, die sowohl unter sich als auch von den fritheren E'F,
A G, BH verschieden sind.

Da dies sich so verhilt, so werden wir nur nach der Natur
der Kurven EF und AG fragen, d. h. jener, die von einem
Pankte jenseits des Scheitels und vom Scheitel selbst be-
schrieben werden. Die Natur der tibrigen BH wird n#mlich
auf ganz #hnliche Weise gefunden, indem man B als Scheitel
der Kurve BCD betrachtet und die S8enkrechte BL der Kurve
als eine Achse, wie es bei den fritheren geschehen ist.

Es sei also 4B (Fig. 64) die gegebene Kurve, 4 der Scheitel,
AC die Achse. Auf der Kurve AB ist ein Faden angebracht,
dessen Ende fiber den Scheitel hinaus bis D gespannt wird.
Dieser Punkt beschreibt durch Abwicklung die Kurve DE. Es
wird die Natur dieser Kurve gesucht.

Man verlingere C4A und DA und fille die Senkrechten
‘EG,EH. Essei AD=0b, AB=s, AC=ux, CB=y, DH=r,
HE = t. Verldugert man EH bis L, so ist

ds(Vdz? +-dy?): dz = s 4 b(EB): EL.
Man findet also
gL — Etbde
’ Vdaz? + dy?
(s 4+ b)dz
EH _ e — =
Vdx? 4 dy?

Ostwalds Klassiker. 194,

und
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Wegen ds:dy = BE: BL findet man
pL — _(s+bdy

T Vdzttay?
mithin
OL — AH — y— S04y .
Vda? 4 dy?
und
DH—b+4y—E0 _
Vda? + dy?
E
\
\
\
\\
G - A C
\
- \\\
\\\1 D

Fig. 64.

Ist AD = o, d. h. beginnt die Abwicklung in 4, so muB
b = o gesetzt werden, und dann kommt heraus

sdy sdx
y——r——md =——z
Vda2 4 dy? Vda? 4 dy?

Wenn man iberall den Wert von dy oder dz einsetat,
nach der Natur der gegebenen Kurve 4B, so erhilt man zwar
die Natur der Kurve DE ohne Differentiale. Es kommt aber
immer s vor, was darauf hinweist, dall die Natur der Kurve DE
von der Rektifikation der Kurve AB abhingt.
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Neunzehnte: Viorlesung.

Auffindung der durch Abwicklung einer kubischen
Parabel zweiter Art beschriebenen Kurven.

Um das Gesagte durch ein Beispiel zu erliutern, werden
wir die kubische Parabel zweiter Art AB vorftihren, bei der

B

=~40
Fig. 6b.

die Abszisse = z, die Ordinate = y, der Parameter}'="'a,
AD =15 ist. Die Gleichung fiir diese Parabel lautet X

aa? =y’ 42

Da zur Bestimmung der Kurve DE die Linge der Kurve 4B,
die s ist, gehdrt, so muB sie also vor allem rektifiziert werden,
was auf gewdhnlichem Wege in folgender Weise durchgefithrt
wird. Man nehme die Quadrate von dx und dy, nachdem
man fir eins seinen Wert eingesetzt hat, und suche das Inte-
gral aus der Wurzel ihrer Summe. Dies wird die Rektifikation
der Kurve AB liefern. Es ist jedoch zu beachten [wie wir
oben gezeigt haben], daB manchmal der wahre Wert nicht
herauskommt, sondern irgend eine gegebene Grofe fortzu-
nehmen oder hinzuzufiigen ist, die man aus der Annahme z
oder y = o findet.

Q



84 Johann Bernoulli.

Da nun ax? = 3 ist, so wird sein

2
a:=V—— wnd do = Y% | mithin do2 = 2Y9L°.

l2 Vay 4q
Addiert man dy2, so erhilt man

2
Oy +4a)dy? _
4a

V
ds — W VoY +da
Vda

und das Integral hiervon

hy+dra) )/ 2R

Weil aber bei der Annahme y = 0 herauskommt % a =s,
80 ist das ein Zeichen, dal man von der gefundenen Gréfle
ofra abziehen muB. Man hat also

CONER) V4 TE L LI S

Um nun zur Natur der Kurve DE zu gelangen, mufl EH
und DH gesucht werden, d. h. ¢ und . Oben haben wir aber
gefunden (vgl. 8. 81 und 82)

=M—x und r=b+y—~(i—-——b)d—;y_-
Vda? + dy? Vda? + dy?
Man setze beidemal den Wert von s, x und dz ein. Dann
wird man finden50)

t= {%V§y2+4wy—3Va—y+%bV%} 9y—fl-9_471’
4
r=>b+4 1ty — gra+ (sha—1b) %—_:4—(1‘

Aus diesen Gleichungen ist klar, daB die Kurve D E sehr
kompliziert ist, und zwar mehr oder weniger, je nachdem 4D
gewihlt wird. Wenn ndmlich 4D, d. h. b, = Fa ist, so
kommt heraus51):

= 4Vay und r = }y.
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Wiinscht man daher die Gleichung zu finden, die die Natur
der Kurve D indem Buchstaben ¢ und » ausdrtickt, so mufl
man den Wert von y aus der einen in die andere Gleichung
einsetzen. Da nimlich r = 1y ist, so wird y = 3 sein, mithin

t=4Vay = 4V3ar.
Hieraus lift sich die Gleichung
16ar = 2712

bilden. Sie zeigt, daBl die Kurve DE eine Parabel mit dem
Parameter }§a ist, wenn b = §,a. Dies ist der einzige Fall,
wo die Kurve DE so einfach wird. In allen andern Fillen
und sogar bei der Annahme b = o [ein Fall, der nichst dem
vorigen der einfachste zu sein scheint] zeigen sich die GréBen
¢t und r ziemlich kompliziert, wodurch bewirkt wird, da8 auch
die Kurve DE mehr oder weniger kompliziert w1rd

Uber die Rektifikation der Kurven mlttels ihrer
Abwicklung.

Der bequemste Weg zur Rektifikation der Kurven ist, wie
wir eben angedeutet haben, der, dafl man das Integral aus der
Quadratwurzel der Quadratsumme von dz und dy nimmt. Diese
Methode 148t sich aber nur bei solchen Kurven bequem an-
wenden, deren Natur durch eine Relation der Ordinaten zu den
Abszissen gegeben ist. Bei andern, deren Natur durch Eigen-
schaften bekannt wird, kann man sie schwerlich branchen. Da-
gegen kann man das Verfahren die Kurven durch Abwicklung
zn rektifizieren, gewissermaBen als allgemein bezeichnen, und
es fithrt bei gewissen Beispielen weit leichter zur Kenntnis
der Kurvenliinge als das gewdhnliche Verfahren. Freilich 148t
sich nicht leugnen, daB es manchmal, wenn man eine kurze
und leicht aufldsbare Gleichung haben kann, die die Beziehung
der Ordinate zur Abszisse ausdriickt, besser ist, das gewdhn-
liche anzuwenden.

Das Verfahren mittels der Abwicklung ist folgendes: ABC
(Fig. 66) sei die gegebene Kurve, deren Liinge gesucht wird. Man
denke sich, daB der Punkt A4 bei der Abwicklung die Kurve 4D
beschreibt. Dann ist nach dem vorhin Gesagten klar, daB der
Faden CD tberall eine Tangente der Kurve ABC ist, ebenso,
daB CD ihr gleich ist. Die Tangente CE ist aber gegeben.
Es bleibt also noch ibrig, die Strecke ED zu finden. Wenn
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man sie kennt und von der Tangente E'C fortnimmt, so bleibt
tbrig DC = der gesuchten Kurve AC. Die Strecke ED wird
aber auf folgende Weise gefunden. Man ziehe eine Tangente G B,
die von der fritheren £ C um eine unendlich kleine GrdBe ent-
fernt ist, und beschreibe um den Mittelpunkt C den kleinen

Fig. 66.

Kreisbogen GF. Man kann dann das Dreieck EFG als ein
rechtwinkliges ansehen. Da aber F'D = GM ist, so wird EF
das Differential von ED sein. Man ziehe nun AJ senkrecht
zu EA. Dann sind, weil die Kurve gegeben ist, £J und EA
gegeben. Es sei also BJ = r und E4 = ¢, mithin FG = dt.
Da EJ:EA= EG:EF, d. h. r:t=dt: EF, so ist

EF=-tit-
r

Hiervon nehme man, wenn es geschehen kann, das Integral.
Dies wird gleich der 8trecke ED sein, die von der Tangente EC
abgezogen DC = A C tbrig 146t.

Manchmal findet man CD oder AC bequemer durch Ad-
dition eines gewissen Integrals. Es ist ndmlich CD = CJ—+- JD.
Es ist aber CJ etwas Gegebenes. Daher bleibt nur tibrig, daB
man JD findet, was auf folgende Weise geht. Nach Ziehung
des kleinen Bogens HL wird DL = MH sein. Mithin ist LJ
das Differential von DJ. Es sei also EJ =17 und 4J = ¢,
mithin HJ = d¢f, und man setze an EJ: AJ = HJ:LJ. Dann
findet man

Lr="%
-

und das Integral hiervon liefert die Strecke DJ. Addiert man zu
ihr die Strecke CJ, 8o erhilt man C.D = der gesuchten Kurve 4 C.
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Nebenbei ist hier zu bemerken, da8 die Abwicklung der
Kurven anch, zur Ausmessung von Flichen dienen kann. Das
Differential der krummlinigen Fliche 4CE ist nimlich das
Dreieck G CE, das man findet, indem man F'G aus den #hn-
lichen Dreiecken £ G'F und EJA ermittelt und dieses F'G mit
der Hilfte von EC multipliziert. Ebenso liefert LH multi-
pliziert mit der Hilfte von JC das Differential der krumm-
linigen Fliche 4JC.

AC sei eine kubische Parabel zweiter Art, AB=x, BC =y,
der Parameter = a, also ax? = y3. Dann wird sein

A =4z =1t AJ=4RC =14y, BJ=V}a?+ Jy2=r.

Da aber cr

- .
=)L

a

ist, so wird

ar =349 |

a '3 A 8

mithin Fig. 67.

tdt 3y2dy _ 3ydy _ 3ydy

r _SaV-}z2+4}y2— 8aV}%+§-_ 8V:}_¢zy+4}a2.

Das Integral hiervon wird gefunden, indem man
toy + o = 22
setzt. Es wird nimlich gleich52)
12
al
Zieht man dies von EC ab, so bleibt DC = A4C ibrig.

AC (Fig. 68) sei eine Zykloide, ADFE der erzeugende Kreis,
AE=2a, AF =z, der Bogen 4D = s = CD = AG, die
Strecke DA =V2ax = CG. DaAD:DF = GH: GJ,d.h.
adx

V2ax — x2

V2az:V 2z — a2 = (ds): G,



88 Johann Bernoulli.

so wird
. adz )
V2az
Das Integral .hiervon V2ax ist gleich GL. Nun ist aber
V2ax = AD = CG, und daher CG - G L oder das Doppelte
von CG gleich der
L Kurve A4C. Zur Aus-
messung der krumm-

linigen Fliche AGC
setze man an AD:

GJ

J AF=GH:HJ. Da-
578 A nach wird
HJ =
__adz
Via2 — 2az
C F o e s .
0 Multipliziert man mit
4 CH, so kommt her-
aus
£ z
: adx - V .
Fig. 68. 3 %0 —

Dies ist aber gleich dem Differential des Segmentes 4.D, folglich
die krummlinige Fliiche 4 G'C gleich dem Segment 4.D.

Zwanzigste Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Durch das Beispiel, das jetat folgt, wird klar werden, wie
man das AusmaB der Flichen und Kurven findet, und zwar
nicht der gegebenen, sondern derjenigen, die durch die Ab-
wicklung dieser beschrieben werden.

ABE sei ein Kreis, durch dessen Abwicklung die Kurve AHF
beschrieben wird. A ist der Anfang, F' das Ende der Kurve.
Es wird das Ausmafl eines Kurvenstiickes 4 H gesucht und
seine Fliche 4 CHA.

Man bemerke, daB die Kurve 4 HJF eine Art Spirale ist,
ebenso, daB die Strecke AF zwischen Anfang und Ende gleich
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der Kreisperipherie und senkrecht zur Kurve in den Punkten
A und F, Es sei:jetzt-GH das Differential der Kurve 4 H,
man ziehe die Tangenten HC, GB und die Radien CD, BD,
Dann werden H C, G B senkrecht
zur Kurve A H sein und gleich
den Bogen AC, AB, die ich s
nenne, so dal BC = ds ist.
Da nun Winkel GBD — BCD
~+ BDC'ist und zugleich GBD —=
== HCD, weil beides Rechte sind,
so wird HCG = BDC(C sein,
folglich das Dreieck BD C #hn-
lich dem Dreieck HC @, mithin
DC:HC=BC:GH, d.h
a:s=ds: GH, also

sds
GH = —--

2
Das Integral hiervon %1 ist

gleich der Kurve 4 H. Hieraus
geht hervor, daB 4 H die dritte Fig. 69.
Proportionale zu dem Durch-
messer AE und dem Bogen AC ist, und daher die ganze
Kurve AHJF die dritte Proportionale zu AK und AF.

Zur Ausmessung der Fliche 4 C HA multipliziere man 4 CH
mit GH. Dann kommt heraus

s2ds . .
52 = Differential der Fliche ACH,
3
d. h. gleich dem Dreieck GCH. Das Integral hiervon % ist

gleich der Fliche ACHA. Daherist die ganze Fliche AHJFAECA
gleich dem dritten Teil des mit dem Radius 4 F beschriebenen
Kreises, die Kurve 4 HJF aber gleich dem halben Umfang des-
selben Kreises.

Die Kurve, die wir jetzt beifiigen, zeigt, daB es viel leichter
ist, mit Hilfe der Abwicklung ihre Rektifikation zu finden und
ihre Fliche einem Kreise zu vergleichen als nach dem gewdhn-
lichen Verfahren. Das Problem ist aber folgendes. Gegeben
ist ein rechter Winkel CAB, dessen zwei Schenkel AC, 4B
unbegrenzt verldngert sind. Auf ihnen liegt ein Lineal oder eine
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bewegliche gegebene Strecke DE, deren beide Endpunkte D, E
sich auf den Schenkeln AC; 4B bewegen. Gesucht wird die
Natur der Kurve CF B, die von dem Lineal DE in jeder seiner

al

Fig. 70.

Lagen bertthrt wird, ebenso die
Rektifikation derselben und das
AusmaBl der Fliche FEB.

Losung. Um die Natur der
Kurve zu erhalten, mul man die
Linge EF suchen, d. h. die Ent-

" fernung des Berilhrungspunktes

von einem der Endpunkte . Da
aber der Berithrungspunkt irgend
einer Kurve und Geraden in dem
Schnittpunkte liegt, in welchem
sich zwei um eine unendlich kleine
GrdBe voneinander entfernte Tan-
genten treffen, so mufl also der
Punkt F gesucht werden, in wel-
chem sich die beiden gleichen
Strecken DE, de schneiden (vor-
ausgesetzt, daB Dd das Differential
von AD ist). Dieser Punkt wird
aber so gefunden. Man ziehe
EH parallel zu AC, und es sei
DE oder de=a, AE=ux.

Dann wird sein AD =V a?—a3, Be—dx, Dd—=xdx:Val—z?2,
Da nun ¢4: Ad =eE: EH ist, so wird EH=dxzVa? — 22: 2.
Es ist aber FH:dD — EF: FD und, wenn man zusammen-
setzt, (FH+-dD): EH = ED: EF, d. h.

2 22— 22
adz :sza 2 L EF
zVa? — x2 z

Daher wird
al — 22
EF = ,

a
mithin

Hiernach 148t sich die Kurve CBF leicht in folgender Weise
konstruieren. Man ziehe in dem rechten Winkel irgendwie
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eine Strecke DE — a und nehme DF gleich der dritten Pro-
portionalen; zn\ D F\und 4. Dann wird der Punkt ' auf der
gesuchten Kurve CFB liegen. Hieraus folgt, daB 4.B und 4C,
bis zu den Enden der Kurve gezogen, gleich der gegebenen
Strecke DE sind.

Wenn wir die Natur der Kurve CF B nach der Descartesschen
Weise finden wollen, so werde die Senkrechte FK gefillt, und
es sei AK—=1r, KF=1t Da DE:DA= FE:FK ist, so
findet man
(a2 —22)Va2 —22

2 =1
a

und da DE: AE = DF: AK ist, so findet man53)

FK =

3
AK=z—2=r.
a

Nach der vorigen Gleichung ist
(a2 — 223 = att?,
mithin :
| —
a? — 22 = a )/ at?
und daher
T = Vaﬂ — a}/at und 2% = V(a2 —a Vn aﬂ)a = a?r,

nach der andern Gleichung. Es ist also

(a2 — aV/at?)’ = atr? und a2 — 2V = aVar?

a= 13/:1,72 —+ /are.
Nimmt man die Kuben, so ergibt sich
a3 = at? 4- 3atf/m-|- 3ar]a/m+ ar? =
= at? 4 3a'f/m + ar2
Nach Reduktion der Gleichung erhilt man
a’—t2—-r2=3f/m.

Nimmt man die Kuben und reduziert die Gleichung auf Null,
so wird sein:

oder
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Hi3h cmglarer 4 3as2| o
+ 3 — a4
6
Wollte man mit Hilfe dieser Gleichung die Rektifikation der
Kurve CFB nach der gewbhnhchen Methode herausfinden, so
wire dies sehr schwer, ja fast unmdglich, weil die Glewhung
der Kurve sehr zusammengesetzt ist54),

ré — 3a2}r4 + 3at }r? — ab

Einundzwanzigste Vorlesung.

Fortsetzung desselben Gegenstandes.

8o schwer es ist, die Rektifikation der Kurve CFB mit
Hilfe der erhaltenen Gleichung von sechs geraden Dimensionen
zu finden, so leicbt ergibt sie sich dagegen mittels Abwick-
lung der Kurve. Es sei in der Tat BNM (vgl. Fig. 70) die
Kurve, die bei der Abwicklung von CFB beschrieben wird,
AB oder AC oder DE=a, BE = ». Dann wird sein
AE = a — z, mithin FE = (2az — 2?): a, AD =V2az—22
und Ee=dxz. Danun DE: AE =Fe: EL, d. h. a:(a—=z)=
=dx: EL, so ist

Bl — adx —a- xdx ’
und das Integral hiervon
— iz
w—42_ pn

Addiert man FE = (2a%x — #%): a, so kommt heraus

% — 32
u — FN = der Kurve FB.

Es ist aber

— %2 — 3.2

202 — % : 3azx — §x —2:3

a a

Daher wird auch
FE:FB=2:3

sein. Hieraus 148t sich sogar das Verhiltnis der Fliche F'EB zur
Fliche F BN entnehmen. Da nimlich (FE oder FL): FN=2:3
ist, so wird das Dreieck FLe sich zn dem Dreieck FNO ver-
halten wie 4 zu 9, mithin alle Dreiecke zu allen Dreiecken,
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d. h. die Fliche FEB zur Fliche FBN ebenfalls wie 4 zu 9.

Es ist auch/'\DE : AD)== HeVeL]d. h. a:V2azx — 22 =dx:eL,
also

dz-V2ax — 22
a I
multipliziert man mit 4 FE, so erhlt man

el =

— 2. dx . — 2
(2ax — 2?) 322 V2az —x = Dreieck FEe.

Das Integral hiervon hingt aber [wie aus dem, was oben itber
" die Berechnung der Integrale gesagt wurde, hervorgeht] von
der Quadratur des Kreises ab. Es LiBt sich also eine Kreis-
fiiche finden, die der Fliche FEB gleich ist. Auflerdem hat

—_ 2
man FL: FN = Le: NO, . b 2:3 = PV29%—# o
also @
B —_— 2
NO — 3d%-V2ax .
2a

Daher ist, wenn man mit dem Radius 4B den Kreis BPQ
beschreibt, das Segment BPE dividiert durch % AB gleich der
Kurve BN.

Korollar I. Die ganze Kurve CFB ist gleich 3 CA, oder
die Kurve steht im Verhiltnis von 3 zu 2 zn ihrer Erzeu-
genden DE.

KorollarlIl. Die Fliche CFBA verhiilt sich zur Fliiche ABNM
wie 4 zu 9.

Korollar IIl. Die Kurve BN M ist aber gleich 4 von dem
Kreisbogen BPQ.

Korollar IV. Offenbar ist die Kurve CFB die, die wir
oben (vgl. Seite 47) nach der umgekehrten Tangentenmethode
gesucht haben, als nimlich gefordert war, die Kurve sollte
tiberall zur Tangente in demselben Verhiltnis stehen, wie hier
im Verhiltnis 3 zu 2.

Uber die Zykloiden, ihre Rektifikation, Flichenausmessung
und ihre Abwicklung.
Die Betrachtung der zykloidalen Kurven fordert micht mit

Unrecht hier einen Platz; denn durch die Abwicklung werden
ihre hauptsichlichsten Eigenschaften aufgedeckt. Herr Huygens
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hat bei der gewdhnlichen Zykloide gezeigt, die von einem Pe-
ripheriepunkte, eines auf-einer Geraden rollenden Kreises be-
schrieben wird, daB die Abwicklung dieser Zykloide dieselbe
Zykloide erzeugt5s). Er war dariiber im Zweifel, ob es andere
Kurven gibt, die durch ihre Abwicklung Kurven beschreiben,
die ihnen selbst dhnlich sind. Dies zeigte Herr von Tschérnhaus
bei seiner Kaustik, indem er zugleich nachwies, daB sie eine
Zykloide ist%6). Hier werden wir aber dartun, daf nicht allein
die gewdhnliche Zykloide des Huygens und die Kaustik des
Tschirnhaus sich dieser Eigenschaft erfreuen, sondern daB alle
mdglichen Zykloiden, so viele ihrer denkbar sind, durch ihre
. Abwicklung #hnliche Zykloiden beschreiben. Daran wird noch
eine andere Kurve aus dem Geschlecht der Spiralen gekniipft
werden, deren Abwicklung nicht allein eine mit ihr selbst
#hnliche, sondern ganz dieselbe Spirale erzeugt.
Vor allem miissen wir zusehen, was eine zykloidale Kurve
ist. Man kann sie definieren als eine Kurve, die ein Peripherie-
punkt eines Kreises lie-
fert, der auf einem an-

D
A dern, unbeweglichen
N\ E  Kreise rollt. ABC sei
der unbewegliche Kreis,

auf dessen Peripherie

eine andere Kreisperi-

pherie BDE gewilzt

wird. Irgend ein Punkt

D, der auf dieser Peri-

pherie gewihlt ist, wird

die Kurve ADC be-

C schreiben, die eine

Zykloide genannt wird.

Fig. 1. Dabei ist sofort klar,

daB, wenn der Kreis

ABC unendlich ist, die Peripherie 4 BC eine gerade Linie, also

die Kurve 4D C eine gewdhnliche Huygenssche Zykloide wird.

Was daher allgemein fiir alle Zykloiden bewiesen wird, gilt
dann in gleicher Weise fiir die gewdhnliche.

Aus der Erzeugung der Kurve geht auch hervor, daB der
Bogen AB zwischen dem Anfangspunkt 4 der Kurve und
dem Bertihrungspunkt B des Kreises BDE in irgend einer
Lage gleich ist dem Bogen B.D zwischen demselben Berithrungs-
punkt und dem gew#hlten Punkte D. Wenn sich nimlich der
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Kreis BDE wilzt, so mit der Bogen BD den Bogen AB.
Ist also detr//Anfangspunkt|4).und der Bogen AB gegeben und
148t sich der Punkt D geometrisch finden, d. h. 158t sich bei
gegebenem Anfangspunkt 4 und Bogen 4B geometrisch ein
dem Bogen A4 B gleicher Bogen BD abschneiden, so wird die
Zykloide ADC eine geometrische Kurve sein. Kann man
dagegen zu dem Bogen 4B einen ihm gleichen Bogen BD
geometrisch nicht finden, so wird die Zykloide ADC eine
mechanische Kurve sein. Ich werde aber zeigen, daB es bei
manchen Zykloiden miglich ist, einen dem Bogen A B gleichen
BD abzuschneiden, bei manchen jedoch unmdglich. Damit
wird also zugleich gezeigt sein, daB einige Zykloiden geo-
metrische, einige jedoch mechanische Kurven sind. Dies hat,
soviel ich weil, bisher niemand bemerkt. Ich behaupte nun
folgendes. Wenn die Kreise ABC und BDE von solcher Art
sind, daB der Radius F'B sich zu dem Radius G'B verhilt
wie eine Zahl zu einer Zahl57), d. h. wenn sie ein durch Zahlen
ausdriickbares Verh#ltnis haben, so behaupte ich, daB die
Zykloide AD C eine geometrische Kurve ist. Hat dagegen der
Radius B zu dem Radius G B ein durch Zahlen nicht aus-
drtickbares Verhiltnis, so wird die Zykloide 4D C eine mecha-
nische Kurve sein. Das erstere wird so bewiesen: Wenn zu

A 8 el ; ‘\\
R<\ :T //,
\\ ’/
B 0
F G
Fig. 2.

dem gegebenen Bogen 4B ein gleicher BD genommen werden
soll, so verlingere man G'B bis R, so dal GR = F4 ist.
Macht man nun Winkel RG S = Winkel AFB, so wird BT
ein gegebener Bogen sein. Richtet man es daher so ein, daB
sich der Bogen BT zum Bogen BD verhilt wie GB zu FA,
so wird Bogen BD — Bogen 4B sein. Denn es ist BD: BT =
=— AF:BG = RG:BG = RS: BT = AB: BT, folglich
AB = BD. Es bleibt also noch zu beweisen, dal man geo-
metrisch einen Bogen BD finden kann, der sich zu dem
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gegebenen BT wie AF zu B@ verhilt, d. h. wie eine Zahl zu
einer Zahl:

Wenn AF ein Vielfaches von BG ist, versteht sich die
Sache von selbst. Man mufl dann ni#mlich BT so oft nehmen,
als BG in AF enthalten ist. Ist aber 4F kein Vielfaches
von BG, sondern steht es zu ihm in irgend einem Verhiltnis,
wie z. B. 13 zu 5, 80 muBl man offenbar den Bogen BT doppelt
nehmen und dann noch drei Finftel von ihm. Die Sache kommt
also darauf zuriick, dafl der gegebene Bogen BT in fiinf gleiche
Teile geteilt wird, von demen drei zu nehmen und zu dem
doppe ten Bogen zu addieren sind. Es ist aber bekannt, dafl ein
gegebener Bogen oder, was dasselbe ist, ein gegebener Winkel
geometrisch in so viele gleiche Teile geteilt werden kann, als
man witnscht. Man wird n#mlich immer zn einer geometrischen
Gleichung gelangen, die der Teilung des Winkels entspricht®8).

Zweiundzwanzigste Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Wir haben also gezeigt, daB, so oft der Radius des un-
beweglichen Kreises zum Radius des erzeugenden ein Verhiltnis
hat wie eine Zahl zn
einer Zahl, die erzeugte
Zykloide immer eine
geometrische Kurve ist.
Dafl sie aber eine me-
chanische Kurve ist,
wenn die Radien in-
kommensurabel sind,
d. h. wenn das Ver-
hiiltnis der Radien nicht
durch Zahlen ausge-
drickt werden kann,
wird folgendermaBen
bewiesen.

Jedesolche Kurve, sie
mag eine geometrische
oder eine mechanische
sein, kehrt entweder in
sich zurtick oder liuft
unbegrenzt fort, da die Erzeugung der Kurve immer fortgesetat
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werden kann. Wenn nun der erzeugende Kreis 4BC bei
seinem ersten/Herumrollen mit dem Punkte A die Zykloide ADE
beschreibt, so wird diese Zykloide noch nicht beendigt sein,
sondern es wird bei fortgesetztem Rollen eine zweite EF G
beschrieben werden, darauf-eine dritte GHI, dann eine vierte
IKL usf., bis schlieBlich der Punkt A4 nach verschiedenen
Umdrehungen wieder in seine Anfangslage 4 fillt. In diesem
Falle wird bei weiter fortgesetztem Rollen dieselbe Zykloide
von neuem erzeugt, so dafl also alle Zykloiden zusammen nur
eine einzige Kurve ADEFGHIKL usw. bilden. Wenn nun
die Radien des unbeweglichen und des erzeugenden Kreises
inkommensurabel sind, so werden auch ihre Umfinge inkommen-
surabel sein. Es wird daher der erzeugende Kreis 4BC un-
endlich viele Umdrehungen ausfiihren, bevor der Punkt 4 wieder
in die Anfangslage 4 fillt. Auf diese Weise erhiilt man also un-
endlich viele Zykloiden, die nur eine einzige Kurve ADEFGHIKL
usw. bilden. Ich behaupte, daBl diese Kurve eine mechanische
ist. Sollte man sagen, sie sei eine geometrische, so ziehe man
auf irgend eine Weise eine gerade Linie HF durch die Kurve
hindurch. Diese Gerade wird [das ist klar] die Kurve in un-
endlich vielen Punkten H, m, n» usw. F schneiden. Da aber
die Gleichung, die die Natur irgend einer Kurve ausdrilckt,
mindestens ebensoviele Dimensionen hat, als die Zahl der
Schnittpunkte einer Geraden mit der Kurve betrigt, so wiirde
folgen, dafl die Gleichung, die die Natur unserer Kurve aus-
drtickt, unendlich viele Dimensionen hiitte, was sinnlos ist.
Folglich ist die Kurve eine mechanische59),

Hiernach ist klar, daB es unmdglich ist, einen gegebenen
Kreisbogen in zwei Teile zu teilen, die sich verbalten wie eine
Zahl zu einer Nichtzahl®0), d. h. die inkommensurabel sind.
‘Wenn dies ni#mlich geschehen konnte, so wiire unsere Kurve
wieder eine geometrische. Es ist aunch klar, daBl, wenn die
Radien des unbeweglichen und des erzeugenden Kreises kom-
mensurabel sind, die dabei entstehende Zykloide, wenn auch
eine geometrische Kurve, doch manchmal mehr oder weniger
kompliziert ist. Je nachdem n#mlich der erzeugende Kreis
nach weniger oder mehr Umdrehungen wieder nach dem Anfang
zurtickgelangt, wird die gerade Linie HF auch die Kurve in
weniger oder in mehr Punkten schneiden, und daher steigt die
Gleichung, die-die Natur der Zykloide ausdriickt, zu weniger
oder mebr Dimensionen auf.

Wir haben bisher gesehen, worin die Zykloiden voneinander

Ostwalds Klassiker. 104, 1
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verschieden sind, und was jede Besonderes an sich hat. Jetzt
wollen wir /zusehen] worim)sieCiibereinstimmen, und was ihnen
gemeinsam ist. Zuerst bietet sich ihre allgemeine Rektifikation
dar und die Ausmessung der zykloidalen Flichen und dann
die Ahnlichkeit®l) der durch die Abwicklung der Zykloide
erzeugten Kurve. Damit diese Dinge um so besser verstanden
werden kdnnen, betrachte ich den unbeweglichen und den
erzeugenden Kreis als zwei gleichseitige und gleichwinklige
Polygone, bei denen die Seite des einen gleich der Seite des
andern ist. Es seien z. B. die beiden Polygone ABD und
ABC gleichwinklig und gleichseitig fiir sich, nicht unter sich,
und sie mogen die gemeinsame Seite 4B haben, so daB, wenn
das eine Polygon sich auf dem andern bewegt, die Seite 4%
auf AF fillt, dann EG auf FH, weiter GC auf HJ u.s.f.
Wenn man nun annimmt, daf diese beiden Polygone aus
unendlich vielen Seiten bestehen, wird man sie als Kreise an-
sehen kdnnen, so daB die Kurve, die irgendein Punkt wie C
beschreibt, die Zykloide ist, um die es sich handelt. Es ist
daher von vornherein zu bemerken, daB nach dieser Voraus-
getzung die Seitenzahl des
Polygons ABD oder vielmehr
des unbeweglichen Kreises sich
zur Seitenzahl des erzeugenden
Kreises 4 BC verhilt wie der
Durchmesser jenes zu dem
Durchmesser dieses, weil sich
Seitenzahl zn Seitenzahl verhilt
wie Peripherie zu Peripherie.
Da aber nach Verlingerung von
BA der Winkel KAF gleich
vier Rechten geteilt durch die
Seitenzahl des Polygons und
KAE gleich vier Rechten ge-
teilt durch die Seitenzahl des
andern Polygons ist, so wird
Fig. 74 sich der Winkel KAFE zu dem
' Winkel KAF umgekehrt ver-
halten wie die Seitenzahl des
erzeugenden Kreises zur Seitenzahl des unbeweglichen Kreises,
d. h. wie der Durchmesser jemes zu dem Durchmesser
dieses.
Man ziehe vom Punkte C aus, der die Zykloide beschreibt,
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die Geraden OB, C4, CE, CL usw. Dann werden die Winkel
ACB, ECA4,, LOE,GCL-unsw.-gleich sein. Da aber

EAK+ EAB = 2 Rechten — ECB - EAB

ist, so wird
i EAK = ECB=2ACB

sein. Es sei jetzt der Durchmesser des erzeugenden Kreises

Fig. 5.

gleich 25 und der Durchmesser des unbeweglichen -Kreises
gleich 2a4. Dann wird also sein

KAF:KAE =2b: a,
und daher, wenn man zusammensetzt,
FAE:KAE = (b+ a):q,
mithin
FAE:ACB = (2b+- 24):a.
Man betrachte nun die Erzeugung der Zykloide, die sich
aus kleinen Kreisbdgen zusammensetzt, deren Mittelpunkte 4,

F, H, R usw. und deren Radien 4C, EC, LC, G C usw. oder
OA, SF, cH, MR usw., sind. Dann ist aus der Erzeugung

*
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klar, daB die Winkel 0AC, SFO, ¢cHS usw. gleich dem
Winkel | B A ' sind, | Daher,ist 62)

O0C: AB= SO0:EQ = ¢S:LX usw. = (2b+ 2a): g,

mithin alle ersten Glieder zusammen, d. h. die Kurve C¢, zu
allen zweiten zusammen, d. h. zur Strecke YB oder G'B, wie
2b 4 2a zu a. Die Fliiche COS¢RFA aber besteht aus den
8ektoren 0A4C, SFO, cHS usw. vermehrt um die Sektoren
ACB, FOA, HSF, RCH usw., die gleich sind ACB, ECA,
LCE, GCL usw., d. h. zusammen gleich dem Segment CL B.
Es ist aber Sektor -

0AC:ACB= SFO:ECA=cHS:LCE usw.= (2b+ 2a):a,

mithin alle ersten Glieder zusammen, OAC + SFO + cHS
usw. zu allen zweiten zusammen, d. h. zu dem Segmeént BCL
wie (2b - 2a):a und, wenn man zusammensetzt, OAC -
SFO 4 ¢cHS usw.
~ 8egm. BCL, d. h.
Fliche COScRAB,
zu 8egm. BCL, wie
2b 4 3a zu a.

Wenn dies richtig
auf die Kreise ange-
wandt wird, so wird
sich alles leicht er-
geben.

BEG sei der er-
zeugende Kreis in ir-
gendeiner Lage. Man
ziehe durch die Mit-
telpunkte die Geraden
HJD, HK @G und neh-

Fig. 6. me den Bogen DF

gleich dem Bogen BE.

Ferner sei HA=a und AJ==5. Dann ist zunsichst klar, daB
die Gerade E'B, von dem beschreibenden Punkte E zum Be-
rthrungspunkte B gezogen, senkrecht zur Zykloide CED ist.
Zieht man also E' G, so wird diese Gerade sie bertthren. Ferner
verhdlt sich das Zykloidenstick DE zu der Strecke AF, d. h.
zur Tangente EG wie 2b < 2a zu a, steht also zu ihr in
konstantem Verhiltnis. Demnach verhilt sich die ganze zy-
kloidale Kurve DEC zu dem Durchmesser des erzeugenden
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Kreises wie 2b - 2a zu a. Die zykloidale Fliche DEBA
aber verhdlt'sich! zuOdem (Segment DFRA, d. h. zu dem Seg-
ment BELG wie 2b -+ 3a zu a, steht also zu ihr ebenfalls
in konstantem Verh#ltnis. Daher verhilt sich die ganze zy-
kloidale Fliche DECA zu dem erzeugenden Halbkreis wie
2b 4+ 3a zu a.

Anmerkung. Wenn der erzeugende Kreis sich auf der
konkaven Seite des unbeweglichen Kreises bewegt, so wird
der Durchmesser des erzeugenden Kreises eine negative Grdfle
gein. Daher mufl man, um die Rektifikation und Ausmessung
der zykloidalen Kurve und Fliéche zu erhalten, folgenden Ansatz
machen: Wie sich — 2b - 2a zu a verhilt, so die Kurve DE
zur Strecke E'G, und wie sich — 2b -4 3a zu o verhilt, so
die Fliche DEBA zu dem Segment BELG.

Dreiundzwanzigste Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Wir haben gezeigt, wie man verfihrt, um die Zykloide zu
rektifizieren und ihre Fliche anszumessen, und zwar nach der
Natur ihrer Erzeugung. Ein wenig umstéindlicher und mith-
samer als dieses Verfahren ist das, welches wir jetzt mit Hilfe
der Integralrechnung geben.

Esseialso A R C(Fig.77)derunbewegliche Kreis, dessen Durch-
messer gleich 2a ist, DPA der erzeugende Kreis und sein
Durchmesser gleich 2b. Der oberste Punkt D, der die Zykloide
beschreibt, kommt beim Rollen nach E. Durch E ziehe man
einen Kreisbogen EN mit dem Mittelpunkt H und einen zweiten
en, der von dem vorigen um eine unendlich kleine Gr3Se ent-
fernt ist. Man zeichne die Linien HES, Hes, HMP und fille
die Senkrechten PO, ML. Weil nun der Halbkreis DPA
gleich dem Bogen ARC ist und ER oder PA gleich RC, so
wird der Restbogen DP gleich dem Bogen AR sein. Es ist
auch klar, daB der Bogen AM gleich dem Bogen RB ist.

Man setze also DO = x, Bogen DP = s, Bogen AM =1,
mithin AB= s+ ¢ Dann wird sein

PO=V2bx —2? HO=a+2b—z
und daher

PH = Va?+ 4ab - 4b? — 2ax — 2bx.
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Da aber PH: PO = MH: ML ist, so findet man

— x2
ML — aV2bz — x

Va2 + 4ab -+ 4b2 — 200 — 2bz

Fig. 7.
und dann
HIL — a4 2ab — ax
Va2 + 4ab + 4% — 20z — 20z’
mithin
AL — g — a?+ 2ab — ax

Va2 + 4ab + 4b% — 2ax — 2bz
Um die Rechnung zu erleichtern, setze man

Va2 + 4ab+ 4b2 — 2ax — 2bx = 2.
Dann wird

x_a2—|—4ab+4b2—x2

2a 4 2b
sein und .
s V—24+4b2x2+ 4abx? + 2a2%2 — 4a%b? — 4a3h — at
2br — 2=
V't? e %2 J 26 '
mithin .

__aV —2844b222+ 4abx? -+ 20222 — 4a2b2— 4aSh—at

L -
u 2ax 4 2bx




Die erste Integralrechnung. 103

und
a3 4 2a?b + ax? )
2ax 4 2bx

Es wird also das Differential von ML lauten?®3)
(— azt + 4a4d + 4a3b2 + ab)dx
(2az? 4 2b22)V — 2! usw.
und das Differential von 4L

(240 + a® — azx?%dz
2qa22 4 2bx?

Es sei, um die Rechnung zu erleichtern, 254 a =c.
Dann wird 64)

Diff. ML=

ALC= 50

(— a2zt 4+ adc?)dz
(2a22+2b22) V— 2% + 45222 + 4abx? + 2 a2z?—alct

und

. __ (a%c —ax?)dx
Difft. AL =52 + 2522 .

Man bilde die Quadrate, deren Summe gleich dem Quadrat
des Differentials des Bogens 4 M sein wird, d. h. gleich dz2.
Man hat also d¢. Da aber

s bdx *
V2bx — 2

ist, so wird man, wenn der Wert von dz und ¥ 2bx — x2?
eingesetzt wird, auch ds haben. Nun ist der Bogen 4 B gleich
st Also wird das Differential des Bogens 4B, d. h. Bb,
gleich ds 4 dt sein. Wenn man nun ansetzt

HB(a): HE (z) = Bb(ds + di) ;{L‘l""%ﬁ‘f’_

= EX } ,

so wird EX in den Differentialen dz bekannt sein. Das
Quadrat davon zusammen mit dem Quadrat von eX(dx2?) gibt
das Quadrat von Ee, dessen Wurzel Ee gleich dem Differential
der Zykloide DE ist. Ihr Integral ist somit gleich der zykloi-
dalen Kurve DE. Wenn man will, kann man darin den Wert
von z in den Buchstaben x wieder einsetzen, und es wird sich
dann zeigen, ob es mit der fritheren Losung zusammenfillt.
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Wenn man EX mit { HE(x) multipliziert, so ergibt sich
das Dreieck K He, das dem Differential der zykloiden Fliche
EDH gleich ist; daher zeigt “'das Integral davon die Aus-
messung jener Fliche.

Noch auf eine andere Weise 148t sich mit Hilfe der Integral-
rechnung das oben Verlangte leisten. Wir machen dieselben
Voraussetzangen wie
oben, und es seien 'R,
er senkrecht zur Zy-
kloide. Man ziche die
Tangenten ZA, RF,
rf. Dann ist klar, da
PA, pA gleich ER,
er sind, ebenso auch
die Winkel PAZ, pAZ
gleich den Winkeln
ERF, e¢rf, mithin
pAP=erf— ERF =
=erf—ERf—FRf=—
erf —rRX — RHr =
(wegen erf=— RXr -
rRX) RXr — RHr.
Da aber Rr = Pp,
und zwar beides gleich
ds, ist, so wird der
Winkel RHr sich zu
POp (2 PAp) verhal-
ten wie b zu a, so dal

%b-PAp=RHr

ist, also

PAp=rXR—2Tb-PAp und “";2”

- PAp =rXR,
mithin
a:(a+2b) =pAP:rXR.

Da aber Pp = Rr und pT = (wegen p A und PA gleich ER
und e7) RS, so wird auch P7 =78 sein, mithin PAp:r XR =
== RX:PA, also

PA:RX = (a + 2b):a.
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und, wenn man zusammensetzt,
(PA+ RX =EX) 'RX = (2a+ 2b):a.
Es ist aber EX: RX = Fe:rS(PT), mithin
Ee: PT = (2a 4 20): a,

also ein konstantes Verhiltnis. Daher verhalten sich alle Ee,
d. h. die zykloidale Kurve DE, zu allen PT, d. h. zu der
Strecke: DP, wie 2a 4 2b zu a, 80 wie oben.

Die zykloidale Fliiche ERAD wird ebenfalls sehr leicht
gefunden. Da ni#mlich

Fe = 2%21) . TS
ist, wird
Ee+r5=3—“'atz—b.rs.

Die Hailfte hiervon, multipliziert mit ER oder PA, gibt

3—“—;—;&) -r8 - PA = Trapez Er.

Da aber
Dreieck PAp = PT-4PA oder rS-4PA

ist, so wird sich das Trapez Er zum Dreieck PAp verhalten
wie ?%29 zn 1, d. h. wie 3a - 2b zu a, wieder ein kon-
stantes Verhiltnis. Daher werden sich alle Trapeze, d. h. die
Fliche ARED zu allen Dreiecken PAp, d. h. zu dem Segment
DpPA, verhalten, wie 3a 4 2b zu a, so wie oben.

Dies ist also die allgemeine Rektifikation der zykloidalen
Kurve und die Ausmessung ihrer Fliche. Sie 148t sich auf
alle Fille anwenden, auch auf die gewdhnliche Huygenssche
Zykloide. In diesem Falle ist n#imlich der Durchmesser des
unbeweglichen Kreises unendlich zu setzen, und es wird dann
der Bogen A4 C zu einer Strecke ausarten, ebenso der Bogen
EP. Wenn wir also das Verhiltnis der Kurve DE zu der
DP finden wollen, so milssen wir folgenden Ansatz machen:

a:(2a+ 2b) = DP: DE (der gesuchten Kurve).

Da aber a unendlich ist, so wird sein 2a 4 2b = 2a. Daher
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verhilt sich DP zu der Kurve DE wie a zu 2a, d. h. wie
1 zu 2, /Ebénso-hat-man auch

a:(3a - 2b) = Segment DpPA:Fliche DERA.
Es ist aber 3a + 2b = 34, mithin
@:3a=1:3 = Segment DpPA:Fliche DERA.

Diese Tatsachen sind bei der gewohnlichen Zykloide auch
sonst bekannt.

Vierundzwanzigste Vorlesung.
Fortsetzung desselben Gegenstandes.

Nachdem wir auf verschiedene Arten die Rektifikation der
zykloidalen Kurven und die Ausmessung ihrer Flichen ermittelt
haben, bleibt uns noch iibrig, eine allgemeine Eigenschaft dieser
Kurven zu beweisen, daB n#mlich jede beliebige zykloidale
Kurve bei ihrer im Scheitel begonnenen Abwicklung eine
andere mit ihr #hnliche zykloidale Kurve beschreibt.

Es sei also ABC eine Zykloide, 4 ihr Scheitel, EBF der
erzeugende, DFC der unbewegliche Kreis, und es sei durch

H G
M A
13
u D
B F
L [ e K
Fig. 9.

Abwicklung der Zykloide, vom Scheitel 4 ausgehend, die Kurve
AGL beschrieben. Ich behaupte, daB diese Kurve ebenfalls
eine Zykloide und mit 4 BC #hnlich ist.
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Man ziehe die Tangente BEG. Da sie die Abwickelnde
ist, wirdsie senkrécht| zur/Kurve 4 G L und gleich der Kurve "
AB sein. Man ziehe noch durch die Mittelpunkte der Kreise
die Gerade KEH und verbinde B, F. Dann mache man, daB
sich FE zu EH verhilt, wie KF zu KE (d. h. wie a zu a - 2b)
und beschreibe iber dem Durchmesser HE den Kreis HME.
Nach dem Fritheren steht fest, daB sich BE zu B4 oder B G
verhilt wie a zu 2a -} 25, also, wenn man teilt, BE zua E G
wie a zu a -+ 2b, d. h. nach Konstruktion wie FE zu EH.
Verbindet man daher H, G, so wird das Dreieck HG E #hn-
lich sein dem Dreieck EBF. Somit ist der Winkel HGE ein
Rechter, und daher geht der Kreis HME durch den Punkt G.
Da nun

Winkel BEF — Winkel HE G,
wird der Bogen BNE dem Bogen EM@G #hnlich sein, mithin

Bog. GME :Bog. BNE = GE:BEF = HE:EF = EK:FK
= Bog. E4:Bog. FD.

Da aber ENBF = CFD und Bogen BF = Bogen CF ist,
80 wird auch der Restbogen ENB = dem Restbogen F'D sein.
Daher folgt, da aumch

Bog. FMG = Bog. EA

ist. Demnach ist die Kurve AGL eine Zykloide, deren er-
zeugender Kreis HGE und deren unbeweglicher Kreis AF ist.
DaB aber diese Zykloide A G L der friheren ABC #hnlich ist,
geht aus der Konstruktion hervor. Es ist némlich KF: KE —
= FE:EH und, wenn man vertauscht, KE: EH—= KF:FE,
d. h. wie der Radius des unbeweglichen Kreises der fritheren
Zykloide zam Durchmesser des erzeugenden Kreises. Also usw.

Korollar I. Die Kurve G L verhilt sich zu der Strecke
G H, wie die Kurve 4B zu der Strecke BE, weil sie beide-
mal im Verhdiltnis ¢ zu 2a - 2b stehen.

Korollar II. Die ganze Kurve 4L verhilt sich aber zur
ganzen Kurve ABC wie der Durchmesser HE zum Durch-
messer EF.

Korollar III. Es ist auch klar, wenn 4 BC eine gewdhn-
liche Zykloide ist, d. h. eine solche, deren erzeugender Kreis
auf einer geraden Linie rollt, oder deren unbeweglicher Kreis
einen unendlichen Durchmesser hat, es ist klar, sage ich, daB
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die Zykloide AG L nicht allein ebenfalls eine gewshnliche ist,
sondern itberhaupto/dieselbe;|wie die frithere. Da ni#mlich
KF:KE= FE:EH, d.h.

a:(a+2b)=FE:EH
ist und KF unendlich ist, so wird « 4+ 2b = a sein, mithin
FE = EH.

Da also die erzeugenden Kreise dieselben sind, und beide aunf
einer geraden Linie rollen, folgt, daB auch die Zykloiden die-
selben sind.

Dies ist nun die Zykloide, von der Herr Huygens geglaubt
hat, sie habe allein jene Eigenschaft, bei der Abwicklung eine
andere und dieselbe Zykloide zu erzeugen. Herr Tschirnhaus
hebt seine Kaustik hervor, die bei ihrer Abwicklung nicht die-
selbe, sondern eine #hnliche Kurve beschreibt. Wir aber haben
gezeigt, dafl das, was Tschirnhaus von seiner Kaustik bewies,
deren Zugehorigkeit zum Zykloidengeschlecht er zugleich dar-
tat, allgemein allen Zykloiden zukommt. Da aber keine unter
allen Zykloiden, mit Ausnahme der gewdhnlichen, bei ihrer Ab-
wicklung nicht nur eine #hmliche, sondern dieselbe Kurve be-
schreibt, so konnte Herr Huygens bis jetzt mit Recht daran
zweifeln, ob es auBer seiner Zykloide noch eine ‘andere Kurve
gibt, die durch ihre Abwicklung dieselbe Kurve hervorzubringen
vermag. Er wird aber zu zweifeln aufhdren, wenn er die
andere Kurve, die wir geben, gesehen‘hat, die sich nicht minder
als die genannte Zykloide dieser Eigenschaft erfreut. Und
zwar ist diese Kurve die logarithmische Spirale.

Es seiin der Tat dieKurve BE F G (Fig.80) eine logarithmische
Spirale und deren Mittelpunkt 4. Man ziehe die Tangente
BC und errichte auf der Verbindungslinie 4B die Normale
AC. Es sei AB=1y, BL =dy. Aus der Natur der loga-
rithmischen Spirale ist klar, da der Winkel L BM konstant
ist. Es verhalte sich also BL zu BM, d. h. B4 zu BC, wie
a zub. Dann wird also sein

a

Da aber auch BL sich zu BM verhiilt wie a zu b, 8o wird

By — 2%
a
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sein und das Integral davon, d. h. |
die Kurve BEFG = b—;’-,

also
die Kurve BEF @ = der Tangente BC.

Wenn daher die Gerade BC wie ein Faden um die Kurve
BEFG@G gewickelt wird, so wird die Kurve CHJK, die der

Endpunkt C beschreibt, die Kurve sein, die durch die Ab-
wicklung der logarithmischen Spirale BEF G erzeugt wird.
Ich behaupte, daB diese Kurve dieselbe Spirale ist. Man ver-
lingere nimlich B4 so weit als ndtig ist, um CD, die Senk-
rechte auf BC, zu treffen. Da aber BC senkrecht zur Kurve
CH igt, so w1rd CD die Tangente der Kurve CH sein. Wegen
der Ahnhchkelt der Dreiecke BAC und CAD ist aber der
Winkel CB A gleich dem Winkel DCA. Daher ist der Winkel
DCA ebenfalls konstant, mithin die Karve CHJK eine lo-
garithmische Spirale,” und zwar dieselbe wie BEF G wegen der
Gleichheit der Winkel CBA4 und DCA.

Korollar I. Wenn irgendeine logarithmische Spirale
BEFG@ zur Strecke BC ausgespannt wird, so werden BA,
MA usw. Ordinaten in dem rechtwinkligen Dreieck BAC.
Denn wegen der Konstanz des Winkels ABM werden BA,
M A usw. Parallelen, und da sie in konstantem Verh#ltnis zu
den angrenzenden Stiicken der Kurve, so ist die Behauptung
bewiesen. Wie daher die Archimedessche Spirale65) eine zu-
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sammengewickelte Parabel ist, so ist die logarithmische Spirale
ein zusammengewickeltes- rechtwinkliges Dreieck.

Korollar II. Das Dreieck BAC ist das Doppelte der
Fliche BEF @, weil das Differential des Dreiecks das Doppelte
des Flichendifferentials ist.

Fiinfundzwanzigste Vorlesung.

P T e e T p—

Die kurze Abschweifung, die wir gemacht haben, zeigt zur
Gentige, daB nicht die Zykloide allein es ist, der die so oft
wiederholte Eigenschaft zukommt. Ja es kdnnte sogar die
beigebrachte logarithmische Spirale nicht ohne Wahrscheinlich-
keit die Vermutung wachrufen, daBl es viele andere, ja sogar
unendlich viele Kurven gibt, die durch ihre Abwicklung die-
selben oder wenigstens #hnliche bilden, und vielleicht wire es
nicht schwer, mit Hilfe unserer Integralrechnung ein Verfahren
auszudenken, durch das man solche Kurven findet. Da aber
jotzt keine Zeit ist, dies zu leisten, so milssen wir es andern
ilberlassen 66),

Sechsundzwanzigste Vorlesung.
Uber die kaustischen Kurven und ihre Eigenschaften.

Wenn die Sonnenstrahlen auf den konkaven Teil irgend
einer Kurve fallen, so werden sie durch ihre Reflexion eine
andere Kurve bilden, die von Herrn Tschirnhaus den Namen
Kaustik erhalten hat, und deren erster Erfinder er war67),
Die Alten haben n#mlich, bis zn unserer Zeit, nur einen ein-
zigen Punkt auf der Kurvenachse betrachtet, in dem sich alle
oder wenigstens mehrere Strahlen nach ihrer Reflexion sammeln.
Diesen Punkt nannte man Brennpunkt, weil in ihm die groSite
Brennkraft der zuriickgeworfenen Strahlen ausgeiibt wird.

Vor wenigen Jahren hat der genannte Tschirnhaus die schdne
Bemerkung gemacht, daB die Kurven, die die reflektierten
Strahlen nicht ganz genau in dem erwihnten Brennpunkte
sammeln, unendlich viele Punkte haben, die alle als Brenn-
punkte bezeichnet werden konnen, und in denen mehrere Strahlen
zusammenlaufen. Jene Punkte nun bilden in ihrem Zusammen-
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Thang eine kaustische Kurve oder Brennlinie, deren Natur, Rekti-
fkation und\ bemerkenswerte Eigenschaften er in den Acta6s)
~werdffentlicht hat, jedoch ohne Rechnung und mit Unterdriickung
der Methode, durch die er dazu gelangt ist.

Wir werden daher hier ein Verfahren darlegen, durch das
s3ich alles, was diese Kurven Beachtenswertes bieten, ganz leicht
aanfdecken 148t. Dabei wird zugleich klar werden, dafl der
‘Wrheber keinen geringen Irrtum beging, indem er meinte, die
Xaustik beim Kreise sei die Kurve, deren Konstruktion er in
denselben Acta angibt. Diese beiden Kurven sind nimlich in
lbrer Natur himmelweit verschieden und haben garnichts Ge-
meinsames aufler der Fliche, die bei beiden zu demselben Halb-
kreis in demselben Verhiltnis steht. Dies ist es, was den
Urheber getduscht hat, wie weiter unten ausfithrlicher entwickelt

werden wird.

Jetzt soll die Art, wie wir uns die Kurve erzeugt denken,
anseinandergesetzt werden. Es sei ABC (Fig. 81) irgend
eine Kurve, auf die
die parallelen Son-
nenstrahlen DB, db
usw. fallen, deren
reflektierte BE, b E
usw. sind. Der
Treffpunkt E von
zwei reflektierten

g
Strahlen, die um ( G | \F A
eine unendlich
kleine GrdBe ent-
=

fernt sind, liegt al 1o

auf der kaustischen Fig. 81.

Kurve. Auf diese

Weise ist es nach dem oben Gesagten sofort klal, daB der
reflektierte Strahl eine Tangente der kaustischen Kurve ist;
denn zwei um nichts entfernte Tangenten schneiden sich in
dem Bertihrungspunkt. Um die Natur der kaustischen Kurve
zu bestimmen, kdnnte man also folgendes Problem aufstellen:
Die Natur der Kurve zu finden, die alle an einer gewissen
Kurve reflektierten Strahlen berithren. Dieses Problem wird
aber in derselben Weise geldst, wie es oben bei der Kurve
geschehen ist, die von einem Lineal bertthrt wird, das sich
auf den Schenkeln eines rechten Winkels bewegt (vgl. Seite 90).
Um dies nun im vorliegenden Falle auf die Bestimmung und

b
7 8
H
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Konstruktion der Kurve anzuwenden, muf8 man die Linge BE
des reflektierten | Strahles- finden, die zwischen dem Inzidenz-
punkt B und dem Treffpunkt E liegt.
Es sei zu diesem Zwecke die Ab-
b B szisse AF bei der gegebenen Kurve
gleich «, und die Ordinate F'B bei
derselben gleich y, mithin Ff =dx =
= BH und bH =dy. Ferner sei
B@G = x. Man zeichne das Dreieck
FBG@G besonders (Fig. 82) und halbiere
den Winkel FBG durch die Gerade
BM. Dann wird BM senkrecht zur
G M F Kurve Bb sein, mithin dz:dy =
Fig. 82. = BF: FM. Man findet daher FM =
=ydy:dz. Da aber BF:BG =
=FM: MG ist, so wird, wenn man zusammensetzt, BF':
(BF + BG) = FM: FG sein, d. h.
: _ Y4y,
y.(y—‘—Z)— dx 'FG,
also
FG— Y% +#dy
dx

Es ist aber BF2+4 FG? = BG2 Also hat man folgende
Gleichung :

y2dy? + 2zxydy? 4 x2dy?
dx?

Reduziert man sie, so kommt heraus
o — 22Y4Y? +yPdy? + yrda?
o dx? — dy?
Durch Auflssen dieser Gleichung erhilt man?)
_ydy?4-yda?
T da? —dy? Ba.

Da FG = (ydy -+ xdy) : dz ist, so mul man den gefundenen
Wert von % einsetzen. Dann erhilt man

__ 2ydzdy
FG = dz? — dy?’

+ 92 = 2%

%
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Addiert man A4F (Fig. 81), so wird

2ydzdy
dx? — dy? +o

Das Differential hiervon (voransgesetzt, dal dz konstant, d.h.
d2?x = o ist) wird also lauten:

dzb 4 2ydaddly — dzdyt + 2ydxdyld?y

AG =

(da?— dy?P =9

Da aber BF: FG (oder bf:fg) = bH: HL ist, d. h.

. 2ydxdy _

Yy m ES dy . HL,
also
2dzdy?
==y
so wird
_ __ dzdy? - da?
BH+4 HL = BL = pp—

sein. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke BEL und G Ejg
ist aber BE: GE= BL: Gg und, wenn man teilt, BG: BE
= (BL — Gyg): BL. Man schreibe also

32y — 242 2 3
(BL—Gg —2ydax3d2y —2ydxzdy?d y) (BL_da:dy ~+dz )

(dx? — dy?)? —dy2
— 2
=_M1L:1=(35_M) BE.
x? — dy?
Dann wird
_ da? 4+ dy?
BE=——"—%gm,

Hiernach 148t sich bei jeder gegebenen Kurve die Linge BE
des reflektierten Strahles finden, indem man einfach den Wert
von dy und d2y einsetzt, je nachdem es die Natur der Kurve
fordert. Auf diese Weise zerstdren sich dz, dy, d%y, und es
ergibt sich die Li#nge BE in rein endlichen GrdSen. Kennt
man nun BE, so 148t sich die kaustische Kurve konstruieren
und ist daher bestimmt.

Nachdem wir allgemein die kaustischen Kurven bestimmt
haben, wollen wir, bevor wir zu speziellen herabatolgen, ihre
allgemeine Rektifikation vorausschicken.

Ostwalds Klassiker, 194. 8
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Es sei also A4BG@ irgend eine Kurve, an der durch die
Reflexion \der, Strahlen E.B, eb usw. die Kaustik 4 HJ gebildet
ist. Ich behaupte,. daB irgend ein Stiick AH von ihr gleich

ist dem einfallenden
“ael Strahl B plus dem
reflektierten Strahl
N F BH,

of Beweis. Aus
BC * dem Fritheren ist
5 % bekamnt, daB HB
die Kaustik bertihrt.
Man wickle also die
Kurve 4H ab und
H *  sie beschreibe dabei
G 77 Fe A die Kurve AfF.
Fig. 83. Offenbar fillt HB
mit der abwickeln-
den HF dann zusammen, wenn die Abwicklung bis zum
Punkte H gekommen ist. Man beschreibe daher um den
Mittelpunkt H den kleinen Kreisbogen bC, der zu dem kleinen
Bogen fF parallel sein wird. Daher ist CF = bf. Also ist
BC das Differential von BF. Da aber nach Voraussetzung
Winkel EBb — Winkel HBG = Winkel CBb ist, die Winkel
BDb und BCb aber rechte sind, so werden die Dreiecke BDb
und BCb wegen der gemeinsamen Hypotenuse Bb kongruent
sein. Mithin ist BD = BC. BD ist aber das Differential von
BE und BC das Differential von BF. Also folgt BE — BF.
Da nun die Kurve A4H = HF und HF = HB -} BF ist, so
wird die Kurve AH gleich dem reflektierten Strahl HB plus
dem einfallenden EB.

Man bemerke, dal, wenn BE und BF nicht von Null an-
fangen, zu der Summe der Strecken HB und BE eine ge-
wisse Konstante als Bekannte addiert oder davon abgezogen
werden mufl.

Siebenundzwanzigste Vorlesung.
Die zirkulare Kaustik paralleler Strahlen.

Damit das, was wir allgemein geldst haben, durch Beispiele
erliutert werde, sei BGC ein Kreis, sein Durchmesser DB=2a,

BH=ux, HG =y =V 2ax — 22 Es soll die kaustische
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Kurve BFE bestimmt werden, oder, was dasselbe ist, es soll
. die Liinge des/ reflektierten

Strahles G'F gefunden wer- 4
den. Dies wird nach der all- F g
gemeinen Formel so durchge- P
fiahrt. Da y =V2az— 2
ist, wird
__edz — xdx _
R V2ez — 2 Fig. 84.
sein un
dy = — a?dx?

(2ax — %) V2ax — 22’
mithin findet man

__da? + dy?
2d2y

Um also die Kaustik zu konstrunieren, mull man den reflektierten
Strahl G F gleich der Hilfte des einfallenden G H nehmen.
Dann wird der Punkt F auf der gesuchten Kurve liegen.
Wenn daher der Punkt H nach 4 fillt, so wird der Punkt F
in die Mitte E des Kreisradius AG fallen, und dies ist der
Punkt, den die Alten
den Brennpunkt des 3
Kreises genannt haben. S
Es steht ferner fest, F
dag die Kurve /"B sich zu
dem reflektierten Strahl
F @G wie 3 zu 1 verhilt,
zum einfallenden HG p o B8
dagegen wie 3 zu 2. Da- A h o\
her verhlt sich die ganze
Kaustik EFB zu dem
Kreisradius wie 3 zu 2.
Herr von Tschirnhaus | %
hat synthetisch gezeigt,
daB GF=4GH ist, und
zwar auf folgende Weise: Fig. 85.
M@, mg seien zwei
zum Durchmesser DB senkrechte Sonnenstrahlen, die um eine
unendlich kleine GréSe voneinander entfernt sind. Man ver-

LYk

oder GF =4 V2az — 22 =} GH.

G
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lingere die reflektierten Strahlen G'F, g F, bis sie die Peripherie
in N undv\treffen)O/Es)wird) nun der Bogen G BM gleich
dem Bogen G'EN sein, und der Bogen g Bm gleich g En, also
gBm—GBM, d. h. 2¢g G, gleich gEn—GEN, d. h. Nn—Gy.
Folglich ist Nn = 3Gg. Da aber Winkel NnF = Winkel FG'g
(sie stehen n#mlich tiber demselben Segment Ng), so werden
die Dreiecke NFn und gFG #hnlich sein, mithin

NF:(Fg oder FG) = Nn:gG =3:1

und, wenn man zusammensetzt,

(NG oder MG): FG =4:1,
mithin .
HG:FG@=2:1,
wie wir vorher gefunden haben.

Wenn wir die Natur der kaustischen Kurve BFE durch
eine QGleichung nach
Ordinaten und Ab-
szissen  aunsdriicken
wollen, so werde vom
Mittelpunkt 4 aus der
Radius 4G gezogen,
und die Gerade G'F
bis zum Schnitt mit
der Geraden AC in L
verlingert.  Darauf

Fig. 86. fille man die Lote

LP, FO und setze

AO0O=1r und OF =3s. Da Winkel LAG = AGH = AGL,

go wird L4 = LG sein, mithin AP = PG. Wegen der

Ahnlichkeit der Dreiecke LAP, LGP und AGH ist GH: AG =
= GP:GL, d. h.

V2az — a2:a = 4a: LG,

also
2
2 y2ar — 22
Ebenso ist LG: RG = LF:OF, d. h.
1 a? - : 1 a2 —2ax 4 22
(g —2) == —————:0OF,
2 Y2az — a2 ( ) 2 VY2axr — z2 !
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also

(@a—=)
a? '

Wiederum ist RG: RL = OF: 0L, d. h.")

(a_m).§a2—2aw+w2 (a—=)3 . 0L,
" V2az —2? a?

OF =='s =

also

(40?2 — 2ax + 2?) (@ — )2
a2y 2ax — 2

Man ziehe dies von AL ab. Dann erhilt man

1 a? (a2 —2az 4 2?) (a — )2
AD=1r—=——nn——— — — N .
2 V2axr — a2 a?V 2ax — 22

Um desto schneller und leichter zu einer Gleichung zu ge-
langen, in der nur » und s zu finden sind, kann man den ge-
fandenen Wert von » so umschreiben:

{a? — 20z + 22 = (@ — )2 — L a?

OL =

und

V2az — 22 =V —a? 4 2az —a? + a2 =V — (a —z)2+ a?;
auf diese Weise kommt heraus:

tafa—2)2—(a—a)p 1 a?

§ a?V — (a — 2)2 + a? T3 V—(a — )2+ a2
Da aber
(@ —ap
=
ist, so wird

3 3
a—z=7»as und (@ — )2 = a)/ as?

sein. Setzt man also ttberall den Wert von a — z ein, so er-
halt man

«}a’]/asﬂ - a’sl/F a?
a’V— a]fﬁ? -+ a2 2 VWE+ a?
_ -}a]/&?’—s als + {a?
B V— a,'i/a_s2 ~+ a2
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Wenn also s gegeben ist, so lift sich die andere Koordinate r
im allgemeinen | nicht mitZirkel,und Lineal konstruieren, wegen
der Irrationalitit der

dritten Wurzel 71).
Daraus ist zu
schliefen, daB die
kaustische Kurve nicht
mit derjenigen EFB
zusammenfillt, die von
den Punkten F' gebil-
det wird, welche die
Parallelen MN zwi-
schen dem Kreise CMB
und dem Kreise ANB
mit dem Durchmesser
AB halbieren, wie
Herr Tschirnhaus irr-
timlich behauptet hat.
Es sei n#mlich wie
Fig. 817. frither AO=7r, OF =
==s. Dann wird sein

RN=Vas—s? ud MR=Va®—s?,

c

Q

also

MN=Va?—s?—Vas—s? und FN=4Va?—s?—4{Vas—s?,
mithin

FN+ NR, &.h. FR=14{Va? —s*4 {Vas — s2= A0 =r.

Man wird somit bei gegebenem s die andere Koordinate » stets
mit Zirkel und Lineal konstruieren kdnnen?2). Daher sind
diese beiden Kurven nicht nur.nicht identisch, sondern nicht
einmal von derselben Gattung.

Es 148t sich aber leicht vermuten, warum Herr Tschirnhaus
diesen Irrtum begangen hat. Jede der beiden Kurven geht
nimlich durch den Punkt B und durch den Halbierungspunkt
E hindurch. Ferner ist die Fliche CEFB bei beiden der vierte
Teil des Quadranten, weil der Halbkreis ANB die Hilfte des
Quadranten CAB ist und CANB das Doppelte der Fliche
CEFB. Dasselbe wird weiter unten fiir die Kaustik bewiesen
werden 73),
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Auch aus einem andern Kennzeichen geht hervor, daB diese
beiden Kurven. nichtCidentischsind, ohne daB man die Natur
der Kurven durch Rechnung zu ermitteln braucht. Wenn man
n#mlich auf die Erzeugung der Kurven achtet, so wird jeder
leicht durchschauen, daBl ijhre Fortsetzung nicht auf dieselbe
Weise verliuft. Denn die kaustische Kurve setzt sich, nach-
dem sie zum Punkte E gelangt ist (vgl. Fig. 86) nach links
durch S bis zam Punkte D fort und beschreibt einen dem
fritheren #hnlichen Teil, einmal wegen der #hnlichen Lage der
Strahlen im zweiten Quadranten, dann auch, weil die Kaustik,
wie Herr Tschirnhaus selbst anerkennt, und wir bald beweisen
werden, eine Art Zykloide ist. Die andere Kurve dagegen,
die aus der Halbierung der Strecken M N entsteht, kehrt, nach-
dem sie den Punkt E erreicht hat, nach derselben Seite zu B
zurtick (vgl. Fig. 87). Da np#mlich MX ebensogut wie M N
eine von den beiden Kreisen begrenzte Strecke ist, liegt auch
der Punkt 7, der die Strecke M .X halbiert, nicht minder auf
der Kurve als der Punkt F, der die Strecke MN halbiert74).

Achtundzwanzigste Vorlesung.

Die zirkulare Kaustik paralleler Strahlen ist zykloidal.
Die parabolische Kaustik.

Ich denke, es ist jetzt zur Gentige dargetan, dafl die
kaustische Kurve beim Kreise und die aus der Halbierung der
Zwischenstrecken entstehende keineswegs identisch sind. Nun
bietet sich hier eine bemerkenswerte Eigenschaft der Kaustik
dar, die Herr Tschirnhaus in den Leipziger Acta bewiesen
hat 75), daB sie niimlich durch jhre Abwicklung eine andere ihr
dhnliche Kaustik erzeugt. Wir verwandeln diese Eigenschaft
in eine andere und werden zeigen, dafl die Kaustik eine zykloi-
dale Kurve ist. Dann wird zu gleicher Zeit bewiesen sein,
daBl die Abwicklung der Kaustik eine Kaustik beschreibt, da
alle Zykloiden, wie wir oben gezeigt haben, durch ihre Ab-
wicklung ihnliche Zykloiden hervorbringen.

Es sei also BCD (Fig. 88) ein Kreis, B D ein Durchmesser, N G
der einfallende Sonnenstrahl, G I der reflektierte, BFE die
- kaustische Kurve. Um den Mittelpunkt 4 beschreibe man mit
dem Radius AF den Kreis M PE, ziehe AG und konstruiere
den Kreis G QP, der den Strahl G'F in Q schneidet. Dann
behaupte ich, dafl die Kaustik BFE die Zykloide ist, deren

.
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unbeweglicher Kreis MPFE, deren erzeugender Kreis G'QP,

deren Scheitel B/ and|deren Anfang FE ist.
Beweis. Der Einfallswinkel VG B ist gleich dem Reflexions-
winkel QG C. Also ist das Kreissegment NB G dem Kreis-
segment Q) G #hnlich.
? Dabher verhilt sich die
Sehne NG zur Sehne
a 6 Q@G wie der Durch-
messer DBzum Durch-
messer G P, d. h. wie
4zul. Nimmt man
P von den ersten Glie-
dern die Hilftem, so
wird sein HG: QG =
=2:1=HG: FG,
also QG=FG@G. Dem-~
nach geht der Kreis
GQP durch den Be-
rihrungspunkt ' hin-
durch. Da aber wegen
der Abnlichkeit der
Fig. 88. Segmente der Bogen
NBG das Vierfache
des Bogens G'F ist, und derselbe Bogen NBG (2BQ@) gleich
dem vierfachen Bogen MP, so wird Bogen G F = Bogen MP
sein. Da nun der Halbkreis M ES gleich dem Doppelten des
Halbkreises G FP ist, wird der Quadrant MPE = G FP sein,
folglich der Restbogen PF gleich dem Restbogen PE. Dem-

nach ist die Kaustik EFB eine Zykloide.

Hieraus und aus dem, was wir ilber die Zykloiden im all-
gemeinen gesagt haben, ergibt sich von selbst, dafl die Kurve BF
das Dreifache der Strecke G'F ist. Auch lassen sich daraus
die tibrigen Eigenschaften, die Herr Tschirnhaus aufzihlt, leicht
entnehmen, dafl nimlich die kaustische Fliche BF G das Doppelte
des Kreissegmentes G'F ist, mithin die ganze Fliche BE C gleich
dem ganzen Kreise GP.

Wenn ferner die Abwicklung der Kaustik BFE in B be-
ginnt, so wird die andere Kaustik, die dabei beschrieben wird,
die umgekehrte Lage wie die frtthere haben. Der Anfang be-
findet sich n#mlich im Punkte B und der Scheitel auf der
verlingerten Linie AC, vom Mittelpunkt 4 um zwei Radien AC

entfernf, Daher ist der Kreis, bei dem jene Kanstik erzeugt

™
N
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wird, viermal so gro8 als der Kreis, bei welchem die Kan-
stik BFE) beschrieben| wird.

Die Fliche, die zwischen der bis zur #uBeren Kaustik ver-
lingerten F'G, zwischen dem Teil der #uBeren Kaustik, der
von B ausgeht, und zwischen der inneren Kaustik enthalten
ist, ist neunmal so groB als die Fliche BFG.

Wenn der Winkel GAB ein halber Rechter ist, so wird
der Punkt ¥’ von allen auf der Kaustik der héchste sein, weil
dann die Tangente GF zu der Horizontalen BA parallel ist.

Wir wollen jetzt die Kaustik des Kreises verlassen und
tiberlegen, von welcher Beschaffenheit sie bei der Parabel ist.
Es ist aber anderswoher bekannt, daf Strahlen, die parallel
zur Achse sind, nach der Reflexion genau in einem Punkte
zusammenlaufen, der Brennpunkt genannt wird, so daB also
die ganze Kaustik der Kurve in einen Punkt ausartet. Daher
wollen wir statt die Strahlen zur Achse parallel anzunehmen
sie zu ihr senkrecht voraussetzen.

Es sei also ABC eine Parabel, A4 ihr Scheitel, 4J ihre
Achse, der Parameter — a, AE =, BE =y =Vax. Es

Fig. 89.

Seien ferner EB, eb einfallende Strahlen, BH, bH die reflek-
tierten. Man soll die kaustische Kurve AH bestimmen, d. h.
dje Lange BH ermitteln.

Da y =Vaz ist, wird sein

adx 9 adz? adx?

= az Y 4 Ax\ o

dy
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mithin
a2t skdyoon (et 42)Vax
2dzy 2a
was sich leicht konstruieren 148t, indem man sagt: Wie sich
der doppelte Parameter zur Summe des Parameters und der

vierfachen Abszisse AE verhilt, so verhilt sich die Ordinate BE
zur gesuchten Strecke BH. Daher ist die Kurve AH gleich

(83a + 4x)Vaz:2a. Um die kaustische Fliche zu*quadrieren,
multipliziere man HB mit der Hilfte von BC oder BD (diese
sind n#mlich gleich) Man erhilt dann
(@ + 4x)dx - Vax
4a
und das Integral hiervon

= BH,

= Dreieck HBb

- 2
$oVaz + 22 Vaz = Flache 4HB,

Hiernach 148t sich auch die Fliche AHL quadrieren. Zieht
man nimlich von der parabolischen Fliche ABHL, deren
Quadratur bekannt ist, die gefundene Fliche 4 HB ab, so bleibt
die Fliche AHL tibrig7%). Wenn AE = }a ist, wird der Punkt
Hvon allen am hochsten liegen, weil dann die Tangente B H zur
Achse parallel ist, und zwar wird BH = {a sein, mithin
AL = 4a. Wenn dagegen AF = {a ist, d. h. wenn der
Strahl durch den hdchsten Punkt der Kaustik hindurchgeht,
werden die Punkte H und L nach J fallen, wo die Kaustik
und die Achse sich schneiden, und es wird die Strecke BJ=—aV 3
sein, die Kurve 4 HJ aber = $aV 3 und die Strecke 4J = }a,
die Fliche 4AHJB = {7;a2V'3 unddieFliche A HJ = a2V 3.
Die tibrigen etwa noch vorhandenen Eigenschaften lassen sich
ebenfalls leicht ableiten.

Neunundzwanzigste Vorlesung.

Die zykloidale Kaustik. Die Kaustik der von einem
Punkte ausgehenden Strahlen.

Die Regel, die wir fiir die Bestimmung der Kaustiken ge-
geben haben, ist nicht nur bei den geometrischen Kurven er-
folgreich, sondern sie dehnt sich auch auf die mechanischen aus.
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Wir werden in dieser Beziehung die gewohnliche Zykloide als
Beispiel anfithren,

Es sei also ABC eine Zykloide, der Scheitel 4, die Achse AF,
der erzeugende Kreis AMF, der einfallende Strahl EB, der
reflektierte BH. Man soll die kaustische Kurve 4HN von
ihr bestimmen, d. h. man soll die Linge der Strecke BH
finden. Es sei der Radius des Kreises AG —=a, 4AF =,

mithin EM —=V2ax — «?, der Bogen AM=3s, EB=y =
=YV2ax — 22+ s. Dann wird sein

(@ —az)dx ( adx (2a —x)dx
dy — —r=— d3= wegen ds = -
Y V2ax—a:2+ € V2az— 2] V2azx—x2
2q —
=dx-]/ aw a:, c
also
dy? = (20 — x)da? 8
x
und
2y = — adx?

zV 20z — 22 .
Man erhilt daher

= V2azx — 22 = EM.

Hieraus geht hervor, dafl der re-
flektierte Strahl gleich der ent-
sprechenden Ordinate hei dem
erzeugenden Kreise ist und daher
doppelt so groB wie der reflektierte Strahl an demselben Kreise.
Die Fliche ABH ist gleich der Hilfte des Segments AEM
und der doppelten kaustischen Fliche beim Kreise. Wenn der
Punkt E in den Mittelpunkt des Kreises G fillt, so wird BH
parallel zur Horizontalen 4 F sein, und daher der Punkt H von
allen am hdchsten liegen. Diese kaustische Kurve A HN steigt,
nachdem sie den hdchsten Punkt tiberschritten hat, wieder herab
zu einem gewissen Punkte L und steigt dann wieder auf zum
Punkte C. Um den Punkt L zu bestimmen, nehme man AF =
=34a=}AG. DannwirdderPanktHinden gesuchten Lfallen?7).

F GE A
Fig. 90.
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Korollar. Die zykloidale Fliche ABCF A ist das Sechs-
fache | der , kaustischen, Fliche ABCLHA. Denn jene ist
das Dreifache des Halbkreises AMF, diese aber die Huilfte

davon.

'Was bis jetzt iber die Kaustiken, die von reflektierten Parallel-
strahlen gebildet werden, gesagt worden ist, mdge gentigen. Mit

Ly

wenigen Worten wollen wir
jene bertthren, welche die
8 reflektierten der von irgend
einem festen Punkte aus-
gehenden Strahlen beschrei-
ben. S8ie sind nimlich den
fritheren nicht sehr unihn-

Fig. 91.

A lich und lassen sich mutatis
mutandis ebenso leicht der
Rechnung unterwerfen.

Es sei in der Tat ABC
(Fig. 91)eine gegebene Kurve
und D ein Punkt von ge-
gebener Lage, von dem die
Strahlen ausgehen, die auf
die Kurve auffallen, wie
DB, Db. Die reflektierten
Strahlen seien BE, bE.

Man soll die Kaustik bestimmen, welche die reflektierten Strahlen
bilden oder vielmehr bertthren. Hierzu ist also, wie frither, diem

Linge BE zu finden,

Fig. 92.

die zwischen dem Treffpunkt & uncl
dem Incidenzpunkt B liegt. Zu DB unc®
Db ziehe man die Senkrechten D G unc
Dg und zu diesen die Parallele BHL8) 4
Es sei DB oder Db =y, bH = dy =
BH = dx, ferner BG =2z Mar=
zeichne das Dreieck DBG besonderss~
(Fig. 92) und halbiere den Winkel DBG—
durch die Linie BM, die senkrecht zumc -
Kurve Bb sein wird. Dann ist dz:dy—=
=DB: DM, und man findet also DM—
=ydy:dx.

Wenn man im tbrigen so verfihrt.=
wie es oben bei den Kaustiken gesche—

hen ist, die durch reflektierte Parallelstrahlen gebildet werden

8o findet man?79)
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ydy2+yd_w’ DG — _2ydedy
da? gy ! T da?—dy?
und als Differential davon bei konstant gesetztem dz, d. h.
bei der Annahme d2z = o,
2ydaddy — 2dxdyt + 2ydrdy?d2y - 2dx3dy?
(@2 — a2
(Fig. 91). Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke DBH und DGN
ist DB: DG = BH: GN, also
2dx2dy
daz? — dy?’
und wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke DBG, GNM ist
DB:DG = GN:MN, d. h
. 2ydxdy 2dx2dy
"dz? — dy? " da? — dyt’ PN,

x =7

= Dg— DG =gN

GN =

also
4dxddy?
UN = (@22 — dy?)2
und daher
v 2ydadd?y + 2ydady’d®y — 2dadyt — 2daddy?
gN—MN=gM—= @ — dy7?
Da aber BD: DG (oder bD: Dg) = bH: HL ist, d. h.
. 2ydxdy
Y. m = dy . IIL,
also
__ 2dwdy?
AL = dx? — dy?’
so wird
. __da® 4 dxdy?

sein. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke BEL und MEjg
ist BE:(ME oder GE)= BL: Mg und, wenn man teilt,
BG:BE = (BL — My): BL. Man setze also an:

dard -+ dady® — 2ydu’dy — 2ydudy?d2y + 2dwdy?
(d2? — dy?)p?




126 Johann Bernoulli. ;

zu
dad - dedy?
L=
d. h 2 gugt
dz? + dy? — 2ydly
7 g zu 1,
wie 2 da?
BG@G oder x="—/%_—|_-_—ilz7f- zu BE.
Daher wird \ da?
_ __ Yydy*+ydo -
BE = dz? 4 dy? — 2yd?y
sein.
So liBt sich also bei jeder beliecbigen Kurve die Linge

des reflektierten Strahls bestimmen, indem man den Wert von
dy und d?y oder von dx einsetzt, je nachdem das eine oder
das andere nach der Natur der gegebenen Kurve 4B leichter
geschehen kann, so jedoch, daB der Wert von dx oder dz
selbst immer konstant gesetzt
wird, weil es in der Rech-
nung 8o angenommen wurde.

Diese kaustische Kurve
wird nicht minder eine allge-
meine Rektifikation zulassen
als die vorige. Es sei n#im-
lich 4 BC die gegebene Kurve-
und D der leuchtende Punkt, =
die kaustische Kurve aber——m==

oA

Fig. 93.

LHI 8ie wird, wenn der——mrt
Punkt D npicht auf der—mrcJ
Tangente der Kurve in A4

liegt, nicht in diesem Punkte <=+
A beginnen, sondern in einem s
andern L, der von A um die «=>¢
Linge des reflektierten Strah- —
les A Lentferntist. Manwickle ==

nun die Kaustik L HI ab, und sie beschreibe durch diese Ab- —

wicklung die Kurve LFf. Dann liit sich auf dieselbe Weise, -~
wie es schon gezeigt wurde, nachweisen, daB das Differential
bX von BH gleich 0, dem Differential von DB, ist und daher
Db+ bH — DA — AL gleich dem Kurvenstick LH. Es ist
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zu beachten, daB man DA - AL von Db bH fortnechmen
muf; bei yverschwindendem)bf,d: h. wenn die Kurve HL gleich
Null ist, wird ndmlich die Summe von Db und b H nicht Null
sein, sondern diese werden die Strecken DA, AL sein. Daher
mufl man die Integrale, die die Rektifikation der Kurve L H
zeigen, um die Summe dieser Strecken DA -+ AL vermindern,
und was tbrig bleibt, wird der wahre Wert der kaustischen
Kurve sein.

Dreifligste Vorlesung.

Uber die zirkulare Kaustik der Strahlem, die von einem
gegebenen Punkte der Peripherie ansgehen.

Wir werden hier ein Beispiel anftihren, wo die kaustische
Kurve, die durch die Reflexion aus einem Punkte herkommender
Strahlen gebildet wird, an hervorragenden Eigenschaften und
nittzlicher Spekulation hinter jener andern des Tschirnhaus
nicht zurticksteht.

Alles n#mlich, was Herr Tschirnhaus der seinigen zuge-
sohrieben hat, kommt auch dieser zn. Der reflektierte Strahl
hat hier wie dort ein konstantes Verh#ltnis zum einfallenden,
ebenso auch die kaustische Fliche, die zwischen dem reflek-
tierten Strahl, der Kreislinie und der Kaustik enthalten ist,
zu dem Kreissegment, das der einfallende Strahl abschneidet;
und, was wunderbar ist, diese Kaustik erzeugt durch Abwick-
lung eine andere ihr #hnliche; sie ist nimlich auch eine von
den Zykloiden, und zwar eine einfachere als die des Tschirnhaus.

Vor allem ist nun jhre Bestimmung zu finden, und daraus
werden wir dann alle iibrigen Eigenschaften beweisen.

BG D (Fig.94)sei ein Kreis, auf dessen Peripherie ein Punkt B
gegeben wird, von dem die Strahlen B(G, Bg usw. ausgehen
und auf die Peripherie auffallen, Die reflektierten GL, gL usw.
bilden, durch die Schnittpunkte L, die kaustische Kurve BLE.
Diese Kurve ist zu bestimmen, d. h. es.wird die Linge des
reflektierten Strahls. GL gesucht. Durch den Punkt B ziehe
man den Durchmesser BD und fille auf ihn die Senkrechten
GH, gh. Es sei der halbe Durchmesser BC = a, BH =7,

HG =t =V2ar — r2. Danmn wird h_Hi_oder gJ = dr sein,
9G = adr:V2ar — 12, BG =y =V 2ar, mithin das Diffe-
rential davon gO = adr:V2ar = dy und g G2 — g0? = OG™.
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Man findet also OG = adr :V4a?2 — 2ar = dz, d?y =
= (2ard?¥L/adr) 2rV207.C/Da aber dz konstant gesetzt
wird, so wird _
__4a2d’r — 2ard?r +4- adr?

g = —_—— =0
(4a — 2r)V 4a2 — 2ar
sein. Man findet daher
drr = 9
T 2r—4da
Setzt man nun den Wert von d2r ein, so erhilt'man
Py = atdr?

(r2 — 2ar) V—2—a—r'.
Unter Benutzung der fiir y, dy, d2y und dz gefundenen GrdBen

ergibt sich
GL =

ydy? + yda?

da? 4 dy? — 2yd?y

= }V2%ar =4GB.

m
Fig. 94.

Um daher die
Kurve BLE zu
konstruieren, muf
man den reflek-
tierten Strahl GL
gleich einem Drittel
des einfallenden
BG@G nehmen. Der
Punkt L wird danm
auf der gesuchtenmsss
Kurve liegen. Diesse=8%
148t sich auch syn—&°
thetisch nach ders— <
Weise von Tschirn—"
haus zeigen.

Man verlingere=> —
die reflektiertens— <
Strahlen GL, gLy ~—
bis sie die Peri—- =
pheriein den Punk——

ten M, m treffen. Dann wird Bogen gB =— Bogen gm seing %
und Bogen GB = Bogen GM. Zieht man beiderseits dens— =
kleineren vom grofleren ab, so bleibt Bogen gG = Mm — gGge—"7
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mithin 29G = Mm. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke
MLm und gL@G ist aber, ML :(Lg oder LG) = Mm:gG =
= 2:1, also, wenn man zusammensetzt, BG: LG = 3:1,
wie wir vorhin fanden. Hiernach ist BD dreimal so grofl
wie DE.

Wir wollen jetzt beweisen, daB diese Kaustik eine Zykloide
ist. Es sei nimlich BGD der Kreis, BD ein Durchmesser,
B(@ der einfallende
Strabl, G F der re-
flektierte, BFE die
kaustische Kurve.
Um den Mittel-
punkt 4 beschreibe
manmitdem Radius
AFE denKreisMPE,
ziehe 4G und kon-
struiere den Kreis
GQP, der den
reflektierten Strahl
G Fin Qschneidet.
Ich behaupte, dafl
die Kaustik BFE
die Zykloide ist,
deren  unbeweg-
licher Kreis MPE,
und deren erzeu- Fig. 95.
gender Kreis GQP
ist. Beide Kreise sind gleich. Der Scheitel der Kurve ist B,
und ihr Anfang E.

Beweis. Der Einfallswinkel BGR ist gleich dem Reflek-
tionswinkel Q GD, also das SBegment GRB #hnlich dem Seg-
ment GSQ. Mithin wird sein

Sehne B G : Sehne QG = Durchmesser D B: Durchmesser G P =
= 8:1 = Sehne BG: GF,

also QG = F@Q. Daher geht der Kreis GQP durch den Be-
rithrungspunkt F hindurch. Da aber wegen der Ahnlichkeit
der Segmente Bogen BRG — 3 Bogen G'SF und ebenso
Bogen BR G = 3 Bogen MP ist, wird Bogen G SF= Bogen M P
sein, folglich der Restbogen FP = dem Restbogen PE. Dem-
nach ist die Kaustik BFE eine Zykloide.

Ostwalds Klassiker. 194, 9
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Deshalb hat auch diese Kaustik dieselbe Eigenschaft wie
die andere, dal sie n#mlich durch ijhre Abwicklung eine
andere 'ihr’ #hnliche' Kaustik beschreibt.

Aus dem, was fiber die Zykloiden gesagt worden ist, geht
hervor, dal die Kurve BF viermal solang ist wie die Strecke G F)
daB die kaustische Fliche BFG das Dreifache des Kreisseg-
mentes GSF, mithin die ganze Fliche BFED gleich dem
dreifachen Halbkreis G EP ist. Ferner wird, wenn die Ab-
wicklung der Kaustik BFFE in B beginnt, die andere Kaustik,
die daraus entsteht, eine zur vorigen umgekehrte Lage haben.
Denn der Anfang liegt im Punkte B und der Scheitel auf der
Verliingerung der Geraden 4D, vom Mittelpunkt 4 nm neun
Radien AF entfernt. Daher ist der Kreis, an dem jene Kaustik
erzeugt wird, neunmal so gro8 wie der Kreis, an dem die
Kaustik BF'E beschrieben wird. Die Fliche, die zwischen der
bis zur #uBeren Kaustik verlingerten F'@, zwischen dem von B
aus genommenen Stfick dieser Kaustik und der inneren Kau-
stik BE liegt, ist das Sechzehnfache der Fliche BFG.

EinunddreiBigste Vorlesung.
Uber die parabolische und die zykloidale Kaustik.

AGyg sei eine Parabel, 4 der Scheitel, 4H die Achse, und
auf ihr sei ein Punkt B gegeben, der Strahlen BG, Bg aus-
sendet, die reflek-
tiert eine kaustische
Kurve bilden. Man
soll den Punkt L
derselben bestimmen s
oder die Linge G Le—
finden. Essei derPa—
rameter — a,4 B =—
=b, AH=r, HG—=

Fig. 96. =Vr2—2rb+b2tar,<"

. also Gi=dr, gt ——

— adr:2Var. Man addiere ihre Quadrate. Dann erhal=%
man (¢ -+ 47r)dr?: 4r = Gg2. Es ist aber

2r —2b+4a
2Vr2 —2rb 4 b2+ ar

dy:gO:
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und das Quadrat davon

(4724402 a? — 8br -+ 4ar — 4ab)dr?
472 — 87b +- 4024 dar

dy? =
Dabher ist
2 02 — GO? — (ab? 4 ar2 4 2arb)dr?
Gg— 90t = GO = G g &b dart
Von dieser Gri8e wire also das Differential zu bilden und
gleich Null zu setzen, damit d2r bekannt wird. Da aber die
allgemeine Losung zu umstindlich wire®), wollen wir einen
Spezialfall nehmen. Es sei also b = o0, d. h. der Punkt B
werde im Scheitel angenommen. Dann wird unter Beibehaltung
der fritheren Bezeichnungen

= dx2== Const.

BG =y =Vrt4ar, Gi = dr, gi=-ir_,
2Var
a - 4r)dr? 472 4 4ar 4 a?)dr?
ng=( +4r) unddy2=902=( ;I_r2+4ar) !
mithin
P g0 GO — 2O g
Ggt— g0 GO ir+da dx? = Const.,

also das Differential davon gleich Null:
8ardrd?r 4+ 8a2drd?r — 4adrd

(47 + 4a)? =0
Man findet somit
dr?
o TR LR
arr 2r 4 2a
Da aber
__(2r 4+ a)adr
Var2+4dar
ist, so wird
By == a?dr? 4- (2rd?r 4 ad?r) (272 4 2ar)

(272 4 2ar)Vdr24-dar
Setzt man den Wert von d?r ein, so kommt heraus
(— a2 + 272+ ar)dr?

(272 + 2ar)VAr+ dar

d2y =
g*



132 - Johann Bernoulli.

Da nun
2
dx2 + dy2 — Gg? fr— (a—+4é:_)ﬁ
ist, so wird
yde? +ydy? _ (a+4nVritar .o
da? 4 dy? — 2yd2y 3a -

Wenn sich also 3e¢ zu BG verhilt wie a 4 47 zu einer
vierten Grdfe, so wird diese gleich G L sein. Addiert man
zu GL die Strecke B@, so ergibt sich

(4a 4 47)Vr24-ar
3a
Die kaustische Fliche AGL 1iBt sich gleichfalls berechnen.
Als Abschlul wollen wir die Bestimmung der Kaustik, die
bei der Zykloide durch Reflexion von Parallelstrahlen zur Achse
erzeugt wird, hinzufiigen, die im vorigen ausgelassen worden ist.

= der kaustischen Kurve AL.

C
L F B
H,
0 E G A
Fig. 97.

ABC gei eine Zykloide, C ihr Scheitel, CE die Achse,
CFE der erzeugende Kreis, GB der einfallende, BH der re-
flektierte Strahl. Gesucht wird die Linge BH. Es sei EC=2a,
CL=r, Bogen OF =s, LB=t=s-+V2ar — 12, die
halbe Peripherie CFE = AF = p. Dann wird sein

AG=p—s—V2ar—r2=x
und
GB =2a—r=y,

dz=—adr.} 2e—r,
. r

mithin
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Da aber dz als konstant vorausgesetzt wird, so wird

2 -l/ —
P — adr — & 2ar r=0

rV2ar — 2
sein und daher
adr?
dir = 2ar —r2
Da y = 2a — r ist, wird
dy = — dr, mithin @2y — — d2r = — 29",
y= ! y= T 2ar—1r3
: 2 )
Man findet daher far — 2%+ 99
2d%y

20 — r =y = BG = dem gesuchten BH.

Hiernach ist die Kurve AH = dem doppelten B@, die
ganze Kurve AHFE = dem doppelten Durchmesser CE, die
Fliche ABH — dem halben Segment AGB. Wenn LB durch
den Mittelpunkt des Kreises hindurchgeht, so wird der Punkt H
von allen der hdchste sein. Die Kaustik AHE ist ebenfalls
eine Zykloide, deren erzeugender Kreis ein Viertel des Kreises
EFC ist.

ZweiunddreiBligste Vorlesung.
Uber die zykloidale Kaustik.

Dafl die kaustische Kurve, die bei einer Zykloide von den
reflektierten Parallelstrahlen zur Achse gebildet wird, ebenfalls
eine Zykloide ist, wird so bewiesen. '

Es sei ABC (Fig.98) die Zykloide, C ihr Scheitel, EC die
Achse, EFC der erzeugende Kreis, G'B der einfallende, BH
der reflektierte Strahl und AHE die entstehende Kaustik. Ich
behaupte, daB diese eine Zykloide ist mit einem erzeugenden
Kreis, dessen Durchmesser die Hilfte des Durchmessers EC ist.
Man ziehe durch den Punkt B eine Parallele BF P zur Basis;
sie schneide den Kreis EFC in den Punkten F und P, die
man mit dem Mittelpunkt R durch die Geraden RF, RP ver-
binde. Man ziehe auch die Gerade FF und zu ihr parallel BM,
Nachdem man die Pankte M, H verbunden hat, errichte man
die Senkrechte MN, die die Gerade BH in N ftrifft. Da jetat
nach Konstruktion BM parallel zur Geraden F'E ist, wird BM
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senkrecht zur Zykloide A BU sein. Daher halbiert BM den
Winkel, den\der einfallende und/der reflektierte Strahl bilden,
d. h. es ist MBG = MBH. Da aber frither bewiesen wurde,
da8 BG — BH ist, und da BM gemeinsam ist, so werden
die Dreiecke MBG und MBH kongruent sein. Mithin ist
MH = M@, und Winkel MHB — M GB = einem Rechten.

\

Fig. 98.

Nun beschreibe man tiher dem Durchmesser ¥ N den Kreis M HN,
der wegen des rechten Winkels M HN durch den Punkt H
hindurchgehen wird. Von diesem Punkte ziehe man nach dem
Mittelpunkt O die Gerade HO. Ich werde dann zeigen, dafl
der Kreis M HN immer konstant ist, d. h. M.N tiberall gleich ER
ist, und daf der Bogen M H gleich der Strecke EM ist. Denn
wegen der Kongruenz der Dreiecke MG B und FLE ist MG
oder HM gleich L F, und Winkel BM G = EFL, also HM G =
=2 . EFL, mithin die Erginzung zu zwei Rechten HMF gleich
dem Doppelten der Ergénzung zu einem Rechten, d. h. von LEF.
Es ist aber Winkel HMF — Winkel HNM, also HNM auch
= 2~ LEF, mithin HOM = 2.LRF oder HOM = PRF.
Demnach sind die Dreiecke PRF und HOM #hnlich und daher
ist RF:HO = (PF, d. h. 2LF): HM = 2:1, mithin der
Durchmesser CE das Doppelte des Durchmessers HM. Der
Kreis MHN ist also konstant. Dies ist das eine, das andere
wird so bewiesen: Da Winkel HOM — PRF, so wird das
SBegment HM dem Segment PCF 4hnlich sein. Daher wird
sich die Strecke PF zur Btrecke HM (2 zu 1) verhalten, wie
Bogen PCF zu Bogen HM. Also ist der halbe Bogen, d. h. CF,
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gleich dem Bogen HM. Es ist aber Bogen CF = Strecke F'B —
Strecke KM, 'mithin Bogen' HM — Strecke EM. Demnach ist
AHE eine Zykloide, deren erzeugender Kreis MHN ist und
einen Durchmesser MN hat halb so gro8 wie der Durch-
messer B C des erzeu- '
genden Kreises EFC
bei der Zykloide 4BC.

Nachdem wir bei
der Zykloide beide Kau-
stiken, sowohl die, die
durch Reflexion der
zur Achse senkrechten
Strahlen entsteht, als
auch die, die durch
Reflexion der zur Achse
parallelen Strahlen ent-
steht, bestimmt haben,
bleibt noch tbrig, daB
wir auch die bestimmen, die durch Reflexion der von einem
Punkte ausgehenden Strahlen entsteht. Es sei also ABC die
Zykloide, 4 ihr Scheitel, ADFE der erzeugende Kreis, AE die
Achse. Ferner sei 4 der Punkt, von dem die Strahlen aus-
gehen, wie z. B. 4B usw. Gesucht wird die Linge BH des
reflektierten Strahls. Es sei AF=2a, AF=r, AD=DB=s.
Dann wird sein

DF =V2ar — 12, AB=y=V2ar+ 824 2sV2ar — 12
AD =YV 2ar = § Kurve 4B,

Fig. 99.

ferner
dy— adr -+ sds + (4ards + 2asdr — 2r2ds — 2rsdr) : V 2ar —r2
V2ar -+ s242sV2ar —r2

Wenn hier der Wert von ds, adr:V2ar — r?, eingesetst wird,
kommt heraus

__ 8adr+-(3a — 2r)sdr:V2ar —r?
V2ar + s2 + 2sV2ar — 12

dy

Jetzt miite man dz aufsuchen und dessen Differential gleich
Null setzen, um d2r zu erhalten, dessen Wert in d3y einzu-
setzen wire. Dies 148t sich wegen der gar zu umstindlichen
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und mithsamen Rechnung fast unmdglich ausfthrens!). Wir
wollen/deshalbOeiiten (leichteren Fall nehmen.

Der leuchtende Punkt liege im Mittelpunkt G' des erzeu-
genden Kreises, der einfallende Strahl sei G'B, der reflektierte
BH. Es seijetzt DF=r, AG=a, GB=1y, AD = s = BD,
Dann wird sein

GF =Va? —1r?, BG =y =V s + 2rs+ a?,

Kurve AB — 24D — 2V 2a2 — 2aVa? — 13,
Zun#chst wird

__8ds+rds+sdr )
V24 2rs+a?

Setzt man hier den Wert von ds, adr:Va? — r? ein, so kommt
heraus

dy

dy = (a8 +ar)dr:Va? — 12+ sdr_
Vs? 4 2rs - a?

Da diese GroSe einfacher ist als die frtthere, so wird auch
die Rechnung etwas leichter sein, freilich noch umstindlich
genug und nicht in ein paar Minuten zu erledigen82).

Wir wollen jetzt die Kaustiken der Zykloiden verlassen und
nur noch eine Bemerkung machen. Die zykloidale Kurve und
die logarithmische Spirale haben das gemein, da8 jede von
ihnen durch ihre Abwicklung dieselbe oder wenigstens eine
#hnliche Kurve beschreibt. Ebenso kommt ihnen, was be-
merkenswert ist, die gemeinsame Eigenschaft zu, daB bei jeder
die kaustische Kurve dieselbe oder eine #hnliche ist, jedoch
mit dem Unterschiede, dafl die kaustische Kurve bei der Zy-
kloide, die ebenfalls eine Zykloide ist, durch reflektierte Paral-
lelstrahlen hervorgebracht wird, wihrend bei der logarithmischen
Bpirale die Kaustik, die ebenfalls eine logarithmische Spirale ist,
hervorgebracht wird durch Reflexion der vom Mittelpunkt aus-
gehenden Strahlen. Das erstere ist frither bewiesen worden,
das letztere ist jetzt zu beweisen.

bBA sei die logarithmische Spirale, 4 ihr Mittelpunkt und
zugleich der leuchtende Punkt, von dem aus die Strahlen AB, 4b
auffallen, die nach Reflexion durch ihre Schnittpunkte C' die
Kurve CEA bilden. Ich behaupte, daB diese Kurve CEA
ebenfalls eine logarithmische Spirale ist, und zwar dieselbe.
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Es sei bD: DB =a:b (wegen des tiberall konstanten Win-
kels Db B)/\Betzt ' man' al80 ' AB'=y, so wird b D = dy sein
und daher

BD=yi/=dm.
a

Da nun dz konstant
angenommen wird, 8o

wird auch kgﬂ kon-

stant sein, mithin
d2y =0 und daher

yda? +ydy?
dz?+-dy?—ydly
__ydat+4ydy?
T dxt4dy?
=y = _AB,

also AB=PBC. Man Fig. 100.

ziehe jetzt die Linie

AC. Dann wird Winkel B4 C= Winkel BCA4 sein, und da,
Winkel 4 BF = CBb ist, wird Winkel ABF =— BAC—=— BCA=
Konst. sein. Daher ist die Kurve CEA eine logarithmische
Spirale, und zwar dieselbe wie die Kurve 5BA wegen der
gleitgmeit der Winkel ABF und 4CB, und weil CB die Kurve
erilthrt.

Dreiunddreifigste Vorlesung.

Verschiedene physiko-mechanische Probleme und ihre
Losungen. Auffindung der Kurve gleichmiBigen Abstiegs.

Wir haben bisher, wie ich hoffe, zur Gentige die allgemeine
Idee der Integralrechnung dargelegt. Dabei haben wir den
Gegenstand kurz, jedoch, soweit die Notwendigkeit es erlaubte,
klar und durchsichtig entwickelt. Viel, ja sogar unendlich viel
bleibt noch tibrig, was sich hierauf bezieht, und was wir ab-
sichtlich ausgelassen haben; nicht, als ob es sich dem Kalkill
entzoge, sondern hauptsichlich, weil wir uns vorgenommen
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hatten, seinen Nutzen und seine Allgemeinheit nur durch die
Lsung ‘Solcher | Aifgaben zu"Zeigen, die zwar in den tieferen
Gebieten der Geometrie einigermaflen versteckt sind, aber doch
hiufig vorkommen. Wenn man daher unsere Methode richtig °
anwendet, wird das andere, was noch tibrig bleibt, sich leicht
l6sen lassen. Daran mdge niemand zweifeln. Ja ich mdchte
sogar die Behanptung wagen, dafl alle 15sbaren Probleme, die
bis jetzt der Macht der gewshnlichen Geometrie spotteten und
als unmdglich aufgegeben wurden, sich dem Verfahren unserer
Integralrechnung unterwerfen. Die Wahrheit dieser Behauptung
wird um so deutlicher hervortreten, als ihre Grenzen sich so
weit atisdehnen, daB es keinen Teil der konkreten Mathematik
gibt, dessen schwierigere und bedeutendere Erfindungen nicht
in jhnen enthalten sind, Erfindungen, die sonst, trotz aller zu
Hilfe gerufenen Descartesschen Geometrie, fiir immer verborgen
blieben. DaB dies sich wirklich so verhilt, wird ams den
Losungen gewisser physiko-mechanischer Probleme klar werden,
die von den hervorragendsten Mathematikern gestellt worden
sind, und deren Ldsungen teils nirgends, teils Jedoch mit Unter-
drﬂckung des Verfahrens zu finden sind.
Das erste, das beachtet zu werden verdient, ist dieses:
die Frage ist, von welcher Natur die Kurve ADC sein mag,
die folgende Eigenschaft hat. Wenn
A die Achse BF vertikal aufgerichtet
8 ist, so durchliuft ein auf der Kurve
frei -herabgleitendes Gewicht in
gleichen Zeiten gleiche vertikale
Hohen. Gelangt also z: B. ein Ge-
wicht oder eine Kugel, die im
Punkte 4 ihre Bewegung beginnt,
£ in einer Sekunde nach D, in einer
zweiten nach C, so soll die verti-
kale Hohe AF des Punktes C das
Doppelte der vertikalen Hshe 4 F
f  des Punktes D sein, oder wenn die
. Zeit fir AD sich zur Zeit fir AF
Fig. 101. wie p zu g verhalt, so soll sich
auch 4 Ezu A Fverhalten wie p zu g.
Dieses Problem faflt Leibniz ungefihr in folgende Worte 83):
Eine Bahn zu finden, auf der ein herabgleitender
Kdrper sich in gleichen Zeiten gleichviel der Hori-
zontalebene nihert.
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Zur Losung desselben muB folgendes vorausgesetzt werden,
was schon'an\sichUzur) Gentige_bekannt ist und auch in jedem
Buche tiber die Natur der Projektile bewiesen wird.

1. Wenn sich ein Korper gleichfdrmig oder gleichmifig
bewegt, so werden die durchlaufenen Wege den Zeiten pro-
portional sein, und weny sich zwei Kdrper mit ungleichen Ge-
schwindigkeitgn, aber gleichférmig bewegen, so werden sich
die in gleichen Zeiten von ihnen durchlaufenen Wege wie die
Geschwindigkeiten verhalten. '

2. Wenn ein Korper auf einer vertikalen Geraden frei
herabfillt, so werden die durchlaufenen Wege den Quadraten
der Zeiten proportional sein.

3. In demselben Falle werden die durchlaufenen Wege den
Quadraten der Endgeschwindigkeiten proportional sein, und
daher werden die Zeiten sich verhalten wie die Endgeschwindig-
keiten. .

4. Ein irgendwie, sei es auf einer Geraden oder auf einer
Kurve, herabgleitender Korper wird in ejnem beliebigen Punkte
dieselbe Geschwindigkeit erreichen, die er erreichen wiirde,
wenn er von derselben Vertikalhthe direkt heruntergefallen
wire.

Wenn wir nach diesen Voraussetzungen das Problem mittels
der Integralrechnung l6sen wollen, miissen wir danach trachten,
das auf mechanische Prinzipien sich stiitzende Problem in ein
rein geometrisches zu verwandeln. Dies wird auf folgende
Weise durchgefiihrt.

Die gesuchte Kurve sei 4. DC(Fig.102). Wenn der Korper auf
ihr zu einem gewissen Punkte C gelangt ist, durchlaufe er in einem
Zeitmoment mit seiner erworbenen Geschwindigkeit die unendlich
kleine Strecke Cc und die senkrechte Hohe He. Es sei jetat
der Korper in irgend einem andern Punkte D und absolviere
in dem gleichen Zeitmoment die kleine Strecke Dd und die
vertikale Hohe G'd. Da die Zeitmomente gleich gro8 gedacht
werden, so miissen also nach der Annahme auch die Hdhen G'd
und He gleich sein. Nach Voraussetzung 1 verhilt sich ferner
Dd zu Cc wie die Geschwindigkeit in D zur Geschwindigkeit
in C.

Es ist aber8!)

— = (wegen G'd = He)
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d, h.
DK CF

=ED ' CL’
Durch den Punkt C ziehe man zu DK die Parallele CM,

Dann wird
DK:DE = CM:CF
sein, also .

Demnach verhilt sich die Geschwindigkeit in D zur Geschwindig-
keit in C wie CM zu CL. Nach Voraussetzung 3 und 4 verhalt

f _F e £ AM K L
A
(4] (/)
4
H
dc e
Fig. 102.

sich aber das Quadrat der Geschwindigkeit in D zam Quadrat
der Geschwindigkeit in C wie ED zu CF, also auch das Quadrat
von CM zum Quadrat von CL wie ED zu CF.

Das vorgelegte Problem ist hiermit zu einem rein geome-
trischen gemacht und 1#8t sich in abstrakter Form so stellen:

Eine Kurve ADC mit folgender Eigenschaft zu
finden. Zieht man in einem beliebig gew#hlten PunkteC
die Tangente CL und zur Tangente DK in irgend
einem andern Punkte D die Parallele CM, so verhslt
sich das Quadrat von CL zum Quadrat von CM wie
CF zu DE.

Um dies zu losen, sei AE =2, ED=y, CF =a, CL =).
Dann wird sein

GD = dz und Gd = dy, mithin Dd =Vdz?+ dy2.
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Es ist aber wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke GdD und FCM
GdPODd=.CF: CM,

d. h
dy:Vdat+4dy?=a:CHM,
also
2 2 2 2 2 2
om— Ve +dy’ d“‘dy"' W nithin M2 = V0T T ads ;y‘z“ dy?

Da nun wegen der Eigenschaft der Kurve
CL?: CM? = CF': DE,
d. h.
b2 a?da? -+ aldy?
B
ist, so erhdlt man nach Reduktion der Gleichung
b2ydy? — aldy? = addax?,

dy-Vbry — ad = dz-Vad.

Nimmt man die Integrale, so gelangt man zu folgender Gleichung,
die die Natur der gesuchten Kurve 4D ausdrilektss):

3 - —_—
(%y 22 )Vb?y —a® =2zVad

=aly

mithin

T3
Es sei AE, d. h. ¢, =o0. Dann wird £ A
ED, d.h y, = %: = A0. Dies ist
ein Zeichen, daB der Korper, bevor er o
die Kurve erreicht, zun#chst vom Punkte P
A aus auf der Strecke 40 = %;herabfﬂllt.

Wollen wir daher die Gleichung, die
die Natur der Kurve durch eine Be-
ziehung der Ordinaten zur Achse PO aus-
dritckt, so mtissen wir setzen

@ 7D
Dann verwandelt sich die gefundene Gleichung in folgende

3xVb2% = z Va3,
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und wenn man sie rational macht, ergibt sich

4 9ad
= b223 — adx2 T2 22— a8,
9bx a3x? oder Yy %
Diese Gleichung zeigt, da die Kurve OD eine kubische Pa-
, 3
rabel zweiter Art ist, deren Parameter — ?1_:2'

VierunddreiBigste Vorlesung.

Andere Lisung der Aufgabe von der Kurve gleichmiiBigen
Abstiegs. Auffindung der parazentrischen Isochrome.

Die Aufgabe, die wir in der vorigen Vorlesung geldst haben,
148t sich auf folgende Weise leichter ldsen, wobei nur ein
einziger Buchstabe als bekannt und konstant angenommen
wird.

Es sei ADd die gesuchte Kurve, auf der ein Kdrper in
gleichen Zeiten gleichviel zur Horizontalebene herabsinkt. Dann
wird das erste Kurvenstiickchen 4a, das im gleichen Zeitmoment

wie Dd durchlaufen wird, gleich der

L genkrechten Hohe G'd sein, weil eben

e £ A das Kurvensttickchen Aa selbst die
vertikale Hohe im Punkte 4 ist.
Daher verhilt sich die Geschwindig-
keit in 4 zur Geschwindigkeit in D
wie G'd zu Dd, steht also zu ihr
in einem endlichen Verhiiltnis. Dar-
aus folgt, daB der Korper in 4 schon
eine erworbene Geschwindigkeit hat.

a

G Es ist deshalb notig, daB der Fall
D in einem hiher gelegenen Punkte L
beginnt, derart, daB bei der Ankunft

Fig. 104, in 4 jene Geschwindigkeit erreicht

ist. Dies vorausgesetzt sei AL = a,
AE=gx, ED=y, Ee = dx und Gd = dy. Es wurde be-
reits gezeigt, daB die Geschwindigkeit in 4 sich zur Geschwin-
digkeit in D verhilt wie Gd zu Dd, also wie dy zuVdz2—-dy2.
Es verhilt sich aber die Geschwindigkeit in 4 zur Geschwin-

digkeit in D wie VAL zu VDE-+ AL oder, wenn man will,
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das Quadrat der Geschwindigkeit in 4 zu dem in D ‘wie 4L zu
DE+ AL, 4, h, wie a zu y + a. Mithin ist
ydy? -+ ady? = adz? -+ ady?
dy-Vy=dz-Va
und, wenn man integriert,
3yVy ==zVa oder }y3 = ax?

und

oder endlich
y? = Jax?

Dies zeigt, daBl die Kurve ADd eine kubische Parabel zweiter
Art ist, deren Parameter — §a = §L 4.

Will man run eine andere Kurve finden, durch derem Ab-
wicklung jene Parabel beschrieben wird, so mul man im Punkte D
eine Senkrechte DR ziehen,
die gleich R

2y+2a o — L
—Vyi+ay

ist86), Dann wird der Punkt
R auf der gesuchten Kurve
AR liegen. B8ie hat die
Eigenschaft, da8 ein am
Ende D des Fadens RD
angehiingter Korper, dem A

im Punkte 4 die Geschwin-

digkeit erteilt wird, die er Fig. 105.

beim Herabfallen von L er-

reichen wiirde, unter Abwicklung des Fadens von der Kurve AR
die Kurve AD beschreibt und daher in gleichen Zeiten gleich-
viel zur Horizontalebene herabsinkt.

Wir haben bis jetzt gesehen, daB die Kurve, auf der ein
Korper gleichmiflig der Horizontalebene sich nihert, eine
kubische Parabel zweiter Art ist. Jetzt wollen wir sehen, wie
beschaffen die Kurve sein mu8, auf der herabgleitend ein Kdrper
sich gleichm#Big einem Punkte gegebener Lage nihert.

Um diese Aufgabe zu ldsen, sind dieselben Voraussetzungen
zugrunde zu legen wie beim vorigen Falle, und zwar werden
wir sie auf zwei Arten l3sen kdnnen, Die eine ist jenmer nicht
uniihnlich, die wir bei der vorigen Aufgabe zuerst angewandt
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haben, die andere ist fast dieselbe wie die zweite bei der
vorigen Aufgabe.. Da aber jene etwas weitschweifig ausfillt,
und tberdies -'dabei-' mehr Buchstaben anzuwenden sind, so
wollen wir sie auslassen und die zweite in Angriff nehmen.
F sei ein seiner Lage nach gegebener Punkt. Man ziehe
durch ibn die Vertikallinie AL und wihle auf ihr nach Be-
lieben den Punkt 4 als Anfangspunkt
der gesuchten Kurve 4Dd. Man stelle
sich vor, der herabgleitende Korper
sei zu einem Punkte d gelangt und
habe in einem Zeitmoment die kleine
Strecke Dd durchlaufen. Zieht man
also die Geraden F'D, Fd und be-
schreibt um den Mittelpunkt F den
kleinep Bogen dH, so wird der Rest
DH zeigen, um wieviel der Korper in
einem Zeitmoment dem Punkt 7" niher-
riickt. Da aber am Anfang der Kurve
der Korper direkt in der Richtung
nach F herabsinkt, so wird das Kur-
venstilckchen Aa, das in einem Zeit-
moment durchlaufen wird, nach Voraus-
G D 0 setzung gleich D H sein. Hieraus folgt
a wie frither, daB der Kérper in A schon
eine erworbene Geschwindigkeit be-
gitzen muBl. Es sei also AL jene
Hohe, von der der Kérper herabfallen
mufl, um diese Geschwindigkeit zu
erlangen. Man setze jetzt AL = g,
F AF=b, AE=0D =%, ED =
Fig. 106. A0 =y, eE = GD =dz, Gd=dy,
Dd =Vdx? 4 dy2 Dann wird sein

. FO=0b—y, FD=Vb2 — 2by + y2 4 a2
und das Differential von FD

—bdy+ydy+a:da:__DH
Vb2 — 2by 4 y2 - 22

Da sich nun Dd zu Aa oder DH verhilt wie die Geschwindig-
keit in D zur Geschwindigkeit in 4, so wird sich das Quadrat
von Dd zum Quadrat von DH verhalten wie das Quadrat der
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Geschwindigkeit in D) zum Quadrat der Geschwindigkeit in 4,
d. h. wie BD -+ AL zu AL,  Es ist also

). (b2 — 2by + y?) dy? + (— 2bx + 2ay) dady + 2%da?
' b — 2by + y? + 22 '
= (y+a):a.
‘Wenn man die Proportion auf eine Gleichung bringt, 8o kommt
heraus:

(ad2 — 2aby + ay?)dx? 4 ax?dy? = (b2y — 2by? 4 y3)dy?
+ (— 2bay + 2zy?)dady -+ (— 2abx + 2axy)dzdy + z2yds?.

Um diese Gleichung auf weniger Glieder zu reduzieren,
getze man b — y, d. h. FO, = x. Dann ergibt sich

az2dz? 4 artdx? = bx3dx? — 23dx? + (2bxx — 2222 dxdx
+ 2azzdxdx 4 br2dr? — xa2dx?,

Jetzt ist mach den Formeln fiir quadratische Gleichungen der
Wert von dz oder dx zm suchen und, wenn es moglich ist,
beiderseits das Integral zu nehmen. Die dann sich ergebende
Gleichung wird die Natur der gesuchten Kurve zeigen. Nehmen
wir einen speziellen Fall, und setzen wir voraus, der Punkt F
liege in 4, d. h. b sei gleich Null8?), Dann erhalten wir unter
Beibehaltung der Buchstaben der fritheren Gleichung

aylda? 4 ax?dy? = y3dy? + 2xy?dady -+ 2axydedy + x2y da?,
also

(da? + dy?

2zy2dxdy + 2azydrdy 4+ y3dy? — ax?dy?

2 —
dx 2yt — oy ,
mithin
2 =+ (2 2
do— dy - %Y +awyz—(w2+y)V@,
ay’ — x%y

Nimmt man, wenn es mdglich ist, beiderseits die Integrale, so
erhilt man die Natur der Kurve.

Um eine andere Gleichung in den Differentialgrofien zu finden,
die aus weniger Gliedern besteht, mufl man andere GrifSen als
Unbestimmte annehmen. Wenn dann deren gegenseitige Be-
ziehung bekannt wird, ist die gesuchte Kurve nicht weniger
bestimmt als auf die vorige Weise. Man nenne daher AD =«
und setze das tbrige wie frither, also CD =y, AL = a,

Ostwalds Klassiker. 194. 10
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d@ = dy (Fig. 107). Damn wird diesmal dH = dz = dem
ersten Sttickchen 4a sein, AC =Vx? — 42 und’ das Differen-
tial Ce oder DG = (xdz—ydy) :Va? —y2, GD? + Gd? =
Dd?, Man findet also =~ :
z2dx? — 2xydady -+ x2dy?
a? — y2 -
Es verhdilt sich aber das Quadrat von Dd zum Quadrat von 4da
oder dH wie das Quadrat der Geschwindigkeit in D zum
Quadrat der Geschwindigkeit in 4, d. h.
L wie DC—+ AL zu AL. Demnach ist
c c x2dx? — 2zydxdy -+ x2dy?
3 2 — yz
—(+a):a,

Dd? =

1dat =

mithin
yx2dr? — y3da? — ay?dx? =
= az2dy? — 2azydzdy.

Man addiere beiderseits ay2d«2 und divi-

G H diere durch a. Dann erhilt man folgende
Gleichung:
Voyxt — o3
w = zdy — ydx.
Va
Fig. 107. Diese Gleichung ist einfacher als die

frithere. Wollen wir sie in die andere ver-
wandeln, durch die die Beziehung der Abszisse 4 C zur Ordinate
CD ausgedrtickt wird, so bezeichne man 4C mit » und setze

statt « ein V2% + y?, statt dz aber (xdz -+ ydy):Vz2 4 y2
Dann verwandelt sich die gefundene Gleichung in folgende

2
(xdz + ydy) " g:_

Vot
oder nach Reduktion der Gleichung in
(xdx + ydy)Vy = (xdy — ydz)Va
oder, wenn man y = m?2: a setzt, in
o2m3dm -+ a2zdz = 2a2xdm — a2mdx.

yzdz+ydy
Va?+y

=dy - Va2 4yt —
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Lassen sich aus diesen GréBSen nach den bei der umgekehrten
Tangentenmethode angegebenen Regeln die Integrale nehmen,
so ergibt sich daraus die Natur der Kurvess), -

FiinfunddreiBligste Vorlesung.
Auffindung der Isochrone oder Tautochrone.

Wir wollen uns jetzt einem andern Problem zuwenden, das
Herr Huygens geldst hat8%), und das, wie er zeigte, von nicht
geringem Nutzen bei den Pendeluhren oder Schwingungsuhren
ist. Es ist nimlich bekannt, daB die kreisformigen Schwin-
gungen nicht in gleichen Zeiten ausgefithrt werden, da sie einen
kleineren Bogen in kilrzerer Zeit als einen gréferen beschreiben.
Daber kdnnen kreisformige Schwingungen bei den Uhren nicht
in Anwendung kommen. Sonst wiirde nimlich die Zeit nicht
gleichm#fig gemessen werden.

Um nun diesem Ubelstande zu begegnen, wird folgendes
Problem gestellt:

Eine Kurve zu finden, die so beschaffen ist, dafl
ein Kdrper, der auf ihr irgendwo herabzugleiten be-
ginnt, stets in dem gleichen Zeitraum zum untersten
Punkte der Kurve gelangt.

Der Sinn dieses Problems ist folgender. Man soll eine
Kurve ABC, deren Achse AD vertikal ist, finden von solcher
Art, daB der Korper B, der von irgend einem Punkte B auf
der Kurve herabgleitet, in derselben Zeit nach A4 gelangt, als
wenn er von einem andern Punkte C herabgeglitten wiire.
D. h. wenn zwei in B, C befindliche Korper gleichzeitig herab-
zugleiten beginnen, so sollen sie in demselben Zeitpunkt an der
untersten Stelle 4 zusammentreffen.

Um dies zu ldsen, finden dieselben Voraussetzungen, die
wir bei den vorigen Aufgaben gemacht haben, statt. Damit
die Teilungen die Auffassung weniger verwirren, setze man
das Kurvenstiick 4B auf die andere Seite. Man teile AC in
unendlich viele gleiche Teile Ac, cd, de, ef, fg usw. und das
Sttick 4B in ebensoviele gleiche Texle Ab, bl, Im, mn usw.
Unsere Kurve mufl nun von solcher Art sein, daf das Teil-
chen C7 in derselben Zeit durchlaufen wird wie das Teilchen Bg
und ¢k in derselben Zeit wie gp, kg in derselben Zeit wie po, gf
in derselben Zeit wie o~ und so fort. Auf diese Weise wird

10*
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némlich das ganze Stick CA in derselben Zeit durchmessen
wie BA.  Nachdem man dies gut eingesehen hat, bemerke
man folgendes: Da die Sttickchen 4b, Ac in dem gleichen

D
F

_.-’//{4
nO

c A o6 t™

Fig. 108,

Zeitmoment durchlaufen werden, wird sich die Geschwindigkeit
in b zur Geschwindigkeit in ¢ verhalten wie b4 zu ¢4, d. h.
wie das ganze Stick BA zu dem ganzen Stiick CA, mithin
das Quadrat der Geschwmdxgkelt in b zum Quadrat der Ge-
schwindigkeit in ¢ wie das Quadrat von BA zum Quadrat

F c

Fig. 109.

von CA. Es ver-
hilt sich aber das
Quadrat der Ge-
schwindigkeit in &
zum Quadrat der
Geschwindigkeit in
¢ wie die vertikale
Hohe AFE zu der
vertikalen = Hohe
AF, also das Qua-
drat von AB zum
Quadrat von AC
wie AF zu AF.
Somit ist das me-
chanische Problem

in ein geometrisches tibergefithrt, das darauf hinauskommt,
eine Kurve zu finden, bei der die Quadrate beliebiger Stiicke
AB, AC den Abszissen AE, AF proportional sind, d. h.

AB?: AC2 = AE: AF,

mithin 4B2 zu AE in konstantem Verhiltnis.
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~

Dieses Verh#ltnis sei nun wie a zu 1, ferner sei AF = g,
EB =y, 'AB/*=|s) (alsoCnachCder gefundenen Eigenschaft

a:l=s2:z.
Diese Proportion gibt, wenn man sie auf eine Gleichung reduziert,
82 = auz,

=Vaz
und, wenn man differenziert,
ds = Vda? 4 dy? = adz

2Vaz
Man nehme die Quadrate:

2
daz? 4 dy? = EZ—:- oder 4zdx? 4 42dy? = ada?

also

und
4zdy? = adx? — 4xdal.

Zieht man die Wurzeln, so kommt

dyVazr = dzVa — 4z, :

mithin
d _dzVa—4z _dzVia—z __ (fa—a)dz
= Vi Va ¥ jax — o2
__ (4o —2a)d= }adx

Viaz —a2?  Viez — 22
und, wenn man die Integrale nimmt,

=V}{az — 22 + Integr. tads

V«}az—mz.

Dieses Integral erhilt man aber, wenn man einen Halbkreis 4 GF
herstellt, dessen Durchmesser AF = }a ist (Fig. 110); wenn
dann AFE =z ist, wird

tadx

Bogen AG = Integr. -ﬁzz
ar — X

sein. Es ist aber
Viaz —a? = EG,
folglich
EB=y=EG+ GA oder GA = GB.
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Hieraus geht hervor,  daB die Kurve 4B eine Zykloide ist.
Dies hitte/auch|voroder Rechnung aus folgendem sich ergeben:

Die zykloidale Kurve AB ist das Doppelte der Strecke AG,
die Quadrate der Strecken AG aber verhalten sich, da sie
gleich den Rechtecken F'4:-AF sind, wie die Abszissen AF.

C F

Fig. 110;

Daher verhalten sich anch die Quadrate der Sttcke 4B wie
die Abszissen.

Hieraus l#Bt sich jetat lelcht ein synthetischer Beweis
dafiir ziehen, daB ein Korper auf der Zykloide tiberall

Fig. 111.

in gleichen Zeiten nach unten gelangt. Es sei nimlich BAC
die Zykloide, und es motgen zwei Kdrper den Abstieg be-
ginnen, der eine in B, der andere in C. Ich behaupte, da8
diese Korper in der glelchen Zeit nach A4 gelangen. Man
teile in der Tat die beiden Sticke in unendlich viele Teile in
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gleicher Anzahl, und es stehe gp auf BA an der Stelle,
wo sk auf)\C4 sichcbefindet: cNun schliefie ich so:

FA.EA= CA?: BA? = th?: qp? = A4?: Aq2 = AR: AS,
mithin

FA:EA= AR: AS,
also auch

(FR oder L¢): (ES oder Mq) = 1h?: gp2

Es verhilt sich aber L: zu Mq wie das Quadrat der Ge-
schwindigkeit in 7 zum Quadrat der Geschwindigkeit in g, mithin
th? zu qp? wie das Quadrat der Geschwindigkeit in ¢ zum
Quadrat der Geschwindigkeit in ¢, also ¢k zu gp wie die Ge-
schwindigkeit in ¢ zur Geschwindigkeit in g. Das Stiickchen ¢k
wird demnach in derselben Zeit durchlaufen wie das Stilck-
chen gp. Was von diesen beiden bewiesen ist, 1iBt sich in
gleicher Weise auch fiir alle andern beweisen. Daher wird
das ganze Stiick CA in derselben Zeit durchlaufen wie das
ganze Stick BA).

Dieser Beweis hatte nicht einem so groBes Apparat notig
wie jener des P. Pardies, der sein konfuses Chaos noch dazu
mit der in aller Kilrze bewiesenen Erfindung des Huygens ver-
gleichen wollte, _

Wollen wir nun auf bequeme Weise bewirken, daf die

Fig. 112.

Sohwingungen in gleichen Zeiten vor sich gehen, so sind zwei
gleiche Zykloiden zu konstruieren, ABC und ADE, deren
Achsen vertikal sind, und es ist ein der halben Zykloide
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gleicher Faden im Punkte 4 zu befestigen. An das andere
Ende hingemani|dasGewicht- . Dann werden die Schwin-
gungen des Gewichtes P isochron sein. Denn durch die Ab-
wicklung der Zykloide ABC oder ADFE wird eine andere
Zykloide QPR beschrieben, die also in gleichen Zeiten durch-
laufen werden wird.

SechsunddreiBigste Vorlesung.
Uber die Seil- oder Kettenlinien.

Welche Wichtigkeit das Problem der Kettenlinie in der
Geometrie besitzt, kann man aus den drei Lisungen ersehen,
die in den Leipziger Acta des vorigen Jahres (1691) stehen,
und hauptsichlich aus den Bemerkungen, die der bertihmte
Leibniz®1) dort macht. Der erste, der tiber diese Kurve nach-
gedacht hat, die von einem frei hingenden Faden oder besser
von einer dtinnen unausdehnbaren Kette gebildet wird, war
Galiles. Er drang aber nicht in ihr Wesen ein, behauptete
vielmehr, sie sei eine Parabel, was sie jedoch keineswegs ist.
Joachim Jungius bekam, wie Herr Letbniz bemerkt, durch
Rechnung und viele Versuche, die er anstellte, heraus, daB sie
keine Parabel ist. Jedoch hat er die wahre Kurve nicht an-
gegeben. Daher blieb die Ldsung dieses wichtigen Problems
unserer Zeit vorbehalten. Wir bringen sie hier zugleich mit
der Rechnung, die in den Acta der Losung nicht beigefiigt ist,
zur Darstellung.

Es gibt ibrigens zwei Arten von Kettenlinien, die gemeine,
die von einem Faden oder einer Kette gleichmiBiger Dicke
gebildet wird oder in allen ihren Punkten gleichmiBig be-
schwert ist, und die nicht gemeine, die von einem Faden un-
gleichm#Biger Dicke gebildet wird, der also in allen seinen
Punkten ungleichm#Big beschwert ist, und zwar im Verhiltnis
der Ordinaten irgendeiner gegebenen Kurve.

Bevor wir an die Ldsung herangehen, sind folgende Vor-
aussetzungen voranzuschicken, die aus der Statik leicht be-
wiesen werden konnen.

1. Der Faden, das 8eil, die Kette, oder was immer die
Kurve darstellt, wird in allen seinen Punkten als biegsam und
unansdehnbar angenommen, d. h. es erfihrt wegen seiner
Schwere keine Ausdehnung.
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2. Wenn die Kettenlinie ABC in irgend zwei Punkten A
und C festgehalten |wird,)l §0)werden die Krifte, die in den
Punkten 4 und C erforderlich sind, dieselben sein, die zum
Halten eines Gewichtes D
gehdren, das gleich dem Ge- A c
wicht der Kette ABC ist -
und sich im Treffpunkt
zweier gewichtsloser Fiden
AD, CD befindet, welche
die Kurve ABC in den
Puankten 4 und C bertihren.
Der Grund hierftir ist klar;
denn das Gewicht der Kette
ABC ibt seine Wirkung in
A und C nach einer Rich-
tung aus, d. h. nach den
Tangenten AD, CD, und
der Zug desselben oder des
gleichen Gewichtes D in 4
und C geht ebenfalls nach den Goraden AD und CD. Daher
mtissen auch die in den Punkten 4 und C erforderlichen Krifte
in beiden Fillen dieselben sein. Hiernach erhilt man die Kraft,
die im untersten Punkte B ndtig ist, wenn man die Kraft
sucht, die das Gewicht ¥ in demselben Punkte austibt, wenn

A

£ 8 B8
Fig. 114. : Fig. 115.

63 von zwei gewichtslosen Fiden gehalten wird, deren einer
die Kurve in B bertihrt, also horizontal ist, wihrend der an-
dere sie im Punkte A4 bertthrt.

3. Wenn eine in zwei Punkten 4 und C befestigte Kette
in irgendeinem andern Punkte F' festgemacht wird, so da man
den Teil AF fortnehmen kann, #ndert sich die Kurve, die das
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tibrige Kettenstick FBC darstellt, nicht, d. h. die tbrigen
Punkte, werden in derselben Lage, die sie vor der Festmachung
hatten, bleiben.

Dies bedarf keines Beweises. Denn die Vernunft rit dazu
und die Erfahrung stellt es uns tiglich vor die Augen.

4. Behalten wir die vorigen Annahmen bei, so ist vor und
nach der Festmachung dieselbe, d. h. die urspriingliche Kraft
an den einzelnen Stellen der Kurve ndtig, oder es wird, was
auf dasselbe hinauskommt, ein Punkt nach der Festmachung
mit derselben Kraft gezogen werden, mit der er vor der Fest-
machung gezogen wird. Dies ist nichts anderes als ein Korollar
der vorigen Nummer. Hiernach wird, wie man auch die Kette
BFA verlingern oder verkfirzen mag, d. h. wo man auch den
Befestigungspunkt F' wihlen mag, die Kraft an der untersten
Stelle B weder vermehrt, noch vermindert werden, sondern
immer dieselbe und die glelche bleiben.

6. Das Gewicht P, das durch zwei ugendwne gelegene
Fiden 4B, CB geha.lten wird, tibt seine Kriifte in einem sol-

, chen Verhiltnis auf

A G die Punkte 4 und C
ans, daB die in 4
ndtige Kraft sich zu
der in C ndtigen Kraft
verhilt wie (nach
Ziehen der Vertikalen
BG@) der Sinus des

P Winkels CBG zum
Fig. 116. Sinus des Winkels
A BG@ und das Gewicht

P zu der einen Kraft in C wie der Sinus des ganzen Winkels
ABC zu dem Sinus des entgegengesetzten Winkels AB G. Dies
wird in jeder Statik bewiesen.

Dies vorausgesetzt, finden wir die gemeine Kettenlinie auf
folgende Weise. B.Aa sei die gesuchte Kurve, B ihr tiefster
Punkt, die Achse oder die durch B hindurchgehende Vertikale
B@, die Tangente im tiefsten Punkte, die horizontal sein wird,
BE, und AE die Tangente in irgendeinem anderen Punkte A.
Man ziehe die Ordinate 4 G' und die Parallele EL zur Achse.
Es sei BG =2, GA=y, Gg=dz, Ha =dy, und das
Gewicht der Kette oder, weil sie gleichmaBig dick ist, die
Lénge der Kurve BA=—s. Da nun im Punkte B immer
eine gleiche und konstante Kraft erfordert wird (nach Vorans-
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setzung 4), sei es, daB die Kette verlingert, sei es, daB sie
verktirzt wird,''so' 'sei’ jene/ Kraft oder die sie ausdriickende
Strecke ¢ = a. Man denke sich jetzt das Gewicht der Kette
AB konzentriert und aufgehingt im Treffpunkt E der be-
rihrenden Fiden AE, BE; dann wird (nach Voraussetzung 2)
im Punkte B dieselbe Kraft zum Halten des Gewichtes E er-
fordert, wie sie vorher zum

Halten der Kette B4 ndtig H
war. Es verhilt sich aber a\l g
(nach Voraussetzung 5) das

Gewicht E zur Kraft in B,

wie der Sinus des Winkels

AEB oder seiner Erghn-

zung zu zwei Rechten AL

zum Sinus desWinkels A EL, (4
d. h. wie EL zu AL. Wo

man also auch auf der 0 8
Kurve den Festmachungs- £

punkt 4 wihlt (die Kurve Fig. 117.

bleibt nach Voraussetzung 3

immer dieselbe), verhdlt sich das Gewicht der Kette AB
zur Kraft in B wie EL zu AL, d. h. es ist

s:a=FEL: AL = AH: Ha =dx:dy

und, wenn man umkehrt,

dy:dr=a:s.

Hieraus geht hervor, daB die Kettenlinie BA dieselbe ist, deren
Konstruktion und Natur wir oben bei der umgekehrten
Tangentenmethode gegeben haben (vgl. Seite 50), wo wir
zuerst die Proportion dy:dxz = a:s in folgende Gleichung
tiberfthrten

adx

= V2az + a2’

worauf dann die Kurve durch Rektifikation der Parabel wie
auch durch Quadratur der Hyperbelfiiche konstruiert wurde.
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Siebenunddreifigste Vorlesung.

Fortsetzung desselben Gegenstandes. Uber die Seil-
oder Kettenlinien.

Damit die Richtigkeit unserer Losung noch klarer wird,
wollen wir priifen, ob sie mit der Lésung des Herrn Leibniz
dbereinstimmt. Seine Kon-
struktion der Kettenlinie ist
von folgender Art:

Es sei NCP eine unbe-
grenzte horizontale Gerade,
und tiber ihr werde die loga-
rithmische Kurve OMBQ
beschrieben2), deren Sub-
tangente also tiberall die
gleiche oder konstant ist.
Man suche die Ordinate CB
heraus, die der Subtangente
gleich ist, und nehme nach
beiden Seiten hin zwei be-
liebige gleiche Stiicke CD,
CP. Nun mache man DA
gleich der halben Summe
der Ordinaten DM, PQ.
Dann behauptet er, daB der
Punkt 4 auf einer Ketten-
linie liegt.

4 Um zu untersuchen, ob

N ) i Pp diese Kurve dieselbe wie

Fig. 118, die von uns angegebene ist,

mufl man zusehen, ob die

Natur der Kurve BA durch dieselbe Differentialgleichung aus-

gedriickt wird. Es sei daher CB oder die Subtangente = a,

B@=2, GA=CD=y, DM=2z, Gg=dz, Dd= Ha =dy.

Dann wird nach der Natur der logarithmischen Kurve dy = adz
sein, mithin

e e e e - e R - - -

Da nach der Konstruktion CD = CP ist, so wird DM: OB =
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= CB: PQ sein, mithin PQ =4a2:2 und §DM 4 §PQ,
d. h. nach Konstruktion D4,

a2 x2
2%

= OB+ BG = a4z,
also .
%22 = 2a% 4 2x% — a2
Diese Gleichung gibt, wenn man sie auflost,
r=a-4+x4 V2aa:+:c2,
also
(a4 ) dx
dx=d y————%
% 2+ 2ax 4 x2

Setzt man den Wert von 2 in die frtthere Gleichung dz = i?i

ein, 80 kommt heraus

da + (@ + ) dz — 0dy+=zdy + dy - V2az +2?

V2ax -+ 2 a
oder '
Voqxt 22 2 YT
adz-V2az—+z24a2dz -+ axdx_n,yy+xdy+dy-}/2ax+x2.
V2azx + x2

Dividiert man auf beiden Seiten mit a 4 z 4 V2az 422, 50
erhilt man

adx
V2az+a?

dy.

Da diese Gleichung dieselbe ist wie die, welche wir gefunden
haben, so folgt, daB auch die Kurve BA unsere Kettenlinie
ist, und daB die Lesbnizsche Konstruktion, so verschieden sie
auch von der oben von uns gegebenen sein mag, doch keine
andere Linie erzeugt.

Es bleibt noch tibrig, die wichtigsten Eigenschaften der
einfachen Kettenlinie hinzuzuftigen, und zwar mit Rechnung
und Beweis, was in den Acta nicht geschehen ist. Wir wollen
die Figur anwenden, die in den Acta steht. Dort ist EBF
die Seillinie, B der tiefste Punkt, BA die Achse, BG die
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gleichseitige Hyperbel, die man die erzengende nennen kénnte,
BH die, Parabel, durch deren Rektifikation die Kettenlinie
EBF konstrmert ist.
1. Zieht man die Tangente FD, 8o wird sein AF: AD =
= BC:(BF, der Kurve).
o_p P Denn es ist

AF: AD = dy: dz.

Wir haben aber bei der
Rechnung gefunden

dy:dx=a:s.

Also ist die Behauptung
richtig.

2. AE oder AF ist
gleich der parabolischen
Kurve BH, vermindert um
die Strecke A@. Dies ist
klar, weil bei der Konstruk-
tion EG gleich BH ge-
nommen werde.

3. Die Kurve BE oder

0 BPF ist gleich der Strecke
Fig. 119. A@, d. h. die Stticke der
Seilkurve bilden, wenn man
sie als Ordinaten auf die Achse setzt, eine gleichseitige
Hyperbel. Das ist eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser
Kurve. Wir haben dies bei der umgekehrten Tangentenmethode
bewiesen. (Vgl. Seite 52.)

4. Die BSeillinienfliche BAE oder BAF ist gleich dem
Rechtecke aus B4 und 4F, vermindert um das Rechteck iiber
CB und FG. Da nnmhch

adz
Y= Viazt
ist, so wird
zdy — axdz =(ax+ a?) dx _ atdx
V2az +22 V2azx+422 V2azx-42?
__(az+a?) dz

== — ady.
V2azx + «? a0y
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Also ist Integral a:dy, d. h. das Komplement der Fliche BAF,
gleich dem/ Integralides letzteren, also gleich

a V2az 42 —ay = CB-AG — OB . AF = CB- FG,
mithin die Fliche BAF selbst
=BA-AF—CB.FG.

5. Die Kurve MNO, durch deren Abwicklung die Seil-
linie BE beschrieben wird, ist die dritte Proportionale zu CB
und 4@ TUm die Richtigkeit hiervon zu ﬁnden, suche man
zuerst die Abwickelnde £ O, von der wir oben in dem
Artikel tiber die Awacklung der Kurven allgemein gezelgt
haben, daB sie bei allen Kurven gleich

(da? + dy?) Vda? + dy?
— d?ydx

ist (vgl. Seite 71). Bei der vofliegenden Kurve ist nun

(a2+ 2ax 4 22) da?

?

dx? 4 dy? = ds? =

2ax - x?
und da
du — adz
Y= V2ax + x?
ist, so wird
By — — (a? + ax) da?
(2ax + 22) V2az 4 a2

Man findet daher fiir den ganzen Ausdruck:
(d2? + dy?) Vda? 4 dy?
— d?ydx

Zieht man hiervon das ab, was bei der Annahme z = o her-
auskommt, so bleibt dbrig

2qx -4 22
a

a? + 2ax 4 x?
)

= der Kurvee MNO.

Es verhilt sich also a oder CB zu V2ax+:c2 oder AG wie
AG zu MNO.
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6. Die abwickelnde Gerade KO ist die dritte Proportionale
zu OB und, C4.  Denn wegen

2 2
BO — a +2:x+m

verhilt sich a oder CB zu a4z oder CA wie CA zu EO.
7. Die Gerade BM, bis zum Anfang der Kurve M NO ge-
nommen, ist gleich CB. Wenn nimlich # = o ist, so wird
die Abwickelnde EO, die jetzt BM ist, gleich a = CB.
8. MP ist das Doppelte von BA4. Weil

2
MNo___gﬂ_“T'i'i

ist, wird das Differential
0 — (2a + 2x)d=z
a

Es ist aber das Dreieck Oop #hnlich dem Dreieck ESR und
daher auch dem Dreieck e ER, folglich Ee: ER = Oo: po,d. h.

0o

adz -+ zdx ___adz _ 2adz+4-2zdx
V2az+a2 V2az + 22 a $Po

also 2dx = po und, wenn man integriert, 22 = PM.
9. Das Rechteck aus CB und PO ist das Doppelte der
Hyperbelfiiche ABG@. Da nimlich Ee: Oo = eR:pO, d. h.
adz + zdz 2adz -+ 2xdr
Y2ax 42 a -

dz:pO,
also
__2dz- V2az + 22
-_ )
a

p0

so ist
CB.p0 = 2dzV2ax 4 x2
und, wenn man integriert,
CB - PO = der doppelten Hyperbelfliche 4B G.
10. Die 8trecke CP wird im Punkte A4 halbiert. Da

némlich MP = 22 ist, so wird BP = 2z +a, BP— BA
oder AP= x4 a=CA sein.
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11. Die Kurve EB verhilt sich zur Kurve MNO wie die

Strecke B/ zur|Strecke 4)/G; cDenn es verhilt sich ¥ B, d. h.
2

V2az 4% zu MNO oder gaa:ai wie a zu V2az 22,

also wie CB zu AG.

12. Wenn man auf 4G zwei Rechtecke 4J, AK aufsetzt,
deren eins 4J dem aus der halben Transversalachse CB und
der Strecke F'G gebildet, das andere 4K der Hyperbelfliche
BGA gleich ist, und man trigt vom Scheitel B auf der Achse
ein Stiick BL ab, das gleich der Breitendifferenz KJ ist, so
wird der Punkt L der Schwerpunkt der Seillinie EBF sein.
Dies wird an einer andern Stelle bewiesen.

13. Wenn man sich iber E'F unendlich viele Kurven be-
schrieben denkt, die der Seillinie EBF gleich sind, und man
streckt sie geradlinig aus und bringt in den einzelnen Punkten
einer solchen Strecke Ordinaten an, die gleich den betreffen-
den Abstinden von der Geraden EF sind, so wird von allen
Flachen, die auf diese Weise zustande kommen, diejenige
die grofite sein, die bei der Seillinie entsteht.

Dies wird mit Hilfe jenes Axioms bewiesen, daB der
Schwerpunkt so weit herabsinkt, als er herabsinken kann.

Ostwalds Klassiker 194 11
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Anmerkungen.

Johann Bernoulli (1667—1748) ist einer der genialsten
Mathematiker der Letbnizschen Schule. Ihm und seinem Bru-
der Jakob ist es hauptstichlich zu danken, daf der Lesbnizsche
Kalkill sich so schnell einbiirgerte.

Die hier zum ersten Male in einer Auswahl deutsch heraus-
gegebenen »>Lectiones mathematicae de methodo integralium
aliisque conscriptae in usum ill. Marchionis Hospitalii« (Opera
omnia, t. III, p. 386—558) stammen, wie im Titel ausdrick-
lich hervorgehoben wird, aus dem Pariser Aufenthalt Jokann
Bernoullis (1691—1692). Eine Handschrift davon befindet sich
in der Bibliothek zu Basel. Dagegen scheint die Differential-
rechnung, von der Bernouwlli in der Anmerkung auf Seite 3
spricht, die also 1742 noch existierte, verloren gegangen zu
sein. Sie war ebenfalls fir den Marquis de I’Hospital (1661
bis 1704) niedergeschrieben. Es ist sehr zu bedauern, da nicht
einmal eine Abschrift davon sich erhalten hat. Wir wissen,
daB es in Paris mehrere solche Abschriften gab. Man wiirde
daraus sichere Aufschliisse iiber die Abhéngigkéit de I’ Hospitals
von Bernoull gewinnen konnen, wihrend man jetzt nichts De-
finitives hiertiber zu sagen vermag.

Nach Johann Bernoullis Darstellung war er es, der den
Marquis zuerst in die Letbnizsche Infinitesimalrechnung ein-
fihrte. Er #berlie ihm Manuskripte, die de I'Hospital ohne
Bernoullis Erlaubnis fir sein bertthmtes Buch: »Analyse des
infiniment petits,« (1696) verwertete.

Ein ganz anderes Bild von de I'’Hospitals mathematischem
Bildungsgang erhalten wir aus dessen Briefen an Leibniz.
Es scheint danach, daB der Marquis die Leibnizsche Abhand-
lung vom Jahre 1684, iiber die sich die beiden Bernoulli so
sehr die Kopfe zerbrechen muBten, ohne fremde Hilfe verstehen
konnte und schon iiber recht gute Kenntnisse verfigte, als
Johann Bernoulli in Paris eintraf.
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‘Wem soll man nun mehr glauben, Bernoulli oder de !’ Hospital?
Moritx Cantor) entscheidet sich zugunsten des Marquis, wenn
auch mit einigen Einschrinkungen (Vgl. seine Vorlesungen tiber
Geschichte der Mathematik, Band III, Seite 216). Er beruft
sich auf Bernoullis bekannte Ruhmredigkeit und die Tatsache,
dafl dieser auch sonst gelegentlich die Unwahrheit gesagt hat.

In Bernoullis Streit mit Taylor ist anch die I'Hospital-Frage
eingehend erortert worden, und in der Abwehrschrift » 2. Jo-
hannis Burcardi, Basiliensis, Epistola ad virum -clarissimum
Brook Taylor« (Acta Eruditorum, 1721; Johann Bernoulli,
Opera omnia, t. II, p. 483) finden sich dariiber sehr imrteres-
sante Angaben. 8ind auch diese unwahr, so ist tlber Ber-
noullis Charakter kein Wort mehr zu verlieren. Denn offen-
bar steht er hinter dieser Streitschrift.

Es wird dort mit Zitaten aus Briefen operiert, die der be-
kannte Mathematiker Pierre Rémond de Montmort an Joh.
Bernouwlli gerichtet hat. Aus ihnen geht hervor, dafl tatsich-
lich eine Handschrift der Bernoullischen Differentialrechnung
in de U'Hospitals Besitz war. Am 28, Okt. 1718 schreibt
Montmort: '

»C'est d'un ami, qui était & Paris avec vous et qui co-
piait vos legons pour Mr. de I'Hospital, que le Pére Reyneau
a tiré son Manuscript, dont j’ai bien remarqué quelques petits
lambeaux dans son livre Analyse démontrée: Le Pére Bizance
en avait aussi un. Comme je pressais Mr. le M. de !’ Hospital
de me le préter, il me donna une lettre pour le Pére Bizance,
par laquelle il le priait de me préter le sien; mais apparem-
ment le mot était donné pour n’en rien faire, car je ne 'eus
point; le P. Reyneaw me préta le sien environ un an aprése.

Es wird in der Streitschrift darauf hingewiesen, dafl die
hier genannten Minner noch am Leben seien (I’Hospital war
es allerdings nicht mehr), und Taylor sie also fragen konne.
»Veritati non renuent testimonium« (8ie werden der Wahrheit
ihr Zeugnis nicht verweigern). So kénnte man doch nicht
sprechen, wenn die Sache nicht ihre Richtigkeit hitte.

Aus den Briefen de I'Hospitals an Bernoulli hebt dessen
Verteidiger zahlreiche Stellen hervor, die deutlich zeigen, wie
sehr der Marquis seinen Lehrer auch nach dessen Abreise noch
in Anspruch nahm, Er mufl ihm eine Aufgabe nach der andern
losen, und jedesmal 148t sich die Stelle in der »Analyse des
infiniment petits« nachweisen, wo die Bernoullische Ldsung
verwertet ist. Auch wihrend der Abfassung dieses Buches hat

11*
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also der Marquis fortgesetzt fremde Hilfe in Anspruch ge-
nommen; '

Der einzige Vorwurf, den man Jok. Bernoulli machen kann,
ist der, dagB er sich zuerst ohne jeden Widerspruch ausnutzen lie
und dann spiter, seinem Edelmut entsagend, gegen den verstor-
benen Freund h#fliche Angriffe richtete. Er brach damit einen
Vertrag, den er stillschweigend mit dem Marquis geschlossen hatte,
dahin lautend, daB dieser Bernoullis Mitteilungen fir sich ver-
werten durfte wie sein geistiges Eigentum.

Die Integralrechnung Bernowllis steht, wenn man nur da-
rauf achtet, welche Funktionen integriert werden, aunf sehr
tiefer Stufe. Sie war schon 1742 etwas veraltet, als Bernoulli
sie in seine gesammelten Werke aufnahm. Damals hitte er

nicht mehr gesagt, daB f i—z unendlich ist (vgl. oben Seite 4).

Offenbar hat er die Vorlesungen unverindert zum Abdruck ge-
bracht. Faft man aber die Integralrechnung in einem weiteren
Sinne und rechnet dazu amch die Integration der Differential-
gleichungen und die geometrischen Anwendungen, so bieten die
Bernoullischen Vorlesungen tiber Integralrechnung sehr viel
Interessantes und erscheinen auch heute noch lesemswert.

1) Zu S. 3. Diese FuBnote rithrt von Jokann Bernoulli
selbst her. Aufer de I'Hospitals »Analyse des infiniment pe-
tits pour D'intelligence des lignes courbes« (1797), die man als
»die erste Differentialrechnung« in Lehrbuchform bezeichnen
kann, fuBlt auch die »Analyse démontrée« des Pére Reyneau,
die oben erwihnt wurde, auf Bernoullis Manuskript. Dieses
letztere Werk scheint tibrigens verloren gegangen zu sein.

Man weil, daB auch Newtonsche Manuskripte von Hand zu
Hand gingen und verschiedentlich exzerpiert wurden. Das war
offenbar in damaliger Zeit nichts Seltemes. Ubrigens hat sich
Bernoulli (wie Camtor erzihlt) schon 1898 brieflich bei Letb-
niz beschwert, daB de I'Hospital sein Manuskript in unerlaubter
Weise ausgenutzt héitte. Er trat aber mit dieser Beschwerde
erst nach des Marquis Tode vor die Offentlichkeit.

2) Zu S. 4. Daf
1) r (i_w = log z 4+ Konst.
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ist, kann man schon aus Leibniz’ Abhandlung vom Jahre 1684
entnehmen,Dort)kommt)Letbniz bei -Besprechung der de
Beauneschen Aufgabe zu der Differentialgleichung

w__ dw

o dz
und 13st sie ganz richtig durch die logarithmische Kurve. Dies
scheint aber unbeachtet geblieben zu sein. DaB die Integration

von d;a_;’ d. h. die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel durch

Logarithmen moglich ist, war tibrigens seit Gregorius von
8t. Vincent (1647) und Nikolaus Mercator (1668) bekannt. Es
fehlte eigentlich nichts weiter als ein handliches S8ymbol filr
den Logarithmus,

Will man das Integral f % aus der Formel

2) [ara 2Pt Konst
zPde = ——— onst.
r+1
gewinnen, und das ist es, worauf Bernoulli abzielt, so setze
man p = — 14 ¢ und schreibe die Formel in folgender
Weise ‘
dx xt— 1
* —_— ==
2%) o p -} Konst.

Dann ergibt sich im Falle lim ¢ = O rechts nicht oo (wie bei
Bernoulli), sondern logx 4 C. FEuler hat in seinen »>Institu-
tiones calculi differentialis«< das Resultat durch Differentiation
verifiziert. Er schreibt in der naiven Auffassung der damaligen
Zeit

20— 1 0.20-1dx dx
= = g0} == —
0 0 20-1dx =

DaBl es Bernoulls hier nicht gelipgt, die Briicke zwischen
den Formeln 1) und 2) zu finden, beruht hauptsichlich darauf,
daB er sich nicht um die Integrationskonstante kiimmert, was
er ilbrigens in seinen Vorlesungen durchweg tut (mit ganz
wenigen Ausnahmen). Sonst wire er auf die Schreibweise 2*)

z0 —

0
wir uns dieser unexakten Schreibweise bedienen wollen, konnte
er nach seines Bruders Idee der kontinuierlichen Verzinsung

dlogx = d

der Formel 2) gekommen. Dafl 1 =logz ist, wenn
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(Mai 1690) schon herausfinden, wenn er es noch nicht wuflte.
Vgl. auch, Anmerkung 20:
3) Zu S. 5. Bernoulli hitte so schlieBSen kénnen: Setzt man
y = V2azx + 22,
80 ist 2 = 2az + x2%, also
ydy = adz -+ xdx,
mithin

und

fdf = log (@ + = -+ y) - Konst.

Aber er steht ja noch auf dem Standpunkt, / (i_x = oo ist.

4) Zu 8. 7. Die umgekehrte Tangentenmethode (methodus
tangentium inversa) besteht in der Integration von Differential-
gleichungen erster Ordnung f(z, y, ¥') = 0. Jede solche Glei-
chung drtickt eine Eigenschaft der Kurventangente aus, und
man soll daraus die Kurve finden. Bei der Tangentenmethode
ist die Kurve gegeben, und die Tangente gesucht. — Beispiele
zur umgekehrten Tangentenmethode finden sich schon bei den
Vorldufern von Leibnizx und Newton. Leibnix wullite schon
1675 solche Aufgaben zu losen.

5) Zu S. 7. Ehrenfried Walther von Tschirnhaus auf
Kieflingswalde (1651—1708) stammte aus einem bdhmischen
oder mihrischen Adelsgeschlecht, das sich in der Lausitz an-
gesiedelt hatte. Er studierte in Leiden und machte dann groBle
Reisen. 1675 traf er in Paris mit Lesbnix zusammen. Es
kam zun einem lebhaften wissenschaftlichen Verkehr zwischen
ibnen, der in Briefen fortgesetzt wurde.

Am bekanntesten ist wom Tschirnhaus die sogenannte
Tschirnhausentransformation.  Gentigt « einer algebraischen
Gleichung n-ten Grades, so ergibt sich auch fiir

Yy =ap+ay o4 a2+ -+ + aygz"!
eine Gleichung n-ten Grades. Man sagt von dieser, daB
sie aus jener durch eine Tschirnhausentransformation entstanden
ist. Da man hier n Konstanten zur Verfiugung hat, so kann
man versuchen, die Gleichung fiir y auf die Form y* —¢ =0
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zu bringen. Dies war Tschirnhausens eigentliches Ziel (vgl.
seine Arbeit, »Methodus auferendi omnes terminos intermedios
ax data aequatione« in den Acta Eruditorum von 1683). Mit
Recht hielt ihm schon Leibniz entgegen, daBl seine Methode bei
der Gleichung 5. Grades versagt. Trotzdem horte Tschirnhaus
nicht auf, mit seiner Auflgsung aller algebraischen Gleichungen
zu prahlen, wie er denn iiberhaupt mehr aus Ehrgeiz als aus
wahrem Interesse sich mit Mathematik beschiftigte.

Was Tschirnhausens Kaustiken (Brennlinien) anbetrifft, so
ist es nicht sicher, ob er auf diese Idee selbstindig gekommen
ist. Man kann vielmehr mit Moritx Canfor vermuten, dafl
er sie Huygens verdankt. In einem Briefe vom 7/4. 1681
legte Tschirnhaus seine Idee Leibniz vor, und im November
1682 publizierte er sie in den Acta Eruditorum (Inventa nova
exhibita Parisiis Societati regiae Scientiarum). Johann Ber-
noulli hat die Lebre von den Kaustiken weiter entwickelt und
zu einem gewissen AbschluB gebracht. (vgl. Anmerkung 67.)

Die Rektifikation mit Hilfe der Abwicklung geht auf
Huygens zurtick und steht im 3. Teil des Horologium oscilla-
torium (1673). Vgl. die deutsche Ausgabe dieses interessanten
Werkes von A. Heckscher und A. von Oettingen (Ostwalds Klas-
siker, Nr. 192).

6) Zu S. 8. Die Quadratur des Kreises und der Hyperbel
ist dasselbe wie die Berechnung der Integrale

[Va—was, [Vir—dd.

Diese lassen sich durch partielle Integration auf

v

dx .z
V-——‘—l—z__p— are sm;+ C
und
dx z 4+ Va2 — a2
sz_a2=l°g a —I—C
zuriickfithren,

Was Bernoulli hier meint, ist der Satz, daB sich jedes
Integral von der Form

fR(x, Vaz? 4 2bx -+ ¢)dz,

wo R eine rationale Funktion bedeutet, durch are sin, log und
algebraische Funktionen ausdricken l#0t.
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7) Zu S. 10, Diophantos lebte um 340 n. Chr. in Ale-
xandria, Sein Hauptwerk sind die »Arithmeticorum libri VI.«
Man verdankt' ihm u.'a. Methoden zur Beseitigung von Irra-
tionalittiten.

8) Zw S. 11. Im Jahre 1702 hat Leibnixz die Integration
rationaler Funktionen (mittels der Partialbruchzerlegung) ge-
lehrt. Vgl. Ostwalds Klassiker Nr. 162. Man sieht hier deut-
lich, daBl Bernoulli sein Manuskript von 1691 unversiindert zum
Abdruck gebracht hat. Denn im Jahre 1742, wo die Opera
omnia erschienen, konnte er solche Integrationen schon aus-
fithren.

Es ist, wenn man a = ¢3 setzt,

8yidy 3cdydy c2 c2y — ¢3
o Vg s =Nty T et
also
3ytdy _ 38 , 9 c? 9 9
P—o—2Y +ctlog (y —¢) — 5 log (y2 + ey + ¢?)

~+ c2V3-are tg 2yto.
cV3

Das Integral 148t sich, wenn man die damalige Ausdracks-
weise benutzen will, auf die Quadratur des Kreises und der
Hyperbel reduzieren.

9) Zu S.14. Es fehlten eben die Funktionen are sin und
log. Einige Jahre nach 1691 wiirde Bernoulls anders ge-
sprochen haben. Da war er, besonders durch den Briefwechsel
mit Leibniz, weit ilber den Standpunkt von 1691 hinausge-
kommen. 1696 nahm er im Einverstindnis mit Leibniz auch

das Symbol f zur Bezeichnung von Integralen an.
10) Zu S. 20. Es ist in der Tat

©o

(oo
fa3dx a’ ad
x2 z] =z
x

xz

. .
also ‘—:-:- die Restfliche GFCE.

11) Zu 8. 22. Die Figur (aus Bernoulli ttbernommen) ist
eigentlich in zwei zu zerlegen. NO hat nichts mit NM zu tun.
Der Leser moge eine korrekte Figur fiur z = a3:(a2 -4 m2)
zeichnen.
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12) Zu 8. 27. Die hier behandelte Kurve ist das carte-
sische Blatt (Folium - Cartesii).~Da in den Anfingen der ana-
lytischen Geometrie die Koordinaten keine Vorzeichen hatten,
konnte man sich zuerst keine richtige Vorstellung von der
Gestalt dieser Kurve machen. Auch Descartes, der von ihr
1638- in einem Briefe an Mersenne redet, hat ein ganz falsches
Bild von ihr gehabt. (vgl. Loria, Spezielle algebraische und
transzendente ebene Kurven ete. I, p. 54). Huygens scheint
der erste gewesen zu sein, der die Kurve richtig zeichnen lehrte
(1692). Die Figur 17 wird Bernoullt wohl 1691 noch nicht
gehabt haben. Auffallend ist es, dall er nichts dartiber sagt,
woher er die Kurve kennt.

13) Zu S. 28. Tschirnhausens Arbeit steht in den Acta
Eruditorum, September 1687, p. 526. Die ganze ftinfte und
sechste Vorlesung Bernoullis beschiftigt sich mit der Auffindung
von Kurven mit nur einem quadrierbaren Flichenraum. Wir
haben diese Betrachtungen hier ausgelassen und aus der siebenten
Vorlesung nur den auf die Integrationskonstante beziiglichen
Teil beibehalten. Hier spricht sich Bernoulli vollkommen klar
tiber die Vervollstindigung der Integrale aus. Wenn er diese
richtige Auffassung nur konsequent durchgeftihrt hitte!

14) Zu S. 30. Die Ldsung der Aufgabe ist unvollstindig,
weil die Integrationskonstante fehlt. Dasselbe gilt von den
spiteren Aufgaben.

15) Zu S. 32. Bernoulli unterscheidet zwei kubische Pa-
rabeln:

y3 = ca? (kubische Parabel 1. Art),
y3 = ca? (kubische Parabel 2. Art).

Die kubische Parabel zweiter Art nennt man jetzt gewohn-
lich die semikubische oder Neilsche Parabel, die von erster
Art kurz die kubische Parabel. Beide Kurven werden noch
an verschiedenen Stellen in diesen Vorlesungen auftreten.

16) Zu S. 32. Geometrische Kurven sind das, was man
jetzt algebraische Kurven nennt. Mechanische Kurven nennt
Bernoulls alle nichtgeometrischen (nichtalgebraischen, d. h. trans-
zendenten) Kurven.

17) Zu S. 34. Weil ihm die Funktion Logarithmus fehlt,
muBl Bernoulls die Differentialgleichung

dx dy

1) — =a—
z Y



170 Anmerkungen.

zuerst in
(amdy)—ydalys
z2
verwandeln, um sie integrieren zu konnen. Mit Hilfe des
Logarithmus h#tte er aus 1) sofort schliefen konnen

log z = log(y?) — log C,

= (L) =0

also

a
¥ —¢
xT

18) Zu S. 39. Wieder miissen umstiindliche Betrachtungen
angestellt werden, weil die Funktion Logarithmus fehlt.
19) Zu 8. 40. Es ist in der Tat

Yz
2 2
Flicho K G = [ 252 — 21062,
Y Y%
N
Zz2

2
Fliche MB — f a :”
xy

@
= a2 log 2,
41

Beide Flichen sind also gleich, wenn
w _ o

y? 55_1
ist. Ahnliches gilt, wenn DB = nAB ist.
20) Zu S. 41. Hier integriert Bernoulli den Ausdruck
/ ‘;—y - Er sagt auch, daBl die Bildkurve dieses Integrals eine

logarithmische Kurve ist. Aber er bemerkt nicht, daB dieses
Ergebnis im Widerspruch mit seiner sonstigen Behauptung

[

steht, die er z. B. noch auf Seite 39 aufstellt.
21) Zu 8. 42. Es handelt sich hier um Differentialglei-

chungen von der Form
dy __ [y
=15

Setzt man hier y = xw, dy = zdx 4 xdz, so ergibt sich
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% dx ax
= f(x) _oder - = m

Die Variablen sind also separiert. Bernowlli zeigt hier das
noch jetzt iibliche Verfahren zur Integration der sogenannten
homogenen Differentialgleichung erster Ordnung.

22) Zu S. 42. Eine solche Differentialgleichung hat die
Form

1) (@z4 by + ¢) dz+ (a5 4 byy +¢3) dy = 0,

wo die a, b, ¢ Konstanten sind. Setzt man nach Bernoullis
Vorschrift

d
x+xa

x=§-4 4, y=n-+u,
8o ergibt sich die homogene Gleichung

(@18 + b1n)d§ + (a2§ + bym)dn = O,
wofern man die Konstanten A, u durch die Gleichungen

ayh 4 bype 4 ¢y = 0, agd + by + ¢ = 0.
bestimmt. Im Falle
a1 b2 _ a2 b1 = O
kann man 1) auf die Form
(@2 + ¢;) dx 4 (a3 + ¢)dy = O
bringen. Sind a,, ¢, nicht beide gleich Null, so lassen sich die
Variablen sofort trennem. Ist @y = ¢, = 0, so ist die linke
Seite der Gleichung ein vollstindiges Differential und 148t sich
ohne weiteres integrieren.

23) Zu S. 44. Bernowlli will nur hervorheben, da unter
den gefundenen Kurven auch das Folium Cartesii zu finden
ist (vgl. Anm. 12),

24) Zuw S. 50. Man kann mit Hilfe der Abkiirzungen

1 a— 2

C = = —

ab—p'? a—1

schreiben
1

dz = Cm? (b2 — a?m?)2dm
oder, wenn man noch die Substitution m2 = n macht,

p—1 1
dz = Cin % (b2 — a2n)2dn.
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dx 148t sich in ein rationales Differential verwandeln, wenn

eine der,Zahlen : v
1_)_—_1 P 2¢ —3 a—2
5 g ol oo g 3

ganz ist. Im ersten Falle fiihrt die Substltutlon

b2—aln =1 zu dz= Cy(b —t2)2t2dt (p—glganz)

im zweiten Falle die Substitution

b2 -2 2 p
;—a?=t2 m  dz = Cy(a? 4 #2) 2 de. (§ ganz)

Ist z. B. —2-—!—10 oder —%-—2_117 und % eine der

Zahlen O, 1, 2, ..., so ergibt sich sicher eine algebraische
Kurve. Dies tritt also ein, wenn

_2k+3 _ 2k42

T 2k+43

3 oder
O entspricht der von Bernoulli be-

+

2k
ist. Der Annahme k =
handelte Fall ¢ = g

Ein Integral von der Form

di "
I = f (A—-I-_B_ﬂ)ﬂ— (¢ ganz und positiv)
148t sich mittelst der partiellen Integration auf

at
h= A+ B2
reduzieren. Es ist nimlich (im Falle ¢ > 1)
29 —3 1 t

h=dpg—g i T am =g @t B

Man ersieht hieraus, dafl '

_@=3)g—5)...1 L
' (2¢—2)(29—4)... 24071

sein wird. Die Punkte bedeuten rationale Glieder.
Nun hat man aber (fiir ¢ > 1)

=2 3,...)
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t2d¢ 1 1
arsap el AN = By it

und im Falle ¢ =1

Die Integrale

ndt
f arEm @=h3.)

sind also sicher nicht algebraisch.
s e 2k+3  2k4+2

Somit sind die Fille a—2k+2, 4=3113 (k=0,1,2,...)
die einzigen, wo eine algebraische Kurve herauskommt.

25) Zu S. 51. Es wird hier y als unabhiingige Verinder-
liche gedacht (statt z). DemgemiB ist d2y = 0. Dieses Hilfs-
mittel des Wechsels der unabhingigen Verinderlichen findet
man schon in Letbnix Manuskripten von 16756.

Bernoulli kann die Rechnung nicht zu Ende fithren, weil
ihm die Funktion Logarithmus fehlt. Aus

adx

y=V:c2—a2

folgt
y = a log (x 4 Va? — a?) 4 Konst.

oder, wenn man das Achsensystem in der y-Richtung passend
verschiebt,

z 4 Va2 — a2
a

*) y=alog
Hieraus folgt

a L Y

x=?(e“—|—e a).

Die Kurve ist also die Kettenlinie, die Bernoullt in einer
spiteren Vorlesung behandelt.

26) Zu S. 53. Es ist auf der gleichseitigen Hyperbel
de _dy xdy —yde dz+dy
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also
1 a? )
5 @8y ~yde)= 5 dlog (& +y)

und der Hyperbelsektor
z+ Va2 — a?
- a
Vergleicht man dies mit Formel *) in Anmerkung 25, so er-
kennt man die Richtigkeit der Bermoullischen Behauptung.
Auf Beite 52, Zeile 3, muBl 4 durch B ersetzt werden.
27) Zu 8. 54. Hier ist also s die unabhingige Versnder-

liche.
28) Zu 8. 55. Die rechte Seite ist in der Tat das Diffe-

rential von

. a?
ABC = 5 log

1la Vds? — dy?
ds dy !
aber nur rein formal; denn dieser Ausdruck ist bedeutungslos.

29) Zu S. 56. Hier ist wieder 2 die unabhingige Ver-
#nderliche. — Die Integration 148t sich so zu Ende fiihren:

Setzt man x = Va?— 4a?, 80 ist xdx = zdz und
xdx —zxdx _ dx4-dx
402 = x4z’

mithin

2dx =4 d(vx) — 4 (vdx — 2dx) =1} d(vx) — 2a2d log (x + %),

Va2 — 4a?
2a

30) Zu S. 58. Durch die Wahl der unabhiingigen Ver-
#nderlichen y wird die Differentialgleichung vereinfacht.

31) Zu S. 58. Wieder mul Bernowll: die Integralkurve
konstruieren, weil jhm zu ihrer analytischen Bestimmung die
Funktion are sin fehlt. Fig. 40 ist ilbrigens etwas zu klein.
Es soll eigentlich 4L doppelt so lang sein wie 4D in Fig. 39.

32) Zu 8. 59. Bernoulli gibt hier eine Einteilung der
transzendenten Kurven nach den Quadraturen, von demen die
Aufstellung ihrer Gleichungen abh#ngt.

33) Zu S. 60. Es wird verlangt

yVdz2+dy?
dx -

‘/;zda: = %x x2 — 402 — 2a? log il -+ Konst.

n, x+yd;dj=m+Konst.
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Hieraus ergibt sich

i yﬂ}w ndn _ ydy.
ndn_{dw+d(dx) P also am = du

Beide Kurven haben also gleiche Subnormalen (in. entsprechen-
den Punkten)
34) Zu 8. 62. Man kann auch so rechnen:

m2 4+ n? = a2, also mdm 4 ndn =0,

mithin
ndn
xr==m — d_m_ = 2m,
2dn?
= Vrﬁ — nd::; = Vn2— m2 = Va2 — 2m?2
und daher »
2
5+u=a

Das ist eine Ellipse mit den Halbachsen aV 2, a.
35) Zu 8. 62. Es handelt sich einfach darum, aus den
Gleichungen
mé — xmd 4 at = 0,

mby2 — a‘mi 4 a8 = 0

das m zu eliminieren. Bermowlli fithrt diese Elimination auf
recht umstindliche Weise aus.

36) Zu S. 64. Vom oskulierenden Kreise spricht Leibniz
in seiner Arbeit: »Meditatio nova de natura anguli contactus
etc.« in den Acta Eruditorum von 1686. Er sagt nicht, wie
Bernoulli hier angibt, daB die Punkte B und C sich kiissen,
sondern es kiissen sich vielmehr Kreis und Kurve. Leibniz
befand sich tibrigens im Irrtum iber die Art der Berithrung
zwischen Kurve und Oskulationskreis. Er glaubte n#mlich,
dafl sie vier konsekutive Punkte haben, wihrend es faktisch
nur drei sind. Jakob Bermoulli hat im M#rz 1692, ebenfalls
in den Acta Eruditorum, Letbniz’ Ansicht korrigiert. Johann
Bernoullt gibt auf Seite 67 die richtige Auffassung.

37) Zu S. 64. Huygens hat im dritten Teil seines »Horo-
logium oscillatorium« (Ostwalds Klass. Heft 193) (1673) be-
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wiesen, da8 die Evolute der Ort der Schnittpunkte konseku-
tiver Normalen|ist.)| Das,hat Bernoulli hier wohl im Sinne.

38) Zu S. 65. Mit diesem Beweise ist Bernoulli selbst
nicht zufrieden und gibt deshalb weiter unten einen andern.

39) Zu 8. 66. DaB der Oskulationskreis die Kurve durch-
setzt, beruht darauf, daB er drei konsekutive Schnittpunkte mit
ihr hat. Beim Passieren eines einfachen Schnittpunktes geht
er von einer auf die andere Beite. Tut er dies dreimal, so
kommt er von einer Seite auf die andere.

40) Zu S. 67. Bernoulli denkt an algebraische Kurven.

41) Zu 8. 67. Descartes hat in seiner Géométrie (1637)
die Koordinatenmethode entwickelt, die freilich vor ihm schon
andere kannten (z. B. Vieta).

42) Zu S. 68. Es steht hier die Gleichung eines Kreises
mit dem Mittelpunkt (s, — ¢) und dem Radius . Charakte-
ristisch ist das Ignorieren der Vorzeichen der Koordinaten.
Auch bei Descartes waren die Koordinaten nur Lingen. Da-
her das Ablesen der Formeln aus einer speziellen Figur.

43) Zu 8. 74. DaB die Evolute der Parabel eine semi-
kubische (oder Neilsche) Parabel ist, hat Huygens entdeckt
(Horologium oscillatorium, 1873, III. Teil, Satz 8). Er hat
auch die Rektifikation der Kurven durch Abwicklung gelehrt.

© 44) Zu S.75. Es ist
[a®+ 4a(a+ b)x 4+ 4(a + d) m’*’]d:cz

dx? 4 dy? =

4abx + 4ba2
dxi-l‘;zzw alb[a3+4a(a+b)x+4(a—|—b):c2]Va2ba;+alﬁ
also
BD = [a® 4+ 4a(a + b)z + 4(a + b)a:’]2

V_
Auf Seite 74 (ganz unten) muB die Klammer hinter der 4
stehen.

46) Zu 8. 76. Manchmal kommt im Wege der Rechnung
doch eine GrdBe mit Vorzeichen heraus. Dann findet Bernoulls

natfirlich die richtige Deutung dafdr. Dies kann man an ver-
schiedenen Stellen der Vorlesungen beobachten.
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46) Zu S. 78. Es ist.

x
Bogen s =fV1 Fy?de=V1+y'2a
0

Wo y,' einen Wert von y' im Intervall (0, z) bedeutet. LBt
man z nach Null konvergieren, und ist dabei lim y' = O, so0
ergibt sich

lim L 1.
xr

Man konnte sich auch darauf berufen, dafl das Verhiltnis des
Bogens zur S8ehne dem Grenzwert 1 zustrebt, wenn der Bogen
sich unendlich verkleinert.

47) Zw S. 79. Man kann bei der Berechnung der Krilm-
mung die Kurve in der Umgebung des betrachteten Punktes
mit dem Oskulationskreise identifizieren. Dann sieht man so-

2
fort, daB lim %~ — BD ist.
2

48) Zu S. 80. Die Gleichung des oskulierenden Kreises
in bezug auf das Achsensystem Normale — Tangente lautet, wenn
¢ der Krimmungsradius ist,

y = Va(2¢ —2)
Hieraus entnimmt man :
=0 % also hm2—x= 0

und man kann nun 2, y als Punkt der Kurve betrachten
(vgl. Anm. 47).

Es ist leicht, hieraus die Differentialformel fiir ¢ abzuleiten.

49) Zu S. 80. Gemeint ist nattirlich die Rektifizierbarkeit
durch algebraische Funktionen.

50) Zu S. 84. Man kann die Richtigkeit der Formel be-
stitigen, indem man die Parallelkurven der Parabel

= '& Va—yy r= % )
aufsucht. Die Richtungskosinus der Normale sind

9y 4a

9y + 4o’ V 9yt 4a
Ostwalds Klassiker. 194. 12
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Trigt man auf allen Normalen die konstante Strecke % auf,
8o ergibt sich| die Parallelkurve

t-—%Vay-I-ngq + 4a’

4a
Diese Formeln gehen in die Bernoullischen iiber, wenn man

setzt
k = b -— f’a

und eine Translation der Achsen vornimmt.

51) Zu S. 84. Wir wissen bereits, da8 unter den Evol-
venten der semikubischen Parabel die Parabel vorkommen muf.
Vgl. Seite 74.

52) Zu S. 87. Betzt man

toy + a2 ==,

422 4 _ 8xdx
3 y a

8o wird

’
also

___3ydy —-3x2dx ——dx
ey B

63) Zu S. 91. Die Bernoullische Herleitung der Kurven-
gleichung ist sehr umstindlich. Leibniz hat 1692 in den Acta
Eruditornm eine inhaltreiche Abhandlung verdffentlicht: »De
linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis inter se con-
currentibus formata easque omnes tangente«, worin er das be-
kannte Verfahren zur Enveloppenbildung auseinandersetzte, das
noch jetzt angewandt wird.

Die hier sich ergebende Enveloppe nennt man nach Lit/-
row Astroide. Bie ist, wie Bernoulli findet, eine Kurve
6. Ordnung. Aus seinen Formeln 148t sich auch entnehmen,
daB sie eine rationale Kurve ist. Macht man in seinen Glei-
chungen

die Substitution = a sin ¢, so findet man
*) = g cos?ip, r = a sin3¢p.
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cos ¢, sin ¢ lasgen sich aber rational durch Zg % ansdriicken.
54) Zu S. 92. Sehr einfach geht die Rektiflkation, wenn
man sich der Parameterdarstellung *) bedient (vgl. Anm. 53).

53) Zu S. 94. Vgl. Horologium oscillatorium (1673),
Teil III, Satz 6. Huygens benutzte diese Eigenschaft, um
isochrone Pendelschwingungen zu erzeugen. Praktisch bietet
das Zykloidenpendel jedoch verschiedene Nachteile.

56) Zu S. 94. Tschirnhausens Kaustik ist die Brennlinie
des Kreises gegeniiber Parallelstrahlen. Sie wird weiter unten
von Bernoulli ausfibrlich untersucht. Vgl. auch Anmerkung 5.
Die Bezeichnung Zykloide gebraucht hier Bernowlls fur alle
Kurven, die man jetzt Epizykloiden, Hypozikloiden und Peri-
zykloiden nennt. Bei den Epizykloiden liegen die Kreise auf
verschiedenen Seiten der gemeinsamen Tangente, bei den Hypo-
nnd Perizykloiden auf derselben Seite. Bei den Hypozykloiden
ist der rollende, bei den Perizykloiden der feste Kreis der
kleinere. Der rollende Kreis berithrt den festen mit seiner
Auflenseite von auBlen (Epizykloide) oder mit seiner AufBlen-
seite von innen (Hypozykloide) oder mit seiner Innenseite von
aulen (Perizykloide). (Vgl. Loria, spezielle alg. und transz.
Kurven II, 8. 93.)

DaBl eine Zykloide (im Bernoullischen Sinne) eine mit sich
selbst dhnliche Evolute hat, ist ein Satz, den z. B. Cantor
und Loria auf de la Hire (1640—1718) zortickftihren, ohne
Johann Bernoulli auch nur zu erwihnen. Man miifite fest-
stellen, ob de la Hire den Satz schon vor 1694, wo er
etwas tiber Epizykloiden publizierte, irgendwie bekannt ge-
macht hat. Sollte nicht doch Johann Bernoulli ihn zuerst
gefunden haben? .

b7) Zu S. 95. Gemeint ist ein rationales Verh#ltnis.

58) Zu S. 96. Die Teilung eines gegebenen Winkels ¢
in n gleiche Teile ist gleichbedeutend mit der Aufldsung der
algebraischen Gleichung

" = e,
Setzt man z = x |- ¢y, so ist es leicht, eine algebraische
Gleichung fiir « (oder y) zu finden.

59) Zu 8. 97. Mechanische Kurven sind das, was wir
jetzt transzendente Kurven nennen. Mechanisch heifit also
nichtalgebraisch.

12*
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60) Zu S. 97. Eine Nichtzahl (numerus surdus) ist eine
Irrationalzahl.

61) Zu S. 98. Vgl. den Schluf von Anm. 56. De la
Hire hat auch die Rektifikation und Quadratur der Zykloiden
(in Bernoullischen Sinne) behandelt.

62) Zu S.100. Um die Richtigkeit dieser Proportionen
zu erkennen, mufl man bedenken, daf die Winkel ACB, ECB,
LCE usw. in Fig. 75 (Seite 99) infinitesimal sind. Es ist
daher

0= mg= =408
Ferner hat man
oc SO
A—C=ﬁ=“'=4F‘4E
Also folgt
" 00_80__ A FAE _ 2 +2a
AB~ EQ = T X ACB ™ a

63) Zu S. 103. Bevor man ML differenziert, wird man
den konstanten Faktor a:2(a 4 b) heraussetzen. Dann ist

—i’— R zu differenzieren, wobei B = — x4 - ... ist,

64) Zu 8. 103. Es wire besser gewesen, diese Verein-
fachung vor der Differentiation vorzunehmen.

65) Zu S. 109. Betreffs der Spiralen vgl. die sehr sorg-
faltig gearbeitete Monographie von 4. Michalitschke: »Die
archimedische, die hyperbolische und die logarithmische Spi-
rale<. (Prag, 1891.)

Die Spirale des Archimedes (r = a-3) bildet mit dem Radius-
vektor einen Winkel w, der durch die Gleichung

cot w = ir_ =2

T rdd r
bestimmt ist. Die Parabel y2 = 2ax bildet mit der Ordinate
einen Winkel w, fir den die Gleichung cotw = % =2

gilt. Biegt man also die Parabel unter Wahrung der Winkel
w 80, daB die Ordinaten y in einem Punkte zusammenstofen,
so erhilt man die Spirale » = a 9.
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Ebenso 148t sich die logarithmische Spirale aus einem recht-
winkligen Dreieck, zurechtbiegen (unter Wahrung des Winkels
w, der hier'konstant ist).

66) Zu S. 110. In seiner Antwort auf den zweiten Brief
Newtons (vom 24. Oktober 1676), die im Juli 1677 in London
einlangte, hat Leibniz schon das Problem ausgesprochen, alle
Kurven zu finden, die mit ihrer Evolute kongruent sind, also
durch jhre eigene Abwicklung entstehen. Er sagt, das sei
eine umgekehrte Tangentenaufgabe, und zwar eine schwierige.
(Vgl. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik,
Bd. III, 8. 183).

Den einfachsten Ansatz findet man, wenn man die betrach-
tete Kurve darch die Gleichung

1) e = f(7)

charakterisiert, wo ¢ der Krtimmungsradius in einem Punkte
P ist, und 7 der Winkel, den die Tangente in P mit einer
festen Achse bildet. Bei Bewegungen i#indert sich z um eine
additive Konstante, wihrend ¢ ungeindert bleibt (v ist eine
Integralinvariante, ¢ eine Differentialinvariante der Gruppe
aller Bewegungen). Eine mit 1) kongruente Kurve wird also
durch eine Gleichung von der Form

e="rlr+e
charakterisiert sein.
Geht man zur Evolute der Kurve 1) ilber, so tritt an die
de

Stelle von 7 offenbar r—i—g, an die Stelle von ¢ aber iz’

weil dg das Bogenelement und dz = d(v + —7—;—) der Kontin-

genzwinkel der Evolute ist. Soll also die Evolute mit der
Kurve kongruent sein, so muB aus 1) folgen

es mufl also
2) f'(@)=fr 4

sein. Dies ist die Funktionalgleichung des Problems.
Bei der logarithmischen Spirale ist ¢ = ae'?, also f(7) = aet®
und wirklich ’
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log 1)
f(6) = ke = 2ol ET — (o 48 8)

Bei der Zykloide ist
e=acos (r4b), also f(z)=acos(r- D)
und
f'(t) = —asin (v 4 b) = a cos (r—l— b+%)=f(r+—72£).

Es liegt hiernach nahe, 2) durch den Ansatz
fle) = S 40t
zu befriedigen. Man findet dann
f'(r) = SAxe?, f(v + ¢) = I Ae*ce”,

und 2) ist befriedigt, wenn

® = e*¢
ist. Man wird also fiir x die Wurzeln dieser transzendenten
Gleichung zu setzen haben. Wir wollen uns mit diesen An-
deutungen begntigen.

Die Aufgabe, alle Kurven zu finden, die ihrer Evolute
dhnlich sind, fiihrt auf eine #hnliche Funktionalgleichung wie
2), nur daB rechts noch ein konstanter Faktor steht. Fuler
hat dieses Problem behandelt (1750).

Alle Kurven zu finden, die ihrer umgeklappten Evolute
shnlich oder kongruent sind, ist eine viel leichtere Aufgabe.

Sie fithrt, da bei einer Umklappung 7z in — 7z - C iibergeht,
auf eine Funktionalgleichung von der Form

3) (7)) =kf(c— 7).
Man findet dann ‘
f"(r) = — kf' (e — 7) = — k*f(v)
also
"(v) + #*f(z) = 0,
d. h.
f(r) = 4 sin (kv 4 B)
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Setzt man dies in 3) ein, so erkennt man, daB

kc+2p=-;-‘

ist.
Die Kurve wird also durch die Gleichung

¢ = A sin (kv 4 p)

charakterisiert.

67) Zuw S. 110. Vgl. zundichst Anm. 5. Johann Bernoulls
hat 1692 fiir eine Brennlinie durch Reflexion den Namen Kata-
kaustik, fir eine durch Refraktion den Namen Diakaustik vor-
geschlagen. Es handelt sich in beiden Fillen um oo! Licht-
strahlen in der Ebene, die an einer Kurve reflektiert oder
beim Passieren einer Kurve, die zwei verschiedene Medien von-
einander abgrenzt, gebrochen werden. Man will die Enveloppe
der reflektierten, bzw. gebrochenen Strahlen wissen.

Die Diakaustiken hat zuerst Joh. Bernoulli betrachtet. Die
darauf beziiglichen Vorlesungen sind hier mit Ricksicht auf
den Umfang des B#ndchens ausgelassen. 8ie bieten auch in
methodischer Hinsicht nicht viel Neues im Vergleich zur Be-
handlung der Katakaustiken.

68) Zw 8. 111. Acta Eruditorum, Nov. 1682. Tschirn-
hausens Satz ilber die Bogenlinge seiner Kaustik hat Letbniz
bewiesen (in einem Brief an Tschirnhaus).

69) Zu S. 112. Es ergibt sich zunichst

% — ydy? = yda?
T da? — dy?

x = — y ist aber unbrauchbar.

70) Zw 8. 117. Um RL zu erhalten, beachte man, daB
(Fig. 86)

a? _
RL = AL — AR=~&-:— V2a:c—a:2
V2azx — 22
ist (wegen AR = HG).
71) Zu S. 118. Man kann nur solche Ausdricke mit Zir-

kel und Lineal konstruieren, die eine endliche Anzahl von
Quadratwurzeloperationen aufweisen.
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72) Zw 8. 118. Weil man die Quadratwurzeln konstruieren
kann.

73) Zw S. 118." Es 148t sich kaum annehmen, dafl Tschirn-
hausens Irrtum hier richtig erklért ist. Er arbeitete nur pour
la gloire und daher immer sehr flichtig. Von Griindlichkeit ist
bei ihm nichts zu merken.

74) Zu 8. 119. Dieser Beweis fir die Verschiedenheit der
beiden Kurven ist interessanter als der andere, weil er keine
Formeln braucht.

75) Zu S. 119. Vgl. Anm. 68.

76) Zu S.122. ABHL setzt sich aus AEB = % Recht-
eck AB und dem Trapez E'LHB zusammen.

Die Brennlinie der Parabel gehdrt tibrigens zur Klasse der
Binusspiralen. Sie sind dadurch charakterisiert, daB die Pro<
jektion des Kriimmungsmittelpunktes auf den Radiusvektor
diesen in konstantem Verh#ltnis teilt, und haben eine nattir-
liche Gleichung von der Form

. 2n
T O]
§=_— (a 1 do.

] -

Viele bekannte Kurven (log. Spirale, gleichseitige Hyperbel, .
Kardioide, Lemniskate usw.) gehsren zu dieser Kurvenfamilie.

'77) Zu S. 123. Es ist nicht schwer, folgende Parameter-
darstellung dieser Brennlinie zu finden (bezogen auf die Achsen
F4, FC in Fig. 90):

x == — 2a cos? ¢ - 4a cost g,
y = 2a@ |- 4a sin ¢ cos? ¢.

Dabei ist ¢ der Winkel MFA. Mit Hilfe dieser Formeln
kann man die Bernoullischen Angaben leicht priifen. Um x. B.
den Punkt L zu finden, bildet man

% = 2a + 4a cos* @ — 124 sin? ¢ cos? ¢
3)2 1
=2a—12acos2p | 16acost p=a (4 cosZ g —?) -
Diese Abteilung verschwindet, wenn cos ¢ = 1 oder 1
Ve 2

ist. Dem ersten Wert entspricht der hdchste Punkt, dem andern
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der tiefste Punkt L der Brennlinie. Man findet wirklich
AE = 2q,8in2 @i =3 0.

78) Zu S.124. Da die Geraden DG, Dy einen infinite-
simalen Winkel bilden, ist es erlaubt, von einer Parallelen zu
sprechen.

79) Zu S. 124. Die Rechnungen bieten keine Schwierigkeit.

80) Zu S.131. Dies liegt an der Wahl der Verinder-
lichen.

81) und 82) Zu S. 136. Es ist interessant, zu sehen, wie
auch der leichtere Fall noch untiberwindliche Rechnungen bietet.

Das Haften an den rechtwinkligen Koordinaten wirkt hier
hemmend.

83) Zu 8. 138. Huyyms war der erste, der das Leth-
nizsche Problem 1dste. Die Losung ist die semikubische Pa-
rabel.

84) Zu S. 139. Gdund He sind gleich wegen des »gleich-
miifligen Abstiegs. «

85) Zw S. 141. 'Wieder fehlt die Integrationskonstante.
Deshalb nachher die kiinstliche Interpretation »Dies ist ein
Zeichen usw.«

86) Zu S.143. Aus y3 = 3Jax? folgt

BV _2 8y 841 2
y =’y oy &
also ist der Krummungsradius

DR=(1+${,'2)2 2y+2a Vyz
-_ a

+ay .

Bernouwlli ahnt hier das Huygenssche Zykloidenpendel nach.

87) Zu 8. 145. Auch diesen Spezialfall vermag Bernoulli
auf seinem Wege nicht zn erledigen, was an der Bevorzugung
der rechtwinkligen Koordinaten liegt. Hier sieht er dies tibrigens
selbst ein; denn einige Zeilen spiter sagt er: »Um eine andere
Gleichung in den Differentialgrofien zu finden, die aus weniger
Gleichungen besteht, muBl man andere Gréfien als unbestimmte
annehmen.« Bei fritheren Gelegenheiten hat er, wie wir ge-
sehen haben, diesen Grundsatz nicht befolgt.

Hier geschieht das Merkwiirdige, daf er mit Hilfe der neuen
Unbestimmten, fiir die er die Ableitung noch einmal durch-
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fithrt, auch die alte Differentialgleichung in einfacherer Form
wiederfindet., , Auf diesem Umwege bemerkt er erst, dafB der
Bruch

oyt + dzy = @+ yY)Vay _ y+aeVyt @24 y)Va
ay? — %y (ay — 22)Vy
mit z == Vay gektirzt werden kann. Weiter leisten die neuen

Unbestimmten ihm keinen Dienst.
Hiitte er in

dz - Vy(@* — y?)

Va
wo z der Radiusvektor AD ist, und y = CD die Ordinate,
noch y = 2 cos ¢ gesetzt, dann warde er folgende Differential-

gleichung in Polarkoordinaten gefunden haben (wobei wir z = r
setzen wollen):

= zdy — ydz,

A _d9
Var  Veos ¢
oder, wenn man statt go‘ noch t_q%=t einftihrt,
dr _ 2dt
Var V1i—t

Man gewinnt hieraus ,
_ ¢
]/L — 9 f _ at .
a JV1I—t
Bei der Rektifikation der Lemniskate
12 = cos 27,

wo wir 7 als Amplitude und ¢ als Radiusvektor betrachten,
t

dt
tritt gerade das Integral f —_—
g og ; Vi n

gen vom Doppelpunkt der Lemniskate bis zu dem Punkte mit

auf. Es mift den Bo-

dem Radiusvektor ¢ = tg %, und V% ist das Doppelte dieses

Bogens.
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88) Zu S. 147. Betzt man m? = ar cos ¢, ¥ = r sin ¢,
so entsteht eine Differentialgleichung in », ¢, wo die Variablen
sich trennen lassen.

89) Zu S. 147. Huygens machte die Entdeckung, dafl die
Zykloide vollkommen isochrone Schwingungen herzustellen er-
laubt. Horologium oscillatorium, II. Teil, 8atz 25). Unabh#ngig
von ihm bewies auch der Jesuit Ignace Gaston Pardies den
Batz.

90) Zu 8. 151. Vgl. Anm. 89.

91) Zu 8. 152. In Galiless »Discorsi e dimostrazioni mate-
matiche intorno a due nuove scienze« (1638)* wird von der
Kettenlinie gesprochen, und ihre Gestalt mit einer Parabel ver-
glichen. Joachim Jungius (1669) zeigte, daB die Kurve keine
Parabel ist, war aber nicht imstande, sie wirklich zu bestimmen.
Jakob Bernoully legte das Problem im Mai 1690 in den Acta
Eruditorum aufs neue vor, und nun wurde es durch Huygens,
Leibniz und Johann Bernoulli gelost. Vgl. auch das Leibniz-
bindchen dieser Sammlung (Nr. 162).

92) Zu S. 156. Die logarithmische Kurve ist durch die
Konstanz der Subtangente, also durch

’ y

y ==

e
charakterisiert und hat daher die Gleichung
Yy = be=,
Wegen ihres Zusammenhanges mit der logarithmischen Kurve
schlug Letbniz vor, die Kettenlinie als Logarithmentafel zu be-

nutzen, besonders auf Reisen, weil es unbequem wire, umfang-
reiche Tafeln »durch L#nder und Meere zu schleppen.«

*) Ostwalds Klassiker Nr. 11, 24, 25.
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