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-retta; le ricerche continue che si

-AG'L‘I STUDIOSI
'DELLE MATTEMATICHE
GLI EDITORI

.D opo aver dato in luce con plauso di tuttii pii in-
telligenti Mattematici gli Elementi di Geometria del
celebre. Le-Gendre tradotti con la possibile accuratez-
za in italiano ; non si potea certo da noi proseguir me-
glio a presentar il corso dello studio delle Mattemati-
che , quanto in pubblicar come facciamo gli Elemen-
ti di Algebra del Sig. Dott. Paoli, superiore ad ogni
elogio che potessimo farne, se pur la sua modestia ci
permettesse di farlo.

1! plauso con cui venne accolta la prima edizio-

ne di essi, quantunque riuscita disgraziatamente scor-

jganno della non ele-
gante edizione di Torino ; e la stima sopra tutto che
professiamo al celebre Autore ci ha fatto risolvere a
pubblicar la presente sotto gli occhi dell’ Autore stes-
80, accoppiando in essa, per quanto é stato possibile,
oltre una scrupolosa correzzione , I’ economia necessa-
ria per un libro di scuola alla nitidezza , esattezza, e
perfezione tipografica . Ognuno che vi ponga U occhio
potra agevolmente convincersi di quanto sia essa su-
periore a tutti i libri di algebra che si sono pubblica-
ti, e 5i pubblicano attualmente in Italia.

~



Iv

Né meno certo ci abbisognava per corrispondere
in qualche modo alle gentilezze dell’ Autore , che ron
solo si é voluto prestare alle nostre premure accuden-
do all’ edizione ; non solo ci ha offerto dei notabili
cambiamenti, rischiaramenti, ed aggiunte nel corso

“dei due Volumi gia pubblicati ; ma si é voluto occu-
pare ancora della composizione d’ un intiero terzo Vo-
lume, che vedra ora per la prima volta la luce. Con-~
terrd questi una piv ampia esposizione di alcune ma-
terie nei precedenti Volumi trattate; altre nuovamen-~
te esponendone , ed in specie I eccellente rigorosa ma-
niera di presentgre i principj del Calcolo Differenzia-
le immaginata dal sommo geometra La-Grange; ser-
vira di supplemento agli altri due; e porra i giovani

sulla strada delle pii importanti igerche analitiche
in questi ultimi tempi intrM ‘

Speriamo dunque ek la gioventi specialmente,
la quale in Italia si é rivolta da poco in qua in gran
numero allo studio delle Mattematiche, ci sapra buon
grado delle nostre cure ; come degli attestati non equi-
voci di gradimento hanno superate di gran lunga
sempre le nostre speranze in ogni intrapresa tipogra-
[fica, che ha veduto la luce da questi torchi.




PREFAZIONE
DELL"AUTORE

-Ea tutti quelli, che in Italia si danno allo studio delle Ma~
tematiche , se qualche genio sublime si ecoettua, il quale con
la forza del suo spirito abbia trionfato di tutti gli ostacoli, e
siasi posto a livello de’ Geometri oltramontani , pochi altri si
contano , che giungano alla mediocritd. INé cio'si deve ripetes
re dalla mancanza degli ingegni , che abbondano in Italia, co-
me per tutt’ altrove, ma dal mal inteso metodo d’ insegnare le
Matematiche: poiché quivi non si pongono nelle mani de’gio-
vani che Elementi molto leggieri, i quali compariscone facili,
perché seno inesatti , e non trattano, in ciascun ramo della
Scienza, che di qualche caso particolare. 1l primo inconves
niente che me nasce, & quello, che i giovani si avezzano a
- «contentarsi di una tal quale evidenza ; giacche una dimostra-
gione rigorosa non pud ottenersi, che quando la cosa si consi- °
-dera in tutta la sua generalita . Inoltre » & certo che niuno pud
rendersi abile , se non leggendo le Opere de’ gran Geometri, i
quali suppongono nel lettore la scienza portata a quel grado,
in cui si trova , allorché scrivono. Ora chi non ha trovato negli
Elementi, che quelle cognizioni soltanto che si avevano un se-
colo addxetro al primo leggere de’ libri degliEuler, de’ d’ Alem-
‘bert, dei de 1a Grange si abbatte in difficolta insuperabili . Di
quié il pin delle volte succede, che o abbandona affatto I intra~
presa carriera , o $i conténta di rimanere nella ristretta sfera
delle cognizioni pit elementari, passando la vita d’ elemento
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in elemento, ed in cio fare talvolta é confortato dalla imperi«
sia de’ Maestri, i quali non essendo in stato di toglierli quel=
le difficolta , che essi pure incontrano, gli consigliano ad aste-
nérsi da, certe|ricerche s che con simulato, ma prudente disprez.
20 caratterizzano come intralciate ed inutili. Qualcke volta
pero persistono nell’ incominciato camino , e vanno qua e la
cercando di riempier le lacune , che trovano nelle loro cognizio-
ni; ed in cid fare senza alcuna regola perdono molto tempo,
onde appena riesce loro d’intendere alcuni de’libri magistrali ,
non che di contribuire con le loro proprie ricerche all’ avanza-
mento della Scienza . Nella complicazione , cui é giunta rAl-
gebra , si rende necessario un metodo , il quale il pits presto che
é possibile , avuto riguardo alla capacita d¢ giovani, li ponga
in grado di leggere senza inciampo i libri de’ Geometri del
prim’ ordine. Un tal metodo appunto é quello, che io mi son
proposto di delineare in questi Elementi ; e percio ho procurato
di toglier di mezzo le ricerche inutili o inesatte, o particola-
1i; ed in ciascun ramo della Scienza ho tentato di porre i gio-
vani sulla sttada de’ metodi piis generali e pii accurati, che
di presente si conoscono . In qualche parte ho potuto trattar la
materia in tutta P ¢stensione relativamente alle cognizioni, che
Sfinora abbiamo: le altre formano una introduzione alle Opere
grandi; ¢ qui ho procurato di porre in chiara luce i principj , e
togliere quelle difficolta ; che nella lettura delle medesime si so-
' gliono incontrare. Il tutto poi mi sono studiato di dimostrare
con esattezza , e col massimo rigore; non appoggiando mai la
prova alla felzoe riuscita ne’casi particolari, ma deducendola
a priori dalla natura della cosa. Su questo punto mi pare di
aver supplito a molte mancanze, che si trovano nella maggior
parte de’libri , specialmente elementari , i quall invero nulla .
dovrebbero contenere’, che non fosse evidentemente certo. Giu-
dicheranno i Geometri, se io sia riuscito felicemente nel piano,
che mi sono proposto: ma in qualunque modo il mio libro potrd
essere utile ad altri per farne un migliore. Mi resta solo ad av-
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vartire, che non ko mancato di citare gli Autori delle scoperte
piu grandi, e diquelle specialmente, che al nostro secolo ap-
pariengono: ma sarei stato troppo lungo , se anche nelle mino-
ri ricerche avessi dato a ciascuno quanto gli é dovuto. Cia-
scuno adunque potré riconoscervi il suo , che io non intendo
usurparmi ; contento , se qualche piccola parte ne rimane anche
a me o nella esposizione de’ metodi, o nella invenzione.

\
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ELEMEN ’fI
DI ALGEBRA

PARTE PRIMA

e DELL’ ALGEBRA DELLE QUANTITA FINITE

CAPITOLOPRIMO
Dell Algebra in generale.

d

.

~Si chiama -quantitd o grandezza tutto ¢id ¢he & suscettibile di
accrescimento o di diminuzione, tutto cid di cui si pud asse-
gnare o concepire il dO{)pio o la meta, il triplg o la terza par-
te, ec. Cesl il tempo, il peso, i numeri, le linee sono quantita,
perché si pud concepire che il tempo, il peso, i numeri, le li-
nee vadano continuamente crescendo secondo qualunque rap-
orto. Non cosi le qualita morali, come sarebbe I'attenzione,
ﬁ diligenza, sono qusntita, perché quantunque vi sia un’at«
tenzione e una diligensa maggiore di un’altra, non si pud perd
conoepire che una sia doppia dell’altra, e in generalpe non si
possono né assegnare né concepire i gradi del loro accrescimen-
to o diminuziene . E chiaro che vi sono molte diverse specie di
quantita, e da esse hanno arigine le diverse parti delle Matema-
tiche, le quali si aggirano nella contemplazione di una specie
farticolare di grandezze. Le Matematiche in generale formano
a 1Scieuza delle quagtita, o sia la Scienza che insegna a misu-
rarle. ' A
L’unico mezzo di misurare una quantita qualunque & quel-

lo di riguardare come cognita e fissa un’altra quantitd della
medeai:;a spt;cie, e di determinare il rapporto di quella a que-

om. 1. o b §
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sta, Cosl se vogliamo mieurara il tempo, supponghiamo cogni-
to un dato tempo, come sazebbe.un’ora, ed osserviamo quante
ore son contenute nel tempo che vogliamo determinare. Cos)
{mre se dovremo determinare una distgnza, ci serviremo di una

unghezza coguita, ed a quella paragoderémo la distapza da mi-
surarsi. Ini generale conviene per ogni sorte di quantita fissarne
una della medesima specie., la. quale serva di misura o di unita,
e determinare il rapporto che ha con questa unita la quantita,
di cui si cerca la misara. In tal guisa pospiamo paragonar tra
loro le quantita di"diversa specie, come sarebbe lo spazio per-
corso da un corpo; che:4i. muove, a H:tempo impjegato a percor-
rerlo; perché noi non paragoniamo. propriamente che due nu-
meri , i quali esprimono il rapporto del tempo all’unitd di tem-
Po, e quello delio spadid all wnitd di:spazio. + .

Siccome adunque tutte le quantita si riducono a numeri,
¢ evidente che il fondamento di tautte le Matematiche deve con-
sistere in un trattato completo della Scienza de’numeri, e del-
le diverse maniere di computarli. Questa parte importante del-
le Matematiche, a cui tutte le altre sono appoggiate, si chiama.
Algebra o Analisi.|L’ Algehra pertanto.ha per- oggetto di consi=
derare i pumeri, ¢he rappresentano le quantita,, senza aver Ti=
guardo alle diverse specie. di quantita, che essi rapprésentano.
Appartiene-alle altre parti delle Matematiche il considerare que-
ste diverse specie. . :

- . La Scienga isi vero de’numeri.si suole comunemente chia-
mare Adritmetisa ; ma questa non si estende che ad aleuni meto-
di di calcelare, i quali vengono a bisogno nella vita civile, men~
tre I’ Algebra:abhraccia tutte cid che pud aver luogp nella dot-
‘trima de’numeri, onde si suole anche chiamare Aritmetica Uni-
versale. L’ Aritmetica si serve per denetare i numeri delle cifre
~ arabe,. e I’ Algebra oltre le cifre: arabe adopra. ancora le lettera
dell’ Alfabeto, e in cid eonsiste una.gran differenza tral’una e
I’altra di queste scienze. Poiché siccome le lettere non signifi-
eano un numero particolare, ma esprimono qualunque nume~
20 ;. 1e soluzioni de’ problemi, che si ottengono con I'Algebra, so-
no generali e comprendono tuttii casi, laddove I’ Aritmetica floa
eonsidera che un ¢aso particolare, e per ogni simile‘caso con-
vien che faccia un nuovo calcolo. Sia proposto per esempio di
trovar due numeri,.la samma de’quali sia 5, e la differenza 3.

2
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L’ Aritmetica risolvera questo problema particolare; ma se la
somma o la differenza de’numeri cercati sary diversa, converra
che faccia un nuovo ‘calcolo affatto simile al primo. L’ Algebra
all’ opposto, rende prima generale questo problema, ponendo le
lettere a e b per la somma e la differenza de’due numeri cerca-.
1, ed il di lei caleolo una volta fatto serve per tutti i casi; poi=
ché per un-caso particolare qualuml;ue , non-occorre fare altro
che sostituire nella soluzione generale alle lettere a e & i nume-
ri corrispondenti- a questo caso . Inoltte fatta una operazione
sulle cifre numeriche non rimane pia alcun segno di'questa
operazione: ma le lettere conservan sempre la traccia delle ope~
razioni, onde poi si ricavano de’metodi che insegnano ad ottes
ner I’ intento con operazidni pit semplici-di quelle, che porta
la regola generale. Questo vantaggio-¢ cosi grande, che ' Alge-
bra si rende per mezzo di esso capace di operazioni moltiplici
. ed intrigatissime, alle quali rion ¢ in alcun mode permesso di
giungere alla comune Aritmetica. :

CAPITOLO II
Delis prime operazioni dell’ Algebra, .
‘Siccome nell’ Aritmetica per rapporto alle cifre numericke, cosl
nell’ Algebra per rapporto alle lettere si fa l1a somma, la sottra-
zione, la moltiplicazione., e la divisione. La somma si fa
tra le quantita il segno «; cosi g+ significa che la quantitk a
¢ aggiunta alla quantifi b, e si pronunzia @ pin &. Cost a-tdepc
vuol dire che le quantitd 4 e ¢ sono 'una e I'altra aggiunte al»
ia guantitd a.  Quando'le lettere da sommarsi sono simili, come
se ad z si-dovesse aggiungere &, ¢ chiaro che invece di a+-a s
pud scrivere 2. Cosl pure aa+a=3a, 3a-+jar=7a, ec., il se-
gno = denotando eguaglianza. : -

I numeri, che precedono le lettere, si chiamano i loro coef-
ficienti. Cosl nella quantita .35 il numero 3 & il coefficiente di &,
come pure nella quantith 4a+-4b } umeri 2 e 4 sdno respetti-
vamente i coefficienti di a ¢ di . Una lettera senza coeg;riem-
te, s'intende sempre che abbia per coeffidiente I’ uniti; com
1a=a, ¢ ' unita sempre si trakaseia. . . i ’
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3.

La sottrazione si fa posto tra le due quantiti il segno = .
Cosi a—p significa che b € sottratta da a, e si pronunzia a meno
&; cosi pure a+c—d vuol dire, che dalla somma delle quantita
a e c si deve sottrarre la quantita d. Riguardo alle quantita si~
mili é chiaro che a—a=0, cioé zero, 2a~a=18=4a, 5a—~20a=3c,
o sia nella sottrazione delle quantitd simili si deve prendere la
differenza dei coefficienti . Se dalla quantita 3a si dovra sottrar-
ye 7a che ¢ maggiore di quella, la sottrazione si fara togliendo
3a.da 4, e ponendo il segno — avanti il residuo 4a. Infatti se
da b+-3a io devo sottrarre 7a, e scrivo b—qa lasciando da par~
te 3a, io ho sottratto tropfo, e il di pin & contenuto nelle
3a che devo aggiungere a &; quindi’ da 4 non devo sottrarre
Z:, ma 7a—3a=4a, e percid la giusta sottrazione mi dard

3a—ra=b~A4a, e quindi sard 3a—7a=—4a. Le quantita che
hanno avanti il segno +, si chiamano positice , quelle che han-
no il segno —, si dicono negative. Le quantitd negative si devo-
no prendere in un.senso affatto opposto a quello, in cui si pren-
dono le positive: cosl'}s.e le quantita positive rappresentano cre-
diti, le negative indicheranno debiti; se le prime esprimono gli
spazj percorsi verso una data parte, le seconde esprimeranno
. spazj percorsi verso una parte a quella direttamente opposta; e
cosi sempre.

Due cose devono qui notarsi: 1.° se una quantita non ha
avanti di se alcun segno, vi si deve intendere il segno +, che
nelle prime lettere si suol sempre omettere, poiche invece di

-8i scrive a-+b: 2.° nelle somme e’sottrazioni non si deve -
avere alcun riguardo all’ordine delle lettere, poicheé lo stesso
significa a+-b , e b+-a; e cosl pure hanno lo stesso valore I'espres-
sioni a—b, e ~b+a . Siccome perd siamo avvezzi all’ ordine
dell’alfabeto, torna conto, per quanto si pud, di mantenere
quest’ ordine. - :

. o 40

La moltiplicazione delle quantitd a, b si fa ponendo in
mezzo ad esse il segno X, o un puato, o pire unendole insie-
me; ciod le formu%e aXb, a.b, ab hanno ’istesso valore,.e(! _
indicane la moltiplicazione di @ per b. Cos} pure I’ espressioni
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abe, abcd significano la moltiplicazione delle tre quantiti a,
b, c, o delle quattro a, b, ¢, d. Se vi saranno coefficienti nu-
_merici, questi si moltiplicheranno tra di loro per le comuni re-
ole dell’ Aritmetica, ed il prodotto si porra avanti alle lettere.
er esempio, siccome 3 moltiplicato per5 da 15, la moltiplica- -
zione delle quantita 3a, 54 ci dara 15ab. Siccome nell’ Aritme-
"tica, cosl nell’ Algebra quelle quantitd, che si moltiplicano tra
loro si chiamano fattori, e cid, che risulta dalla moltiplicazio-
ne, prodotto. Qul di nuovo conyiene avvertire, che I'ordine
delle lettere non produce alcuna mutazione nel prodotto: cid &
evidente guando ﬂe lettere son due, ma & egualmente vero qua-
lunque sia il numero delle lettere. Infatti siccome bc==cb, .sard
moltiplicando per a, abez==acb=bca==cha, ove invece di bca si
pud anche scrivere bac, e invece di cba sl pud scrivere cab. Po-
tendosi adunque permutare il prodotto di tre lettere in tutti i
modi poseibili, si abbia adesso il prodotto di quattro lettere
abed , cioé axbed, ove le tre lettere &, ¢, d si possono in qua-
lunque modo permutare, per cid che abbiamo detto, rimanen-
do prima la'a. Ma siccome ab=ba, il medesimo prodotto si pud
anche scrivere cos) bacd , e rimanendo prima la 5 le altre posso-
N0 comunque permutarsi; e cosl pure scrivendo il medesimo
prodotto nelle maniere cabd, dabc, e ragionando in simil guisa
vedremo che il prodotto di quattro lettere ha sempre il medesi-
mo valore, in qualungue ordine queste si scrivano, e l'istessa
proprietd hanno i prodotti di einque o pin leftere.

-Quelle quantita si dicono semplici o monomie , che non so-
no’in alcun modo divise dai segni' - o —: complesse o polinomie
quelle, che son composte di molte parti tra loro disgiunte dai
segni ~ ¢ —. Cosl la quantitd 3a+5bc-+6d—3abc ¢ un polino-
mio, e le parti monomie 3a, 5bc, 6d, 3abc si chiamano i di lei -
termini. Pid particolarmente una quantita si dice dinomio, se

~8 compesta di due termini, trinomio se di tre, quadrinamio, se
di guattro, ec. . . = - ’ = :

5.

La divisione essendo una operazione affatto contraria alla
moltiplicazione , I’una distrugge quello che ha fatto I'altra: cos}
la quantita & prima moltiplicata per 4, e poi divisa per 4 rima.
ne‘L medesima. Quindi se una quantitd monomia ab, o abc si_
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si deve dividere per a, la divisione si fard, se nel dividendo =3,
o abc si cancellera il divisore .@;.in thodo che ab divisa per a sia
eguale a b, ed aaa divisa per aa sia eguale ad a. Il resultato
della diyisione si chiama quoto o quosziente. Se il dividendo e il
divisore avranno de’ coefficienti numerici, si fard.la divisione di
questi con le regole solite. Cosl 15ab divisa per. §a ci dard il
quoziente 56. La divisione alcune volte si esprimhe col segno:
posto tra le due quantitd cos) a: b, ma piu spesso nel modo se-
guente %, le quali due forme indicano la divisione di a per-4.

~ 6.

Finora abbiamo parlato delle quantita monomie, passiamo
adesso alle polinomie. E primieramente la somma delle quan-
titd complesse si fa come quella delle semplici unenda le quan-
titd col segno =+, e riducendo poi i termini simili, Si deb.
sommare le quantitd 3a-+-2b0—5¢c, 3a—bc+7¢, la loro somma
sard 3a--2bc—5c+-aa=—bc+7c, o riducendo 5a-+-bc+-ac. Per far
pil facilmente la somma, le quantitd da sommarsi si scrivono
una sotto 1'altra, ponendo ciascun termine sotto il suo simile;
e poi la somma si eseguisce gradatamente dalla sinistra alla de~
stra, come negli esempj seguenti. :

Esemrio L
Si debbano soinmare le quantitd 5a«-3b—4c , 3g—=5b-+6c+2d;
io le dispongo nel modo.seguente:

" Sa-4-3b—4e
2a+~5b+-6c+-2d

7a—2b--2c-+2d

Poi siccome 5a-+3a fa 74, scrive in primo luogo 7a nella
somma, similmente pongo =~ab, perché 3b—54==—2b, +-ac per-
ché —4c+6c=ac, e finnlmente +-24, i quali termini formane
la somma cercata.

Esemrio IL-

Si debbano. sommare le quantitd 4»-.-350—-6&44—8:,
Sa—4bc—bx—anpap, abc+3cd-+ax—Aigpip,
3a-+4cd—3p+bapx . Io lemfitpongo come segue:
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. 4a+-5bc—6cd8x
T +5a—4be  —6x-2npres p
2b¢t3cd-2xambnpesp -
3 wrfod | 4-6npx—3p
. \'&m-o-&bc—t-'cd—o—q.x —4p

. A . Bl 7, . )
Abbiamo veduto ehe: per sottrarre b da a si scrive a—b,
ciod si muta il segno alla quantita che deve sottrarsi. Per mio-
strare che lo stesso ha- luogo anche:per le quantith complesse,
supponghiamo che da a si debba togliere la quantita b—c; io .
dico che questa sottrazione si fard mutati i segni alla quantita
b—c, in modo che diventi —bu-c, ‘e poi presa la somma, che
sard a—b-+c. Poiché se sottraggo b da a scrivende a—b, io ho
sottratto troppo, petché¢ la quantiti da sottrarsi non é 5, ma
b—c minote di 4, e qusl di pitr che ho sottratto & =¢. Convien
dunque che aggiunga quello che ho tolto di pifi, ciod ¢, e per-
cid il cercato residuo & awdu-c. Quindi se ¥==o0, la quantita
negativa —c¢ st sottrarra da a scrivendo a«-c. - :

" Cos} pure si vedra, che dovendo da a settrarre il trinomio
b—c--d , cid otterremo scrivendo Gedapc-d , mutando cioé i se-
gni di b—c-d, e sommando pei con a. Onde in generale si pud
stabilire, che per sottrarre da nna quantitd. un polinomio qua-
lunque convierr mutare a guesto i segni, e poi sommarlo con
la proposta quantita. Venghismo adesso agli esempj.

-E,snurlo_l. ’ ' .

Palla quantita: 3a+-28c—3mnax+-d si debba sottrarre
20-2bc~mnzr4-2d—q . Mutati i segni della seconda quantita es-
sa diventerd -2uzip-2bcemnz-~2d--q ; adesso si sommi con la prie
ma come segue o .

: “ 3eabc—3mna+ d

—2a-+42bc+ mnxr—ad4q
" @+4bc—amnx— d-q
Esemrro Il

Dalla quantitd-Bei§eBbo-ima~q si debbano insieme sottrar-
re le dae quantitd 3a—4be—5cd—3g, a-rbc—imo—acd+2x.
Si faccia come segue.




8 . ELEMENTI

5a+-3bc—4mz+ q
—3a--4bc ~“+ag-+5cd
— a—rnbc4-bmx ~ -+3cd—ax
a +3g+7cd—3x

8.

|

Passiamo alla moltiplicazione delle quantitd complesse: e
in primo luogo se si dovra moltiplicare la quantitd a+b per ¢,
é cﬁiaro che il prodotto sard ac+bc. Infatti segue dalla natura
della moltiplicazione, che, se due numeri devono tra loro mol-
tiplicarsi , avremo il medesimo prodotto se moltiplicheremo su-
bito quei numeri tra loro, o se dividendo il primo in due parti
moltiplicheremo ciascuna parte pel secondo, e poi prenderemo
la somma de’prodotti. :

' Ma se si dovrd moltiplicare per ¢ la quantitd a—5, il pro-
dotto sard ac—bc. Poiché se moltiplico la quantita a per ¢ scri-
vendo ac, ho moltiplicata ¢ per una quantitd maggiore del giu-
sto, giacché non la devo moltiplicare per a ma per a—b, e il
di pih & il prodotto di & per c; convien percid che sottragga
questo prodotto di & per ¢, e quindi il vero prodotto sard ac—bc.
In altra maniera si pud dimostrare, che una quantita positiva
¢ moltiplicata per una negativa —b da un prodotto negativo. Si
debba moltiplicare b—b per ¢, ¢ siccome é zero, anche il
prodotto sara zero : accid questo succeda, conviene che 5—b
moltiplicata: per ¢ ci dia be—bc, cioé che il prodotto della quan~
tita negativa —b nella positiva c sia negativo. .

Se poi una quantitd negativa si moltiplichera Fer una ne-
gativa, il prodotto sara positivo . Infatti se si moltiplica a—a, o
sia zero, per —b, il prodotto dev’essere necessariamente zero:
Ora, siccome a)X—b=—ab, convien che sia —a)X—b=ab, perché
il prodotto divenga —ab-+ab; altrimenti questo prodotto non
sarebbe =o . Ne segue che a—b moltiplicata per ~~¢ da per pro-
dotto —ac+be. : .

Dopo queste riflessioni su’segni, la, moltiplicazione delle
quantita complesse non ha pil alcuna difficolta . Si debbano per
esempio moltiplicare le quantitd a—b; c—d: incomincio dal
moltiplicare a—b per ¢ ed ho ac—bc; poi moltiplico la medesi-
ma a—b per —d, e ne risulta —ad-+-bd ; quindi il cercato pro-
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dotto sard ac—bc—ad+-5d . Aggiungerd per esercizio alcuni

esempj.
Esemrio L

- - Si debbano moltiplicare tra loro le @anﬁti 2a+-5b—3c,
a—3b+2¢. Si faccia la moltiplicazione come segue

2a+-5b —3¢
a—3b +2c
2aa-+5ab—3ac
. —bab —15bb+ gbe
R +4ac —+10bc—bcec -

2aa— ab+ ac—15bb+19bc—bcc .

- In primo luogo moltiplico per a tutti i termini aa+55—3¢,
e scrivo il prodotto 2aa-+-5a—3ac. La medesima quantitd mol-
tiplico per —3b, e scrivo il prodotto —6ab—15bb+9bc come so-
pra ponendo ciascun termine sotto il suo simile. Finalmente
moltiplico per-ac, e scritto il prodotto 4ac+10bc—6cc come so-
pra, prendo la somma di questi parziali prodotti, ed ho il pro-
dotto cercato 2ag-—ab-aé—15bb+19bc—0c¢c. :

Esemrro IL

Per moltiplicare le quantitd 24+-3b+4x, 3a—2b—6z si
faccia come segue . ‘ oo

28 +3b + 4=z

3a —2b — 6x

6aa+gab+12ax

' —4ab —6bb— 8bx
—124T ~—18br—24xx
6aa—+-5ab —6bb—26bxr—242x

La moltiplicazione delle quantita complesse alcune volte
. non si eseguisce, ma si accenna soltanto: cidsuol farsi in varie
maniere. Se le quantitd 2a+4-35—c, 4a==5b si troveranno scritte
ne’seguenti modi, (2a+-3b—c) (4a—5b), (2a-+3b—c).(4a—5b),
{2a4-3b—c) X (4a—5b) , 2a4-3b—c . 4a—5b , 2a+-3b—c X 4a—5b, si
dovra intendere, che queste quantitd devono tra loro moltipli-
carsi. Cosi pure la formula (@+-5) (a+25) (a+3) indica la mol-
tiplicaziTo'ne dIelle quantitd a-+b, a-+2b , a+-3b, la quale si espri-
om. I, - ." ' 2
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me ancora cosl; a+b . a++26 . a+36, oppure a+-bXa2bXa+35.

Venghiamo alla divisione delle quantitd complesse, e in
vimo luogo osserviamo che per riguardo ai segni regnano nel-
Ex divisione le medesime regole, chie nella moltiplicazione: cioé
una quantitd positiva divisa per una positiva da un quoziente
positivo, una positiva divisa per una negativa o una negativa
divisa per una positiya il quoto negativo, finalmente una nega-
tiva divisa per una megativa il quoziente positivo. La ragione
di cid chiara apparird, se si rifletta alla relazione che hanno tra
loro la moltiplicazione e la divisione. Ora essendo equeste due
operazioni tra loro contrarie in modo, che I'una distrugge quel-
lo che ha fatto I'altra, é evidente che in ogni divisione il quo-
ziente moltiplicato pel divisore deve restituire il dividendo. Po-
sto questo la quantitd negativa —ab divisa per la positiva a da-
ra il quoziente negativo —5, perché questo quoziente moltiplis
cato per a deve restituire il dividendo negativo —ab. Cosi pure
ab divisa per —a ci dara per quoziente —&, perché —bX—a—ab;
- e —ab divisa per —a avra per quoziente &, perché bX—a=--ab.
Adunque per riguardo ai segni le medesime regale hanno luogo
nella moltiplicazione e nella divisione; cioe segni simili danno
resultati positivi, segni contrarj resultati negativi.

Passiamo dunque alla divisione delle quantita complesse,

e sia proposto di dividere la quantitd ea+-2ab+bb per a+b. La
questione si riduce a trovare una quantitd tale, che moltiplica-
ta per a+b ci dia per prodotto aa<+2ab+bb: nell’esempio se-
guente insegneremo il modo di trovare questa quantita. :

Esemreio L

Divisore Dividendo | Quoziente
a+b ) aa+-2ab4-bb ( a+b
aa+ ab . ’
ab+-bb -
. ab+bb -
o

Primieramente si scriva alla sinistra del dividendo il divi-

sore a-+b; poi si divida il primo termine @a del dividendo pel -
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primo termine a del divisore, e il quoziente a si scriva alla de-
stra del dividendo. Questo quoziente a adesso si moltiplichi pet
divisore, ed il prodotto aa+-ab si sottragga dal dividendo, e si
avra per residuo' 25455 Di'nuovo il primo termine ab del re-
siduo si divida pel primo termine a del divisore, ed il quozien~
te b si scriva come sopra; questo quoziente b si moltiplichi pel
divisore, ed il prodotto ab-+bb si sottragga dal residuo, e sicco-
me rimane zero, 1'operazione & terminata, ed il quoziente cer-
cato & a+b; perché, come abbiamo veduto hell’ operazione, que-
sta quantita a5 moltiplicata nel divisore diventa eguale al di-
videndo. In questo modo deve sempre procedere I’ operazione,
finché non giunga ad un residuo =o. Accid per altro essa rie-
sca piu facilmente, conviene ordinare il dividendo ed il diviso-
re per la medesima lettera, cioé disporli in modo, che il primo
termine contenga quella lettera il Sil‘l delle volte, e gli altri la
contengano gradatamente meno. Cosl nell’ esempio precedente
il dividendo era ordinato per la lettera a, percheé il primo ter-
mine conteneva a due volte, il secondo una, il terzo nessuna.

Esemrepio Il

Si debba dividere aa—bb per a=+b.
a+b ) aa—bb (a—b
aa-ab

1
—ab—bb h
o
Esemrro IIL
Sta proposto di dividere 10ab+14ac+4aa-+-17bc4+-6bb+-12c0
per 3b+-2a~+4c. Ordino prima queste quantita per-la lettera a,
con che esse diventano 4aa-+10ab+14ac+17bc+0bb+12¢C ,
2a+-3b+-4c ; poi faccio la divisione, come segue
2a+-3b+-4c) 4aa+-10ab+14ac+17bc+-6bb+12cc (2a-+2b+3¢
‘4aa+ 6ab-+ 8ac .
) pab+ 6ac+17bc+ 6bb-+12cC
4ab + 8bc+ 6bb
: 6ac+ gbc+12cc
r . " 6ac+ gbc+-12cC
o
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Alcune volte succede, che una quantita non si pud divide-
re esattamente per un’altra: cosi la quantitd aa+b4 non si pud
dividere per a-+b, poiché se facciamo I'operazione come segue

a+b ) aa+bb (a—d
aa-+ab
—ab+ bb
—ab— bb

26@

giungeremo al residuo 255, il quale non si pud pid dividere per
a. In questi casi la divisione soltanto si accenna in questa gui-
aa+-bb ‘

_a+b :
dividendo non pud esattamgnte dividersi pel divisore, si chia-
ma frazione, e il dividéndo numeratore , il divisore denominato-
re della frazione, ambedue poi considerati insieme si chiamano
i termini della frazione. La divisione si accenna anche ne’modi
seguenti, (aa-+db) : (a+b), o pure aa+bb:a+d, i quali equi-
aa~+-bb

a-+b

sa

la qual qdantiti, siccome ogni altra simile, in cui il

» ciog esprimono la divisione di aa+bb

valgono all’altro
per a+b. -
Si osservi che la frazione 228 & —p 3, -15}-, come ri-
a=+b a—+b

sulta dall’operazione precedente. Cos) pure si rifletta, che co-
me nella divisione esatta il quoziente moltiplicato nel divisore
¢ eguale al dividendo; cosl quando la divisione non succede
esattamente, il quoziente moltiplicato nel divisore insieme col
residuo & eguale al dividendo. Nell’esempio precedente a—b ¢ il
 quoziente, 2bb il residuo, e quindi (G—b)(a-+b)-+2bb—aa-+bb.

' Prima d’inoltrarci pid innanzi fermiamoci un momento
per osservare la connessione, che passa tra le principali opera-
. zioni dell’ Algebra, delle quali abbiamo adesso parlato. Il pro-
bléma piu semplice, che si possa proporre sulle quantita ¢ il
seguente: date due quantitd @ e 4 trovarne un’altra ¢ che equi-
valga all’altre due prese insieme. La somma ¢’insegnera a tro-
vare questa quantitd ¢ in modo che sia a+b=c. Rimanendo
sempre a-+-b=c. supponghiamo adesso che siano date ae c,-e
cerchiamo &, o sia quella quantita che bisogna aggiungere ad a,
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perché essa divenga eguale a' c. Trovergmo questa quantitd &
~sottraendo @ da ¢, in modo che sia b=c~—a, perché se aggiun~
giamo & da una parte e dall’altra avremo b+4-a=c—a--a cioe
=c, come doveva essere. Ecco adunque I’ origine della sottra-
zione, la quale viene a bisogno quando s’inverte il problema
che ha dato luogo alla somma. . . ,

Se si dovranno sommare pid quantita eguali tra loro, la
somma riescird una operazione assai lunga, se il numero delle
quantita eguali sard molto grande, e non potra eseguirsi se que-
sto numero sard indeterminato, come se si dovesse sommare un

_numero b di quantitd eguali ad a. Cio ha dato origine ad un
altra operazione, cio¢ alla moltiplicazione, la quale ¢’insegna a
trovare una quantitd ¢ che sia eguale ad un pumero & di quan-
tita eguali ad a. Si trova per mezzo di essa:c—ab: ma se vorré-

. mo adesso. che siano conosciute ¢ ed a, e cercheremo la quanti-
ta b che moltiplicata per a ci dia il prodotte ¢, troveremo que-

CRY « . - . \ c
sta quantitd b dividendo ¢ per @, in modo che sara b::—; , per=
" ché se moltiplichiamo da una. parte e dall’altra per a, otterre-
" mo ab=2S, ciod =c, come avevamo supposto. La divisione per-
a ..

tanto ha la sua origine, allorché s’inverte quel problema, che
ha dato luogo alla moltiplicazione. Appéna adunque si vuol co-
minciare a calcolare le quantita, si rendono subito necessarie le
quattro principali operazioni, cosi dette, perché da esse nasco-
no tutte le-diverse forme che posson prendere le quantita come
vedremo im appresso.

CAPITOLO IIL

_ Delle Frazioni.

“a

- 100

Quando la “divisione non si pud fare esattamente, essa si_ac-
cenna , e le quantita che ne nascono si chiamano frazioni. Cosi
aa+bb _an—cc a
_.’ —————— 9 —

a+b ’ aa+bb’. b
divisione non si pud attualmente eseguire, sono frazioni, ed
. esprimono la divisione del numeratore cio¢ della quantita supe-

, e tutte le altre quantita , nelle quali la

-~
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tiore per il denominatgre. 0. per la quantitd inferiore. Quelle
medesime operazioni si fanno sulle frazioni, che sull’altre quan-
titd, cio¢'la somma , la sottrazione, la moltiplicazione, e la di-
visione. Ma prima,di trattar di queste, & necessario osservare
alcune proprieta délle frazioni.

Se i termini di una frazione qualunque % si moltiplicano
ambedue per la medesima quantita ¢, la frazione :—:, che ne na-

G . a : . .
sce, conservera il medesimo valore 7’ che aveva prima. Poi-

che se il solo numeratore-si moltiplicasse per ¢, la frazione -%-
ciod il quoziente di ¢ divisa per & risulterebbe ¢ volte mag-

giore, ma come si moltiplica per ¢ anche il denominatore, il

quoziente si ridurrd ¢ volte minore, cioé rimarra il medesimo

di prima. Per render piu sensibile che le due frazioni. -g- ed :—:-

sono eguali, si moltiplichi la seconda per bc, e ne verra ac, per-

- ché la moltiplicazione per bc distruige la divisione per bc: ora

si moltiplichi anche la prima per bc, o sia prima per & e poi

er ¢, e ne risulterd ec come sopra. Essendo dunque eguali i
prodotti delle due frazioni per la .medesima bc, anche le due
frazioni devono essere eguali. Allorché i termini di una frazio-
ne hanno qualche fattore comune, torna conto di toglier me~
diante la divisione questo fattore, perché la frazione divenga
pitt semplice . Questa operazione si chiama riduzione delle fra-
zioni ai minimi termini. Cosl, siccome i due termini della fra-

aa-+-ab e e e1 g . P
'sono divisibili per a-b, convien fare la divisione,
ab-+bb .
a

dalla qu.ale si ottiene la frazione I che ha il medesimo valore

di prima, ma espresso pil semplicemente. Ma per ottenere la
forma la'pin semplice, che possa prendere una frazione, si deve
cercare il massimo comun divisore del numeratore e del deno-~
minatore. Siano date adunque le due quantita A4, B, delle
quali si voglia il massimo comun divisore: si divida 4 per B,
ed il residuo sia C. Ora se 4 ¢ B hanno un divisore comyne,
avra il medesimo divisore anche C; poiche (9) 42zBg+C chia-

zione
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mando ¢ il quoziente della divisione di A per B, ¢ se 7 & v di-

: . B . .
- sor comune di 4 e B, avremo f—:—rg‘q-g, e togliendo da una
‘ ' A C B

parte e dall’altra Erz avremo -;—Eri:&;'; ma ‘7‘-—-—;7 & una
uantita intera, dunque dovra essere una quantita intera anche
~» 0 sia C divisibile-per r. Se adesso si divide B per C, e il re~
giduo si chiama D, di. nuovo D avrd quel medesimo divisore
che hanno B e C, o sia 4 e B. E cosi continuate le divisioni,
tatti i residui avranno quel medesimo divisore che cerchigmo,
Onde se qualche divisione succede esattamente, o sia se qual-
che residuo diventa =0, in tal caso I'ultima quantitd che ha
servito di divisore sara-il massimo comun divisore delle quanti-
tda 4 e B. E se le quantita 4 e B non avranno alcun fattore

comune, quell’ultimo divisore sard I’ unita . '
Accid I'operazione piu facilmente succeda, conviene os-

seryare, che ninna mutazione si produce nel comun divisore

delle quantitd 4 e B, se uva di esse si moltiplica o si divide
r una quantitd, che non sia un fattore dell’altra. Ondé nel

}:' le divisioni si possono rig:ttare quei fattori che moltiplicano
solamente il dividendo o il divisore; inoltre il dividendo si pud

moltiplicare per qualunque quamit&, purcheé questa non sia un

fattore del divisore. :
: Eszmrio I

~ 8i debba cercare il massimo comun divisore dei numeri
" 360, e 64. Si faccia la divisione continuamente come segue
' ' 64) 360 (5
320
 TH) 641
- 4o .
2 34) 4o (1
\ 24
16) 24 (x
e

8) 16 (2
.. 16

) . o )
' “','\5.
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e il divisore 8 che ci ha dato il residuo o, sard il massimo co-
mun divisore dei numeri 360, e 64.

Esemrro IL
Si\debbal trovare'il massimo comun divisore delle quantita
aa+-ab , ab+bb. Siccome la prima ha il fattore a ehe non si tro-
va nella seconda, e la seconda il fattore & che non ha la prima,
rigetto questi fattori, e le quantita date diventano a+b, a+b,
le quali essendo le stesse, & chiaro che il massimo comun divi-
sore cercato sard a=+b. . .
Esemrio IIL ' :
Siano adesso proposte le quantita 3aaa~~4aab—gabb—18bb%,
5aa—18ab+9bb, delle quali si voglia il massimo comun diviso«
re. La prima quantitid adunque si deve divider per la seconda,
ma poiché 3aaa non si pud dividere per 5aa, moltiplichiamo la
prima per 5 che non é fattoredellaseconda . Fattaquesta moltipli=
cazione la prima quantita diventa 15aaa~—20aab—45abb—q0bbb,
la quale divisa per la seconda ci di 3a per quoziente, e
34aab—r2abbm—qobbb, per residuo. Ora 5aa—18ab+qgbb si deve
. dividere per 34aab—72abb—qobbb, o sia (tolto da questa il fattos
re. 25 che non & nella prima) per 17aa—=3628—45bb . Accio la di-
visione riesca , si moltiplichi la prima quantita per 17, il qual nu-
- mero non divide la seconda, ed avremo 85aa—306ab+153b6b, 1a
quale divisa per 17aa—36ab—45bb da il quoziente 5, edilresiduo
~126ab+378bb. Siccome né —b né 126 son fattori del prece-
dente divisore, dividiamo questo residuo per —1265, e divente-
ra a—3b. Dividiamo 17aa—36ab—45bb per a—3b, e siccome la
divisione si fa esattamente, il massimo comun divisore cercata
sard a—3b . Ecco tutto il calcolo - ‘
5aa—18ab+gbb) 15aaa—20aab—45abb—qobbb (3a
17 15aaa—>54aab+-27abb ‘
2b ) 34aab—72abb—qgcbbb
5)85aa—306ab+153bb ' (1788 —36ab —45bb
85aa—180ab—225bb ) ‘
—126b)—126ab+-378bb o ,
: a—3b)17a8—36ab—45bb(17a-+-15b
17aa—51ab
~15ab—45bb
- 15ab—45bb

° »
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11.

Date le due frazioni di diverso denominatore, se

a8 ¢
oM B d
moltiplichiamo i termini della prima per d, e quei della secon-
. . . ad., be . .
da per 4, in modo che esse diventino 33’ 33 il loro valore ri-

marra il medesimo. Di qui si vede, come due frazioni salvo il
loro valore si possono ridurre alla medesima denominazione. Si
moltiplichino i termini di ciascuna pel denominatore dell’al-
tra, e saranno cosl ridotte al medesimo denominatore. Se le
frazioni saranno piu di due, converrd moltiplicare i termini di
ciascuna per tutti i denominatori delle altre. Cosi le tre frazio-
i-:— R %, ?e ridotte al medesimo denominatore diventeranno

adf bof bde .
Baf’ Taf’ wif ‘Questa operazione serve per paragonare tra lo-

10 le diverse frazioni: ridotte che siano alla medesima denomi-
nazione, quella sard maggiore, che avrd un maggior numera~
tore,

- 12.

Per passare adesso alle principﬁli operazioni delle frazioni

#i osservi, che per la natura della divisione la quantita a+b

equivale allg due guantitd %, e —:- presé insieme. Quindi la

somma di due frazioni di’ egual denominatore ¢ una frazione
- che ha per numeratore la somma de’due numeratori, e il me-
desimo denommatore delle frazlom date. Slmllmente essendo

,f:‘-i eguale alle due quantlté - e —_c—b, si fard la sottrazione

delle frazioni di egual denommatore dividendo la differenza dei
- numeratori pel comun denominatore. In conferma che le due

. b b s e s . )
- quantitd E— ed -a-:t:-— sono .eguali, si rifletta che moltipli-
cando clascuna di esse per c otteng}uamo il medesimo prodotto

a=xh.

Se 7l"e frazioni saranno di diverso denommatore prima di
om. I

L o
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far la somma o la sottrazione converra ridurle al medesimo de-
2, <, ridotte ad egual denomi-

b’ d
: . _ad-bc
e percid la loro somma =g 1a

nominatore. Le due frazioni

\ ad-0rbe
natore 'diventano P ERTE

differenza ﬁ%’;—k . Se si dovra prender la somma o la diffe-

il
)

Intera 8i scriverd a guisa di frazione cosi T riducendola al de-

Yenza tra una quantita intera ¢ ed una frazione — , la quantita

. . b . . . -
nominatore b diventera Tc ; e percid la somma si esprimera scri-

vendo c-o-%, oppure bc—i;—“: la differenza sara c—%, o sia bo-b-a

13.

Segue ancora dalla natura della divisione, che se una
quantita @ é moltiplicata prima per c, ed il prodotto diviso poi
per b, noi otterremo il medesimo resultato, se divideremo pri-
ma a per b, e poi moltiplicheremo il quoziente per ¢. Quindi
a{ indica tanto @ moltiplicata per ¢ e divisa poi per 4, quanto
a divisa prima per 4 e poi moltiplicata per c, cio¢ la frazione
P
T
carsi per ¢, il pl_-odotto sard %o’ moltiplicato cioé il numerato-

moltiplicata per ¢. Se dunque la frazione % dovra moltipli-

re per c. E chiaro similmente, che avremo il medesimo resul-
tato, se divideremo a subito per éc, o se la divideremo prima

per b, e poi per ¢, ciod se divideremo la frazione % per ¢. Ne

ud
b
tiplicando il denominatere per ¢. Onde se la frazione -bf- si do-

segue che la frazione — si divide per ¢ scrivendo ;& , cio¢ mol-

vra insieme moltiplicare per ¢ e dividere per d, o sia se si do-
vra moltiplicare per la frazione -3- , il -prodotto sara :—: » OVe 50+

L
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no tra loro moltiplicati i numeratori, ed i denominatori. Si ri-
leva ancora che le due quantita %s, ed %x-‘% sono eguali dall’
osservare, che'la/primamoltiplicata per bd ci da il prodotto ac,
e la seconda moltiplicata per 4d, o sia prima per b e poi per d,
che ¢ lo stesso, ci da il medesimo prodotto ac.

Se la frazione %— si dovra dividere per la frazione %, 8i ro=
L

d .

mioltiplicazione con la prima, il prodotto —%’ sard il quoziente
cercato. Cid & evidente, se si riflette che moltiplicato questo

quoziente %‘-:- per -Z— ritorna la medesima quantitd %, come pri=

. . . d .
vescera la frazione — in modo che divenga —, e poi fatta la

ma della divisione.

. . CAPITOLO IV.
Delle Potenze.
- ‘14

.Abbiamo veduto che & moltiplicata per a da per prodotto aa;
aa moltiplicata per a da per predotto aaa, e cosi in infinito.
Queste quantitd a, da, aaa, aaaa, ec. si chiamano potenze o
otesta della quantita @, in modo che la prima potenzadia ¢ a,
fa seconda aa, la terza aaq, ec., e la potenza si dice piu alta:
quando ¢ espressa per un maggior numero, e tale dicesi essere
il suo grado, oguale ¢ il numero che la esprime. Sarebbe un
grande incomodo I’ esprimere una potenza molto alta nel modo
che abbiamo usato finora, unendo cioé tante lettere, quante
son necessarie per denotare quella potenza. Percid gli Analisti
hanno imaginata una espressione delle potenze molto pii1 breve,
ed hauno stabilito che per denotare una potenza quall)uuque di
- @ 6i scrivesse solamente & con quel numero sovrapposto, che
rappresenta il grado della potenza. Cosi la seconda potenza o
il guadrato aa si scrive a3, la terza o sia il cubo aaa si scrive
a*, la quarta potenza o il quadrato—quadrato a*, la quinta a¢,
.In sesta a*, e cos) in seguito. I numeri posti sopra le lettere si -
chiamano espozf‘m » e denotano il grado della potenza.
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15.

La somma e'la sottrazione delle potenze non hanno alcuna
difficolta, e si fanno nella medesima maniera che per le altre
quantitd, ma per la moltiplicazione e la divisione vi sono alcu-
ne regole che facilitano queste operazioni. Si debbano moltipli-
care tra di loro le potenze a%, a*; io dico che il prodotto sara
a’, ove I’ esponente 7 & la somma degli esponenti 3 e 4: poiche
a'=aaa, a*=aaaa, e percid a*Xa‘=aasaaaa—a’. General-

mente per avere il prodotto di " per a" bisognera scrivere,a
prima m volte, poi n volte, cioé in tutto m+n volte, che equi-

vale ad a”*", Pertanto due potenze della medesima quantitd
moltiplicate insieme dagno un prodotto eguale ad una potenza,
T esponente della quale & la somma degli esponenti delle poten-
ze date. Cosl

(@+8) . (a48)" =(a+)™ ", (a~b4c)™ . (a—b+c)"
=(a—b-c)" " . A
‘ 16.

Una potenza divisa per un’altra di per quoziente una po-
tenza, che ha per esponente la differenza degli esponenti dati .

Cos! a® divisa per a* da per quoziente a3 —ss , perche

m
a® aaaaa . a m—n ’ ‘
—_—= —=aa=a?,eln generale " » come pure -
a’ aaa n"

m
(a+b)

~ =(a+$)m_n. Merita particolare attensione il easo, in
(a+) T

cui una potenza si divide per una pid alta di lei: si debba
per esempio dividere a* per a*, e per la regola precedente il

5 cost pure
2 e, — 2 Qe -3 . E
a-—,::aa 4=a 2, :—.':“ 5=a ,ec. Ma qual’¢ il valore di
a. » . 3 . .
queste potenze coll’ esponente negativo? Si osservi in primo.

‘e
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luago che una potenza coll’esponente zero cioé a° & sempre
eguale all’unitd, qualunque sia il valore di a, poiché

a a .
a°=a'"!=—; ma— ¢ sempre =1 ; dunque a°=1. Adesso si

s L-a% "y g
divida a° per a; sara —==aecT =a, cosl pure

a
a° 1 ao° 1
I —Igo—3 =g~ , —=-—==g°—%==4—%, e generalmente
a2 a? ’asT as
@° I omp _ —p.
—=5=a =a™", cioé una potenza coll’esponente nega-
a a :

tivo equivale all’ unita divisa per la medesima potesta coll’ espo-
nente positivp, -

17.

Ci si presenta adesso un nuovo problema, in cni si cerca
cid che far si debba per inalzare una quantitd ad una data po-
tenza. Primieramente se alla potenza m dovremo elevare la

ses . . . 5 m
quantita semplice a, ¢ chiaro che cid otterremo scrivendo a™".
Similmente il prodotto di pi lettere abc elevato alla potenza

m sard ¢ 5" ¢ . Ma se una potenza qualunque, come a*, si
dovra inalzare ad un’altra potenza per.esempio alla quarta, io

dico che cid si fara scrivendo ¢3X4 =a'®. Poiché a*=aaa, ed
aaa elevata alla quarts potenza diventa a*.a*. a*, o facendo le

moltiplicazioni g id =34 ___‘,:a. Siccome il medesimo
discorso ha luogo per qualunque altra potenza, & chiaro in ge-

nerale che a™ inalzata alla potenza n & egusle ad a™" | cioé ad.
una potenza, che ha per.esponente il frodotto degli esponenti
m ed n. Ne segue, che la quantitd a*b3¢c* inalzata alla quinta

potenza & a'®biocac, e generalmente a"5"cP elevata al-
la potenza ré =4"". 8™ . cP . Cosi pure il binomio a5 inal-
“gzato alla potenza m & =(a+b)" , e di nuovo elevato alla po-
tenza n diventa (a-+5)""".

. a ,a _a3 a2 _,a a% a4’ _,a a* - .
8iccome Tx—i:% s g XT=e Fx—”-:%,ec.,échxa-
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ro che avremo le potenze di una frazione, se a quelle inalzere-
mo tanto il numeratore, quanto il denominatore di essa, cioé
m

sard in generale (%) =:—m- .

18.

" Abbiamo veduto, che le potestd nascono dalla moltiplica-
gione di una quantita in se stessa tante volte, quante n’ esprime
1’ esponente diminuito dell’unitd. Quindi avremo.le potenze del’
binomio a-+b, se lo moltiplicheremo pit volte in se stesso. Sa-
ra dunque la seconda potesta del binomio a-+b, cioe

+ (a+-b)2=(a+b)(a+b)=a4~42ab+b3 , la terza cioé (a-+d)*
=(a-+b)?(a+-b)=(a>+-24b+b2)(a-+b)=a’+-3a3b+3abs4-b* , ec.
Ma se il binomio a+b si dovesse inalzare ad una potenza molto
alta, sarebbe lunga cosa ed intrigata I’eseguire tante moltipli-
cazioni. Quindi, siccome spesso oocorre di dovere elevare il bi-
nomio ad una data potenza, hanne procurato gli Analisti di tro-
vare un metodo, per cui questo inalzamento ottener si potesse
senza V'incomodo di tante moltiplicazioni. Questo metodo ci-
sara facile di rinvenire, se attentamente osserveremo !’ordine
che regna ne’diversi termini delle potesta del binomio, le qua~
li sono espresse nella Tavola seguente.

Tavola delle potenze del binomio.
a+ b .
a*+2abs -~ b2
ad+-3a3db+ 3abd 4 b3
a*+4asb+ 6a2b2+4 4ab®+ b+ .
aS=5a4b4+10a63534-10a%54 5ab* + b*
as4+6ab+4-15a4534-20ab%+15a%b*4+ 6ab* 4 be
a'+47ab+21a453+35a5+35ab*+21a%b +7ab b1

ec.

la qual Tavola si forma con la continua moltiplicazione.di a+b

in se stesso. :

Si vede da questa Tavola, che in c};lalunque potesta del
binomio il primo termine contiene a inalzata alla potenza cor-
sispondente ; cosi nella quinta potenza il primo termine ¢ g¢,

[N
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nella sesta a¢, ec. Nel secondo-termine vi ¢ @ inalzata alla data
potenza diminuita di un’unitd, e moltiplicata per 5; nel terzo
a inalzata ad una potenza, minore di due unita della data, e
moltiplicata/per/521) B cosd/in(seguito li esponenti di a vanno
continuamente diminuendo di una unita, e quelli di 4 crescen-
do di una unita, in modo che la somma degli esponenti di a e
di & in ciascun’termine sia eguale all’esponente della potesta
data, finche finalmente nell’ ultimo termine svanisca 1’esponen-
te di a, e quello di b divenga eguale al grado della potesta. Di

ul nasce un metodo facilissime per trovare tutti i termini del-
e potestd del binomio. Si scrivano le potenze di a decrescenti
di una unita, in modo che la massima sia eguale alla potenza
data del binomio, e la minima =o. Sotto a queste si scrivano
le potenze di 4, ma in ordine inverso, talmenteché la massima
potenza di @ corrfsponda alla minima di b, e viceversa. 8i mol-
tiplichi ciascuna quantita sugeriore per I’ inferiore corrispon~
dente, e-si avranno i termini della potesta cercata. Per esempio
#i debba cercare la sesta potesta del binomio a+5: si scrivano le
potenze di a e di b come segue : : :
at,a®,a*,at,a*,a', a°
bo , b1, 52,58, b4, bo, be :
e moltiplicando ciascun termine superiore per I’inferiore avre-
mo, a motivo di a°=bo=1,
at,ash,a*b?,a’h®,a’db*,abs, be
i-quali sono i termini della sesta potestd, come pud riscontrar~
si nella Tavola. Si debbano adesso trovare i termini della deci-
ma potenza del medesimo binomio: si scrivano le potenze di a
e di b come qui sotto’ :
a'°,a*,a*,a’,a,a%,a*,a%,a%,a,1
T, b 6%, b%,b4, b5, 55,57,8% b5, bro -
- moltiplicandole tra loro avremo i termini cercati '
a'°c, a’bh,abs,a'b%,a%b*, asbs,a*bs, a®b?, a’b®, ab?, bro,
Generalmente se vorremo inalzare il binomio a+% ad uva
potenza qualuhque m, otterremo-i termini di questa potenza
scrivendo le potesta di a e di 4 come segue

M M=l M= M=—3 m—b m—5
a ,a ,a ,a ,a 4,4 , €C.

1 ,b >6% B8 bt B8 ec.
le quali si devono continuare finché I'esponente di @ svanisca,
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o cid che & lo stesso, finché 1 esponente di 4 divenga =m, poi
moltiplicando ciagcuna potenza superiore per I'inferiore corri-
spondente avremo

m me—1, m—3 M3, M
a ,a b,a b2, a 6%, a 4’b‘,ec.

e saranno questi i termini cercati del binomio a4+ inalzato alla

potenza m. , .
Ciascun termine delle potesta del binomio ha perd avanti
di se alcuni coefficienti numerici, per conoscere I'andamento
de’quali ¢ necessario porre la T#ola precedente sotto un’altra
forma . Ma prima si osservi, che dopo il massimo coefficiente
ritornano gli stessi coefficienti precedenti, ma con ordine inyer-
's0. Si renderd evidente che cid dev’ esser cost, se si rifletta ,
che se avessimo preso il binomio 44 invece di a+5, avremmo
ottenute le medesime potenze scritte con ordine inverso, in
modo che I’ultimo termine diventerebbe il primo, il penultimo
diventerebbe il secondo, ec. Ora i coefficienti di una potenza di
b+-a sono li stessi che quei di-una eguale potenza di a+5, per-
ché questa si cangia in quella, sol che simutia inbebina.
Dunque in qualunque potenza del binomio a-+b I' ultimo ter-
mine ha il medesimo coefficiente che il primo, il penultimo.
Vistesso che il secondo, e cosi in-'seguito, Questa osservazione
ci toglie la meta della fatica; poiché basta giungere nelle pote-
sta pari fino al coefficiente medio , e nelle dispari fino al primo
’ de’gue medj, gli altri essendo i coefficienti gid ritrovati presi
inversamente . : ‘

'

Tavola I1. delle potest& del binomio a~+-b.

a .+ . b .
a’+aab+“_;l b3
at<+3a%b +3;——' 2abs +3—-—-—-‘ 2.1 s )
"3 : 2.3 .
a4+4a3b +i;..aﬂbn+4 . 3: aab’+4‘3‘.9. I b‘
2 2.3 2.3. 543
. 5.4.3 5.4.3. 4.3.2.7
a5+5a46+¥4sb°f s'lf3 a%b® + 3?3.43"1’"" 23.4.5-.”"

" ec.
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Di qui apparisce, che in qualunque potesta il coefficiente
del secondo termine ¢ eguale all’esponente della potenza; il
coefficiente del terzo & eguale all’esponente della potenza molti-
plicato nel medesimo esponente diminuito di una unita e divi-
so per 2; il coefliciente del quarto & eguale a quello del terzo
moltiplicato nell’esponente diminuito di due e diviso per 3, e
gli altri coefficienti seguitano la medesima legge, cioé dipendo-
no uno dall’ altro nel medesimo ordine. Quindi senza I’incomo-
do delle moltiplicazioni si potranno facilmente determinare, tan-
to i termini, che i coefficienti di qualunque patenza del binomio
a+b. Bi debba per esempio ricercare la sesta potenza, e chia-
mando 4, B,C, D, E, F i coefficienti dei termini in modo che
sia (a+b) °=a*+Aa*b+Ba*b2+Ca’b*+Dab*+Eabt +Fb¢, a~
vremo per le cose precedenti : ‘
A=6 -
B=4:5_ 6.5 =15
2

2
C:E—sﬁzlsé‘izzo
C.3 20

D=—— :-—"—3—=15

D.a 15.2
E==-=—5
E.r__ 6.1

6 — 6. —

=6

- F=

=1

/-

Onde sara (d-o-b) ¢=s $4-6a *b-150453 4202 b5 415254 +-6abt+-bo .

Si pud auche da cid dedurre quello che far convenga per
avere una qualunque potestd indeterminata m del binomio
a+b. Supponghiamo che 4, B, C, D, E, “ec, siano i coeffi-
cienti di questa potestd, e troveremo con la regola precedente

=m '
B=A(m—x)=m(m—r)
2 a
C= B(m—2) _m(m:x)(m—a)

. 3 .
D= C{m—3) _m(m=—1)(m=—2a)(m=3)

4 2.3.4

E=D{m—4) —1{m—r1)(m—2)(m—3)(m~—4) ,
> T 2.3.4.5

, Tom. I , ec. 4

-
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ove manifesta si rende la legge che osservano questi eoefficien-
ti, i quali percid si possono continuare quanto piace. Siccome
adunque abbiamo supposto

(a+5) ™26 43 4 B 28 +Ca™ 341 D" Hp 1 e
svremo sostituendo i valori delle lettere 4, B, C, ec.

(M)mzainmam—lb-k”'(—m:ﬂam_,b'

m(me—1){m—>b) m—3b'

. 2. 3 .
 mim—i)m—alim—3) m—4,,
o 2.3.4 )

in modo che il coefficiente di ™ 4" sara
m(m—)(m—3) . ... (m—r+I)
2.3.4 ..... r ’

Questa elegantissima espressione si chiama la formola Neve-
toniana del binomio, perché Newvoton n’ & I'inventore. La di-
mostrazione, che ne abbiamo' data, ¢ appoggiata all’induzione,
e percid non & abbastanza esatta e rigorosa. Poiché, per quanto
si prolunghi la Tavola II, non potremo mai esser del tutto cer-
ti, che la medesima regola si osservi nelle sumguenti potenze,
che non sono comprese nella Tavola..Ma una maggiore accura-

tezza ottener potremo mediante il discorso seguente.
’ Snpponghiamo, che la Tavola 1f sia stata verificata fino ad
una data potenza dell’esponente n, cioé che ci siamo assicurati

7/

essere
, (a-q-b)n:a"-o-nan_lb-q-———a"(";') n_nbﬂ-t-——-"(‘":'————a”:_g) n—gb,‘-o-ec.

io dico che la medesima regola avra luogo anche per la potenza
seguente, cioé sara '

(a+5) """:—_an-"‘.q.(n-q-:)anl n==1)n Pty P _'_("*1)”("—_._'_)4"_’5 f4-ce,
2 2.3 -

Infatti se moltiplichiamo il valore di (a+8)" per a+b, otterre-

mo la potenza (a+3)"*" ,1a quale sara
(a.-n-b)n*-t.—.:an*' wnd b n:r) n—lba*»(n—r)(g—g) T2
2. .

h n—1 n(n—i) n—a N
-+ a b4 na - b%+ --(T—)a bia-ecC.

t-ec,
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O n{n—r1) Y (e U (n=+1)n

-+ -re ——' »

Py Py -2
n(n—1)(n—2) n(n—1)_n(n—1jfn—~a _\__(n+-1)n{n—1)
A . .x)_ S5 © gene-
ral;nente' n(n—r1)(n=a). . . (n=r+1) n(n—1) . . . (n—r=-a)
3 oo o oo T T a8 .. (r—1)
n(n—=1) ... (n—r=a)fn—ra-r1 . _(n+1)n(n—1) . . . (n—r<+-a)
T a3 ... =)\ 7 /T 2.3 ..o T

Quindi, sostituendo questi valori, avremo

(a+)" " '=a""! Lo-(n-q-x)anb-t-g-':;—')fan—'bﬂ-o-ec. Ce
lo che doveva provarsi. Pertanto, se la formula Neowtoniana si
verifica in una data potenza, essa avrd luogo anche nella poten-

za seguente. E siccome ¢ certamente vera nelle prime potenze,
1o sari-egualmente in tutte le altre.

19.

L’uso di questa formula non & perd ristretto alle sole po-
tenze del binomio, ma si estende alle potenze di qualunque po-
linomio . Si abbia in primo luogo il trinomio a--b--c, il quale
debba inalzarsi alla potenza m ; si ponga a+b=p, e sard

(P"‘c)m;pm-o-mpm—lc-i-————-m m—')pm_.'ac'

% *

2
-l-——-——m(m:l )(;_n)pm_sc S«4-ec.

Ma siccome p=g-+-b, avremo
P =(a+8)"=a""+ma™ " b-o-m(——;—m—.l)am—zb S4-ec.

Pm— g1 m__l)a'm-ab*(_m;l)(_»_l—_-_a) 2352

cc.
2 -

p"hamm_’ap(mé-a)am—sb-i- ec.
P38 e 3)a ™ e

: ec. ~
Sestituendo questi valori nella espressione precedente avreme

'(}H-c)m , ciojé' (ﬁ-b-n-c)m espresso dalla formula
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a™ +mam—'b+——-—m(r:—’ Ja™ 2 _'_g(_____m-!)gn—S)am—%,_"_e&

-o-mc(am—l-o-(m—l )am—ab_'_(_r_r_::l’)a(m_—s_)am_%,_‘_ec.)
+ '—"_(—'-’:F-'-!cs (am.—2 -o-(m—a)a’i‘—; b-ec. ) .
-+ '.’i”i-_;'.‘l%"—_a)c’ (4m—3 +(m—3)am_4b+ ec. )

-+ec. .
ove si deve continuare qualunique linea tanto orizzontalmente
3uanto verticalmente, finché il coefficiente di qualche termine
iventi zero. Sia per dare un esempio m=3, o sia si cerchi la
terza potenza del binomio a«+-b+c. Avremo (a-+b--c)*
=a*+4-3a2b+3ab34-b34-3c(ad+2ab+-b2)+3c? (a-+b)+c?
=a’+3a2b+3aba+-b*+-3ac+6abc3bsc+-3ac?+-3bcr+ct .
" Coll’istesso metodo si potr elevare a qualunque potenza

il quadrinomio a+-b+-c+d. Facciamo a-+b+c=g, ed avremo
(a+-bs-c+d)™ ciod

(g+ad)" =¢™ -o-mqm—ld-o-z(%-_-l—)qm—’d‘-o- ec.
Ora essendo g—a-+-b-+c, se sostituiremo in questa formula i
valori di q" ,qm_l ec. trovati di sopra, avremo la richiesta

potenza (a-o-b-c—c-.o-d)m . In simil guisa condhrremo il calcolo

per elevare ad una data potenza un polinomio qualunque, ri-

ducendolo sempre ad un polinomio inferiore , il quale cioé con-
. tenga un minor numero di termini. :

20.

Abbiamo inalzato il binomio a+J alla potenza m; ma. co-
me potra cid eseguirsi, quando il secondo termine di esso sara
negativo, cioé quando il binomio sard a—b? Noi potremmo in-
vero risolvere questo problema col medesimo metodo, col qua=-. -
le abbiamo trovate le potenze di a+5; ma sard piu breve il de-

durre la formula della potenza (a—5)™ dalla precedente. A cid "
fare convien rammentarsi, che due quantitd negative moltipli-
cate tra loro danpo un prodotto positivo: quindi siccome la se-
eonda potesta di —b si trova moltiplicando quella quantita —b
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in se stessa, sard questa seconda/potesti =b3, I'istessa appunte
che si ha nel caso di & positiva. Ma la terza potenza nasce dal
moltiplicare la seconda 4% per —b, onde riesce negativa, ed
=—b* . Nella stessa guisasara (==b)*=h*, (—b) *=—b*, (—b) *=bh¢,
ec. dal che apparisce che delle potesta della quantita negativa
—b la prima, la terza, la quinta, e le altre dispari son tutte ne-
gative, la seconda, la quarta, la sesta  tutte le pari son positi-
ve. Quindi allorché & s1 cangia in —b, le potesta pari non sof-
frono alcuna mutazione, ma le dispari divengono negative.

Cid premesso, sara facile adesso 1’esprimere la potenza

(a-'-b)m . Poiché essendo
(a+8)" =™ +m m_qu-——m(";-')am_"bl

m(m—i)(m—a)am—3b,_._ec
2.3 ‘

e mutandosi (a+)" in (a—b)™ , quando & si cangia in —b,

~ troveremo il cercato valore di (a—5)" , se nella formula prece-
dente scriveremo —b in luogo di 4. Ma siccome mediante que-
sta mutazione le potenze dispari di 4 diventano negative, rima.
nendo le stesse le potesta pari, il primo termine, il terzo, e gli
altri dispari rimarranno li stessi, il secondo, il quarto, e gli
altri pari diventeranno negativi. Sard dunque

(a=t)™ =.;zm a2y,

2

— mlm—t)m=—2) m—3;, , ec.
2.3

Le due formule trovate per le potesta de’binomj a5, ed
a—b i possono riunire in una sola come segue;
(a=B)™ =™ ﬂ:mam—’b-o-—-——m‘";_‘)am—z s

—1) 3 —
i) 3y,
ove il segno ambiguo = si deve intendere in modo, che il segne

superiore-abbia luogo quando 4 ¢& positiva, I inferiore quando &
& negativa. ’

=
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CAPITOLO V.
Dei Radicali .
ar.

Quella quantitd, che moltiplicata pid volte in se stessa pro-
duce una potenza, si chiama la di lei radice, e riceve il sno no-
me o il suo esponente dal numero delle volte acoresciuto'dell’u-
nita, nelle quali & moltiplicata in se stessa per produrre la ‘po-
tenza. Cosl se & moltip%cata una sola volta in se stessa, si
chiama radice seconda o quadrata, se due volte radice terza o
cubica, se tre volte, radice quarta,” o quadrato-quadrata, se
quattro volte, radice quinta, e cosl in seguito. E dunque a la
radice quadrata di a%, la cubica di a*, la quarta di a+, la quin-
tadi a?®, ec. e cosl pure a2 ¢ la radice quadrata di a*, la terza
di a¢, la quarta di a*, ec. Viceversa, della medesima potenza
a2 la radice quadrata & a¢, la cubica a*, la quarta 4, la se-
sta a2, la duodecima a. Generalmente di qualunque potesta
m " m

a™ la radice quadrata & a®,la cubica ad,la quarta a4 ein ge-
. m

neralé la radice dell’esponente n ¢ a" . Si ‘avrd percid qualun-
" que radice di una data potestd, se I'esponente della potesta si
dividera per I’esponente della radice.
Di qui apparisce, che avremo la vera radice di una pote-
sta, ogniqualvolta il di lei esponente sara divisibile per I’espo-
m - .

nente della radice, poiché in tal caso &™ sard una potenza di
a . Ma se m non si puo dividere per n, allora nou si potra otte-
ner la radice; cos} la radice quadrata di a* non pud aversi, per-
cheé il 5 non si pud dividere per 2. Né cid deve far maraviglia,
purche si rifletta che non vi & alcuna potenza di @, che molti-
plicata in se stessa formi il prodotto a*. ‘

Ma quantunque queste radici siano inassegnabili , pure sic-
~ come spesso s’incontrano, e sono di un grand’ use nell’ Analisi,
si considerano con tutta I’attenzione, e si da ad esse il nome di
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radicali. I radicali adunque sono quelle potestd che hanno per
esponente un numero rotto, come _ai , o , at , ec. Cid si deve
intendere anche, delle guantitd complesse , come sarebbe (a-c-b)‘

che indica la radice quadrata di a+b, (3a+3b)' , che indica la
radice cubica di (3a+35)2, e'le altre simili.

Le quantita radicali si esprimono anche in un’altra manie-
1a, ponendo cioé avanti ad esse il segno |/, che rappresenta la
radice. E per denotare le diverse specie di radici, nel segno |/

#i scrive I'esponente della radice in modo, che I/ indica lara-

dice cubica, ly la radice quarta R l/ la radice quinta, e
. ©oosl in seguito; quando pei il segno |/ non ha alcun numero,
s’intende sempre che rappresenti la radice quadrata. Sard dun-
que Ya=a?, |/ (a+b)* =(a+d)} , V;;:}:"zb* ct,
asbe® =asbert=atbt c¥=adb? ot . La prima operazione da

farsi su’radicali, consiste nella loro riduzione alla pili semplice
espressione ; da questa percid cominceremo .

‘

23,

IV— —i &
= Essendo V" at®=ab" " =a"8=b)/" a4, se qualche fatto-
re della quantitd posta sotto il segno radicale avra per esponen-
te I’esponente medesimo della radice, si potra fare uscir fuori -

del segno. Cos essendo 1/ 48a3bc=1"42a2.3bc, questo radica-
e si scriverd pit semplicemente:cosi; 4al/3bc. Cos) ancorg”

‘i/(a'b-asc)=|/ o (b—-c):aV (6—),

4

. l/(a‘i.'.;da”‘b-'-l 5a*b%+-20a 'b’-o-l 5a%5*+4-6ab '+i ‘)
=), @b = () (ar) @) =(ar ) o)
* ={arb)(a+b)  =(arb) (ab) im(ar )y (o).
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23.

Per paragonare tra loro i radicali di diversa denominazio-

ne, convien ridurli al medesimo esponente. Dati i due radicali
m p

n/ m 4 . . -,
l/a ’ |/ |24 _8i possono anche esprimer cost, a ", 54; gli es-

_Ponenti —, % ridotti al medesimo denominatore diventeranno
: mg np

mqg np . s qs . ’ na .. ™ mq

’-.-g, nq’ ed i radicali proposti saranno a "¢, b, o sia l/a ,

ng /' n ' . o,

l/ 57, che adesso hanno il medesimo esponente. E siccome

le frazioni ridotte al medesimo denominatore rimaggono le stes-
se, si manterra I'istesso valore agli esponenti fratti di ciascun
radicale, e percid ai radicali medesimi, allorché son ridetti a

comune denominatore . Dati pertanto i-due radicali V ™

lpr , 1 quali debbano ridursi al medesimo esponente, si

moltiplicheranno. tra loro i due esponenti n, ¢, ed il prodotto
ng sari I’esponente comune ai due radicali, ¢ I’esponente m
della quantita a™ sotto il segno del primo radicale si moltipli-
chera per I’ esponente ¢ del secondo radicale, e viceversa.

24.

Venghiamo adesso alle quattro principali operazioni su’ra-
dicali, e siccome per riguardo alla somma ed alla sottrazione
non vi & alepna particolarita da notarsi, passiamo subito alla
moltiplicazione. Si debbano moltiplicare tra loro i due radica=

li dell’istesso esponente ly a, lyb; questi equivalgono ad

an , b'lt, le quali quantitd moltiplicate ci danno il prodotto

1 ‘ :
a"b"l'z(ab)z, e rimettendo il segno radicale "/ ab . Quindi
si ha il prodotto de’radicali del medesimo nome lasciando intat-
to I’esponente, e moltiplicando le %uantit& poste sotto il segno.

Per mostrare la moltiplicazione delle quantita radicali comples-
se daremo i seguenti esempj.
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. ] "Esemrio L C
i debbane moltiplicare tra lore le quantitd seguenti’

@+ a=p(akh)
24—/ a-+2)/(a+b) I
229 ~34 Aa-t-b :
2:a -:za[/a—z 4 )-Va°+ V/ala+b) .
_ waa/(asd) | +a/a(atrb)—ay/(arb)?

225+ ag/a —/a%+3)/ a(a+b)—2) (a-+b)?
Questo ¢ il prodotto cercato, il quale ridotti i radicali diventa
aad-+al/ a—a+3)/ a(a-o-b)—za—ab osia .

aat—3a—ab+a)/ a+3)/ a(a+b). _
Esnmrto I
Le quantita da moltiplicarsi siano a2}/ a-i-V b
ha—3)/ a+2l/ b, le quali ridotti i radicali al medesimo espo-

mente diventano a+2l/ a4+ l/ ba, 4@—3 a'-l-a
adesso si faccia la moltrplncmone come segue.

4; =315 -a{-i-a\' lyﬁﬁ
‘gaa_._sal'/aa_,_ul‘//bz.. ;
._3a]/ ar =61 aswy arbs
-+§a|%ié ». ...417 asbs...al/ be
jar+safs arrbay’ b’—6l/a"+ * arbaray’/ be

0 sia 4a°+5a|/a+6al/'/ a-.-l/ a’bﬁ-o-sl/ ba.
‘La divisione de’radicali del medesimo nome si fa come se

Je quantita non fossero sotto 11 segno radicale. Infatti, essendo
Tom., 1. . 5
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S VA S
Va:a:, Vb:b:avremo :;a:gzz %) -.—.V-‘;—

Per la divisione de’radicali complessi si osservino i seguenti
esempj.

Esemrro L

Si debhba dividere la quantitd aa®—3a--13)/ab—185 per
a‘:ja/—&/b):::::xra[/ab—bi(sa—zVa—pﬂ/b
e 7 aa
. oy ab185

0

Eszur:o 11,

La quantlt& 6a—l/ a'b'—m l/ be dehha dividersi per
2/ a—3./ 5.

a[/a—si/ b ) 6a— l)/ asbs-ml/ Be ( 3|/a+4l / f
6a—9,/a°bﬂl

a’b’—m'/b‘ :
al/ atho— 12'// be

Facilmente si comprende come debba farsi la moltlphca- '
zione, e la divisione tra quei radicali, che si chiamano univer-
sali, ne’ quali la quantita sotto il segno ¢ un radicale comples- -
80. Si riducane prima questi radicali al medesimo’ esponente,
Poi tolto il segno universale, icioé quelle che comprende tutta

L g
-
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la quantita, si faccia la. moltiplicazione o la_ divisione come so-
pra, €d il prodotto o il quoziente si riponga sotto il segno uni-
versale . 15::00 un esempio della moltlphcazlone ‘8i debbano

moltiplicar tra'loro'le quantitd (a—aVa+3 l// b) s

l/ (aa~+31/ a—4l/ 3). Tolto il segno universale si faccia Ia

moltiplicazione eome segue.

" a —2|/a+3l/ b

2a°—4a)/ a+6a) /b
+3a/a —6a-+ 91/«3'6'
| —ta) b+ 8] wrbr—ra) b
20*— a)/araal b—6a+17)/ asba—ml/ B

ed il prodotto cercato sara

l/(aaﬂ—al/a-e-nal/b—6a+17 asba_ml/b,)

“Siccome V a=a" sard ‘/ \P =a" , @ restituito il se-
gno radicale (' / )P -—l/ P cio¢ per inalzare un radicale ad

“una data potenza , conviene a quella potensa elevare la quantita
posta sotto il segno radicale.

Ma per estrarre una data radice da un radicale bisognera
moltiplicare per 1’esponente della radice data 1I’esponente del

radicale . Infatti essendo Va_a" , @ per estrarre la radice di
* una potestd dovendosi I’ esponente della potestd dividere per
I’ésponente della radice sara l/ ly l/ a. Quindi sard

e e i el A
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Alcune volte succede, che dalle guantita complesse si pud
esattamente, estrarre la.radice, in mog: che svaniscono allora i
segni radicali, e la gnantitd proposta prende una forma pin
semplice. Convien dunque mostrare il metodo da tenersi per
estrarre queste radiei, quando cio é possibile . E per incomin-
ciare daﬂa radice quadrata, siccome la quantiti a*+-2ab+-52 &
un quadrate, di cui la radice ¢ a+b, & chiaro che otterremo
questa radice allorche ci é incognita, se estraendo la radice dal
primo termine a3, la quale & a,%el doppio di essa o sia per 22
divideremo il secondo termine aab, poiché il quoziente sara 4,
cioé I’altro termine della radice. Di qui apparisce quel metedo
che cercavamo, il quale schiariremo negli esempj seguenti.

Esemrro I,

Si debba estrarre la radice quadrata dalla quantitad
60ab-+-36a>+25b*. Primieramente ordino questa quantiti per
a come segue - S ‘

3643460243583 ( 60455
36a2 126

~ 60ab-+-25b2
36a34-60ab+25b2

()

Poi prendo la radice quadrata 6a del primo termine 3622, e la
scrivo a parte; questa radice 6a inalzata al quadrato mi da 3644

che sottraggo dalla quantita proposta, ed ottengo il residuo
60ab+25b2. Adesso prendo il doppio 124 della radice trovata,

e per esso divido il primo termine 60ab del residuo. Scrivo per
radice il quoziente 55; poi inalzando al quadrato la radice tro-
vata 6a+-5b ottengo la ‘quantitd 36a34-60ab+-2542, la quale’
sottratta dalla proposta siccome non mi lascia alcun residuo,
¥ operazione ¢ terminata, € la radice cercata & 6a+56. -

Esemrpio Il

8 'voglia la radice quadrata della quantita
4a?—13ab-+164c+9b3—24bc+16¢2.

t
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4as—128b+16ac+9b?—24bc+16c* ( 2a—~3b-+4¢
4a2 ' 4a—3b
—13@b+16ac4-0b3—24kc+16c*  fa—0b+4c
—12ab' +gb3

16a¢ —24bc-+16¢2
16ac ~—24bc+16c2
o

Estratta la radice aa dal primo termine 4a°®, ne sottragga il
. quadrato 4a® dalla proposta quantita ed ho il residuo .
—120b-+16ac+9b?—24bc+16¢2 . Prendo il doppio 4a della ra-
dice trovata, e per questo dividendo il primo termine del resi=
duo —1245 ho il quoziente —3b, che & il secondo termine della
radice. Alzo al quadrato la radice finora trovata 2a—3b, e tol- .
go (2a—3b)? dalla quantita proposta, o pure
(2a—3b)3—4a3=—3b(4a—3b) dal residuo, perché 4a2 fu gia sot-
tratto, ed ottengo il secondo residuo 16ac—24bc+16c?. Divido
questo per 4a—6b doppio della radice trovata, ed il quoziente
4c mi da il terzo termine della radice. Di nuovo sottraggo la
radice 2a—3b-+4c elevata al quadrata dalla quantitd proposta,
o pure sottraggo (2a~—3b-+4¢)?—(2a—3b)2—=4c(4a—6b-+4c) dall’
ultimo residuo, e siccome nulla rimane, la radice cercata sard
aa—3b-+4c. o .
In egual maniera dalle cose precedenti si potra ricavare il.
metodo da usarsi per estrarre qualunque radice. Poiché essendo

an-n-nam—]b-t—'l(’;-:—:-)an—sb’-hec. la potenza di esponente m

della quantitd a+b, se data la potenza questa radice fosse inco-
gnita, si troverebbe prima estraendo la radice n.®im2 dal primo

..n o oqeos . .
termine @~ che sarid a4, poi dividendo il secondo termine per

n—1 . L .
na~ , cioé per la radice gid trovata inalzata alla potenza n—r1,
e moltiplicata per #, perché il quoziente & sarebhe I’altro ter~
mine della radice.

26.

Ma lasciando queste cose da parte passiamo ad altre pid
utili. Da cid che abbiamo veduto della natura delle potesta é-
chiaro, che non tutte le quantita son potenze; onde spesso suc=
cede che invano tentiamo dé estrarre le radici, e siamo condot-
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ti a quantitd radicali. Cos} nion essendovi alcun numero o inte= o
ro o fratto, che moltiplicato in se stesso dia un prodetto eguale . .’
a 3, non si potra estrarre la radice quadrata dal 2, e non sj sa-
pra mai-cosa sia in numeri la qaantitd /2. L’istesso si deve
intendere delle 'altre quantita radicali, le quali non si sa qual
rapporto abbiano esattamente in numeri ad altre quantita co-
gnite. Percid esse si chiamano. ancora incommensurabili , poiché
non hanno una misura comune con altre quantita note .

. Ma siccome queste quantitd radicali spesso sincontrano
nella soluzione de’problemi, ¢ da esse dipende il valore delle
quantitd che si cercano, percid hanno procurato gli Analisti di
ottenere il valor prossimo de’radicali, giacche il vero ottener
non potevano. Questa approssimazione & di un grarnd’uso, ed -
ha tanto maggior pregio , in quanto si accosta al vero valore co-
me piu piace,in modo che I’errore che si commette riesce cosi
piccolo, come si vuole. Per far cid bisogna ridurre il dato radi-
cale in serie, cioé in una formula composta d’infiniti termini,
i quali vadano sempre diminuendo. Ora siccome la serie conti-
nuata all’infinito da il valore del radicale, quanti pili termini
prenderemo, tanto pil ci accosteremo al vero valore, e quindi
non vi é alcun limite all’approssimazione. Cerchiamo adunque.
come si svolgono in serie i radicali.

Siccome i radicali si possono considerare come potestd di

esponente fratto, la quantita |y(a+b) ™ si pud esprimere per
- ;

(a-q-b)?, cio¢ pel binomio a+& inalzato alla potenza %‘ .Ona
.poiché abbiamo trovato di sopra essere _ .
(a+3)? =aﬁ—pap —1.Plp=1), p—2 bs
2
+p(——p——-nL_—)g_g)ap _sbl -+-€C.

. m
se facciamo P=-", avremo . .

m m M—n me=2n

© (6+b) "=a"+Za pmim=nly n o ga
n n.en
O m—3n .
4 m=n)(m—an) " a b3+ ec.
7 n.an.3n e« A
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" 1a qual formula va all'infinito, perche %' & una frazione .
) . m m—n m—an
Ma in questa serieritroviamo le quantiti a”,4 ™ ,a ™ see.
Ie quali sono radicali, onde pare a prima vista che poco vantag-
gio da questo metodo ricavar si possa, poiche esso ci da il ra-

dicale ly(aa-b)m espresso per altri radicali. Ma ¢ facile il ve-
dere che questi spariranno, se per a prenderemo una qualungue

quantitd e
m

levata alla potenza n. Perché posta a=c" sari
m—n m—an *

. m—an
=c

— - m—n
p":c'_m ,a ® =c ,a ©
lori :

ec.esostituiti questi va-

L (c'f+b)m=cm+gcm—"b+——mr(‘m;") s
m————.( m—n)(m—an) m—3ny, , ec.
n.an.3n

Se adesso facciamo m=1, ed n=2a, 3, 4, ec. avremo le se-
rie seguenti per I’ estrazione della radice quadrata, eubica, quar-
ta ec:

.. 16 1.1k 1.1.3h% x.5.3.544
: l,/(c,*b)—c‘*E a.4c$+n.‘4.6c‘ s.4.b'.tsp1_'_ec°.

'I%C‘-i-b)::é-o-,‘—-b- 1.2b3 1.2,5b8 1.2.5, 864

363 3.6ct  3.6.900 5.6.9.:20—7!—4‘“'
“ W 1.3b2 1.3.7b3 1.3.7.11ba
Iﬂc‘*b):’_:_aw §.807 T48.13017 481216018 T o
o ec. ' ’
Quando dunque si vuole estrarre la radice #.4™¢ da una data
quantita, conviene questa quantitd dividere in due parti, una
delle quali sia una potenza dell’esponente n, e poi far uso del-
le serie precedenti.

Prima perd di farne 'applicazione a qualche caso partico-
lare, importa molto il notare alcune cose. Delle serie altre sono
convergenti altre divergenti ; in queste i termini vanno tanto
pilt crescendo, quanto piu si allontanano dal primo, in quelle
1 termini vanno continuamente diminuendosi. Le sole serie
convergenti possono adoprarsi per le approssimazioni; perché
I'approssimazione ¢ appoggiata a questo principio, che somma~
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ti alcuni de’ primi termini gli altri possono come piccolissimi
trascurarsi. Cl))ra cid ‘non pud farsi nelle serie divergenti, perche
in paragone de’primi non si possono lasciare da parte i termini
seguenti, i qua.l[: sono-maggiori di quelli o per lo meno eguali.
Vediamo adunque quando le seriegi sopra trovate sono conver-
genti, quando divergenti. E chiaro che i termini di queste se-
rie crescono crescendo b, diminuiscono crescendo c: onde se &
sara minore di ¢ le serie saranino convergenti. Il aumero dal
quale dev’ estrarsi la radice, si deve percid dividere in due parti

n . .. . .
¢ , eb, in modo che ¢ non sia minore di 5, e quanto pid
grande sard ¢ riguardo a 4, tanto pil convergente sara.la serie,
e un numero minore di termini sard.necessario per la cercata

approssintazione, )
Esemrro I

Si debba trovare prossimamente la radice quadrata del nu-
mero 2. :

Il quadrato prossimamente inferiore al numero dato ¢ I’u~
nita, onde conyien fare c=1, b=1. Sostituiti questi valori la
“gerie diventera

V2=1+1_L;_x+! -3 3.5 - 3.5.9

2 2.4 2.4.6 2.4.6.8  2.4.6.8.10

la qual série continuata all’infinito da il vero valoredi }/a:per
averneil valor prossimo bisogna sommare molti termini. Il prime

termine I ¢ vicino alla cercata radice,na se prendiamodue ter-
. e I I I I 1

minl I —, 0 ire I 4 —a== 0 qUAattro Iepm— e — o ——
a’ +3 2.4’ T 2 2.4 2.4.6°

o cinque ec., ci accosteremo sempre pil al vero valore di}/a.

Cosi le frazioni 1, %— , %‘—, :3*-6- , -:-%% , ec. danno il valore della

€L

radice cercata sempre piu -esatto, in modo perd che la prima, la

terza, e le altre poste in luogo dispari sono minori del vero, la

seconda, la quarta, e le altre in posto pari maggiori del vero,

come apparisce dalla forma della serie, nella quale comincian-

do dal secondo termine i segni sono alternativamente positivi e

negativi. «

Ma questa serie & poco convergente, e cid ¢ accaduto per=

«<hé i numeri ¢ e b non differiscono tra loro . Per avere un’altra

serie pit convergente moltiplichiamo il numero 2 per un qua-
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Adrato, per es. per 100, esard |/ -?-E-z- . Il quadrato prossi-
mamente inferiore al numero 200 & 196, la cuiradice & 14; on-
~a dged L .
de |/ z=l/ —‘%—0—;-"-‘-1 é 72—5= 75-[/ (7’+f); Facciamo adun-

que c=7, b=1, ed avremo
3 35

1 1 I
[/2_.—5-( 7+E_ 2.4.7% +2.4.o.7° T246817 + ec.)

1a gnal serie & molto convergente, perché presi solamente i pri-
380299
268912
decimale 1, 414213, la quale non differisce dal vero né pur di
un milionesimo . L’ tesso artifizio deve usarsi in generale per
ottenere serie cgavergenti. T

, o sia la frazione

mi quattro termini avremo la frazione

Esemrigo I

Si debba estrarre la radice quadrata dal numero 15. Se -io
prendessi il quadrato inferiore c?ne ¢ 9, avrei c=3, b#=6, e poi-
<ché c<b avrei una serie divergente. Prendo per$id il quadrate
superiore che & 16, ed ottengo c=4, b=—1, e sostituiti questi
valori '

v |/ 15=f— I v 3 3.5

. T 2.4 244% 2.464°5 246847
Questa serie & assai convergente, perché pr§pi dug soli termini,
%, ne nasce il valor prossimo =§8I"-" , 875, il qua-
le non differisce dal vero né pur di tre millesimi. Se & necessa-
ria maggiore esattezza, converra prendere tre, o piul termini.

' Abbiamo supposto che la formula del binomio abbia luogo
nell’inalzamento a potenze di esponente rotto. La dimostrazio-
ne, che abbiamo data del teorema Nevotoniano, essendo per in-
duzioné dedotta .dalla osservazione de’casi particolari, potra
ammettersi per le potenze di esponente intero, ma per quelle
di esponente fratto converrd appoggiarla a qualche nuova ra-
gione. Sia dunque,

mb  m(m—n)bs  m{m—n)(m—an)bs
P=a™ Tnanas T nandnas
‘ . L

; /
io dico che sar3 (1-#%)”‘:(1’-47;)". Poich¢ =~ .
. Tqm. I. .6

v

-— €cC.

cioé 4, e —
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n n(n—1 n(n—1){n—a
.(1+p) =l+np+-(—‘;—-lp“+ —(—-2—0—-—)17 84 ec.
Ora se prendiamo le potenze di p avremo
an2b3 . 2m3lm—n)bs
PR i anay T

ec.

¢ sostituendo questi valori avremo (14-p)" espresso dallaformula
. mb  m(m—n)b3 = m{m—n)(m—2nlb® '

a  ana? an.3nas + ec.
ma(n—1)bs am3(m—n)(n—r1)bs
anad " 2ne2na P c.
m3 (n—1)(n—2)b3
“a3nags. T+ € N

e riducendo i termini simili $illa formula
. b ma—m bﬂ*m'—:!m.n-o-am bs

, 11— — ~—~ €C.
: ' a 2 a9 6. @3
o finalmente 8alla formula -
— 4 L)
L b#_m(m :).b;_‘_m{m—-l){r-m—a).b cc.
a 2 aa 2.3 as

o . . by\m - by\m
Questa esprime il valore di (I-u-;) ;§unque(l+p)n-=(l+‘:) .

e quindi am(l-o-a— =(a+5)"=a"(1+p)", ed estratta la radi-
ce n.esima
mom mmen ‘m—an
(a+8) "=a " (1+P)=a "y Ta " b—o-m(m—"n)a % s
n . n.an
m—3n
m(m—n)(m—an)a ™ b4 ec.

n.an.3n
come sopra avevamo supposto.
La medesima formula del binomio pud anche adoprarsi
quando I'esponente della potesta ¢ negativo. Facciamo
—_ —_ —tn—1, Mm(m=4-1) —m—
(a+b) "=z ” —ma 'b—o———(——!a 2ps
m( m-:vz)‘( m-.-z)a_m—B b5 ec.
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la qual’espressione si ricava dal teorema Nevvtoniano facendovi m

negativa,esiccome (a-o-b)—m,(a_,_b)m___[, se il valore d1 (a _'_b)-—n.z -
¢ quale loabbiamosupposto,il di lui prodotto gon il valore di

(a+8)™ deve essere eguale all’unita. Ora siccome
(a-i-ll)m::am-q-mam—lb-o-ﬂm?—-ﬂam_nb“

mim—1)(m—2) m—3
2.3

avremo (a-c-b)m.(a-;-b)—m cosl espresso

b+ ec.

S - M mi3=3mi-2m —=3

aC<ma Vo 22", 2ps - - a b+ ec.
. 2.3

— — m3—=m? -3

ama Vom  moa2pos ——a b« ec.
. 2

PYSTYY m3—m? =3

+ 2 2pa— M= a0k ec.
2
B3 M 22
.,_ﬁ_‘?_"i?’_t_a 353+ec,
2

ove i coefficienti del secondo termine e de’seguenti evidente-
mente svaniscono, e siccome rimane il solo termine ¢°=1, sara

la formula che esprime il valore di (a+5)""" moltiplicata ‘per

{a+d)" eguale all’unita; lo che doveva succedere se quella for-
_mula era yera. E dunque

(a+8) "= e

‘ 1 _'_rg_(_n_;:-_l) 2y,
m(m+r)(m+9)n—m—3ba

.

>3 ~+ec.

B _.f( b m(m-4-1)ba m{m-o-l.)(m-.l-2)ba )

=l 1—m— - - —+ ec.
a™ a 2 a3 2.3 a’

la qual’espressione va all’infinito, e serve per ridurre in serie la

frazione —— —. Ma accid la serie riesca convergente bisognera
(a+b) _ '
. prendere @>b: cosi facendo m=r1 , a=2 , =1 avremo
I_ I 1vo1 g e s
F=7 3-"8 %+ €¢ all’ infinito.
In simil guisa si' dimostrera la formula del binomio aver
luogo anche nel caso dell’esponente fratto e negativo,
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. CAPITOLO VI
Delle quantita imaginarie.

o 27,

Da quello che abbiamo detto de’radicali apparisce chiaramen-
te, che di alcune quantita noo si pud esattamente esprimere il
rapporto alle quantita intere”e fratte; contuttocio esse si am-
mettono nell’ Algebra, perché il loro valore si pud ottenere tan-
to prossimamente quanto piace. Un paradosso pitt grande ci
presentano le quantita imaginarie; che s’incontrano nell’ Alge-
brica soluzione de’ problemi, le quali non esistono, ed ¢ impos-
sibile lo esprimerle non solo esattamente ma né pure per ap-
prossimazione . Nientedimeno I’Analisi considera, ed insegna
ad operare su queste quantitd, sl perché qualche volta dall’u-
nione di pid quantitd imaginarie ne nascono quantitd reali, si
perché il valore imaginario di una quantita, dalla quale la so-
luzione di un problema dipende, mostra che questo problema &

impossibile. Cid meglio si comprendera , quando parleremo del-
la soluzione de’problemi..

Per ben conoscere la natura delle quantita imaginarie con-
viea ricordarsi, che il quadrato di una quantitid tanto positiva
"che negativa & sempre positivo: da cid segue che & impossibile
lo estrarre la radice quadrata da una quantita negativa. Se dun-
que nella soluzione di qualche problema siamo nel caso di do--
vere estrarre la radice quadrata da una quantita negativa —a?, "~
questa radice non esiste, e percid |—a? ha il nome di quantita
imaginaria o impossibile. Per pii semplicitd questa quantita
|/—a? si esprime in altra maniera cosi a}"—1, poiché essendo
—a3=a3X—1I,sard]/—a’=)" a3 X—1=a)/—I . Se ad una quan-
titd imaginaria si aggiunge una reale, o se ne sottrae, o si mol-
tiplica per essa, o I'una per I’altra-si divide, il resultato si de-
ve reputare una quantitd imaginaria. Cost, essendo a, b, ¢ rea-
1i, le quantita a+b)/'—1, a—b}/—1, a+bc)/—1; :‘J—cé——f 80-
no tutte impossibili. : y -
‘ Essendo positivo il cubo di una quantita positiva, negativo
quello di una qugntita negativa, la radice cubica di una quan-
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titd negativa sark sempre possibile, o sia reale; onde nelle radi-
ci cubiche non §’incontrano alcune quantitd imaginarie. Ma la
quarta potenza dovendo esser necessariamente. positiva, da una
quantitd negativa non si pud estrarre la radice quarta, e percid
4 —a*=a} /' —1 & imaginaria. L’istesso s’intenda di tutte le
radici di esponente pari, le quali saranno imaginarie, se la
quantita sotto il segno sara negativa.

28.

La somma e la gottrazione delle quantita imaginarie si
fa nella solita forma: cosi a)'—1+b)/—1, ed a)/—1—b)/—1I-
significa che la quantitd 5/—1 nel primo caso & aggiunta, nel
- secondo ¢ tolta dalla quantita a)/—1. Co

Se la quantita reale a si dovra moltiplicare per I'imagina-
via B)/—1, il prodotto sara abl/—1, ove per i segni vagliono le
solite regole. Non cosi succede se devono moltiplicarsi tra loro
due quantitd imaginarie: poiché essendo qualunque radice qua-
drata moltiplicata in se stessa eguale alla quantita posta sotto
il segno radicale; sard}/—1X]/—1=—1, e quindi ’
a)/—1.b/—1=abl/—1.]/ —1==abX—1=~ab, ciot il prodotto
di due quantita a)/—1, b/ —1 imaginarie positive & reale e ne-
gativo =—ab. Lo stesso deve dirsi del prodotto di due quantita .
imaginarie negative; perché . i
—a)/~1X~b)/—1=abl/—1.|/—1==mab. Se poi le quantitd ima- .

inarie sono di diverso segno, il prodotto & positivo, poiché
a)/—1 Xt/ —1=—abl/—1X) —1=—ab)X—17mab. Poste que-
ste cose ¢é facile adesso il moltiplicare tra loro le quantitd ima-
ginarie complesse, come mostra il seguente

!

Esemrio
8Si debbano moltiplicare tra loro le quantita

4a+3/ B/ —142d)/—1, 6a—2)/ b/ ~14-3c)/~1; il prodotto
si troverd come segue. ’ .
: 4a+31/ b/ —142c)/ =1
6a—2/H/—14-3c)/~1"
. 24a°+18a)/ b/ —~14-12ac)/—1
— 8a)/b)/—1 +6b+4c)/b
+12ac)/—1  —qc]/ h—b6c?

24a%+10a}/ b/ —14-24a0¢],/ = 14-6b—5c]/ b—b6c?
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Se una quantitd imaginaria si dovra dividere per una reale,
il quoziente si otterra osservando per i segni le solite regole, cost

%—_lzbl/_l ,"L‘la/_'i:_q/—t ,ab'_fa—lz—bl/—x ,

—abl/ =1 .
_.:11_———_&/ —1. Ma se una quantita reale ab si dovra divj~

dere per una imaginaria .V -1, il quoziente sara imaginario e
negativo, cioé-==—a|/—1 ; poiche
a —a|/ =1 —al/ —1 \
— — V- — =—a}/—1. Cosi pure
Ve N VT G VST v ey I
—ab - —a — ’
. —_ — a|/ ! —nV—;,
/=1 ) =1 =i =t
—ab —a _ —a)/—I
= = =i "
dendo reale e il divisore imaginario avranno i medesimi segni,
il quoziente sard negativo; se avranno segno diverso, il quo-
ziente sard positivo. Se poi la quantita imaginaria-abl/—1 si
deve dividere per I'imaginaria 5/—1, il quoziente sara —g,
ab/—t_al/—1 —aby/—1 __.
perche v =4 -—=a; e cosi pure =a,
o/ =17 =1 b/ —1 e
ab)/—1 —abl/—1

—=—a, e finalmente
—b/—1 ’ T b —1 i ]
segni si regolano al solito. Per la divisione degli imaginarj com-
plessi diamo il seguente '

=—a)/—1: cioé¢ se il divi-
-

—a, cio¢ in questo caso i

Esgmepro -

Si debba dividere la quantita
24a3+10abl/—1+24ac)/—1+6b3—5bc—6¢? per la quantita
4a+3b)/—1+2c)/—1; I'operazione si fara come segue.

4a+3b)/—1420)/—1)24a%+10ab}/ —1+24ac)/; e 14-6b2—5bc—0602
6a—2b)/—1-43c}/—1)24a%+18ab)/—1+12ac)/—1
— 8abl,/—1+12ac]/—1+6b2—5bc—b6c*

—_— 8a,b[/ —_1 +6b34-4bc
- 12ac)/—1  —gbc—0c?
- . lgacl/-—l' . —9b(,‘—-66a
P N

Passiamo alle potenze delle quantita imaginarie, e sicco-
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me a}/—1Xa} —1=—a?, sara (a}/—1)2=—a2; quindi
(a)/=—1)*=—a%.a)/—1=—a’}/—1,

(a)/—1)*=—a’} —1.0)/—1=a*,(a}/—1)'=a*.0)/ ~1=a’)/—1,
(a)/—1)e=as)/ e/ ~1=as | (a)/—1)"=—a’)/—1,

(ap”—1)*=a*, ec. Sono dunque reali tutte le potesta pari di
(a}/—1), imaginarie le dispari ; e per riguardo alle potenze pari,
esse sono positive se la meta del loro esponente & pari, negative

2m

se ¢ dispari, cio¢ ¢ sempre (@4/—1)*"=a" se m & pari,

(a1 _l)zm:_aam se m & dispari. Le potenze dispari son posi-
tive, se tolta I’ unita dal loro esponente, il residuo é parimente
pari, o sia divisibile per 4; se nd, sono negative. Cosi

(al/—x)2"""'I=a9'm""I /=1 se m & pari,

(al/—x)mlz—am+‘.|/—x se m ¢ dispari . Le potesta
degl’imaginarj complessi si troveranno per mezzo del teorema
Nevvtoniano , & sara

_nln—t) n—2;,

(a+b/—1)"=a" +nd" Tty /—1 —a,

_ n(n-—nl.)g”‘fz)a”_sb s‘/_x-o- ec.

29.

Abbiamo fin qul supposte le quantita imaginarie formate
dalla somma di una quantita reale, e di un’altra reale molti-
plicata per |/—1; e cid abbiamo fatto, perché é stato dimostra-
to dal Sig. d’ Alembert, che qualunque quantita imaginaria si
pud sempre ridurre alla forma A+B) "—1, ove 4 e B sono
- quantita reali. La veritd di questo teorema & chiara per ri-
guardo alla somma e alla sottrazione, ed anche alla moltiplica-
zione, perché il prodotto delle due quantitd a-b/—i, e
c+d)/—1 & =ac-+ad) —1+bc)/—1—=bd, cioé della forma
A+By/—1 posta A—ac—bd, ¢ B=ad-+bc. Della medesima
forma ¢ pure il quoziente nato dalla divisione delle quantita

+b/

s, ... @ —1 1. . .
. imaginarie, poiche —————— moltiplicando di sopra e di sotto
e P Cd)/—1 P P

per c—d)/—: diveata ac_adl/::j?/—“'bd
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ac+bd bc—ad, Co ac+bd _bc—ad
=cnh +eaa 1 ove perc@ A=, e B:m .

Abbiamo veduto di sopra essere
n_n n—1 n(n—r1) n—a
(a+B/—1) =a +na bl/—lf-——;—a b3

__n(n—t)(n—a) n—sb’
2.3

)/ —I1+ ec.

Onde se ponghiamo .
n_nma—t) n—3,, n(n—;){ng“-s‘})(n-&)a@— 4pe_ ec.

B— m—lb_n(n—:){n—z) n_36°+ ec

2.3 :

ne nascerd (a+d)/—1)"=A+B}/—1 . Se facciamo n fratta,
avremo ridotte alla medesima forma le’ quantita radicali imagi-
narie. Rimane il caso, in cui 'esponente n ¢ egli stesso imagi-
nario, il quale insegneremo a ridurre, quando ci saremo un po-

co piu inoltrati. - ) .
CAPITOLO VIIL

Della risoluzione de’ Problemi, e dell equazioni
del primo grado.

. 3o.

Quello che abbiamo detto fin qui sul computo delle quantita
si deve applicare alla soluzione de’problemi, nella quale ¢onsi-
ste I'uso dell’Algebra. Poiché dalle condizioni date tra le quan-
tita cognite ed incognite I’Algebra insegna a detenminare il rap-

A=a

porto, che passa tra queste e quelle. E siccome qualunque pro- -

klema si raggira intorno alla quantita, qualunque condizione
di esso si ridurra sempre ad un rapporto di eguaglianza tra le
quantitd incognite in qualsivoglia modo mescolate con le co-
guoite, il quale si chiama equazione, e si divide in due membri
dal segno = di egnaglianza.

Allorche & proposto qualche problema, convien primiera-
mente farsi un idea chiara di cid che si cerca, distinguer.bene
le cognite dalle incognite, rappresentarsi ed esprimere adequa-
tamente tutte le condizioni del problema, e resecarne tutto cid
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che vi & d’inutile. Sopra questo nulla in generale si pud iuse-
gnare; I’ uso solo e I’ esercizio posson6 renderlo facile. Quando
poi tutte le condizioni del problema sono state espresse per al-
trettante equazioniyconvien risolvere queste, cioé ricavarne il
valore dell’incognita . Questa seconda operazione non & cosi in-
certa come la prima, poiché¢, data una equazione, alcune regole
fisse insegnano il modo di ottenerne il valor della incognita.
Sicecome la varieta infinita de’ problemi conduce ad infinite
equazioni di una forma diversa, hanno stabilito gli Analisti di
dividerle in varie specie o gradi, i quali riconescono 1’origine
" ed il nome dall’esponente dell’ incognita ; in modo che quelle si
dicono di prime grado, nelle quali il massimo esponente dell’in-
cognita ¢ =1,disecondo se il massimo espouente ¢.=2, di terzo -
se & =3, ec. E quantunque questa distribuzione dell’ equazioni
sembrar possa arhjtraria, si vedra in seguito che essa dipende
dalla natura dell’equazioni, e dai diversi metodi di risolverle.

3r.

Allorche si &-tradottdo il*problema in equazione, convien
risolverla, cioé ridurla-ad un’altra, in un membro della quale
sia la sola incognita, nell’altro le sole cognite: e qui &i osservi
che le quantitd incognite saranno in seguito espresse per mezzo
delle ultime lettere z,y, s, u, ec. dell’ Alfabeto, le cognite
per le prime 2, 4, ¢, ec. Le regole feh risolvere I’equazioni di

rimo grado, delle quiali adesso parleremo, sono tre, da usarsi
secondoché I'incognita & diversamente involta tra le quantita
cognite : ora cid pud succedere in tre modi, o mediante la som-
ma e la sottrazione , come nell’ equazione x+3=5-x; o per
mezzo della somma della sottrazione e della moltiplicazione,
come nell’equazione 4x—6=2x+4-16; o finalmente anche me-
diante la divisione . .

Sia data I’equazionec4x+3=12—2x, ¢ da ambedue i mem-
bri si sottragga 3, i residui ga+3—3, 12—axr—3, cioé 4z,
12—27-3 saranno eguali, o sia jr=12—2x—3, ove il termine
=+3 dell’ equazione data & stato posto dal primo nel secondo
membro mutandogli il segno, e lo stesso pud farsi in generale.
Adesso ai membri di quest’ultima equazione 4r—12—2x—3 si
aggiunga 2z, e ne verrd 4xr-+2r—I12—27r—3+422, Cio¢

. 4x+-2x=12—3, ove il termine —ax mutato il segno ¢ stato tra-
Tom. 1. ! o 7 :
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sportato dal secondo membro nel primo. Di qui nasce la prima
regola: ‘qualunque termine, cioé, pud portarsi da un membro
" nell’altro salva I’equazione, purche gli si cangi il segno. Per
mezzo di/quresta regolasi. possono ridurre in un membro tutti i
termini che contengono I'incognita, non comprendendo 1’altro
che quantita cognite. Per far cid si scrivera di nuovo I’equazio-
ne ponendo nel primo membro i termini affetti dall’incognita
con i loro segni se erano nel primo membro, con i segni mutati
se erano nel secondo, e tenendo I'istessa regola per riguardo al-
le quantita cognite da collocarsi nel secondo membro. Cosi I'e--
quazione 7x—8=6r+14 diventa 7x—6x==14+8, cioé z=a2, e
I'equarzione ax+bec—cr=—ac—bz si riduce ad ax—cr+br=ac—bc.
Allorché tutti i termini affetti dalla incognita sono stati
posti nel primo membro, fatta la riduzione si deve osservare se
Tincognita ® moltiplicata per 1’unitd, o per un altro fattore:
nel primo caso.I’equazione & gia risoluta, eome succede nella
seguente 3x+4=—22+8, la quale trasponendo i termini diventa
3x—22=8—4, cioé x=4, e ci da il valore dell’incognita. Nell’
altro caso, in cui I'incognita ha un coefficiente diverso dall’u-
nita, convien per esso dividere il secondo membro. Cosi equa-
zione 884-6=—=30—4x trasponendo diventa 8zx+4fr=—30—6, € ri-_
ducendo 122=24; se ora dividiamo per 12 I’uno e I’altro mem-
bro, si manterra I’ equazione, e sara %:;’%, o sia z==2. Quin-
di se dopo la riduzione I’incognita ¢ moltiplicata per qualche
quantita, si scriva sola nel priino inémbro, e si divida pel suo

. . \ \ be
coefficiente il secondo membro. Cosi se ax=bc, sard z= —, e

pih generalmente se abbiamo I’ equazione azx+-bc—cr=—ac—bz,
che per la trasposizione diventa ax-+br—cx—ac—bc, o sia
T ac (4 .
{a+-b—c)r=ac—bc, dividendo avremo xr= ———iz : in modo
Qegmlymmn
che, se il primo membro & composto di pitt termini, bisogna di-.
videre il secondo per la somma di tutti i coefficienti. E poiché
il coefficiente di x & I'unita, se avremo I equazione z-+ax=b,

. b
sara :"——- — . -
1-+a ‘

Queste regole hanno anche luogo, se I’equazione & compo-
sta di frazioni; ma in questo caso torna piu conto di mandar si-

’




D ALGEBRA P.1. 51
bito via le frazioni. .Proposta r équazione3§+4-_f% -o-m—%—x ,

se moltiplichiamo tutti i termini per 3 denominatore della pri-
ma frazione, questa salva I’equazione andera via, ed avremo

—2';;3.r +n=i‘g: +36— é—'—, 0 sia 2x4-12= 1%—"”-9-36—-[3—“. . Si-

milmente se moltiplicheremo questa equazione per 5 denomi-
natore della prima frazione che rimane, anche questa se ne an-

bz . ’ .
dera, ed avremo (ox-+60=122+180— :— . Finalmente molti=

plicando per 7 denominatore della frazione rimasta avremo I'e-
quazione 70z-+420=84x+1260—~75z, chesnon contien piu al-
cuna frazione. Quindi per liberare un’equazione dalle frazioni
bisogna moltiplicare tutti i termini per i denominatori di cia-
scuna frazione. :

Le frazioni si possono anche eliminar tutte per mezzo di una

A ; 5,
sola: operazione. Si riprenda I’ equazione a;—;«-4.: 4—3'3 “+I12— ?x s

[

e le frazioni %, 3-4,-;— si riducano al medesimo denominatore,
&i *equazione 192 4= 34\, 1%

lo.che fara diventar I’ equazione i et e X Se an

che i numeri 4 e 12 si ridurranno in frazioni del medesimo de
‘nominatore 1c5, si avra 70x+420=84x+1260—752 , come so-
pra. Per eliminar dunqueé le frazioni convien moltiplicare i ter-
mini interi pel prodotto. di tutti i denominatori, eg il numera=
tore di ciascuna frazione per i denominatori delle altre.

Dopo queste regole tutta la difficoltd nella soluzione dei
problemi di primo grado si riduce a porre il problema in equa-
zione. Per renderci cid familiare, ci eserciteremo me’seguenti
problemi, ProsrLeEma L o< ’

»» Tra un padre ed il di lui figlio vi corrono quaranta an~
»» Di, e gli anni di ambedue presi insieme sono cento; qual’ &
,» 1 eta di ciascuno? ,,

Sia I’ eta del padre =z, e siccome il figlio & 4o. anni pid
giovane del padre, per aver I'eta del figlio converra sottrarre
40. anni da queHa del padre, e sara percid I’eta del figlio =z—4o0.
Ma per la condizione del problema le due etd prese insieme so-
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no =100; avremo dunque x+-2—40=100 cio¢ 2x—40=100, che
¢ I'equazione del problema. Da essa per mezzo della trasposi-

zione abbiamo| 22==100#-40=140, e finalmente x:%:qo.Co-’

nosciuto il yalore di x, cioé I’eta del padre, avremo quella del
figlio —r—4o=70—40=30. '

Generalmente se di due quantitd « ed y & data la somma a
ela diﬁ'erenm b, sard x= f'—:—-b, Ff%b, cioé la quantitd mag-
giore sara eguale alla mezza differenza aggiunta alla mezza som-

ma, e la minore eguagliera la mezza differenza sottratta dalla

mezza somma, 'P RoBLEMA II

» Un padre ha lasciati morendo 10000 zecchini da divi-
»» dersi tra i suoi tre figli in modo, che il maggiore abbia 2000
» zecchini pilt del secondo, ed il secondo 3000 piu del terzo: si
»» cerca la porzione di ciascuno. ,,
Sia z la porzione del primo, quella del secondo sarh
x-r2000, e la porzione del terzo r—2000—3000; ora queste tre
_ parti dovendo formare 1"intiera eredita di 10000 zecchini avre-
MO Z~+P#-2000-4-2—5000==10000, €i0é 3xr—7000=10000, € trae
sponendd 3x=10000+7000=17000, e dividendo per 3,
& 17000 _

=-3 __5666+§- , che & la porzione del primo, la parte del

secondo sard 5666+ %—3000236_664--}, e quella del terzo

3666-4--;—3000:6664-% .

Pilt generalmente sia proposto di dividere un numero qua-
lunque 5 in tre parti in modo, che la prima superi la seconda
della quantita a, e la seconda sia maggior della terza della

quantita 4'. Posta la prima parte =z, sard la seconda =z—a,.

e la terza —x—g—a'; onde avremo I’equazione 3r—2a—a'=h,
bet-2a--4'

r=
=3
8i debba adesso dividere la quantitd b in quattro parti in

modo, che la differenza tra la prima e la seconda sia a, tra la

scconda e la terza o', tra la terza e la quarta a”. Posta la prima
parte =z, il calcolo si fard come segue: ‘

O ol
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x
x—a
Z—g——a'
X——a—a'—a"
4x—3a—2a"—a"=b
b-3a-4a2a'4-0"

dalla qual’equazione si ricava 2=

.

Nell’ istessa guisa se la quantita b si dovra dividere in 5
parti, e le differenze incominciando dalla prima siano per ordi-
ne a, a'; a", a", fatto il calcolo si trovera esser la prima par-

. btb-3a'42a" 40" e . .
te, cioé x= et 3 . E similmente se le parti saran-

o sei, e la quinta differenza —a'”, si trovera
b-5a+40'4-3a" 424" 40!V

6
: . bt-a . I i valori
abbiamo di sopm trovato #=——. Riunendo insieme i valori

=

. Ma se le parti fossero due sole,

trovati di = formiamo la Tavola seguente:-

Numero La massima delle
delle parti_ parti=z »
b4-a
2 =
a
N . ’
3 a=b+2:+a
. b43a0a'+a"
4 x:b-"" a--2a'-+a
b+4a+3a'42a"4-a""
5 = 5
T " " 1
6 a=b+5a+4a +36a fza ~+al¥
ec. ec.

Apparisce da questa Thvola che il denominatore di cisscun va-
lore di 2 ¢ eguale al numero delle-parti; nel numeratore poi il
coefficiente del secondo termine & sempre minore dell’ unita che
il denomipatore, e gli altri vanno sempre decrescendo dell’ uni-
ti fino all’ultimo, che ¢ =1. Onde se il numero delle parti sara
m, ayremo la formula generale cosi espressa: :
g=bt(m—1)a{m—2)a'4-lm—3)a"+-(m—4g)a""~+ ec.
m
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.PRO.BLRMA I1L

» Se da una quantita si sottrae la di- lei metd e uno di piy,
» da quel/'che rimané la'meta ed uno di piu, da questo secon-
»» do residuo la meta di nuovo ed uno di piu, e si trova che
»» quel che rimane & =1, trovare la prima quantita. ,,

Sia quella quantitd =z, ela di lei m?ti accresciuta dell’u-

nitd sard =i:~4-l=f;:—3, la quale se si sottrae da x ci dard per

residuo f_‘:_j' La meta di questo residuo accresciuta dell’unita

é':i?-o-x:f-::—a ,'la quale sottratta dal medesimo residio ci

, x—6 . .. .
dara 27—, uesta quantitd divisa per a ed aumentata dell’uni-
4 q pe

ta diventa x—;——6+1= f_';_'_&’ e sottratta dal secondo residuo—zz—g .
z—6 Z=42__x—14
4 8 — 8
dizione del problema é =1. Sara dunque J-E-“;;jzl , cioé

x—14=8, e quindi r=8+4-14=22.

Risolviamo adesso il medesimo problema pilt generalmen-
te ,adoprando le lettere invece dei numeri. Le quantita cioé che
in ciascuna sottrazione si aggiungono alla meta del residuo si
chiamino respettivamente &, a’, @', 8", ec. e 'ultimo residuo
dato si dica 4. Posta }a quantita cercata =z, sara la di lei me-

. . z 28
td accresciuta di a:-;-o-a:

ci dara , il quale ultimo residuo per la con-

, la quale gottratta da x ci

. T=4=2a" Zw=2a o A . . T=——2a
. da z— —=— Se questo residugo ¢ dato sara -—-_ba =b,ed
. 2

x=2b+2a . .
Ma se I’operasione si dovra continudre, si prenda del resi-
K==} X273 i

duo trovato la meta , '@ questa insieme con a’ sot-

, T=—3a z=—28 , z-——2a-~4a’

z—3a ., .
ci dara — —— —a!—=——————;il qual re-

tratta da 2
siduo postd =b, avremo xr—2a—4a'=4b, cioé x—4b+2a+4a’.
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* Nell’ istesso modo la meta dell’ultimo residno rmas—4a

insieme con a" sottratta dal medesimo residuo ci da
z—20—4a’ \xllda~4a’ r<ag—4a'=8a"

1l

= s € posta questa
r 8

quantitd =5, abbiamo z=8#+aa-+4a'+-84". Continuando le
sottrazioni avremo altri valori di z, i quali saranno come segue.

Numero delle Valori della
sottrazioni quantita x
b3 r=2b+-2a
2 x=23b+2a-+2%a'
3 x=2%b+2a+22a'+2%a"
4 - a=24b20-4-2%d'4-23a" 240"
ec. ec..

Onde se il numero delle sottrazioni sard m, avremo
=2 b4-2a+2%0'+24a"+24a" +25a"". ... -o-ama(M_I) .

Si debba per esempio trovare una quantitd, dalla quale
sottratta la meta e due di pil, poi dal residuo la di lui meta di-
minuita di tre, e finalmente da questo secondo residuo la di lui
meta accresciuta di quattro, rimane 10. Avrémo m=3, b=io0,
a=2, a"=4, a"=—3, ove questa quantitd si prende negativa, per-
cheé nella seconda sottrazione la meta del residuo non & accre-

sciuto come nelle altre, ma diminuito di tre; e la cercata quan-
titd sard x=80--4—I12-+32==104.

ProsrLema IV.

»» Pit generflmente se da una quantitd si sottrae la di lei
»» parte n.etima e ‘di pid la quantitd @, dal residuo la parte
» n.tima e di pili a', e cosl in-seguito si prosegue 1’ operazione
,» nella medesima forma, e dopo varie sottrazioni & dato il resi~
» duo =b, trovare quella quantita. ,,

Sia x la quantita cercata, e la di lei parte n.e'im‘—:-insieme

con la quantita data a sottratta da z ci.da il residuo

(n—1)r—na | . < e
T = — ——, il quale se si pone =5, si ottiene
nb4-na

Nen]) .

{n—1)x—na=nb, cio¢ z=
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(n=—1)z—n0

~ La parte 7n.esima del residuo sottratta insienre con

a' dal medesimo residuo ci da il secondo ;’esiduo
(n—=1)ze=na || (B=t)2—n0 a,__(n—l)ﬁr—'n(n—t)a—nﬁa'

= 3 3 » € posto
questo =b, abbiamo (a—1)32—n(n—1)a—n3a'=nb, cioé
nab—-n(n——rt)a-+nsa’

. (n_ I ’ 2 .
Se continuiamo 1I’operazione, troveremo i residui
{n—1)8 r=n(n—1)36—=n2(n—i)u'—nsa"
ns
(n—1)4 re~n(n—=1)3$ demnsd(n=—=1)3a'—n3(n—1)a"—n4a""
n4

: ec.
dai quali ricaviamo i valori di x cioé
nSb—-n{n—r1)3a4-n3(n—1)a'4-nsa"

- Re—i) 8 ’
nAb4-n(n=—1)3 a==n2|n—1)3a'4-n3(n=—=1)a"4-n4a'"
- (=—x)4
4 ec.
*Accid méglio si co‘mprenda la legge che osservano questi valori ,
si dispongano per ordine come segue:

. -

Numero.de]‘.le : Valori di )
sottrazioni
nb-+-na -
1 = s
n—1- ,
nab—-n(n—1 naa
a = Jatnaa
(i)
n3b=n(n—1)2a<4-n3(n—1)a'--nsa'
3 = ) e Ja'+
Newaey |3
NAb4-n(n==1)8 a4-n3(n—1)8a'4-ns(n=—1)a"4-n4+a'""
4 = ( ) ( 1)8a'+-ns | )a"'+-n4a
‘ (n—1)4
ecC. : ec.

Di qui apparisce che, se il numero delle sottrazioni é =m, sard

x_u"'b-g-n(n—i)ﬁ‘a—.—n’(n—u)"’""a’-o—ri'(h—-l) =3 e

(n—1)"
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Se n=a, avremo il caso contemplato nel problema prece-

e, e sara m
dente, =2 ba-2a-+2%a'+2%a"+ec.

come sopra. .
Sen=3, ciodse dovranno sempre sottrarsi le terze parti, avremo

m m— m—2 m—3 )
3"b4+3.2" " au-33.2 a'+3%.2 a''+ec.

m
2

 cosl in seguito.
A 3a. .

Nei problemi, c‘he abbiamo risoluti, da una sola equazio-
ne determinar si doveva il valor della incognita. Ma alcune
volte conviene ammettere pit incognite, ed il loro valore ri-
cercar si deve per mezzo di altrettante equazioni. Un esempio
ce ne somministrera il seguente

ProBrEmMA V.,

»» Trovar due numeri x ed y tali, che il primo accresciuto
s> della-quantita a stia al secondo diminuito di  nel rapporto di
5> € ad f, ed il secondo accresciuto della quautit& c stia:al pri-
» mo diminuito di 4 come g ad 4. ,,

Per le condizioni del problema abbiamo z+a:y—b=e:f,
ed y-4c:x—d=g;k . Da queste proporzioni ricaviamo le due
equazioni ey—fr—=af+be, gr—hy=ch+dg, dalle quali dobbia-
mo dedurre i valori di x ed y. Si prendano dal¥ una e da]l’altra
i valori di x ed y,esaranno questi, y.-_"aﬁ"-b :+f x’y_:gx—e;:}—dg .
E siccome i due valori trovati della quantitd y devono essere
afa-be-fr __gr—ch—dg

e h

, cloé

eguali, avremo e
gfh-o-bek-n—cMeg:egf—ﬂz, e quindi ;z::af M:Z—o—;;hfdeg .

Sostituendo adesso questo valore di x nella equazione

y:@‘tfi’, avremo
. ey=afadess. aﬁ-l-b::-o_-ceh-o-deg: tchg—o—be;gﬁ_fc‘;fhdefg’ e per-
<id y=afg+be£+cﬂro—dfg.
eg—fh

Tom. I. 8

\*
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L’istesso metodo in generale si pud adoprare, qualanque
siano le due equazioni, poiché esse si ridurranno sempre alla
forma Az+By=C, A'z+By=C, ove A,B,C, A', B', (' espri-
mono qudlunque ghantiti_cognita. Da esse si ricava

 o— m— U .
g:.—.gi-‘-"-:, y:'.—c-'-j;-‘—f s € percid B'C—=AB's=BC'—A4'Bx, ed
a:-g-]-g—_% Invece di prender;a i due valori di y basta molti-

plicare la prima equazione per B’, e sottrarre la seconda molti=
plicata per B, e si otterra subito I'equazione senza y,
AB' 2—A'Bx=%B'C~-BC'. Allorché si giudge ad una equazione
ove pit non ¢ la ¥, si dice che la y & stata eliminata. Se adesso

" eliminiamo la & moltiplicando la prima dell’ equazjoni prope-
ste per A', e sottraendone la seconda moltiplicata per 4 avremo
Y’ equazione A'By—AB'y=A'C—~AC', dalla qualg si ricava

©AC—AC .

Y=ZB—ap" -

Nella medesima guisa si deve operare, quando son date pid
equazioni e pit incognite . Date le tre equazioni 4x+By+Cz=D,
A xBy4-C'z=D", A" x+B"y+C"'w=D)", sard ‘

D—-A,t-—-By [ 28 D'—A'z—B'y "—-A"z‘—B"y de’ Ak

C ’ 5:—————-——‘ N o 3 ae qu

valori di 7 se due qualunque si paragoneranno tra loro, ne na-

sceranno due equazioni tra due incognite, che si tratteranno

. come sopra. L’istesso deve intendersi di qualunque numero di

equazieni, le quali si ridurranno continuamente ad un nume-

1o inferiore di una unita, mediante I'elinfinazione di una delle
incognite. ' L '

Qilesto metodo generale pud alcune volte ricevere qualché
semplicizzazione , ma questa dipende sempre dalla forma dell’e-
quazioni medesime. Per darne un ese§gpio in un caso assai ge-
nerale siano proposte tra n incognite Z,y,%,U,€C. n equazios
ni della forma - ' ' :

g g O

A %+B (y-+z4+u~+ ec.)=C
A y+B' (x+4-gait ec.)=C
ARE 4B (watry-rtim €. )=C"
4+-B" (z4-y+2+ ec )=C"
ec

Dalla forma di quest’equazioni app'a;risc'e, che, posta la
i
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somma di tutte le incognite H—+yt-z-is-eec. =n,viaseuna di es-

se non conterra che due sole incognite; peiché diventeranmo

o A x+B (r—x)=C :
A yB (r—y)=C
A"z4-B" (r—z)=C"
Y . ‘- ec. .

Da queste si pud ottenere il valore di ciascuna delle inco-

. . e o B
gnite x, y, .z, ec. espresso per r, e sard x:i_g;, Fi’-—’; ,
C"'—B"y
z= A'— R A
cognite, subito che si conoscerd quello di 7. Ad ottenere il va-
lore di r si sostitmiscano i valori trovati di x,"y, z, ec. i wia
dell’equazioni proposte, peresempio nella prima, e si otterrd
P equazione L ‘ : '

A(C—Br "'B'r C"—B'r
‘—A;-E—,-I-B (A'—.B’ '-0-—7,:,—,--0- cc.):c
1a quale ci dara il-valore di r; e trovato questo se ne dedurran-
@o-i valori di tutte le incognite =z, y, 3, ec. ‘

CAPITOLO WV4IIL

Dell equazioni del secondo grado, e delie altre
che ammettona una simile risoluzione.

. g . 33. -
) Eapmtp tutto €id che appartiene all’equazioni del primo gra-

do, passjpmoya considerar quelle del secondo. |J grado di una
equazione & eguale al massimo esponente della incognita ; e per-
<id I’ equazioni del Secondo grado eontengéno I'incognita inal-
zata gl -%uadrato, Tre diverse specie di termini si trované dun-
que nell’ equazioni del décondo giado; primieramente vi sono i -
termini-affatto cogniti, pei i {gfmini affetti dalla sola imcogni-
- ta] e finalmente quei-che invglvonv il quadrato dell ingognita.
“Onde se 4, B, C esprimo antitd cognite o positive," o ne~ -
gative, qualunque equasione del secondo grade fara cosi éspres-
sa, Ax3—Bzr—C=0, ove tutti i termini st pongono mel primio
membro, perche questa forma ¢ pid comoda. Se manca 3 ze-.

L 4

, ec. in modo che sara noto il valore di tutte le in-
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condo termine, cioé .se B=o, I’equazione prende la forma
Azx3—C=o0, e si chiama equazione pura. B
- Per incominciar da questa, poiché "4z?*—C=o, dividendo

per A e/trasponendo avremo z’:%, ed estraendo la radice

x:::l/ 5— Ora siccome la.radice quadrata di qual#nque quan-

tita pud esser tanto positiva che negativa, la radice della quan-
. C C /‘C B
tith = sara tanto +l/ 7 quanto _l / > onde adopragdo

il doppio segno ==sara :z:::l/ 2’-,’ cioé due saranno i valori di
x, uno positivo e I'altro pegativo, i quali valori egualmente
soddisfanno all’equazione proposta, e si chiamano le di lei ra-
dici. Si osservi che posta 4 sempre positiva (perche se fosse .
negativa mutando i segnj dell’equazione diventerebbe positiva),

se anche C sara positiva, la quantita I / g sara reale, e reali

saranno i due valori di . Mg se C sard negativa, allora l/ g ,

sara imaginaria, e come in tal caso I'incognita non ha alcun
valore reale, il problema, che ci ha condotti ad una tal’ equa~-
zione, sard impossibile a risolversi. Sia proposto per esempio di
trovare un numero, la di cui meta moltiplicata nella terza par-
te sia eguale a 24. Sia z il pumero cercato, e la di lui meta .
’ . . x 2 2
T:: moltiplicata nella terza parte-g.essendo =:% , alremo £6_=24’
ed z2=144, e quindi a:::q/uﬁ.:l:m. T due valori +12, e

~12 soddisfanno egualmente; perché se x=12, é‘%ﬁ, f—=4 ,

e 6X4=24: se y=—12, -E=—6; %—:—4; e —bx—4=24.
»

Dall’equazioni pure passiamo alli risoluzione dell’ equazio-
-ai di secondo grado complete, cjoé di quelle che son comprese
nella f'qirmp. piu, generale 4x3—Rr—C==o. Per ridurle all’altra
forma piu semplice ponghiamo 2¥=y+c, ove y é una nuova in-
cognita, e ¢ una quantitd da determinarsi a piacere, e sard
x3zzy3-4-2cy-+-c? . Sostjtuiti nella proposta questi valori di x ed
x% pssa diventera Ay?<(2.dc—B)y+Ac*—Bc—C=0, e se ne

' -
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mandera via il secondo termine, se si prendera la quantita arbi-

traria ¢ in modo, che sia 24c—B=o0, o sia c= v E Posto que-

ste valore \di//¢/ I'equazione) precedente diventera
o B2+44C
A3
B _B:xy/(B*+44C)
24 24

, ed estraendo la radice,

r=y-+ , la qua-

/¢ espréssione presenta ambedue le radici della proposta .

Se nell’equazione Az*—Bzx—C=o il coefficiente A rimane

. sempre positivo), ma si cangiano in qualunque modo i segni de-

gli altri coefficienti, ne nasceranno queste quattro forme :

1. Az*>~Bz—C=o, 1. Ax?4Bz—C=o,
III. Azx34-Bx+C=o0, IV. Ax3—Bzx+C=o0,

alle quali corrispondono le seguenti radici;

1 ,___Bﬂq/(f;-'-AfAC)’ 11, g BT/ (B*+4AC)

24.
p J— b -
I, w=—BR/(B—44C) (. BH/(B—44C)
24 . PV |
¥ facile il vedere, che la prima e la seconda di queste formnle
-sono sempre reali, perché |/ (B*+44C) von diventa mai imagi-
naria; ma la terza e la quarta possono essere e reali ed imagina-
rie; saranno cioéreali, sesard B*>4A4C,imaginarie se B3 <4A4C:
onde dalla forma medesima dell’equazione si potra subito giu-
dicare, se le di lei radici sono reali o imaginarie. Venghiamo
ad alenni esempj.

ProBLEMA I,

»» Un ginocatore, di 160 zecchini, che aveva prima di giuo-
» care, ne ha perduti alcuni, poi avendone guadagnati 6298
» hon solo si & rifatto di quei che aveva perduto, ma di pin gli

»» ha tante volte moltiplicati, quanti erano gli zecchini rimasti-

»» gli dopo la prima perdita: si cerca il numero degli zecchini
»» da principio perduti ,,. .

Sia x questo numero, e per le condizioni del problema do-
vra essere 3 guadagno 6298 eguale ad z, pit ad x moltiplicato
in 160—z; onde nasce I’equazione 6298=r+-160r—z%, o sia
x3—=161x+6298==0. Se parhgoniame questa. equazione con la
quarta delle formule precedenti, troveremo

L

v
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.z—_-_IGI : 72‘9=16tf27'. Quindi due sono.i valori di », ciot

a;.:l6 1:27 =g4 , ed z=16—32:2¥1=67 ,iquali uoddi.sfa.nnoiegual-

mente al problema proposto. .
ProsreEma II:

»» Trovare un numero, il di cui quadrato sia eguale al me~
. ' desimo numero prima diminuito di tre unitd, poi preso tre,
,» Vvolte ,, . _

8ia il numero cercato ==, ed il di lui quadrato x* doven~
do eguagliareil triplodi x—3, sard x2=3z—q , cio¢ z2—32~-g==0.
Paragonando questa equazione con la formula quarta treveremo

x=§:1/(29F36)=&¢1/2—21 . Essendo i valori di x imaginarj,

questo problema non pud risolversi, & ne nasce il teorema,
che non esiste alcun numero , il di cui quadrato eguagli il triplo
della differenza itra questo numero ed il numero 3 .

34.

.11 metodo, di cui ci siamo serviti per risolvere I’ equazioni
del secondo grado, si estende ad altre de’gradi superiori, le
quali percid si chiamano derivative del secondo grado . Sia data
in primo luogo I'equazione Az*+Bz*+-C=0,e posto z2=y, es-
sa diventera Ay%+4-By+C=o0, onde si ricava

F—Bil/ii’—ﬁo)‘ Ma siccome abbiamo supposto y==z2,

sard z=:t} /'y, cigé == V1= l.aff’—‘i'AC)] la qual form#
presi in tutti i diversi modi possibili i segni +- ¢ — ci di quat-
tro radici, ciod z-:‘//— } f:; = C); .

B /(B—4AC) _, /—Bi/(Bi—4AC)
x=—l/ 24 i ad ’

a:::—l / —B—[/iﬁ’—:iAC')} Prendiamo per esempio Pequa-

-

zione z4—=5234-4==0, alla quale si giunge, allorché si gercano

»
.
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due quadrati, de’quali & data la somma =5, ed il prodotto =4.

Sa.ri m:}/-i-#/—(zs——lﬂz;:‘/ é-:-t-;/i'.:::l/ ngé, cioé

a=1t/ =24/, ed r==2y Lr==£1), Le quattro radici della pro-
- posta‘sono adunque x==2, r=—2, =1, x==—1, le quali tutte
soddisfarino al problema, e ci fanno conoscere essere i quadrati
richiesti 1, e 4. '
. Nella precedente soluzione siame giunti ad espressioni in-
volte in doppio segno radicale dells forma [/(a-+%). Alcune
volte succede che dal radieale a~+/b si possa di fatto estrarre
la radice quadrata , lo che, siccome rende I’ espressioni piut sem-
plici, vediamo come si possa eseguire. E primieramente si os=
servi che il quadrato del binomio |/ y+4/z ¢ una quantitd , di
cui un termine & razionale, e l’ altrlo/ irrazionale del medesimo -
nome; infatti ( z)3==y<4-x+3}/ yx: onde reciprocamente
Vy+/z sard ll/a’;:dli/ce qui{irata. dellz quantitd y«-z+-2/ ya.
Ora proposta gualunque quantitd a+44, dalla quale si debba
estrarre la radice quadrata facciamo questa quantita
=y-+z-~2/yx, 0 sia paragonandotraloroseparatamente i termi-
ni razionali ed i radicali y+-2=a, e 2 ya=3/5, cioé¢ 4yx=b.
La prima equazione ¢i da y3<+-3yx+zr*=a?, ¢ da questa sot-
traendo la seconda abbiamo y?—ayzy--z22=as—b, ed estraendo
la radice quadrata y—a=}/(a*~b). Da questa equazione ¢ dul-
. ' a...' / 2 ’
la precedente y+x=g si ricava y::—-—-—%—-zﬂ s

e I(:.—b); onde la ro,dicg qpadrg;a della qnantit&.a-;-]/b
. ciod )y x saril/ L (:g—b) + / a—Viaﬂ—-b) . Questa

. espressione in generale pit complicata della formula |/(a-+4/%)
ne diviene pid semplice,, quando a%—b & un quadrato, Poiché

POsto a®==b=c?, sard |/ (a-+/b)= l/ E—;-'-c--o-l/ -a-;-_-nc: megliaL

tri casi torna pin conto di pgrre la quantita a-+, 7% sotto il segno
radicale. .

.. Si debba per esempio estrarre la radice quadrata dal bino-
mio 2-+,/3. Sara a=2, b=3, as—bz==c3=1, e c=1, € percid

Vans=), 3k




64 . ELEMENTI
Si abbia il binomio 5+-21/6, sard a=5, |/b=2),76 , cio#
d=24, e c=/(a%—b)=3/(25—24)=1; onde |/ (5+2/6)
=34/ ~ -

Sia proposto il -binomio imaginario (~+4}/—3, dal quale
estrar si voglia la radice quadrata. Sara a=1, |b=4}/—3, cioé
b=—48, c=/(14-48)=7, e percid |/ (144} —3)=a+/—3.

Finalmente si estragga la radice quadrata dal monomio qua-
lunque imaginario m|/—1. Sar a=o, b=—m?, c=m, e la ra-

N m m -
dice cercata =l/-;+|/- -;'_“‘/L:-X(I-O-l/—l) .
L’istesso metodo, col quale abbiamo ridotta al secondo

grado la precedente equazione del quarto, ci servira per tratta-
re molte altre equazioni dei gradi superiori. Sia data infatti

I’ equazione A2>"—Bz"~C=0, e posto ==y, 0 sia .z:ly ¥

By /(B*+-44C)

sard .4y*.;—By—C=o; onde si deduce y= —
perciod .z=ly B:q/(f;—a—:td(]) . Questa formula, a motivodel- '

la ambiguitd de’segni, ci da quattro radici nel caso di n pari, e

due in quello di » dispari: vedremo quali siano le altre radici

in seguito, quando dimostreremo che una equazione ha tante .
radici, quante unita contiene il di lei grado. ‘

CAPITOLO IX.

Della natura e delle propriet dell’ equasioni .
35.

Equazione si dice qualunque eguaglianza tra le quantita co-
gnite ed incognite in qualsivoglia modo mescolate traloro, e si
divide in due membri per mezzo del segno di eguaglianza =. Si
dice radice di una equazione quella quantitd, che sostituita in
luogo dell’ incognita soddisfa alla medesima equazione , cioé
rende un membro eguale all’altro: cosi 1 ¢ una radice dell’equa-
zione x’+-ar?=10x—7, perché sostituita I'unita invece di.z
questa equazione diventa 14-2—10—7, cioé 3=3, e quindi il
primo membro si eguaglia al secondo. La radice di una equa-
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zione si dice positiva o negativa, secondo che il dilei valore & -
positivo o negativo, irrazionale o razionale se il di lei valore &
involto o nd tra’radicali, reale o imaginaria, se il di lei valore
@ resle o imaginario.

Un’ equazioue si dice ordinata, quandp posti tuttii termi=
ni nel primo membro, nell’altro si scrive il zero. In seguito
supporremo sempre I’ equazioni ordinate; cioé se m rappresenta
il grado di una equazione, la porremé sempre sotto la forma (E)

(E) xm—Axm—l-i—me—a—me—s. ee.ok=N=0

ove 4, B, C, .... N rappresentano qualunque quantita cogni=
ta reale o positiva o negativa. .

Quella equazione dicesi completa, nella quale si trovano
tutte le potenze dell’ incognita dalla massima fino alla minima,

cioé fino al termine cognito . Se I’equazione & incompleta, inve= .

ce de’termini che mancano si scrive alcune volte il segno % .
Cosi nell’equazione x¢—4bx%~+-cx+-a=0 mancando il secondo e
il qguarto termine, questa mancanza si accenna cosi;
xs % +bx’ X cx+a=—=o. .
Siccome le radici di una equazione sostituite in luogo

dell'incognita 2 rendono I’equazione ==0; viceversa se una

uantitd a sostituita in luogo dell’incognita in una data equa-
zione (E) la rende =0, questa quantita @ sard una delle radici
dell’equazione (E): inoltre il primeé membro della medesima
equazione si potra dividere per z—a . Per dimostrar ¢id faccia- .
mo-la divisione dell’ equazione (K) per x—a, e supponghiamo
che il quoziente sia

xm-‘l+A’.z~m'~'-2+B'zm_§+C’xm-_4. oo L'z M ‘
ed il residuo R. Avremo facendo la moltiplicazione per z=a,
la quantita ’ : : :

m. L, me—I . M—2 m—3 '
x +Ax ~+B'x +C'x vere =L'23 M 2z+R
T | b /{ d . £
—ax —Ad'ax™ *—Bus™ ‘3. eveees.=Laz—M'a

che dovra essere identica col primo membro, cioé I’istesso pri-’
mo membro délla proposta (E): onde dal paragone dei termini
avremo -

Tom. I. - . 9

a
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A'—a—A4

B=Aa+B

C=Ba—C

R=M'atN | .
A'=a —A4

-B'=q3—A4a +-B
C'=a*—A4a*4-Ba—C

.

cioé

R=2"—Aa™ " B2, ... £N.

Ora siccome ¢ ¢ una radice dell’equazione (E),sard R=o0, cio¢
il residuo nullo, e quindi la divisione per x—a si fA esattamen~
te. In due maniere adunque si potra vedere se una quantitd @
¢ radice di una data equazione, o sostituendola in luogo di z,
o dividendo I’equazione per z—a; poiché se la divisione succe-
-der esattamente , potremo esser certi che a & una radice della
proposta . Tante radici ha percid un’equazione, quanti fattori
di primo grado; e siccome il numero di questi fattori & eguale
al grado dell’equazione, ne segue che tante sono le radici diuna.
equazione, quante unita contiene il di lei grado. Quindi anco-
Ta una equazione si pud rappresentare per .mezzo del prodotto
de’suoi fattori, cioé se le radici saranne a, 6, ¢, 4, ec.; ’equa-
zione potra mettersi sottolaforma (r—a)(x—b)(z—c)(x—d)ec.==0.
Di’qui apparisce che, se le radici sono tutte reali e negative,
cioé —a, —b, —c,—d, ec.; i termini dell’equazione (z-+a)(z-+bd)
(z-+c) ec. =0 sono tatti positivi; se poi tutte le radici sono rea-
li e positive, i termini dell’equazione (x—a)(x—b)(x—c)ec. sono
alternativamente ‘positivi e negativi. E sé una équazione ha tut-

-tii suoi termini po\sitivi, non potrd avere alcuna radice reale

Ppositiva, percheé sostituita questa in‘luogo dell’ in'c'quita s .il pxi—'
mo membro dell’equazione sara composto di termini tuttj posi~

B N T ‘
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tivi, e percid non potrd annichilarsi. Se poi i termini di una
equazione sono alternativamente positivi e negativi, non potra
essa avere alcuna radice reale negativa; perché sostituita questa
in luogo dell'incognita i termini del primo membro saranno o
tutti positivi, o tutti negativi, né percio il primo membro potra
andare a zero. , S

36. o

Sia data una una equazione qualunque
‘M —_ - m—3 L ~
2P =4 Bx" T ?~Cx veo.i=Rz LLHSET=G, )
in cui il coefficiente del primo termine sia I'unitd, ed i sfgni
~dei-termini siano alternativamente positivi e negaﬁvi, in modo

che nel termine ==Rx™ " abbia luogo il segno superiore se r
¢ smri, € Pinferiore se r & dispari, e cosl pure nel termine =T
valga il segno + se il grado m ¢ pari, e il segno — se m ¢ dispa~
ri. Sara sempre A eguale alla somma di tutte le radici, B=al-
la somnma dei prodotti delle radici prese a due a due, C= alla
sopima dei prodotti delle radici prese a tre a tre, e cosl in segui-
to fino all’ultimo termine T', che sara eguale al prodotto di tut-
te le radici. o ) i

Per dimostrar questo teorema, siano a, b,¢,d,e.... ¢t le
m radici della equazione data, ed essa equivarra alla seguénte

., (v—alx=b)(x—c)(x—d)(X—¢).. .. (z—t)=0,

« fatta percid la moltiplicazione di tutti questi fattori ne dovra
tisultare il primo mémbro della proposta. Ora se si concepisce
eseguita una tal moltiplicazione, ¢ facile il vedere che ciascun
termine del prodotte conterrd come moltiplicatore o il primo o
il secondo termine di ogni fattore, e quindi tutti i termini del
prodotto si otterranno; se moltiphicheremo in tutti i modi pos-
sibili i primi termini in alcuni fattori, ed i secondi in tutti gli
altri. In particolare il termine 2™ nascerd . q{mndo nella molti-
plicazione si prender ia ciascun fattore il primo termine. L’ul-
timo termine =7 si otterrd, quando in tuttii fattori si prende
il secondo termiue; onde sari’ T’ eguale al prodotio di tutte le

radlici. 1l termine —4a"™ " nascer dalla somma di tutti quei .+
«<he si formano, se in m—1 fattori si prende per moltiplicatore
il primo termine, e nel fattore che rimane il secondo; ma que-

s




68 ELEMENTI

sto fattore che rimane o sara il primo, o il secondo, o il terzo,

ec., o I'ultimo, ed avremo percid 0 —az" ', 0 —bz™ 1, o

—ca™ ! ec. o fimalmente —tz™ ' ; dunque —Ar™" sara
) —1 L .

—=—(a+bsc... +H)z" ', ciod A eguale alla somma di tutte

le radici. Il termihe Bx™ > sara eguale alla somma di tutti
quei, che nascono dal moltiplicarsi in m—2 fattori i primi termi-
ni, e negli altri due i secondi, i quali due si dovranno variare
in tutti 1 modi possibili, e ci daranno il prodotto di due qualun-
qudelle radici; dunque B sara eguale alla somma dei prodotti
a due a due di tutte le radici. Generalmente il termine

=R sard eguale alla somma di tutti quei, che si formano,
allorché nella moltiplicazione si prende in m—r fattori il primo
termine, e negli r rimanenti il secondo. Questi r fattori variati
in tutti i modi possibili ci daranno i prodotti formati da r qua-
lunque delle radici, e questi prodotti avranno il segno + o —
secondo che r sara pari o digpari , quale appunto ¢é il significato
del doppio segno di R; onde sard R eguale alla somma di tutti
questi prodotti di 7 radici. ’ . :

Si osservi perd, che noi abbiamo supposti 4, e C, e gli
altri coefficienti in posto pari negativi: onge in una equazione
qualunque, che abbia per coefficiente del primo termine I’ uni-
ta, sara il coefficiente del secondo termine col segno mutato
eguale alla somma delle radici, il coefficiente del terzo termine
col su0 segno egunale alla somma dei prodotti delle radici prese
due a due, e cosi degli altri.

) o 3. .

Passiamo a dimostrare un altro utilissimo teorema, il qua-
le c’insegna a'trovar la somma delle potenze di tutte le radici.
Sia proposta adunque I’ equazione (E) C

2t Ax™ B 2 —Cx 3. v =T=0
.di cui le radici siano @, b,c, ... . ¢, e si ponga
P=a~b+c....+t A
_ Pla)=gapuh34c3. .. . 12
ed in generale

P(r).':ar-n-br-o-cr. et
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Sostituiamo nella proposta in luogo di « tutte le sue radici, ed
avremo

&= A" B 2™ L T
P LAEmILB Al o L T =0
A, i +ch—z_ccm—3 ...... *T=o0

e A BT L 2T
e sommando quest’ equazioni avremo
a4 8" -|-‘vtm—.4(a,m--'--o-bm_-I cenn _'_tm—x)
' +B( m.""‘,'-o--l)m"ﬂ'...;4-t"‘_"‘z)—C(ai =3 "3 em T=o

o sia sostituendo le lettere P, P(2) ec. in luogo de’loro valori
pm)_ gplm—1)_pplm—2) opm—3) ~ .1
" Moltiplicando adesso la proposta per x otterremo
2 = g™ B 02 L L =Tz
e sostituendovi le radici a, 4, c, ec.
@ =4a B Ca™ 2 ... . = Ta
M =" BT ™2 L T
ec. ;
e sommando avremo
plm+0_ 4plm)_pplm—1)_ cp(”"z) .. .TP. f
Similmente se moltiplichiamo la proposta per 22, troveremo ,
- plma)_ yplmn)_gp(m)  oplm—1)  _rpo,
Onde in generale, se r & >m, sard sempre
s P(")z A P("—' )__ B p(" —32) +~C P(’ _3)_ ec. ;L
Un simile teorema ha luogo nel caso di r<m: per dimo-

 strarlo supponghiamo che I’ equazione (E) si divida pel fattore
@—a , poi la medgsima equazione (E) pel fattore z—5, e cosi in ,
seguito fino all’ ultimo fattore x=-¢; ne nasceranno le seguenti ,s

- equazioni (G)
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xm—‘-A'xm—s+B’x”—3—C'a:m—4. «. .80
m—I—A"xm—a-o-B'.'xm_?’—C"zm-". .. =8"=0

x
m—1 m—2 m—3 - e
x —A" x ~+B"x —C"x 4. e . 1=8"=0

24 (m)xm-—:_._B(m)xm-—S_C(m) xm—4. oS (m)=0 .
Io dico che sara .
A+A"+A". ... +A(m)=(m—1)A
B+B'+B" .. .. +B(m)=(m—2).B
C+C'+C" .. . . +C M =(m—3)C

.

S48 .. 8=
Poiché le radici dell’ equazioni (G) sono le radici medesime del-
la proposta eccettuatane una, la quale si muta in ciascuna di
quell’equazioni. Onde essendo 4', 4", ec. le somme delle ra-
dici delle respettive equazioni, nella unione delle quantita 4',
A", ec. ciascuna radice sari contenuta m—1 volte, e percid sara

CAA"A" ... '-o-A(m): alla somma di tutte le radiei molti-
plicata per m—1, cio¢ =(m—1)4. Cosl_essendo B', B", ec. i
prodotti di due radici delle respettive equazioni, qualunque
%rodotto per esempio ab mancando in due di queste quantita.

s B", ec. si trovera in tutte le altre, onde sara

B'+B'+B" .. ,. *B(m) eguale ai prodotti di due radici presi
‘m—2 volte, ciod sard =(m—2)B. Nella medesima guisa si di-
mostrera il resto. : ' '
Ora essendo per l¢ cose preeedenti (35)

'=A—a

A'=A4—b .

o « A(m):'A—-t
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.sard 444" ... +A(m)=(m—1)A=mA—P, cioe
P=mA—(m—1)A=A. :
Inoltre/sara (35)
. B'=B—aA'=B—aAd~+a*
B'=B—bA+b?

B™—p s 44t

e quindi B+-B" . . . +-B"™=(m—2)B=mB—aP. P,
 cioe PL)=AP—2B. '
Similmente (35) ‘
C'=C—a B'=C—aB+a%*4—a’®
C'=C—bB+b+.4—b®

c(”')z—_c._tB:,.z'ﬂk';’z%“ I

e percid O . . . +C™=(m—3)C=mC—BP+ APD_F(»),

cioé PGl=4P(:)—BP+3C. - ’ R
‘Continuando col medesimo metodo/vediemo in generale,

qualnn/qﬁe sia'r 0 maggiore o minore di m, esser sempre

PO=4pr=)_ppl =2\ cpt=3) .. xR
ove R, & nell’equazione (£) il coefﬁciente della potesta wm--r’
e per riguardo al segno ambiguo =, il segno -+ si deve prende-
1e nel caso di r dispari, eg':'l‘ il segno.—, quando r ¢ pari.

T -

Trovate le somme delle potenze delfe radici di una data
equazione, si potranno anche ottenere le somme di tutti i pro-

dotti, che si possono formare delle radici della mgdesima . Sia~
. mnoa, b, c, d, ec. queste radici, e rappresentiamo col segno

P ™) 10 somma di tutti i prodotti della forma a”'8", che si
possono fare con le radici, ponendone ciascuna in luogo dell’al-
tra: in modo che se le radici sono due sole a, &, sia

1
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m,n)___m,n ,mn .
P( ’ )=a b'+b a ,sesonotrea,b,c,sia

m, n mn mn mn mn ,mn_ mn :
P(’)=ab+ba-|-ac+ca+lzc+cb,ecos‘lin
seguito/se/le | radici fossero)in maggior numero, si aggiungano
ai precedenti termini quei che nascono dalle nuove radici. Si-

milmente sia P> 7> 7) 1 somma di tutti i prodotti della for-
ma a"b"cF; P(m,n,p '9) la somma di tutti j prodotti della for«

ma a"5"cRa?, ec. e sia proposto di trovare.il valore di queste
' quantita; quantunque non si conoscand le radici @, &, ¢, ec.
‘ A questo effetto si osservi, che moltiplicata P(_m) cioé
" 4" ™ ec. pe;r P(n) 0 sia a"+8"+c"+ ec. ne nasceraino
© tutti i termini della forma a7, e tutti quelli della forma .
'ambn’ onde sara P(m) .P(n)___P(m-o-n)_'_P(m, n) e quindi
: P(m’ n)=P(m).P(”)—-P(m+") , cioé si conoscera il valore di
- _P<m’ n) , perché dalle f'orniulé precedenti abbiamo quelli. di
_p(m) p(n) P('.'H'n) o N :
Cosi pu;e-se molti.plichiamo P(m.’ ”) per P(P)stHGStO pro=-
dotto conterra prima tutti i termini della forma am+1.’ 5" » poi
quelli della forma a"*P™ e finalmente quei della forma
a"e"cP Quindj avremo P(m’ n) .P-(p ):.: |
.P(m+P ’n)-l—P('H'P ,m)+P(m,n,-p ) , & percid P(m’n’l’ )_:-' ..
pim .n).P(P )_p(m+p ’ n)_pln-+p>m) , cioé¢ avremo il valore
di pl™n.p ), perché gid:conosciamo quelli di P e ai .P(r’s).’
" Col medesimo discorso troverem6 P(m,n,p ’q)-‘f‘; :
pmmp) pla) - plm+g,n.p)._plm,n+g,p)_pm.mp+g), o ;0
:i)r;aiil guisa le somme dei prOflotti di un maggior numer_o‘di fat-:
.Per dare un eéempio sia proposta I’ eqpazione

&} —223—g4-2==0, la quale paragonata coll’equazione generale
(E) ci d2 A=2, B=—1, C=—2, e si voglia il valore di
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P(I_”’s), ciod la somma di tutti i prodotti ab%c?, che si posso~
no formare ‘colle radici della equazione data. Nel valore di
P(m,n,p ) ponendo m=1,n==a{p=3 avremo
P(r,z, 3)=P(I’2).P(3)—P(4’ 2)—P(5’ 1) , onde bisognera cercar
prima i valori di P, P(a) ...p0 , poi quelli di pl1-2) ,P(4’2) .
P(s’ 1) .Ora abbiamo P=2, P(2)=6 , P(3)=8', P(4)=18 ,
P(5)=32, 1?(6)=66, P( 1,3) =P. P(z),—P(s)=4,
pl2)—p4) P(h)—P(6)=4a,P(5’ N=p(®) .P—P(6)=—2 tsard
d-nq-e P(”2’~ 3)=32—-42+a=—8. . .
_'Convien riflettere, che nel caso di m=n i termini a"b"cPec. s
: ';nb"?cp ec. sono eguali‘, e cosl pure sono eguz;li a due a due
quelli, che compongono il valore di plmsmpsec.) ; onde se vo=
lessimo la somma de’soli termini dissimili, dovremmo dividere
il valore di PP sec) per 2. Similmente se m=n=p , i termi.
ni a5 ec., a™c"4Fec. " a"cPec., bmcnaP ec., ¢"a bP ec.,
gmbnap ec. sono eguali, e cosi pure tutti gli altri termini del
valore di P(m’ P>%%) gono eguali a sei "a sei; e percid allor-
che si vogliono i soli termini disuguali, convien dividere il va-
Tore i p>mPec) f)ér 6=2.3. Nell'istessa guisa se si voglio-
no i soli termini disuguali, allorche m=n=p=q , 0 quando m=n
e p=yq, il valore di P(m,fz,p sec.) si deve 'dividere nel Primo ca-
20 per 2.3. 4, nel secondo per 2.2, e cosl in seguito.

39.

Venghiamo alle trasformavioni dell’.equazioni , € in primo
luogo una data equazione (E) R .
(E) :rm-Axm—‘-o-Bzm—’—Cx”’-s. e..=T=0
si debba trasformare in un’altra, le radici. della quale siano

. eguali alle radici della proposta moltiplicate per %. Si faccia
Tom. I. 10
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x_:%, e sostituendosi questo valore di x nella equazione (E) si

avra
m im==a me=2 m—3
T L T
g gm—1 gme—2 T me—
o sia molﬁplicando per 2™ g
" Ahy ™ e Bhay ™2 Chry ™3 = TH =0
Ora essendo x:'—y};, sard y=—hx , cioé le radici della trasformata

saranno eguali a quelle della pr(zfposta moltiplicate per %. Si

osservi che la trasformata non differisce dalla proposta, se non

che i termini di questa sono respettivamente moltiplicati per i

ternvini della progressione geometrica 1, %, A2, A%, ec.: onde se

i termini di una data equazione (E) si moltiplicheranna per i
a :

termini della progressione 1, T a0 I’ equazione

_ : _ . o m
xm—-A-’-'-xm—l-c-B’—l:xm 2—C!-l---:‘l:m--3 e 2T =0
. k k2 k3 Ly

che ne risuita, avrd le sue radici eguali alle radici della propo-
sta moltiplicate per % , 0 sia staranno queste a quelle come £
. ! 3 , :

ad %. . 4

Si debba adesso trasformare un’equazione qualunque in
un’altra’in modo, che le radici positive conservando il loro va-
lore divengano negative, e le negative si cangino in positive. Si
faccia x==—y, e sari anche y=—=—z; onde dopo questa sostitu-
zione le radici acquisteranno segni diversi. Se I’equazione ¢ di
grado pari, siccome le potesta pari di  non soffrono alcuna mu-
tazione, si dovranno semplicemente mutare i segni de’termini
che sono in posto pari. Al contrario se I’equazione ¢ di grado
dispari - si-dovranno mutare i segni dei termini che sono in po-
sto dispari. Ma poiché salva I’ equazione si possono mutare 1se- .
gnoi a tatti i termini, anche in questo caso la cosa sl_rlduCe a
cangiare i segni de’termini situati in posto pari.

Ora proposta qualunque equazione (E)

(E) xm—Awmf'+me_2—me—a. cee2T=0

)
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se ne debba trovare un’altra, che abbia per radici le radici del-
la proposta accresciute o diminuite della quantita 2. Facciamo
a=h~+y , e sostituendo questo valore avremo la cercata equa-
zione

B AR BRI L xT -
- (b (1) AR e (1m2) h’”—3—(m_3)czz’”‘4+ec.)y

- (m(m-"');; m—2__ "'L-MAkm_3+ec. y 3

) 2

2.3 ye

-+ €. =0.

Questa equazione & scritta in. ordine inverso, e cominciando

dall’ultimo termine passa al penultimo, ed agli altri gradata-

mente, e le di lei radici sono eguali a quelle della proposta di-

minuite di A, perché y=—=x—#%. Che se le radici della proposta si
_ dovranno accrescere, in questo caso in'luogo di 4 si dovra scri~

vere —A. :

E chiaro, che I’ultimo termine della trasformata si ottiene
scrivendo nel primo thembro della proposta % in luego di =, il .
coefliciente del penultimo, se ciascun termine dell’ultimo. si
moltiplica pa gli esponenti respettivi di &, poi si divide per £,
e in questo manchera il termine T, perché in"esso {*esponente
di A é =o: dal penaltime si otterranno gradatamenté i termini

. .seguenti nella medesima maniera, . ma converra inoltre divider-

li respettivamente per 2, 3, 4, ec. Per maggicke schiarimento,.

se chiamiamo 4', B'y, C'y*, D'y*, ec. i termini dell"equazio-
ne cercata, sard ° : o . : :
AR AT BETTR L QR RASESKET
B'=ni™ " —(m—1) Akm*’-v-(m-z)ma.—&. . .:éQh ta=2 RAS
o=mln=tym—a_ (moilim=) ym—38 L30nR

2 2
prin=in=alym—3_(miimslm) ym—t o
. . 2. 3
ec.

L4

Per esempio I'equasione x4z * 4-320—42+5==0 si voglia tra-
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sformare in un’altra, che abbia le medesime radici diminaite
della quantita A. Sara -
v A'= h*—2h34-3h3—4h~+5
B'=44%—6/3+-6h—4
Cl=6R3=06h4+3
D'=4h—2
E'=1

" e ’equazione cercata sard :

¥ *+(4h—a)y *+(6h2—6h+3)y s+ (44* —6h +-6h—4)y -

+ht =2k 4-3h3—4h+-5=0., -
la quale posta-h=—1 diventa

y4—06y 3 =+15y3—=20y+15=x0 -
e le radici di questa equazione superano di una unita le radici*
della proposta. -

Nel ricercare la pmecedente trasformata abbiamo incomin-
ciate le sostituzioni dal termine &: che se le cominceremo dal
termine y, avremo invero la medesima’ trasformata, ma con
altr’ ordine di termini. Ponendo infatti z—=y--% avremo quest’e-
quazione sotto la forma

ym-p.(mh—A)ym“ ! ('f_(.”;_-'_)hﬁ—:(m-—_ 1) A A -O-B)y'rb-:’

_'_(m('.n-;‘)gm—‘-a)k, ‘m-”“m-z)Ak’-i-(m—a)Bh—-CW-o'-ec.:o
Di qui apparisce, come da una data equazione si possa to-
gliere il secondo termine. Nella trasformata, che abbiamo ades-

80 ottenuta svanird il secondo termine, se sard mh——A=—0, o sia

A . . 4 , . .
h=;z-; e percid se ponghiamo z=5y+—, nell’ equazione risultan-

te manchera il secondo termine. Il terzo termine svanira, se

y mim—r) 3 A4 A 2B
sara — h’-—(m-x)Ah—o-B:o,c,méh:;q / T

Nella stessa maniera si potra togliere dall’equaszione il quarto,
il quinto termine, e gli altri. Ma cid perdo pit & inutile: la
mancanza-del secondo termine & spesso utilissima.
. 4o .
Se nella trasformata precedente ponghiamo A—=M<-1, ne
nascerd )

A'=(M 1) = A(M1)™ ™ - B(M1)™ ... =T

»

PR

]
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Ora se —M ¢ il ‘massimo ‘coefliciente negativo  dell’ equazione
proposta, io dico che A4' sara positiva . Per dimostrar ci0 si os-
servi, che (M+-1)3=M(M~-1)4+M~-1, (M+-1)3

=M(M+4-1)2 4~ M~+-1)3=M(M~-1)* +-M(M=-1)t<B -1, -

(M~ 1) =M(M~+ D)o (M =M(M~-1) s +M(M~-1)s
—4~M(M~-1)+M=+1, e generalmente .

(M4-1)P=M(M4-1)" " e M(Ma-1)" 2, . .- M .
Siccome M ¢ il massimo coefficiente negativo' dell’ equazione,
se nell’ egpressione di 4' pon_ghiamo in luo_go del primo termine

3 . A .
{M=+1)" il di lui valore adesso trovato, vedremo facilmente
<he questo primo termine ¢ maggiore della somma di tutti i se~
guenti; onde il valore di 4’ ¢ positivo, quando anche tutti i

termini A(M=+1)""", ec. fossero negativi, Nella medesima
dipotesi di hA==M=-1, sard e ~

- ® -
B=n(Ma )™ (- 1) A1) 2 {2 Bt 1) e,
ove se nel primo termine in luogo di (M4+1)""" ponghiamo il

suo valore M(M4-1)""24-M(M~+1)"""°.... +M+1, vedremo
che questo primo termine ¢ maggiore di tutti' gli altri presi in-
.sieme, e quindi la quantitd B’.e positiva, In simil gnisa si di-
mostrera che tatti 1 coefficienti C', D', ec. della trasformata
son positivi; onde le radici reali della trasformata sono. in que~
ato caso tutte -pegative (35): e siccome x—M—1=—y, cd y nega~
tiva, sara M+-1>=, cioé maggiore.della massima radice positi~
va della proposta, g ‘ :

Una quantita maggiore di tutte le radici positive della pro~
posta si chiama il limite delle radici positive, e per esso pud
prendersi il massimo coefliciente negativo accresciuta dell’ uni-
td, ma spesso non sasd questo il limite pilt prossimo. Pér aver-
lo convien eercare.il minimo valore di %, che renda positive
tutte le quantita 4', B', C', ec. Prendiamo per esempio ’equa-
zione x4t —2x34-3x2—4r+5=0 (39}, ove —4 essendo il massimo
‘coefficiente negativo, possiamo prender 5 per limite delle radi-
ci positive. Ma per avere se ¢ possibile questo limite pit prossi-
mo alle radici cerchiamo il valore di %, che rende positive le
quantitd' 4"} B', ec. Primieramente A=1 rende positiva la quan~
tita D', ed un valore qualungue di 4 maggijore di 1 fa lo stesso
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effetto. Anche C' & resa positiva da A=1, ma questo valore ren-

de B'=0; onde convien prendere A—=2, e come h=2 rende posi-

tiva anche 4', sard 2 il pit prossimo limite delle radici posi-

tive. - : : :
: 41.

H

Ritornando alle trasformazioni osserviamo, che general- .

mente qualunque trasformazione si riduce alla ricerca di una
egquazione, le radici della quale hanno una data relazione con

le radici della proposta. Chiamate a, &, ¢, 4, ec. le radici della .

roposta, se ne formino quelle della trasformata richiesta, ed il
foro numero ci dara il grado della grasformata, la loro somma il*
coefficiente del secondo termine , la somma de’prodotti a due-a
due. il coefficiente del terzo, ec. Qualungque sia la relazione da-.
ta, purche sia razionales, questi coefficienti saranno espressi per
i prodotti e per lespotenze delle radici della proposta, e quindi
per le cose precedenti (37, e 38) saranno dati-per i coeflicienti
della proposta. Facciamo I'applicazione di questo metodo ad
alcuni casi. ' .

* L’equazione data

m—3 .

xm—Axm_lq-me_.a—Cx v =T—0

si debba trasformare jn un’altra, le radici della quale siano le

esime : N n ,n
Ijotenze n. delle radici della proposta. Sarannoa ", %", ", ec.
e radici della trasforinata, ed il loro numero m; onde se rap-
Presentiamo questa equazione per . :

ym —-A'ym-l+ B ym—z—C'ym—s. vooEx=T=—0
sard A'=a" 45" e+ ec. —p(?) , B=a""4-d" "+ ec.
(n, n) (n,n,n) '
=F , C=d"8" " 4-a" " d" +ec. =P 3 =

’

p(nsn,n,n), ) . .
=33 e Sia proposta per esempio I’equazione

L3mgpt4=X—1=—0, oVe A=—3 B=1, C=1, e sia n=a. Aviemo
P=s. PU)=p, PUC)=5, P=i10, P()=17, Ple)=29,

1,

P*= s, P =6, e qindi 4'=a, B=—3, C'=x, e le.

=)

radici dell’ equazione y®—2y3—3y—i=o0 saranno i quadrati
delle radici della proposta .-
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Adesso un’equazione ‘qualunque si debba trasformare in
un’aftra, che abbia per radici le somme di due qualunque del-
le radici della proposta, cioé a+b , a-c, a+d, ec. , b+c ,b-+d, ec.

R facile il vedere/;'che’il numero di queste_ radici & -—Z-n’—”;-_ﬂ,

e posto questo pumero ==, sia la trasformata .
y —A'yn_I-'-B'yn_'a'---C'yn—3 E=P'=e. .,

Per trovare pii, facilmente i coefficienti A’ B', ec., rappresen-

tiamo per Q( ) 1a somma delle potenze 7. delle radici di que-

sta trasformata , o sia.la somma dei binoihj (asB), (a+c),

(a+d)’, ec., (b+o) , ec.,-e-vedremo che il,valore di Q ) con-
terra prima le potenze r. esime delle radjci della proposta molti-
pllcate per m—1, perché in m—1 binomj ¢ comptesa ciascuna

di queste radici, poi la somma dei termini- della forma a™'b
moltlphcatx per 7, i termmr della forme 2™ 23> moltiplicati

"( r) 1a fi 53 1 r(r—r1)(r—2)
per ——', quei de a forma a” mo tlpllcatl per —3
e cos‘l in segmto Onde sara P

Q(r)—(m I)p(’)+ P(r——t 1) r{r_,)p(’—z 2)

o) ( ) ( )

-,2“.3....

nel ca;o di rlpay, e " L 2)
Q(r) —(m—I)P(')....rP(""'J 1) 7{,\_.,) (r—a
)
2.3 ... ’_:_l

: nel cato di r dispari. Se nella prima di quest’espressioni sosti-
tuiamo i valori di plr—1, 1) P(r—z 2) , ec. (38), avremo ..



8o ELEMENTI

.

0 (’)_(m_,)p(’)_._,-P P(r-l) r(r—1) . . r-.-a) (h) (_)

o o « o

T==2
r—l) r(r—l)‘ oo —2_)
Ma la quantita ra— — o ¢ eviden~ -
r .
C 2.2.3...—
‘ a
: roor—i .
I=+=1
temente = = )-1_.2

. —1;dunqueavremo nel caso dir pari

Q(f)_(m_ar 1 ) P(r)-'_' P. P(r—]) r(r—l) P(z) P(r_a)

)

2.3 ...

L -
E col medesimo discorso vedremo che nel caso di dlspan sari

Q(r)_(m o ) P s . P(r—-x) rlr-—r) P(a) plr—2)

: a
r(r—-l) r+

)0,

2.3.
. f 2
Trovati in tal modo i valeri di -Q, Q(f", ec. avremo (37)

—

0 =4
: 'Q(n)":A’Q' —aB
OI=AQ=BQ +3C
Q=4 Q)—B QR +LQ—4LF
. €C. :

e quindi ‘ .
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A'=Q
() 2)
B= 490

2
B'Q— A'Q(2)4+Qs) '
3

C=

D,=C'Q—B'Q(ﬂ)-: A'Q)—Q)

€c.

Per trovare le trasformate si pud alcune volte usare un al-
_tro metodo, di cui daremo un esempio . Proposta I’equazione

2t =A™ e B 2™ 0. .. . T=0

di eni le radici sono a, 4, ¢, ec., se ne debba trovare un’altra,
. C ey .. a a b ¢c ¢
che abbia per radici le quantita —-, — , ec. —, —, ec. —,— ec.
P 1 e’ a’ ¢’ a’b’

B chiaro che il grado di questa trasformata sard =m(m—r1), e
cal solite metodo si potrebbero trovare i di lei coefficienti; ove

. -~ . . b g
8i osservi che essendo y unaradice, ve ne sard un’altra =-)-:, e
percid la trasformtita sard tale, che rimarra la stessa pouendovi
= in luogo di y, cioé I’ultimo termine sard eguale al coeffi-

ciente del primo, il coefliciente del penultimo sara eguale a
-quello del secondo, e cosi degli altri: la quale osservazione
toglie la.meta della fatica. Ma invéce del metodo solito si po-
tra usare anche il seguente: sia 2’ una radice della proposta
diversa da x, ed avremo similmgnte

x’m—Ax'm_l-o-Bx' 2—Cx'm_3. “es *+=T—0.
N z L, : -
Ora poiche y=s ¢ quindi 2’=zy, si sostituisca questo valore
di o', ed avrassi _— .
m_m Mm—1_rm—1 —2 M
2"y =A™y e Ba™ 2’y- 2 ... =T=o.
A questa equazione soddisfh y=1; onde si potra dividere per
y—1, € fatta Ya divisione ne nascera una equazione della forma
I M
x

—Py" 2 ym'-j—ec. =o. . :

Per mezzo di questa e della proposta si elimini z, e si otterrd

da ricercata equazione in y:.Insegneremo in appresso come si
Tom. I. ' ’ 1I
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debba eseguire questa eliminazione.. Se avessimo pmessa la di-
. . ‘ ..a a
visione per y—1, la trasformata oltre le radici T o ec.l , €€,
~ c a’:

..a b ¢ . . .
avrebbe avute anchecleradici = 5 o cioé m radici —=r1.

Infatti y=1 ¢i dd 2'=x; e percid il fattore y—1 & superfluo,
quando si vuole che le due radici z ed ' siano disuguali; ed
allorché questo fattore si ammette, esso ci da i casi, ne’ quali
x'=x. '

4a.

Se due quantita reali % e % sostituite in una equazione in
luogo della incognita rendono il primo membro una positivo, e
P altra negativo , I’equazione avra per lo meno una radice rea- -
le,i di cui limiti saranno k e k, cio& una di queste quantita sa-
rd maggiore, e ’altra minore della radice. Sia P la somma
tutti i termini positivi della.equazione, e —Q la somma di iy~
tii termini negativi, in modo che la proposta sia P—Q—o..Syp-
ponghiamo primieramente le quantita 4 ¢ & ambedue positive, -
e k>h; se posta x=h ¢ il primo membro P—Q positivo, e posta
x=k & P—Q negativo, ¢ chiaro ehe nel prinm caso P¢>Q, e
nel secondo P<Q. Ma siccome le quantita P e Q sono ciascuna
composte di termini positivi e di potenze intere, é evideate che
esse cresceranno al crescer di x, e che aumentandosi x per gradi
insensibili da % fino a & esse pure aumenteranno per gradi insen-
sibili, ma P crescera meno di Q, perché di pit grande, che era
prima, é pai divenuta la pil piccola, e percid vi sard un valore di
@'tra i due valori di A e di &, pel quale sari P eguale a Q. Cid
si rende sensibile, se si paragona al caso di due mobili, i quali
partendo da due punti differenti percorrono in modo la medesi-
ma linea, che quello, il quale era prima indietro, si trovi in
seguito pil avanti dell’altro; perché & evidente che essi devono
essérsi necepsariamente incontratt mella loro strada. Questo va-
lore di x, che renderd P eguale a @, sard dunque una radice
reale della proposta , e Mera tra ke k. Se posta x=h fosse P—Q
negativa, e posta x—k fosse P—(QQ positiva, avra luogo il mede=-
simo discorso, e solo dovra in esso cangiarsi P in Q e vice-
versa. .
Se le due quantita % e £, o ypa di esse fosse negativa, se
ne prenda una terza r in modo, che r+-%, er<+k siano ambedue- -
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itive, e si trasformi la proposta ponendovi y-r in luogo d
x . Sostituendo nel primo membro della trasformata r+-k ed r4-k
in huogo di y avremo due resultati di segno contrario, perché
questi resultati sono quei medesimi, che si otterrebbero ponen-
do % e k in luogo di z nella Froposta. Avra dunque pel ragio-
mamento precedente la trasformata una radice reale compresa
tra r+k ed r+k, e percid, a motivo di 2—y—r, anche la propo-
sta avra una radice reale compresa trahe k..
Pertanto, se una equazione ha I’ultimo termine negativo,
avrd sicuramente per lo meno una radice reale positiva. Sia
questa equazione N

e M—2
2 Az B vvv.=T=0,

]
e facendo nel primo membro x=0 avremo un resultato negati-
vo —T. Ora se I rappresenta il limite delle radici positive del-
fa proposta , e facciamo x=I, il primo membro diventera posi-
tivo (40). Una radice adunque cade tra o ed Z, e percid & posi-
tiva. :

Se essendo pari il grado m si pone in questa equazione —zx
in luogo di &, I'ultimo termine rimarra negativo; onde questa
nuova equazione avrd una radice positiva, e quindi la proposta
uma radice negativa. Se il grado & dispari e I’ ultimo termine po-
sitivo, ponendovi —z in luogo di x I’ultimo termine diventera
megativo, e la nuova equazione avendo una radice positiva, ne
segue che la proposta avra una radice negativa.

. Una equazione di grado dispari avrd sempre un numero di-
spari di radici reali; perché se si vuole che questo numero sia
pari, tolte queste radici mediante la. divisione dell’equazione

" per altrettanti fattori, I’equazione che ne risulta sara di grado
dispari, ed avra percid un’altra radice reale. Nell’ istegsa ma-
niera si dimostrera, che una equazione di grado pari ha sempre
un numero pari di radici reali: onde qualunque equazione non’
pud avere che un numero pari di radig) immaginarie. - ¥

8e una equazione ha tutte le sue radici immaginarie, il di
lei primo membro si manterra sempre positivo, qualunque
guantita reale vi si sostituisca in luogo di z. Poiché se due so-
stituzioni dassero resultati di segno contrario, la proposta avreb-

., be.contro I'ipotesi una radice reale coinpresa tra Je due quanti-
ta, che sostituite hanno dati questi resultati di segno contrario.
4

“4
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43.

Le radi¢i imaginarie dell’equazioni sono sempre della for-
ma a+-fp/~i liIFattaclardivisione di una equazione proposta
per 1 di lei fattori reali se ne ha, essa diventera della forma

2 Az B2, +T=o0 :
ove m & pari, e I’ultimo termine & sempre positivo, perché se
fosse negativo, rimarrebbero-altri fattori reali. Si faccia

m m . m ; . . .
x =—y , 0 sia my‘/ —1, e I’equazione diventera

ym"" A—Vm_l B ym-’ S |

=y

Se i coefficienti di questa equazione fossero reali, I’equazione
avrebbe a motivo del]’ ultimo termine negativo una radice reale
composta per mezzo di analitiche operazioni dei medesimi coef-
ficienti . Si prenda dunque I’ equazione

m M—1 m—2 :
s w-az bz ..., . =T=0
‘ove i coefficienti a , b, ec. siano reali, e la radice reale di questa
equazionesara , qualunque sia, composta de’coefficienti @, &, ec.

4 , B__ s €C.,
m m ]
el
il valore di z diventera quello di y, e sard composto di quanti-
ta tutte riducibili alla forma a+f}”—1; onde anche il valore di
%, e quindi quello di x sara riducibile alla forra a+f}/—r-

Ma se una equazione (E) ha una radice della forma au-fj/—1,

ne avra un’altra della forma a—ffj/—1 . Infatti 1’ equazione
(E)=o potendosi dividere per z—a—fj,/—1, si faccia la divisio-
ne, ed il quoziente sia m—-n)/—1, ove m contiene tufti i termi-
ni reali, ed n}/—1 gl’ imfginarj. Sara dunque
(E)=(ar-—amfl /)t et o=(rme )it B (r—a) /1
—pBm)/~c. Ma come la quantita (E) si suppone di una forma
tutta reale, convien che si distruggano tra loro stessi gl’im-
maginarj, cioé che sia (x=—a)n—Pm=0, e I'equazione (E);o
sara-(z—a)m-+fn=o. Ora io dico che questa equazione & divi-
sibile per z—a-+-f|/—1, e che il quoziente & m—n}/—1, poi-
cheé fatta la moltiplicazione ne nascera

Ma se inyece dia, b, ec. vi porremo
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(x—a)m=-fn—(x—a)ny/—14-fm}/—1=0 , che & 1'istessa equa-
" zione (E) a motivo di (z—a)n=fm . E dunque I’ equazione (E)
divisibile per #—a=efll /=1, e percid d—f —1 é nna di lei ra-
. diee.

~ Se i due fattori imaginarj x—a—f/ =1, F—a-fi/—1 si
moltiplicano tra loro), il prodotto sard r*—2ax+a2+f3, cioé¢ /
reale. Onde, siccome un fattore imaginario essendo z—a—f|,'—1,
ve n’& sempre an altro =x—a+ﬂ(/.g—1 , qualunque equazione ¢ _,
composta di fattori reali del primo, o del secondo grado.

| i
Sia data una equazione qualunqu‘e (E)=o0

=2 Az" Bz 2, . . ;=SatT—o0,

di cui le radici reali disposte per ordine di grandezza siano a, 3,

¢,d...t, in modo che sia prima scritta la massima positiva,

e le altre gradatamente minori, e riguardo alle negative sia

scritta prima quella, che prescindendo dal segno ¢ minore, cioé¢

se si hanno —7, e —3, si ponga prima. —3, e poi —7. Se chia-~

miamo F il prodotto dei fattori immaginarj, che contiene la

proposta, essa potrd ancora esprimersi cosl;

(E)=(x—a)(zx—b)(x—c)(x—d) . . . (v—t)F=o.
Adesso moltiplicando ciascun termnine della proposta pel suo
esponente, e dividendolo per x otterremo I’equazigne
(E)=mz™ " —(m—1) Az™ 4 (m—2)Bs™ 2. .. =5=o0,

e saranno le radici reali della proposta (E)==o limiti delle radi-
. cidella equazione (E')=o. Infatti in (E') ponghiamo a in luo~

go di x, e ne verra , ‘

" md™" T (1) Aa™ e (m—2)Ba™ 8 xS,
cioé I'ultimo termine della trasformata, che nasce dalla propo-
sta ponendovi x+a in luogo di x (39). Perche essendo @ una
delle radici della equazione (L)=o, I’ ultimo termine, che in-
vero sarebbe L

-

a"—Ad" "B AT, .
svanisce, e percid il penultimo della trasformata generale di-
venta I’ultimo nel caso, che 4 eguagli una delle radici della

.? proposta. Posto cid, siccome .
(E)y=(x—a)(z—b)(x—c)(x—d) . . . (x—t)F=0, -

- L
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ponendo,.r;a in luogo di z'1a trasformata sara
(x4-2—b)(24-a—c)(x+a—d) . . . (x+a—t)G=o0,
ove G ¢ la quantita, in cui si cangia F, quando in luogo di =
vi si pone \r-a . E poiche 1"ultimo termine é eguale al prodot-

to di tutte le radici preso col suo segno*, o col segno mutato, se-
condo che il numero m—1 di esse & pari o dispari, sara

ma" l---( m—1 YA a™ 2. F=S=(a—b)(a—c)(a—d). . .(a—1)G1.

™ Nell’istesso modo si dimostrera essere

-

mb™ (1) 4B T2, =(b—a)(b—c)(b—d). .. (b—)G2
me™ " (1) Ac™ 2. . . S=(c—a)(c—b)(c—d). .. (c—t)G3,

ove G1, G2, G3 sono i valori di F, quando vi si pone z=a,
=bh, =c; e cosl in seguito per le altre radici. Ora essendo le
gnantitd G1, G2, ec. necessariamente positive (42), ed inoltre
essendo a>b,b>c,c>d, ec. , saralaquantitd(a- b)(a-c)...(a~£t)G1
Ppositiva, (b«=a)(b=—c) . . . (b—t)Ga negativa, (c—a)(c—b). . .(c—t)G3
positiva, e cosl in seguito . Mentre adunque nella quantita (E')
si sogtituniscono in luogo di  tutte le radici reali @, 4, ¢, d, ec.,
essa diviene alternativamente positiva e negativa, e pereid le
radici reali della equazione (E£)=0 sono limiti delle radici della
equazione (E')=o. :

Quindi, se tutte le radici della equazione (E)==0 sono rea-
li, anche I’equazione (E')=o avra tutte le sue radici reali, e se
questa ha qualche radice immaginaria, la propesta ne avra per
lo meno altrettante . Se I’ equazione (E')==q si moltiplica di nuo-
vo per gli esponenti de’ suoi termini , in modo che ne nasca 'e-
quazione (E”)=o0, questa equazione avra tutte le radici reali,
se tali le ha la proposta (E)=o. Percid se qualunqie data equa-
zione (E)==o si moltiplica per la prpgressione aritmetica m,
m=—1, m—a, ec. termine per termine, e I’equazione che ne ri-
sulta si moltiplica di nuovo per la progressione m—1; m—3,
m=3, ec., e quella che ne nasce di nuovo si moltiplica per la
progressione m—2, m—3, m—4, ec., e cosi in seguito, tutte
I’ equazioni nate da queste moltiplicazioni, che chiameremo.
(E'Y=o0, (E")=o0, (E"")=o0, ec., non avranno alcuna radice im-
maginaria, se tutte le radici della proposta sono reali. )

La proposizione inversa non ¢ egualmente vera, perché la
proposta puo avere assai pil1 radici immaginarie, che non ne ha -

.
-
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I’equazione (E')=o. Per ben comprender cid, siané a', %', ¢,
d'...s le radici reali di questa equazione disposte per ordine di
grandezza ) io dico che la proposta non potrd avere che una so-
la radice maggiore di a’, una sola minore di s’, ed una sola com-
presa in ciascuno intervallo traa’ e 8', o tra 4’ e ¢', ec. Infatti,
se la proposta avesse due radici reali maggiori di a', siccome
tra queste due caderebbe una radice reale della equazione
(£')=o0,'a’ non sarebbe la massima tra le radici di questa. Cos}
pure, se tra a’e b’ cadessero due radici reali della proposta, poi-
che tra queste due sarebbe compresa una radice dell’equazione
(E')=o0, a' e &' contro I’ipotesi non si succederebbero in ordine
di grandezza , e cosl in seguito. Cid posto, se chiamiamo (E1),
(E2), (E3), ec., F1, Fa, F3, ec. i valcri di (E) e di F, quando -
in luogo di. = vi si sostituisce a', &', ¢', eg., avremo
. (E1)=(a'—a)(a'=d)(a'—c) . . ."(a'—t)Fx
(E2)=(b'—a)(b'—b)}b'—c) . . . . (B'—2t)Fa
(MW =(c'—a)(c—b)(c'—C) - . « - (¢'—t)F3,
ec.

Ora ¢ facile il vedere, che se la proposta ha una sola ra‘dice?
maggiore di @', la quantita (E1) sara negativa; all’opposto sara
positiva, se niuna radice della proposta ¢ maggiore di a’'. Se tra
a’ e b cadera una sola delle rac{i)ci a,b,c,ec.,le quantita (E1)
‘ed <(E2) averanno segno diverso, onde se avessero il medesimo
segno, niuna radice reale della proposta sarebbe compresa tra
a' e b'. Nell’istessa maniera le due quantita (E2), (E3) avranno
1l segno diverso, se una radice della proposta cadera tra b’ ec',
e cosl delle altre. "+ . N . :

Se la proposta ha il niedesimo numero di radici immagina=~
rie, che I'equazione (E')==0, dovrad necestariamente avere una
radice reale maggiore di @', una compresa tra a' e b, un’altra
tra &' e ¢, e cosl in seguito. Quindi la quantita (E} diventerd
in tal caso alternativamente negativa e positiva, allorche vi si
sostitniranno per ordine le radici @', %', ¢' . . . ¢' . Che se alcu-
na di queste condizioni manchera, cid sard un indizio siduro,
che la proposta ha pid radici immaginarie, che non ne ha I'e-
quazione (E')=0. ' . T

Perché la proposta abbia tutte le sue radici real’ﬁ bisogna
primieramente, clie tutte le radici della equazione (E8)=o0 sia-
* 3o reali, ma cid non basta; conviene di pilt, che queste radici
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sostitnite per ordine di grandezza nella quantitd (E) la rendano
alternativamente negativa e positiva. Ma le medesime radici so-
stituite per ordine nella quantita (E”) la rendono all’opposto
alternativamente positiva e negativa. Dunque, se facciamo®
y=(E)\(E"), questa’quantita dovra in tal caso mantenersi sem-
Pre negativa, quando vi si-sostituiranno le radici della equazio-
ne (E')=o. Vedremo in seguito,che eliminata x dalle due equa-
zioni y=(E).(E"), ed (E')=o si ottiene una equazione in y, le
. radici della quale sono i valori di y, che nascerebbero dalle pre-

cedenti sostituzioni . Quindi tutte I’; radici della proposta (E)=o
saranno reali, quando saranno tali tutte quelle delﬁl equazione
(E')=o0, e quando le radici della equazione in y saranno tutte
negative, cioé quando tuttii termini di questa equazione saran-
no positivi.,

In simil guisa si dimostrera, che I’equazione (E')=o0 avra
tutte le radici reali, se tali le ha I’equazione (E")=o, e se quella
che nasce dalla eliminazione di z tra y=(E').(E" )sgpged (E")=0
avra tutti i-termini positivi, e cosl in seguito. E siccome grada-
tamente discendendo arriveremo ad upna equazione di secondo
grado, nella quale a colpo d’occhio si distingue la realita delle
radici, ne potremo dedurre tutte le condizioni necessarie, per-
ché ciascuna delle precedenti equazioni, ed in fine la stessa pro-
posta abbia tutte le radici reali.

Se i termini della proposta, invece di moltiplicarsi per i
loro esponenti, si moltiplicheranno respettivamente per i termi-
ni o, 1, 2, 3, ec.; in modo che ne nasca I’equazione

(H)=—Az™ ' 4aBs™ 2. . . =(m—1)SrtmT=0,
questa equazione avra per rapporto alla proposta le medesime
proprietd, che ha I’equazione (E')=0, cio¢ se la proposta ha
tatte le radici. reali, le avra tali ancora I’equazione (H)=20, e
viceversa se questa ha qualche radice immaginaria, la proposta
ne avra almeno altrettante. Infatti se nella proposta facciamo

I y .
¥=, ne nascerd I’ equazione
1—Ay+Bys . ... :Sym_[iTy’n:o,
la quale avra tante radici reali o immaginarie, quante la propo-
sta. Se in,"[uest'a equazione in y moltiplichiamo tutti i termini
per i respettivi esponenti, otterremo I’ equazione . .
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—A+aBy.... :p(m-_-l)'Sym—zztmTym—Izo, .
la quale posto z== si cangia nella equazione (Hy=o, ed ha
tante radici reali o immaginarie, quante questa. Dunque quel-
la relazione, che passa tra il numero delle radici reali o imma-
ginarie delle due equazioni in y, avra luogo egualmente tra la

proposta e 1’equazione (H)=o. .
Essendo la prima equnzione'.‘(E’)_-_jq del grado m—1, se una

.g.(E') =o Mjl

data equazione si moltiplica perla progressione m, m—1, m—2, -

ec. de’suoi esponenti, sparisce ’ultimo termine: similmente se
si moltiplica di nuovo per la serie m—1, m—2, m—3, ec. sva-
nisce il penultimo termine; e cos} se in seguito si moltiplichera
per la serie m—2, m—3, ec., o per la serie m—3,m—4, ec. spa-
riranno gradatamente gli altri tra gli ultimi termini che riman-
gono. Onde perché svaniscane i due ultimi termini, convien
moltiplicare - I’ equazione per la serie m(m. 'll«, (m—1)(m—23),
(m—2)(m—3), ec., per fare sparire i tre ultimitermini, I’equa-
zione deve moltiplicarsi per la serie m(m—1)(m—2),
" (m—1)(m—2)(m—3), (m—2)(m—3)(m—4), ec., e generalmente
per mandar via gli ultimi r termini, convien moltiplicare 1’e~
quazione per la serie <.
' m(m—1)pi—2) . .. . (m—r4-1)
. (m—1)(m=—2)(m—=3) . . . . (m~T)
(m—2)(m—3)(m—4) . .o+ (m—r—1) .
- -8Cy . s .
Facilmente apparisce; che, il coefficiente del termine PP
sard dopo questa moltiplicazione «-_ '
(m—p)im2p—1)(M=p—2t) ..y, . (m~p—r+1).

Se adé&8so si moltiplica I’¢quazione per 0, 1,2, 3, ec., sva-
nira il- primo, termine: se di%uovo si moltiplichera per 0,1,%2,
3, ec., sparisdel secondo tebinfhe, e gli altri gradatamente an-
deranno via nel medesimo itbdo . Quindi per cacciar via i due
primi termini, si deve moltiplicar ¥’ equazione pero, o, 1.2,2.3,
3.4, ec. per farne sparire i tre primi, convien moltiplicare per
0,0,0,1.2.3,2.3.4,3.4.5, ec.: e geperalmente per man-
dar via gli s primi termimi, bisogna moltiplicar I’ equazione per
una serie, i di cui primi s termini siano o, e gli altri i se-
guenti o : - ' ’

.. Tom. I. ) 12
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2 4 ..., 8

.:5 “ e .(3*])
.6 .... (s+a)

3.
.4.

W -
N

€ec.

e fatta questa moltiplicazione il coefficiente del termine PP
purché sia p>s—1, sara :
(p—s+1)(p=s+2)(p—s+3) . .. . p.

Se dunque devono svanire tutti i termini antecedenti ad

’

Lz™ P, e tutti i posteriori a Pz™ 7, fatta la prima molti-
plicazione avremo

(m—?)(m..— Y Zannd I)(m‘-}’-'ﬁ) e e (q—p+1) Lzm—}’
(1) (mmp—2) . . et o . (q=p) M P

Me—mp—2 .

+(m—p—3)(m—p=3) . ... .... (g—p—1)N=

(Mg (M—g—1) . . o e 3.1Ps™ 1,

e fatta la seconda moltiplicazione, in cui s=p, avremo
1.3, .p(m—_p)(r{c—p—r) oo (gmpen)La™ P
~2.3...(p+1)(m—p—1)(m—p—2).... (q—p)M.r:m-'P_l
+3. 4. ... (p+a)(m—p—3)...... (g—p—1)Nz"F2

»

-

: m
E(g—p-+1)(g—p+2) . . . g (m—g)(m—g—1)... 2.1Pa" 7.
Se facciamo questa quantita =—o, ne nascera una equazione, la

quale se avra radici imaginarie, la proposta ne avia per lo me-
no altrettante. - :
Quindi se nella proposta mancheranno tutti i termini in-

termedj tra L™ P e P51 , essa avrd per lo meno tante ra- .
dici imaginarie, quante ne ha I’ equazione .

- OF=1.3....p(m—p)(mm—p—1).... (q—p+;)qu_p )
E(g=p+1)(g—p+2) . . . g(m—q)(m—g—1)....2.1P;
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b sia quante ne ha I’ equazione Lz? ?=P=o, giacché non dal

valore pil 0 meno grande de’ coefficienti , ma dai loro segni uni-

camente dipende il numero delle radici imaginarie. Infatti, se
. . Ay -,

nella equazione x”==1=0 facciamo x:Ty, in modo che essa

divenga Amy_m:t:Bmzo, tante radici imaginarie avra Questa

equazione, qualunque siano le quantita reali 4 e B, quante

. m ‘ . . .
ne ha I'equazione z ==1=0, poich¢ ad ogni valore reale o ima-~
ginario di x corrisponde un valore reale o imaginario di y.

- 8e vorremo eliminare tutti i termini, fuorcheé i tre seguenti

L™ P—M™ P~ No™ P2 in tal caso sard g=p+2,ed
avremo I’ equazione
1.2..p(m—p)m—p—1)...3Ls" ¥
—32.3 ... (p+1)(m—p—1)(m—p—a) . ..2Mz" PT .
_ 3. 4. .. (p+a)(m—p—a)(m—p—3) . . . iINz" P 2=
o sia, dividendo per 2.3.4...p(m—p—2)(m—p—3)...32™" ¥ 2,
(m—p)(m—p—1) Lz2—2(p+1)(m—p=—1) Mz~+-(p~+1)(p+2) N=0.
Se L ed N hanno i medesimi segni, le radici di questa equa-
zione saranno reali, se M_L——')M 3>LN, altrimenti sa= -
S e .. (p-3)(m—p)
ranno immaginarie. : -
Se dunque la proposta ha tuttede sue radici reali, siccome
deve averle reali anche qualunque trasformata che se ne formi,

presi tre termini consecutivi La™ PP NP3,
de’quali i coefficienti estremi L ed [N abbiano il medesimo se-

no, dovra e (pillm—p=1),,,

B e ™ Tl =LV

Da questi principj si potrebbe dedurre la regola di Nepoton
per trovare il numero delle radici immaginarie dell’ equazioni,
ma siccome questa regola ed altre simili sono molto imperfette,
rimanderemo i nostri leggitori per la.dimostrazione di queste
tra gli altri Autori, che ne trattano, al Calcolo Differenziale del
Sig. Euler, e piattosto passeremo ad esporre il celebreTeorema
di Cartesio, dal quale si'deduce il modo di distinguere tra le

-3 4&_3
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radici reali di una equazione il numgro delle positive e delle
negative. ‘
45.

Questo teorema ¢’insegna, che in ogni equazione il nume-
ro delle radici reali positive non pud esser maggiore del nume-
ro delle variazioni di segno, né quello delle radici negative mag-

-giore del numero delle successioni di segno. Si chiama varia-

zione di segno il passaggio dal +- al —, o dal — al 4+ in due

termini consecutivi, e successione la costanza del medesimo

segno nel termine seguente. Cosl I’ equazione
Z4—2:x 8 =323 4-2244=—0

ha due variazioni di segno dal primo termine al secondo, e dal

terzo al quarto, e due successioni dal secondo al terzo, e dal

quarto al quinto. Per dimostrar questo teorema prendiamo una
equazione qualunque

m o o M1 -
2" +dz™ ) PG voro+=T=o0,
ove cigscuno dei coefficienti sia positivo o negativo', e mioltipli-
candola per x—F%, ove % ¢é reale e positiva, avremo il prodotto

m-4-1 m [ m—n
% + A" ... Fs" " G R o =0

—ha™ L =RFE N L —RT
In questo prodotto i segni della linea superiore sono i medesi-
mi che nella proposta , ma i segni della linea inferiore sono tut-
ti diversi da quelli della proposta, e avanzati di un posto verso
la destra. Onde finchg tra i termini della proposta e del prodot-
to'mnon vi sara diversita di segno, i segni dei termini del prodot-
to saranno quei della linea superiore . Ma quando incominciera
ad esservi differgnza di segno tra la proposta ed il predotto, bi-
sognerd passare alla linea inferiore, per ottenere il segno del
prodotto. In questa linea inferiore ci tratterremo, finché i segni
della proposta e del prodotto si manterranno diversi, ma quan-
do ritorneranno 4d esser simili , saliremo di nuovo alla linea sn-

. periore per discender poi all’inferiore, se un’altra volta i segni -
~ fossero differenti; e cosl in segnito. Ma qualunque sia il nume-
* ro di questi passaggj, siccome il termine —AT", nel quale fini-

sce il prodotto, & nella linea inferiore, & chiaro che il numero
dei passaggj dalla linea superiore nella inferiore superera di una
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unitd il numéro’ dei passaggj dalla linea inferiore nella supe-
riore. . : '

Vediamo adesso cosa succede in ciascuno di questi passag-

gJ . Si passi perla |primal volta dalla linea superiore nella infe-

riore per esempio al termine +-Gx , sara —h F di segno con-

trario a +G ; ma siccome —kF ¢ di segno diverso da quello di

‘+F, i due termini consecutivi +Fz" 7" 4 G2™ ™" avranno
il medesimo segno, e quindi una successione sara cangiata in
variazione. Lo stesso accadera in qualunque passaggio.dalla li-
nea superiore nella inferiore , in ciascuno dei quali si acquiste-
ra una variazione. Finché ci tratterrenio nella seconda linea
avremo le medesime variazioni e successioni che nella propo-
sta, perché i segni della seconda linea sono in tal caso tutti con-
trarj a quei della prima, e in conseguenza a quei della propo-
sta. Ma quando dalla linea inferiore passeremo di n’uovo‘alla su-
periore, @ una siccessione si cangera in variazione, o una va-
riazione in successione: nel primo caso guadagneremo una va-
riazione, nel secondo la perderemo. Sia dunque p il numero
delle variazioni guadagnate , e g quello delle variazioni perdute
nei diversi passaggj dalla linea inferiore nella superiore, e ste-
come si passa sempre una volta di piu dalla linea superiore nel-
1a inferiore, che viceversa, sara p+g-+1 il numero delle varia-
zioni guadagnate nel passare dalla linea superiore nella inferio~
re. Onde il numero totale delle variazioni gcquistate nel pro-
dotto sard 3p--1, il qual numero non puo esser minore dell’uni=
ta. Quindi allorché si moltiplica una equazione qualunque per
x—h, si avra per lo meno nel prodotto una variezione di piu.
Con un simile ragionamento si provera, che moltiplicando
una equazione qualunque per x-+%, essendo A positiva, avremo
nel prodotto.una successione di piYt; ma questo caso pud.anche
ridursi al precedente. Infatti se mutiamo nella proposta- i segni

ai termini collocati in posto pari, con che'le successioni si can- -

geranno in variagioni, e viceversa, e poi la moltiplichiamo per
a—¥k , il prodotto-avra per 1o meno una variazione di piu che la
Proposta cosi mutata. QOnde cangiati nel prodotto i segni dej
termini in posto pari, con che si otterra il prodotto della pro-

Posta per x4k, questo prodotto avra almeno‘una successione di
Ppid, che la proposta. ~ :

.

Y
L 4

[



o4 | ELEMENTI

Siccome adunque ogni moltiplicazione pef x=Fk 0 per x4 -
ci dd almeno una variazione o una successione di pid, ed in
qualunque equazione tanti sono i fattori x—h o w+-h, quante
le radici reali|positive o negative, ne segue che in ogni equa-
" ziome il numero delle radici reali positive non pud esser mag-
giore del numero delle variazioni, né quello delle ‘negative
maggiore del numero delle successioni. E siccome le variazioni,
e le successioni prese insieme eguagliano il numero delle radi- .
¢i di una equazione, se essa avra tutte le xadici reali, tante ap-
punto saranno le radici positive quante le variazioni, taiite le
negative quante le suecessioni. .

Per mezzo di questo teorema si pud qualche volta conosce-
re I’ esistenza delle radici immaginarie in una data equazione.
Sia proposta per esempio 1’equazione

=223 =3 T—n==0,

le radici della guale se fossero reali, i segni indicherebbero una
‘radice positiva, e due negative. Moltiplicandola per x—#% avre-
mo il prodotto :

_ x4 m(2t-h) 2 ¢ 4-(2h—3) 23 —(7—3k) z+-7h=D0 , .
nel quale i segni sirgbbero alternativi, se fosse 2ak>3, e 7>3% ,
alle quali condizioni si pud soddisfare prendendo A=2. Il ‘pro-

dotto in tal caso ci mostrerebbe quattro radici positive, lo che
siccome non combipa con quello, che ¢’indicano i segni della

proposta, ne segue che essa ha due radici immaginarie.
Sia data in secondo luogo I’ equazione
x¥—z34-623—122+50=0,

la quale non pud avere alcuna radice reale negativa. Se la mol-
tiplichiame per x4k otterremo :

8 4o(h—1)2* 4~(6—Ph)x ‘-r-(6h-—m)z’+(5$—-x§h)x+50h:o R

ove possiamo rendere tutti i termini positivi prendendo A=3; e
percio il prodotto, ed in conseguenza anche la proposta non
pud avere alcuna radice reale positiva. Pertanto la proposta ha
tutte le radici immaginarie. .
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CAPITOLO X
Dell | equazioni del, terzo grado.
46.

P er incominciare dalle cose pit semplici, sia proposta in pri-
mo luogo I'equazigne x3—r—0; ed: & chiaro che una delle di lei

radici 6 =4 /7. Per trovare le altre dividiamo la proposta per,
3 © 3 3

. w—l/ r, ed otterremo I’ equazione z’-c-x‘/ r+} /r3=0, la

. quale ci da a:—(%:t.lé;:é).y . Quindi le tre radici dell’e-

. ¢ 3 ¥ ‘/_3 3
- quazione z*—r=o0 sono z=‘/ r, a:(— iy )l/ r, ed
(1KY

_( 2 3 ) r L] .

Passiamo adesso all’ equazione del terzo grado
@3+-3pz-+-29=0, dalla quale ¢& stato tolto il secondo termine.
Facendo x==m--n avremo a"=m*-+-3mn(m-n)+n® , e sostituendo
z in luogo di m—+-n otterremo I'equazione x*—3mnr—ms—ns=o,
di cui una radice & =m--n. Paragoniamo questa equazione con
la proposta, ed avremo per determinare m ed n I'equazioni

mn=—-—p, m’-m’:—vzq;, la prima delle quali ci dard n—— % ,

e sostituito questo valoré la seconda si cangerd in

M°--:;:—+zq=o, ciog mé4-2gmS—p3=o, la qhalg poatb mi=r

diventa r34-agr—p*=o, e ci dd r=—g33/(¢2+p*). Ora dalla
equazione 7 *=r abbjamo nqy r,ed m:(—- %él/:a)f/r,
e lostituendovg i va]o"ri d&ir otten;;hiamo sei vafori dim, ciod
mﬂ/[—q#/(q%p‘)_ : _
VA L R P

2

n=p |~ (g g [ == _
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Quindi abblamo anche sei valori di n, cio¢

—,/[—9=l=l/ (9;+p°)]

\

|/ —9==V(q’+p’)
n—|/[—9==l/(q’+p )]x o
"=|/[—1==l/ (9’+p')]x————"'1/"3 :
E swcomea‘“‘3 +F avremo
/)] 4;9?/@ +)]
w=|/ _-9=.'=|/(g°-nv') =
+p/ [ @) —————-_'_5/_3~
'«’“)V —g2/(go4p*) |x J i e
—l-H/-—S )

]

-7/ (9""}’ )

Questi sei valori di z, poiché ciascuné & dopplo si riducono ai

tre seguentl "

—|/i—q-9-l/ (q’-'-p’ﬂ
,-,7 '

' +|/ [~/ (q’+p')

—+/ g+ > )|x

[—g+1/(g*+2")

+l/—3
—1—1/—3
=i/ =3 —1—[/—3 _

=

pﬁ—q—l/ (g2+p* )]

i quali ci dénno le tre radici della proposta
Prendlamo per esempio 1’ equazione .1:3+x—2.=0;_ sari

P— s 4=

A rted)

—1, € qumdl =

O r+1/—-s

h

=l

, O sia &‘—l/(l-o- —1/21

ﬂ/[—q—l/ (g*+p ‘)]
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.3 a ‘7 3 o A
.\_,_l/(;._;y'm).‘Ma_‘ , (1-!--9—[/2!)_.-;-0—;;[/2!, e simil

2 I ) . .
mente l/(x—-;l/m):-;—ezl/sl, come dimeostreremo in

‘seguito; é dunque a;:%-o-%[/m-o—-i{—%[/ 21=1 . Le altre due -
zadici saranno cosl espresse ; )
e f L T, N T /3 11 A_l__.l/—-s
=g+ o) -1+ K)o (-1 =)
T I I T 1 . — L_ I a
.—;*—61/_3"31—-?4';!/ 7, ed 2= . ;l/ 7.
' Sia adesso proposta I’equazione x*—72+-6=0, e sard
P=—3, g==-=3; on ex..—_’ 9— a7
A~ (o 28| = a2y
oL | =(o- a7 )] - 5v-3) |

s—-—l/—s) > la qual’espressione ¢ involta in ;I‘uan-

8ginarie . L’istesso succede ogniqualvolta p & negativa,
‘€ p¥>¢%: ma.quantunque in questo caso I’espressione della pri-
ma radice,che si suol chiamare la formula Cardanica, perché
- Cardano sié molto distinto in trattarla, comparisca sotto aspet-
‘to immaginario, essa & perd reale. Poiché ¥bbiamo veduto che

la qﬁantita ly [—q-o-|/ (q'ﬂ!)] nel caso di p*>¢2 si riduce
* 'alla forma A+-Bj/—i1, e nel medesimo tempo ‘. .
V[-—q—i/(g'-o—p‘)] ¢ =4—B)/—1, quindi z=A+Bl/—
~+A—~B|/—1=2A, cioé reale. Di pit sono nel medesimo csso
sreali anche le altre due radici pelché esse 3010 cosi espresse :

x=(A+B) —I)Tlia/ﬁ+(A—B[/;1):'__;|/___3

.x=(A+B|/-x)_‘_L‘_;/;3+(A-fB|/—i)1*2L—E

*© sia fatte le moltiplicazioni x=—A—B}/3, z=—A+B}/3.
Questo caso, in ¢ui tutte le radici »quantunque reali, corh-

pariscono sottq una forma im maginaria; si chiama il caso irre- .

ducibile , perché ad alcuno nen é finora riescito di esprimere al-
Tom. I. 13
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gebricamente queste radici sotto un agpetto reale. Vediano per.

gual ragione il metodo usato fa giungere ad espressioni imma-
ginarie. Sia primieramente ¢ negativa, e I'equazione
xd—3paetiag=0oavridueradici negative ed una positiva,ecome
manca il secondo termine, le due radici negative prese insieme
saranno eguali alla positiva; io dico che ne%caso irreducibile la
radice positiva, e per conseguenza anche ciascuna delle negati-
ve sard <a}/p. Poiché facendo nellapropostd x—o abbiamo un
resultato negativo —2g, e facendo a= p abbiamo il resulta-
to 2p}/p—2q positivo a motivo di g9<p*; onde la radice posi-
tiva cade tra o e a/p». Se ¢ & positiva, ’equazione
xt=—3pxr+2g9=0 ha due radici positive ed una negativa; e
nell’istesso modo si dimostrera che la radice negativa presa po-
sitivamente, e percid anche e positive sono <2|/p. Ora essen~

" 2
do z=m-o-% , 8ard M3~—Ixm--p=0, cioé m=§:tl/ ‘x—-—p) ,

onde quando 23<4p, o sia £2<2]p, il valor di m diyenta im-
maginario. Ma nel caso irreducibile & sempre *2<aj4p: dun-

.que in questo caso il nostro metodo appoggiato alla s#pposizio~

ne x:.-m-v-% deve condurci ad espressioni immaginarie.

41-
L’istesso metodo usato per I’equazione del terzo grado £’in-
segna a risolvere molte altre equazioni de’ gradi superiori. Si
abbia per esempio l'equazione x°-+-5px®+-5p?z+3¢=o0, e si

.

ponga x= ﬁ » RVIEMO m!2--2gms—pt==0, cioé

'A"=|5/[—9==1/,(q"—nv-°)],' e quindi z=|7[—f!-'+/ (g*+p°)
5

-+~ ' —q—l/(qﬁ-;-pb)]. Anche qui #’incontra un caso irre-

ducibile; perche se p & negativa, e p*>¢*, la radice quantun~
que reale comparisce sotto un aspetto immaginario.

- Ma cerchiamo in generale, qualk equazioni ammettono una

-

_radice della forma Cardanita. Prendiamo 1'equazione

xn+Ax"'_2+an—4+an_6 .o 4aSz=2T=0,
ové i & dispari, ed i termini in posto pari eccettuato-1’ultimo

v

.
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~ sono stati omessi per maggior semplicita , perché il calcolo se-
guente li farebbe trovare =o, e facciamo a=y-£ . Sostituito

questo valore'1Véquazione (proposta prendera la forma
2

y +}’_4-(np+A ) Qn—a -’;n_:_-—a-)
y

- ?-(ﬁ—_—-p’-g-(n—a)Ap-q-B)( ”"4-.! 4)

aln—t)in—a) ,

n—a)(n—3) , _ 6 n
- 3P+ +L )(" )Ap +(n—4)Bp+C)( = 6)
: . . . .o - - 4
2 P’ 2 4 Ip 2 +8 y+ y 4
- 2.3 —_ 2.3. ":;i )( 7
—a2T=o0. C
Per determinare i coefficienti 4, B, C, ec. facciamo
np+A=o
n(n t) a
-o-(n—-a)Ap-c-B-o .
n(n—t)(n—a) (ne—s)(n—3 .
s =) (st Byt C0
o ec.
In questa maniera svanendo tutti i termini intermedj avremo
n
y +£..—2.T-

0 sia ya"'—a Tyn-l-pn_d, cioé
3"‘/[1&1/(7"—}’”)] e quindi a:—V ]T-H/(T-_p“)]
I T+1/( T*—p") =[]

n
-+

[T—V ( T-—}")], e questa sari la radice della proposta,
purché sia

: ~.-‘~.~-'5\
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A=—np
B=n (’f—z)P’ n(n:-r)}’“___‘n(ns.—3)‘pa
- "n{n—g)(n—5) | '
17 o=t
ec.

Pertanto in qualunque grado dispari si-potra aséegnaré una
equazione , 'che abbia una radice della forma Cardanica.
'~ Anche n¢l caso di # pari si danno in tutti i gradi dell’e-

quazioni, che amimettono una radice della forma Cardanica, .

quantunque un poco diversa dalla precedente. Pet trovar que-
st’ equazioni sia n pari, e prendiamo I’equazione

. x"-i-Axn-’-o-an'_‘i’-o-CxM. v oo =Sp2=aT=0

e.facendo z:y-c-% avremo

n n—a
n n—2 p
5 ...Ji;‘ -o-(np-q-A)(y -o-;_._.;)

. (:l_(z-_-_r_l, s...(n_Qz) Ap-l-B) (y"_4+£’:f)

)

2 yn—4s
. ' n—6
—1)(n—: — 3) , . n—6
- (n(n ,‘,)(': a)P, *fn aL(n— ’_4pa+(n—-4)Bp+C)(y +:};—n:—67
n(n—l).wz':—-n (n—a)n—-.:z n—4 . .
= — 2,2 & “Ap“....-:-Sy’-o-z-;
Survm= Slrer— 4 )65
n(n—1) k:-:—% % (n—a)....% A"—--;-’ ol
- p+ p * .. .. +aSp+}
n N2
2.3 .o-;' ) 2 3 .T
~

~—2T—V=o0,

ove ho aggiunta e sottratta la duantitd P per fare svanire tutti ’

i termini intermed;j. Per ottener cid dovremo fare come sopra
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A=—np :

B— n(n—3)
&_Wﬂwﬂ
- 2.3

- ¢ finalmente . - .

CEE]

e

r== 3.3....(-'1—1)% i d

2

ove il segno —+ si deve prendere. se f:- é paﬁ, e il segno — se

L *
-:lé dispari . Sostituiti questi valori I’ equazione precedénte di-
- n n .

n -— —_
ventera yn-o-’Ln —aT2p *=o0, 0 sia y*"'—a (T:t:p 2)yn-o-p”=o:9 R
n n ’

e quindi y:ly[T;tpﬁ _H/(Ta:l:sz 9)], ed ==y ‘%, cioé

x—l/[T::p ...|/(T°:o:an )]
)

T CAPITOLOXI
Dell/ equazioni del quarto grado .

48.

Sm data 1’ equazione del quarto grado priva del secondo ter~
mine

X AP I-4-qT-4+Tr=0,
e siccome ogni equazione & composta di fattori reali del seeon-
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do grade, supponghiamo che essa si risolva nelle due equazmm
Z4-eT4f=0, 23—ez+-g=0. Fatta la moltiplicazione avremo
T’ equazione
x4+fx’+egx+fg=o,
-8, —ef

la quale paragonata con la propocta ci dA f4-g—es—p, eg—ef:q
Jg=r. Quindi ricaviamo 2g=p-+-e*+- %..’ af=p-+e -—%, e

Pr+2e3p4-et— §=4fg=4r; onde fihalmente abbiamo I’equa-

zione
ec-2pet+( p"wd.r)e’—q’—o,
la quale posto es==m diventa
(B) m'+2pm’+(p’—4r) j3=o0.
Ora questa equazione avendo necessariamente I’ ultimo termine
. negativo, avra una radice positiva, la quale posta =473 ci dara
e=al. Ma Y equazioni z3+-ez-+f=0, 2*—er+g=0 dahno quat-

tro valori di x, cioé 2= H/(e.—éf) —e-[/(e'—if)
reﬂ/(:’_%) e—'[/(e' 4g) o sia sostltum i valon di

*,f:8>
a=i (ql-ﬂpl‘—fil‘) =iV (91—25’-41‘)

_L*V(—ql-:fl°—4l*) =V (—ql—:lph-—él‘)

queste adunque sono le 'quattro radici della proposta.

- Siano 442, 4k le.altre radici dell’ equazione (B), ed avre-
mo (36)—2p=4l“+4]c’+4h9 e g*=4l*. 4k . 4h?, cioé g=8lkh.
Se sostituiamo questi valori nella prima espressione di =,
avremo

x=__l+|/(81¢kh+4l4+4l’k'+4l°h‘—4l‘)
. al
2l|/(2kh+k’+h') ks -

Gli altri valori di = si trovexanno cosl esptessl Tl fi=hs ,

a=lck—h, x=la-h—k . Qumdx appansce che se in luogo di :
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. 413 prendiamo qualunque altra radice dell’equazione (B), i va~
Jori di x riescono i medesimi; poiché se prendiamo e=2k, avre-
Mo w—=—dhmt-ltrh , xrhimelmtt, x==ka-l—h , x=kt-h~I, che s0-
no i medesimi,valori di sopra;: lo stesso_si deve dire dell’altra
radice 442 . E inoltre evidente che, se le tre radici dell’ equa-
zione (B) sono reali e positive, le radici della proposta sono tut-
te reali. Siccome poi I’equazione (B) non pud avere tutte le
sue radici positive, se non ha i segni de’termini alternativa-
mente positivi e, negativi; quindi se non sard p negativa, e
P>*>4r, la proposta non potra avere tatte le sue radici reali.
Non siano adesso tutte positive le radici dell’equaziane
(B), ma alcuna di esse sia negativa; e siccome ¢? & necessaria~
mente positivo, bisognera che le radici negative siano due. Se
facciamo queste due radici negative —=—4a?, e —4c9, sara
4ki=—4a?, fhr=—4fc™, ciod k=a}/—1, k=c}/~—1; onde avre~
mo x= a4C))/ =1, F=—l—(a4-c))/—1, =l+(ac)}/—1,
a=l-~(a—c)}/—1. Se adunque I’ equazione (B) ha due radici
reali negative , le radici della proposta saranno tutte immagi-
narie..

" Finalmente due radici dell’equazione (B) siano immagina-
rie, cioé 4(A43—B3+24B)/—1), e 4(A3—B*—aAB)/—1); sa-
13 k=A+B) /=1, k=4—B}/—1, e quindi z==—l+24,
x=—l—24, s=l+aBy/—1, x=l—2B)/—1, ciod.la proposta
avra due radici reali e due immaginarie. Illustriamo tutti que-
sti casi con qualch’esempio. )

I. Sia data I’ equazione x4 —252x34-60x—36=0, ovep=—25,
. 4=%0, r=-36, e 'equazione (B) sard m* - 50m2-+769m~3600=0,
le di cui radici sono tutte reali, e positive, cio¢ g, 16, 25;
Sara dunque &3, k=2, A=§, e percid r=—I+h+h=3,
r=—thh=—6, z==l+-h—k=2 , T=l4-k—h=1, che sono le
radici della proposta. ¢ e ’

II. 8i abbia I’equazione z*+-322—6x+10=0, e I’equazio-
ne (B) sara m*+-6m3—31m—~36=0, le di cui radici sopo 4, —1,
=9. Quindi /=1, a=}, c=}, e percid
T=l-(ac))/ - 1=- 142}/ - 1, r=-l-(a-c))/ -1=-1-2}/ -1,
r=l(c—a))/—1=1+/—1, a=l-(a—C)}/=1=1—]/ =1 .

111. Sia finalmente propesta I’ equazione x4 - 2434162~ 15=0,
«d avremo m?*—4m3+-64m—256=0, che ha per radici 4, 8/—1,
~8)/—1 .Quindi &1, 4(43—B%)=0, 84B)/ —1=8}/—1, cioé

Ctee

&
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A=B=1, e percid sz=—el4-24=1, z=—l—2A4=-3, .
a=l+2B)/—1=1+42)/—1 , a=l—2B)/—1=1—2}/—1.

Fino a questo punto sono giunti i Geometri nella ricerca
della generale risoluzione dell’equazioni. Non si conosce finora
alcun metodo, che insegni ad esprimere generalmente le radici
dell’ equazioni del quinto grado o de’ gradi superiori. La brevi-
ta che ci siamo proposta non ci permette di entrare nell’esame-
de’diversi metodi, che sono stati tentati per la risoluzione dell’e~
quazioni. Per istruirsi’ pienamente in questa materia convien
leggere 1’ eccellenti Riflessioni sulla risolugione algebrica dell’ e
quazioni del Sig. de la Grange pubblicate nelle Memorie dell’ Ac-
‘cademia-di Berlino degli anni 1770, e 1771,

CAPITOLO_ XIL

Dell’ eliminazione dell’ incognite dall’ equazioni °
de’gradi superiori.

49 .

Parlando dell’equazioni del primo rado abbiamo veduto spess

s0 accadere, che qualche problema iKende in modo da piu in-
tognite, che di tutte convien trovare il valore per ben risolver-
lo. Abbiamo ‘quivi dimostrato, che il valote di tutte le incogni-
te, e percid la risoluzione del problema si pud sempre ottenere,
‘quando fante sono I'equazioni quante 1’incognite. Lo stesso

mostreremo che succede per rapporto all’equazioni de’gradi'su~ _

periori trattando dell’eliminazione dell’incognite. Siano date
‘pertanto le due equazioni. °
y" e dy™ ‘+Bym_2+(;'ym—3~_. wswT=0,
.n-o-d’yn_‘-‘f-B’yn_a-o-C'y"*S. «.e.+T=o0,
ove i coeflicienti 4, B, C, ec. 4', B', (', ec. contengono quan~
titd cognite ed un’altra incognita z, e siano a, b, < d, ec. le
radici della prima equazione, o sia gli m valori di y espressi
per x e quantita cognite, che ci darebbe la risoluzione della
prima equazione. Siccome le due proposte equazioni devono
sussistere insieme, cioé i valori di y della prima devono essere
eguali a quei della seconda, se sostituiamo nella seconda in
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Juogo di y le quantita a, b, ¢, d, ec., avrauno luogo tutte le
m equazioni )
u"+A'a”"'+B'a’f—’+C’a"—3. «..+T=o0,"
(M) 8" 45 B 200" 3. . . 4 T=o,
'c"+.4’cn—]+B'cn_3+C'c”'-3. v oo =T=0c, .
: : ec.
e le radici di esse c¢i daranno tutti i valori di z, i quali .fanno
insirme sussistere le .due proposte equazioni. Ma I’equazione
nata dall’eliminazione di y deve contenere tutti i-valori di x,
che rendono 1’istesso nelle due equazioni il valore di y. Dun-
-que I’equazione nata dall’eliminazione sara il prodotto di tutte
Pequazioni (M). Pare a prima vista che per eseguire 1’ elimina-~
zione sia necessario di conoscere le radici a, b, ¢, d, ec. della
prima equazione, ma se riflettiamo che nell’equazioni (M) en-
trano egualmente tutte queste radici, facilmente vedremo che
il prodotto ‘dell’equazioni (M) sara composto di termini, i qua-
li (37, e 38) si potranno esprimere per i coefficienti 4, B, eec.
della prima equazione. . .
Prendiamo per esempio ad eliminare y dalle due equazioni
-del secondo grado
y2+-Ay+B=o -
y*+A'y+B'=o.
Sostituendo nella seconda equazione le radici & € & della prima
-avremo I’ equazioni
¢ a*wA'a+B'=o.
: 4 bs4A'b+B'=o0,
+e moltiplicandole insieme 1’ equazione ,
a2b34-A'(ab*+a>b)+B'(a*+-b*)+A"* ab+A B'(a+b)+B'*=0.Ma
a4b=—A,ab=B,a*+b*=A*—2B,ab%+a*b=—AB,a*b*=B>;
dunque sostituiti questi valori I’'equazione che nasce dalP eli-
minazione di y sara - : f
B*—A4A'B+A*B'—2BB'+A'*B—AA'B'+B'*=0.
Daremo in seguito uh metodo pin facile per-eseguire 1’eli-
‘minazione , ma intanto dimostreremo il teorema seguente. Se
" T equazioni proposte son tali, che le quantita 4 ed X4’ siano .
formule in z del primo.grado, B e B' del secondo, C e C' del
terzo, e cosl in seguito, in modo che la somma dell’ esponente

Tom. I. 14
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. di y e del massimo di z 'sia in ciascun termine della prims -

equazione =m, ed in ciascuno della seconda =n, I’equazione,
che nasce dall’eliminazione di y, sara del grado mn. Per dimo-
strar cid/si\osservi;| ché/iniciascun termine dell’equazioni (M)
Y esponente della potesta di una radice insieme col grado del
coefliciente di questa potesta é =n. Quindi nel prodotto di tut-
te I’'equazioni (M), cheé sono m di numero, ciascun termine na-
scera dalla moltiplicazione di m termini delle medesime equa-

_— - (ry 7,7, €} . .
zioni, e la di lui forma QP ' sara tale, che chiamato
q il grado del coefficiente Q sara g-+r+r'+r"4ec.=mn. Ma se

- . . . r,r,r'"ec.
consideriame il modo (3&:& 38), con cui le quannt&P( o5 r5ec.)
si determinano per i coefficienti 4, B, ec., facilmente vedremo

- . ! "
che la quantita P(r’ v, r'yec.) ¢ del grado r4r'+4r"+ ec..Quindi

ciascun termine dell’equazione nata dall’eliminazione, e percid
Y equazione stessa ¢ del grado mn .

Siccome le due equazioni proposte per I’eliminazione de-
veno sussistere insieme., convien che abbiapo un divisore comu-
ne. Si applichi adunque ad esse il metodo che si usa per la ri-
cerca del massimo comun divisore, e si giungera in fine ad un
residuo che non conterra pilt y. Questo residuo dovra-essere-
=o, perché le proposte abbiano un fattore comune, e sard 1'e-
quazione stessa che nasce dall’eliminazione di y. E stato osser-
vato, che questo metodo conduee spesso ad equazioni di un gra=
do piir alto del giusto per i fattori inutili, che le diverse opera-
zioni v’introducono ; percid noi properremo il seguente metodo,
il quale al pregio della facilita unisce quello di condurre ad.
equazioni del ginsto grado. E perché la via da tenersi pinr chia-
ramente apparisca, incominciamo dall’equazipni del secondo
grado, per passare in segyfto alle altre. '

Siano adunque date le due equazioni del secondo grado

Ay3+B y+C =o,

A'y’-f-B" '=oA,
e cerchiamo am’altra eqwazione, in cui manchi lay. Dalla pri-
ma delle proposte moliplicata per A4' si sottragga la seconda
moltiplicata per 4, ¢ ne verra V'equazione

(1) (A4'B+~AB)y+AC~AC'=o.




D' ALGEBRA P.L 107

Ora dalla prima moltiplicata per A'y+-B' si sottragga Ia secon-
.da moltiplitata per 4y+B, e ne nascera .
: (3). (4'C=AC")y=-B'€~BC'=o.
Per mezzo dell‘equazmm gl) e (2) si elimini y, e si otterrd Ie-
quazione cergata
(A’CI-AC')’—(A'B—AB')(B'C—B(")_O,
ove manca lay. 4, :
Si abbiano adesso le due equazioni del terzo grado
Ays+Bys+-Cy+D=o, C,
A y‘+B’y’+C "y+D'=o. :
Dalla prima moltiplicata per 4' si sottragga la’ seconda mrolti- A
plicata per 4. e ve risultera :
(1) (4'B—A4B )y’-q—(A'C——AC') +A' D—-AD"—O
Dalia prima moltiplicta per A'y+B' si sottragga la seconda
moltiplicata per Ay+B e si avra
(2) (A'C=AC)y>+(A' D—AD’+B’C—BC')y—+-B’D BD'=o.
" Finalmente dalla prima moltiplicata per A'y2+B'y+C’ si sot-
‘tragga la seconda moltiplicata per Ay*+By+C, e ne verra
(3) (4'D—AD")y*+(B' D—BD')y+C'D—~CD'=o.

Ora per mezzo dell’ equazioni (1), (2), e (3) eliminiamo y ed y‘
considerandole come due diverse incognite, nel modo seguente.

Dall’ equaztonl (1) e (3) abbiamo .
A'C—AC' A'D—AD _ B D—BD' . C'D—C D’

St AIB_ABIZY AB—A8 — A D— AD'JTAD—AD"e quln.
(4' D—~AD')3>—(4'B—ARB')(C' D—CD') 1

di y= (A B—AB B D—=BD'\—(4'C—AC A D—AD')’ €
_(4C=AC)(C'D—CD'|—(4' D—AD\BD=BD) . .. .
= [@B—4B B D—BD'|—4C—4C)(4 D—4D) > "ttt
quali valori nell’equazione (2), e tolte le frazioni avremo
(4'C—AC')*(C'D-CD')-2(A'C-AC')(4'D- AD')(B'D-BD')
+[(A'D=AD")*~(A4'B-AB)(C'D-CD")|(4'D-AD'+B'C- BC')
~+(A'B—AB')(B'D—BD')*=o. .
.Da quello che abbiamo detto si vede gia abbastanza cid che
deve farsi per eliminare y dall’ equazioni di qualunque grado.
‘Questo metodo, che & il migliore di quanti ne sono -stati finora
~ immaginati, si deve al Sig. Bézout. ghn ne desiderasse un pil
]unco dettaoho , consulti le Memorie dell Accademia delle
Scienze di Parxgz dell’anno 1764. Abbiamo supposto nell’equa-
. zioni trattate il medesimo grado; se lo avranno diverso, quella

—
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del grado pit alto si potra facilmente abbassare all’inferiore.
Per darne un esempio sia proposto di elimninare y dalle due se-
guenti equaziopi; una del quarto , e I’altra del secondo grado,

A'y*+Bys4+-C'yi4-D'y+E'=o0, ‘
Ay?+B y+C=o0.

Si prenda dalla seconda il valore di y2, e sara ?y*:-_—BL-—-C

A ]
—Byas=C S By . . .
4 ) 4 , y‘:—M , cioé sostituendovi

. . . p p— 2]

il valore di y*, y4=‘BI AC‘;).: +BCy
ed y* sostituiti nella prima equazione ¢i daranno :
[4(B3-AC)-ABB +-43C']ys+{4'BC-AB'C+A3D')y+A2 E'=o.

"Questa equazione e la seconda delle date essendo adesso del
medesimo grado, si potra da esse eliminare la y col metodo
precedente . ]

’ Se avremo tre equazioni, e tre incognite z, y, z, dalla pri-
ma e dalld seconda elimineremo z, ed avremo 'una equazione
tra x ed y; un’altra simile ne troveremo eliminando z dalla pri-
ma equazione e dalla terza, oppure dalla seconda e dalla terza.
Trovate due equazioni tra x ed i, se col loro mezzo eliminere-
mo una dell’ incognite, il valore dell’altra ci sara dato dall’equa-
zione risultante. E I’istessa maniera di operare tener si deve,
allorché son date piu equazioni e pilt incognite, Ma & stato os-
servato, che I’ equazione finale trovata in tal guisa ascende ad
un grado maggiore del ginsto. Percid un altro metodo di elimi-
nazione ha immaginato il Sig. Bézout, che pud vedersi nelle
Memorie citate. Ma qualunque metodo si adopri, quando il
grado ed il numero dell’ equazioni_va crescendo, il calcolo ne-
cessario per I’eliminazione diviene oltremodo complicato, se la
patura del problema non somministra qualche particolare artifi-
zio, che ne abbrevj la fatica. Quello, che deve avvertirsi, si &,
che il calcolo in. qualunque modo pud sempre riescire: onde si
pud concludere, che allorquando il numero dell’ equazioni &
eguale a quello delle incognite, queste hanno ciascuna un va-
lore fisso e determinato.

e quindi y*=

, i quali valori di s

50.

Ora brevementé vediamo, come si possano da qualunque
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equazione eliminare le quantita radicali . Data per esempio

I’ equazione
3

al/ayzl/ ay®—b,

3 s
ponghiamo | /ay—=xz, | / ay3=z, ed avremo (1) 22=2—5,

(2) ay==22, (3) ay>==2* . Eliminiamo adesso col mezzo dell’e-
quazioni (1), (2), e (3) le incognite x e z, ed avremo una equa-
zioneé in y priva affatto di radicali nel modo seguente. Sostituia-
mo nela equazione (3) il valore di z preso dalla equazione (1),
ed avremo ay3=8.r*+-12bx2+-6b°x+b*, e ponendo in questa il
valore di x=ay ricavato dall’equazione (2) otterremo
3=8axy+i2aby+6b22r+b*, e quindi —aye—izaby—bt,

ay*=8axy+i2aby+6b>x » € quindi a=———rrm oo so-
stituendo questo valore di x nella equazione (2) avremo finale
mente I’equazione in y senza radicali

ay(8ay+6b°)2=(ay?—12aby—b*)2 .

Ciascun vede , che questo metodo si estende a tutti i casi.
. e vae &

CAPITOLO XIIL

Del modo di trovare i fattori razionali
dell’ equazioni.

5r.

Quantunque non si ‘pessa ottenere la risoluzione generale
dell’ equazioni di un grado piu elevato del quarto, se perd una
equazione di gualunque grado avra radici razionali, queste si
potranno sempre facilmente trovare. Poiché essendo I’ultimo
termine T dell’ equazione '

1 m—2
A Br . . +-Se+T=o,

bve tutti i coeffitienti son numeri interi, eguale al prodotto di

tutte Te radici, la” radice intera sard compresa tra i divisori

dell’ultimo termine; né puo succedere che questa equazione

abbia una radice razionale fratta.. Supponghiamo infatti che

Y I . . C .

una di lei radice sia 7 essendo questa frazione ridotta ai mini-
mi termini, e sostituendo avremo
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" t;m—l m—2
—_+A + B

bm bm—l bm—a

a
....-0-87-0-7&0,

e quindi a™ __A'am—x-q-Bam—ab ceee Sab” 2 T
1 ™ ' ) Al ’

Ora essendo 4, B,....S, T,a, b numeri interi, anche il nu-
meratore del secondo membro di questa equazione sard un nu-

* . . S a P
mero intero, il quale se chiamiamo p, avremo — =

cioé

'%—zp; lo che ¢ impossibile : poiché essendo % una fraziong ri-

m .
dotta ai minimi termini, anche aT sard tale, né potrd mai esse-

re eguale al numero intero p. Quindi una equazione, che ab-
bia tutti i sioi termini interi, ed il coefficiente del primo egua-
le all’ unita , non puod aver mai per radice una frazione razio-
nale . ) »
Quando adunque vogliamo cercare le radici ragionali, dob-
biamo primieramente liberare dalle frazioni I'equazione propo-

sta; lo che faremo ponendo a=Z, e g=al prodotto di tutti i

denominatori diversi de’di lei termini. Poi prendendo tanto po-
sitivamente che negativamente i divisori dell’ultimo termine,
dobbiamo sostituirli in luogo di y nella equazione data; e se
alcuno di essi vi soddisfard, sard una radice dcll’equazione, se
non si trovera alcuno che vi soddisfaccia, potremo esser certi
che I’equazione data & priva di radici razionali.

Si abbia per esempio 1’ equazione del terzo grado nel caso
irreducibile 3 —7x+6=0: i divisori dell’ultimo termine sono
1,2,3,6, de’quali tre soddisfanno alla proposta, cio¢ 1,2, —3,
e sono percid le di lei radici. : .

Quando I’ ultimo termine della proposta ha pochi divisori, .
le radieci razionali si trovano speditamente: ma ‘se I’ultimo ter-
aine ha molti divisori, si rende necessario 1'aver qialche rego-

.
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la, che insegni subito a rigettare i divisori inutili, ed a ritener
quei soli, che possone soddisfare alla proposta. Abbia I'equa-
zione data una radice razionale a, e sia percid della forma
(z—a)P—=o0, e\ilmnmeroalsitrovera tra i divisori dell’ultimo
termine. Adesso posto y+1 in luogo di x I’equazione diventéra
(y—a~+1)P'=o0, e questa avra la radice a—1, che sard compresa

tra i divisori dell’ultimo termine, il quale si otterra ponendo’

nel primo membro della proposta z==1 (39) . Similmente se fac-
ciamo z=z—1, una radice dell’equazione che ne risulta sari
=a+1, e sard uno dei divisori del numere in cui si cangia la
proposta facendovi a==—1. Di qui discende la regola che inse-
gna a riconoscere i divisori inutili: posto nel primo membro
della proposta z==1, 0, =1, ne vengano i numeri Q, Q', Q",
e sia @ un divisore del numero Q'; accid questo numero sia una
radice della proposta, bisogna che tra i divisori di Q si trovi il
numero a—1, ed il numero a1 tra i divisori di Q". Se queste
due condizioni non hanno luogo, il divisore a si deve rigettare
come inutile; tutti i divisori poi si devono prendere a conside-
rare tanto positivi che negativi. Venghiamo agli esempj.
- 1. Si abbia in primo luogo I’equazione

ZA= 14T 4+712%—154x+120=0. Facendo x=1, 0, —1, avre-
mo Q=24, Q'=120, Q"=360, i divisori de’quali numeri sono
quei che seguono.

Q= 24Y1,3,3,46,8,12,24.

Q' =120 { 1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20, 24, 30, 40, 60, 120.

Q"=360 { 1,2,3,4,5,6,8,9,1@,12,15,18,20,24, 30,36,40 ,
45,60,72,90,120, 180, 360 .

Adesso tra i divisori di Q' rigetto I’unita, perché in Q non vi
€ 0; ritengo il 2, perché.in Q vié 1, e 3in’Q"; cosi pure ri-
tengo i numeri 3, 4, 5, perché in Q vi sono i numeri 2, 3, 4,
ed i numeri 4, 5, 6 in Q", e rigetto tutti.gli altri. Prendendo
pei i divisori negativamentc, ‘e rigettato —1, ammetto —2, e
—3, perché in Q-si trova —3 e —4, ed in Q" s’incontra —g e
—2. Rigetto —4, perché in Q non si trova —5; e nell’istesso
modo ammettendo. —5 rigetto tutti gli altri. I divisori da ten-
tarsi sono dunque i numeri 2, 3, 4, 5, —a, =3, —5, tra i qua-
li i negativi non soddisfanno alla proposta, i positivi poi tutti
vi soddisfanno, e sono percio le di lei radici.
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II. Si prénda I'equazione z*—3x+14=0, e sard Q=12,
Q'=14, Q"=16, de’ quali numeri 1 divisori sono i seguenti:

212 )X, 2, 3, 4, 6, 13,

14 1,2, 7, 14.
AT 16) 1, 2, 4, 8, 16.

Due soli divisori del 14 cio¢ 7 e —2 godono delle necessarie
condizioni ; sostituiti perd nell’equazione non vi soddisfanno,

ond’essa non -ha alcuna radice razionale.
52.

Quantunque perd una data equazione abbia tutte le radici
irrazionali, pud succedere che ammetta divisori razionali del
sécondo grado, del terzo, ec. Rappresenti x2+mzr+n=o n di-
~ visore razionale del secondo grado, e per esso si divida la pro-

posta: si giungera ad un residuo della forma Mz+NV, il quale
dovra andare a zero indipendentemente dal valore di z, perché
la divisione si faccia esattamente. Avreso percid le due equa-
zioni M=o, N=o0 date per m, ed n, e se da queste eliminere-
mo 7 otterremo una equazione in m. 8i cerchino le radici razio-
nali di questa equazione, e se prese per m ci daranno un valo-
re razionale anche per n, ne risulteranno altrettanti fattori ra-
zionali della proposta. ‘

Sia data per esempio I'equazione z+—3x3%4102—6=0, del-
la quale si debbano eercare i-divisori razionali del secondo gra-
do. Si divida il primo membro_della proposta per x?-+mx-+n,
e si giungera al residuo (10-+2/n—m*+3m)z<+ns—m2n+-32—6.
Quindi avremo le due equazioni

mé—amn—3m—10=0,
. " n3—m3n-+-3n—6=0,
ed eliminando » I'equazione
) me—6m*4-33ma—100=0.
Le radjfci razionali di questa sono 2 e —2, i quali valori sosti=

tuiti nell’ equazione m® —amn—3m—10==0 ci danno n==—2, ed -

n=3. Dunque la proposta ha i due divisori razionali ;
T2422—2=0, 2=—2T=3=T0. - o : _
Dalle cose precedenti facilmente si comprende, qual me-

todo usar si debba per trovare i divisori razionali del terzo gra- -

do, o de’ gradi superiori.
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y
Di sopra (34) abbiamo dato il metodo r trovar la radice
qguadrata del binomio a+|/b; passiamo adesso-alla ricerca del-
. la radice qualunque di questo binomio, allorché & possibile.
Sia primieramente m un numero dispari, e la radice m.esims, del
binomio a-+4/b sara, quando ¢ possibile, della forma

(z+Hy) |/k pmche qualunque altra forma si ‘assuma, inal-

zata alla potenza m conterrd pin di un radxcale e percid .non
" potra essere eguale alla quantitd a+}/5. Sia dunque

l/ (a-o-j/b):(x-c—p/y)l/k,\ed elevando questa ,equaznon,e,al-

la potenza m avremo _3)
m m(m—x) m—s m(m-—!)(m-z)(m Men, 4
a-+/ b=k (a- 253 ’-o—ec)

‘ -O-k[/y(mxm—l mlm—:)im-—-n) 17— Sy-l-ec

‘Ma siccome devono essere eguali tra loro separatamente le
quantitd razionali e le irrazionali, avremo '

(1) a_.Jc( " 2:(_»::1) ”'_*'ay-éec ) o
(2) V o=k :y(m:vm_'I m————-——(m:'gm—“) m-ay-o-ec )
Qumdn apparisce, che sara ancora ‘/ a—-[/b)—(x—t/y)‘ / k

perché da questa elevata alla potenza m si ricavano le medesi-
me equazioni (1), e (2). Si moltiplichino tra loro le due radici

!/(a-»-[/b),l/(a—l/b),esx otterra /

accid la quantitd x3—y sia razionale, cmé aﬂinché a-+/b abbia

_xﬂ—y, onde

sia

una radice della forma (x-+4,/y) V k%, conviene che 2

una petenza m.etima ., 8j prenda adunque k in modo, che soddi-

sfaccia a questa condlvlone, ed ¢ sempre possibile dl avere un

tal valore di %, perché se non s¢ ne trovano altri, si pud pren-
. :1:m-4-t

dere l.':(aa—b) 2 Fatto cid sia ﬁ;a b—c » ed avremo
Tom,I. = - T a5
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y=x%—c, e sostitnito questo valore I’equazione (1) diventerd
m mim—1) m—2
(3) a.:lc(x =

(x’-c)-n-ec,.) .

- le radici razionali di gnesta equazione, se ne ha, ci daranno
il valore di z;-onde poi si dedurra quello di y—=x®—c, e quin-

di la radice cercata (= y)l/ k. Inalzando .questa radice al-

la potenza m, e paragonandola con la proposta a-+,/% vedremo
quale de’due segni 4+ 0 — si debba prendere.

. Si debba per esempio estrarre la radice cublca dal binomie
I+ —1/21 avremo a=r, |/b=-§-|/ax e 5_2—7-, e quindi
‘-’:c—:'bz 7, che sard un cubo se si prende 'k—i, e percid
=~ d Sostltum questl valon l’equazlone (3) diventera
4z’+x—l_o, la quale ha una radice razionale = —— Sar&.dun-

que .z'-'—, y_T:”—_ L= 56,ela radice cercata_-—-o-—l/zx.

Sm proposto in secondo Iuogo di estrarre la radxce cubica.

dal binomio immaginario —3+—|/—3. Avremo a=—3

=—-1217°- f;c—a_—b jj:z —ponendo k=1, e percid 0—3- Ora

T'equazione (3) diventa 41‘—7.1:-4-3_0 , le di cui radici sono -:-‘-, ‘

R ——i- 3 i valori di 'y s::anno percid —é y—3 =T , ed il
binomio proposto avri le tre radici cubiche -15 ——-[/ -3,

Sm adesso m pari ._an, e potremo supporre l/ (M-[/ b)
=1/ z+/" y)l/ k, poiche elevando questa quantitd alla poten-

za an, essa non conterra che un solo mdlcale Vzy, e equa-
'zione (1) sard in questo caso :

(4) a_k( n an(s:-—r) n-—!y+ ec.)
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Dovra dunque essere V ‘-‘—:c.-;_-,b;.—_x_-‘-y;‘ e quindi accid = ed ¥y

T X . .o ad=—b
siano razionali, conyerra che sia la quantita 72~ una potenza

onde una condizione necessaria si ¢, ‘che @a%=b sia’' un

2

ka .

: ey s . o @%b ., .
Posto cid si cerchi per k un numero tale, che T diventi una

2, esima ;

¢ nn quadrato.

quadrato, perché tanto k2 che la frazione %

potenza c’m; e cid sard .sempre poséibile, perché si pud prende-

re -k=|/(a’-—b.),‘e k= (a*—D) T, se non si trovano altri
valori di % pia picecoli di questi. Adesso avremo y—xz—c, e so-
stituendo questo valore nella equazione (4) otterremo 1’ equa-
zione '
(5) a=k (xn-o- -—-a——-an(:’:—l)xnd'l(x—c)-o- ec. ) R

Ie radici razionali della quale ci daranno i valori cercati di z

" 8i voglia per esempio la radice quarta del binomio 14+8}/3;
aviemo a=14, b=192, e a®—b=4, che ¢ un guadrato. Per ren-
dere ?-;E-b una quarta potenza prendiamo k:—; , ed avremo
=2, e I'equazione (5) diventerd x2—2r—3=0, che vi dd x=3.

Onde y=1, e la radice cercata sara -l%._’;i .
. ) 2
"CAPITOLO XIV,

Ricerca delle radici dell’ equazioni
: per approssimazione.

54.

.Abbia’mo detto che le radici irrazionali dell’ equazioni al di 1&
del quarto grado non si sapevano finora generalmente esprime-
re. Per rimediare a questa mancanza, di quelle radici, delle
quali il valor vero conoscer non potevano, hanno procurato i
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Geometri di ritrovare il valore cosl al vero prossimo, che I’er-
rore commesso fosse di qualunque data qnantitd minore. Nell’e-
sporre questa Teoria cercheremo in primo luogo il numero in-

tero p prossimamenteminore di ciascuna radice, in modo che .

la radice cada tra i'numeri p; e p=1, il qual numero p si chia-
ma il limite della radice: poi trovato questo limite ci accoste-
remo semprepit al vero valore della radice. E qui ¢onsiderere:
mo per ora soltanto le radici positive e disuguali, perché delle
uguali parleremo a parte, e perché posto nella equazione —z in
luogo di x le radici negative si cangiano in positive., Onde esa-
minate prima le positive, per ottener le radici negative porre-

mo —z in luogo di x, e cercheremo le radici positive dell’equa-

zione che ne risulta. Tutta questa Teoria, che siamo per espor-"
re, si deve al Sig. de la Grange. ‘ '
. Se dwe quantita sostituite in luogo dell’incognita rendono
il primo membro di unu equazione di segno diverso, abbiamo
veduto-che una radice ¢ contenuta tra quelle quantitd. Da que-
sto principio dedurremo il modo di trovare i limiti delle radici .
E ptimieramente convien riflettere, che se si sostituiscono
nell’equazione due quantitd p e ¢, delle quali la prima sia ngag-
giore e la secondasminore di una radice a, e sia inoltre p—g mi-
nore di qualungue delle differenze tra a e le altre radici &, ¢,
d, ec., le quantita che risultano da queste sostituzioni avranno
segni diversi. Poiché queste quantita son le seguenti;
(p—a)@p—b)p—0)(p—d) ec.
(g—a)lg—b)(g—c)lg—d) ec.
Ora p—a, e g—a hanno segni diversi, e gh altri fattori p—b,
p—c, ec. hanno il medesimo segno de’fattori corrispondenti
g—b, g—c, ec.; infatti se due di essi, come p—b, g—b, avesse-
10 segno diverso, Ja radice b sarebbe compresa tra p € ¢, lo che
¢ contro I’ipotesi. Dupque ec.. . ' ° '

Quindi se sara r la pin picopla tra le differenze delle radi- °
ci, e si prenderd A=, o <r, poi in luogo di « si sostituiranno . -

nel primo membro dell’equazione i numeri 0, A, 24, 34, 44, -

5A, ec., le quantita nate da queste sostituzioni formeranno ung .- .
serie, nella quale vi sdranpo tante variazioni di' segno, quante.. o

radjci reali, positive, e disuguali avra la proposta. Se .l equa-~

zione data ha una sold radice reale positiva, o piu radici che
differiscano tra loro di pin dell’unitd, in tal caso si potrd fare :

.

i

-
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A=1, ciod si potranno sostituire in luogo di # i numeri natu-
ralio, 1, a, 3, ec. Ma se la proposta ha piu radici positive,
le differenze delle quali siano minori dell’unita , allora si deve
fare A<, ed'insieme minoré o-eguale alla pid piccola differen-

za tra le radici. Tutto P'affare adunque si riduce a trovare qual

sia la minima tra le differenze delle radici dell’ equazione data,
55. '
Proposta percid I’ equazione

B) 2"—Az™ BT —C™ 3 Da"4 .. =o,
cerchiamo un’altra equazione, ove I'incognita u sia eguale alle
differenze tra le radici della proposta. Siano a, 4, ¢, ec. le ma-
dici dell’ equazione data; i valori di » saranno a—b, a~—c, ec.,
b—a, b—c, ec., c—a, c—b, ec.,i quali, com’¢ chiaro, saranno
m(m—1) di numero, e due qualunque di essi- saranno eguali e
di segno contrario. Quindi I'equazione in  sara priva di titte
le potesta dispari di #, dovendo essa rimaner la medesima, se
invece di u vi si pone —u: e percid se faremo ui=y, ed

m(";__ﬂzn, la risultante equazione sara della forma

y"—A’y"—'-o-B’yn'"—C’y"-_g-n- ec. =o. (ﬁ)
. Per trovar questa equazione, supponghiamo che x!.espri-
ma una radice della proposta diversa da quella che rappresenta
x, e sara similmente ) )

m m—1 m—2 . M
z" —Ax' ~+Bx' —Cx’' 3-0- ec. =o.

.E siccome u esprime la differenza tra le radici della p;bposta,

sard z'=x-+u, sostituito il qual valore nell'ultima equazione,

ne nascera - ' L
ParQu+-Ru24-Su'+ ec. =o0,. (M) . . ..

ovesard (39) = ' R :

P 4™ By i =0

‘ Q:mx.”"-—l-(m—I)Axm-a-q-(m—-a)mej's—-ec.-
R:&T—mefz—-m:—-r)——'—WAamf3+ec.
SR _ ec. L
Quindi I’ equazioz_:e M) divisa per z diventera
’ +Ru~+Su2+ec. =o0.
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Col mezzo di questa equazione e della proposta eliminando
avremo una equazione in u, uella- quale se faremo u3—y , otter-

remo la cercata equazione (D).
Ma giccome questa-eliminazione presenta molte difficolta,

i coefficienti della trasformata (D) si troveranno pil facilmente

nel modo seguente. Rappresenti P(:' la somma delle potenze
r.esime delle radici della proposta, e sara (37)
P =4 -
PG)=4P—2B :
P)=4P(3)—-BP+3C ,
P)=AP()—BP\)-CP—4D

ec.

Inoltre esprima Q(r) la somma delle potenze P delle radici

della trasformata (D), cioé la somma dei binomj (a—8)*"
(a—c)%f, ec. (b—c)ar , ee., e facilmente si vedra che il valore

di Q(r) conterrd prima le potenze 2r." delle radici della pro-
posta moltiplicate per m—1, perché in m—1 binomj é compresa

ciascuna di queste radici, poi la somma dei termini della forma
2r— c e ; ‘o —
a* ' b moltiplicati per =ar, i termini della forma a2t

”(ﬁ:?—l), quei della forma o33 moltipli-

. —1)(2r—2 . . s
eati per arfar 2'1)3(” ), e cosl in geguito. Onde sara

moltiplicati per

Q(')=(m-;1) P(a.r)_” P(nr-—: R 1)+ ar(ar—r1) P (gr_; , ?) p
- P( r,r)

- arlar—t) .. frr) | P
e e o0 0 s o..d-.A: 2.3 ... 71 2 4

(2r—=1,1) ) _p(”"’.z..' 2), ,e‘c,. (38)
p0.p)

e sostituendovi i valori di P
Q(r)=( m_l) P(”)—zr p. P(ztg-x) ::21“2"-—1) e oo lr=1)
o ot 2.3 r

- B 2
g orfar—r1]  ar(ar—i1j(ar—a) __ar{ar—1)... (r1)\
P a2 Mo S )

Ma la quantita, che nella seconda linea moltiplica +P(2’r) , &

~

- et e B B oy
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(1=1)*" ’
2

evidentemente —— ~+1==1 ; dunque avremo

Q(r)=m P(ar)_ arP.P (ar—1)__ 2r(ar—1) pl(@) p(ar—2)
A50k-Eon —_

o= ar(ar-;r)(sﬁ—a) e (r.'.], . P(r) v P(r)

’
2.3..... r 2 ‘e

ove nell’ ultimo termine si deve prendere il segno + se r & pari,
ed il segno — se r & dispari. :
Determinati i valori delle quantitd Q , Q¢2), Q¢#?, ec., i
~coefficienti 4', B', C', ec, della trasformata (D) saranno dati
dalle formule seguenti.

‘ A'=
ql . B’;g,Q_Q(’)

o= B’Q: A'QL3)4-00)

3
'"O—B'Of3) 10L8) O 4)
D'=.C_9 BQD+ 4000
4
ec.
Dai coefficienti adungne della proposta si troveramno pri=

mieramente i valori di P, P(z), pB) cen P(an) ; poi da essi i .

valori di Q, Q(a) . Q(s) yeoes Q(n) , e da questi finalmente i coef-
ficienti 4", B', C", ec. Qui poi giova il riflettere, che 1"equa=
zione (D) sara la medesima, se tutte le radici della proposta (B)
si accresceranno , o si diminuiranno della medesima quantita.
Onde se dalla proposta si togliera il secondo termine, 1’equazio-
ne (D) sard la medesima, ma si determineranno piu facilmente
i di lei coefficienti. Poiché allora sara' 4=o, e percid

3

P=o Q =mPW o
- P(,)=_2_B" . Q‘.’&ml’“’q— Pl3) P(n),
Pi=3C, : ’ 2 .
- PU=—BP—fD, Q{)mmPle) g1 5P, Plad_go PO)-PCY
. . .2
ec. . e ec.

» .

-
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A'=Q ’
o400

2
Pl B'Q—A'Qt)4.Q)
T 3

’ ec. 4 :
Per far Papplicazione di cid che abbiamo detto a qualche

taso particolare,
I. Sia proposta I'equazione x*—3az—5==0, e si voglia tro-

vare la trasformata in y. Sard m=3, onde n= "—-“—'Z:—:-—')=3,

A=o0, B=—2a, C=5; quindi P—o, Pt3)=4, P{)=15, P{+)=8,

Ple)=50, Pe)=qg1; Q=12, Ql¥)=q2, Q(*)=—1497; A'=12a,

B'=36, C'=—0643: e percid I'equazione cercata sard - .
y—12y2+36y+643=0.

I1. Sia data Y'equezione z®—7x+-7=o0. Sard n==3, 4=o,
B=—y, C=—7; onde P=o, PW)=14, P()=—321, P4)=¢8,
Pl)=—245, P(I)=833; Q=4z, Q2)=882, Q{*)=18669g,
A'=4a, B'=441, C'=49, e V'equazione richiesta sard

y*—42y*+441y~49=0.

III, Finalmente si abbia 1’equazione x*—4x%+4r—1=0.
Sard n=6, 4—o0, B=—4, C=—4," D—=—1; P=o0 , P(2)=8 ,
P()=—(a, P)=36, P($)=—80, P()=200, P{I)=—476,
‘P)=1156 , Pl)=—2784, P(10)=6728 , P{11)=—;63236 ,
Pli9)=39204; Q=3a2, Q¢2)=336, Q(:)=3680, Q(*)=41024,
Q¢4)=463232, Q'¢)=5280000; onde 4'=3a, B'=344,(C'=131a3,
D'=784, E'=1a8, F'=o: e I’equazione delle differenze in y
sard percid .

¥ *—33ys4-344y*—13 12y 4784y —138y=0.
56.

Siccome le radici dell’equazione (D) sono i quadrati delle
differenze tra le radici della proposta (B), se’I'equazione (D) ha
tutti i suoi termini del medesimo segne (nel qual caso non pud
avere alcuna radice reale pesitiva) le differenze delle radici
dell’equazione (B) saranno tutte immaginarie: e percid questa
équazione o avri una sola radice reale, o pilt radici reali tra
loro egnali. Di qnesto caso parleremo in appresso, in quello &
chiaro che possiamo fare A=,
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Se I'equazione (B) ha uno o pid paja di radici eguali, 1'e-
quazione (D) ha uno o pilx valori di y=0, ed & percido o una o
pit volte divisibile per y. Fatta questa div_iftg , quando oc-
corre, sia |’ equazione che ne. risulta nel modo se-

o
..

guente: BT
. 14+A"y+B"y34+C"ys ....+R"y"=0 (E)

. . . T
ove r<n, o r=n se niun valore di y & =o. Facciamo =7 ed

avremo I’ equazione

e d' s B e 8, ,+R'=0. (F)
- In questa equazione ( F) si cerchi il limite / delle radici positi-
ve (40), e sara / maggiore di tutti i valori positivi di z, e quin-

di - minore di tutti i valori positivi di —, cioé di y, ciod di u>.
Sara percid _!7 minore di qualunque valore di u, cioé minore

di qualunque differenza tra le radici della proposta. Ed ecco
trovato il valore di A, ciod A=, 0 <—_; 0 sia se k ¢ il numero -

. 2L
intero prossimamente maggiore di |/, A:% Onde se i=1,

sara A=1, e potremo sostituire la serie o, 1, 2, 3, ec. in luo-
godi x. :

Negli altri casi, quando k>1, si devono sostituire nel pri-
mo membro dell(a proposta i numeri o, % , -Z— . % , et?. , e le
quantita, che ne risulteranno, formeranno una serie, ove tante
saranno le variazioni di segno , quante sono le radici reali, po--
sitive , e disuguali della proposta. Nel medesimo tempo cono-
eceremo il numero intero piu prossimo a ciascuna radice: siano

ihfatti—;;‘- ed h—-;c-—t- due numeri, che sostituiti nell’equazione

hanno dati resultati di segno diverso, una radice sard compresa

tra% ed é—-"k—', e percid il numero intero prossimamente mino-
N . . . . . . . .
% ¢ il valor prossimo intero di questa radxce.f Qui poi si

Tom. I. 16
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osservi, che se qualche sostituzione rendera il primo membro
della proposta eguale a zero, la quantita sostituita sard una ra-
- dice esatta della proposta. Del resto il numero di queste sosti-
tuzioni sard sempre finito; poiché la quantitd da sostituirsi non
pud esser maggiore del limite delle radici positive della propo-
sta, giacché tutte le quantitd maggiori di questo limite danno
resultati positivi. Onde se chiamiamo A questo limite, il nu-
mero delle sostituzioni da farsi sara al pit =kA4. Siccome poi la
sostituzione delle frazioni % , % , %, ec. ¢ assai incomoda, tor-

nera meglio di porre subito nella proposta % in luogo di =, e

sostituire nella trasformata i numeri o, 1, 2, 3, ec. fino al li-
mite delle di lei radici positive: le radici della proposta cade-
ranno tra quei due numeri consecutivi divisi per k, i quali da-
ranno risultati di segno contrario.

57.

Fin qui abbiamo parlato delle radici reali e disuguali, di-
ciamo adesso qualche cosa dell’eguali, e dellé immaginarie. E
primieramente se la proposta ha radici eguali, I’ equazione (D)
sara tante volte divisibile per y, gqnante sono le combinazioni
di due delle radici eguali; onde dalla forma della trasformata
(D), si potra subito vedere, se la proposta contiene pil radici
eguali. L’equazione (B) abbia pertanto r radici =a, e si moltie
plichi per la progressione aritmetica degli esponenti de’suoi ter-
mini, in modo che ne nascal’ equazione (B')=o. Siccome le ra-
dici della pritha equazione sono limiti delle radici della secon-
da (44), r—1 radici dell’equazione (B')=o0 saranno comprése tra
i limiti @ ed &, cioé saranno =« Similmente se I'equazione (B)
ha s radici =5, I’equazione (B') avra s—1 radici =b. Se adun-
que si cerca il massimo comun divisore dell’ equazioui (B) e (B');
questo conterrd i fattori eguali della proposta, ma elevati ad
una potenza minore di una unitd. Sia R questo massimo co-
mun divisore, e (B") il quoziente di (B) diviso per R; 'equa-
zione (B")=o conterra tutte le radici medesime della proposta,
ma le radici multiple di questa saranno diventate semplici
nell’equazione (B")=o, la quale percid si potra trattare con i
metodi precedenti. Si possono ancora ottenere due diverse equa-,
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zioni, una delle quali contenga le sole radici eguali della pro-
posta, e I’altra le sole disuguali. Si cerchi il massimo comun

divisore di (B') e (B"), e fattolo =R’, sia (B") il quoziente di-

(B") diviso/per/ R’/ 1" equazione (B"')=o0 conterra le sole radici
disuguali della proposta, e I’ equazione R'=o0 le sole radici
eguali, e ciascuna di loro presa una sola volta. L’equazioni
"R'=o0, e (B")=0 ammettono i metodi precedenti.

Per dilucidar questa Teoria con un esempio, sia data I'e-
quazione : L

(B) a'—qzt+10z°+-3824—1 558 Baa s —1 6=o0,

la quale ha tre radici =1, due =2, e le altre disuguali 3, e —3.
Si moltiplichino tutti i termini per gli esponenti dell’incognita
in modo, che ne nasca I'equazione (B') -
" (B) xt—4axs+4-50x4+1521°—4652%+-44220—144=0,
& questa equazione (B') ha due radici =1, ed una =2a. Si cer-

chi il massimo comun divisore R dell’ equazioni (B) e (B'), e

sara :
R=rxt—4234-52—2, '

e I’ equazione R—o0 ha due radici =1, ed una =2, cio¢ ha i
fattori eguali della proposta, ma questi elevati ad una potenza
minore di una unita. Sia (B") il quoziente di (B) divisa per R,

B'y=zx*—3x%—qx3+272—18,
e le radici dell’ equazione (B")=o0 sono 1, 2, 3, —3, ciod quel-
le medesime gdella proposta, se non che le multiple son diven-
tate semplici. Si cerchi adesso il massimo comun divisore R
dell’ equazioni (B') e (B"), e sia inoltre (B') il quoziente di (Bo
divisa per R’; '
: R —z*—=3x+2

. Bl'l)=xn-— R

Ie radici di R'=0 sono 1 e 2, quelle di (B"")==0 sono 3, ¢ —3,
¢ioé la prima equazione contiene le sole radici eguali, e la se-
conda le sole disuguali della proposta. -

58,

Dopo di aver trovate tutte le radici reali tanto disuguali
che eguali, se vediamo che il lore numero & minore del grado
dell’ equazione, ne concluderrmo che le altre radici sono imma=
ginarie. Accio I’equazione (B) abbia tutte le sue radici reali,
bisogna che i valori di u sieno anch’essi reali, ed i valori percid

o
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di us=y reali e pdsitivi, cioé che I equazione (D) abbia tutte le

" radici reali e positive. Se dunque I’ equazione (D) non ha i de-

gni alternativamente positivi e negativi, la proposta avra senza
dubbio\qualche radice immaginaria. Ora le radici immaginarie
sono sempre in numero pari, e’ due qualunque di esse sono del-
la forma a=-f|/—1, a—f/+1; sard percid w=2f)/—1, ed
‘y=—4f3 : dal che apparisce che la trasformata (D) ha tante ra-
dici reali negative, quante coppie di radici immaginarie si con-
tengono nella proposta.
Quihdi se facciamo y=t—¢, I’equazione (D) diventera
6 '+ 'tn_l+B’tn—2+Q't"_3+ ec. =0,

e questa equazione (G) avra tante radici reali positive, quante

coppie di radici immaginarie sono nella proposta. Siano dunque
¢,t", t", ec. le radici reali positive dell’ equazione (G), ed i

§ { " " )
valori di f sarannol.{.t_ R v , Ve , ec. Per conoscere adesso
a -2 '
i valori di & si sostituisca nella proposta a+f|j/—1 in luogo di

x, e paragonando tra di loro separatamente i termini reali, ed

immaginarj, otterremo I’ equazioni seguenti,
m —
e P “m I Mr~—2

+Qua =+~ ec. =0, H
m—-l M2,  o— ( )
ma —“+pa& -o-qam 3+ ec. =0,

ove i coefficienti P, Q, ec. p, ¢, ec. sono composti delle quan-
tita 4, B, C, ec. e di f#..Ora se diamo a # uno dei precedenti

" “valori, I’equazioni (H) devona aver luogo insieme, e percid

avranno qualche divisore comune. 8i cerchi adunque il loro
massimo ecomun divisore, e questo eguagliato a zero ci dard una
equazione, per mezzo della quale ¢onosciuta f#, si conoscera a .
Qui perd i rifletta, che se tutti i valori di # sono disuguali, a
ciascun valore di § corrispondera un valore di a: e percid I'e-
quazioni (H) avranno in questo caso una sola radice comune, o
- sia il loro divisore sara di primo grado. La divisione adunque
si deve allora continuare, finché si giunga ad un residuo, in
cui a abbia un solo grado, e questo residuo eguagliato a zero
ci dara il cercato valore di a. Ma se due valori di § sono egna-
li, come a questi valori €guali possono corrispondere due valo-

-1i diversi di &, conviene allora prosegitire 1’ operaziene fino ad

un residuo di secondo grado per rapporto ad &, il quale ugua-

-
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gliato a zero ci dara i due cercati valori di a. Si deve tenere
una regola simile, se i valori eguali di B sono in maggior nu-
mero . .
59 .
Conosciuto il limite di ciascuna radice, convien partirsi da-

€380 per accostarsi pil da vicino al vero valore della medesima
radice. Sia data I’ equazione

Az" 4+ BT - Cx™ 2 ec. =0, (a)
e sia p il limite di una delle sue radici, cioé sia x>p, ed z<p-+r1.

8i faccia x..—.p-o-.—;-, e sostituito questo valore 1’equazione "ordi-
nata per y diventj

Ay" By 0y ec. 0. (B)
Essendo ‘adunque -}->o, e <1, sard y>1; onde I’equazione (%)

avra una radice reale positiva maggiore dell’unitd. Quindi col
metodo precedente si cerchera il valor prossinfo intero di que-

- . T , .
sta radice, il quale si dica ¢. Si ponga y—¢ rii Pequazione
(&) diventera dopo questa sostituzione

A" B 0" P ke, =0, (¢ :
la quale ha una radice reale maggiore dell’unita, il di cui limi-

P . . . T .
te se si chiama r, e si pone di fuovo z=r - 8 otterrd una

nuova equazione in 4, che avra anch’essa una radice maggiore
_dell’unita, e cosl in segnito. Operando nella medesima manie~
ra ci accosteremo sempre piu al vero valore della radice. Ma se
alcuuo de’numeri p, ¢, r, ec. sard una radice esatta della corri-
spendente equazione , allora sard 0 z—=p, o y==¢, ec., e 'opera-
zione sard terminata,.ed il valor della radice riescirdA eommen-
surabile. Negli altri casi i] valore della, yadice sara irrazionale,
né potremo conoscerlo che per approssimazione. | Co

Cid che abbiamo detto di una radice, si deve applicare a
tutte le altre: trovati cio¢ i limiti p, p', p", ec. di ciascuna, ce
ne dobbiamo servire per conoscer pilt da vicino il valore di es-
sa. Ma qui devono osservarsi alcune cose: se i numeri p, p', p",
ec. sono tutti diversi, le trasformate (), (c), ec. non avranuo
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che una sola radice maggiore dell’ nnita , perché se alcuna di es-
se, per esempio (), avesse due radici reali y', y", maggiori

dell’ unita, sarebbe .r:p+l,, r=p=+ 3-:,—, , cioé due valori di =

avrebhero contro I’ipotesi il medesimo limite p, Ne segue, che
per trovare i limiti delle radici in quest’equazioni (), (c), ec.
-basta allora sostituire i numeri naturali in luogo delle incogni-
te y, z, gc. (54), finché due sostituzioni contigue diano resulta-
ti di segno contrario, . :
Ma se due valori di x hanno il medesimo limite p, in tal
caso *I’equazioni (4), (c), ec. avranno due radici reali maggiori
dell’ unita, finche si giunga ad una equazione, di cui le due ra-
dici abbiano diversi limiti; perché aliora ognuno di essi sommix~
nistrerd una differente serie d’equazioni, ciascuna delle quali
avrd una sola radice maggiore dell’unita. Una simile riflessione
- si deve fare nel caso che la proposta abbia tre o piu radici, il
limite delle quali sia lo stesso. In tutti questi casi adunque
conviene per ciascuna trasformata (), (c), ec. trovar I'equazio-
ne delle differenze (D), lo che richiede non leggiera fatica. Si
potra contuttocid farne di meno, se porremo nella proposta %—
in luogo di =, essendo &k determinato come sopra (56): poighé
I’equazione, che ne risultera, avra i limiti delle radici tutti di-
versi. Allorché poi avremo trovato il valore delle radici di que-
sta equazione; se esso si dividera per k, diventera il valore del-
le radici della proposta. o
Poste queste cose siano ¢, r, s, ¢, ec. i respettivi limiti in-
- teridella radice maggiore dell’ unita pell’ equazioui (8), (¢), ec.,

1 T I -
€ 8ard a=p--—, y=q- o FT+ ec., e sostituendo succes-

sivamente nel valore di = quelli di ¥, di 2, ec., avremo v=p,

» : JdD Sl St N

Pt Y L PN Uil imaiain ec. , le quali
) - ? TSt ==S$

frazioni convergono verso il vero vhfo‘re della radice cercata in
) P41

modo, che la prima % & minore della radice, la secorida

maggiore, la terza di nuovo minore, e cosl in seguito, gosicché
il walore cercato cadera tra due frazioni prossime. Queste fra-
zioni si petranno pin facilmente computare nel modo seguente .
Si faccia - - :
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s a'=1

p=qa-+1 f'=qa’

y=rf=+a Y=rf'+da'

d=sy+-f ¥=sy'+f'
ec. ec.

ed i precedenti valori prossimi di xsaranno espressi dalle fra-
. -G . . . .
zioni — , g -}% » 37> € la ragione delle quali meglio si com~

prendera dopo che avremo esposta la dottrina delle frazioni con-
tinue. Passiamo a dare qualch’ esempio. -

I. 8i debbano trovare per approssimazione le radici dell’ e~
quagione di terzo grado ' o

. 28 —22—5=0. S ,
Cerchiamo in primo luogo I’ equazione delle differenze in y, e
troveremo (55) ‘

Y S=12y34-36y-+043=0,
la qual’equazione siccome non ha i segni alternativi, si deve
conchiudere (58), che la proposta ha necessariamente due radi-
c¢i immaginarie, e quindi- una sola reale, onde per trovarne il
limite , si possono (54) in luogo di 2 sostituire i numeri naturali
o, 1, 2,3, ec. Facendo dunque nella proposta x successivamen-
te =o, 1, 2, 3, ec. abbiamo i resultati =5, ~6, -1, 16: onde
la radice cercatascade tra i numeri 2 e 3, e percio 2 ¢ il di lei
limite, cioé p=a.
Adesso per avvicinarci al vero valore ponghiamo

T 1 . .
=P 24—, e ne risultera I’equazione

yt—10y2—=by—1=0,

la quale ha una sof; radice reale maggiore dell’unita, e percid
si possono sostituire i numeri 1, 2, 3, ec. Fatto cio si trova la
radice compresa fra i numeri 10, ed 11: e quindi. ¢g=r10. Fac-

. . I N
ciamo adunque y=10+—_, e ne nascera I’equazione
‘ 6124 —g4z3—20z—1=0,
la quale posta =1, 2, ec. diventa —54, 71, ec., e percid r=1.
. 1 . . e
Ponghiamo z=1+ 70 continuando le operazioni nella mede-

sima forma per i valori delle lettere p, ¢, r, ec. troveremo i nu-
meri 2, 10, 1, 1,2, 1, 3,1, 1, 12, ec. Quindi ricaveremo 1
valoridi a, 4", §, f', ec. come segue: ’
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a=2 L&'=1
f=21 f'=i10
y=23 : '=11
0=44 1
&E=111 &'=53
ec. - ec.

e la radice cercata sard prossimamente espressa dalle seguenti

frazioni '3

2 or 44 111 185 576 n3r 1307 16415 .
T’'To’1s’2r > 53° —7-4—’.2_7—5’3-;,-’6_24,_—-7837"3(:.16‘1“'&.
li saranno alternativamente minori e maggiori del vero valore
di z. Se riduciamo ceteste frazioni in decimali, i valori prossi-
mi di x saranno cosi espressi:
060000
100000
090909
095238
094339
094594
094545
004555
094551
, 094551 ~
. P'ultimo de’quali non differira dal vero né pure di un millio-
‘nesimo.

Le altre radici della proposta abbiamo veduto essere imma-

PODPPEPMPLOLPPLDY
““\;VUU‘

.. ginarie: chi vorra il loro valore, Potterra facilmente nel modo

. seguenté (58). Riprendiamo I'equazione in y, e ponendovi
y=—t essa diventerd o
' t4+-12£24-36t—643=0, ' .
e se ne cerchi la radice reale positiva. Questa radice vi sard a
motivo dell’ultimo termine negativo, e sostituendo o, 1, 2, 3,
ec. in luogo di #, troveremo esser compresa tra i numeri 5 e 6.
Si faccia pertanto m5+-3;; ne verrd I’equazione
38zx°=—2312%—2720—1=0, . 4
e il valor prossimo di x si troverd essere =6 . Si ponga

I . e . - . .
x=6+- 5 continuando nell’istessa guisa per iseguenti valori
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prossimi troveremo i numeri 5, 6, ec., onde ricaveremo le se-
. . . . . 5 3r 16o
guenti frazioni convergenti verso la cercata radice —, =, 37

% , ec. Conosciuta'¢) se la'radice immaginaria della proposta

si suppone a—+-fij L1, sara ﬂ:.léf , & percid sard data f. Si sosti-
Y - :

tuisca adesso nella proposta a~+f}/—1 in luogo di x; e parago-
nando separatamente tra loro i termini reali ed immaginarj
avremo le-due equazioni '
a3 —(3f94-3)0—5=0
) 3a3—f*—a—o.
‘8i cerchi il loro massimo comun divisore, e I’operazione si con-
tinui fino al residuo —(8f2+4)a—15, ov’¢ la sola prima poten-

#a di @, ¢ questo residuo eguagliato a zero ci dara m‘éﬁ:‘,‘,"
-Avremo cos) anche il valore di &, e quindi quello delle radici

_immaginarie a+-f|/—1, a—f|/—1.

I1. Prendiamo un’altro-esempio-dalla risoluzione del’equa-
-zione
: B X = X47==0.
L’ equazione delle differenze in y sara (55)
y*—4ay®+441y—49=o0,
la quale avendo i segni alternativici fa sapere che la proposta

pud avere tutte le radici reali, e quelle disuguali tra loro, per-
-ché I’ equazione delle differenze non ¢ divisibile per y. Facendo

‘adunque (56) y:L;- avremo
s"—‘gz"-o-iaz-—-?t—: .

Per trovare il limiteZ delle radici positive di questa equa-
-zione ,'cerchiamo il pia piccolo numero, che rende positive le
'quantitd seguenti

ity 1
HR A
31’— 81"-— 9
ST
. =9 :
Tom. I. 17
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e trovato I:g avremo k=3, e quindi A= 3- Ponghlamo percné»

nella proposta ? in luogo di x, ed avremo

#3—63z+189=0, (a)

vella quale equazione sostitniamo adesso in luego di z i nume-
rio, 1, 2, 3, ec. Tra le quantitd, che nascono da queste sosti-
tuzioni quelle avranno alternativamente segni diversi, che cor-
- nspondono ai numeri 4, 5, 6. Quindi la Eroposta ha due radi-
ci positive, una delle quah cade tra 33 Yaltra trag- e -g
o sia ambedue tra i numeri 1 e 2, ed 1 @ 11 loro limite intero..

Per accestarci di piu al vero valore di queste radici, npren—
diamo I'equazione (a), nella quale i limiti delle radici sono di~
versi, cioé il limite di una ¢ =4, e dell’altra ==5. Ponghiamo

percid nella equazione (a) z—= _44--;7 ,~ed avremo

y3=15y34+12y+1=0,
Ia qual’equazione ha una sela radice maggiore dell’unita. So-
stituiti pertanto in luogo di x i pumeri 1, 2, 3, ec. si troverd
questa radice esser compresa tra i numeri 14 e 15 onde =14.

Si faccia y—14+—, e sard

a7u'—180u?—a7u—1=o.
11 valor prosaimo di u si troya =6; e percid r=6. Ponghiamo

u=6-+ —, e continuando le operazioni nella medesima maniera

per gli altn valori delle lettere s, ec. trovercmo i numeri 1, 4,
6, ec. Sara dunque

a=4 a'=r1

p=57 - =14

=346 7'=85

| 0=403 - d=g9

£==1958 - &=481

{=12151 " {'=2985
- ec. ec.

onde i valon prossimi di quella radice della proposta, ehe cade
tra -g- e 3 saranno espressi dalle frazioni




_«che nel primeo caso, cioé
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4 57 346. 403 1958 1ath:
3’43’ 255’ 297’ 1443 > 8955 * °*
Se riduciamo in frazione decimale la penultima o I’ultima fra-
gione, troveremo il valor prossimo dl:;la radice -cercata
=1, 356895, che non differisce dal vero né pur di un millio~

nesimo.
-Per trovare I’altza radice, che cade tra i numeri ;:- e —g-,

ponghiamo nell’ equazione (a) ms-c-} , ed avremo

- Yt 2y e Sy—IZz0, )
ed il valor di y troveremeo -esser comprese tra i numeri 13 e 14.
Facciamo y=1 34--;—, ed avremo

27u%~180ut—2aqu—1=0,
‘¢ siccome questa ¢ la medesima.equazione in u che abbiamo tro-
vato di sopra, &-evidente che i limiti della radice positiva tan-
to di questa che delle seguenti equazioni saranno i medesimi,
%, 1, 4,6, ec. Sard pertanto

a=5 a'=1
=66 '—13
Y==4o01 7=
=46 : 8’:;2
. s=aa - ’ ":447
‘ !:14031 Ci=ag4
ec. et.

<d i valori.prossimi della i'adice, che cade tra % e -g— , saranne

‘espressi dalle frazioni

5 66 4or ﬂ 2269 14081 ec

3 739 *a37 ’a76”’ 1341 ° B3aa ’
delle quali se riduciamo le ultime due in frazioni decimali, tro-
veremo che il valore della radice cercata & prossinmamente
=1, 69201, e la differenza dal vero appena eguaglia un mil-
lionesimo . v :

Rimane la radice negativa, per trovar la quale ponghiameé
@ella proposta —x in luogo di x, ed avremo I’ equazione
XSy H—TT0,

R
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la quale a motivo dell’ultimo termine negativo avra una radice
reale positiva, ed una soltanto, perche le altre due radici di
questa equazione sbno- state trovate di sopra, e sono negative.
Sostituendo pertanto i numeri naturali in lnogo dell’incognita
vedremo, che il valore di questa radice positiva cade tra ¥ nu=
meri 3 e 4, e percid —3 & il valor prossimo della radice negati-
va della proposta. Trovato il limite ci potremo, accostar di pin-
al vero valore, come ne’casi precedenti abbiamo bastantemente
indicato. ) _ : :

IIl. Sia data finalmente da risolversi per approssimazione
Y’ equazione del quarto grado

x4 —4r34-42—~1=0. .

1’equazione de’quadrati delle differenze tra le radici si trova
essere (55) S

. y°—3ny‘+344y‘—x312y'+78§y’—128y-_-o, o
la guale, essende divisibile per-y, ¢’indica che la proposta ha
due radici eguali (57). Percid si moltiplichino i termini della
proposta pér Ia progressione 4, 3, 2, 1, 0 respettivamente, e ne
nascera I’ equazione ‘ : ' :

4xt—8zx+4=0.

Si cerchi il massimo comun divisore di questa equazione e del-
la proposta, il quale si trovera essere x—1, e percid le due ra-
dici eguali della proposta sono’'ciascuna =1 . Per ottenere le al-
tre radici dividiamo la proposta per (r=—1)*, e ne verra I’equa-
zione x%4-2r—1=0, la quale contiene le radici disuguali.
Quantunque si sappia facilmente trovar le radici di questa equa-

zione, pure chi volesse averne il valer prossimo con questo me-

todo, ei brevemente lo conseguird nel modo seguente. Siccome
il limite della radice positiva & zero, facciamo a==0+ —=—.

: SR : . T
Y'equazione diventera y3—2y—1:=0, e il valor prossimo di y si

trovera =a. Si ponga adunque y:z-;-’-;-, ed avrassi

23=—2z—1==0, la quale equazione essendo la medesima ehe la -
sr edente in 'y, & chiaro che i valori prossimi tanto di z che

elle susseguenti incognite saranno tutti =a, cioé i valori del-
le lettere p, ¢, r, ec. saranno o, 2, 2, ec. dai quali si potranne
poi formare le frazioni convergenti-verso la cercata radice.

i
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Nell’equazioni del secondo grado sempre succede, che do-
po varie sostituzioni e diverse equazioni ritorna poi una delle
precedenti equazioni, che le altre seguitano col medesimo ordi-

ne. Per dimostrar cid prendiamo I’ equazione da*4-Br+-Cx=o,
nella quale 4, B, C sono numeri interi, e Bs—44C ¢& una

—B+i/(B*—44C)
24

— 5 ove il ra-

quahtiti positiva, ed avremo =

dicale pud esser preso positivamente o negativamente, se am-
bedue le radici della proposta son positive. Sia p il limite in-

tero dl z, e facendo .z=p+z%‘ottérrem6 I’ equazione
A'x'34-B'z'+A=o0, ove A'#Ap‘+Bp+C s B=2dp+B, e sara

2= _B'*'l/(ni'»"—MA'_)«.. Se p’ ¢ il valor prossimo di a', si faw

1 . . .
ra x'_—.P'-i-;,—, , e cosl in seguito. Ora si osservi, che

B'3—fAA'=B3—4AC; onde la quantiti radicale sard la mede-
sima in tutti i valori di x, #', 2", ee.: ma rimane incerto qual
segno ne’diversi valori si debba dare a’ questo radicale. Per to-
gliere il dubbio si rifletta, che posto B3—4A4C=I) abbiamo.
g=—B+H/D_  B'=D 34 'a motivo di

ad  3d(—B=/D) —B=D- °
B's—fAd'=D, ¢ percibﬁﬁmp——a@‘ o
. , . 2

—B'—~B_B+/D_ ~B—/D
Y] 24 24 ,
di /D nel valore di &' si deve prender contrario al segno che
ha nel valore di x. Quindi sé denotiamo col segno < il numero
intero prossimamente minoré della’ quantitd che succede a que-
sto segno , & cliiaro che per‘aver le trasformate converra, fare il
calcolo seguente.. .- . - T, . 7 .

gt

; onde appa‘risce,b ch_q il segno

A P tew N
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P <—B +/D
ad

. »i.A' .‘:Jp;;Bp +C, B=adp+B , P <=

. e F2 L . "

, M=t pokBp 44, B'mmadp+8, p"<7—Bz'H/D

PR T S - . o

N 4::11;411}';?5*31?11_"_‘&1, B'"=32 f’:p"-hB", R”'<—B2;N/D
ec. , ec.. X €ecC.

ove pel segnodi |70 si deve prendsre quel medesimo, che ha

Juogo nel valore di z, e le trasformate saranuo

A3 Bz +4 =0

A'z" 34 B"x" 44" =0

.vA"’“‘"'“*;B'"fA"’*A'L:O

4 . ec.
‘Osservando che B'*-44 A'=D=B"2-4A4'A"=B"*- 44" A""=ec.
vedremo che 1& quantitd 4', 4", A", ec. si possono pil facil-
mente dedurre dalle formule IR s
Bs—D" , Bn_D" .. B"_D

i

A'=—TA_-’ A= v A"—-sz-v-'. ec.

.

Se la proposta ha una sola radice positiva, o due radiei po-
sitive,, delle quali perd la differenza sia maggiore dell’unita,
ciascuna di queste trasformate avra una sola radice reale mag-
giore dell’unitd . Ma se la differenza delle due radici della prd-
Hosta ¢ minore dellunita, le trasformate avranno da principio

ue radici maggiori dell’anitd., ma poi si giungerd ad una di es=
se, che avrd una-sola radicesmaggiore dell’ unita. Sia -
Pl
" 'la'prima trasformata, che ha upa sols radice_ maggiore dell’uni-
1, il di cui limite intero sia.g, ¢ la trasformata seguente sard

A1) 0, plman), gm) g

| -ove 'sard A(m"'l)=A(m)q9+B(m)q+d(m‘-I) . Ma la trasforma-
ta-in 2.avendo una sola radice >¢, s in essa in luogo di u so-
‘stituiamo ¢ ed il limite delle radici positive,. ayremo (42) due
xesultati di segno contrario. Ora sostituendo il limite delle ra=

.
N
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dici positive abbiamo un resultato del medesimo segno di
A(m)m) e sostituendo ¢ abbiamo il ‘resultato
(m)q’-b-B(m)q-o-A(m—l)—A(m"'x) Dunque A™) g 4(m+7)
hanno un segho diverso; ¢ nell’istessa maniera dimostreremo,

che nelle trasformate seguenti A(m*l) A(”H") A(m-o-3) ec.
avranno segni differenti.

Cid posto, siceome D;B(Ml) B+1)_g 4, A(”""l)

=plm+s) B‘Mﬁ) M(m*l).A(M )—ec. » ed i prodotti

("‘) (m""l) (m"'l) O'H'z) , ec. son tutti negatnn avremo

pnmleramente B(m*l)q/D B("H'a)q/D ec. , e poiche i
aumeri A(m),.A(m"-l) ec. son tutti interi, avremo ancora

A(m)<§D A(m"'l)<§D ec. E perché non vi é.che un certo
numero di numeri interi minori di § P e di /D, le quantita

B(MI),B(MQ), ec., A(m),A('"*]) , €C. non potranno avere
che un determinato numero di valori diﬁ'erenti, e 8o la lore se-
rie si continua all’infinito, ritorneranno i medesimi numeri. E
cosl pure ritornera la medesrma combinazione di termini eorri-
-spondenti nelle due serie, poicheé esaurite tutte le combinazio»
ni diverse, il nnmero delle quali é finito, la combinazione che
segue sard necessariamente una delle precedenti. Si avra per-*

¥arito A(’H")_A(n) e .B('H't)_B(") ove si pud considerare .

senipre ¢ eome pari. Perché siccome i numeri A(n) B™ de-~
_vono-ritornare pit volte, se la loro distanza fosse sempre dispa-
- i, basterebbe prendere per distanza la somma di due intervalli,

la quale sara pari. Ma essendo ¢ pari, | "D avna il medesimo

segno tanto in p( n) che in p(""') e qumdl F( )_ (’1)

A(M"")_A(n"'l) B(n*t"'l)__B(n-H), cioé la trasformata
At o, pla-rt+n) ot d "=
sard affatto simile alla trasformata '
A("*‘)us+3("'+l) A(”)
lo che dovra dimostrarsi.
Quindi si deduce wn metodo pid semplxce per risolvere per
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approssimazione 1’ equazioni del secondo grado. Si calcoline
con le formule precedenti le quantita p, p', ec., A', 4™, ec.,
. B, B", ec., finché si giunga ad avere A(n*t)::A(") )
.B('H't):B(n), essendo ¢ pari, e non ocoorre andar pih oltre,
perche gli altri termini si succederanno col medesimo -ordine,
cioé sara 'A(W"'l):A(n*l), ec., B("*t"'l‘)::B(Hl) , €C.,
p(“""t"").::;p(m"l),'ec. .

Sia data per esempio 'equaziene 2x°—6x+3=0: avremo
A=2, B=-6,C=3, )/ D=/ 12=2}/3, e siccome le due radi-
ci di questa equazione sono positive, dovremo fare due diverse
operazioni prendendo |/ D prima positivamente € poi negativa-
anente . Diamo in primo luogo a |/ D il segno +-, ed avremo

B=-6 ' A4=a P < 6+:V3_~.,
B’ =6=a 4 =HP=r; p <33,

8 * = .
:B'!:—“a:v__a A"d-i- ia—a P" < 2".'2'/3-‘
B'"—=fema—2 A,,1=4—12__!x )

Siccome-abbiamo B"=8', ed 4"'=A', e la differenza deg]’indici
+¢ ;pari, cifermeremo qui, ed ilimitiaed 1 ritorneranno contirma-
anente, cioé i valoridip, p', p",ec. saranno 3, 3, 1, 2, 1,13, 1,ec.
Prendiamo adeslo’[/f? negativamente ed avremo
6

B =6 . A =a p< : —_
B =6 A ;3_6—6_'_3=3. 2 :671-2/3._!_ o
B =b—be A=y pi< —:;‘:3'_!
;B”fz;: : A""-___.___;:":a p'"<__..._2"'°"/ 3 .,
Bv=: m sz;_4:m_ p —2—31/5_

3 =

B=—fpam—s  A'=AT2

=4
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Qui ci arrestiamo, perch¢ B"=B", ed 4*=A"": onde i valori
dip, p', p", ec. saranno o0, 1,1, 1, 2, 1, 2, I, 3, €c.

Il metodo esposto per I’approssimazione delle radici di qua-
lunque equazione, del quale siamo debitori al Sig. de la Gran-
ge, ¢ il piu eccellente di quanti ne sono stati finora immagina-
ti, ed il solo in cui quest’oggetto sia trattato in tutta 1’esten-
sione, e con tutta I'esattezza. Chi avra bene imparato questo
metodo in tutte le sue parti, e se ne avra reso facile I’uso, po-
. tra con ragione credere di aver molto acquistato, e di esser di-
venuto abbastanza abile in questa parte d’Algebra, di cui abbia-
mo finora trattato, la quale ha per oggetto di rintracciare delle
radici o il valor vero, o il valore, quanto si vuole, prossimo al
vero. Meritano di esser vedute nelle Memorie dell’ Accademia di
Berlino dell’anno 1768. le Riflessioni del Sig. de la Grange per
pe&‘fezionare e rendere in alcuni casi piu semplice il suo me-~
todo . ‘

CAPITOLO XV.
De’ Problemi iadeterminati.

61.

-
-

Abbiamo veduto di sopra (49), che se il aumero dell’equazio-
ni eguaglia quello delle incognite, il problema é_sempre deter-
minato, e ciascuna delle incognite ha un valore fisso. Alcune
volte pero succede, che il numero dell’equazioni sia maggiore

o minore di quello delle incognite; nel primo caso il problema

si dice pit che determinato , indeterminato ngl secondo. Nei pro-
“blempi pil1 che determinati si devono rigettare I’equazioni super-
flué; poi trovato per mezzo delle rimanenti equazioni il valor
delle incognite, si deve vedere se I’equazioni lasciate da parte
possone sussistere insieme con le altre, cioé se i valori delle ine
cognite ricavati da queste soddisfanno ancora a guelle. 8e cid
succede, & un segno che I'equazioni rigettate dipendevano dalle
altre in modo, che le condizioni espresse da quelle erano inm
queste incluse; e il problema diventa allora determinato. Se
poi il medesimno valore delle incognite non soddisfa a-tutte I’e-
quagioni , ileroblema ¢ impossibile, perché le d:; lui condizioni
om. I. - 1

"

L)
. TR
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sono tra loro contradittorie. Supponghiamo per esempio che
qualche problema ci abbia condotti alle seguenti equazioni
/ ax+3y=4 ,
3r42y=5,
: Sx+4-5y=13 .
Posta da parte I'ultima equazione, dalle prime due si deduce
x=¢, y=%, i quali valori siccome non soddisfanno alla terza
equazione, il problema sard impossibile. Ma se la terza equazio-
ne fosse stata 5z-+5y=g, i medesimi valori soddisfarebbero an-
che a questa, ed il problema sarebbe determinato. La ragione
della differenza di un caso all’altro & riposta in questo ; nel pri-
mo caso la terza equazione non dipende dalle altre, ma ne di--
pende nel seconde, giacché ¢ la somma delle prime due. Queste
poche riflessioni su’problemi pilt che determinati ¢i mostrano
apertamente la loro natura; passiamo adesso a dir qualche cosa
de’ problemi indeterminati, i quali formano una special parte
dell’Algebra, che da essi prende il nome di Analisi indetermi~
nata .
62.

Essendo ne’problemi indeterminati il numero delle inco-
gnite maggiore di quello dell’equazioni, in modo che alcuna
delle incoguite rimane indefinita; in luogo di una o piy inco-
goite si potra prendere qualunque numero, e quindi questi pre-
blemi ammettono infinite soluzioni. .Ma siccome vi si aggiunge

- la condizione, che i numeri cercati siano interi e positivi, o al-

meno razionali, il numero delle soluzioni viene ad esser da tali -
condizioni limitato in modo, che spesso si riducano a poche, al-
cune volte non ve ne sia alcuna, altre volte poi si mantengano
contuttocid infinite. Quindi avviene che questa parte di Analisi
per le varie condizioni, a cui convien soddisfare, esige spesso
molta acutezza e singolari artifizj di calcolo. Per la pin facile
intelligenza prendiamo in primo luogo a risolvere un.problema
semplicissimo, in cui si cercano due numeri interi, positivi, e -
tali che la loro somma sia 10. Se chiamiamo x ed y questi’'nu-

" aeri, sard 2+y=10, cioé x==I10—Y, ove y pud avere gualun-

que valore intero positivo, e percio rappresentare tutti i nume-
i interi dall’unita all’infinito. Ma perché anche il numero =
dev’esser positivo, é chiaro che y non pud esser maggiore di 10,
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e se si esclude il caso di x=o0, y non pud esser maggiore di g.
* Onde avranno luogo soltanto le soluzioni seguenti,

x=1,3,3,4,5,6, T 8, 9 .

y=9’8’ e 6,5,4,3,3, 1.
Ma le ultime guattro di queste soluzioni sono le medesime che
le quattro prime: -quindi la preposta questione'si pud risolvere
in sole cinque maniere. Nella stessa guisa si potra risolvere 1’ e-
:quazione x-dzgﬁ:c , ove il coefficiente di una delle indetermina«
‘te'¢ =1; poiche sard x=—¢—by , e per ¥ non si potranno prende-

‘e . . . o e e . . . C
re, che i numeri interi positivi minori di 7

Ma se I’equazione da risolversi in numeri interi satd della
forma ax+by=c, ove a e b sono maggiori dell’unitd, converra
prima ridurla alla forma precedente, in cuiao b & =1. Si os-
servi, ‘che se i numeria e b non fossero primi tra loro, ma aves-
sero un comune fattore d maggiore dell’unita, bisognerebbe che
-anche il numero ¢ fosse multiplo di &, accid I’ equazione potes-

_ se sussistere in numeri interi. Ondein tal caso si potra togliere
‘mediante la divisione il fattore comune 4. per ottenere una
-equazione piu semplice, in cui g e b siano primi tra loro. Cid
posto sia a<h, e sia m il multiplo maggiore di @ contenuto in
b, in modo che sia b&=—ma+b',-e ponghiamo z+my=t, I'equa-
zione axw-by=c diventera al~+b'y=c, ove sard b'<a e <b. Se b’
‘@ =1 avremo gia ottenuto I’ intento; ma se &' ¢ >1, sia di nuo-
vo m' il multiplo maggiore di &' contenuto in a, cioé sia
‘a=m'b'+a’, e posto y+m't=t' avremo I'equazione a't+b't'=c,
ove sara .@'<b'. Se-a’ ¢ >1, continueremo I’operazione nella
medesima maniera; e siccome i numeri 4', @', ec. son tutti pe-
‘sitivi e vanno dimfpuende, in fine giungeremo ad uno di essi
che sard eguale all’ unitd, e 1I’equazione corrispondente a que-
‘sto ci dara il valore in numeri interi della respettiva indetermi-
nata, onde poi retrocedendo avremo per mezzo dell’equazioni
- X4my=st , y-+-m't=t', ec. i valori di tutte le altre indetermina~
te ¢, e finalmente quelli di x e di . Sia per esempio a'=1, ed
avremo t==c—b't', y=t'—m't=(14-b'm')t'—=m'c ;ed - ’
T=t—my=(14-mm')c—~{m+-b'mm'+¥')t'; cio¢ le due incognite z
ed y saranuo espresse per un’ altra indeterminata #', la quale
‘dovra prendersi in .mode, che i valori di x ed y Tiescano ambe-
‘due positivi . ’ -
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. -8Bidebba per esempio dividere il numero a5 in due parti,

una delle quali sia un multiplo di 2, e I'altra di 3: se chiamia~
mo 2z e 3y queste parti, sard 2x4-3y=25. 5i faccia z+y=t, e
sard af4y==a5 je siccome siamo gia arrivasi ad una equazione,
in cul una delle indeterminate ha per coefficiente 1’ unita, 1’0~
perazioneé terminata ,ed abbiamo y=25—at, ed x=t—y=3t—a5.
Per aver questi valori di y ed x espressi in numeri pid piccoli
facciamo t=—12~z, ed avremo y=ag+1, r=11—3z . Il valore di"
J riesce positivo, se per z si prende qualunque numero positi-
VO ; ma accid riesca positivo-anche quello di z, convien che sia

3z<11, e z<L3I-<4, cio¢ non maggiore di 3. Onde nascono le

quattro soluzioni .

' =20, 1,2,3,
y=r1, 3,5, 17,

) r=11,8,5,2, - ,
‘e le parti cercate saranno 1.° 32+3, 2.° 1649, 3.° 10415,
4t 4421, le quali'tutte formano il medesimo numero 25.

I problemi, che tonducono all’equazione ex—+dy—c, ove
a, b, e c sono numeri positivi, hanno sempre un numero limi-
tato di soluzioni. Ma se a0 & sara un numero negativo, cioé se
si dovrd risolvere in numeri interi e positivi 1'equazione
azx—by=c, si avra in tal caso una diversa specie di problemi, i
quali ammettono infinite soluzioni. Per render c10 sensibile con
un esempio, cerchiamo il numero IV, che sia prima divisibile
per 5. poi diviso per 7 lasci il residuo 3. Sard N=5z, ed insie-
me N=7y-+3; onde nasce I’equazione 5x—7y=3. Si faccia

~ x—y=t, e sara 5t—ay=3,

, 2t—y=t', 2t t==3.
Quindi avrassi z=3—2¢'
y=at—t"=m6—5¢' ~
Ty 4-tz=g—nt',

e le incognite x ed y saranno espresse per un’altra indetermina-
ta:¢',-1a quale, potendo esser negativa, ci dara infiniti valori di
x e di y. Per maggior semplicita faccamo £'=1—%, e ne verrd
y=5z=+1, x==72+2, OVe per z si pud prendere qualunque nu-
mero intero positivo. Il numero ceércato IV ¢ =35s+10, € se vi
faremo z—o, otterremo il pit piccolo valore di IN=10: gli altri
valori nasceranno dall’aggiunger continuamente 35 a 10.
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In simil guisa se ¢ data I’ equazione 202—31y=7, si faccia
T—y==t , € saId 2WOL—I1Iy=7

et SR il
=t 5t g L=
U ' (=" 2:1"_._ ¢"=;[. L .
R . . (- " .
Quindi avremo . 'z —2t

~t' =-t"',!-4t"=9t"'—28

t =t — t' =85 —13¢"

¥y =t =-r t' =63 —20t"

z =t + y=g¢8 —312", o
Sara dunque 2==g8—31¢", y==63—aot"’,. 0 #ia (posta ""=3—z)
x=312+5, y=20z+-3, ed i minimi valori dj x, y saranno re-
spettivamente 5 e 3. ' :

inutile I’avvertire, che I’ operazione, con cui data ’equa-

zione ax==by==c si trovano i nuwmeri &', a', ec. & quella istessa
con la quale si cerca il massimo comun divisore de’numeri a e
b; cioé¢ b, a', et. sono i residui delle diverse divisioni, che a
quest’ oggetto si fanno. Onde siccome a e b son tra loro nume-
ri primi, I’ultimo de’residui sara egunale all’unita, e percid po-
tra sempre ottenersi una equazione della forma r4-as=c.

Col medesimo metodo si risolvono I’2quazioni del primo
grado, qugluwque sia il pumero delle indeterminate in esse .
contenute:. Sia data per esempio I’equazione 5z-+8y~+75=50.
8i faccia ax4y=t, esata 5t -+3y4qr=So0,

Cyt=t', .. . .3t +at+7z:.;§o ,
tput'=t", , 2" ' 4-72==50 .
Quindi sara t'=50—2t"—nz, "~ '

t=t" —t'=3t"+nz—50,
y=t' —t==100=-142—5¢",

. =t -—:.y:8t"+21‘z—-1 50, 3
e per avere tutte le soluzioni della proposta, converra prender -
per z tutti i pumeri interi positivi, e per ¢ tutti i numeri in-
teri che rendono y ed x positivi. Per pin semplicita si faccia
t'422=80—u, ed avrassi y=5u—~4z, x=10+5z~8u. Ora accid
i valori di y ed x riescano positivi, convien prima che u sia po-

s L 8 - ° 3 2 Y
sitivo, e poi z<£'-‘ e >-ig-2; onde dovra essere 25u>33u—4o,

‘od u<6. Quindi si troveranno le seguenti soluzioni )
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. u=1, z==1, y=1, 2==7,
u=a, =2, y=3, x=4! .
, u=3, z=3, y=3, a=1.
Ponendo u=4 o t==5'{roveremo una delle indeterminate x, o
y=0, percid abbiame escluse queste soluzioni. _

Si potrebbe giungere alla risoluzione della proposta equa-

zione anche nel modo seguente. Si faccia
Z4-y-+z=tt, e sard 5t4-3y--az=50,
at+y+z=t, 2t'4 y=+ t==50.
“Quindi sara y=50— t—2t’, :
: g=t' —2t—y=3t'~t—50,
TLZ t ey =3t
© sia, posto 3r—t'=u,
. ‘ a=n,
-y =50—=7t-+2% ,
z=8f=3u~=50, .
ove per u e Z devono prendersi tutti i numeri interi e positivi,
<he rendono positive le tre precedenti indeterminate .
63.

Passiamo adesso a vedere, come si risolvano in numeri. ine
teri quell’ equazioni, nelle quali una delle indeterminate y non
¢ inalzata che alla prima potenza, qualunque siano le potenze
‘dell’altra . Prendendo il valore di y avremo

a4-0'24+a"2%4-0" 2 +a'V x4+ ec.
Y= oy b ot oc.
b4 x4-b" %3 40"z 467 x4+ ec.
‘¢ converid cereare un numero intero, che preso per r renda il
numeratore di questa frazione divisibile pel denominatore . Si
faccia . S L '
pr=a- 2" x+a" 23 a" 13 4 €C. ,
‘ q=b4d'z+-b" 2% 4-b"' %+ ec.,
‘ed eliminata = da queste due equazioni si giungera ad una equa-
sione della forma : : .
A+-Bp+Cg-Dp?+Fpg+Fgq* 4+ ec. =0,
ove i coefficienti 4, B, C,ec. saranno numeri interi composti

de’numeri @, b, a', &', ec. Ora siccome y-..:g—, e quindi p=gy,

-se sostitniamo questo valore di p avremo
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A+Bqy+Cq+Dg3y*+Eq3y+Fq*+ec.=o,
ove tutti i termini son moltiplicati per ¢ eccettuato il primo ter-
mine 4: quindi anche 4 sara divisibile per ¢, altrimenti y eg
non potrebbero esser numeri interi. 8i cerchino adunque tutti i
divisori di A4, e si supponga ¢ suceessivamente eguale a ciascu-
no di essi, ed ognuna di queste .supposizioni ci dard una equa-
zione determinata in x, della quale si cercheranno le radici in-
tere, e quelle di queste radici, che renderanno p divisibile per

g, ci daranno un valore intero anche per y, e risolveranno il

problema.
Se ¢ non contiene x, cioé se si dovra risolvere I’ equazione
. a—-a'r+-a'"z34-a"'2 3+ ec.

il metodo precedente non potrd usarsi; ma si troveranno tntti i
valori di  nel modo seguente. Si supponga che sia n un valore
di z che risolva ’equazione, ciod che renda a+a'z-+a'z2+ ec.
divisibile per b, & chiaro che ogni numero della forma n=xbm,
ove . sia un numero intero, la risolvera egualmente. Ora, se

b . . . 3s . .
n é>— (facendo astrazione dai segni di # e di 4) & chiaro che
potremo sempre determinare m in modo, che sia n:tbm<—; , €
cid potra farsi in una sola maniera per ciascun valore di » e di
sy . . _b .
b . Sesi chiama n' questo valore di n=bm, che ¢ <5, 8 avra
geueralmente n==n'xbm . Quindi se si-sostituiscono in luogo di
« tutti i numeri positivi e negativi che non superano < nella

quantitd g-+-a'x+-a""z2-ec., e si.chiamano n', n", n'"', ec. quei
che rendono questa quantita divisibile per 2, tutti gli altri va-
lori di x che risolvono il problema saranno espressi dalle for-
mule n'xbm', n"x£bm", n"'£bm", ec., ove m', m", m'", ec. rap-
Presentanc numeri interi .

. . .64.
Sia propesta adesso I’equazione del secondo grade
a+br+cy+dxs+exy+fyr=o, :
e si debbano trovare i va:l);ri razionali di x e di y, i quali sod
disfanno a questa equazione .'Risolvendola avremo -
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2f y4-ex+c=y/ [ (c+ex)3—4f{arbr4-dx3) | =)/ (m4-nx4-pz3) fa-

cendo m==c?—4af, n=ace—4bf, p=e3~—4df, e la questione si
ridurrd a trovar dei valori di x, che rendano la quantita
n+nz+px* egnale ad un quadrato. Sia dunque m-ne4pri=z?,
ed avremo 2pr4n=y/(4pzi-+-n3—4mp), cioé tutta la difficolta
sara ridotta a render la formula 4z3+-B eguale ad un quadrato,
essendo A e B pumeri interi dati positivi o negativi, ¢ & un
numero indeterminato, che dev’essere ragionale. Supponghia~
mo-in primo luogo che A sia un quadrato, cioé che debba ren~
dersi razionale la formula }/(¢3z2+-B). Facciamo
V' (8*z34-B)=az+m, ed avriemo a°z°+B=a‘s*+2maz-+m?, e
z= B;Z:Q : e se prendendo per m qualunque numero intero o
fratto, positivo o negative daremo questo valore a z, la formu-
la | /(2922 B) riesciri razionale,, ciod sara =Bt B
e — am am
Sia adesso B un quadrato =53, e facendo |/(A4z* 453}
=h-mz avremo Az3+-b3=b%4-2bmz+m?z3, cioé Az=2bm-+m*z,

26m , il qual valore rende la formula
m3 T

Aem
1V (4e*~+b°) razionale ed ::‘ﬁ’:%’-:-: . -
Sia in terzo luogo la quantita A4z24-B il prodetto di dus
fattori razionali, in modo che si debba risolvere 1'equazione
(az+d)(ct+d)=y2 . Facciamo y=m(az+b), e quadrando avremo
(a24-b)(czd)==m? (az+b)? , cio¢ cz+-d=m*(az+d), e quindi
m2b—d ) . o

c—mig " :

Sia finalmente la formula Az2+B=p3+4-qr, essendop, q,r
quantitd della forma a+bz. In questo caso facendo -

(po~+gr)=p-emgq avremo grampg-+m3q?, cioé r=amp-+miq, -
dalla :;Zale equazqione fmil;fnr;teziq dedu?r&' il valore di z.

. Nei casi diversi da quelli che abbiamo adesso considerati &
molto difficile la risoluzione dell’equazione 4z3+B=y?, ma se
un sole valore di z si conosce, facilmente se ne deducono tutti
gli altri infiniti, che egualmente la risolvono . Siz a questo va-
lore di z, che rende Aas+B=h?, ciod B=b>-Aas, e sostitni-
to questo valore di B la nostra equazione prendera la forma.
A(z*—a3)4d2=y2, o sia A(z+a)(z—a)+b=y?. Questa equa-

onde si deduce z—
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zione & nel quarto de’casi contemplati di sopra, percid si faccia

y=b+m(z—a)., ed avrassi A(z-wa)=2bm-+m?(z~~a); onde si rica~
am3 —bmeda | . . . :

va sm—————— |

. mi—4q | : o

. Fin qui'erano giunti i Geometri nella risoluzione dell’equa-
gioni del secondo grado, quando il Sig. de la Grange si. rivol-
se a perfezionare. questa parte d’ Algebra, e I’arricchi di molti
¢d eccellenti metodi. A questo gran Geomstra si deve la gene-
rale risoluzione dell’ equarione 42%+-B=y*, che qui brevemen-
te esporremo , rimandando i nostri leg?itori per una maggiore
istruzione nell’ Analisi indeterminata alle Memarie dell’ Accade~
mia di Betlino degli anni 1767, e 1768, ed al secondo tomo de-
gli Elementi'd Algebra del Sig. Euler. " :
Sia data pertanto la formula A32+-B, che dev’essere an
quadrato, ove né 4 né B son quadrati, perché altrimenti si po-
trebbe risolvere con i metodi precedenti. Se i numeri 4 @ Bson
divisibili per qualehe quadrato, in modo che sia Ad=3°4',
B=bsPB', {):formuh Az34-B sara della forma as d'z3-+628', ¢

divisa per 5° e posto %z::z' si ridurrd ad 4'z'3+4-B’, e conosciu-
to il valore di z' che rende questa formula un quadratd, sard

b—f-’ il valore di  che renderd' un quadrato la formula Az°4-B.

Consideriamo adunque la formula 4z%+B, in cui n¢ 4 n¢ B
contengon;) fattori quadrati, e facciamo z:% > essendo questa

. . 2
frazione ridotta ai minimi termini; avremo la quantita 'i’%-c-B,

che dovri essere un quadrato, dunque lo sard anche la quantita
Ap*+-Bg*, e quindi si dovrd risolvere I'equazione °

Aps+Bgi=y*, ove p, ¢, ed y devono essere numeri interi. Si
osservi che il numero ¢ dovrd esser primo con .4; perché se
avessero un fattore comune ¢, il termine Bg? sarebbe divisibi-

le per ¢?, ed il termine 4p? solo per ¢, giacche p e ¢ son primi -

tra loro, ed A4 per ipotesi non contiene alcun fattore quadrato,
onde la quantitd 4p3+Bg* non sarebbe divisibile che una so-
la volta per ¢, e non potrebb® percid essere un quadrato. Nella
medesima maniera si dimostrera chep e B non devono contene-
ze alcun fattore comune. ,

Tom. I. 19

H
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Cid i'.osto sia 4> B indipendentemente dai loro tegm, e s
ecriva I’ equazione sotto la forma Ap*=sy?—~Bg*, e siccome p,
4, ed y sono numeri interi, dovra essere y»—Bg® divisjbile per
A. 8i faccia y=ng—Adq', e ponché A e g sono primi tra loro,
questa squazion fotr& sempre risolversi in numeri interi (63),
e ci dard i valori di ne di q qualunque siano quelli di y e dx
g . Fatta la sostiturione la qntntlti ys—Bg» diventa
{n*—B)g*—andqq'4~A2q'* , che dev’esser divisibile per 4; o
siccome }o sono tutti i términi fuosché il primo, conversd chc
sia 2°—B divisibile per 4, perché ¢ ed 4 sono numeri primi
tra Joro. Quindi (63 s -tentoranno pec o tutti i numeri non

>—,esenon se ne trova alcuno, che renda ni—~B divisibile
2 . . ‘ .

per A4, se ne coneluderi che 1' equasione 4p*==ys—~Bg® non ¢
risolubile in numeri interi, cioé¢ che Ja formula 42°«B non
pud essere un quadrato. Ma se si troverd uno o piu valori di n,
che abbiano queste proprietd, si prenderanne tutti una dopo
¥altro; ¢ si dontinuera il caleolo come segne.

Prima Perb si osservi, che sarehbe inutile il dare ad n dei

valon >-:‘- poiché se chiamiamo n! uno dei valori soddisfacien~

tidin ehe‘lo'noi:-‘g , tutti gli altri che nascono da queste sas

vanmo espressi dalla formula n'timd, e sostituendo questi-in
Juogo di n nella guantita- (n’—B)q’-—anAqq ‘+-A3q's , cioé
"(ng—Aq')3—Bgq* avremo il medesimo resultato che se sostituis-
smo solamente n', ed aggmnvessxmo agq la quantlti ?nq,
onde siccome ¢'-¢ un nnmero indeterminato, la sostitugione di
wtim 4 pou i dara formele dmerao da quella che nasge dalla
sempllce sostitugione ¢i m?, - .
TFrovato un valore di », sia £ il quomeute ch z'--B divie
eo per A, in modo che sia A4z2h—B, o I'equazione
Apar=y® -—Bq“ divisa. per 4 diventeri :
pr=Aq? -qu ‘+Ag's,,

ove A’ sard <A, perché A'= 8, eB<d, ed n<— " Ora se

A' & un qunadrato, petrerno fare 9?' 0, g1, e ::V’A’ ed ot-
tezrerno una sotuziéne dela proposta, dalle quale potrémo poi
dedurre tutte le altre infinite. Ma se 4 non ¢ un quadrato, si

'. g

*\




D ALGEBRA P.I 147
osservi se egli & <£B, o se almeno contiene in fattore quaduto,
tolto il quale divenga <B iindipendentemente dai segni. In tal
caso si molnplichl I"equazione per A', ¢ si avrd

Ap'=A'sqi—andqq+(n'~B)y *=(A'q—ng)—Bqg'*; .
onde la formula .Bq'ﬁ-n—A p’ dovra essere un quadrato, e quin-

di se dw,!ﬂnmo perp* e facciamo q_ ! dovra essere un qua-
drate h formula Bs'9Ad'. Nel caso che 4’ avesse un  fattore
quadrato a® si fard -f—_z’ e gi otterrd la formula. Bz'a4-C, la

%mle ¢ simile alla Pproposta Az"-a-B ma in quella i coefficienti
e C sono minori.

Bepoid,0 A dnvlso pel suo massimo fattor quadrato nen
8 <B, si faccia qzmq +¢ ,cl’eqmmone p s==A' 9’«-—mqq+Aq'°,
diventera

. L n:A"q"—-an’ 'q" - '9"”' s
ove n'=n—m"A' ed 4"=d' m’—amn-o—A::"—m—i 8i determini
’

11 numero intero m if modo che sia n<ﬁ o ﬁ indipen-
dentemente dai segm 10 che & sempte possn.hlle od allom sari
A"EA', perche 4'=""2 S e B=, o<, el n'=, 0 <5 4

Adesso si fard il medesimo discorso di sopra’ ‘e s A" &in qua-
drato, si avra la risoluziene dell’ equagione; se A" diviso pel
suo maggior fattore quadrato b2 diventerd <B, si moltxpllehe-

rd tutta !'equaznone per A", e posto -L-...z’ si otterrd. la!mu- 70

by
da Bs/s4sC, che dovra essere un qm.drzto € nella qnalef
ﬁcxentl B e C saranpo minori di quei della proposta 422
'Ma.se hon suocede alcano. di questi .citsi, faremo di- Buovo
9 _.m’q"-o-q’" , @ 'equasione diventera
Pwnlqngmn nqm-hAnqmu

n' I—B

ove nri umhnente w'mzn'=m' A", ¢ 4"'=———, € prenden~

do m' in modo che n" non sia >‘i avremo A"'<A", e su questa

cquuione faremo delle nﬂeumm simili alle precedenti, e cosi
in seguito. Ora siccome 1 numen A, A’ ‘A" 4", ec. vauno
. .

t\_
A
4
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continnamente diminuendo, giungeremo finalmente ad uno di
essi, che sard <B, e chiamando C questo termine avremo la
formula Bz's+C, ‘che dovra essere.un quadrato. Qmudl col cal-
colo.precedente la formula Az2+B si ridurrd ad un’altra pid
semplice Bz’ ¢-+:C almeno se il problema ¢ possibile. E se fgc—
ciamo una simile operazione sulla formula Bz's+C, la ridurre-
mo ad un’altra pii semplice Cz"3+D, e cosl in seguito. E sic-
come i numeri 4, B, C, D, ec. formano una serie decrescente
di numeri interi, questa non potrd andare all’infinito, ma sard
sicaramente limitata. Onde se il problema non ammette solu-
zione in numeri razionali, giungeremo ad una condizione im-
possibile a soddisfarsi, ma se il problema & risolubile , arrivere-
mo ad una equazione, in cui uno de’coeflicienti sari un qua-
drato, e risoluta questa potremo rimontare retrocedendo a tutte
le altre fino alla prima Ap2+-Bg*=ys . Ho supposto, che nel-
a formula Az"-o-B sia 4 maggiore di ,B ; se fosse A<D si porra.

zz‘% e tutto il resto andera come sopra.

Esnurro I

‘8i debba rendere eguale ad un quadrato la formula 21z°4-7.
‘Siccome i numeri 7 e 21 non hanno alcun fattore guadrato; e

g1 & >7, io faccio z:;, ed ottengo I’equazione
o 21pi=yt—rgr . o
Cerco in primo luogo un numero intero n che sia <35, e ren-

dan3— divisibile per 21, e trovo n==7, in modo che 73—7=2.31.
0& pongo y=79—21¢', e dividendo per 21 ottengo 1’ equazmne
pr=2qo—1hgq'+a1q'*,
ove il coefficiente di g2 ¢ minore del coefficiente di g2 nell al-
tra equazione; dunque moltiplicando per 2 avrd .
3pr=4q—289¢'+43q *=(2g—17)*~14"",
e perclb la formula 7q'°~+2p?, o sia, posto %—:z la formula

72"3-+2 dovra essere un quadrato :
Operando di nuovo su questa formula osservo che i nume-
ria e 7 non hauno fattori quadratl, e che 7 ¢ >2; percid fac-

cio z’=: , €l ho da risolvere I’equazione
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» 7r3=_-y’_”2 . .
Cerco un numero n<l~. che renda la quantitd n?—a divisibile

per 7, e trovato n==3, in modo che 3°—a=1.7, faccio y=3s5—7¢',
e giungo alllequazione | .CC
ra=s8—Hss’ -0-76" s

Poiche il coefficiente di s2 & un quadtato =1, risolvo questa
equazione prendendo §=o0, s=1, r=1, ¢ quindi deduco

T

equazione q"-o-ap"—(aq—-zq')' io ne ricavo gp'—(n.q—'zp)’ ed
eatraendo L radice quadrata 3p=—ag—7p, cioé ¢g=bp, e

z=p ==, il qual valore di z rende la formula 2132+ nale
=, ilq 7 €8

adunquadrato
Esemriro IL

Sia proposto di rendere razionale la formula |/(5az%—23).
Osservo pnmlemmente che 5a & divisibile per 4 che & un qua-

drato, e poxché 4 =13 & <23, faccio z—-l , © pongo la risul-

" tante equazione sotto la forma

—alprmy—13ge.
Conviene adesso cercare un numero n<— , in modo ‘che sia
n3—13 divisibile per 23; si trova n=6, che ci da

69—13=—1%—23, dunque si faccia y—6q-o-a3q esiavrd e~
quazione

p‘——q’-mqq '—a3q's .
Siocome il soefficiente di g in.questa equazione ¢ minore del
coefficiente di g2 nella equazione precedente, si moltlphchl per
~—1, e si otterra

. —po=gi129q'+H{69—13)g's=(g+-6¢')s—13¢"2,
onde dovra essere un. quadrato la fdrmula 13¢'9~=p?, 0 sia la

formula 13z'2—1, posto - Ly, .
Poi¢he il numero 13 non ha aleun fattote quadrato faccxo
z""— ed ho I’ equazione

T==r= —i , cioé ¢'=p . Sostituendo questo valore di ¢’ nella '
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1319yt
Cerco il numéro n<-I;3- » che renda n%-+1 un maltiplo di 13, e

trovato n==5 pongo y=>5s—13s', e I'equazione 13r3=ys4s* di-

venta :
ri=as8e=i0ss'4-18s'0 .

Siccome il coefficiente a2 di s* ¢ maggiore di 1 coefficiente di ss
nella preuedente equazione, cerco un numeto m tale, che
5—am non sia >1, e trovato m=2 facclo s=as’+s", e l’equa- .

zione diventa

rozxy 8w 's a9
Ora siccome in  questa il coefficiente di 5'* & un quadrato, la rie
solvo facendo s"=o, s'=1,.r=1, e dalla equazione s=as'+s" ot-

tengo s=2: onde z'—-;—i » € percid ¢'= -E e sostitnito questo
valore di q I’ equazione 18q'°—p’—(q+6q')’ mi da ——q+3p ,

o = ...2 , € 2—7’%_—-% , oppure 5. 3’ » perché nella for-

mula 52z°-—-a3 non essendovi che il quadrato di z, il valore di
z pud essere tanta positivo che negativo.

Esxmrio IIIL
Sia proposta ﬁnfo.lqiqnte la formula 172°4-15. Siccome i
numeri 17 e 15 noi hahno fattori quadrati, ponendo z:-s- avre-
mo V’equazione - -
17p*=y*—15¢"° .

Si cerchi il numero.n che renda n°—15 un multiplo di 19, si
trovera n=7 , & questo ¢ il solo valore soddisfaciente di n, che

sia <—- . Posto percid y—7q—r7q si otterra I’ equazione
- 3y *&-14@ iy,
1 quale poiche g & <1549, moltiphcnu per 2 diventa
15¢'s-+2p*=(ag—19)"
onde fatto i:z’ la formula 15z'3+-32 dovra essere un quadrato.
Posto pertanto z_-; , perche i coefficienti non contengono fat-

tori quadrati, si avra I’ equazione
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1519 =yagsa :

Converrebbe adesso cercare un numero 5, che rendesse ns—a
divisibile per 15; ma siccome non 8i trova alcun numero <§5 ’
che preso per n soddisfaccia g questa condizione, si concludera
che Fequazione 15r*=y4—25% non ¢& risolubile in numeri inte-
1i, e quindi che la formnla 173?415 non pud mai diventare un
quadrato, qualunque valore razionale sidiaa z. -

Allorche si conosce un solo valore razionale di z, che ren-
de la formula 4z34-B eguale ad un quadrato, si troveranno col
metodo, che abbianro accennato dj sopra, tutti gli altri infiniti
valori di z, e questi saranno in parte interi, e in parte fratti.
Ma se si volessero i soli valori interi di z, cioé se si dovesse ri-
solvere I'equazione Az34-B=y? in numeri interi, ne nascera
un altro problema assai piu difficile del primo, di cui ci riser-

biamo a trattare dopo di avere esposta la dottrina delle frazionj
continue,

FINE DELLA PRrima Pagre. -
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CAPITOLO PRIMO
Delle Funzioni in generale,

65.
Finora abbiamo distinte le quantitd cognite dalle incognite;
adesso avremo specialmente rignardo a quella proprietd delle
quantita, per la quale altre sono costanti , altre variabili. Si di-
ce quantita costante quella che ritien sempre il medesimo va-
lore, e si suol denotare con le prime lettere dell’ Alfabeto a, 5,
¢, ec.; variabile si chiama quella quantita indeterminata, che
puod prendere tutti i valori determinati, e si esprime con le ul-
time lettere dell’ Alfabeto z, y, z, ec. Sia proposto di trovare
due quantita, delle quali six data la somma a: & chiaro che
chiamata x una di queste quantita, I’altra sard a—=z, e con cid
solo sara soddisfatta la condizione del problema; e siccome non
vi resta niente per determinare x, potra essa avere qualunque
valore. Sara percid in questo problema a una quantita costan-

te, ed x una quantita variabile.
Funzione di una quantita variabile & una espressione ana-
litica in qualunque modo composta di questa quantita variabi-
le, e di quantita costanti: cosa+bx ;a+br+cz*, ax-+/ (a3 —z2),

¢ sono funzioni di . Quindi la funzione di una variabile &
ancl’essa una quantitd variabile, poiché la variabile potende
Tom. I. - » 20
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avere qualunque valere, a ciascuno de’guali corrisponde un va-
lore della funzione, anche la funzione prendera infiniti valori;
né vi sara alcun valore determinato., che la funzione non possa
avere, Si danno perd alcune funzioni apparenti, le quali riten~
gono sempre il medesimo valare comunque si cangi la variabi-

. O 2z a?«ax . . cas
le: tali sono x , 1°, —> che in realta sono quantita co-

stanti.

Le varie specie delle funzioni si devono ripetere dai diver-
si modi, ne’quali sono per mezzo di operazioni analitiche dalla
variabile composte. Tali operazioni sono la somma, la sottra-
zione, la moltiplicazione, la divisione, I’ inalzamento alle po-
tenze, |’estrazione delle radici, ed anche la risoluzione dell’e-
quazioni. Oltre queste operazioni algebraiche ve ne sono altre,
che si chiamano trascendenti, come 1" esponenziali , le loga-
ritmicke , e molte altre cosl dette , perché trascendono le forze
dell’ Algebra ordinaria, e dipendono dalla quadratura incognita
di qualche curva. Cosi, come non sappiamo algebraicamente
esprimere I’area del cerchio, tutte le operazioni dipendenti dal-
la quadratura del cerchio saranno trascendenti. Quindi nasce’la
prima e la principale divisione delle funzioni in algebraiche, e
trascendenti; quelle son composte per mezzo di operazioni al-
gebraiche, queste con operazioni trascendenti. Qui perd convie-
ne osservare che la funzione non si reputa mai trascendente, se
Y operazigne trascendente non involve la variabile. Cosi se
chiamiamo ¢ la circonferenza del cerchio di un dato raggio,
guantunque questa quantita sia trascendente, pure le funzioni
¢+x, cx.sono algebraiche . :

Le funzioni algebraiche sono razionali, se‘la variabile non
& compresa tra i radicali; irrazionali, se la variabile é-involta
ne’radicali. Tra le razionali quelle sono intere, nelle quali la
variabile non ha esponenti negativi, né s trova nel denomina-
tore delle frazioni che compongono la funzione; all’ opposto so-
no fratte quelle che hanno la variabile coll’esponente negati-
vo, 0 nel denominatore delle frazioni che le compongono .

Se la funzione X & determinata per la variabile z e costan-
ti nel medesimo modo, che la funzione Y & espressa per y e co-
stanti, queste funzioni X ed Y si dicono simili: tali sarebbera
le funzioni aweba+cz?, aby+cy?. Le funzioni simili sono ta=
li, che permutate le variabili una si cangia nell’altra. .
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" Qualunque funzione intera X si pud risolvere ne’suoi fat-
tori: facciamo X=0o, e le radici di questa equagzione siano a,
-b, ¢, ec.; SATANNO X—a , Ty=d , —C , ec. i fattori della funzione
X, ed essa si, potra esprimere per meszzo del loro prodotto. Co-

81, essendo ,X:A:n:”-o-Ba:”"'l-|-C:r:nm2 veo. =T, sara

L@ N—1- . =2 '
2 Bx +Ca: I %:(x—a)(x-L)(z‘—‘) ec. ; e quin-

A A

di X=A(zx—a)(x—b)(x—c) ec. Mutando i segni a tutti i fattori

ZTa , x—b, 6c., avremo ancora X=—tA{a—z)(b—x)(c—zx) ec.;
ove si deve prendere il segno + 0 —, secondoche n ¢ pari o di-

: T T
spari. Ma per la natura dell'equazioni %= —=abc.... ; quindi

X= Na—z)(b—z)(o—z) ec. =T (1— -{)(1— i)(l—; ﬁ)ec. In due
abe.... a b [
diverse forme adunque una funzione intera si pud esprimere
per mezzo de’suoi fattori, e questi saranno reali o immaginarj,
secondoché le radici della equazione X==o sono reali-o immagi-
ngrie. Ma siccome abbiamo dimostrato, che delle radici imma-
ginarié due son sempre tali, che il prodotto de’fattori, i quali
. ne risultano, ¢ reale, una funzione intera qualunque sara riso-,
lubile in fattori reali del secondo grado. "

66.

. Aggiungiamo a quello che abbiamo detto qualche cosa sul-
le funzioni di pilt variabili. Una funzione delle variabili =, y,
%, ec:'é una espressione formata da queste variabili per mezzo
di operazioni tanto algebraiche, che trascendenti. Oltre al rife-
tire a queste funzioni 0id che abbiamo detto sulla diversita del-
le funzioni di una sola variabile, si deve particolarmente nota-
re la specie seguente. Una funzione intera di due o pitt varia-
bili si dice omogenea , se le variabili formano in ciascun termi-
. e di essa la medesima dimensione, col qual nome &' intende la

somma degli-esponenti delle variahili; eterogenea se la dimen=

sione & diversa. Lie funzioni intere omogenee ¢i dividono in spe-
‘cie seconde la loro dimensione: cosi azx+by+-cz+ ec. & la for-
mula generale delle funzioni intere di una dimensione,

BL I LY 4-CY 3 A xZeyz-fz %+ ec. & la formula generale delle
fanzioni di due dimensioni, e cosi in seguito. Lacostante a poi’

\

¢~
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si chiama una funzione di nessuna dimensione, perché si pud

supporre moltiplicata per x° . Le funzioni fratte’ saranno omo-

genee, se avranno la medesima dimensione in tutti i termini

del numeratore, e la medesima in tutti quei del denominatore,

e la dimensione della funzione sara eguale alla differenza delle

’ T44-ard ys-
yibxs

. . .« zs==bys .

¢ una funzione omogenea di una dimensione, = j; ¢ di tre

dimensioni del numeratore e del denominatore. Cosi

. . . x3=—bys . . e g s . .
dimensioni , Z ed —L, sono funzioni di niuna dimensione,
x ra+-bz : .
ays-bx

= di —1 dimensi
ay—Jz 41 —1 dimensione, ———
do alle funzioni irrazionali, se X & una funzione omogenea di

di —3 dimensioni. Riguar-

n dimensioni, sard /X una funzione di -;—n dimensioni X
£
di %n dimensioni, e in generale X * di %n dimensioni. Cosi

.V(zﬁ-i-y°).é una funzione di una dimensione, V(y’-i—xy)'.é

. . . e LEY. 74 « s . .
di - dimensioni, Y —— di niuna dimensione; "
V(zt+y*) '
- x . T . e
W di —1 dimensione.

A ) .
Come le funzioni intere di una sola variabile x si risolvo-
no in fattori della forma a-+bx, cosi le funzioni intere omoge-
nee di due variabili z, y si possono risolvere in fattori'della.
forma ay+bz. Ipfatti se’ in una funzione omogenea di n dimen-
sioni facciamo y=ux, essa diventera il prodotto della potenza.

2" in una funzione intera della variabile u; poiché mediante’
guyesta sostituzione la dimensione di x crescera in cidscun ter-
mine della dimensione di y; e come le dimensioni di z ed y
Prese insieme erano n in ciascun termine, adesso avra x n di-
mensiopi in tutti i termini, e percid la funzione sara divisibile

per z°, ed il quoziente comprenderd la sola variabile:u. Sia V.

questo quoziente , il quale si potra risolvere in fattori della for-
ma au+b, ed i fattori della funzione proposta V" saranno del-
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la forma aux-+-bz, ciot ay+bx, perché uz=y. Quindi la forma
generale delle funzioni omogenee intere di due dimensioni sara
(ay+bzx)(cy+dz); quella di tre (ay-+bz)(cy+dz)(ey-+fT), ec.

- Riguardo allé funzioni intere di piu variabili si deve anche
notare la loro divisione in ordini , nella quale I'ordine & deter-
minato dalla massima dimensione, che 8’ incontra ne’termini
della funzione. Cos) z%-4-y2—az-+by-+c é una funzione del se-
gond’ordine, 2yd—ays4bzy—cz® & una funzione del quart’or-

ine. . o

. Finalmente, delle funzipni intere altre sono complesse, al+
tre incomplesse. Complesse si dicono quelle, le quali si posso-
no risolvere in due o pid fattori razionali: tale sarebbe la fun-
zione y*—asy34-2abry—b®x?—2acy-+abcx—c?, perche ¢ egua-
Ye al prodotto (y?ay—bx4c)(y>—ay-+bx~c); tali ancora sono
le funzioni omogenee di due vnriahi{i, perche si possono risol-
vere in fattori semplici. Si comprende facilmente, che le fun-
zioni sono incomplesse, quando non si possono risolvere in fat-
tori razionali.

CAPITOLO 11
Delle quantita esponenziali, e de’ logaritmi.
" 67. .

Siccome I’indole delle funzioni algebraiche abbastanza si co-
nosce da cid che ne abbiamo detto nella prima Parte, prendia-
mo a considerare qualche funzione trascendente, e in primo
luvgo parliamo delle quantita esponenziali, e, dei logaritmi. Si
dicono quantita esponenziali quellé potestd che hanno I’ espo-
nente variabile, e siccome per mezzo di qualunque operazione
algebraica le quantita non possono ricevere che esponenti co-
stanti, le quantita esponenziali si devono riporre tra le trascen-
denti . Varie sono le specie delle quantitd esponenziali, come
x x az ' ax zx ) T
&,y ,a ,y ec., secondoché & variabile il solo
esponente, o anche la ‘quantita elevata, o I'esponente medesi-
mo ¢ una quantita esponenziale. Consideriamo particolarmente

1a funzione 4, il valor della quale dipende e dal valore di «,

N
L)
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® dalla grandezza della costante a. Perché se a=1, sari sempre

a®=1 qualunque valore si dia ad ; ma se a>1, il valore di a*
‘crescera al crescere di z, finché posta == {(con questa carat-
teristica's’indicaun valore infinito , o sia maggiore di qualun-

que quantita data) anche a” diventera infinita. Posta 2—o0, sa-
2 o= , e se x diventa <o, o sia negativa, il valore di a% an-

dra sempre decrescendo, finché posta x——c diventera a"=o0.
L’opposto avviene se a<<1, ma im ambedue i casi il valore di

z . . .
a” non diventa mai negativo.

Sia dunque y==2"; sari y una funzione di z, e qualunque
valore si dia ad «, ne nascerd un valore determinato di y.

chiaro che sara y”:a“', y3::a3x, ed in generale y"=4"" | ¢

presi per n dei valori fratti o negativi sara

) ¢ I

_z . —g

3 3 1 — T — -3

2 X . 2% T N

Vy—_a s l/ y-—__a‘ ’ '3:‘-—0- ’ y-—;—-ﬂ ) ;—' —=a »
t .

T —— = '
——a ygp——=a 3, ec. Inoltre se avremo anche
Vy ’ yﬂ

Y Tt
u=a”, sard yuma®* | L=g"% ., . )

> u
68.
Biccome dato qualunque valore di x si.pud trovare il valo.
re corrispondente di y; cosl ad un dato valore di y corrispon-

dera un valore di tale, che sia ax'_—.y. Questo valore di x si’
chiama il logaritmo di y, e si denota cosl, lpg. y; ondese avre

‘mo ancora a°=u, sari z= log.z. La quantita costante a si
chiama la ‘base de’logaritmi, determinata la qual base il loga-

ritmo di un nnmero y ¢ quell’ gsponén‘te x della potesta a*, il
quale rende 4 =y. Qualunque numero perd si prenda per la
base a, sard sempre log. 1==0; peiché se nell’ equazione a”=y
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ponghiamo y=1, dovri essere z—=log.1==0. Se a sard >1, i lo-
garitmi de’numeri maggiori dell’ unitd saranmo positivi; cosi
log. a=1, log. a*=32, log. a*==3, ec. Onde se non conosceremo
la base a, potremo determinarla dal sapere, che il di lei loga-
fitmo dev’essere eguale all’ unita. I logaritmi de’numeri mino-

I i .. 1
ri dell’ unita sono negativi ; cost log. %:—-r »log.—=—3, ec.

Il contrario avviene, quando la base a é minore dell’unita,
Posto log, y=x, sara log. y?=ax, log. y*=3z, e general-

mente log. y"=naz=nlog.y, cio¢ il logaritmo di una potenza
y" & eguale al logaritmo di y moltiplicato per I'esponente n; e
quindi log. ly y:% log.y, log.

I -
r/,y._T log. ¥ . Inoltre se
log.y==z, e log. u=z, siccome y=4", ed u=a", avremo

Yog. yu==z+-z==log. y+log.u, cio¢ il logaritmo di un prodotto &
eguale alla somma de’logaritmi de’fattori: e similmente

log. {;—:x-—z: log. y—log.u, cioeé il logaritmo di una frazione &

eguale alla differenza de’logaritmi del numeratore e del deno-
minatore,

Apparisce dalle cose precedenti, che alcun numero non ha
logaritmo razionale, eccettuati quei che sono potenze della ba-
se a. Se adunque il numero 4 non & potestd della base a, egli
non dvra logaritmo razionale; ma non lo avrd neppure irrazio-
nale, perché chiamato p questo logaritmo irrazionale sarebbe

- aP: =54, lo che non ¢é possibile se i numeri a e & sono razionali,
1 logaritmi adunque non potendosi in generale esprimere né ra-
zionalmente né irrazionalmente , si pongono a ragione tra le
3nantiti trascendenti. Ma siccome i logaritmi sono di un gran.

e uso per abbreviare i computi, percid ¢ stata cura di alcuni
lo esprimerne il valore per approssimazione, e con incredibile
fatica da Brigg ed Ulacqg sono stafe formate le tavole de’loga-
ritmi per la base 10..Il loro metodo era appoggiato ai seguenti

principj : posta log. y=x, e log. u==2, sard log.l/y_u::i';t—z’;' on-

de se un. numero dato & ¢ compresqg tra i limiti per esempioase - -
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a*, che hanno i logaritmi 2.e 3, preso il medio proporzionale
a®/a traa® ed a*, del qual medio proporzionale il logaritmo &

%, il numero & sard contenuto tra a* ed a%/a, o tra a*)/a

ed at. Nell’uno o nell’altro di questi casi si prenda di nuove

il medio proporzionale, ed i limiti diventeranno sempre pii vi-

cini, ﬁncll:é poi finalmente la loro differenza si fara minore di

qualunque data quantita, ed il numero proposto si confondera

con i limiti. E come per cid che abbiamo detto son dati i lo-

saritnbli de’ limiti, si troverd anche il logaritmo del numero
ato b.

Poiché tanti sono i sistemi de’logaritni, quanti diversi va-
lori pud prendere a, e ne pud prendere infiniti, percio i sistemi
logaritmici sono infiniti. Ma dai logaritmi computati per un da-
to sistema si possono facilmente dedurre i logaritmi per qualun-

*que altro sistema. Sia la base di un sistema —=a, dell’altro =5,
ed il logaritmo di un numero qualunque » sia nel primo siste-.
) r

ma =p, nel secondo =¢; sard aP=n, t1=n, e quindi a? =5 .
Percid la frazione £ ha un valore costante, cioésta p a g in
un rapporto costante, qualunque sia il numero 7. Cosi dai lo-
garitmi computati per la base 10 si potranno dedurre i loga-
ritmi per qualunque altra base, per esempio per la base 2: es-

sendo per la base 10, log. 2==0, 3010300, e per la base a,
p___

log.2==1, sard p: g=20, 3010300: 1, onde 9= Borolos—
3,321927% . p . Se dunque i logaritmi comuni si moltiplicano
‘per 3, 3219277, ne verranno i logaritmi per la base 2.

Essendo p e ¢ come sopra,-siano r ed s i logaritmi di un’al-
tro numero m, il primo per la base a, il secondo per la base 5;
e siccome le frazioni & , -% hanno il medesimo valore, stara
P :r=q :s; onde in qualunque sistema i logaritmi di due nu-
meri hanno tra loro il medesimo rapporto..

I logaritmi sono di un grandissimo uso ne’calcoli numeri-
ci; infatti col loro mezzo la moltiplicazione e la divisione si
cangiano in somma e in sottrazione. Se per esempio sara data Ja

L]
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qua.ntiti’ _Ta_'bléﬁ___f__ , il di lei valore si troverd comoda-
el/a.l/c‘d’ ’

mente cosl:/presiCi)logaritmi avrassi 3log. a+log.b—o--;- log.c
—log. e—% log.a— — log.c~— —;-log.d, alla qual somma di loga-

ritmi se si cerchera nelle tavole il numero corrispondente, egli
sard il valore della formula precedente.
Dai logaritmi dipende la risoluzione dell’equazioni espo-

nenziali. Cosi se abbiamo I’ equazione cw::l, rendendo i loga-

.. . log. . .
ritmi avremo x log. c=log.b, e percid 'r:log ~» @ qui possiamo

.. . log.b, . ..
servirei di qualunque sn’stema, pert.thé Togs ha in tutti il mede~
R x .
simo valore. Cosi ancora se fosse data ’equazione € =b, avrem-

mo primieramente ¢” log.c=log.b, ¢ prendendo di nuovo i lo-
garitmi xlog.e+log.log.c=log.log.b, e quindi

) log.®
log. log. b-log.log.c. 1°8'To »
g—-08-708- -0, (0g.C - €-C | ecos) delle altre.
log.e log.e

I logaritmi comuni, che hanno la base =10, sono sopra gli
altri sistemi molto utili per cid, che diremo. Qualunque loga-
ritmo é composto di un numero intero, che si chiama Caratteri-
stica, e di una frazione decimale, che si dice Mantissa. Ora
siccome i logaritmi de’ numeri contenuti tra 0 € 10 son com-
fresi tra o ed 1, la loro Caratteristica sard o; e similmente i

ogaritmi de’ numeri compresi tra 10 e 100 avranno la Caratte-
ristica =1; ed in generale la Caratteristica sard di una unita
minore del numero delle cifre, che compongono il numere da-
to. Onde dal logaritmo dato si conoscera subito di quante cifre
& composto il numero che gli corrisponde, e se la Mantissa man-
tenendosi la medesima si accrescera la Caratteristica, il nume-
ro corrispondente verrd tante volte a moltiplicarsi per 10, quan-
ta ¢ la differenza delle Caratteristiche . Cosl ai logaritmi
3,9130187, 6,9130187 convengono i numeri 8185, ed 8185000,
- ed ai logaritmi 2,9130187, e 0,9130187 corrispondono i nume-
Tom. I. a1
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i 818,5, ed 8,185. Dalla Mantissa adunque si conosceranno le
cifre che' compongono il numero, e la Caratteristica ci mostre-
1d, quali di queste cifte si devono porre tra i numeri interi.
Cosl dato, il logaritmo. 2,7603429 , la Mantissa ci da le cifre
5758945, e la Caratteristica determina questo numero ad esse~
re 575,8945.

CAPITOLO IIIL

Delle quantita trascendenti che dipendono dal cerchio.

69.

Prendiamo adesso a considerare un’altra specie di:quantitd
trascendenti, le quali traggono la loro origine dal cerchio . Sia
dato il circolo BFL ( Fig. 1), il di cui raggio supporremo sem-
pre =1, e la mez#a circonferenza BFL=p, e si prenda un arce
valunque BC==x, poi dai punti C e B si tirino le rette CD,
£ perpendicolati al diametro BL, e dal centro 4 la retta 4AC,
che passi per C, ¢d incontri in [E la perpendicolare BE: le ret-
te CD, AD, BE, AE si chiamano respettivamente il seno, il
coseno, la tangente , la secante dell’arco BC=x, e si denotane
'cosl ; CD=sen.z , 4 D=xcos.z, BE=tang.x, AE==sec.z . Posto .
_’¢id & chiaro primieramente che sen. x% +cos. £4=1, qualunque .
sia P'arco x, poiché AD3+-CD?»=_AC*.Indltrei triangoli simi~
liADC,ABE cidanno AD:CD=AB: BE, AD: AC=AB: AL,
‘ciod cos.x :sen. x==1:tang.x, cos.x:1x==1:sec.x; onde si dedu~

sen. 1 LI .o
‘ce tang. x=—— ¥ & sec.x=———. Se arco x & <~p, cioé mino-
co8.z cos.xr .2
re della quarta parte della periferia, il di lui seno e coseno so-

o posititi: ma se z & contenuto tra i limiti P> ep,in modo

che sia z‘>—;-p, e <p, allora il seno sard positivo, ma il coseno
" negativo perché voltato in parte contraria: se z avra per limiti

P, € —p, tanto il seno che il coseno sara negativo; e finalmen-

N 3 . .- ! -
te'se r & contenuto tra P> 2P il seno sard negativo, ed il

"&i"..

«
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eoseno poamvo Tutto questo & evidente dalla figura, ed inol-
tre chiaramente apparisce, che.se l'arco 2 mantenendo il suo
valore diventa negativo, il seno manterra il suo valore ma sara
negativo, il coseno poi sard positivo; cosicché avremo
$el, —~r==—8eN. T, € COB, ~~Z==C08. & .

Sia F il punto che divide la megza circonferenza BFL in

_ parti eguali, cioé sia I'arco BF—-—'—p , e condotta la tangente

FG, che incontri in G la secante AE chiameremo FG la co-
tangente dell’arco BC, ed AG la cosecante del medesimo arco.
Tirata CH perpendncolare al raggio AF ¢ evidente dalla figura,

* ¢he ,cos.x:sen.(lp—x) ,e sen.mcos.(—'-p—x ); di pi i trian=

goli sumh AFG, ADC ci d,anno cot. o= T =

’
sen z “tang. ¥

I
cosec. r==
gen

. Se adesso facciamo .r—'—p, sard sen.-—-p—n .
‘

oy _ r
cos.-;p:.o, tang. -‘;p._-‘-;_..ao N sec.-;p_eo s cot.—a-p--o ’ &

cosec. -'-p—x . S8e a=p, sara sen. P=6, cos. p=—1, ‘tang. p==o,

. sec.p=—1, cot.p:—ao, cosec. p==<o . Se =3P sard

3 3 3.
—p-"—l eos.——p::o tang. --p_,-ao sec.-a-p-:—co .

—-p—o cosec. -—-p:.'\-r Sefinalmente x=2p, sara sen.2p=o0,

C08.3p=1, tang.2p==0, sec.2p=1t, cot.ap=e , cosec. op=—w .
Quindi appansce che tutti i seni e coseni sono contenuti tra i

limiti +1 e —1. Sia adesso a==p=45°, ed & motivo dell’an-
golo BAC semiretto sard CD—AD cioé sen.x—cos.z, e quin-

————

di 28en.277=1, e sen.x==COs. q— > nel medesimo caso la tan.
gente sarﬁ =1. Se a:——-p"6o° , condotta la retta BC sara il

: tmngolo ACR &Imlatero e perclb il raggio 4B sara diviso per
mezzo in D Ycioé sara cos.xr= -;, e ’equazione

sen‘.x' ~+C08.23=1 ci dara sen. rel

L]

L ] -
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Dati i seni ed i coseni di due archi y ed =z si debba adesso
trovare il seno ed il coseno della loro somma. Sia.( Fig. 2) l'ar-
co BC=y, CE=x e tirate le rette CD , EH perpendicolari al
raggio AB, ed EF perpendicolare al raggio 4C sia G il punto
& incahtPe i Ftee AC!'EH, sara CD=sen.y, AD=cos.y,
EF=sen.z, AF=cos.x, EH_EG-c-GH‘—sen (y=+z),
AH=cos. (y+z). I triangoli simili EFG, CDA ¢i danno

EG:EF=AC: 4D, FG: EF=CD: AD, e quindi EG= %}:‘-ff
Fo=s¢" y)(sen.x ed AG— A F- Fc_eos.y)(cos x-gen.yXsen. z

Co8. Ccos.

Madai triangolisimili 4GH, ACD abbiamo 4H : AG_AD AcC,
GH :AG=CD: AC; sara dunque
AH=AGXcos.y=cos.yXcos.z—sen.yXsen.z,

G H: AGXsen. y_sen .y Xcos.yXcos. x—sen. y’)(sen z . ed
€08,y -
EH=EG+GH=sen.yXcos.o+ — ”(c:';"’“ 5)

==sen.yXcos.z-+sen.z)¥cos.y . Onde avremo
sen.(y-~z)=sen.yXcos.x-+sen.TXCos.y ,
€0s.(y-+x)=c08.yXc0s.T—sen.yXsen.x .

Ponghiamo in queste formuley—z in luogo diy, edavremo
“gen. .y=sen.(y—z))cos.xr+sen.xXcos. (y—x)
cos.y==cos.(y—z)Xcos.z—sen.aXsen.(y—z).. -

Dalla prima equazione moltiplicata per gos. si sotttagga la se-
conda nyoltiplicata per sen.xz, e si avra
. sen.yXcos.z—sen.zXcos.y=sen.(y—x).
Ora alla prima moltiplicata per sen.x si aggiunga la seconda.
moltlpllcata per cos.x, e5i otterrd
cos.yXcos.z-+sen.yXsen.r=cos.(y—z) .

Queste formule, che ci danno il seno ed il coseno della differen-
za di due archl, possono subito dedursi dalle prime, se si o¢-
serva, che cangiata x in —z, il seno diventa negativo, ed il co-
seno si mantiene Io stesso. o

Se supponvhlamo ¥ successivamente ._—p WP ‘,.—— P, 2, a-

1

yremo ' . ~

~ ) 4

“¥‘.,. ‘ - . , . ° )
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I .
sen. (‘;P-’l-ul‘ )= cos.x

cbs.(%p—g—x):—sen.x :

sen, (p=+r) ——sen.x

€08, (p+x) =—cos.z

sen.(%p-o—x ):—COS 2

cos.(%p-o—x): sen.xr

sen. (2p+z)= sen.x
cos. (ap+x) = cos8.%

Asen.(-;fp—x)z cos.x

cos.(%p—h:): sen.x
sen. (p—z) =,

os.(;—p—x):—een.x

sen. (2p--z)=—sen.x

cos. (2p—x)= cos.x.

E se si riflette, che & sempre sen. 2np=0, € C08.2np=Tr, qualun-

. que numero intero positivo o negativo si prenda per i, 81 trove-
I essere

: sen.(4n+lpﬁ:x)— Ccos.x

cos. 4 +7 )-—:psen.x
4

" 5o o

sen, / 4”"'3 ) —CO8, T

cos.( prtx )::I:sen.a: '
' sen .(4"*4 )::I:sen.x

T cos. (4 )— c0s.7 .

‘8e wei valori di sen.(y+z) e di cos.(y+x) facciamo y==,
avremo . s

sen.axr=—28en.xXCos.x
€08.2.£==C08.7*—8en.T3=22C08.L2~1I .
Similmente se ponghiamo y=az, otterrem¢d
sen.3xr=—sen.ax)cos.z--sen.r¥cos.ax=3sen.x¥ cos. ,xﬂ—sen ¥
c08.3x= cos. a.r)(cos;x—sen.2x)(sen.x_cos x’-—3§en x2XCc08.x .

.
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Nell’istesso modo si esprlmeranno i seni ed i coseni deghi archi

multipli per i seni ed i coseni degli archi semplici, e sarﬁ. in ge~
nerale

sen. NI=nCos.Z | roXsen. r— 'u;ri)cos -3 eon.z*

'xl{n—;n)(:—-%)(nq,nos x XSen.x b—ee, -

n n 1f——n—y ——
€08.NT==CO08.X —‘T—cos x )(sen.x’

n(n-—;)(":‘ﬁ)‘#("—?’) ST sen.xr*—ee.

le quali formule in seguito si dimostreranno acecuratamente .
Facendo r=—y nei valori di sen.(y—z), e di cos.(y—zx),
avremo *

sen .%y:-.sen.chos.%y—gen.%yxcos.y-

cos.%y:cos.y)(cos.%-y-b-sen.y)(sen.%y .
Aggiungendo la prima equazione moltiplicata per cos.—;-y alla

seconda moltiplicata per sen.iy otterremo

asen -—y)(cos —y— en.y, cioé cos. -—y— i y , il qual vale=

2sen. —-y

Te sostituito nella pnma equazxone ci dard
] a

asen.—y =sex'1._y°—zsen.;~y Xcos.y .

sen.y 1—C08.y
I/ (2~-2cos.y) 2
cos. —y—l / X% Dato adunque il coseno di un arco si

trova il seno ed 1l coseno della di lui metd .’
Essendo la tangente eguale al seno diviso pel coseno , fard
sen.y sen.x
—_—
sen.y)cos.r-sen.xH)cos. Y Co8.y CO8. T
'€08.yXCOo8. x—sen.xXsen. y jtenr xsen -z
cos.y “cos.z

onde si deduce sen. —-y- , € qumdn

tang. (y-t-z'\—
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- tang.y+-tang.x
1—tang.yXtang.r ’

e similmente
tang)y—tang.x
1+tang.yXtang.x .~%s
Facendo nella prima formala =y avreme *. =™
tang.2 atang.y
082 = ltangy) *

tang. (y—s)=

‘¢ ponendo nella seconda ;':% ¥ otterremo

. ) tang,ybtang.-:—y
. :tang.:y— T
: . I-+tang.yXtang.—y

‘ciod
: tang.l y-+tang.yX (tang.«-l—g;)’ztang.y—tang. -r-y s
a2 : Py Py

‘onde si deduce ta-;;g.ly-y (1+tang.y?)—1__£—cos.y_ sen.y .

2 © tang.y sen:iy I-+-€08.y
per mezzo delle quali espressioni dalla tangente data di un ar-
‘co si trova la tangente dell’arco doppioe, e della meta del mede=
8imo arco. Se paragoniamo tra loro le formule precedenti, ne
‘otterremo molte altre, che sono di un grandissimo uso nell’ A~
malisi. Si veda I’ Introduzione del Sig. Euler.

. : 70. ‘
" A questi principj & appoggiato il calcolo de’triangoli, che
‘qui- brevemente esporremo . Si abbia in primo luogo un trian-
golo rettangolo ABC (Fig. 3.) e sia 4 I’angolo retto. Presa
‘CD=1, si descriva con questo raggio un cerchio, il quale in-
‘contri in E il lato BC, e condotte ad AC le perpendicolari
DG, EF, sara EF—=sen.C, (poich¢ I'angolo C; e I’arco DE
misura di lui hanno il medesimo seno., coseno;ec.) CF=cos.C,
DG=tang.C . Ma i triangoli simili 4BC, FEC, DGC ci dan-
.00 AB: AC=DG:DC, AB: BC=EF:EC, AC:CB=CF:CE;
-quindi in qualungue triangolo rettangolo & sempre

4 2
._~£—‘c=sen.C=cos.B,%=cos.C;sen.B ) E:tang.C’:cot.B -
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Sia dato adesso un triangolo qualunque 4BC (Fig. 4) e si
tiri dgl punto B la retta BD perpendicolare ad AC. Sara

BD BD ’ . L
ﬂ-ia_sen.C, —2-B=sen.A, e percio sen.C.sen.A_B—C ‘B

=AdB: BC , €ioe in qualunque triangolo i lati sono come i seni
N BD BD

=G0’ M 4F en.A,

AD_ 054, e percid BD=ABxsen.4, AC—CD=ABcos.A :

4B
s g . ABxsen.A
sara dunque tang.CT HC—ABxoos A’
BC3=BD*+-CD*=AB>—AD3+(4C—AD)>
=AB3+AC3—2 ACXAD=AB%+AC*—2ACXABXcos.A; on-
ABs+AC>~CB»
2aABXAC

degli angol{ opposti . Inoltre sara tang.C

Finalmente abbiamo

de sara cos. A=

. In queste poche linee ¢ con-

~ tenuto tutte ¢id, che appartiene alla Trigonometria rettilinea.

CAPITOLO IV.

Della evoluzione delle funzioni in Serie.. .

zl.

Allorché la formula .
A+Bx+Cx34+Dz*4-Ex*+ee.

¢ composta di un numero finito di termini, rappresenta sempre

una funzione intera di . Ma se il numero dei termini ¢ infini-

to, in tal caso pud esprimere una funzione qualunque fratta, o

irrazionale, o anche trascéndente . Abbiamo gia veduto che si
potevano ridurre ad una serie infinita i radicali di qualunque

denominazione: adesso insegneremo a svolgere in serie le fun- -

zioni fratte, e le funzioni trascendenti{che dipendono.dai loga-
ritmi e dal circolo. Prima perd si osservi, ¢he data 1’equazione

‘A4-Bx+Cz%+4-Dzx*+ec.—a+bx+cri+drt+ec. .
ove x & una quantita variabile, ed 4, a, B, b, ec. quantita ce~
stanti, sard sempre 4=a, B=b, C=c, D=d, ec., cioé saranno
eguali tra loro i coefficienti della medesima potenza di x. Poi-
«<hé dovendo I’equazione data aver luogo qualunque sia il va-
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Iore di x, sussistera anche quando =0, cio¢ sara A=a. Si tol-
gano da una e dall’altra parte le quantlt& eguali4,a, el'equa-
zione divisa per x diventera
B4-Cx+Dz3+ec. ._b-o-cx-o—dz ~+ec.
e col medesimo: dxscaxso dxmostreremo che B_.b e cosl in se-
guito. ’

B a
Cid posto sia data in pnmo luogo 1a funzione frattu Eeqrapryl

>

e ponghlamo A .
_.A-o-Bx-o-Ca:’-erx S-Ex*4ec.,
m==-nx
ove 4, B, C, ec. sono quantitd costanti. Moltlphcando per
Mm--nz avremo -
a-'Am-i—Bmz-o-me’-o-me‘-;-me*-a-ec. S
‘=Anz-Bnz? -o-C'n:r:s +Dnx*4ec.

-t

e qumdl sard Am=a, cioé A— — @ Te altre quantita B, C,ec.

si determmeranno con fare =0 i coeﬁicxentl di claScuna potesta

di x; onde avremo . B T N
mB""nA—-Q Y I N TR
mC-+nB=o0

. mD+nC=o

' ec.

Pertanto qualunque coefficiente Qsi conosce dal preeedente P

.po:ché & sempre mQ+nP—o, cloé Q——-—— Sara dunque

an ang

.B-:—— C"" ,ec.,e .

a _.a an an? a an?®
__x_g.__w _—xS.g. ec‘ H
m-o-nz‘ m m2 m*
Ya qual serie si chiama- geometncq, perché qualunque terrmine

sta al seguente nel nt dl‘r. =,
g el rapporto costarite —

Viceversa se sara data la serie. mﬁmta
. fand o P DO
R_.--o-——x-a-—-x“-}-—x‘-f-ec. e

sard R:

“ gerie. Se si volesse la somma della serie fino al termme
Tom. I. . 22

; questa espressione si chiama la somma della
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z
an & . . -
x , ciod il valore ‘della espressione
1
m ' -
| 2 z
a' ‘om' lan . an” 3
S=— e — 2 — X 7,
m m?  m® m 1
guesto valore si troverebbe facilmente cosl. Sia
Z4=1 Z-4-2
an Z4-1_ an B3 s n
T=""___ "1 _* 2 ec. all’ infinito,
Z+2 Zedn : e .
m m
esard - o ST
B4-1 1 ‘z-e-n
n BT an
Te=——x" ....-o-._..x-u-_-—z’-o- eo.).... o L, onde
mEHt m m? 41

m" " (m—nx)
S=R—T= s _ anz"""a-zf"‘ _ a(mz*'- 1 =)

menz g1 () - m*+ L m—iiz)

Questo, che abbiamo detto sulla sommazione delle gerie, si de-
ve adattare anche alle cose seguenti.

Si debba svolgere adesso in serie la funzione atbz .
) -NZ4-TTd
Ponghiamo -
B+bx
-—-——...A-o-B.r-o-Cx’-q—Dx'-o—Ex‘-n— ec.
MetpeRT A= D3

e moltiplicando pel denominatore della funzione avremo
a+bx=Am-+Bmx+Cmx3+Dmz*+ec,
<+Anx +Bnz? 4 Cnx® -+ec.
. +Arz3 4 Brzt +ec.

Quindi sara A:ﬁ ’ B= %—:T:- , €& dipqi
- Cm4~Bna-Ar=o
Dm+-Cn—+Br=o

N
3

: ec. ' :
onde qualunque coefficiente R dipende dai due precedenti Q e

1427
Sia proposta per esempio Ia funzione ———, dve a=i,
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b=2, m=1, n=—1, r=—1. Sard A=41, B=3, ed inoltre
C=Br- A=}
D=C+B=y
: eel
« ¢ la serie cercata sara -
142

1 e e 3 J
ove qualunque coefficiente é la somma de’due precedenti.

Le serie pertanto, Ie'quali nascono dalle frazioni, sontali,
che i loro termini dipendono dai termini antecedenti secondo
una legge costante per tutta la serie. Cosi se il denominatore
della frazione é m—-nz, abhiamo veduto che qualunque termine
Q dipende dal precedente P in modo, che sia mQu4-nP=o: se
il denominatore & m--na=rx?, yn termine qualunque R si de-
termina dai due antecedenti P ¢ Q in modo , che sia
mR+-nQ+rP=0. Similmente, quando il denominatore ¢
MA-nx-+-rx348z° , 8i trovera che qualunque coefficiente S si de-
duce dai tre antecedenti- P, Q, R in modo che sia
mS—+nRa4-rQ+sP=a. Queste serie si chiamano pereid #icarrenti,.
{wrché convien ricorrere ai termini aptecedenti per avere il va-

ore de’seguenti. Qui perd- si osservi, che se la funziome data
sard una frazione spuriv, cioé di maggior dimensione Qel nume-
ratore che nel denaminatore, in tal caso i termini del numera- -
tore turberanno la legge de’ termini della serie,, come pud riscon-
trarsi: onde accid le cose dette sian vere, convien che la fun-
.zigne data sia uma frazione propnia, cied di. minor dimensione
~ nel numeratore che nel denominatore.

Se svanisce il termine costante m, sard. 4=cx., e tutti gli
altri termini riesciranno infiniti; onde se m=o, non si, potra
adoprage il sprecedentg metodo, ma laiserie si travera- nel modo
seguente. Sia proposta la funzione . .

ay-bodoriy ec. , e trascurato il' fittore x- del denominatore
- T MR LATLI4~0C.) * .
si svolga in uaa serje: A4Bx+Cx?+eac.la funzions . -

= 14304423 472 41 1744182 5 +ec.,

Qo g 34-€C. .
: & chiaro che sard’
M~=NT==TX 34 eC.
a-+br+-ec.

A e
—— L.
‘ rZ 360, , — +B+bx+D.z‘ €cC.

Similmente avremo

.
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a+bzr+-cec.’
Z8(Mm-nz4-rz4-tec.)” 23
ed in generale

B .
+—+C+D.r+ec.

a4b3 46610 4 B C.
== <+ ec. -
aP (m+nzrz4ec.) P P zp
73

Abbumo veduto che le funzioni u'razwnah si riducono in

serie per mezzo del Teorema Nevvotoniano: non ci rimane adun~
que per questa parte, che a dimostrare il medesimo teorema,
che allpra abbiamo per induzjone da1 casi pamcolan dedotto.
Ponghlamo adunque

. (1) _.I+Ax+Bx°+Cx'+ec. e
ed avremo . -

(142)> _1+2Ax+A=x’+20r° —+ec.
+2Bz3i4+aAdBrt+ec.’

Ma(x-o-x) —(l+ax+w’) ; onde ponendo 2423 in luogo dx.

z nel valore di (1+2)" avremo ancora in altra ‘forma

(H—x) =142z Azx3434Bxt+ec.
- +4Bxv4-8Cx*~-ec.

Se paragoniamo tra loro questi due valori di (1--x)>"otterremo.

Afd—)

- A*+2B=4+4B, 3C+2AB={B+8C, ec. o #ia B==1=,

C:-—‘fq—-ﬂ -ec. Resta a determinarsi il valore di A; ma ‘essen-

I

do (1+2)™ —I+Aa:+ec ed {1+x)> —r-o-adx-q-ec , & chiaro il
valore di A essere una funzione tale di n, che diventa doppia,
quando si prende 24 invece di n. Sia dunque .
A=a+-bn-+cnd=+-dnt+eéc., e sara aA_.a+abn-o-4cu’+8dn‘+ec
—2a-+-2bn4-20n*+2dnt+ec. ;o‘nde a=c=d=ec.=0, ¢d A=bn.
La costante b si determinera se si rifletta, che posta n=i, ¢
1+x=1+bz, e percid b=1, ed A_.n Sara dunque
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. )
(N
B=(s X
. \ n(n—1)(n—a
: ) C= 2.3—)
eC.

e quindi

. (14¥x)n=x+nz+n—(";:!-)x°4;ﬁ(1':—')gl—-—ﬂx'+ec:

b
Ponendo r=—, ne verra

(1+%)"=;+nﬁ+"("—').b’ _n(n—1)(n—2) b°

- o == =f=€C.
P a ‘ad - a.3 a’

e moltiplicando per 2"
"(a+b)" =a" +na” b ﬂ%ﬂa"_’b’

+Mg-:ﬂan—36'+ec.

come abbiamo insegnato di sopra.

Abbiamo uno dopo Ialtro determinati i coefficienti 4, B,
C, ec., e ne abbiamo dedofto per induzione, che la medesima
legge ha luogo anche ne’termini seguenti. Per toglierci ogni
dubbio sopra di cid si rifletta, che il valore di 4 & =n,e quan-
do 7 ¢ un numero intero- positivo, ¢ quando n ¢ qualunque .
Gli altri coefficienti B, C, ec. sono determinati dalle stesse
equazioni tanto” in un caso, che nell’altro; e quindi saranno
sempre della medesima: forma. Pertanto, siccome la continua-
zione della legge ¢ stata dimostrata, allorché #n'¢ numero intero
e positivo, essa avra luogo ggt}al.m;ebn.te » qQualunque sia-il valo-
redin. ' ’ ’ ’

3. K o ,

- Passiamo alla evoluzione in serie delle funzionj trascenden-.
ti, ed in primo luogo parlando de’logaritmi cerchiamo. una se-
rie infinita, che esprima il valore di log.(1+4-z). Sia .

log.(14~x)=kz+lz*+mx'4+nx*+ec.
ove & stato omesso il termine costante , perché essendo log.1=o,
la serie deve svanire quando #=o0. Se adesso ponghiamo 22423
in luoge di x,avremo . N :
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log. (1422422 )=2kz+ kxd-+-4lxt+ lx*-ec.
+4lz34+-8mxt+12mx*-+-ec.
“+16nx*4-ec.

Ma log. (1-+-22--73)=log{ 1-+-x)3==2l0g.(1+x) ; quindi avremo in
altra forma

log.( 1+a.'p\-o-x’)—skm+alx’+amx'+2nz‘+ec
Dal paragone di queste due espressioni ne dedurremo .

k+-al=o, 4lwbme=0., lamtam1fn=0., ec.,cneél~—-’£ m::?

n_..—--];':, e quindi

xs s x5
log (l-hr)—k(h—-.-‘?——‘h-s'— GQ.‘)
ove k resta indeterminata per esprimere gl'infiniti sistemi di
logaritmi.
Posta —z in hioge di sa-li
3 xS Tt b
]og.(l—x)_—k(z-a--—u« ey n g -+ec. )
e Iog —loc (1+-x)—log. (l—z‘)_ﬁk(z‘-t--g’--l—'-s— ~~ec. )n
Se faccmmo k=1, avremo quei logaritmi, che si chiamano

nasurali, o iperbolici , i quali saranno cosi espressn

lOg‘(I-hZ‘)n:x\—- —:*?—ﬂ -|..-5-—-4;g-

log. (l-ﬂ)@—(x-&w-hﬁd-ﬁd-%:*ec )
xs xb x?
log ——-.sz(a'-b?*—--h-—-o-ea.)a

Vediamo adesso , come dalla base a dipenda il namero k.
Essendo log.a=1, se “facciamo 14-z==a, avremo

l:k(a—r (a—al)'_._(a—et)s ‘a:'?‘+ec.).

3

Per ottenere adunque il valore di &, che conviene ai logaritmi.
comum dovremo fare a=10, onde, verra

. Ma essendo questa, serie dmvergenﬁe cioé i.di lei termind anda n-
do crescendo non ce ne possiamo servire per determinare il va-
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. . oy T2, _G=I - o
lor di k. Facciamo percid ——=a, ed avremo y—=——, e quindi
} 1—x . a1

1__ fa—1  [a—1)t °[a—1)} ec
N Pl GU D3(ak)s Bla+1)t T ) ’
e ponendo a=10
(2 9¢ 9
. k (_1;-.- .u'+5.n°.+‘ec°) ?

i termini della qual serie vanno sensibilmente decrescendo, e
+perd sommandone alcuni troveremo il valor prossimo di &, e
sara 72:2,30358, e k=0,43%ga9. ’

Sia y il logaritmo iperbolico del numero 14, ed. x il lo-
garitmo del medesimo numero per la base a; sara
ze xb x4 '
B I R
4
u:l:(a—f‘:-o-%:—%--o-ec.) . .
. Quindi u=ky, e k=;" ; onde il numero £ per Ia base a & egua-
le al logaritmo di qualunque numero in questa base diviso pel
logaritmo iperholico del medesima numero. Se dunque faccia-
mo questo numero =a, sard x—1, e k eguale all'unitd divisa
pel logaritmo.iperbolico della base a . Trovato una volta questo
numero k, se tutti i logaritmi iperbolici si moltiplicheranno per
esso, ne nasceranno i logaritmi per la base a.
Si debba adesso woﬂete in serie la quantitd esponenziale
_ ¢ . Ponghiamo
T=1+Az4-Bx34-Cx*+ec.
e sard posto ax in luogo di x
cazj=1+adx+4Bx'+80a“+ec.
Ma **= (cz)’=1+an+A’x’+ 2Cxt-ec:
+2Bgo4-2ABz e,
onde paragonando i termini’di queste serie eguali troveremo
".aB=A3, 6C=248B, ec.; cioé¢ B:'A—: s C=;43 »ec. Rimane perd

indeterminato il valore di 4: per determinarlo si prendano i lo-
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garitmi di ¢®, e della serie che rappresenta questa quantitd , ed
avrassi

’

zlog.c=log.(1+ Az4-Bxz*+Cz* + ec.)
=kAx' 4+ kBz3+ kCz* + ec.

kds . okAB
e 0 4 x +ec.
kAds
. -o--Tx'-'-ec.-
onde si deduce log.c=k 4, cio¢ 4= l_?_g._c', e quindi
__ Lo
x__ logc log.ca 23 logc® z°
e N Ay Tk Erw ks ranklrw k)

Se ¢ @ eguale alla base a de’logaritmi che si prendono, sati
log.c=1, ed avremo
z ¥ oz :
() =""?*m*;377+°°‘ ¥
‘¢ facendo x=1 )
I
a=1+ k-&- += 3 e
per mezzo della qual serie dato il numero k si potrd ritrovare Ia
eorrispondente base a .
© a ¢ la base de’logaritmi iperbolict, che in seguito chia~
meremo sempre e, a motlvo di k—l sari

[ ¢
e—r+—+ +—=3

-7 =+C€C.

3 53 ec. »
onde si ricava e=2,7 18281 Inoltre sar&
© x93 xs
—f— e,
s x-o- "+ +33+234

e similmente

-— xr x3 x¥ rt .
T J e s s e - eC.
¢ =T+ 3 a3 234 r
e quindi )
—p y
2 x4
e *e — £ z +233 =+ ec
. Py 2.9.4
ew_e_x xs x'
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Dalle funzioni logaritmiche ed esponenziali venghiamo a
quelle, che dipendono dal cerchio, e primieramente cerchiamo
le serie, che esprimono 1l seno éd il coseno di un’arco . Pon-
ghiamo a quest’ oggetto

- gen.x=ax-+bx4-cxt4dx 4 ec.
cos.x=1+4Ax2+Bzx*+Czxs+ec.
Nella prima serie abbiamo omesse le potesta pari di =, perche,
essendo sen.—z=msen.z, se facciamo x negativa, deve diventar
negativa anche la serie, allf opposto nella seconda abbiamo tra-
lasciate le potenze dispari, perché posto —z in luogh di z la
~serie deVe rimaner la stessa,” giacché cos.—x—cos.x. Sara per-
tanto ° : :
sen.x? + cos. 2 =1=142Ax?+A*z*+ 2Cr*+ ec.
© +a3x34-2Bx*+3ABrt+ ec.
“+2abzt4- b3z S+ ec.
-+ 2acx %<~ ecC.
onde si ricavano liequazioni, 2A4+4a%=o, 4?+2B+2ab=o,
2C+2A4AB+b3+3ac=o, ec. Cos) pure sara
28en.xXcos.x==sen.ax—2ax+ 8bx’+32cr°+128dx7+ ec.
=2ax+ 2bx'4 2cx°+ adx’+ ec.
+3Adax’4+2Abxs+3 Acx 1+ ec.
+2Baxs~+2Bbx?+ ec.
. © =++2Cax 14 ec.
e quindi 6b—ada=o0 , 30c~—~3 Ab—2 Ba—o, :
146d—2Ac—2Bb—2Ca=o, ec. Da queste e dall’equazioni pre-
cedenti deduciamno - : ’

a? . as a* as as
A=—0, b= g B=13g, o= o345 O =343

8e I’arco z & piccolissimo, si confonde col suo seno, ctoé
sen.2=x; ma nella serie suppesta sen.x=ax, dunque a=1, e
quindi : . S

z3, xe
. BCR Aol e e e L L
23 2.3.49 7 .
. €08, x=I A A 24 €c
. i —3 O -+ fom = €C.
a a3 2.3.49.67

Ponghiamo tang.x=z-+Az*+Bx’+-C%'+ee. o come la
tangente ¢ eguale al seno diviso pel coseno, avremo
Tom. I, . ad’
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. x3 xs
. X —— e — €C.
z4+Axt4+Bxt4+Cx'+ec.== 23 2345
x9 .x4 1-‘ . .
: =3 3.3.4 2.3.456 ec.
e moltiplicando : ‘
xs x8 x? xt x5
P34 a3 456 T T T3 a340 o -
Axs Ax1
+Ax? +— ec. :
Py 2.3.4 -
-i-Bx‘—-Bs-x—?-n- ec. '
) ~+Czx'— ec. . ‘ .
onde si deduce A:—I- , B:i5 , C=;%, ec., e

xrd axs . 1gx?

ang T=X +—5-+ 4——3‘—5—4- ec.
"Lalegge dei coefficienti 4, B, C ec. ¢ la seguente,,
A*'— . '
_4_4 b 1
2 233 ' a 3. 2.3.4.5
B 4 4 4 1
C=——
2 ad 4 a. 3.4.6 . 2.3.4.5.6.7
ec.

- « Abbiame veduto,, come le funzioni di cerchio si esprimano
- per gli archi; mostriamo adesso come gli archi viceversa si
esprimano per le loro fanzioni. Sia ¢ la. tangente dell'arco z, e
ponghiamo

x=t+At*+Bt*+-Ct'+ec.

ot 84ts 3aBts SaBtv
Ww=IIn T (1—t2)2 (t tﬁ)' *

perché quando x diventa 2.:1,' in luogo di t—tang.x 8i deve porre

sara

at
—ETtang.ax. Rlsolnmlo in serie i terminf——

_to (l_qﬂ)s’ec’

ed ordinando tutto per ¢ avremo .
2x=at+2At'-o-s.Bt°+ec._zt-r- at’-n- atb4-ec. .
+8. At 24 At +ec.

~32Bts+ec. .
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cioé A:—'%—, B:-%, ec., ed

PIPTEY
. K=l — — ec.
: 3tE Ty T

- 8Se facciamo xz%; all’arco di 45. gradi, avremo la serie

Leibniziana

, P i e
R b e S T

Ponendo :r:%: all’arco di 3o0. gradi, di cui la tangente

=%., otterremo una serie pit convergente
%z_’_- Iq--%-l- e gt ec;) s
3\ 3. 638 733 " 9.34 4
per mezzo della quale Lagny calcold il valore di p con 137 de-
cimali, le prime delle quali ci danno p=3, 141592..
Con un metodo simile si potra 1’arco esprimere per le altre
sue funzioni.

CAPITOLO V.

- Della riduzione delle quantita immaginarie alla forma

A+By/ =1 .
75.

A’.bbiglino gid notato nella prima Parte, che qualunque quan-
titd immaginaria ridur si poteva alla forma 4+B}/—i ; adesso
insegneremo ad eseguire questa riduzione. In primo Iuogo cer-
chiama, come si esprima il legaritmo di una quantitd inmagi-
naria; e qui come in seguito, quando parleremo di logaritmi, in-
tenderemo sempre.i logaritmi iperbolici. Sia dunque proposto

log.(a-,-bl/—x)zlog.a-u-log.(x-.- ;‘VL:_‘.), e riducendo questo in

“ setie avremo
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. log.(l-o-%[/—x):ﬂ_/:_{..-ﬂ__b_sl_/_-: —it

a 2a% 3a® *© 4a*
-o-l_’:.li—.-_l-‘-i - eC. !
5a% 6a¢

1 /b3, b4 be )
-— — —— e = @C
2\ags a2o* 3as

b b be
) -F'/—l(-;—a—a;-t--s;—ec.) .
La prima parte di questa quantita & =%log.(1+ %—:—) (73)» la

seconda & =}/—1 moltiplicata per I'arco, che ha %per tangen-
te (74) . Chiamando dunque § quest’arco, avremo

1 b3 . i
log.(a+H/" —-x)ﬂog.a-:-;lo&( 14 .“_’)...ﬁ'/_ I
=log.|/(a*+b2)+f) —1 , cioé lo avremo ridotto alla forma
A+By/ =1

Essendo log.(a+8)/—1)"=mlog.(a+b/—1), sara
log.(a-+b)/—1)""=A~+B}/—1 posta A=mlog.|/(a*+b*),
B=mf= all’arco, che diviso per 7 ha la tangente =— . Cosi,

poiché 105.(44.51/71)""""V"‘=(m...nl/.’..,)1og.(a...'b;/—x ),

sara log.(a+-b/—1) I ~!'=A44-B)/—1, se si pone
A=mlog.)/(a® +b*)—nf, B=nlog./(a*~+b3)+mf . .

~ Viceversa la formula 4+B)/— si potra ridurre alla forma
log.(a+4/—1) . Abbiamo veduto essere A=log)/(a*+5%) ,

B=: all’angolo che ha-z- per tangente : quindi si ricava

e =}/ (a®+b2), o sia aﬂ:ezA—bﬂ, e%:tang;B‘, cio¢

A
b ==thng. B2, onde b= ¢ Xtang. B —eAsen.B, ed
JEX - |/ (1+tang. Bs) .
a=]/ (e’A—e A

24 %cos. B . Sard dunque A+B|/ =1
=log. (eA)(cos. B4/ —1 .eA)(sen.B) .

sen.Bs )=e
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Se A=o0, avremo B}/—1=log.(cos. B+{/—1.sen.B), e per-
cid BV '=cos. B+}/—1.sen. B; similmente

e_Bl/_lzcos.B—V—l.sen.B, onde si deduce
- VAL ry g B —1_ B/

cos.B= , sen.B=— .

2 ~ -1 '

Se nella formula B)/—i1=log.(cos. B+~ —1:5.8) facciamo
cos.B=1, sen. B=o, sara primieramente B=o0, ed infiniti altri-
valori di B, che soddisfanno a queste condjzioni, saranno espres-
si dalla formula =2mp, essendo ap la periferia del circolo, ed
m qualunque numero intero. Sard dunqie log.1=2mp}/ —1,
cioé il logaritmo dell’unitd ha infiniti valori, uno de’quali &
=o, e gli altri imaginarj. In egual modo se facciamo sen.B=o,
cos.B=—1, troveremo log.—1==t(2m—1)py/ —1, tio¢ il loga-
ritmo dell’unita negativa ha infiniti valori, e tutti immaginarj.
E siccome a—=1Xa, e —a—=—1Xa, se chiamiamo A il logaritmo
reale del numero a, sara log.a=A--log.1, e log.—a—=dA~+log.—1,
cioé il logaritmo di una quantita positiva ha infiniti valori, uno
de’quali é reale e gli altri immaginarj, ed. il logaritmo di una
quantitd negativa ha anch’esso infiuiti valori, ma tutti imma-
ginari; che ¢ il famoso teorema del Sig. Euler. Se nella equa-
zione log.—1=(2m—1)p}/—1 ponghiamo m=1 avremo la cele-
bre proporzione di Giovanni garnoulli 1;p=}/—1:log.—1, cioé
;l diametro del circolo sta alla circonferenza come |/—i a
og.—1. : . :
. 8i debba adesso ridurre alla forma A+B)/—i1 la formula

(a+5,/—1)" . Prendendo i logaritmi avremo

log.(ax-B~ —I)'?:nilog-.l/ (a2e-b2)-mf/ —1

:.lqg.[cmlog'l/ (azq'bn)(cos.mﬂ-ﬂ/ —1.sen.mf)]

=log.[}/ (a2+53)"(cos.mf+,/—1.sen.mf)]; e ritornando dai lo-
garitmi ai numeri avremo (a-+-b)/—1)"'=}/(a3+)" X cos.mp
+/—1.1/(624b3)"Xsen.mB , ove § & un arco, che ha per tan-

» € per coseno — *

gente — , o sig per seno —————— —_a
S (D) Vab)

~ Dividendo per |/(a%+$2)" avremo
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. - oy 5
(l/(a“-o-bﬂ) N V(aa-.-b'z))m_cos.mﬂ-l-[/'—.lsen.mﬂ .

Ma

|/(a’a _._b,)_"‘osoﬂ; @ -4-1:’)—‘““ f; dunque
" (cos.f+4/—1sen-f) "=cos.mf+|/—1.sen.mf,

e presa  negativa

(cos.f—/ —x.sen.ﬂ)m;-ECOs.mﬁ-V —1.sen.mf;

» onde si deduce

(cos.f4q/—1sen ) ™ (cos.f—i/—1 sen.f)”™
: . 2

cos.mﬂ..—_'

;cn.m b= (cos.f-+/" —1sen.f) " —(cos.f—) /=1 sen.ﬂ)_': .
i . 2]/ —1 o -
Si risolvano in serie quest’espressjoni, e si otterra.
cos.mP=cos .8 — 'ﬁ(%-—ﬂcos.ﬂm =2 ysenp
-+ m(m—r)in;—‘;s)(m—q?)co&ﬂm— 4o son Bi—ec.
sen.mf= mecos.B Xsen.f— '—"-(—"L_—-;I—)E,’L"L_-ﬁcos.ﬂm '_'3)(sen.ﬂ3 .
- mim—1 )(m:;)z,;—3""b-4) °6s.3m-5)(sen.ﬂ5- ec.
come avevamo osservato di sopra (69).

I .
8e m & un numero fratto =, avremo

IV(WT-I)=V(¢¢.‘J!?‘((:OS.%+|/—‘1.sen.%) ,

b
—— , € per coseno

V(a2+b?)

ove § & un arco, ehe ha per seno
.

2 . Oltre I"arco f, che si sappone minore dell’ an‘golo »

l/ (a’-i-b ) ~ . .

- retto, vi sono infiniti altri archi, i quali hanno il medesimo
seno e coseho, rappresentati dalla serie ap+f, .Ap+f, 6p+B,
8p+f, 10p+B, ec., onde in luogo di—g-pouiamo prenderé quar
B ap+f 4dp+b ﬁp:-ﬂ ec. fino

lunque degli archi seguenti,;‘:(;r,; s T T
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a(n=—1)p- \ L0 . .
a _(__n)_piﬂ . Perché se continuassimo avanti questa serie, la

formula nostra riprenderebbe i valori precedenti, giacche

cos. =2 *ﬂ '—cosﬂ [ g—-———(""':)p ) =c0s. 2 :ﬂ, ec., e simil-

mente sen -lp:—ﬂ_sen ﬂ , 8én. alnat )p*ﬁ_.se‘n p:- 4 ec. Quin-
di la radice n.®ims della quantita a-o-b]/ —1 ha n diversi valori
espressi dalla formula '/ (a’-‘-bﬂ)(cos L/~ 1sen. 1) ove per
y si poseono prendere i seguenti z archi

B, ap+f, 4p+0, 6p+f, . . 21573—1)1»-0-3
essendo ﬂ il piu piccolo arco che ha ———__ pei seno, ed
PP e

per coseno. "

e ‘
Sia proposta per esemplo la formula / [¢+” (73_08)]

ove sia g3<c® . Avremo a—g, bq/(c'-—q') , e quindi
L/ [g+4~ (z’-c‘)]:[/c(cos =+ —18en. -é) , essendo f un

angolo, che abbia ‘{(T/:_q_) per seno, e q — per coseno . Si-
milmente l/ [q—l/(q’—c’)]:[/c(cos ——|/—uen ﬂ) onde .

le tre radici dell’equazione x*—3cx—ag=o0 nel caso irreducibi-
le (46) saranno x=3}/cXc0s. ;- g » =2}/ c)XCO08.

3 2
a—a[/c)(cos.ﬁ, ove 3p rappresenta la circonferenza del

circolo.
Rimane a ridurre alla forma A-o-ﬂ]/—-l la quantita

(a2, — l)m"'"l/ ! .. Prendendo i logaritmi avremo

log. (wq/_;)'“"‘l/ '=Ca-D}/—r1, ove C=mlog. V(a;q-b')—nﬂ,

D=nlog.}/(a%-+b%)+mf , e f I'arco che ha.% per tangente.
Facciamo C--Dy/—1=log.(A+B}/=~1), ed avreno
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A_eC)(cos D, B_.eC)(sen D, cioe

4—gmlog. | (a® b )— "ﬂ)(cos (nlog }/(a2+-b%)+mf) ,

B=cTg (@b nﬂ Xsen.(nlog., /(a3 +b%)+mf) . Ora es-
sendo log.(a+5)/— l)m"'"l/—‘._C-n-D[/ —1=log,(A=+By/ —1),

se passiamo dai logarltml ai numeri avremo

(@48 =1)" Y T =4 B

Pertanto qualunque quantita immaginaria o algebraica, o
logautmlca ed esponenzmle si riduce alla forma A+B}/—1: e
siccome i seni ed i coseni e le altre funzioni del cerchio si pos-
sono esprimere per mezzo delle quantita esponenziali, é mani-
festa la via di ridurre alla medesima forma anche le funzioni
circolari.

76. “.

Applichiamo la teoria esposta alla ricerca delle radici dell’e,,

quazione z"sc==0 . Sia primieramente z"'=¢c , ed avremo
z—"/c, e se nel valore di /(a-o-bl/—t) faremo a=c, e
b=o0, troveremo .r.:L/ c(cos -+|/-lsen 1) , ewe in luogo
di y si possono prendere gli archi o, 2p 4p,6p, .. 2(n—1)p
Le radici adunque dell’ equazione z"—c=g0 saranno a=j / ¢,

,,-—l/ (cos. p.ﬂ/—xsen —),:r"‘/ (cos 52-..-1/-uen 4p)

a——‘/ cos 2‘" ')p-o-t/ —1sen. ‘" ')p) Se si - osserva che
cos.m —1sen. m:p“(cos rp-o-[/—xsen 45) , 8i vedrd che po-

£to cos. "‘"‘l/ —1sen. =a ,» queste radici saranno rappresenta-

te dalle quantita '/c al/c a’i/ c a"/c, .

. ot ] / c. Allorché n ¢ un pumero pari, tra le radici
sard compresa la quantita
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'V (cos —-o-l/—lsen. ) Vc, perché cos.p=—1, e

. . ] Sy . . .

sen.p=—o, cioé I'equazione x —c==0 avra le due radici reali
n n . .

-+ ¢, e —] / c, come altronde & noto; se n & dispari, una

' .- ” . 3 .
sola sara la radice reale = l/ c, e tutte le altre immaginarie.

Si sa dalla teoria dell’equazioni, che una di queste radici i imma-
ginarie essendo della forma 4+Bj —1, ve ne sard sempre un’-
altra della forma 4—B}/—1, come si pub ancora verificare. In-

2(n~1) 2p a(n—

fatti cos. —n——pzcos.-;, sen.———p=—sen.—- 2P | e percid I'ul-

tim; radice equivale a V (coa.—-l/—lsen.—-): cosi pure
€08, —— aln— )p —~=cos. 4p , sen g(n g)p —=—sen. 4p -, onde la penulti-

ma radice sard '/ (cos.4p —[/ —lsen.@) e V'istesso si dica

delle altre. I fattori adunque della quantita z”—c saranno

n
X— c

%Vc(cos.%-ﬂ/—x sen. -a;::)

A x—lyc(cos.s—n—p—[/—xsen.l:)
T ' x—l:l/c(cos.%’-*l/;lsen.‘i_s_)
L V c(cos.ﬁnz-ﬂ/—xsen. ﬁ‘nﬁ)

ec.

_e se si-moltiplicano insieme i due fattori immaginarj cerispon-
denti, ne nasceranno i fattori reali di secondo grado, la forma

. n m M
generale de’quali sara x3—2z l/c cos. —;[z -o-l/ ove per
‘2m si pud prendere qualunque numero pari non maggiore di n.
n
Se I’equazione sard z -c=0, che ci dd x=) /" —c , po-

Fom. I. V . 24"
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nendo nella formula IV (a+by/~1), b=0, ed a=—c trovere--

mo z—_"lyc(cos.% +i/—uen.%), ove per y si prenderanno gli

‘archip, 3p, 5p, . ... (2n—1)p . Allorché x & dispari tra que-

ste radici vi sard compresa lyc(cés.p-ﬂ/ —1isen.p),ciod —Vc,

A . . n
che sara la sola radice reale della equazione #” +-c—0; ma quan-
do n & pari, tutte le radici saranno immaginarie. Qui pure, se
due fattori immaginarj si moltiplicheranno insieme, ne verran-

no i fattori di secondo grado della quantitd z"+c, e la loro for-

n am~=1 - B
ma generale sard x3—azx t,/ c.cos. ——p—+| / c3, ove per

2m~-1 si davranno prendere tutti i mumeri dispari non maggio-
ri di n. Si osservi perd che nel caso di n dispari, in luogo del

fattore z2—sa] / c.cos. p+ V ¢?, cioe del fattore (x-o17 c)s

si dovra prendere il fattor semplice = e

Da questi principj si pud dedurre la dimostrazione del ce-
lebre teorema di Cotes, il qunale si enuncia cosi. Se si divide
(Fig.5.) 1a circonferenza del cerchio 4aBPP' B'a’ nelle parti
eguali da, Ad', aB, d'B', Bb, BV, ec., il numero delle quali
sia 2n, e da un punto qualunque M preso nel diametro AL si

‘tirano a tutti i punti di divisione le rette Ma, Ma', MB, MB',

Mb, M¥', ec., sara sempre la somma delle potenze

T4" +IM"=Ma.Ma' . Mb.MV'.ec., ed 14" "—TM" .
=MA.MB.MB .MC.MC'.ec. Sia il raggio I4==k, IM=zx, e
preso un punto qualunque P nella circonfercuza, e tirata la
perpendicolare P(QQ al diametro 4L, che prolungata incontri di
nuovo la circonferenza in P', e condotte inoltre le rette MP ,
MP', se si chiama g I'arco 4P, sard PQ=ksen.¢ , MQ=z~-kcos.p;
onde MPXMP'=MP*=x3—2kzcos.p+k> . Se-adesso facciamo

. 2
$ successivamente =o, -:i s 4—:, ec., avremo

—~MA=x—k, MBXMB'=z*—akzcos. L +is,
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MCXMC'— 3makzcos, o 4p ~+k*, ec., i quali valori sono i fats
tori di x —Ic" =IM"—~14". Similmente ponendo ¢::% s 3—: )
ec., avremo Ma)(Ma’:x*—zkxcos.%-o—k’ ,
MbxMb' x’—z/cxcos +Ic° y €c., i quali sono i fattori di
z -o-kn.:m "T4". Dunque ec.
: ‘ 7. 5 :
Si debbano adesso trovar tutte le radici dell’equazioni de-
rivative del secondo grado 2~ —3dxz"+B2=o. Avremo
n
=1/ [A#/(AMB*)] e s0.48>B, posto A/ (A*~Br)=,

ed a=cos. 22 -o-|/ 1sen.-—, le radici della proposta saranno

rapplesentate dalle quantlté l/ c, al/ c,a’l/c, ...
8

¢, il numero delle quali ¢ 27 a motivo del doppio se-

*  gno-contenuto nel valore di ¢. Se 4 & <B, ponghiamo nel va-
) lore di '7(a+b[/ —1), a=A, b=3/(B*—43), ed avremo

xz.-ly B(cos.%-o-[/ - uen.%-\),ove y rappresentera tutti i seguen- '
ti archi =08, ap=td, 4p=kd, 6p=x3 . . . . e(n—1)p=D, essendo 3 il
oy |V (B3—A3) A _ -

_ pin piccolo arco, che ha “——f— perseno, ed  per coseno,
cioé sard y della forma amp=£3 , purché per m si prendano tutti
i numeri interj minori di n. E qui pure si dimostrerd come so-
pra, che i fattori reali di secondo grado della quantita
2*"—242"+B* nel caso di 4<B sono espressi dalla formula
w“—le/ Bcos. mP =) "/ B3, ove 2m rappresenta tutti i
numeri pari non maggxorl d1 n. Se per evitare le quantita irra-

zionali facciamo B=k", sara 4=k"cos.?, e la formula
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amp=d

x?=—3kzcos. —+-k2 fipprqsenter& i fattori trinomiali della

funzione 22" —ak™z"cos.0+-k>" .
Quindi si‘deducé’lal dimostrazione del seguente teorema di
Moigre: se nella circonferenza di un circolo 4BL (Fig. 6) si

'prende un arco qualunque AL=3, e I’arco AB=-, poi comin-

ciando dal punto B si divide la circonferenza in un numero n
di parti eguali BC, Be, CD), cd, ec., condotte da un punto M
preso nel diametro che passa per A a tutti i punti di divisione
le rette MB, MC, Mc, MD, Md, ec., sara '

—B em ] e e D ———D

WME MC Mo .MD Hd .ed=AI"—sAl" HT" cos.0-MI" .
Poiché chiamando £ il raggio 41, ed x la di lui porzione MI,

e ¢ 'arco qualunque AP troveremo come sopra MPa -

=x3—akzcos:p+k* ; e ponendo in luogo di ¢ gli archi -’3;- ,

n__n__ , sﬂna > ‘j—-—‘n s ip%-f’ ec.; otterremo per MB?*, Mc*,

MCs, Md», MD», ec. le medesime quantitd, che abbiamo

. . 4. 2R nn
veduto essere i fattori di 2 —2k" z cos.3=4-k>"

CAPITOLO VI .

Delle frazioni continue.

o - 78.
Le frazioni continue formane un genere particolare di espres-
sioni, che per la sua utilitd merita di esser trattato con qual-
ch’estensione. Frazione continua gi chiama una frazione, il di
cui denominatore ¢ composto di un numero intero e di una fra-
zione, ed il denominatore di questa é di nuovo composto di un
numero intero e di una frazione, e cosl in seguito. Tali sono
B » . - .

T espressioni ; : a

a-l-——- P . Qe —— 6
b+— e b+ —— y
- Cop— c+—
d-+ec. d—+-¢C.
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Noi considereremo speciglmente la prima forma, s} perche & Ia
pitt utile, si perché dal conoscere la natura di questa si rende
nota anche I’indole dell’altra. ,

~ Per vedere come;ilyalore della frazione continua esprimer
si possa nella solita maniera, terminiamola gradatamente nella
prima, nella seconda, nella terza frazione, ec., ed avremo

‘az=a

I __ab+r
5= b :
el _abctca __(ab+1)c+a

b L bowr T b
¢ o
et — abeds-cds-ad-ab+-1 __ (abc~c4-a)d--ab+1
b bed—md—b T {boae1)da=b
- |
T __ abecdéscdetadesabe-e4-abo—c+a
a*b-.- o - " bededesmbet-beper -
+—,
d-— -
e . [
. __|abedscdsad—rab+1)esabcacaa
- (bed—+d—-b)etbecat1
ec. -

La legge di queste frazioni ¢ la seguente: qualunque numera~
tore & eguale all’ ultimo de’ numeratori precedenti moltiplicato
per la corrispondente delle lettere a , 4, ¢, d, ec., ed al nume-
ratore penultimo; e la medesima ¢ la legge dei denominatori. Se
dunque facciamo ‘

i Am=a ‘ A=1
B=bA41" - B'=b
" C=cB+A . C'=cB'+A'
D=dC+-B ‘D'=d(C'+B' .
FE=eD+€C F=eD'+C'
ec. : ec. -

B ¢ D E - .
T BT e Per dimostrar

questa legge suppongo, che essa si verifichi per esempio fino al-

quelle frazioni saranno
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la frazione-g; » ¢ dic che avra luogo anche per la frazione se-

guente EE—, . Infatti la frazione D i cangia in E,E;, se in quella

Dl
si pone d-o-—:- in luogo di d. Essendo adunque g:gg%:%, sa-
‘d-'- -I—)C-o-B -
. ___( T e —eldC+B)+C __ eD+C Se la frazione

T T
continua é terminata, 'ultima di queste frazioni ci dard il di
lei esatto valore, ma se la frazione continua va all’infinito,
queste frazioni anderanno sempre pil accostandosi al di lei ve-
1o valore. .

Se prendiamo le differenze di queste frazioni, avremo

B _4_1 C B__ 1 e
B AT °CT B~ bbowr)’
D_C_ . ec. Quindi la frazione continua
D' C “{bow1)\bed+d+d) * °* razion
a+— ' si potra esprimere per la seguente serie
bt —
O+ Tec.
T o
a+

7
% boo+t )+(bc+l Nbed=d-+b) ee-

onde viceversa le serie potranno convertirsi in frazioni con-
tinue, : ’ .

Ma lasciando da parte queste cose, perché poco utili, ve-
diamo con qual mezzo le frazioni e le altre quantita ridur si
Possano in frazioni continue. Sia pertanto X una quantita, che
non possa esprimersi in numeri interi: per conoscere il valore
di questa quantita cerchiamo primieramente un numero intero
cosi prossimo al valore di X, che la differenza da esso sia mino-
re dell’unita. Sia @ questo numero, e sarda X—a minore dell’ u-

1 1
X—a X—a ?

e in simil guisa cerchiamo il numero intero 4 il pilt prossimo
al valore di X'; sara di nuovo X'—b minose dell’ unita, ed

Ditd, e quindi maggiore dell’ unita. Facciamo
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X' ; maggiore dell’ unita . Se ponghiamo

191
X'-—b"‘X' ', e cerchia-
mo 11 numero ¢ prosslmo al valore di X", avremo anche adesso

I
X"-—c<l, ed X" X e cosl in seguito. Ora essendo X—a=X"

=X",

sard X—a=- X" ed X=g-+— X' , similmente poiché X —b

sard X'—bh- -i-ﬁ, e cos} pure X'"'=cw- X—‘,,; , ec. Se ponghiamo

per ordine questi valori avremo

1

X

X=a+— I ®
b

X=a+

X=g+— .
b —,
-
e finalmente A
X=a+— 5
b—
o+,
dt-—
* e+-gc.

la quale sara la frazioné continua, che esprime il valore di X .
I numeri a, b, ¢, ec. si {)ossono prendere in due maniere, cio¢
o maggiori o minori delle corrispondenti quantita X, X', X",
ec., delle quali sono limiti. Ma se saranno tutti minori delle
quantitd X, X', ec., i denominatori 5, ¢, ec. della frazione
continua saranno tutti»poaitivi; se saranno tutti maggiori, i de-
nominatori saranno tuttinegativi; e se saranno in parte minori
. ein parte maggiori, i denominatori saranno g positivi e negatiw
vi. Poiché se a ¢ &KX, sara X—a una quanti®® positiva, e tale
sara anche ; ma se a>X, sara X—a e percid anche b una quan-
titd negativa. Per evitare i termini megativi nella frazione con-
tinua noi prenderemo sempre i limiti minori. Si osservi intan-
to, che se alcuna delle quantita X', X", ec. si trova eguale ad
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un numero intero, allora sara o 4=X', 0 c=X".0 d=X"", ec.,
e la frazione continua sara terminata . Cosl, se X" ¢ un numero

intero, la frazione continua che esprimeé X sard Xz=gu-+ 1
Supponghiamo che la quantitd. X sia una frazione raziona-

le =, ove le lettere’ M ed N rappresentino numeri interi . E

chiaro che a sara il quéziente della divisione di M per IV ; onde
se farassi questa divisione, ed il residuo si chiamera M', sara
MM N oo . o .
yoamm o ed X = Similmente per avere il valor prossi-
.mo di X' si divida IV per M', ed il quoziente sara 5, il residuo
- . 1 M M. .
Sla.M". Qumdl X'—b:mé,, ed XH:W: di'nuovo adunque si
dividera M' per M", ed il quoziente sard —c, e cosi in seguito.
¥. evidente pertanto, che per ridurre le frazioni ordinarie in
frazieni continue convien fare quella medesima operazione , con
la quale si cerca il massimo comun divisore delle quantita M
ed V. I quozienti nati dalle divisioni saranno i denominatori
della frazione continua, la quale si terminera, allorché’la divi-
sione si fara senza residuo. A

Sia proposta per esempio la fmﬁone 1—23

87
razione seguente per trovare il massimo comun divisore de’nu-
meri 123 ed 87. o

, esi faccia 1'ope-

87)r23 (1
[ SRS 87; e EEA
.. 4. 30)87 (2
. v .. . 72 v N ' . ‘ -

15) 36 (2
. 30

6)15 (2 ':
e 12
- L | 3
o 0
Poiché siamo giunti ad.un residno ==o, I’operazione & termina-
ta, ed abbjamo 4=1, b=2, c=2, d==3, e=32; onde
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* 1“3‘ 1
e & L
87. 1
D e
r *
De = 1
2-0-'—;' . M

Anche le guantitd irrazionali, e trascendenti si possono

con questo mezzo svolgere in frazione continua, se prima si
riducono in frazione decimale. Cosi essendo |/2=1,41421356

= 141421356 , 8i faccia questa operazione,
100000000

100000000 | 141421356

82842712 | 100000000

17157288 | 41421356

14213560 | 34314576

2943728 7106780

2438648 5887456

RO PP R~

ec. 1219324
e sard | /2= 14 — .
o 2ee—
+—
Cae—
Do
2--ec.

Ma siccome il vero valore di una quantita espressa in decimali
ha per limiti la frazione decimale data, e la medesima accresciu-
ta dell’unitd nell’ultima cifra, bisognerd far 1’operazioge su
queste due frazioni, e non ammettere che quei ‘quozientiyi 'qua-

li son dati da ambedue le operazioni. - . .
Trovati i valori di @, &, c, ec., se facciamo comgé?_o'pra-
TN

. A=a | . A=1
- B=ba+rx B'=b
© C=zcB+A4 C'=cB'+A'
D=dC«+B D'=dC'«+-B’
ec. ec.
B C

. . A D . .
avremo le frazioni T F ¢ D - convergenti verso il

valore della quantitd proposta X . Se osserviamo attentamente
Tom. I. 25

- .
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queste frazioni vedremo in primo luogo, che i numeri 4, B, €,
ec.,ed 4', B', C', ec. crescono continuamente in modo’, che B
¢ >4, C>B, ec., B>A4', C'>B', ec, In secondo luogo, se
moltiplichiamo  in | croce i termioi di due frazioni contigue,
hvremo -

BA'—AB'=x .
CB'~BC'=AB'—BAd'=—i
DC—CD'=BC'—CB'=1

ED'<DE'=—1

_ ec. :

Quindi apparisce, che tutte queste frazioni son ridotte ai mini-

mi termini: perché se nella frazione g per esempio i termini C

e C' avessero un fattore comune, dovrebbe avere il medesimo
fattore anche la quantiti CB'—BC', lo che non pud essere a
motivo di CB'—B(C'=—1. ,

. Se adesso ponghiamo I’equazioni precedenti sotto questa
orma B

B A4A_ 1

B~ A~ A8

C B__ Y “
TTF= BT

1_)_ c )

DT C—CD

, ec.
vedremo che le differenze tra le frazioni %, . g , €C. VANnuo sem-

Bre diminuendo, e quindi esse formano una serie convergente .
i pit la differenza tra due frazioni consecutive & cosi piccola,
che non pud tra due di esse cadere un’altra frazione, la quale
abbia il nrenominatore pin piccolo di quello delle due frazioni.

Poonghiamo infatti che tra le due frazioni g—, e l_];)’ sia compresa

la frazione % , € sia se & possibile.n‘ minoredi C' odi D'. La

differenza adunque tra % e g—, , ‘ciog ﬁnc—,—"g dovra esser mino-
re della differenza tra %, e Tl;-, , ciog¢ < C'ID’ ; ma quella differen-
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za mon pud mai essere <nLC' » dunque se n<D’, quella differen:

za sard sempre maggiore di C’.ID’ . Similmente la differenza tra

m D : 1 . 1
w e o non potendo essere <m , sara >W se n<C' . E

. adunque impossibile che tra le frazioni g e 117), cada un’altra

frazione 5+ in cui sia n minore di C' 0 di D'.

Vediamo adesso quanto queste frazioni si accostano al vero
valore della quantitd X che rappresentano. Se dunque a & il

varlor prossimo di X, ﬁ:X’, e b il valor prossimo di X',

'X,—_bzX" » ¢ ¢ il valor prossimo di X", ec. avremo
X:a-f—%;
X=g+—
b7
X=a+ -
bope — '
C-PF -
ec. .
o pure riducendo le frazioni continne a frazioni comuni
K= aX'41
o X
__{ab+1)X"4a .
X= b X" gx
" x= [(ab+1)c+a] X" +ab+1
- (be+1) X"+
- ec.
e penendo 4, 4', B, B, ec. invece de’loro valori
X= AX'4-1
=X s
__ BX"+-4 ‘1
=TT |
x— CX"+B
— C'XII’_._B’
. ec.

e,
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Quindi otterremo

A4 o
X=F+7x
mdh_ .
-7 _.B'(B'X"-'-A')
X= C S

: ec. .
Ora essendo X'>b, X">c, X"'>d, ec., sara X'>B',
BX"4+A'>Bc4+A>C', C'X""4B>C'd+B'>D', ec.; e sicco-
me X'<b+1, X'<c41, X""<d+1, ec., sara
X'<B'+1<B'+A', BX"4+A'<B(c41)+A'<C'+B,
CX"+B'<C'(d+1)+B'<D'+C’, ec. Le differenze adunque
delle frazioni % , 7?,— > i 2 oC dal vero valore sono respettiva~

mente minori delle quantita J—‘,l? , "B_'xﬁ , -(-5,-11-7,, ec., e maggiori

. T [ b 4 .
delle quantita TB+A] ' B0+ * T0+0)’ ec. Dal che
apparisce, quanto gli errori siano piccoli, e quanto vadano sem-

pre divenendo minori. Inoltre essendo le frazioni % , % s €cC.

alternativamente minori e maggiori della quantita X, il valore
di questa quantitd sard compreso tra due frazioni consecutive.
E siccome abbiamo dimostrato che tra due frazioni consecutive
non pud esser contenuta alcuna frazione che abbia il denomina~
tore minore di uno'di quelli delle due frazioni, ne segue che

ciascuna delle frazioni ;—4, , g, ec. esprimerd il valore di X
pilt accuratamente di qualunque frazione che abbia un denomi-

" patore minore. Se delle frazioni %, . 1%-, ec. formiamo le due

E B D F

. C 1 . P
serie —; , & » 772 ©C-3 G » I > 0 05 1a prima conterra fra-

zioni tutte minori di X, le quali anderanno sempre pin acco- -

standosi a questa quantitd, e la seconda sard composta di fra-
* zioni tutte maggiori di X, ma che andranno diminuendo verso
la medesima quantita. Se prendiamo le differenze delle frazioni
della prima o della seconda serie, troveremo
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C 4__ ¢
c—a~—4ac
E C__ e
BT CE
ecl
B D_ 4
BT D~ BD
D F_ f
. DTF-DF
ec.

Ora se i numeri ¢, d, e, f, ec. fossero tutti eguali all’unita, si
potrebbe 'prova'r come sopra, che tra due frazioni consecutive di
ambedue le serie non si pud inserire aleuna frazione, il denomi-
natore della quale sia minore del denominatore di queste due
frazioni. Ma se i numeri ¢, d, ec. sono maggiori dell’unita, si
potranno inserire tante frazioni intermedie, quante unitd son
contenute ne’ numeri c—1 , d—1I, ec., e queste frazioni saranno
" quelle che nascono dal porre successivamente i numeri 1, 2, 3,
. +..c—1in luogo di ¢ nei valoridi C e C', i numeri 1,2.. .
d—1 in lnogo di 4 nei valori di D e D', ec. Cosi se c=4, avre-

mo C=4B+A, C'=4B'+A', e tra le frazioni A—A, e ('jCT si potran-

B4-A oB4-A 3B-+A4d

no inserire le tre frazioni intermedie ey ury .y vy

Y |
Se prendiamo le differenze tra le frazioni I -g—,g, ec.

B4-Ad A _ ¥
BAd~ 4~ A(B+A) .
aB+A4 B+A4 __ x
. 3B+d  B+d~(B+A)aB+4)
3B4+A "aB+A_ 1
3B+4 " aB+A~ (aB+A)|3B+A)
 ec. co
onde con un discorso simile al precedente si potra provare che
tra due di queste frazioni non pud cadere una qualunque fra- -

troveremo

zione —, il di cui denominatore n sia contenuto tra i denomi-

.



198 . ELEMENTI

. . .. . .4 BaA .
natori di queste frazioni. E se le frazioni T Tad ec. si sot-

traggono dalla frazione L s otterra

B"
B A_ 1
B~ 4~ 4B
B Ba-Ad . T

B~ B+4 (B+4)B
B 2B+Ad _ 1

B~ aB'+d ~(aB'+A4)|B' .
ec.
e quindi in simil guisa si dimostrera, che tra la frazione -;i, e
N -— 4
ciascuna delle frazioni -::—, , ff:‘-, , €c. non potra cadere alcu-

na frazione - » incui il denominatore n sia minore del denomi-

natore di quella frazione. Onde ciascuna di queste frazioni si
accostera al vero valore di X pit di qualunque altra frazione,
che fosse espressa in termini piu semplici. Facilmente si vede,
che quelle proprieta, che abbiamo dimostrato convenire alle

frazioni intermedie tra , appartengono  egualmente a

4 C

F°T
. N B

quelle che si possono inserire tra - e % , tra g-, ed Z,E7 , ec.

Quindi pud risolversi il problema seguente: data una fra-
_zione di termini molto grandi, trovare tutte le frazioni espres-
se in numeri minori, le quali si avvicinino tanto al valore del-
la frazione data, che non sia possibile I’accostarvisi di pia, sen-
za adoprare numeri maggiori . 8i riduca la frazione proposta in
i 4 B C-
Z; ’-ﬁ' s —é;,ec.
T'ultima delle quali sird la frazione proposta, e sard sciolto il
- problerha , perche ciascuna di queste frazioni esprimera piu ac-
curatamente il valore della proposta, che qualunque altra fra-
zione composta di termini pit semplici. Che se vorremo consi-
derare separatamente le frazioni maggiori e le minori della pro-
posta, inseriremo tra le frazioni precedenti tante frazioni inter.
medie, quante potremo, ed avremo cosi due serie di frazioni

frazione continua, e da essa si formino le frazioni
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convergenti verso la proposta, le une tutte minori, e le altre
tutte maggiori della data, e le frazioni contenute in ciascuna di
queste serie risolveranno egualmente il problema.

Sia data per esempio la frazione decimale 3, 141592, la
quale esprime’il rapport6’ delld' ¢irconferenza del cerchio al di
lui diametro, e sia proposto di trovare in numeri minori i rap-
porti i pii prossimi a questo. Si riduca la frazione decimale da-
ta in frazione continua, e si troveranno i denominatori, 3, 7,

15, 1, ec. dai quali si formeranno le frazioni convergenti =< >

23 333 355 . che alternativamente minori e ma
+ %, =2, ec.; che saranno &

4
giori del vero rapporto della circonferenza al diametro, e ciascu-

na delle quali si accostera pi a questo rapporto di qualunque
altra frazione che sia concepita in termini pid umlﬁici. E se
vogliamo separare le frazioni minori del vero rapporto dalle mag-
giori, potremo inserirvi le convenienti frazioni intermedie, ed
otterremo le due serie. : :
3 25 47 69 9t 113 135 157 179 aor 223 245
T° T’E,;,?’W;*:—Q’T’T’T’T, .
a67 a8y 319; 333 # 7o
85 79a > g9 *106° °°
4 7 10 13 16 19 aa 355
T,;,?,T,?,?"TI-,‘.—‘;,W-
Le frazioni contenute nella prima serie si accostano al vero pin
di qualunque frazione minore del rapporto della periferia al dia-
metro, e concepita in termini pid semplici, e quelle della se-
conda Serie son pil prossime al vero rapporto di qualunque
frazione maggiore di esso, ed espressa in termini pi semplici.
La prima idea delle frazioni continue si deve a Mylord
Brouncker, il quale espresse con una di esse il rapporto del qua-
drate circoscritto al cerchio all’area del medesimo. Alcune ri-
cerche su questa specie di espressioni si trovano nelle opere di
Wallis , ma Huyghens ¢ il primo che abbia conosciute le prin~
cipali proprietd delle frazioni continue, le quali abbiamo fin.
qui esposte, Passiamo adesso a vedere alcuni de’vantaggi, che
T Algebra ha riportati dalla dottrina delle frazioni continue per
opera del Sig. de la Grange.

. ’
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79 S
Nella prima Parte, allorché parlavamo dell’approssimazio-
ne delle radici dell’equazioni, ponevamo z—p+- -;7 s ,_q-o-L’ ’

I . ¢ . . g
I+, US+ —, €C., 0Vep, ¢, T, S, ec. esprimevano i li-

miti interi delle incognite z, y, z, ec. Sard dunque
I
T=p+— ,
g+ ;
| A e
s~ €C.

ciod le radici dell’equazioni saranno in tal modo espresse per |

o . . . . . P
mezzo di una frazione continua . Quindi le frazioni ;;,F,%-,,

C

. . . .4 B ’
ec. (siccome equivalgono alle frazioni T F T ec.) avran-

no la proprietd di esprimere le radici dell’equazioni tanto ac-
euratamente, quanto si pud non adoprando numeri maggiori;
lo che ognun vede quanto accresca il pregio di quel metodo.
Per ridurre in frazione continua le radici dell’ equazione
del secondo grado Ax*+Bz+C=o, si deve fare il segnente
calcolo, ‘

B K A4 A <ﬂ"'2"_/'_D
. ) 2
B =adi+B 4 =8'-D  yBAD
44 ,?A’
4
woatip 4Bl pBD
T ran f ,_B"”—D r —B'"" D
VIR L= S =7,
ec. ec. ' ec. *

ove D=B3—4.AC, ed il segno < denota il numero intero pros-
simamente minore della quantitd che sutcede a questo segno;
e si avra

»
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nella qual frazione continua abbiamo dimostrato, che ritorna-
no i medesimi numeri con un certo periodo, ed essa si chiama
percid periodica. ‘

Siccome una equazione qualunque del secondo grado con-
duce ad una frazione continua periodica, viceversa se avre-
mo una frazione continda periodica, la.quale vada all’infini-
to, potremo giungere all’ equazione, dalla .quale essa dipende,
e quindi al valore della frazione. Sia data per esempio la fra-
zione continua periodica a-o--;—.-.- . la quale scorre all’in-

b+-ec. - A
finito; & chiaro che ponendola:..':x avremo y—a= s e

quindi wﬂ-—(aa-b)x-o-a‘—db—l::o, edz—zH"f‘f(b.‘*‘ﬂ

Cos) pure se avremo la frazione continua r=g+— _

e

bg-—

c-ec.

sand p—a== — =bc+bl ! ‘,equindi
C+T—a _

b —(aab—bc)v+ab—abo—c=0, ed x=22—C _ V/(bc*+ibc)

) 2 -ab -

- ~ 8o. A
8e ripigliamo I’ equazioni trovate di sopra per esprimere le
C

. differenze tra la quantita _X , e le frazioni :—:—, , ‘-:;,., T %C 8-
vremo ' '

Tom. 1. 26
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A—A' X=m X

I

B=BX= gy

' . —— 1
v .C=C X.-—-—m
. . r,, _ T ..
D-DX=pxw
ec.
ove apparisce che queste quantitd sono alternativamente nega-
tive e positiye. B siccome 14-6X"'=X'X", 14cX"=X"X"" ,
1+-dXV=X" XY ec.isdra - - . - .
' B X"uA'=X'X" - Co .
C'X'{'*B’=(cB’_._AI)X"'_'_R=(BIXH+AI)X'"
D' X"4-C'=(dC'+B) X" +C'=(C' X"+B) X"
RO €ecC. ‘ .
e poiché X', X", X", ec. son maggiori dell’ unita, le quantita
X', BX"4+A', C'X"48, 'e¢. anderanno sempre ‘crescendo .
Quindi le guantita 4—A4'X, B—-B'X, C—C'X, ec., se si fa
astrazione dal loro segno, cioé se si prendono tutte positivamen»
te, anderanno continuamente diminuendo.

. 8e il denominatore n della frazione;':- & contenuto tra due

denOmingtori consecutivi delle frazioni % , ; , g , €c., cioé
se &.per esempio n>B' e <C', sara prescindendo dal segno
m—nX>B—B'X, ed in conseguenza >C—C';X . 8i '%:-C' -
e ' ; " BM-CN " .
Cn—C m_M, Bn—Bm:l\!, sard m_m, n:m—,
. cioé, amotivo di B'C—BC'=—1, m==CN—=BM ,»~—C'N—B'M .
Ora, poiché n<C’, le quantitd M ed [V dovrango avere il me-
desimo segno . Cid posto , sard m-nX=N(C-C'X)- M(B-B'X):
ma M ed N hanno il medesimo segno, e B—B'X, C—C'X se-
gno diverso; dunque le quantita 5\7
avranno il medesimo segno, e quindi m—nX, che ¢ eguale alla
loro somma , sari maggiore di ciascuna delle quantita B—B'X,

e C—C'X . Pertanto se Z ¢ una delle frazioni convergenti ver-
so il valore di X, la quantita p—Xg, facendo astrazione dai

(C—C'X) ¢ —M(B—B'X)
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segni, avra un valore pidi piccolo di quello che awrebbe, se in-
vece di p e g vi si ponessero altri numeri minori. '
Sia adesso proposta la quantita A : BERE

AT B gaCa 2y . .’+Ng'n ,
ove A, B, C, ec. sono numeri interi, e si cerchi quali numFri
interi si debbano prepdere per & ed y, perché guesta quantita
~ divenga la pin pii’cola possibile. Se chiamiamo'a, o' ,a" ec.le
radici reali, e bec) /i1, ec. , le-radici immaginarie della equa~
zione ’ :
T A BT 2. .. 4+ N=0;
la: formola proposta si potra porre sotto la forma .
A(z—ay)(z-—d'y)(x—a"y) . . . [(x=by)s+c?y?] .. .. ,
e la questione si ridurra a fare in modo, che il prodotto di que-
- - sti fattori sia il pin piccolo possibile. ’

Se tutte le quantitd a, @', a”, ec., b, ec. sorio del medesi-
mo segno, per esempio tutte dpositive, cerchiamo primieramen-
te di trasformare la formola data in un’altra .

Alz'—ey)(z'—e'y)(z'—e"y) . . . [(#fy)>+ery2] . .. .
ove le quantita e, €', ec. f, ec. non siano tutte positive. Sia &
un numero intero positivo minore di alcune radici, per esempia
di a e di @', e maggiore di tutte le altre, e si faccia a—=z'+ky,
la formola data diventerda .

AW 4k—a.y)(z'+k—a .y)(z'+-k=a" .y)...[(2'+-k—b.y)24-c?y9]...
ove le quantitd a—k, a'—k sono positive, a"'—k, ec., b—k, ec.
sono negative, e quindi abbiamo ottenuto.l’intento.

Questa soluzione riesce sempre, fuorche nel solo case, in
cui tutte le quantita a, a’, ec., b, ec. cadono tra due mumeri
interi consecutivi; ma allora potrd usarsi il metodo seguente.

Siano le frazioni =, g-, una maggiore, 1’altra minore di una
' @&

gualunque radice, per asempio di 4, ma talmente. prossime ad
essa, che siano ambedye minori di tutte.le radici. piu grandi di
a, e maggiori di tutte le altre-pid piccole di a, lo che & sempre
possibile , e si faccia x=az'+fy’, y=a's'3f'y' . Sara-

4 Blz==By . av=—az . o s . ae .
2= ;—-py_a,? yy= aﬂ'—a?; ma accid ai valoriinteri di z e di
y corrispondano sempre numeri interi per ' ed y', converrd
che sia af'wa'f=x1, alla qual condizione soddisfaremo. pren-

-
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dendo pet;“—, , ﬂ, due frazioni consecutive convergenti verso a.
Posto cid, se facciamo :
A'=A(s—s'a)(s—a'a')(a=a'a") . . . ..(a=a'B)% . . ..
la nostr; f?mola‘ divent;ri .
of —fa , ﬂ_ 'a' ' ﬁ-ﬂ’b s alxl;‘_‘ﬂlyr 9
A(”*;raf)(”*z*;ﬂ')"'[("*mf) (=) |-
’

b
e (]
ove la eola quantita é—,——a & negativa, e le altre tutte —ﬂ',a ;
5 G0, & o0 G .
ec. -ﬂ——:’-’@ » eC. sono positive. Questo metodo & generale per tut-

ti i casi, e per mezzo di esso la data formola potrd sempre tra~
sformarsi nella seguente

A'(@'—ey)(z"wey )z +e"y) .. [(+fy) +g*y*]). ..
s o of ' s o E—ay
ove le quantita e, €', ec. f,ec. sono tutte positive ,ed & z'—ey'=—-=—

a '!a’
x—a'y r—=by)o4-c3y2
-1"—!—6,'9": '.:" ‘1°' , (x""fy')a‘.'g‘y’=(_(:1)—'b_)a_{-’ ec.

Premessi questi principj cerchiamo adesso il pid- piccolo ‘
valore, che la nostra formola pud ricevere in numeri interi. Sia i
essa in primo luogo del secondo grado, e risoluta ne’ suoi fattori |
ci presenterd da considerare le tre forme seguenti

, A[(»=by)*+c2y?] -
- A(x—ay)(z-o-a:y) : '
secondo che i di lei.fattori sono immaginarj, o essendo reali
hanno il medesimo segno o segni diversi.

Incominciando dalla prima siano p e ¢ i valori-di x.e di y
nel caso del minimo, la. quantita (p—bg)3--cog® sard tale; che
posti in luogo di p e ¢ d¢’ numeri differenti, almeno fino ad un
certo segno, essa acquisterd un valore maggiore . Ma se in luogo
di p e di ¢ porremo numeri minori, il termine ¢2¢* riescird pai-
nore; dunque converra che divenga in tal caso maggiofe'la

guantita p—bg . Cid posto io dico, ch‘é'-;i‘ sard una frazione con- .

vergente verso b; poiché se non lo fosse, siano %'- , -:- quelle tali

frazioni convergenti conseoutive, nelle quali s ¢ >¢, ed n<g,
e facendo astrazione dai segni avremo m—bn<p—bq; dunque
(p—bq)®*~+c2¢? non sarebbe un minimo contro I’ipotesi.

. 7

s
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Nel secondo caso, se z ed y hanno il medesimo segno, al- !
lorche la formola ¢ minima, il fattore x+-a'y sard sempre mino-
re,, quando ad x ed y si danno valori pint piccoli, e percid dovrd
essere in tal caso un'minimo il fattore z—ay; e quindi col di-

scorso usato nel‘primo caso si provera, che imi una fragzione
convergente vefso a. Si vede, egualmente, che quando x ed y
hanno ségni diversi sard nel caso del minimo —-% una frazione

_convergente verso a'.
Si trasformi la terza formola nella seguente
] A'(x’—ey’)(a:’-o-c’y') . ' .
ed apparird che, se nel caso del minimo z' ed y' hanno il mede-
simo segno, sard un minimo il fattore z'—ey'="—— -, cioé a
810, Y = ad'a’
motivo di a—a'a costante, ssra un minimo il fattore z—ay, e

quindi ;uri una frazione convergente verso a . Se poi ' ed y'
!

Tr—a'y

hanno segni diversi, sara un minime il fattore x’-i-e'y':a—_-?;,,

cio il fattore x—a'y, e percid -j-:— sard una frazione convergen-

P x .
te verso a’ . Dunque nel caso del minimo 5 sard una frazione

convergente verso a o verso a'.
Passiamo alla formola del terzo grado
' Az*4-Bxry+-Cxys+Dy?,
e consideriamo le tre diverse forme, che risoluta ne’suoi fattori
pud prendere .- -
A(z—ay)(s—o'y)(z+a"y)
. A(x—ay)(z—a’y)(x—a"y)

R A(z—ay)[(z—by)s+cy?*] : :
ove si omettono le altre, perché o si riducono a queste presa y
negativa, o non presentano difficolta.

Riguardo alla prima, se nel caso del minimo z ed y hanno
il medesimo segno, sard un minimo la quantita (x—ay)(z—a'y),

e quindi, per cid che abbiamo dimostrato di sopra, — sard upa

frazicne convergente verso a o verso a'. Se x ed iy han‘lb segni
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diversi, sara un minimo il fattore .-r-r-'a"’y, e quindi —.% sari

una frazione cot'we.:gente verso a'' .

La seconda formola si trasformi nella seguente

o A'(z'—ey')(z'+€y')(z'+€"y'); A ]
onde apparisce che, se 2 ed y' hanno il medesimo segno,’ ¢ un
minimo il fattore x'—ey’', cioé x—ay, éd Z & una frazione con-

. - ) . U ; y . . . ‘

" vergente verso a. Se poi x” ed ¥’ hanno ‘segni diversi, sard un
minimo la quantita (z'+-¢'y’')(z'4+¢"y'), cioé (r—a'y)(z=—a"y), e
percid Z sard una frazione convergente verso a’ o vetso a" .

Finalmente la terza formola diventa
: , A'(z'—ey)[(#'+fy')2+gaye], -
e se nel caso del minimo z' ed y' hanno il medesimo segno, si
vede ehe dovra esser minima la gquantitd z'—ey’, ciot v—ay;.se
poi 2’ ed y' hanno segni diversi, sari un minimo la quantita

.(.z"-l-fy' )aq_gnya , 0 sia la quantita (» _by)’+éﬁys .. onde;_ sui
una frazione convergente verso a o verso b . ;

Continuando il medesimo ragionamento vedremo in gene-
rale, che la funzione : i

Ab¢+B:w-ly+an_2ya oo ._-|-Ny‘n.
otterra il pin piccolo valore in numeri interi, quando ;— sard

una frazione convergente verso le radici reali, o verso le parti
reali delle radici immaginarie della equazione :

‘ As"+B"'+Cs" . ... +N=o, :
avvertendo che si dovri prendere x ed y col medesimo segno, o
con segni diversi, seconXo che le corrispondenti radici reali, o
le parti reali delle radici immaginarie saranno positive, o nega-
tive.

_3[;

Facciamo I'applicazione. di questa teoria alle formole del
secondo grado, e sia proposto di trovare il minimo-valore della
fuanzione ' )

+ Ax34+Bxy+Cys .
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Le radici dell’equazione 4z%+-Bz+C=o0 sono espresse dalla for-
1a —BH/(B2—44C)
mu — :
mieramente se/B?--44Clécan miimero quadrato , le radici saran-
no razionali, e la formula A4p2+Bpg+Cq® diventera =o, se

, ove convien- distinguere tre casi. Pri-

pxenderomol eguale all’una o all’altra di queste radici, e quin-

"di zero sara il pilt piccolo valore di essa. In secondo luogo se

B3—4AC ¢ una quantitd pegativa, le radici saranno immagi-
parie; e percio convertiremo in frazion continua la quantitd

B - - epe : A
- prendendola positivamente, e.trovate le fragioni conver-

genti verso di essa prenderemo per p i numeratori e per g i de-
nominateri di queste frazioni, avvertendo di dareap e ¢ i mede-

simi segni o segni diversi , secondo che sard - 2-% positiva o nega-

tiva. E quella supposigione, che ci dara il pid piccolo valore
della formula proposta, ci somministrera il minimo cercato.

In terzo luogo se B*—4AC & una quantita positiva non
quadrata, bisognerd convertire in frazion contivua la formule

od » ove il doppio segno == si prendera in mo-

do che questa quantitd riesca positiva. Ad ottener cid bisognera
eseguire il seguente calcolq,.oVe.D:B’—MC, (60)

"B g A : A :tB:j/D
BosmizB  A4=B'=D  y —B=/D-
_ . 4A . 24
A . " . B“’—D " "—B"ﬂq/D
B'=2A'A+B' = A'= A
- T 44 .. . -~ | - ad
ec. - - ec. ec. -

finché si giunga ad avere A+e) = 4(7) ,e B+E—p®) | o
sendo p pari? perché poi ritorneranno i medesimi numeri, e la ‘

N . . ] . . . . -
frazione richiesta sard A<q-— . 8i cerchino le frazioni
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FF? -71 » €C. convergenti verso questa frazione continua , ed
i loro numeratori si prendano per x, i denominatori per y, e si
dia a queste quantita il medesimo segno o segno diverso, secon=_
do che la quantita zB avra il segno superiore o I'inferiore.
Quei valori di x ed y, che daranno il pia piccolo valore della
formula proposta, risolverasno il prob?ema. Ma per verificar
cid non occorre fare un nuovo calcolo; poiché le quantita 4',
A", ec. esprimono il valore della funzione data, allorché vi si
pone &, f, ec. in luogo di x, ed o', ', ec. in luogo di y. Infat-
ti abbiamo veduto di sopra (60), che le quantita 4', 4", ec. si
esprimono nel modo seguente. . i : S

A =Ars ) +BA 4+C

A" =AW +-BA'+A

L Y All':A"&"’,*B"&"*A'
. . ec.

’E se facciamo s=&+-$ s s’:&f-o-zf,—, , z":d."-o-;f—,—,,ec., dalla equa-
zione Az*+-Bz+C=0 ne nascono le trasformate

A 2% 4B 3 44 =0

A'7"* +B's" 4-4' =0 .

AIII‘"’._'_B'II‘"I-._A":o
: ec. .

Dal che apparisce che A' & cid che diventa la quantitd

Az*4-Bz+-C, se vi si pone z=4; 4" cid che diventala quantitd’
A'z'%+-B'z'4-A } se vi si pone z'=4', o sia cid che diventa la

quantitd 4z%+-Bz+C, se vi si pone z=l+2'-,-=£7*, esi tolgono

poi le frazioni; A" & cid che diventa la quantitd
A"z"34-B"z"+A’' s vi si pone £"=4", o sia cid che diventa la
quantitd 4s2+4-Bz+C se vi si pone s=i-o——1'- g € sitolgono
poi le frazioni, e cosi in seguito. Sard dunque
' ' A' =Aas4-Bad'+-Ca'?
A"=Ap3+Bppf'+-CP's.
A"'=Ay>+-Byy'+-Cy's
e

Ce
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ciod le quantitd 4', 4", A", ec. esprimono i valori della fun-
zione Ax3+Bxy+Cy*, allorché in luogo di z e di y vi si pon-
_ . . . . . . .0 b2
gone i numeratori ed i denominatori delle frazioni 1l TRl

Pertanto #l pit piccolo numero contenuto nella serie 4, A'; 4",
e¢. sard il minimo cercato. C

~ Ese mr1o L
Si debba cercare il pid piecolo valore della quantitd
7X4-222y420Yy2 . v
Avremo A=, B=32, C=20, ¢ B3—4AC=—76 cio¢ negativa,
quindi dovremo ridurre in frazion continua la quantita

::782—% . bpemndo sulla frazione = troveremo i denomina-

tor 1, 1, 1, 3, e quindi dedurremo le frazioni convergenti
1 a

e w— —

1’731 2a?
mo tentare per x i numeri 1, 2, 3, 11, e per y i numeri —1,
==1, =2, € —q7. Cid posto se esprimiamo con la lettera X 1a

fanzione proposta troveremo : .

% » € siccome — —; & una quantitd negativa, dovre-

z y X

1 (o]

1 — z

2 ) —-I 4

3 — . 1x
I -— 133.

Quindi il pid piccolo valore di X & 4, € questo risulta dai va-
lorj x==a, y=—1.

Esemrio IL
Sia proposto di trovare in numeri interi il pid piceolo valo~

re della quantita
8x9—1172y4+-4269° .
Avremo A=8, B=—117,}/(B*—4A4C)=/ D=1/ 57, e siccome

D ¢ positiva dovremo convertire in frazion continua la quanti-
X! 7#6 5 » € accid questa sia positiva, prenderemo 117
1

sempre col segno superiore, e J/57 coll’uno o coll’altro segno.
" Tom. I. , a7



‘210 ELE_ME NTI

Prendendo primieramente |/'57 col segno positivo facciamo il
calcolo seguente .

B =mi, A =8, ' A <"‘7:;|/57=7
B =i1a-119=-5, 4' =.9‘;5§'§5.l=—1, A < 5457,
2

————— —"

B' =—g=5=—q, A" =4___9-57;- la, A< 7H/57
ST L —4

BI" — =5’ " _55-57___ , " —5—-[/57_;

| =12— 4 =5 - 4, A" <———t=r

B =—845=—3, A¥ =951— 3, v < 3H51,

. L . v 6 -

. - s
B —=6-3=8, W’ =..°T:.§Z=..4 e <::§__..“—'4.5.1=x
B! =—84-3=—5, A" ;———-——’f:?: a, A" <.__—- 5"2/57=3
Bimiamssg, '.4".'—___-—49';%:'.-:, ;.V"<___‘7:‘2/5‘7 =
(L p— A'"'—__—-—149_'_'f =
Qui possiamo fermarci, perché abbiamo B""=B" ,edA 'mzA",

¥ . . . . .
e siamo sicuri, che ritorneranno i medesimi numeri di prima

col medesimo ordine. ) L .
Adesso prendendo |57 col segno negativo facciamo come
segue: - :
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B =117, A =8, ‘2 '<27-T;/57=62
1

B =gb6—117=—21,4' =4-£:§1=m, Y, <a|....|/5 -
3a 24

B" =24—31=3, A" —-.L__sl_—;—x, A <___3_._.._ 957:5

48 —_2
B" ——304-3=—q, A" =-4—9.-:25—Z= 2, A" < "2/5 =
B =13—q=5, A =25=5 =—h, A <———-————5157=x

8
BY =—8+45==3, A" =_9__._51= 3,7 <—3-4—'-‘/6i"-=1‘

—]

BY1 =6—3=3 AY" =_9____5_7_—_—4, yid) <__3____.. l’57=1
’ 12 -8

* BN—=a843 =5 AT _’5—'57= a, A< 5+/57 —3
o — —16 4
B'M=yga—5z7, A""'=49;'57-—_1 , &vm<:z:[2/ 52_7 i

BV —__y 4_‘_7=,_7 s Al’llll=42—51 = a3,

ed arrestiamoci qui, perché¢ BY""=B", ed A"'''=A4"" .

Se osserviamo i valori de’termini 4, 4', ec. trovati ne’due
casi, vedremo che il pit piccolo di essi ¢ —1, il quale nella pri-
ma serie ¢ il valore di 4', e nella seconda quello di 4”. Quindi
—1. & il pili piccole valore della funzione proposta, e per trova-
re i valori carrigpondenti di x e di y prenderema nel primo caso’
il numero A, cioé 7, e ne formeremo la frazione convergente

% , la qual;! corrisponde ad 4', ed i valori cercati saranno 2=y,
y=1. Nel secondo caso prenderemo i numeri A, A’, cioé 6, 1, e
formandone le frazioni convergenti -;6-, %—, T'ultima delle quali

corrisponde ad 4" ne dedurremo x=<7, y=1. kn guesto esempio

ambedue le serie ci hanno dati i medesimi valosidi 3 ¢ di v,
ma questi per lo piu saranno diversi.

I valori trovati di # e di y nel caso de] winimo sona i pid

- piccoli possibili, ma se ne potranno trovare infiniti altri sem-
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pre pit grandi. Iofatti nell'una e nell’ altra serie dei numeri
,A', A", ec. il termine —1 ritorna sempre dopo sei termini,
Onde spingendo pid-avanti le frazioni convergenti, potremo

prenders’ per' ' X7 qulelle’ chie corrispondono ‘nel primo caso ad

AT AT “ec. e nel secondo ad An", Axxr’ ec. Si pud an-
cora trovare una formula generale, la quale comprenda tutti
questi valori di 2 e di y. Chi ne fosse curioso, potra vederla
nelle Memorie di Berlino dell anno 1768. a pag. 123. Se fosse
stato richiesto il piu piccolo valore positivo, che pud prendere
la nostra formula, questo valore sarebbe =3, il quale corri-
sponde nella prima serie ad 4", e nella seconda ad 4™ .

8a.

Da questi principj il Sig. de la Grange ha dedotta la riso-
luzione in numeri interi dell’ equazione 4x*+-B=y* . S’inco-
minci dal riflettere, che se ¢ B hanno un fattore comnne a,
anche y conterra il medcsimo fattore, e quindi B=y?*—Az2 do-_
vra esser divisibile per a*. Onde se B non contiene alcun fat-
tore quadrato, x ¢ B dovranno esser tra loro numeri primi. Ma
se B contiene un solo fattor quadrato a*, x potra esser primo
con B, o contenere il fattore a. Nel primo caso risolveremo
Y’ equazione y*—A4z*=B supponendo e B primi tra loro, nel

secondo risolveremo I equazione yl—Ax":‘—B;- ponendo e —

numeri tra loro primi, e poi moltiplicheremo i valori di = e di
& per a. Se B conterra due fattori quadrati a® e b2, cpnver!i
prima risolvere I’ equazione y*—~Ax3=B nella ipotesidi = ¢ B

tra loro primi, poi I’equazione y’—Axﬂ=-§; nella supposizio-

ne chex e 5— siano primi, e finalmente I’equazione -

b
x e di y ottenuti nel secondo e nel terzo caso si moltiplicheran-
no poi respettivamente per a, o per b. E cosl in seguito.-
In tutti questi casi adunque I’ equazione si ridurrd alla for-
ma y3—Az?=B, ove z e B sono tra loro numeri primi, e con-
verra che 53 —A4z* sia divisibile per B. Si faccia (64) y=n>r—2Bz,_

y’—Axﬁ:g; nella ipotesi di-x e FB;? primi tra loro. I valori di
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e P'equazione data diventerd (n3—A)zr*—2nBrz+-B3z*=B; e
siccome x ¢ primo con B, dovra essere n3—4 divisibile per B:
8i cerchi un numero 7 tale che -ia_ﬁ;ﬁ eguale ad un numero
intero C, e si'avrd Vequazione
Cx*—anzz+-Bz=1,
ove per n si potranno prendere tanto positivamente che negati-
n—4
B

mero intero, omessi quei valori di 7, che sono >—f- (64) . Senon

un nu-

vamente tutti quei numeri <—2- che rendono

si trovasse alcun valore di n, che avesse queste condizioni, bi-
sognerebbe concludere che I’equazione y3—4x3—=2B non & riso-
lubile in numeri interi. Ma se troviamo uno o pi valori sod~
disfacienti di 7, gli considereremo successivamente uno dopo
Y altro, e faremo il discorso seguente:

Siccome le quantita C, n, B, e z sono bumeri interi, la
formula Cr%~—anxz+Bz® sara sempre un numero intero, e
1’ unita sara percid il pit piccolo valore positivo che essa possa
avere, se pure non potesse diventar zero, il qual caso per ora
escludiamo, perché ne parleremo poi separatamente. Si cerchi
adunque col metodo precedente il pit piccolo valore che possa
ricevere questa formula, e se esso si trova eguale all’unita,
avremo la risoluzione dell’equazione Cz®—2nxz+Bz*=1, ciod
della proposta 4z94-B=y* : se no, siamo certi che essa non é
risolubile in numeri interi. Convien pertanto distinguere due
casi , secondo che la quantita 4n*—4BC=4 A sard positiva o ne-
gativa,

Se A & una quantitd negativa, si convertira la frazione En
presa positivamente in frazion continua, e formatene le frazio-
ni convergenti verso di essa si prenderanno i numeratori per x
ed i denominatori per z, e quelle. supposizioni che rendona_la
formula Cx3—3nxz+Bz? eguale all’unita, risolveranno il pro=
blema. Onde apparisce che il numero delle solugioni sara in
questo caso sempre limitato. .

" Se A ¢ una quantitd positiva, poiché D=4A4, prenderemo

i segni din e di |/ 4 in modo che la quantita =

positiva, poi faremo il calcolo seguente:

diventi

C
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-—, ~C, A <n :E(L/A
r 14
A=AC—n , = CO=" 25‘4 J,'<._""(=;_l/ 4
y ” 1. !:| /
n"=\'C'+n’, Cn=" ’(:,'A A <:EF—-£
" ec. ec. ) ec.

finché ritornino insieme due termini corrispondenti nella prima
e nella seconda serie. E se nella seconda serie troviamo alcuna
delle quantita C, C', ec. eguale all’unitia, avremo altrettante
soluzioni della proposta; se no essa non sara risolubile in nu-
meri interi. Per avere i valori di x e di z si formerannoe le fra-

zioni convergenti verso la frazion continua /}-.-—'- .
A—
: . A'4-ec.
1a frazione corrispondente a quella delle quantita C, C', ec.,
che @ eguale all’unita, ci dara nel numeratore il valore di z e
nel denominatore quello di z. 4 ‘
Se A fosse un quadrato =—a2, avremmo il caso, in cui la
formula Cx%—anze+Bz® pud divenire zero, perché pud risol-
versi in due fattori razionali. Infatti questa formula & eguale a
(Cx—nz)8—Az2

s €

7 » la quale nel caso di 4=a® si pud mettere sot-
C. 7 — :
to la forma [Crtlnta)zl Crte(n 2] Ora essendo

"’Za’ =("+‘g"-a)=B , dovrd essere il prodotto (n-+-a)(n—a)
divisibile per C, e quindi se C si risolve in due fattori % e c,
dovra essere uno dei numeri’ n+a, n—a divisibile per 5, e I'al-
tro per c. Sia dunque n+-a=fb, n—~a=gc, ove f e g sono nume-
ri interi, e i due fattori della quantitd Cx*—anxz<+-Bz3 saranno
cx=tfu, brgs: e dovendo questi esser numeri interi, bisogna
che ciascuno di essi sia ==1. Si faccia pertanto catfz==1,
bxzkgr=1, e da quest’ equazioni si deducano i valoridix e z;
i quali se riesciranno interi, ci daranno la soluzione bramata,
se nd la proposta non sard solubile in numeri interi.

Ma nel caso di 4=a* si pud il problema risolvere pid fa-
cilmente nel modo seguente. Siccome I’equazione y3—g?z1=B
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si pud mettere sotto la forma (y-+az)(y—azx)=B, se chiamiamo
b e ¢ idue fattori di B, avremo y-~ax=:kb, y—az==c; e da

. quest’ equazioni si dovranne dedurre i valori di x ed y, i qua-
li, se saranno interi, risolveranno il problema.

\

Esemrepio I :

Si debba risolvere in numeri interi 'equazione y3+3x*=124.
Siccome 124 contiene il fattore 4 che é un quadrato, do-
vremo prima risolvere 1’equazione y3+-329=134 considerando
x e 124 come primi tra loro, poi I'equazione y?+3z*=31 ri-
guardando x e 31 come numeri tra loro primi. Cerco primiera-
mente il numero 7 tale, che sia n9+-3 divisibile per 124, e tro-

vo per n i numeri 11 e 51, che sono i soli tra i minori d1—§-4 ,

che soddisfacciano. Facendo dunque y=r11x—i134s ottengo
I’ equazione

. z3—2222-+12427=1,
e siccome A & negativa, i valori di x e z non potranno che es-
sere eguali respettivamente ai numeratori ed ai denominatori

- s I 17 . P .
delle-frazioni —, e —:la prima supposiziene soltanto mi ren-

de la formula z?—22xz-+-1242% eguale all’unita; onde deduco
la soluzione x=1, e z==0, ciod z=1, ed y=11.
Se‘prendo Ialtro valore di 5, e faccio y=51x—124%, ho

I’equazione -
2123 == 022 Z-+-12485==1 .

Risolvo in frazion continua la quantita g:—:%. e trovo le fra-

o - o . o - 2 ’5 1 o . .
zioni convergenti verso di essa <5 —; , 1 numeratori ed i

denominatori delle quali devo tentare respettivamente in lnogo
di z ediz.Ora indicando per X la quantita 2 12x3—10223-+1242%
io trovo "

x z X
- o a1
2, 1 4
. 5 2 1
7

. 17 7
dunque ho una nuova soluzione ponendo =5, z==3, cio¢ z=5,
y=7.
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Adesso per risolvere I'equazione y9+-3r2=31, cerco un -

numero n tale, che sia 7243 divisibile per 31, e trovo n=11,

e questo d il solo valore soddisfaciente di s, che sia <3-'—25-. Pon-
go y=11x—31z, ¢d ottengo I’equazione
. 4x3—a2xz+-3129=1.
Riduco in frazion continua la frasione -%t-, e trovate le fra~
. .2 3 a1r di- . tori

zioni convergenti ~, -, ~ , pongo di esse i numeratori per z,
i denominatori per z, e denotando per X la quantita
4292222213122 ritrovo

z z X
1 o) 4
a 1 3
] 1 ¢
11 - 4 . 12,

ed ho una soluzione dell’equazione y2+-3x9==31 facendo x=3,

z=1, ciod z=3, y==a. Questi valori di z e di y soddisfaranno

alla proposta se gli moltiplicherd per a, e fatto cid diverranne

#==6, y=4. Onde la proposta ammette in numeri interi tre so-

luzieni, che sono 2=1, 5, 6, e rispettivamente y—i11,7, 4 . -
Esegmrero I

Sia proposto di risolvere in numeri interi I’equazione
y9=z92263, ove 4 & un quadrato . ‘

Il numero 63 pud essere il prodotto di due -fatteri in tre
maniere, le quali ci danno 63=63.1=21.3=9.7 . Dalla prima
coinbinazione ricaviamo y+x=63, y—a=1, cioé y=3a2, =31,
dalla seconda y+r=21, y—2=3, cio¢ y=13, 2=9, e dalla ter-
za y-+-2=9 , y—a=7, cioé y=8, x==1. E;ueste sono le soluzio-
ni dell’equazione proposta. :

Esemeio IIL

Si debbano trovare le soluzioni in numeri interi dell’equa-
zione y®—13r9%=101.

erco primieramente il numero » tale, che sia n9—13 di-

visibile per 101; trovo n==35, e questo & il solo’valore soddisfa-

ciente di 1, che sia <-—. Faccio percid y==35x—1012,, ed ot
tengo I’ equazione A -
122%=705Z~~I0IZ3=1I .
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Siccome A @& positiva, convien convertire in frazione continua

Ia qtiantité. 354713 » la quale perché riesca positiva bisogna
12

prender sempre il ségno superiore/di 35, e I’uno o I’altro segno
di |/13. Prendo in primo luogo |13 positivamente, e fo il cal-
colo seguente:

n =-35, C =, A <.35_"ﬁ=3

12
A =36—35=1, ¢ ="—"WB_ , y <=8 _,
_ — ‘

—9—13_ 4 A < 342/:3;_[’

"

n' =—f1==3, C" . —

n'" =4-3=1, Cc" = l;l°"'-—3, A <_':'_..—_|¢.‘D_’=r ,
n'v =—3+.1:-—§, cr =4:;3'= 3, AV <__2_3+Z.'_3.=x .
» =3—a=1, c” :—%?’—z—;i., AV <—'T—l/l§=1 R
n' =—f1==3, C"' =0:;3= I, AVt <__3—':|_(_'§.= s
wimesms,  om=Ro etV
VM = fy 31, C”"’/:—I'—:-l-i= 3, A,""'/<_I_.3_..i'§ =,
n'"""=3-—>1=2, C”;”'=—44'-—;—x-§=_3,4V’1”<:2_:T|/'_‘£3.:-_'1 R
nY =—342=—1, C* = I:';&z 4, 3F <.LZ/__'§=x,
n*I =4—1=3, c*! =2:‘3 =1, AXI<:—_3—-—I|(-’—3-=6 ,
nX"=—6+3=—3, anzgz-:'i: ,

- 1 XII__ .
e qui mi fermo , perché nX11=p" e C*''=C". Siccome nella

e . : T , .
serie delle quantita C, C’', C", ec. si trova c” =1, 1’ equazio-
pe proposta sari risolubile, e per avere i valori di # e 2 con-

- Tom. I. . 28
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verrd cercare le frazioni convergenti verso la frazione conti-
3 13 16 29 45 74
nua 3-.-.4_."__,_ » le quali sono T 45 91500 ec.
144ec. ’ g
La sesta di esse corrisponde a C”7; dunque avremo a=14,
2=23, ed y=35.74—23.1r01==267.
Prendendo adesso |13 col seguo negativo io trova

n =-=35, . C :._‘12, A <35-l"2/'3=z,
n =a4—35=-11, C' -”:';'3: 9, ¥ <8
n" =Q=—11T"—2, .C" _._4;’* , A < ’“'1/’3_: .
n' :—1—2:—3,_ c" -9:-3_. 4 A" <= 3""/ =1,
o' —=4—3=1, - CI =—;3ﬁ——3 A -1—|/1'3 =1,
nY —=—3a4-1=—2, CV =4;___;-3-= 3, AV < 2.-1—;/13=I,»
n't =3—a=1,  C% =-l-;—l§-.d—4, AVt —‘—V“"—x .

PV =—fte1=—3, C""—g—? 1, A< 3"'1/ =6,

nVi=6—3=3, OV — 9 =-4, lv1u<"'3—‘l/
—_1 3 1+|/ 1 3

3 H/s
Cx =4; =3, 2% <

—13 13
X = I—g—':‘i.,& < I+‘/ =1

i
I’

nX . =3—1=2a ,

-l’

nx T e 39——1 s

-

3

X1 —, 9—13

XII=4_I=3 7 _I’AIII<:——_—3:-‘I/]3=6.. .
Ty smy, O

= 4
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& qui mi arresto, perché pX ey o X I":’C"_'. E poiche

C"" =i, avremo un’altra soluzione della propusta, e la settima
delle frazioni,convergenti verso la frazione continua

sy 3 . I o5
e . , ¢iod :_g" che corrisponde a C7™ | ¢i daid
1 — .
1+-ec.

=34, 2=13, ed y=35.34=~13.161=—123. o
I valori che abbiamo trovati per x e z sono i pid piccoli
che risolvano 1’equazioné 1223%—7022+1012°=1; ma Vi sono
infiniti altri valoti che egualmente la risolvono. Questi si tro-
veranno successivamente, se si continueranno le serie delle
quantitd C, C' ec. A, 4/, ec. ottenute nell’uno e nell’altro ca-
80; perche nella prima serie ritornerd continuamente un termi=
me eguale all’unita, il quale ci dard sempre delle nuove solu-
zioni. Si possono ancora trovare delle formule generali, che
comprendano tutti questi infiniti valori di » e di z. La ricerca
di tali formule ci condurrebbe troppo in lungo: chi le desidera,
. potra trovarle nelle Memorie di Berlino dell’anno 1767, e 1768,
e nel secondo Tomo degli Elementi @’ Algebra del Sig. Euler;
ai quali libti per brevita rimandiamo i nostri leggitori, che de-
siderano una pid ampia istruzione su cid, che riguarda i proble=
mi indeterminati .

CAPITOLO VIL

- Delle linee curve in generale .

83.

Siccome una retta indefinita RS (Fig.%) comprende in se qua«
lunque valore determinato, essa potra rappresentare una varia-
bile = . Preso il punto A per principio della retta, la porzione
determinata AP esprimera un valore determinato di x: cosi il
‘punto P cadendo in 4, la distanza 4P dara il valore di xz=o;
crescendo poi 4P rappresentera tutti i valori determinati di z.’
Queste distanze AP si sogliono chiamare ascisse, e siccome la
retta RS si estende da una parte e dall’altra del punto 4, cost
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da ambe le parti si potranno prendere le ascisse AP . Ma se pon-
ghiamo i valori positivi alla destra del punto 4, le ascisse A4p'
prese dalla parte sinistra esprimeranno i valori negativi. Infatti
se, chiamando R.4==qa, prendiamo il punto R per principio dei
valori/di/und ‘nuova variabilé z', & chiaro che otterremo il me-
desimo punto P della retta, o ponendo z'=—a+z, se é data
x=AP,o0 z=x'—a, se é data "=RP . Ma se 2’ ¢ positiva e <a,
il valore di x sara negativo, e siccome I’ estremita p’ dell’ascis=
sa Rp' cadra in tal caso alla sinistra del punto A4, cosl il valore
negativo di x dovra prendersi dalla parte sinistra del punto 4.
E del tutto arbitrario il prendere una parte o I’altra per i valo-
ri positivi, ma fissata questa una volta, i valori negativi saran-
no contenuti nella parte opposta.

. Vediamo adesso, come si possa esprimere geometricamente
qualunque funzione della variabile x. Sia y qaesta funzione di
x, e'siccome per qualunque dato valoredi x la funzione y acqui-
sta un valore determinato, presa (Fig.8) la retta RS per rappre-
sentare i valori di , a qualunque ascissa determinata 4P si
applichi in P perpendicolarmente la retta PM eguale al valore
corrispondente di y, e se egli & positivo si prenda PM sopra la
retta RS, se ¢ negativo si prenda PM al di sotto. La figura rap-
presenta una funzione tale di x, che posta =0, il va?ore di y
¢ positivo ed =4 B; posta x=4P, diventa y=PM, se a=AD,
¢ y=o, e se =4 P, la funzione y acquista un valore negativo,
onde ’applicata P' M’ cade al disotto della retta RS. Similmen-
te per i valori negativi di @, all’ascissa 4P" corrisponde I’ap-

icata P"M" positiva, ad z—=—AE corrisponde y=—o, all’ascis-
sa AP'" corrisponde I’applicata negativa P""M"'.

Se tutti i valori di ¥, che convengono ai valori di =, si
esprimeranno in" questa maniera per mezzo delle applicate PM,
I’ estremita di queste applicate - presenteranno una linea o retta
o cuiva, la natura della quale dipéndera dalla funzione y. E
questa curva si conoscera perfettamente, perché tutti i di lei
punti son determinati dalla fungione y: infatti se da ciascun
punto della curva si tira una perpendicolare alla retta RS’ si
conoscera il valore di =, e quindi I'applicata corrispontente.
Come le funzioni si richiamano alle linee cyrve, cosi viceversa
le curve si riducono alle funzioni . Poicheé la natura di una cur«
va ¢ cspressa da una data funzione di &, la qual funzione da la

-
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langhezza delle perpendicolari P M, mentre le distanze 4P so-
no rappresentate dalla variabile . Convien qui fare attenzione
-ad alcuni nomi che sono in uso: la retta RS, nella quale si
prendono i valori di|z, si chiama I’ asse della curva, jl punto 4,
dal quale incominciano i valori di «x, si chiama il principio o
Yorigine delle ascisse, le perpendicolari, PM eguali ai valori
della funzione y si chiamano le applicate o le ordinate., le qua-
li si dicono ortogonali o rettangole, se sono perpendicolari alle
ascisse , come le abbiamo fin qui supposte. Ma pud accadere,
che esse formino un angolo ob({iquo con Vasse, nel qual caso si
dicono obliquangole. Finalmente le ascisse e le ordinate insieme
considerate si dicono le coordinate della curva, o siano ortogo-
nali o obliquangole:- ma si devono reputar sempre ortogonali,
se il contrario espressamente non si avverte,

84.

Essendo y una funzione di x, sard data una equazione tra

¥ ed z, la quale si dice che esprime la natura della curva, ed i
varj generi delle curve si dovranno ripetere dalla diversita del-
le loro equazioni. Primieramente adunque, come le funzioni,
cosi le curve si divideranno in algebraiche e trascendenti , secon
do che la loro equazione sara algebraica o trascendente : le curs
ve algebraiche si chiamano ancora geometriche, ¢ meccanicke le
trascendenti. Ma cid che specialmente importa per la cognizio-
ne delle curve, si & I’ osservare se y & una funzione uniforme o
moltiforme della variabile z, cioé se a ciascun valore di x corri«
spondono uno o piu valori di y. Sia y primieramente una fun-
zione uniforme di x, e siccome dando qualunque valore ad &
abbiamo un solo valore per y, la curva sard tale, che da qua-
lunque punto dell’asse tirata una perpendicolare PM tagliera
sempre la curva in un solo punto M. E siccome 1’ asze si- esten-
de da ambe le parti all’infinito, Ia curva ancora scorrera da una
parte e dall’altra all’infinito, ed accompagnera 1’asse coa un
tratto continuo, il quale & espresso dalla Fig. 8.* .
Sia y una funzione biforme di x, cioé sia y2=2Py-(Q,essen-

- do P e Q funzioni uniformi di z. Avremo y=P=+/(P2—()),
ed a ciascuna ascissa z corrisponderanno due valori delliappli~
catay, i quali saranno reali o immaginarj, secondo che sara
P2>0Q, 0 P2<Q. Nel primo caso (Fig.9) all’ascissa 4P corrie
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sponderanno due applicate feali PM,PM’: fiel secando I ascigs

sa Ap non avra alcuna applicata. Ma dall’esset P5>Q non po-

tra divenire P9<(Q, se prima non si abbia il caso di P’:’.Q:‘
quindi oye cessano le applicate reali, come in C ed in G, sari
y==P=o0, o sia le due applicate diventeranno eguali, ¢ la curva
volgera indietro il suo corso. La curva adunque pud essere in
uesto caso composta di parti tra loro disunite MBDB'M',
'M"HM"', le quali perd prese insieme costituiscono una sola
curva continua. ‘ L
‘Sia y una fuanzione triforme di », cioé sia determinata dal-

la equazione y*+Py34-Qy-+«R=0. Avrd in questo caso y tre
valori, i quali o saranno tutti reali, o uno reale e gli altri im-
wmaginarj. Quindi tutte le applicate taglieranno la curva o if
tre punti, o in un solo, fuorché dove pitr punti d’intersezione
si riuniscono insieme ; ma siccome 5 ha sicuramente un valore
reale, la curva si estendera all’infinito da ambe le parti. O sa=
1a dunque composta di un solo tratto eontinuo, come nella
Fig. 10.%, o di piu parti tra loro staccate, come nella Fig. 11.2,
le quali tutte compongono la curva data. _ co
Sia y una funzione quadriforme, cioé ¥ equazione della

curva sia y44-Py34-Qy3+Ry+S=o, ed.a ciascun valore di x -

corrisponderanno quattro valori reali di y, o due, o nessuno.
Quindi le ordinate incontreranno la curva o in quattro punti,
o in due, 6 in nessuno, i quali casi sono tutti espressi dalla
Fig. 12.* a ,

Onde in geneérale apparisce ; che se nella eqnazione della
curva y & elevata alla potenza 7z, il numero delle ordinate reali
sard o n, 0 n—2, 0 n=4, o n=-6, ec. Se dunque # ¢ un numero
dispari, la curva avra per lo meno un ramo che scorre all’infi-
nito, e se dalla medesima parte pih rami vanno all’infinito, il
loro numero sara sempre dispari: ma se n.& pari, il numero dei
rami infiniti sara pari. Se poi si contano tutti i rami, che da
una parte e dall’altra scorrono all’infinito, il loro numero sard
pari , comunque sia n o pari o dispari.

’
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CAPITOLO VIIL

Della permutaszione delle coordinate , e dei diversi ordini
delle curve.

83,

Siccome la posizione dell’asse, e 1’origine delle ascisse dipens
dono dal nostro arbitrio, la medesima curva mutate le coordi-
nate potra rappresentarsi da infinite differenti equazioni. Ma
se sara data I’equazione della curva per un dato asse, se ne po-
tra faeilmente dedurre I’equazione della medesima per un altro
asse qualunque, Sia qualsivoglia curva (Fig.13) riferita all’as-
se RS, e sia data 'equazione della medesima tra le coordinate
AP—=x,e PM=y, e si voglia I'equazione della curva per un al-
tro asse rs, ove ’origine delle ascisse sia in D), tra le coordina-~
te DQ=t, e QM=u. Si tiri DG perpendicolare, e DO paralle~
la all’asse RS, e siccome il nuovo asse rs & dato di posiziane,
#i conoscera I’angolo QDs, di cui si chiami il seno m, ed il co-
seno n,cosl che siaz2+r2=1 ; inoltre sia AG=a, DG=>b.Tirate
le rette Op, Og perpendicolari alle nuove coordinate DQ,QM,
sard Op=m(x-a) , Dp=n(x-+a), Og=m(y=+b), Mg=n(y+b); onde
t=Dp—Og=n(z+a)—m(y=+bd) , u==Mg+Op=m(x=-a)-+n(y+b) .
" Quindi si deduce mu+-nt=(m?-+ns)(z+a), ed
nu—mt=(m3+4-n3)(y+b) , cioé r=mu--nt—a , y=mnu—mi—b ; i
quali valori sostituiti nella equazione data ci somministreranno
I’equazione della curva riferita all’asse rs.

Poste le medesime denominagioni, se vorremo adesso che
una nuova applicata TAf formi con 1’ascissa DT un angolo da-
to @, di cui sia il seno =m', il coserio ==n', chiamando DT r, e

Mo

u .
TM zavremo m:;:\sen.M TQ=m', onde u=m'z, e

T 2 . ) o .
%:—?:n’, ciod t=r—n'z. Sostituendo adunque questi va-

lori di u e di ¢ avremo x=nr—(nn'—mm')z—a, ed

y=—mr+(m'ri4-mn')z—b. Se ponghiame nella equazione data
questi valoridi x e diy , avremo I’equazione generale della cur.
va riferita a qualunque asse con qualsivoglia inclinazione delle
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coordinate, la quale comprendera tutte I’ equazioni particolari
della medesima curva. Si psservi, che essendo nei valoridi = e
di 5 una sola la dimensione di r edi z, in qualunque modo tra-
sformiamo I'equazione della curva mutando le coordinate, essa
rimarra sempre del medesimo ordine.

86.

Abbiamo divise le curye in algebraiche e trascendenti ;
ma in tanta copia di curve algebraiche & necessaria una ulterio- -
re divisione. Nel distinguere le diverse specie dobbiamo por
mente a qualche carattere, il quale non vari mai nella istessa
curva, né possa in vigor di esso una medesima curva apparte-
nere a differenti specie. Abbiamo osservato di sopra, che una
curva riferita a qualunque asse mantiene sempre la sua equa-
zione del medesimo ordine, Quindi dall’ordine dell’equazione
delle curve possiamo ripetere la loro distribuzione in classi. Se
dunque nella equazione di una linea la massima dimensione
delle variabili z ed y & 'unita, diremo questa linea essere del
primo ordine ; se le variabili avianno due dimensioni, la linea
sara del second’ordine, e cosl in seguito.

L’equazione generale delle linee del prim’ordine sara per-
tanto ay+bz—c=0, ove le quantitd costanti a, b, ¢, possono
essere e positive e negative. In quest’ordine non é compresa al-
euna curva , ma I’equazione appartiene sempre ad una linea
retta, che si pud costruire cosi. Si prenda (Fig. 14) la retta RS
per asse, e il punto A4 sia I'origine delle ascisse, e siccome fa-

cendo y=o abbiamo z= z, prendiamo AD:%, e la retta pas-
serd pel punto D . Similmente facende x=o abbiamo y:%,on-
de al punto A corrisponde I'ordinata AE:% . Per i punti D ed

E si faccia passare la retta LL', e questa sard la linea rappre-
sentata, dall’equazione data. Perché ‘prendendo qualunque ascis-
sa AP=x, a cui corrisponda I'applicata P M=y avremo sempre
PM : PD=AE : AD, cioé y : %—z::-ﬁ- : —:—, e moltiplican-
do gli estremied i medj termini di questa proporzione

2
%y;—-—-z—b—%{, o sia ay+br—ct0, che ¢ I'istessa equazione pro-

pos_ta . .
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Se b=o0, sar AD:%:@; onde Ia retta LL' non incone

trerd mai I’asse, cioé gli sara parallela. Se poi a=o, allora sard
AE—=, e la retta LL' sara parallela alla retta AL, o sia per=
. pendicolare all’asse. Finalmente se c=o0, sara 4D=0, AE—o,
onde la retta LL' passera pel punto 4. Per trovare un altro
punto supponghiamo r=a, ed avremo ay+ab=—o, cioé y=—b,
Quindi presa 1’ascissa 4C=a, ¢ I’ordinata CF=b dalla parte in=-
feriore, perché il valore di CF=y & negativo, la retta cercata
passerd per i punti 4, ed F. Questi tre casi sono espressi nella
Fig. 15.* .

L’equazione generale ddle linee del.seeond’ ordine sard
ay*+byx+-cxd+dy+ex+f=o . Le linee curve contenute 'in
guest’ ordine sono le pid semplici di tutte, perché il prim’ordi-
ne non contiene alcuna curva. Le costanti a, b, ¢, ec. si pos-
sono determinare in modo, che quella equazione rappresenti
tutte le diverse curve, che volgarmente si chiamano le Sezioni
Coniche , come tra poco vedremo. Similmente I’equazione del-
le linee del terz’ordine sara ay®-+bydz4-cyx3+dxiey?+fry
. ~+gx34-hy4-iz+h=0, e cosl in seguito. N

Data dunque I’equazione di una curva, dalla massima di-~
mensjone dele variabili si potra subito, gindicare, a qual’ordi=-
ne la curva appartenga. Ove conviene osservare, che, se I'e=
quazione congiene radicali o frazioni, prima di giudicare dell’or-
dine della curva bisogna ridurre I’ equagzione ad una forma ine
tera. Cosl I’equazione y2—x}/(a*+z?) essendo del quarto ordi-
ne, se si libera dai radicali, ci dara una curva del quarto ‘ordi-

) . atr=—adr3
ne : parimente la curva espressa dalla equazione y3==———_
a=-zy
sara del quart’ ordine.

Determinato I’ ordine della curva, per ben conoscerla biso-
goa che sia dato ancora ’angolo formato dalle coordinate, poi-
ché la medesima equazione appartiene a diverse curve, secondo
che le coordinate sono ortogonali o obliquangole. Cosi I’ equa~
zione y2——ag3~x? appartiene al circolo, se le coordinate sono
ortogonali, all’ellisse, se sono obliquangole.

Finalmente conviene osservare, se I’equazione della cur-
va & risolubile in fattori razionali, perch® se comprendera due
o piu di tali fattori, sard composta di due o piu equazioni, cia-

Tom. I. . 29
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scuna delle quali dard una curva particolare. Coteste equazioni

‘moltiplicate insieme dabno 1’ equazione proposta , e siccome

questa operazione pud dipendere dal nostro arbitrio, cost dob-

biamo, reputate, che. I’equazione data non esprima in tal caso -

uoa sola curva continua, ma una curva composta di pin curve
continue, che chiameremo complessa. Cosi I’ equazione
y3—ay—xy-+aa=o, quantunque sembri essere di una linea del
second’ ordine, pure potendosi mettere sotto la forma

(y=—z)(y—a)=o0, contiene le due equazioni y—zr=o0, y—a=o,

ciascuna delle quali rappresenta una linea retta.

CAPITOLO IX.
Delle linee del second’ ordine .
87.

P er conoscere le varie specie di curve, che son comprese nella
equazione generale delle linee del second’ordine

ays4byz4-cx® +dyez+f=0, -
. br<-d . . Y
ponghiamo y==zg—~——, ed ordinando i termini‘avremo

24
. 4a%z*+(4ac—b?)x2+(4ae—2bd)r+Laf—dg=—0 .
Onde se facciamo A= dn—w’ B= abd_‘iae, C="% —Aac
. 4a. 4a? . 4at

quazioge delle linee del second’ordine diventera

. z3=A+Bz+Czx* .
Ora ¢é chiaro, che la diversita delle linee contenute in questa
equazione dovra ripetersi dai coefficienti 4, B, e C. Ma dalla
loro diversa quantita non pud arguirsi la differenza delle curve,
poiché I'equazione esprimera’sempre la medesima curva, allor-
cheé permutate le coordinate le quantitd 4, B, e C diventeran~
no maggiori o minori. Rimane dunque a ricercare la differen-
za del#e curve ne’diversi segni delle quantita 4, B, e C. Ma
cangiata I’origine delle ascisse la quantitd 4 pud mutare il se=
gno, e B diventa negativa se si pone —x in luogo di z, quan=
tunque nell’'uno e nell’altro caso Ia curva rimanga la medesi-
ma; qualunque permutazione poi non induce alcuna variazione
ncl segno del coefficiente C: quindi dal segno di questo coeffi-
ciente dovra ripetersi la diversita delle curve.

, Ve
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8ia primieramente C una quantita positiva, e posta =
la quantitd A+~Bz+Cz® avra un valore pusitivo; onde z avra
due valori reali corrispondenti all’ascissa 2— . Similmente,
posta == o, 3 ottiene due valori reali corrispondenti all’ ascis-
8a x==— . Quindi, essendo C positiva, la curva ha quattro ra-
mi, che scorrono all’infinito, e si chiama Iperbola.

Sia C negativa, e posto tanto = o, che z==— ¢, la quane
titd 4+Bx<4-Cx?* sara negativa, ed i valori di z immaginarj. La
curva adunque non ha alcun ramo infinito, ma & tutta conte~
nuta in uno spagio finito. Questa specie di linee del second’ oz~
dine si chiama Ellisse.

Se C svanisce , ne nasce la terza specie di curve, che hanno
il nome di Parabole, e 1a natura di queste curve & espressa dal-
1a equazione z9=5.A-~Bx. Ponendovi s—=o la quantitd A+Bx
€ positiva; e z ha due valori reali, e percid la Parabola ha due

“rami infiniti, Né pud averne pin di due, perché posta z=— o,
il valore di z diventa immaginario. Abbiamo supposto B positi-
" va, ma niente importa se sara negativa, perché posto nella equa-
ziomes—z in luogo di z la curva non si cangia .

Abbiamo pertanto tre diverse specie di linee del second’or=
dine, I'Ellisse, la Parabola, e I’ Iperbola, e la loro diversita di-
pende dal numero de’ rami infiniti; perché I’Ellisse non ha al-
cun ramo infinito, la Parabola ne ha due, e I'Iperbola quattro.
Vediamo adesso quando I'equazione generale presenta ciascuna
di queste specie. Primieramente la cu;’yz} sara una Ellisse, se C
¢ <o, ma C:-b%?‘éi-c ; dunque I’ equgfibne generale dara una
Ellisse quando 4ac>53, cioé quando la quantitd ay?a-bycscz®
{che contiene tutti i termini, ne’quali le variabili formano due
dimensioni) avra i fattori immaginarj . La curva sara una Iper«
bola, quando C>o, cioé b>4ac, o sia quando la quantitd
ay3+byzx--cx? si potra risolvere in fattori reali disuguali. Fi-
nalmente la curva sard una .Parabola, se C=o, o sia bs=4ac,
ciod se la quantitd ay?+-byr-+cx? avrd due fattori eguali.

88. )

Passiamo a trattare in particolare di ciascuna di queste li-
nee, ed in primo.luogo pailiamo dell’ Ellisse. La di lei equugio=

ue & ?f'-.:A-c-B:v--Cw' , 0 sia posto x—‘o—;% in luogo di x,
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e=A4—Cz?, ove 4 e C sono guantita positive. Siano ortogo-
nali le coordinate, e presa la retta 4B per asse (Fig.16) sia -C
f1 principio delle ascisse . Se faceiamo x=o, abbiamo due valori
reali di y, ciod ym===1/4, i quali sono tra loro eguali in quan-
tita, ma uno & positivo e I'altro é negative. Tirata dunque pel
punto C perpendicolarmente all’asse la retta DE si renda
CD=CE=} A, ela curva passera per i punti .D ed E. Facen-

do adesso y=o avfemo due valori di x, cioé x::l / g ; :m'-
de prese sull’asse da una parte e dall’altra le rette
CA:CB:.]/ b{’ i due punti 4 e B apparterranne alla cur-

va. Per gli altri valori CP dell'ascissa x 1’ordinata.y avra due
valori eguali PM, PM', i quali saranao reali sge CP<C4, im-
maginarj se CP>C.A, come apparisce dalla equazione. E siccor
me posto —z in lnogo di.z il valore di y rimane lo stesso, 1’el-
lisse avra quattro parti simili ed eguali tra loro 4E; BE, BD,
AD. Le rette AB, DE si chiamano gli assi dell’ellisse, e la
maggiore 4B I'asse maggiore, la minore DE I'asse minore .

Facciamo I'asse AB=2a, e DE=2b; sara a’:% ) =4,
R . A 2 - !
onde C== :Z—;. Sostituiti questi valori I’ equazione dell’el-

. . \ . 2 . - .
lisse diventera y’:lw’-—-:—axﬁ, cioé a2y3=h3(a2—x1); € sicco-

me g3—z2=(a+r)(a—x), sard y? : (a—z)(a+2)=>2 : a3, ‘ciod
stari sempre il quadrato di qualunque ordinata PM al rettan-
golo di AP in BP nella ragione costante di 62:a°, che ¢ la
proprietd principale dell’Ellisse. Se a=b, cioé se i due assi so+
no eguali, allora I’equazione y2=a3-—x3% appartiene al circolo,
di cui il centro & C, ed il diametro 4 B=2a; infatti in questd
caso 124y =CP*  PM*—=CM?>=a?, cioé tutte le rette tirate
dal centro alla periferia sono eguali, che & la ‘proprietd essen-
ziale del circolo: il cerchio adunque & una specie di ellisse. .

as3lba=b3rxra

Essendo y2= ,'se facciamo x2==a?—5b32, sard
] a? N :

y"_—,-z—:-, cioe y:::b{- + Se dungque prendiamo le a:sciése CF, , Cf

eguali a | (a2—b2), le ordinate €G', gg' saranno ciascny
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=22, ciod sard AC : CD=CD : FG, ed AC: CD=CD:fs.

I punti F, f determinati in tal medo hanno wmolte belle pros
prietd , e percid hanno meritato un nome particolare; si chiama~
no cioé i fuochi dell’ellisse, Yordinata FG il mezzo parametro,
e tutta la GG' il parametro della ellisse. Da qualungue punto

M preso nel perimetro dell’ellisse si tirino ai fuochi le rette
: baze

MEF, Mf, e sar W‘:ﬁﬂ’:ﬂ/@‘-b')-xpw--—a}-
=a'-a:4/(a'9—b°)+f-:-;_'-2.r’=(a—x‘.{.(f_::‘:.))., e

FM=a—z(*=F) | 11 simil guisa troverassi

. a
_ fM:a-p-x'_/la:_b‘); onde FM4-fM=2a. Se dunque dai fuos
. .

chi a ualunque punto M dell’ellisse si conducano le rette
FM £ Ya loro somma é =4 B= all’asse maggiore.
¥inora abbiamo supposte le coordinate ortogonali, cerchia-
mo adesso I’equazione dell’ellisse tra le applicate obliquango-
#le. Si tiri adunque (Fig.17) all’asse I’applicata obliquangola
QM sotto I’angolo CQM , di cui il seno sia m ed il cosenon. e
si chiami CQ ¢, e QM u, e condotta I'applicata rettangola PM
sard g-%:sen.CQM , Qfl%:cos.CQM , cioé {;::m,.—'-;-:f:n , ®
quindi y=mu, e¢d x=t+nu. Sostituiti questi valori nell’equa-
zione a3y?2=b?(a3—x2) avremo I’ equazione

R :bﬂng ashs—iapy
W @ mobans asmé-bans = ?

la quale ci da due valori di u, cio¢ QM, e —QM’, ove questo
si prende negativo, perchd cade dall’altra parte dell’asse . Ora
in ogai equazione essendo il prodottobdelle radici eguale all’ ul-
o . S b2las—t3) _ 3. A0XBO
timo termine, avremo QMXQ = i —aread
onde QMXQM' : AQXBQ=b% : atms+b3n® . Similmente -
gmXgm's AgXBg=bh?: a®m2+4-b3na; percid, ovungue si prenda
il punto Q, i rettangoli QMXQM', AQXB() staranno nella ra-
gione costante di 53 :a3m2+4-b%n3 ; ese la retta OT parallela alle
ordinate tocchera’la curva in O, nel qual caso QM e QM sono

.
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eguali ad OT,, sara OT?: ATXBT=b* :atm3+bns .

La'somma delle radici di una equazione & eguale al coeffi-
ciente del secondo termine col segno mutato ; quindi
, abant __ aobsn ) .
MQ-M Q=anmﬂ+b‘9n2"aﬁmn+b9n9xCQ . Parimente

mqm’q:m%:-_;%ﬁxoq, e se la retta OT p:_uallela alle ordi«

nate toceca la curva nel punto O, sara 20 Th-'—-a—b?n——-—xﬁ,’[',
. a Bmﬂ.‘.yn n 2 Z

onde 20T : MQ—M'Q=CT:CQ. Quindi, se dal punto O si ti=
ra al centro la retta OC, questa divide in mezzo in R tutte lé
applicate MM’ parallele alla tangente OT': poiche

30T : 2QR=CT': €Q, e percid 20R=MQ~M'Q?, cioé
MQ—QR=M'Q+QR, ed MR=M'R. La retta CO per questa
sua propriesd si chiama diametro, e la retta CIV tirata pel cen~
tro’ C parallelamente ad OT', che ha le medesime proprieta per
le sue applicate, si chiama il di lei diametro conjugato. Infiniti
pertanto sono i diametri dell’ Ellisse , perché ogui retta , che pass
sa per il centro, & un diametro, (

Sia dunque FG (Fig. 18) un diametro, che taglia in mezzo
tutte le sue applicate MM, ed IH il di lei diametro conjnga=-
to, e posta CR=r, RM=s trasferiamo 1’equnazione dell’Ellisse
alle coordinate CR, ed RM. Sara primieramente

_OM—QM __  bant
QR— 2 _a5m2+bi,lz ’

angolo CRQ avremo CR : CQ=sen.CQR: sen. CRQ , ciod
rit=m:p, et:zn-: . Sara altresi 2 bant +s=u,o0sia

‘ dipoi chiamando p il seno del¥

3Im24-bans
banpr ’
m(a3m34-h3n3) o
equazione precedente ci daranno la nuova equazione
: a3bapas
ama 2n2)s2
_(a3m3+-b3n2) +
. ° . N . Jdge
Se adesso facciamo prima s—o, r=o, troveremo il semidia-
?_.,_ba 2) ) : '
- . o . . -
“inetro CF=1(3°" n ), ed il semidiametro conjugato
1 4

<5, i quali valori di 2 e di u sostituiti nella

r’-—‘a’b":..o .

- ab . AT a@__AL:%‘D ]
CH_" l/(a“m’-r-b’n“)’ e quindi ?FXC . ‘.{?",-Tsen. "I..’ .

14
“a

P
i 7
.
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qual’equasione ci avverte, che di tutti i rettangoli formati da

- due diametri conjugati quello degli assi & il pit piccolo. Chia-
miamo CF ¢, CI-id, e ’equazione precedente diventera

. €s3=d3(c?—r9)y che(¢ affatto)simile a quella trovata per 1’ asse
4B; onde quelle medesime proprieta, che convengono alle coor- °
dinate dell’asse, competeranno ancora alle coordinate di un dia-

metro qualunque, e percid sard primieramente RM3 : FRXGR
nella ragiong costante di d2:¢2, di poi condotte le rette qua-
luRjue S8k, TT, ec., saranno i rettangoli SVXVS', FVXVG,
‘T%(VT’, ec. in ragion costante tra loro, ovunque si prenda il
“Wpunto™¥, purché le rette SS., TT', ec. si mantengano tra loro
respettivamente parallele. . )
Vediamo adesso, come dall’angolo CQM, che ha m per se-

no, ed n per coseno dipendano gli angoli ACF, ICF. Dal ceny
tro C (Fig. 19) tirata CS perpendicolare alla retta MM' avremo

%:t.an.g.CRS:tang.ICF ; mait CS=mxCQ,

.RS: )S— .R-" - . tan .ICF= m)(CQ_
QS Q -—nXCQ' QR .dunque ang OO OF
—__mt - mlaam34b3n2) _ a?m34-b3n? ) )
- nt—QR ‘n(aﬁm’q—bﬂnﬂ-—ba)— mn{as—b2) ° a motivo di
m34n2=1 . Avendo adunque supposto sen.ICF=p , avremo

P aﬂmﬁ-..-bﬁn’
fang. ICF= ) = %)
— (aam2+5ﬂp¢2’z . indi
p e mnnﬁ(aﬂ_bﬂ’a_‘_(aama_'_bg”,’a y © (IUln ‘
E—F—a'__aﬁmﬁ-q_-bﬂnﬂ__mﬂnG(aﬂ-—bﬁjﬁ-'-(a’m’-q-bann)s

» onde si deduce

pr a3m3+-bana
. g4 2h4 : 2ph2 2h2 —
-—m atn b —aﬂ#ﬂ__,.—a._b___.- ma __.__a ____.b =012
adm24-p3pn2’ asma—4-b3ns 4

T a2mabans

percid CF2a-Cl2=aa+b3, cioé i .quadrati di due diametri co-
njugati sono eguali ai quadrati degli assi.

Condotta dal punto R la retta RT perpendicolare all’ asse

: RT  mxQR m¥XQR  b2n  —
av tang. ACF="__ —_ e — . -
romo tang CT=C0=nxXQR ~i—axQR =aim 0
.di si ricava la maniera di tirare la tangente a qualunque punto’
F dell’ Ellisse. Sia FO questa tangente, che incontri I’asse in
£, e sard FO parallela allordinata MM, e percio la tangen-

D e

~ »

Ce
< o %
- e .
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te'dell’ angolo AOF sard = ': . Tirando FP perpendicofare
43.PO
ady ’s“
e PC)—”’Vn it . Sard dunque CO=x+= = =§-,cm§ '

x
. —% CO o sia CP CA=CA :CO.

Tirando dai fuochi F, f (Fig.20) le rette FM, fM ad un
punto qualunque M delta curva, avremo .

ro—co—CF_““-“l/‘a‘—b") ed fO—a°+xl/(a’-6°) e,

‘ all asse avremo — e f:o =5 © quindi tang. ACF-—J_....

FM= a"—n/(a’—ba), edfM a+a,1/(a’—bﬁ) dunque

YO:FM=a: 2=fO:fM. Ora sta FO: FM:sen FMO:sen. FOM,”
JOfM=sen fMO:sen. FOM ; percid sen. FMO=sen.fMO, e
I’angolo FMO= all'angolo fMo

Se p, e g suno due qualunque semidiametri conjugati , ed
s Yangolo che formanoe al centro, avremo pgsen.s=ab » €
PA4q3=a%4-b%, per mezzo delle quali equazioni dati gli assi e
I'angolo s si troveranno i semidiametri p, e g4, o pure dati gli
assi ed il mpporto de’ semidiawmetri si troverd ’angolos . Cosx,

,se pegq dovranno essere eguali tra loro, avremo sen. c;— , e

gpt=al+-b3, cio¢ sen.s=-———. Sard dunque I’angolo s egua—

2ab
_..bs
le all’angolo DBE, cioé i semldlametn CM, CN saranno pa-
ralleli alle ecorde BE, BD, e saranno ciascuno —'/(54'1”)

~ -

— inoltre sara CP—V; e PM:% L’ equazione dell’ Elhssu
riferita a questi semidiametri eguali avra la forma yi—ah-a:’ s
cioé sara I’ equazione medeslma del cerchio tra le. coozdinate or«
togomali . e

Se le asclsse, invece d inedn¥inciare dal centro C, hanno
la loro origine nel punto A4, che si chiama il vertice dell’ ellis-
se, posto (Fig. 16) AP—x , PM=y , Y equazione dell ellisse

2 obs
diventera yi——-.t—-—-x° ove il coefficiente 22— ¢ evuale al
4 a3 a

SdOC
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arametro. Ponghiamo il semiparametro , o I'applicata FG nel
uoco =c, e la distanza AF del fuoco dal vertice =d, ed avre-

mo es-:c, a—}/(a3=b3)=d, e quindi 2a—d=a-+,(a3—b2),

(2a5d)d=b2=ac, ed‘a=aj_’_c .Sard dunqueyd=2czxr— d’::c)

la qualk equagione usar si deve, quando &.data la distanza del
fuodo dal vertice, ed il semiparametro. S8empre perd conviem

che sia 2d>c, perché a= d c

r3,

2
2d=—g’ eb l_ ac,:'d‘/ad—c'

89.
Se sara ad=c, avremo y2=2cx, la qual’ equnazione & per la
parabola, perché I'equazione precedente ys==A+Bz si cangia
in questa mutata I’origine delle ascisse. Sia data la parabola
MAM' (Fig.21), e posta AP=z, PM=y la di lei natura sara

espressa dalla equazione y2==acx. Sara poi 4 F=d=-:—, ed il se-

miparametro FG=c, e quindi PM3=2FGxAP: e siccome po-
sta I’ ascissa z infinita le applicate PM, PM' diventano infini-
te, la carva avra due rami infiniti 4M, AM'. Se si prende
I’ ascissa negativa, Papplicata diventa immaginaria ;- onde al di
1a del punto A4 non si trova alcuna porzione di curva.

Siccome I’equazione dell’ellisse si cangia in quella della
parabola, allorché si pone 2d—=c, ¢ evidente che la parabola &

& infinito: on=-

k]
ad==c
de tutte le proprieta dell’ellisse potranno trasferirsi alla para-
bola, se si pone a infinita. E primieramente essendo per I ellis~
(a—z)/(a*—b*) __ (a—z)(a—d) __ a(d2)—dz

T a 2 - 2 ’
se facciamo 4 infinita . poiché la quantita dz svanisce in para-
gone dell’ infinita a(d+-z), avremo nella parabola

FM= ﬁ''d—:'-’?—)::d-o-.az‘: i-c-l-a:', cio¢ FM=AP+AF. Condétta la

una ellisse, di cui il semiasse maggiore a=

se .FM:.a-

tangente MO, & PO:a’;:t:x)’ =2a:::n nella ellisse, e per-
Tom. I. L 30
1
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¢fd posta a infinita sara PO= a—fi-ai‘zz‘r:axﬂ-" nella parabola. Le:

applicate parallele alla tangente MO saranno divise nel mezzo
dal diametro, che dal punto M va al centro. Ma poiché il cem~
tro delld/parabola’ ¢ situdto ad una distanza infinita, i diametri
della parabola incontreranno I’asse ad una distanza infinita,
cioé saranno tutti tra loro paralleli. Nella medesima maniera
dalle proprieta della ellisse si potranno dedurre le corrisponden=~
ti proprieta della parabola.

90.

Passiamo all’iperbola, I’ equazione della quale abbiamo so-
pra veduto essere y*=A-+Bur+Cz%, e mutate le coordinate
¥2=A+Czx*. La quantitd C dev’esser sempre positiva, ma 14
quantitd A4 pud esser pesitiva e negativa. Siccome poi ponendo
« in luogo di y e vieeversa si cangia il segno di A4, prendiamo 4
negativa , e I’ equazione della iperbola sard y3=Cz%—4. Facen=~
do y=o0 abhiamo da questa equazione un doppio valore di «,

cioé w:-o-'/ %, ed x:—l/ -g—, onde se prendianio (Fig.22)
il punto C per origine delle ascisse, e la retta 4B per asse, e
~ ponghiamo AC:BC:I/% , 1 punti 4'e B saranno nella iper-

bola. Qui ancora il punto C si chiama il centro, e la retta AB
I’asse della iperbola, e se facciamo il semiasse AC=4, a motivo

di a’:‘ci, Pequazione della iperbola diventera y3=Cz*—Cas.

Quando adunque x é >a, le applicate vanno continuamente
crescendo , e finalment€ diventano infinite; e siccome le ascisse
si devono prendere da una parte e dall’altra del centro, I'iper-
bola avra quattro rami infiniti, tutti eguali e simili tra loro,
Al, Ai, BK, Bk. Se x ¢ <a,l'applicata & sempre: immagina-
ria; onde per tutta la lunghezza dell’asse 4B non si trova al-
cuna porzione di curva. Pertanto non ha I’iperbola, come Iel-
- lisse, I’asse conjugato, perché I’applicata nel centro =/'—Ca*
¢ immaginaria. Ma, per conservare una qualche somiglianza con
I’ ellisse, ponghiamo questo semiasse immaginario deig.la iperbola

=b/—1, e sard }’:Ca“ , € C:%—:—, onde P’equazione della iper-
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bola sard ya= ?;(z’—a’f); e quindi I’ equazione dell'elliﬁ},ai»
. cangia in quella della iperbola, se vi si pone —b2 in luogo di
b°. Pertanto le proprieta dell’ellisse si potranno facilmente
adattare all’iperbola; e ‘primieramente la distanza dei fuochi
dal centro essendo nell’ellisse =} /(a®—b2), sara nell’iperbola
CF=Cf=/(a*+b?). Quindi
FAI:l/(zﬂ—an(aﬂ-o-b')-q-aﬂ‘-;- b‘x’)—q./(a;"'b‘)—a ,

a?

2
sz.q/La*‘i)-..a, e percid fM—FM=3a=AB, che & la
proprietd principale de’fuochi dell’iperbola. Similmente come
per Dellisse si trovera, che ogni retta, la quale passa per il cen-
tro, & un diametro dell’iperbola, che divide in mezzo tutte le
sue applicate; e le altre proprieta dell’ellisse con qualche mu-
tazione, quando vi ¢ impricato I’asse conjugato, avranno luogo
anche nella iperbola. Cosl, condotta la tangente MO, sard an-

che nell’iperbola CP: AC=AC:CO, cio¢ CO:E:’ .e con un

raziocinio simile a quello usato di sopra (88) si dimostrera, che

Yangolo FMO ¢ eguale all’angole fMO.

Essendo CO=%, ¢ evidente, che quanto maggiore si pren-

de I’ ascissa CP=2z, tanto minore sard la distanza CO. Onde se

@ si suppone infinita, sard CO=0, e la retta, che tocca la cur-

va ad un infinita distanza, passera per il centro C; e come la
rM

tangente dell’ angolo POM é‘=_P-(7=5i-r'a? e posta x infinita
bx '

diventa P%[/(x*—a == la retta, che tocca la curva in

un punto infinitamente distante, forma con I’ asse un angolo,
la di cui tangente & :%'. Se adunque nel vertice 4 (Fig. 23)
8i pone perpendicolarmente all’asse AD=b, la retta CD pro-
lungata all’infinito non incontra mai la curva, ma la curva
sempre pin vi si avvicina, fisché poi all’infinito si confonde con
essa. Lo stesso si deve dire della parte Ck, la quale finalmente
si confonde con il ramo Bk, e se si pone A¢d=AD, la retta Cd

\
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ayra la medesima proprietd riguardo ai rami 4i, BK. Queste
a-rette che non toccano la curva, che ad infinita distanza , si chia-
“mano Asintote della medesima curva. Se b=a, sard AC=4D,
cioé I'angolo ACD semiretto, e ’angolo DCd retto, e in que- .
sto caso/1iperbola si/dice equilatera. .
Si prolunghi Iapplicata MPM', finche incontri gli asinto-

.. . xr bz
tiin m, m', e sara Pm—=Pm'— = onde Mm=M'm'= 2Z"% ,
a

b
-ed Mm'=M'm= x-:ay , ¢ quindi

MmXMm'=M'm'XM ’m:-bjf%ﬂ’-ﬁzb’zmﬁ . Si tiri Mr
parallela all’asintoto Cd, la quale incontri in 7 P'altro asintoto
CD, ed avremo Mr: Mm=Cd:Dd, cioé "
Mmxy/(a2+b*)_(bx—ay)/(a2+52)

. -

Mr=mr— e
25 2ab
Cr::C’m—rm:x'/(an*ba) - (br—ay)/(a>+52)
. a » 2ab
/‘.___(bxwy );:;a,*b’) . Quindi avremo
erCr—(biza"::{ ;)a(ag'"b’)_a’*bg , 0-sia tirando a Cd pa-

rallela la retta AE=~Cd=11/(as+51), MrCr=AEs . Se

dunque prendiamo s6pra uno degli asintoti' ’ascissa CQ=u, e
Yapplicata *QIN=z parallela all’altro asintoto, posta CE=e,
1’ equazione dell’iperbola riferita agli asintoti sard uz=e?. ,
Fin qui abbiamo rappresentate le Sezioni Coniche con una
equazione tra le applicate parallele. Ma vi ¢ un’altra maniera
per rappresentar le curve, mediante la_quale esse si riferiscono
alle applicate, che partono da un punto fisso, e formane un an-
golo con una retta data di posizioue, la quale passa pel punta -
fizso."Se ¢ data una equazione tra quest’angolo, e 1’applicata,
si potranno determinare tutti i punti della curva, poiché ad ogni
angolo corrispondera un dato valore dell’applicata, e condotta
questa, la di lei estremita ci dara un punto della curva. Faccia-
mo I’applicazione di questa nuova maniera‘alle sezioni Coniche,
e cerchiamo I’equazione dell’ellisse tra la retta FM=z, che

-~ v
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parte dal fuoco F (Fig.16), e P’angolo AFM:u che la retta

FM forma coll’ asse. Avremoli’,%_.sen AFM, F M....—cos AFM, -—

cio¢ y—zsen.u, x—(a?—b3)-+zcos.u, e sostituendo questi va~

lori nell’ equazione ys=>53— I;—’xﬂ otterremo

b2(a2—b3) zb’q/(aﬂ—b')cos u 6
.a3 a?

cioé, a motivo di sen.ud=1—cos.u? ,

z2sen.u=br— z’cos us

go— ﬁ_’_ab’q/(aﬂ-bﬂ)cos.u* a’_b’x"'.—cos.uﬂ ,
a? a? a?
ed estraendo la radice quadrata
bn

a2—b3)cos.u '
Se noi ponghiamo la dlstanza |/ (a3—b2) del centro dal fuoco,
che si chiama Veccentricita, =e, 1’equazione dell’ellisse di-
venterd g 0°—e?
" a+ecos.u ‘ ,
) Questa equazione si trasferird all’iperbola, se vi porremo
~b? in luogo di 42, e diventera
—b2
= a+,/ (a2+b2)cos.u’
e posta I’ eccentricita | /(a3+-52)=e,
. " ptgn
a-ecos.u
La 'medeslma equazione adunque appartiene egualmente all’el-
lisse ed all’iperbola; ma ¢é chiaro che sara dell’ellisse, se e<a,
e dell’ iperbola, se e>a.
Se si osserva che e=/ (a®—b2)=a—d, ove d esprime la di-
a 8tanza AF del fuoco dal vertice, I’ equazwne dell’ ellisse potra
rappresentarsi ancora cosi;
mzd—dn
a+(a—d)cos u’
Posto I'asse a infinito, sara

a

od

: . 1+cos.u
e questa & I>equazione della parabola.

2=
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Abbjamo percorse le proprieta principali delle linee del
second’ordine, le quali comuneménte si chiamano sezioni *corii“..
che, perché nascono dalla sezione fatta nel cono da diveysi pia~
ni. Quello che abbiamo detto, basta per conoscere la natura di

- queste curve: chi desidera'di piu, congulti gli Autori, che trat-

tano di esse in particolare, e.specialmente il Trattato delle Se~
zioni Coniche del Sig. Marchese de I' Hogpital .

CAPITOLO X

Deé’rami infiniti delle curve .

. - 91.

Abbiamo veduto, che delle linee del second’ordine una é tutts
contenuta in uno spazio finito, un’altra ha due rami infiniti,
un’altra finalnente ne ha quattro. Una maggior varieta si tros
veria nelle linee degli ordini superiori; onde per ben distinguere
le differenti curve, che sono in ciascun’ ordine comprese, si ren-
de necessario un metodo atto a conoscere il numero de’ rami in-
finiti di una curva, di cui ¢ data I’equazione, e la }oro direzio-

“‘ne. Sia adunque proposta I’equazione di una curva dell’ordine

n tra le coordinate x cd y, nella quale il membro supremo, che .
contiene cioé i termini della piti*alta dimensione n, sari della
forma

.AynJ“\'-‘Byn_ Tg4-Cy" 222 . ... . +Nz". .

. . P 7 3.
Se facciamo y=rz, I’ equazione della curva divisa per z~ diyen-
tera ‘

| AP Br T e, ... +N

R R R" A
o} — oo == afue— o}~ €C. =0, :
xr x3 x3

ove R, R', ec. sono funzioni di r. Posta  infinita svaniranno i
14

.. R . . .

termini < 037 ec., e I’equazione si ridurra alla seguente
n N T2, : Ul
Ar +Br " 4Cr «evo+N=o0,

dalla quale si dovra ricavare il valore di 7. Ora se questa equa=

sione avra tutte le radici immaginarie, nel -qual caso saranno
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immaginarj tutti i fattori del membro supremo, all’ascissa z

intinit# non corrispondera un valore reale dell’applicata y, e la
curva percid non avrd alcun rame infinito. Ma se un valore di

r sard reale ed :—ba- , -al’-quale "eorrispondera il fattore reale

o

ay—bx del membro supremo, in tal caso -a]l’ascissa z infinita

apparterra P'applicata reale y‘:bf-, ela curva avrd un ramo in-

finito. _

Per conoscere I’andamento del ramo infinito di curva , che
da questo fattore reale ay—bx dipende, ponghiamo I’equazione
della curva data sotto la forma

M+MI+MII+MI"+ec‘=-_° ,

‘ove M contiene tutti i termini di n dimensioni; M’ quei di n—1

dimensioni, M" quelli di n—2 dimensioni, e cosl in seguito. La
quantitd M ba per fattore ay—bz, cioé &¢ =P(ay—bx); onde la
precedente equazione pud anche disporsi cosi:
M’ M" M'"
By-b.’l':— T——},—— T-— ec. 5
Ora se nel secondo membro di questa equazione ponghiamo — »
in luogo di y, essa diventera. N

ay—b?:a+-3—+1+—8-+eco ,
z x? a8

ove a,f,y, ec. son quantitd costanti, ¢ la curva di questy’

equazione ci dard nel caso di # infinita il medpsimop valore
dell’applicata y che I’ equazione proposta, cioé la curva di que-
sta equazione all’infinito si confondera con la curva data, o sia
ne sara ’asintoto. Se nel secondo membro trascuriamo tutti i
termini fuorché il primo, I’equazione ay—bx=2 ci dart I’asin~
toto rettilineo della curva data. Ma per determinare la direzio-
ne de’due rami di curva, che convergono verso questo asintoto

settilineo , ammiettiamo anche il termine = trascurati gli altri,

. ,n,;}oJo erre;

ed avremo I’ efhazione ay—br=q-+ g— di una curva, che all'in~

finito si confonde con la proposta, e nella quale percid la dire-

zione de’rami infiniti sara la medesima. Ma se § fosse =o, allo-

ra'si prenderebbe il termine %-t’:ascurati iseguenti, e se anche

L

a
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y fosse =0, si ammetterebbe il termine -;—.- , € cosl in seguito :
in modo che‘l’equazione della curva, che all’ infinito si confon-

de con/la /proposta;sara della forma ay—bx:u-n--% .

z
Siano (Fig.24) 4P, PMle coordinate x ed y, e tirando la
retta AQ, che formi I’angolo PAQ, di cui la tangente sia -z-,

avremo AQ='x‘/(a’+b’) , PQ—b‘18 € QM:al':.é;”.. Se adun-
. a a a

que riferiamo la curva alle coordinate 4Q=¢,e QM=u, I’equa-

zione dell’asintoto rettilineo sard au=s, e quindi presa Q =—E,

e condotta per C la retta LL' parallela ad 4Q, sard questa
Tasintoto. L’ equazione della curva, che pid da vicino si acco-

. sta alla'f‘prqposta, sard della forma z::% , posta z=u— -; , cioé

t .
pré8é’le ascisse BC sull’asintoto LL', ove convien distinguere
due casi, secondo che m ¢ pari o dispari. Sia m un numero di-
spari, e siccome posta ¢ negativa .l valore di z diventa negati-
vo, la curva avrd due rami infiniti, uno Ii dalla parte delle
coordinate positive, e I'altro Kk dalla parte delle coordinate
hegative . Se poi m & pari, poiché presa ¢ negativa il valore di z
si mantiene positivo, la curva avrd due rami i, Oo situati il
primo dalla parte delle coordinate positive, il secondo dalla par-
te delle ¢ negative e delle z positive . !

Da ogni fattore semplice della quantitd M ne nasceranno
nella curva due rami infiniti, la posizione de’quali si determi-
nerd come sopra. Ma se la quantitd M avesse un fattere doppio
(ay—bx)2 , il metodo precedente non potri adoprarsi, perché an-
che P conterrd il medesimo fattore ay-—bx , ' percid posto

b .. . . . e
= = tutti i termini a, f, 7 €C. dlventeram:'o infiniti,

’ " . 92.
Per vedere, che cosa sticceda in questo caso, riferiamo la
curva data- alle coordinaté ¢ ed u, e posta I’equazione di essa
come sopra sotto la forma M+4-M'+M"+M'" +ec. =0, sara,
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poiché la quantita M ¢ divisibile per (ay—bx)2 o sia per ya .

M=Aust""2 ¢ 4y tn_a-o-A "t tn_4+ ec.

n—3
Mi=Be T e Bu™ T2 By =+ ec.

M'=C" 24 Cu™ 34 ec.
: o ec.
Posta ¢ infinita, I’ equazione della curva diventa

. Au’t”—z-o-Btm—‘:o, . -
cioé Au24Br=o, la quale appartiene alla parabola; onde I
curva data avrd due rami, che all’inﬁni‘to 8i confonderanno con
la parabola. :
Cid & vero se B non & zero ; ma se il coefficiente B & —o,
Posta ¢ infinita I’equazione diventera

. "Aur T B2 o 2 R A
cioé Aus4B'u+C—=o0. Se le radici di questa equazioneétgaranno
immaginarie, la curva non avra alcun ramo infinito corrispon.
dente al fattore (@y—bz)? ; ma se quelle radicj son reali, la cur-
va avra piu rami infiniti. Per conoscerne il numero e la posi-
Zione, siano primieramente ¢ e ¢ le due radici reali e disuguali

’

di quella equazione, e si ponga u—c:t—,;-; sostituendo questo

valore di nell’equazoine data potremo determinare Iesponen.

te & ed il coefficiente I, e quindi sara data Ia posizione di dye

Tami infiniti, e nell’ istesso modo troveremo que’due, che com~
petono al fattore u—d. Se le due radici ¢ e d sono eguali, pon-

. I s . .
ghiamo U=C=- > € sostituendo questo valore nellg equazione,,
e trascurando i termini pil piccoli in Paragone de’pid grandi,

Arl B .

nel caso di ¢ infinita avremo 2k ¥ im0, per mezzo del
) : n o

t/c+m

Tom, I. 31
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Sia primieramente n==2m, e se nell'equazione
I Al B .
——o-——— +-——2=20 paragonia ini fr
e +tk+m rr paragoniamo due qualunque termini tfa
loro|/\ttoveremo .sempre. k=m, e I’equazione diventera
I*4-AI+B=o. Se le radici di questa equazione sono immagina-
rie, la curva non avra alcun ramo infinito; ma se le radici a e
f son reali, la curva avra quattro rami infiniti rappresentati
. . @ \
dall’ equazioni u—c—=—, y—c=-—.
mw m
t t
Sia in secondo luogo n>2m; e I'equazione

I AI B
2-0--;——4——:0, posto 2k=k<+m, cioé¢ k=m, diventerd

talc Jom

Ia A4I B . . . .
oo 5 =0, cio¢ I+A=o, perchéil terzo termine svani-
t t ’

sce a motivo di n>2m . Se paragoniamo il primo termine col
n . g, I Ar B

terzo avremo k:.;, e quindi -+ +—=0, la qual’e-

- -n

t t"H—S_‘A t.

quazione non pud sussistere posta ¢ infinita, perché si ridurreb-

. . . n . .
be al solo secondo termine, a motivo di m<_-,e quindi

-

n P . . . .
m<n. Finalmente se paragoniamo il seconde termine col

terzo avremo k=n—m, e I’ equazione diventera

I ﬁ-l-u-E:o, o sia AI+B=o, perché¢ n>am, cioé

PX ) n
¢ "

*
2n—am>n, e quindi svanisce il primo termine. Nel caso adun-
que di n>2m la curva avra quattro rami infiniti rappresentati

*
T A -
dall’ equazioni y—c=——, ed g—c=———.
- 4™

Sia in terzo luogo n<em , e paragonato il primo termine
col secondo, o il secondo col terzo I’equazione prendera le for-

Is AI B Ia AI B .
Me —— om0, +—-+—==0, le quali non posso-
om . tnm tn —tan-—am tn tn

no sussistere posta ¢ infinita, perché la prima si ridurrebbe al
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solo terzo, e la seconda al solo primo termine. Resta dunque a
paragonare il primo termine col terzo, il qual paragone ci dara
12=—B, e quindi la curva proposta all’infinito si confondera

con la curva dell’equazione (u—~c)?+—=o.

Per conoscere la posizione de’rami indicati da questa ulti-

. =B . . .
ma equazione w—c_—.:l:l / —-—, conviene osservare se 1 ¢ di-
t

spari o.pari. Nel primo caso ¢ chiaro che due rami Qo, ¢ Kk
vanno di sopra e di sotto accostandosi alla retta LL' dalla par- -
te delle ascisse negative, allorché B ¢ positiva; ma se B fosse
negativa, questi due rami sarebbero situati dalla parte delle
ascisse positive. Nel secondo caso non avremo alcun ramo infi-
nito se B ¢ positiva; ma quando B & negativa, avremo quattro
rami infiniti J;, Kk, Nn, Oo, i quali vanno a confondersi
<oll’asintoto rettilineo LL'. :

93.

Passiamo al caso, in cui il membro supremo contiene il
fattore (ay—bz)®, e trasferendo I’equazione alle coordinate ¢ ed
u, e ponendola sotto la forma M+M'+M"+M"v-ec.=o,
avremo

M=Ar""3us o 4" Husrco.

M= Bt"'-'+B't”—2u+B"tn—3u°+B’"tn— ut+ec;

M"=Ctnf2+6"tn_'3u*0"tn_ u2+ec.

M "'=Dtn—3+D'tn—4u+ ec.

ec.
Posta ¢ infinita I’equazione si cangera nelle seguenti:

(1) Atn—su'-a-Btn_‘:o,

(2) 4 =S B O =0 s

®3) A3 B3 o=,

A3 g3, O3y D" =0 ,
1a prima delle quali ha luogo, quando B non é zero, la secon-

da se B=o, la terza se B ¢ B'sono =0, e la quarta se anche
C=o.
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L’equazione (1) diventa dus+Bt3=o, e la curva proposta
si confonde all’infinito con la curva rappresentata da questa
equazione, la quale é espressa nella Fig. 25, cioé¢ ha due rami -
infiniti AM, AM situati, dalla medesima parte dell'asse 4Q,
uno dal lato delle ascisse positive, e 1’altra dal lato delle ascis-
se negative.

L’equazione (2) diventa Au$+-B'tu+-Ct=0, nella quale po-
sta ¢ infinita, u pud essere o infinita, o fipita. Nel primo caso
I’equazione diventa Au*+B'z=o, che appartiene alla parabola,
nel secondo si cangia in B'u+-C==0, che rappresenta un asinto-
to rettilineo; e per védere qual sia la posiziope dei rami, che
convergono verso questo asintoto, porremo nell’ equazione pro-

c I . .
posta u—+ =% ene determineremo 1 esponente & .
t‘

L’equazione (3) si cangia in Au*+B"u34-Ct=—o0, nella qua-
le posta ¢ infinita convien che sia infinita anche z, onde in pa-
ragone del primo svanisce il secondo termine, ed essa diventa
Aus+-Ct=o. La curva di questa equazione é rappresentata nel-
la Fig. 26., ed ha due rami infiniti AM, AM', uno de’quali ¢é
situato dalla parte delle coordinate positive, e I’altro dalla par-
te delle coordinate negative; e con questt due rami all’infinito
si confonde la curva proposta. )

Finalmente I’equazione (4) Aut+B"u3+4-C'u+-D=0 ci da-
rd un solo asintoto rettilineo, se dae radici di questa equazione
sono immaginarie, o tre asintoti rettilinei paralleli, se tutte le
tre radici son reali. Se perd due di esse fossero eguali, giunge-

remo come sopra a dell’ equazioni della forma u—c=—, 0 della
forma (u—c) ﬂzim . Ma se anche il terzo fattore fosse eguale agli

altri, ponendo u—c:ik otterremo una equazione della forma
t

I.-l- Al + BT +'C—o
e~ =0,

t3/c tslc-o-m tlc-a-n &P

ed usando il medesimo metodo di sopra tyoveremo che la curva

allinfinito si confonde con quella dell’ equazione u—-c::% s ©
t 1
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con quella dell’ equazione (u—c)2= % » o finalmente con quel-

la dell’ equazione (u—c)’:% . Siccome converrebbe tener con-
it

to di troppi casi per trattare quella equazione in tutta la sua

generalita, prendiamo un caso particolare, e supponghiamo che

sia data I’equazione .

Is Al BI C

“+——2-+—=20,

/ K — e ——
. t3,&‘ tak‘-i-l tk-o-3 ¢ [

.

" Se paragoniamo due qualunque termini tra loro troveremo per
ki valori 1, <30 % col primo e coll’ultimo de’quali pud

sussistere I’equazione, ma non con gli altri. Facendo A=r avre-
mo J*4-AI*=0, cioé I=—A, e due rami di curva si confonde-
. . —4
ranno con quelli della curva che ha per equazione yu—c= —-
Se ponghiamo k=2, I equazione diventera 4I*-eBJ+C=o0, e
se questa ha le radici immaginarie, la curva non avra per que-
sta parte alcun’altro ramo iofinito: se poi le radici a e f son
reali, la curva avra altri quattro rami infiniti rappresentati

. . 22
dall’equazioni y—c=—, u—c=—.
ta’ te

Abbiamo veduto quali sono le curve rappresentate dall’e-

quazioni u—-c:% , ed (u—c)‘:—-’;; ; vediamo adesso quali son
quelle, che hanno per equazione (u—c)’:% . Se m & un nu-

mero dispari, la curva (Fig. 24) avra due rami Ii, Kk, il primo
nella parte delle coordinate positive, e il secondo in quella del-
le coordinate negative: se m ¢ un numero pari, i due rami Ii,
Qo saranno ambedue situati dalla medesima parte dell’asse da
un lato e dall’altro delle ascisse.
Facilmente apparisce come si debba operare per ottenere la
sizione de’rami infiniti, allorché il membro supremo ha dei
attori elevati ad una potenza maggiore della terza. P#ssiamo a
vedere V’applicazione di questa teoria ad un esempio.’

v
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Sia proposto di trovare il numero dei rami infiniti nella
curva, che ha per equazione . ,

(y=4+2)y2 (y—z) *—y(x2+y?)*—3y2+-1=0.
Consideriamo in primo luogo il fattor semplice y+=, e ponen-
do I’equazione sotto la forma

__[r34-y2)a 3 T
Y= = o=
e facendo nel secondo membro y——x avremo y+-z= I . resu [+
2 8xs

Sia AP (Fig.27) I'asse delle x, e fatto 'angolo PAQ semiret- f"("
to dalla parte delle ordinate negative si prenda QC:—E- , € con=

dotta per Cla retta LL' parallela ad AQ, sard LL' Y asintoto,
- al quale convergeranno i due rami Bb, B'Y' situati come nella
figura.
Per vedere quali rami ci da il fattor quadrato y*, ponghia-
mo I'equazioge proposta sotto la forma . .
xdyﬂ_m&ys.'_zxyb_?rt . R
X4 y4-223y Sy
+3y?
—I1==0,
e posta z infinita avremo y*+y=o, onde si deduce y=o, e
——1. Quindi avremo due asintoti rettilinei, uno dei quali sa-
14 'asse AP, e I’altro la retta EL' parallela all’asse al]a,. distan~
za AD=1. Per giudicare della posizione dei rami lqﬁmt_i con-
vergenti verso questi asintoti ponghiamo nella equazione prece-
N4 ’ . I
dente Y=g 0 yHI=, e troyeremo nel primo caso y=—,
< )
nel secondo y-o-x:% ; onde avremo quattro nuovi rami infiniti
B"b", B"b" situati sopra I'asse AP, e B"b!7, B"4Y posti sopra
e sotto la retta EE', come nella figura. :
' Passando finalmente al fattor cubico (y-—r)* facciamo I'an-
golo PAQ' semiretto, e trasportiamo la curva alle coordinate
AQ=t=R3, ¢ Q'M=u=y—x. L’equazione proposta diven-
tera : .
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tsus  5tvut

+2tus])/ 24-us
1V 2
L —3t‘u—4t‘u’1/z—6t’u‘—- Stut —us
b2 V2
—_ 3_t.—3tu|/3-3u2.
P .
“+1=0.

Ponendo # infinita avremo u$—t2=0: e quindi due nuovi
rami della curva data si confonderanno nell’infinito con i rami
AM, AM' della curva che ha per equazione u*—t*=o0.

Il numero e la quantita de’rami infiniti forma una diffe-
renza essenziale nelle linee curve, e questo principio hanno con
ragione adottato i Geometri per distinguere le varie specie di
curve contenute in un ordine dato. Si pud vedere dedotta da
questo fondamento I'enumerazione delle linee del terz’ ordine e
del quarto nella Introduzione del Sig. Euler.

CAPITOLO XL
Della figura delle line; curve.

o4-

N el Capitolo precedente abbiamo cercata la posizione dei rami
delle curve continuati all’infinito; in questo ci proponghiamo
di cercare la posizione dei rami, o sia la figura delle curve in
uno spazio finito. Per descrivere la curva che corrisponde ad
una data equazione, conviene per qualunque valore dell’ascissa
z trovare il valore dell’applicata y. Considerata pertanto x co-
me costante si deve dedurre dall’ equazione il valore di y , il qua«
le ci dara le ordinate corrispondenti a qualunque data ascissa.
Ma se I’equazione della curva é di un grado superiore, questo
valore di y non si potra ottenere espresso per mezzo di una fun-
zione esplicita di x. In questo caso per qualunque valor nume-
rico di x bisogna con i metodi esposti ricavare dalla equazione
numerica il valore di y, la quale operazione riesce molto labo-
riosa , perché conviene tante volte risolvere una equazione del
grado superiore, quanti sono i punti della curva, che si voglio-
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no determinare. Se pero nella equazione della curva la dimen-
sione di una delle coordinate non & maggiore di due, la curva
si pud descrivere, e facilmente conoscere la di lei figura .

Sia primieramente I'equazione della curva di questa for-
ma, y—=F; ciog sia y una funzione razionale dell’ascissa . La
figura di queste curve si rende facilmente nota, poiché a qualun-
que valore dell’ascissa z corrispondendo un sol valore dell’ap~
plicata y, la curva con un tratto continuo accompagnera 1’asse
all’infinito. o )

L’equazione della curva sia adesso Py3—2Qy+R=o0, ove
P,Q, ed R sono funzioni razionali dell’ascissa x,ed estraendo la
radice avremo F%ﬂ:‘ﬁg_}:ﬂ . Primieramente adunque,
se sard Q*>PR, a ciascuna ascissa corrispondera una doppia
ordinata,, come avviene (Fig.28) per i tratti dell’asse PP,

"P"P", Le applicate diventeranno immaginarie, se sara Q*<PR,
come succede nella figura per i tratti PR, P'P", P"S. Ma nel
passaggio dalle applicate reali alle immaginarie, e viceversa,

convien che sia Q3=PR, ciod y=g¥, o sia convien che I'appli-.

cata incontri la curva in un sol punto, come avviene nei punti
dell’asse P, P', P", e P". La curva adunque pud esser com po-
sta di pilt parti separate tra loro, com’¢ quella che corrisponde
alla porzione dell’asse P" P'", le quali parti $i sogliono chiama-
re Ovali conjugate. : . )

- Le ascisse pertanto AP, AP', AP", ec. sono le radici
Aell’ equazione Q3—PR=—o0, e per ben conoscere la figura della
curva si deve principalmente aver riguardo alla diversa costitu-
zioue di questa equazione. Se due radici di essa saranno eguali,
o il punto P" cadera sul punto P, o il punto P'" sul punto P",
cioé svanira nell’asse o quella porzione che ha le applicate im-
maginarie, o quella che le ha reali. Nel primo caso la curva
comparird annodata (Fig.29); nel secondo I’ovale conjugata si

ridurra ad un punto, cioé vi sardA un punto separato dal resto
della curva, il 3uale si chiama punto conjugato. Se tre radict -

dell’ equazione Q2—PR=o0 saranno eguali, cioé se anche il pun-
to P'"" cadera sul punto P, la parte annodata diventera iofinita-
mente piccola, e la curva riescird acuminata, come nella Fig.30;
il panto K’ si suol chiamare allora cuspide o punto di regresso.

-
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Il nodo, o sia I'intersezione di due rami di curva si chiama pun-
to doppio, perché la retta che passa per quel punto € riputata
tagliar la curva in due punti appartenenti ai due rami. Se un
altro ramo di curva passa per il nodo, si ha un punto triplo, un
punto quadruplo . se st riuniscono insieme due punti doppj, e
un punto moltiplice , quando pitt rami della curvas’incontrano.
Tutte le varieta, che si trovano nella figura di qualunque cur-
va, souo sempre composte da quelle, che abbiamo accennate;
poiché vi g’incontrano ovali conjugate, o punti moltiplici, o
punti di regresso, o punti conjugati.

95.

Passiamo adesso a vedere, qual'é la figura di alcune delle
pid celebri curve. Sia data in primo luogo I’ eqnazione
xd—2ay®+-zy?=o0. la quale appartiene ad unaqlinea del terz’'or
dine , che comunemnente si chiama la Cissoide di Diocle. Estraen=
ka)/r __*a)(2az—22)

(2a—x) ‘2a—x ’
onde presa (Fig.31) la retta 4B per asse, ed il punto A per ori-
gine delle ascisse, la curva passera per il punto 4, perché posta

a=o0 anche y & =o. Se x==24 sard y:ﬂé’.‘f:t: ®; ciod se

o -

'si prende AB==2a, e per B si conduce la retta RR' perpendico-

lare all’asse, sara questa I’asintoto della cissoide, cioé incountre-
rd la curva da una parte e dall’altra ad ‘una infinita distanza. °

Se facciamo x==a, sara y____:l:a[/a__ =a, cioé divisa 4B per
a

mezzo in C, e tirate le applicate CD e CD'=AC, la curva pas-
sera per i punti D e D'. Allorche si prende I'ascissa z positiva
€ >2a, 0 pure negativa, 'applicata riesce sempre immaginaria;
ounde non vi sara alcuna porzione di curva né sopra 4 né sotto
B. La cissvide adunque & tale, qual’¢ descritta nella figura, con
una cuspide in 4, e I'asintoto RR'. :

Per qualunque punto M della cissoide si tiri la retta 4 M,

che incontri I’asintoto in Q, e condotta I'applicata MP sard

AM’:x’-‘t-y’:jZ:. Ma sta 489 :E‘:E’:m’, cio¢
r2 . aagrs D=, Bas T
s “a—epage Mindi AQ* =1 e

- Tom. 1, 32



250 ELEMENTI

QM:QA—AM:%;%}%?‘} =}/ (4a%—2ax). Preso C per cen-

tro col raggio AC si descriva un cerchio, che passera per D, ed
incontrera le rette PM ed AQ in N ed O, e tirata BIN sard
BN=1/ABXBP=/(4a*~2ax)=QM . Quindi sara I’ angolo
AQB= all'angolo QBN= all’angolo BNP, e percid I'angole
PBN= all’angolo BAQ; onde AO=BN=QM. La cissoide
adunque ha questa proprietd, che tirata qualunque retta 4Q,
la quale tagli la carva in M, il cerchio in O, e I’asintoto in Q,
& sempre QM=AO0, o sia AM=QO: onde questa curva si pud
descrivere con molta facilita. : '

Sia proposta in secondo luogo I’equazione del quarto gra-
do (z—a)?ys=h2zx3—(x—a)?x?, ove a>b, che ¢ della Concoide
di Nicomede, ed estraendo la radice avremo

F:,q/[bﬁ—-(x—a)“] ; onde apparisce che 1'applicata svanird
z—a

in due casi, cioé allorché sard z=a=h. Prendendo adunque
(Fig.32) la retta CB per asse, ed il punto C per origine delle
ascisse, se facciamo CB=a-+b,e CA=a—b, i punti 4 e B saran- -
no nella curva cercata. Se x é >a-+b, 0o <a—b, I'applicata ¢é
sempre immaginaria, onde tutta la curva & contenuta tra i limi-
ti Ae B. Sideve eccettuare il caso di z=o, che ci da y=o;
percid in C vi & un punto conjugato diviso da tutta la_curva.

- Se x=a, sara y:—;—:.-.d: e ; e quindi divisa la retta 4B per

metd in D, I'applicata EF che passa per D sard un gsintote
della curva. A tutte le altre ascisse AP corrispondono due ap~
plicate eguali PM, PM', onde la curva sara, tome mostra 14
figura, formata di quattro rami infiniti, i quali tutti convergo-
no all’asintoto EF. Il punto C si chiama il polo della concoide,
quella porzione di curva, che ¢ sopra I’asintoto, si dice concoi-
de esteriore,, quella situata sotto I’asintoto , inferiore.

Si tiri dal polo C a qualunque punto M della curva la ret-
ta CM, che incontri I’ asintoto in L, e sara

CM=|/(:c¢-o-y°)=::z , € CL:xi

CM—CL=LM= bu_a‘:b:AD:BD .Condotta adunque nel-

X==Q

; onde
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la concoide dal polo C la retta CM"LM, sard sempre
AD=EM=LM" ; onde si deduce una maniera facile di costruir
questa curva. :

Sia data finalmente I’ equazione del quart’ordine
(z34-y3)*=a3(y3—x2). la quale appartiene alla Lemniscata di
Giacomo Bernoulli. Risoluta I’ equazione sara

y:;-_._-l/[“’—"r' _ﬁ:“'/(aa"&”’)], e quindi avremo qnattro
A 2 2

a . a
; se pol a>E——
21/ 2 2} 2

tutti i valoH di y saranno immaginarj. I quattro valori si ridur-
2, nel qual caso sara y=:|:a_l/‘9'.; Po-
2 .

A2 2/
sta x=o0, sard y:::l/(a?:t%-) , cioé due valori di y saran-

10 +a, e —a, e gli altri due =o. Sia dunque (Fig.33) 4B I'as.
se, e C il principio delle ascisse, e posta in C l'applicata
CD=CD'=a, la curva passera per i punti C, D, e D', Si fac-

cia CB=CA= ‘;2 , € condotte le applicate BE, BE', AE",
2

valori di y, se sard 823<a3, cioé z<+t

ranno a due, se a=z==

A E}n_al/: , i punti £ , E', E", E" saranno nella curva . Se

I’ascissa si prendera >CB, le applicate saranno immaginarie,
ma a tutte le ascisse CP<CB corrisponderanno quattro applica-
te PM, PM', PM", PM'", le due prime delle quali saranno re-
spettivamente ‘eguali all’ ultime due, e gste in parte contraria.
Quindi Ja Lemniscata ha un nodo in Cfe le sue parti CED),
CE'D', CE"D', CE™D sono egnali e simili. :

CAPITOLO XII

Della invenzione delle curve dalle loro date proprietd,
o sia de’ Luoghi Geometrici. '

\

96.

Abbiamo veduto nel Capitolo precedente, come date I'equa-
- zioni delle curve si possono determinare i punti, e ricavarne le .
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proprietd : viceversa, se avremo una serie di punti, la posizione
de’quali sia determinata per mezzo di una data costruzione geo-
metrica , potremo trovare la curva, alla quale questi punti ap-
partengono . Alle curye in tal modo considerate diedero gli an-
tichi 1l nome di luoghi Geometrici, perché in ciascun caso la
curva cercata & realmente il luogo, in cui si trovano i punti da-
ti. Cosl il circolo & il luogo di tatti i punti, che sono egualmen-
te distanti da un punto fisso: I’ellisse ¢ il luogo de’punti, le di=
stanze de’quali da due punti dati prese insieme sono sempre
eguali. I problemi di questa specie si chiamano ancora proble~
mi indeterminati, percheé si deve in essi esprimere analiticamen«
te la posizione di un punto, la quale é data mediante una co-

struzione geometrica, e vi sono pid punti, anzi infiniti, che go-

dono delle medesime proprieta, e soddisfanno egualmente al
problema. '

Per trovare I’equazione analitica, la quale esprime la na-
tura del luogo geometrico proposto, si prenda una retta qualun-
que data di posizione per asse, alla quale si riferisca per mezzo
di due coordinate uno dei punti dati, quindi dalle condizioni
del problema si deduca una equazione tra queste coordinate, la
quale determinera la posizione dei punti dati, e sard I’equazio-
ne della curva cercata: ed in cio fare si usi quel medesimo me-
todo, che serve per i problemi puramente analitici. Questo ¢ cid
solo che in tal materia si pud generalmente accennare, poiché
ciascun problema richiede particolari artifizj, i quali non si pos-
sono imparare, che coll’uso e coll’esercizio. Alcune volte ad
ottenere una pill semphice soluzione dei problemi basta la diver-
sa posizione dell’ asse, esdelle coordinate, la quale & in nostro
arbitrio. Spesso le linee date non sovo sufficienti per giungere
all’equazione; ma se ne devono tirare altre in modo, che para-
gonate con le linee date somministrinio facilmente la bramata
soluzione. Onde si pud rilevare, quanto giovi aver presenti le
proprieta delle linee rette, e specialmente cid, che del-triango-
Jo rettangolo, e'dei triangoli simili ¢’insegna negli Elementi di
Geometria, -

Prima d’inoltrarci in queste ricerche, vediamo in qual ma-
niera si esprimano le quantita per mezzo delle linee. Fin qui
abbiamo supposte le quantita espresse in numeri; onde qualun-
o que funzione sostituiti i numeri in luogo delle lettere poteva
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trattarsx con le regole dell’ Aritmetica, ed ottenersene facilmen-
te il valore, 1l caso ¢ molto dlverso, se non avendo alcun ri-
guardo ai numeri dobbiamo esprimere le quantita con le linee,

cioé se dobbiamo trovare una linea retta, che sia rappresentata
da.una data funzione, Si debba in primo luogo costruire la

., ab 4. : .
quantita e ovea,b,ec rappresentano linee rette. E chiaro

che sta ¢: a=b: ﬂ ; quindi prendendo (Fig.34) due rette inde-

finite AZ, AY, che gincontrino nel punto A4, se facciamo
AC=c, AB_.a AD:b poi tirando CB se per il punto D gli
conduclamo la parallela DE che incontri in E la retta AZ, sa~

ra AE— —. Se b=a, coll'istesso metodo si costruira la quan=-

tita 2 - Se poi fosse data la qunantita ai::bd , € chiaro che essa

d
(a+b)
& = ot si riduce al caso precedente, se a+b, e c+d si
T
considerano.ciascuna come una sola lettera, ed a questo caso

o . en 1
appartiene ancora la costruzione della quantita

, la qua-

le sappiamo essere =Q—+ﬂa:ﬂ. Se fosse proposta la quantita
abe

b
= ,la quale ¢ _--)(— , 8i costruisca prima la retta %, che

si chiami m, e la quantita proposta diventera Z —;, che si costrui-
Ii come sopra.

Tutta l'arte\adunque dl costruire consiste nel risolvere la
data quantita in pii parti, ciascuna delle quali sia della forma

a
7,"alla qual riduzione, che spesso non & ovvia, si pud sempre
giungere mediante alcune trasformazioni. Cosl per costruire la
-a’
'quantiti z *b

bs 9 . . .
m=—, n— » onde facilmente costruiremo le quantiti m ed n;

¢id posto la quantit& proposta diventa
.ad<-adm__as~am_aln+m) . .
= —_— , cioé & ridotta alla forma cercata.
a%~-an a-n u—=n

3 .
ponghlamo b*=a3m, c3=an, ed avremo

-
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In simil guisa la costruzione di qualunque quantitd razionale,
nella quale il numeratore superi di una’ dimensione il denomi-
natore, si ridurra sempre all’invenzione della quarta proporzio-
nale a tre rette date.

- Ma 'qualunque quantitd, per esser suscettibile di costruzio-
ne, convien che sia omogenea, cioé che abbia la medesima di-
mensione nei termini respettivamente del numeratore, ed in quei
del denominatore. Riguardo a cio si deve avvertire, che se una
quantitd da costruirsi non é omogenea, questo dipende dall’es-
sere stata nella soluzione del problema posta qualche quantita
=1; onde espressa questa quantita per mezzo di una lettera, la
formula proposta diventera omogenea . Ma non & perd necessario
di rifar di nuovo il calcolo, e basta moltiplicare i termini della
data formula per una potesta tale di quella lettera, che si sup-
poneva =1, qual’¢ necessaria per render la formula omogenea .
Per esempio se in qualche problema ginngiamo alla formula
as4bic i

ad<+b )
quale se avessimo-chiamata e, saremmo giunti ad una formula

. $<-h3 e—4-ce3 .
omogenea. Questa poi sarebbe stata a_a_’m_e_, che diventa la

, abbiamo senza dubbio supposta una quantita =1, la

proposta se si pone e=1. :

" Abbiamo supposto fin qui, che nelle formule da costruirsi
il numeratore ecceda il denominatore di una dimensione; ma
puod il primo superare il secondo di due dimensioni, o anche di
tre, ma non di pitt, perché la Geometria non si avanza al di 1a
delle tre dimensioni. E se il numeratore sara maggiore del de-
nominatore di due dimensioni, la formula rappresenteri una
superficie, che si potra sempre ridurre ad un rettangolo. Data

adb=-ac? a{ab=4-c3)
a+c

per esempio la formula — si porr sotto la forma

i , € la formula proposta di-
+c.

poi si costruird la retta m— 2

ventera am , cioé sard egunale ad un rettangolo, che abbia a per
base, ed m per altezza. Se poi il numeratore supera il denomi-
natore di tre dimensioni, la formula esprimera un parallelepipe-

2
do. Cosi la quantita 2222280 ab{nhmc?)

ba-ra . .
e costrutta la retta m:aa:'; diventa abm;, cio¢ & eguale al pa-

si riduce alla forma ————,-
P

e ——— el
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rallelepipedo rettangolo, le di cui tre dimensioni sono a, b, m.
~ Per dir qualche cosa delle formule irrazionali del secondo

grado ponghiamo, che si debba costruire la formula | /ab. E fa-
cile il vedere , che/cid siriduce alla invenzione della media pro-
porzionale tra le rette a, e b; onde tra tutte le maniere, che per
ottener cid insegna la Geometria, quella si deve scegliere, che
in ciascun caso somministra una soluzione pil semplice. Se fos-
se data la formula |/(a3—b2), essa si ridurrebbe al caso prece-
dente , se si osservasse che a?—b3=(a—b)(a+b). La formula
)/ (a%+-b3) rappresentera I'ipotennsa di un triangolo rettangolo,
i di cui lati intorno I’angolo retto siano a e 4. A questa si ridu-
ce la quantita |/ (a3--cd), se si fa b3=cd ,#cioé se si prende una
media proporzionale & tra le rette ¢ e . Con simili artifizj po-
tremo costruire qualunque radicale quadrato.

97-

Premesse queste cose passiamo alla soluzione di alcuni pro-
blemi indeterminati, gffcché niente piu dell’ esercizio potra ren-
derci abili in questa parte di Analisi. .

. ProerLeEmMaA L
. . . .

»» Dentro un angolo dato NAO (Fig.35) trovare un punto
s> M tale, che condotte le rette MNN, MO, le quali facciano
s»" sempre dalla medesima parte gli angoli dati MN A4, MOA,
»» stia MN : MO nella data ragione di m : n, e siccome vi so-
»» Do infiniti punti, che hanno questa proprieta, determinare la
5» linea che essi formano ,,.

Supponghiamo che M sia uno dei punti cercati, in modo -
che tirate le rette MIN, MO, le quali formino gli angoli dati,
sia. MN : MO=m :n. Si tirino MP, MQ parallele ai lati
dell’angolo dato, e sia 4P=z, PM=y; poi prese sui lati
dell’angolo dato le rette 4D, AF a piacere si conducano le ret-
te DE, FG, che incontrando in E.ed in G i lati dell’angolo da-
to forminro con essi I'angolo AED=ANM, e Vangolo
AGF=AOM, e sia. DE=a, GF=b, AD=c, AF=d. Posto cid
itriangoli simili PMNN , ADE cidanno 4D : DE=PM : MN,

cioé ¢ : a==y : MN:%_Z . Parimente dai triangoli QMO, AFG
abbiamo AF : FG=QM : MO, cioé¢ d: b=z : MO, e quindi

-
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MO:%—;E Ora dovendo essere MN : MO=m : n., avreme

ay bx . bem o .
—c-y P —=m :n, ciot y=—-z. Per render piit semplice questa

equazione si osservi, che possiamo prendere c, e 4 come ci pia-
. bx .
ce; onde se facciamo c=n, d=m, avremo y= —.Sedunque sul-
a

la retta AE prendiamo AH=a=DE, e per il punto H tiriamo
parallelamente al lato 4D la retta HL=b=FG, tutti i punti
della retta indefinita 4L avranno la data proprieta.

..,‘PROBLEMA 11.

»» Trovare il luogo dei punti M, (Fig. 36) da’ quali tirate
»» ai due punti fissi 4, e B le rette AM, BM, stiano queste
s, Del dato rapportodim :n .. : .

Congiunti i puoti 4 e B sia 4B=a, e tirata dal punto M
sulla retta 4B la perpendictitiis ia AP=z, PM=y, e
quindi BP=a—z , AM=x2+y3, BM*=My-2az+x°+y?. Per
Ta condizione del problema avremo adunque™, '
T4y 9: a2 —2ax4+134y3=m? : n? ; onde si deluce I’ eqfzione

(n3—m?2)y3+(n3—m?3)z3+4-2am3x—a?m3=0. .
am?

ai—ma®d

Ponghiamo z=—t— uesta equazione diventerid

3amand ” . ' : o .
ys-q-ta:(-:—a%'%?; , la quale evidentemente appartiene al circor

?
lo. Presa percid (N.° 1.) AE:?.;ZF.’. e col centro. E e col

amn

raggio descritto un cerchio, sara questo il luogo cercato.

n3—m?
Ho supposto m<n; se fosse n<m, converrebbe prendere

AE (N.° 32,) dalla parte del puﬁto B,ed= _m’:’i;a )

Se poi fosse n=m, I'equazione tra z ed y diventerebbe
az—a=0, e quindi divisa (N.° 3.) la retta 4B per mezzo in D,
1a retta indefinita DM perpendicolare ad AB sara il luogo cer-

cato. : . ’ :

' Nei primi due casi il circolo incontra la retta AB nei pun-
ti De D'; onde nasce una costruzione del problema molte sem-
. plice. Si cerchino sulla retta 4B i punti D e D' tali, che sia
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AD:BD—=AD' : BD'=m:n, ed il cerchio descritto sul dianie~
tro DD’ sara il luogo cercato.

Paosrewma IIL
,»» Date di'posizione le rette” 4B ed AC (Fig. 37) trovare il

» P
»» rallela ad AC, la quale incontri in B la retta 4B, sia sem

s pre MB: MC=h:c ,, . .

unto M tale, che tirata MC al punto fisso C, ed MB pa-.

«  Tirata MP perpendicolare ad AC , ed MQ parallela ad 4B

sia AC=a, AP=xz, PM=y, e siccome é dato 1’angolo
MQP=BAC. sara data la ragione di QP: PM, la quale pon-

ghiamo che sia quetla di 4 :d. Avremo dunque PC—=g—r,

by by __Cr ¢y T
QP:T’ AQ_x.T_BM, M =5 - ed il triangolo ret.

2 3y3
tangolo M PC ci daréy’q-a’—aax—r—x':z;-f——g—c%{—f—% ciod
(33d?-b3c3)y34-(b2d2~c?d?) x> +2bc* dxy-2ab2d? 2+a2b2d2=o.
Questa equazione appartiene ad uba linea del second’ordine, e
da c©id che abbiamo detto di queste linee si rileva che la cur-
va sard una ellisse , se ¢?(b?+-d2)<<b34?, una iperbola, se
c?(b2+d%)>b2d?, ed una parabola se c3(b34d3)=h4d4? .

ProsrLeEma IV,

,» La retfa BC (Fig.38) divisa per mezzo in A giri intor-
»» no al punto A della retta immobile 4D, sj tiri CM perpen-
»» dicalare a BC, e presa AD=AB si congiungano i punti Be
,» I : travare il luogo dell’incontro delle rette CM, ¢ BD ,, .
Dal punto M si tonduca MP perpendicolare ad 4D, e si

ponga DP=x, PM=y, AB=4AC=AD=a. Essendo I' angolo -

PDM=BDA=CBM, i triangoli CBM, PDM sono simili;
onde BC : BM=PD : DM, e quindi BM—“"“I/(“c 34-v3) e

x

BD_(za—w)l/(x""'fYa). Dai punti B e C i tirino le rette BT,

z
CH perpendicolari ad 4D, e sara .
DT=a—AH:BD=x:}/(z%+y%); onde AH=x—a, e .

CH=/(2ax—x?). Similmente CH=BT : BD=y : I/(x’—i-y’)‘,
cio¢ CH= ‘gq:'r’y
" Tom. I = 33

e

; e paragonando questo valore di CH con .
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quello trovato qui sopra avremo 'equazione (20—z)yi=x*, la
quale ci mostra la curva cercata esser la Cissoide di Diocle. La
medesima equazione si troverd pid facilmente, se si riflette che
il circolo descritto sul diametro BC passera per D, e CM sara
ad esso/tangente) OndeCper la nota proprieta del cerchio
BMXDM=CM3*=BM>—CB>3, cio¢ (28-z)y?=x*, come sopra.

Chi volesse vedere un maggior numero. di problemi inde-
terminati risoluti, legga I’ Aritmetica Universale di Newton,
ed il Trattato delle Sezioni Coniche del Sig. Marchese de .
I’ Hospital . N

CAPITOLO XIIL

Della intersezione delle curve, e della costruzione

dell equazioni . .
08.

Si abbiano due curve EE', FF' (Fig..39) riferite al medesimo
asse AP ed alla medesima origine delle ascisse per ‘mezzo delle
coordinate 4P=x, PM=y, e siano date I’equazioni delle cur-
- ve tra queste coordinate. E chiaro che al punto d’intersezione
M corrispondera in ambe le curve la medesima ascissa AP, e
la medesima applicata PM ; onde per avere i punti d’interse-
zione convien supporre in ambedue 1" equazioni delle-curve
tanto x che y respettivamente eguali. Prendendo percid dalla
prima equazione il valore di v, e sostituendolo nella seconda, o
sia eliminando y con i soliti metodi dalle due equazioni avre-
mo una equazione in z, le radici reali della quale ci daranno
le ascisse corrispondenti ai punti d’intersezione. Trovate le
ascisse convien determinare le ordinate, e tra tutte le applica—
te, che convengono alla medesima ascissa scegliere quelle che
nelle due curve sono eguali, all’estremita delle quali cadranno
i punti d’ incontro cercati. Sia per esempio una delle due linee
‘una retta espressa dall’equazione az+-by—c=o, e, I'altra una
Sellw . . C~—=ax

curva qualunque. Sostituito il valore di =

Y 3 1 N
. uell’ equa-
zione della curva, in luogo di qualunque petenza di y. s’intro-
durra una simile potenza di c—ax ; onde I’ equazione in & sara

.
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«di un grado eguale all’ordine della curva. Quindi una linea
dell’ordine # non potra essere incontrata da una retta qualun-
que in pit di n punti, ma spesso in meno, se tra le radici
gell’equazione in x ve ne saranno alcune immaginarie .

Si debbano in secondo lnogo cercare le intersezioni della
parabola espressa dall’equagione y*—bx—o, e del circolo che
ha per equazione y®—aby—bzx-+r2~+b2=0. Per eliminare y si
sottragga la seconda equazione dalla prima, ed avrassi
T340

2b
1y, subito che conosceremo quello di x. Si sostituisca il valore
di y nella prima equazione, e si avrd z*+252r9—4b*z+b*=0,
la qual’equazione ha una radice =5, onde si deduce

j_‘)':‘.b—’:-bﬂﬁ; e quindi la parabola ed il circolo dati s’interse-

aby—z9—bs=0, cio¢ y=

, onde ricaveremo il valore di

.cano in un punto corrispondente all’ascissa ed all’ordinata =b.
Per gli altri punti d’incontro convien cercare e altre radici del-
da equazione in z. .

Ma quantunque le radjci della equazione in x siano tutte

Teali, non ne viene perd che ad esse corrispondano le intersezio-
ni delle carve; poiché le applicate corrispondenti a queste ascis-
se possono essere immaginarie, nel qual caso non si da alcuno
incontro nelle curve. Per dare un esempio di queste intersezio-
ni immaginarie supponghiamo che sull’asse AC (Fig. 40) sia
-descritta una parabola del parametro 2a, e fuori di essa alla di-
_ stanza BC=b—2a sul diametro 4B—24 un circolo; & chiaro
che queste due curve non potranno mai incontrarsi. Ora presa
Y origine delle = nel punto 4, equazione della parabola sara
y3=2a(z—b), e quella del circolo y*=aaxr—z2, ed eliminando
y -avremo I’ equazione x?—2ab—o0, che ha le radici reali
2ab, e come b>2a, parrebbe che un incontro corri»
spffidesse ad un puato dell’ asse situato tra B, e C, e I’ altro al-

* 1a dinistra del punto 4, ed ambedue fuori del cerchio e della
parabola. Ma se rcaviatho dalle due equazioni date il valore di

¥, troveremo quissto essere 1 2a(34 2ab—b), cioé immaginario .
Vi sono adfinque delle intersezioni immaginarie, che il
cdleolo indica$ edme se fossero reali, perche il calcolo cerca i

. valori di y egudli nelle due curve, e corrispondenti alla mede-

-
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sima ascissa, o siano essi reali o immaginarj. Quindi dal nume.
ro delle radici reali della equazione in x non si pud concludere
il numero di altrettante intersezioni, ma convien prima vedere
se I’ordinata corrispondente all’ascissa reale sia anch’essa rea-
le, cotidizione necessaria . perche si dia I'incontro. Se perd in
una dell’ equagzioni delle due carve la y non oltrepassera la pri-
ma dimensione, o se nell’atto di eliminare si giungera ad una
equazione tra x ed y, in cui y non abbia che una dimensione,
come & accaduto nel secondo esempio, potremo esser certi che
non si danoo intersezioni immaginarie, perché a qualunque va-
lore reale di & corrispondera sempre un valore reale di y.

99-

Questa teoria dell’intersezione delle curve & stata da Des-
cartes il primo applicata alla costruzione dell’ equazioni.. Poi-
ché, siccome date I’equazioni di due curve tra le coordinate x
ed y eliminando y ottenghiamo una equazione in z, le radici
della quale determinano i punti d’intersezione delle due curve;
viceversa se sara data una equazione in x, e si troveranno I’e-
quazioni tali di due curve, che dalla eliminazione di y ne nasca
la proposta equazione in-z . I'intersezioni delle due curve daran-
no i valori delle radici dell’equazione data. Infatti le perpendi-
colari tirate da ciascun punto d’incontro sull’asse taglieranno
le ascisse eguali ai diversi valori di . Ma & molto importante
nella scelta delle curve di evitar quelle, che ci potrebbero dare
intersezioni immaginarie corrispondenti ad ascisse reali; lo che
per cid, che abbiamo detto, otterremo prendeado una delle due
curve tali, che nella di lei equazione la y nou oltrepassi la pri-
ma dimeunsione, cioé, come si suol dire, che questa curva sia di
genere parabolico . : :

Ma per veder chiaramente, quali curve dobbiamo adopra-
re, cerchiamo prima indirettamente qnali sono 1'equaziomr ri-
sultanti dalla eliminazione dell’applicata nell’equazioni di due
linee date. Siano date in primo luogo ( Fig. 41) due tette BM,
CM, le quali ’incontrino oel panto M ; si prenda BA per as-
se. ed il punto 4 per origine delle ascisse, e sia. 4 B=a, AC=b,
AP=x, PM=y, e condotta la retta 4D perpendicolare all’as~
se sia AD=c, AE=d. L’eqnagzione della retta BM si trovera
essere ay—ac-+cx , ¢ quella della retta CM by—=dx-+bd. Adesso
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a:lgc_—;’—cd—), alla qual’equazione si ridu-
cono. tutte quelle del primo grado. .
Supponghiamo adesso che sia il circolo (Fig. 42) incontra-
to dalla retta'BM . Prendiamo la' retta BA per asse, ed il punto
A per origine delle ascisse, ¢ tirando dal punto A4 e dal centro
‘D del cerchio le perpendicolari all’asse 4C, DE facciamo
AB=a, AC=b, DM=c, AE=d, DE=e. Avremo per la retta

Tequazione y=b Z;f, e pel cerchio (z—d)3+-(y—e)?=c?, ed
elimisando y otterremo I'equazione )
a"d—o—ab'(n—-b)_” as3da4-ad(e—h)I—qasco
as4-br 7 a34b3
Yintersezione del cefchio e di una retta si potranno costruire

tutte | equazioni'del secondo grado. Infatti sia data da costruirsi
I'equazione generale x3—4xr—B=o0; paragonandola con la pre-

eliminando y avremo o=

x3—2

=—0; onde mediante

d--ab(e—h 9¢3—a3(e==b)3—a3ds

cedente avremo A:s%——!, e B="2X aa(’“)n .

"Dalla prima equazione si ricava d___:lia_:_—;i!_b_te_:b_!’ e sosti-
. 2a a

tuito questo valore la seconda diventa
Blas+b*)=a*ca~(e—b)?(a*+bs) - A2t 7)" | Able- Bllarrht)

4a9 j a

onde si deduce

"1/ (a%+h2) [ . A3(a?459) Ab(e—b)] Ri-
c: p X‘/ (e=b)% 4B+~ YT " . Ri
mangono in nostro. arbitrio le quantita a, 4, e, le quali perd
devono prendersf 'gn«modo, che il secondo radicale riesca reale,

altrimenti sarebbe immaginario il raggio del circolo. Per evitareé

S e . . 4
il primo radicale faceiamo b=o, ed avremod=—_, e

c=[/(4,e°+A°+4B); in gquesto ¢aso la retta BM cadera sull’as-
- 2

se, la lettera @ sparisce dal calcolo, e la lettera e pud aver qua-
lunque valore. Per render razionale anche il valore di ¢ faccia-

m A3-fB—m?* . A34-4B+m2
mo c=e e e troveremo e= ————— c=—

4 .
ove per m possiamo prender qualunque quantita, ed il circolo
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cercato si costruird cosi. Presa AE:;—‘ si faccia la pe::pendico-
lare ED:AT‘;:"‘?;W-; sard D il centro del cerchio, ed il ‘di
m:. Avremo una costruzione sem-

4m P

-fo]icissima se ponghiamo m=4, poiché allora sarda AE= 3

lui raggio sara =

B . A B ., _
ED-'Z’ ed il raggio =+, ciot =4E+-ED .

Se cerchiamo Pintersezione di due cerchi, giungeremo ad
una equazione di secondo grado ; onde mediante due eircoli non
si pud fare che cid, che pid semplicemente si fa con un circolo
ed una retta. Se poi consideriamo le intersezioni di due sezioni
coniche, o di una di esse col cireolo, ne vedremo nascere una
equazione del quarto grado, e quindi mediante le sezioni coni-
che non si possono costraire che I equazioni, le quali non supe-
rano il quagto grado. Una linea del terz’ordine, che & tagliata
da una del secondo, ci condurra ad una equazione del sesto gra-
do. E generalmente dalla intersezione di una linea dell’ordine
m con un’altra dell’ordine 1 ne nascera una equazione del gra-
do mn (49). ‘

Data pertanto una equazione, che debba costruirsi, com-
vien risolvere 1’esponente del di lei grado in due fattori, i qua-
li ci daranno gli esponenti dell’ ordine delle due linee che ser-
vono alla cercata costruzione, e per evitare le intersezioni im-
maginarie convien prendere una di queste linee di genere para-
bolico. Ma come per lo pil il grado dell’equazione data si pud
dividere in due fgttoti in pil maniere, cosl bisogna scegliere
quella, che ci da carve di un ordine meno elevato, e che pia
facilmente si costruiscano. Cosl data una equazione del sesto
grado, siccome I’ esponente 6 si pud risolvere ne’fattori 1, 6,
e 2, 3, I'equazione potra costruirsi con una retta, ed una li-
nea del sest’ordine, o pure con una linea del second’ordine ed
una del terzo, e questa ultima maniera dovremo scegliere, per-
cheé ci da curve meno elevate, avvertendo di piu di fare in mo-
do, che la linea del second’ordine sia il circolo, il quale per la
facilita della sua costruzione si considera a questo effetto dek
medesim’ordine , che la linea retta .
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- Proposta adunque una equazione da costruirsi si prenda
una curva conveniente compresa nella equazione M+Ny—=o,
ove M ed IN sono funzioni della sola x, e siccome I’altra car-

va dev’esser\tale) che sostituendovi -—% in luogo di y ne risul-
ti la proposta equazione; viceversa da questa potra dedursi la
seconda curva, se in luogo di — 7= vi si porrd . Sia data per
esempip da costruirsi I’equazione del guarto grado i
i+ Az34-Bx+C=o0 : prendiamo per upa delle .due curve la
}nrabola espressa dall’equazione ay=r2+-br, e sostituendo nel-

a proposta. (ay—bz)? in luogo di x* avremo I'equazione del
second’ ordine a?y*—2abxry+-(A+b2)z3+Bx+C=o0, e le intes-
sezioni di questa curva con la parabola ci daranno le radici del-
la equazione data. A motivo delle due quantita arbitrarie a, e
b quella equazione rappresentera infinite curve, le quali tutte
potranno servire alla costruzione cercata. Se all’equazione gia
_trovata aggiungiamo un multiplo ac dell’ equazione‘della para-
bola, avremo un’altra equazione molto piu generale, cioe

(A) a®ys—2abxy+(A+b?+-ac)r?+(B+abc)x—adcy+C=0.
Se la quantita 4-+-ac é positiva, la curva contenuta in questa
equazione sard una ellisse; se & o0, una parabola, se é negati-

_ va, una iperbola; e diventera un cerchio, se b=o, e c=a-—% .
oiche I’equazione sara in questo caso
P 1 . qu 4 (4
A Al P (af—;)y-o-a—,:O.
cioé
e A\s [ B\s_(fa A\s Bs C
(y—-;-h;;) +(x+sa_9) - (?"'a_a) F i as’
ove il secondo membro ¢ il quadrato del raggio del circolo. Se
facciamo C=o0, avremo la costruzione dell’equazioni del terzo
grado. Tutte le curve contenute nella equazione (4) taglieran~
no la parabola ne’ medesimi punti; e quindi anch’esse 8’ incon-
treranno ne’ medesimi punti. Percid senza timore d’intersezioni
immaginarie potremo costruire I’equazione data per mezzo di
due qualunque delle curve comprese nella equazione (4); ma

per piu semplicitd converra fare in modo, che una di queste
curve sia il circola.
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Per costruire con questo metodo I'equazione del terzo
grado z’+Azx+B=o, prendiamo |'equazione della parabola
x3=ay—br, e sostituendo questo valore di 22 nella proposta
avremo gxy-—bz3+-Ax+B=0, ed aggiungendovi un multiplo ¢
della equazione della parabola otterremo
ary+4(c—b)x34-(A+bc)r—acy+B=o, la qual’equazione appar-
tiene sempre all’iperbola. Ounde, se per maggior semplicita vor-
remo adoprare un cerchio, dovremo ridurre la proposta al quar-
to grado moltiplicandola per z. Avremo cosi una intersezione
di pid, ma questa sara facile a riconoscersi, perché cadera sulla
origine delle coordinate. Similmente data una equazione qua-
lunque, potremo spesso averne una costruzione piu semplice
moltiplicandola per z, o per 22, o per x3, ec: Cosi se avremo
una equazione del trentesimo nono grado, essa si potra costrui-
re con una linea del terzo ed una del tredicesimo ordine: ma se
si moltiplica per x, si potrd costruire con una linea del quinto
ed una dell’ottavo ordine, cioé in un modo pid semplice del
precedente, e moltiplicandola per z* potremno adoprare una li-
nea del sesto ed una del settimo ordine, e questa costruzione si
deve reputare ancor pidt semplice. Ma in generale oltre all’ ado-
prare curve -di un ordine il minore possibile, bisogna special-
mente aver riguardo nella scelta a quelle, che pii comodamen-
te si descrivono.
: 100."

Passiamo a veder ’uso di questa teoria nella risoluzione
di alcuni problemi .
ProsreEma L

» Date due rette 40, AG (Fig.43), che ¢'inconttano in
»s A, trovare un punto M dentro I'angolo OAG in modo, che
» tirate le rette MIN', MO, le quali formino con le rette 4G,
»s A0 angoli dati, sia la loro somma eguale ad una retta data
»s €, ed inoltré le medesime rette stiano nel dato rapporto di
»w MiB .

Supposto conosciuto il punto M, da esso si tirino le rette

MP, MQ parallele ai lati dell’angolo dato, e sia MP=AQ=y,

"MQ=A4P=x . Siccomeeon dati gli angoli P ed NN del triango-

lo PMN, sari data la ragione de’lati PM, MN , che suppen-

B .

1
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Bo esser qnélla din:a, e quindi avremo MN:% . Similraen-
tese m:b & il rapporto dato dei lati QM, MO del triangolo
' QMO, avrempo MO‘_—.%c Ora per le condizioni del problema

. dev'essere MN: MO=m:n; quindi avremo I’ equazione ay—bzx .
 Ma la somma delle due rette MV, MO dev’essere =c, percid

: a bx .
avremo ancora I’equazione —:—-4-;:0 . Combinando guesta con

. mne
la precedente ne ricaveremo x=—=-——- .
: b{m--n)

Per costruire queéi:o valore di z si prenda nella retta 4G
prolungata’ AB=m , BC=n, e nella retta 4O si prenda 4E=n,
e tirata la retta CE dal punto B se gli conduca parallela la ret-

ta BF, che incontrera in F il lato 40, e sara AF:m”_‘:n . So~

. ) c.AF
stituito questo valore avremo x= T
vetta AG=c, e la retta AH—b, ed alla retta GH conduciamo
dal punto F la parallela FP, avremo r=AP. -

Trovato il valore di z, per aver quello di y si osservi, che
a:b=z:y; onde presa AI—a, e congiunti i punti [/ ed H se
ad IH tiriamo dal punto P la parallela PQ, sara y—=AQ. Ades-
so dai punti noti P e Q tirate ai lati dell’angolo dato le paral-
lele PM, QM, queste determineranno col loro incontro il pun-
‘to cercato M . :

: onde se prendiamo la

-ProBrremMa IIL

»» Trovare un punto M (Fig.44), dal quale tirate ai tre
» punti dati 4, B, C le rette M A, MB, MC, abbiano queste
» tra loro i rapporti delle date rette m,n, p ,,.

Congiunti i punti 4 e B, si tirino dai punti C ed M sul-
la retta AB le perpendicolari CD), MP, e sia AB=a, AD=b

CD=c, AP=x, PM.:-:.y, AM=z, e quindi BM= %z ,

CM= %z . Posto cid & chiaro che avremo 2924y ?

n;z: =(a— 2)iy2, P:: =(w—b)°+(c—y)?, e da queste ricave-

Tom. 1., ' 34
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remo, I’equazioni (m3—n2)(y2+4-x*)—2amsz-+a’m*=0o, ]
(m3—p?)(z 24y )—20cmy—2bm3 x4-(b%+c*)m*=0; onde elimi- .
nando.y airiveremo ad una equazione in x del secondo grado.
Ma possiamo,costruire il problema mediante I’equazioni gia tro- -
vate, l¢\quali appartengono a due circoli, perché si riducono
alla forma

am® \? __ aim*ns
( "7{9;-7;9 “(ma—na)s’ o -)
m3 2 o cm? 2 __(b34-c3)maps
(x—mn‘_pa) +( mﬂ—pl) - (mi—pn)l ¢

. a
Si prenda AE= m:i’;, e fatto centro in E il cerchio

n.AE
m

descritto col raggio sard quello della prima equazione. Si

faccia AF-_-;n-b,l_aF s FG pexpendicolare ad 4B, od = mi":p';
AF.AC

ed il cerchio descritto col centro G, e col raggio £ sard

. m.AD
quello espresso dalla seconda equazionie. I punti M ed M', o
questi eircoli 8’incontrano, risolvono il problema. :

PrRoBLEMA I»II.

» Yrovare due medie proporzionali tra le due rette date
s AB=a, AC=b (Fig.45) ,, . A
Chiamando x la prima media proporzionale avremo I equa-
zione x32—g3b=—0. Per costrunirla moltiplichiamolx per x, ed
avremo x*—a?bz==0; prendiamo I’ equazione della parabola

z9=ay, che ci dard la curva AM, e sostituiamo il valore di
«* nella proposta. Avremo a2?y3—a%hs=0, ed aggiungendovi
I’equazione della parabola moltiplicata per a2 otterremo -

. . ’ . 2 2 2 2
.q:’y‘!\—-a'bx-o-anxa—uuy-_—,o, ciod (y— -:—) +i(.z'-—;-_) =2 :b
equazione appartenente al cexchio. Si divida pertanto la retta
AC per mezzo in D, e dal punto D inalzandogli una perpendi-

colare DE:%AB , col centro E e col raggio EA si descriva

un cerchio: ¢sso incontrera la parabola nel punto M, dal quale
tirata una perpendicolare sulla retta 4C, questa tagliera la ret-

‘ta AP—z= alla prima delle medie proporzionali, e la seconda
media sark PM. " ‘




D" ALGEBRA P.IL a6y

ProeLEMA IV,

,» Trovare un punto M (Fig.46) nella periferia di un cer-
» ohio dato, dal quale tirate le rette M4, MB, MC a due
»» puntidati 4,e B, ed al centro C del circolo, siano le tan-
»» genti degli angoli AMC, BMC uel dato rapporto m:n ,, ,

8i conducano pel centro C le rette 4C, BC, e dal panto M
8i tirino ad esse parallele e perpendicolari le rette MP, MQ;
- MR, MS: di piu dal puato B si tiri sulla retta 4C la perpen=-
dicolare BO, e sia AC=a, BC=b, CO=c, ed il raggio CM del
dato cerchio =r. 8i faccia 4C:CM=CM:CF, BC:CM=CM:CG,

cioé CF:-;—’ , CG:'TI , e condotte le rette MF, MG sara I’an-

golo AMC=CFM , e I’angolo BMC=CGM . Ora avremo
tang.CFM :tang. MPR—=PR: FR, e '
tang.CGM : tang. MQS(=tang. MPR)=QS:GS , e quindi
tang . CFM :tang. CGM=PRXGS: FRXQS; onde¢ pex le condi-
zioni del problema avremo I’equazione mFRXQS=nPRXGS .
8i osservi che BC:CO=MP: PR=MQ:Q8, cio¢, chiamando

CRzed MPy, PR=7 , QS=7, ¢ percid FR:%'" bacy

b ’
__ 13 byscxr
cmriw  bemxri4-cdmzy __enrdy beny2<cinxy
ab - b  bha bs
abnys—ac(m—n)xy—abmaz-+-anrdy—bmriz=o (4).
8iccome abbiamo due incognite, convien trovare un’altra
equazione , e questa ci verra data dal circolo. Infatti abbiamo

BC:BO:MP:MR:M?.;:‘J_), e sostituendo i valori di

. Sostituendo questi valori avremo

, cioé

CR, e di MR nella equazione al circolo CR*+~MR3=r> avre=-
mo b3z 24-2bcwy+b2y>=b3rs . Col mezzo di questa possiamio
eliminare y dall’equazione (4), ed avremo una equazione in x
del quarto grado, che costrutta ci dara i valori di #. Ma senza
eseguire questa eliminazione, basta costruire I’equazione (d4),
che appartiene all’iperbola, e le intersezioni di essa col circolo
ci daranno i punti M richiesti. ‘

A tﬁuesto problema si riduce I'altro, in cui si cerca un pun-
to M tale (Fig.47), che, tirate lo rette M4, MB a due punti
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dati, siano le corde MC, Mc eguali. In questo caso avremo
) 2

m=n, e I’equazione (4) diventera y'—a:’+-r{-y—%x=o . Co-

strutta 'iperhola MM’ di questa equazione, e Viperbola oppo-

sta M"M"™, i punti M, M', M", M'"", ov’esse tagliano il cir-

colo, soddisfanno egualmente al problema.

CAPITOL O XIV.

Delle curve trascendenti.
IOI.

Finora abbiamo parlato delle curve algebraiche, passiamo
-adesso a dir qualche cosa delle trascendenti. Ogni curva sara -
trascendente, quando nella di lei equazione I’applicata y sard
una funzione trascendente dell’ ascissa. Abbiamo considerate al-
cune funzioni trascendenti, cioé i logaritmi, le quantita espo-
neuziali, e quelle che dipendono dal circolo; onde se nella equa-
zione di una curva si troveranno in qualunque modo alcuné’di
- queste funzioni, essa non sara algebraica, ma trascendente. Ol-
tre le funzioni logaritmiche e circolari, che possono riguardarsi
come le pilt semplici trascendenti, ve ne sono infinite altre,
I’ origine delle quali si ritrova nell’ Analisi degl’Infiniti . Quindi
noi non potremo che dir poche cose sulle curve trascendenti,
fin dove arrivano ciod le nostre cognizioni sulle funzioni tra-
scendenti . .

Alcune volte la curva non & algebraica, quantunque nella
. dilei equazione non vi sia apparentemente alcuna funzione tra~

‘scendente . Tale sarebbe I'equazione y:zj/ #, dalla quale non
'si pud in alcun modo con operazioni algebraiche togliere I'irra-
zionalita ; onde non pud riporsi tra le curve algebraiche. Ma
per mezzo di operazioni trascendenti, cioé de'logaritmi, si potrd
risolvere questa equazione, poiche sard log.y=2/alog.z, e quin-
di ad ogni valore di x troveremo il valore corrispondente di
log.y, e tornando, dai logaritmi ai numeri anche quello di y.
Cosi pure dovremo riporre tra le curve trascendenti quel-
le, uell’equazioni delle quali gli-esponenti delle variabili saran-
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no immaginarj. Per esempio I'equazione K‘—"tl/ V!
apparticne ad una curva trascendente; lo che apparira pia chia-
ramente, se osseryeremo,che € ae—" " =2c0s.0; on-
de facendo e’=2, ed v=log.z, avremo y=acos.log.z, e la cur-
va sara doppiamente trascendente, perché dipenderd e da’loga-
ritmi, e dalle funzioni circolari. Ma siccome queste eurve appa-
rentemente non trascendenti si riducono ai logaritmi ed alle
quantita circolari, esaminiamo le curve che da queste funzioni
trascendenti immediatamente dipendono.

Sia data in primo luogo la curva espressa dalla equazione

log.%:-abi » alla quale si da il nome di Logaritmica. Passando
- x

dai logaritmi ai numeri avremo y=aqb » dalla qual’equazione
apparisce, che le ascisse x crescendo in progressione aritmeti-
ca, le applicate y crescono in progressione geometrica. Prendia-
~mo (Fig.48) la retta AP per asse, ed il punto 4 per origine
delle ascisse, e primieramente sard nel punto A I’ applicata
AB=a, poialla destra del punto A le applicate anderanno sem-
pre crescendo, e sempre diminuiranno alla sinistra del punto 4
in modo, che I’ asse Ap sara asintoto della curva.
Si pud facilmente tirar Ja tangente a questa curva; infatti
. x

essendo I’ ordinata PM:aeb, se si conduce un’altra applicata
P'M distante dalla prima della retta PP'—x, sara
1 ’ T+t x r u

—

PM=qc * , ed M'Q:ae b _get =aeb(eb—l) . Se per
i punti M ed M’ facciamo passare una retta, che incontri 1’as-
se in T, avremo PP : PM=MQ:QM', e quindi

u I : .
PT= T . Ma se il punto P’ cade sul
b— T-r-;;—;-t-bb—,-o- €ec.

e’ —x

punto P, cioé se u=o, la retta MT incontrera la curva nel so-

lo punto M, e ne sara tangente : dunque la sottangente PT sard
1 . . .. ‘

=+ =b, cioé costante, e questa & la proprietd principale della

—

b
logaritmica.



270 ELEMENTI

Se ’equazione di una curva conterri quantitd esponenzia-
li, converra ricorrere ai logaritmi per costruirla. Cosi data I'e-

quazione y=z", avremo prendendo i logaritmi log.y=zlog.x ;
onde da ciascun valore di'x ricaveremo il valore di log.y, e poi
quello di y. Alcune volte non ¢ cosi facile il costruire la cur-

va; come se fosse data 1’ equagione =¥ =y”, poich¢ prendendo
i logaritmi non guadagneremmo niente. In primo luogo é chia-
ro, che possiamo soddisfare a questa equazione prendendo y==x,
lo che indica una retta inclinata all’asse ad angolo semiretto;
ma cid non esaurisce 1I’equazione, poiché essa sussiste anche
preso y=2, ed 2==4, o viceversa y=4, ed x==2. Per trovare le
altre parti, che oltre la retta son comprese nella equazione fac~
ciamo y=ux , ed avremo 2T =u"z%, ciod 2"
[ u

—u , e quindi

wi=u “" | ed y=u""" . Dando pertanto diversi valori ad u ne_
ricaveremo il valore’di x ed il corrispondente di y.

Venghiamo alle curve, che dipendono dal cerchio, ed in
primo luogo esaminiamo la linea dei seni, la di cui equazione

é y:aArc.sen.% » cioé l’appliéata © proporzionale all’arco di

. x ’ .
cerchio, che ha = per seno. Sic¢ome ad un medesimo seno cor-

rispondono infiniti archi, cos! ad ogni valore dell’ascissa = cor-
risponderanno infiniti valori dell’applicata, e se » & il piu pic

colo arco che abbia -::; per seno, e p rappresenta la semiperife-

’

ria del circolo, i valori di y saranno i seguenti :
au, a(p—u), a(2p-+u), a(3p—u), a(4p+u), ec.
—a(p-+u), —a(2p—u), —a(3p+u), -va(4p—u), ec.
Presa adunque (Fig. 49) la retta BAC per asse, ed il punto 4
per origine delle ascisse, al punto A4 corrisponderanno le appli-
cate Ad'=ap, AA"=2ap, AA"=3ap,ec. Aa==ap, Aa'=2ap,

. . . A
ec. E se si prende un punto qualunque P in modo, che sia —

il seno dell’arco y, sara PM=au, PM'=a(p—u)=AA'—~PM,
PM"=a(2p+u)=AA"+PM, ec., Pm=a(p+u)=Aa+PM, "
Pm'=a(2p—u)=Aa'—PM , ec. Onde apparisce, che la curva sa-
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ra tutta composta di porzjoni simili ed eguali AE A", 'L’ 4" ec.,
Aea, aé'a’, ec. 1 punti E, E', E", ec., e, €, €, ec. cqrrigpon=

deranno alle ascisse /C=AB=c, e sari CE:Be::ﬁg ,

C'E"’:Be"‘.-_'-s—:-l2 , €C., Ce’::BE':'fs%-P, ec., in modo che le di-

stanze EE", E¢/, E'e, ee”, ec. sazanno tutte =2ap. ,

Ukia figuia sitiaiie ss t07er2 por la linea de’coseni, che ha
per equazione y==Arc.cos.z, roa affatto diversa e composta d' 1n-
finiti rami sard la linea delle tangenti espressa dall’equazione
y=Arc.tang.x. Ma siccome si pud facilmente dalle proprietd
delle tangenti dedurre la figura di questa curva, e di guella
delle secanti, che ha per equazioné y=Arc.sec.x, passiamo a
.considerare una curva piil celebre, alla quale ¢ stato dato il no-
me di cicloide. ‘ ’ '

Scorra per la retta EA (Fig.50) ruotandosi un cerchio; il
punto D del suo diametro descrivera una curva DD'. Sia in:
principio il diametro 4B perpendicolare alla retta EA, il rag-
gio del cerchio =a, e la retta CD=5; poi muovendosi il cer-
‘chio sia- giunto nella sitnapione 4'RB’, e sia adesso A'C'D' la
posizione della retta ACI), e D' in conseguenza un punto della
curva, Posta la retta 4Qs=az, sard Tarco 4'Q=az, e I'arco
QB'=a(p—z), e z, p—z ghi archi corrispondenti nel cerchio,
che ha il raggio =1. Quindi tirando D'P perpendicolare in P e
P’ ai diametri 4B e QRavremo D'P'=bsen.z ,C' P'=—bcos.z , e
chiamando DPzx,e PD'y otterremo x=b—bcas.z, y=az-+bsen.z,
ed eliminando 2z, y=}(2bzx—x2)+aArc.sen. ______l/(zb;:—x;.

- - Se prendiamo I'origine delle ascisse nel centro C facendo
CP=b—z=t, I'equazione della cicloide sari ‘
y=1/(b2—t?)+aArc.cos. % Se b=a, avremo la cicloide ordina-
Zia’ la cicloide allungata se b<a, e la cicloide accorciata se

I1 cerchio ACB (Fig.51) invece di ruotarsi sopra una ret-
ta, si ravvolga adesso sopra un’altro cerchio OAQ; il punto D
preso dentro o fuori del cerchio mebile descrivera un’altra cur-
va, che si chiama Epicicloide. Sia il raggio OA del cerchio im=
mobile =c, il raggio CB del cerchio mobile =a, e la retta
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CD=b, e ptendiamo per asse della carva la retta OACBD, ove
cadono i punti O, C, D in una data situazione del cerchio mo-
bile. Adesso movendosi questo cerchio giunga nella situazione
A'RB'Q, A'D! sia-la posizione della retta 4D, ed il punto IJ
cada in D' in modo, che sia C'D'=b. Tirate D'P, C'M perpen-
dicolari all’asse, e C' IV perpendicolare a D'P; sia z I'arco AQ
descritto sul cerchio immobile, sard ancora 4'Q=3, e I’ angolo

AOQ:%, e quindi 0’M=(a+c)sen.—:— .L'angolo RC'D'= all'an-
golo A’C’Q:% ’@ i’angolo NC'R= all’angolo 4 OQ:%. e per-

¢id I’angolo IV C'D":%ca, e quindi D'N:bsén.%cz .

C’N:bco,s.‘—'—“?z . Onde, se chiamiamo OP z, e PD' y avremeo
z a-+c +C

r.:(a-o-c)cos.—c-q-bcos.—a-c—z, ed y—(a-+-c)sen. %-o-bsen.“—“—z .

¢ . - .
Se - sard un numero razionale, eliminando £ giungeremo

ad una equazione algebraica tra x ed y. Sia per.esempio c=a,

Z 22 2z 2z .
ed avremo x=2acos. —--bcus.—, y=2asen.—-+bsen.— e pren-
T a a a a

dendo i quadrati di x e di y otterremo

z - . o .
w'+y“=4a’+b°+4abcoa.-;—. Da questa equazione ricaviamo

a2z z 2 .
s € CO8,—”2C08.— =—=I
a a

4ab

—(x34-y3)a—a(4a94-b3)(z24-y3)4~16a 444
- Basbs ’
sti valori abbiamo 8a%br—(x%4ys—2a3—b2)2—4a2(a2+-20°),
la qual’equazione appartiene ad una linea algebraica del quart’
ordine. Negli altri casi, ne’quali ¢-non ¢ commensurabile con
a, 'epicicloide sara trascendente. Se prendiamo a negativa, il
cerchio mobile cadera dentro I’immobile, e la curva che ne pa-
sce, si chimmnera Ipocicloide. Prendendo ¢ infinita avremo il ca-
so trattato della cicloide. - ) :

Pagsiamo in ultimo alle linee spirali, eosi dette, perché
per lo pil1 si ravvolgono con infiniti giri intorno ad un punto
Heso C (Fig. 53), come centro. Queste curve si espriinono co-

cos, % =EActy t—das—bt

» e sostituendo que-
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modamente per mezzo di una equazione tra la distanza CM di
un loro punto M dal centro C, e I’angolo ACM , che la retta
CM forma con una retta 4C data di posizione. Fatto I’ angolo
ACM=u, e laretta] O M=z se prendiamo I'equazione sempli-
cissima z=au, essa apparterrd alla spirale Archimedea, cosl
detta dal suo inventore Archimede. L’angolo u che determina
la posizione della.retta CM pud esprimersi in infinite maniere,
le quali sono u, 2p+u, 4p+u , Op+u, ec., —2p+u , —4p+u, ec.
ed a queste corrispondono infiniti valori di z, cioé au, a(2p+u),
a(4p+u), ec., —a(2p—u), —a(4p—u), ec. La posizione della ret-
ta CM si mantiene la medesima anche per gli angoli p+u,
3p+u, 5p+u, ec., —p+u, —3p-+u, ec.; ma i valori di CM so-
no allora negativi: onde ai precedenti valori di z ccnvicne ag-
giungere anche questi, —a(p=+u), —a(3p+u), ec., a(p—u),
a(3p—u), ec. Quindi posto I’angolo u==o apparisce che sara
(Fig.52) CA=AA'=A'4"=ec. =Ca=aa’=ec. =ap. Se fac-
4

2’ .
AC cadono i punti doppj C, B, B', ec., b, ¥, ec., cioé vi 8’in-
tersecano dne rami di curva, che nel punto C la curva tocca la
retta AC, ed i due rami della spirale si.ravvolgono intorno al

punto C in modo, che CB=?:-ap, e BB'=ec>=Bb=bb'=ec.==2ap.

Posto I'angolo aCN=u, e quindi ’angolo 4CN=p—u, vedre-
mo che i valori di CN, CV', ec. Cn, Cn', ec. corrispondono
esattamente a quellidi CM, CM', ec. Cm, Cm', ec., e quindi
1a porzione di curva situata alla destra della retta CB ¢ simile
ed uguale a quella, che & posta dall®*parte sinistra della mede-~
sima retta.

Le altre spirali prendono il loro nome dalla somiglianza
della loro equazione con quella di altre curve nominate. Cosi

ciamo u==<, vedremo che sulla retta CB perpendicolare ad

. , . a . . .
la spirale espressa dall’equazione z=— é stata da Giovanni Ber-

noulli chiamata la spirale iperbolica,, perche la di lei equazione
¢ simile a quella dell’iperbola tra gli asintoti. La curva che ha
per equazione u::blog.% si chiama la spirale logaritmica. La

retta CM (Fig.53) tirata dal centro alla curva la incontra sein-
pre sotto il medesimo angolo. Condotta un’altra retta CM', o
“Tom. 1. 35 :
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col centro C e col raggio CM descritto 1’arco di cerchio ML
sia M'L=t; avremo
ML Z-f __ z t

- _blog.—j‘z—-_blog.: +blog. (I-|- z) e
quindi }—Izézb(i—-f#a—+rtzi-—ec. , ed

ML __.(  t 3 . Ay
fi’_z—b I — b ec) . Quanto sard minore la retta M'L,

tanto piii il rapporto %’% andera accos!l:andosi al valore della
tangente dell’angolo MM'L, e non lo esprimera esattamente,
che quando sara M'L=o. Facendo adunque /=0 avremo la
tangente dell’angolo MM'L=b, e percid quell’angolo costan-
te. Accid divenga z=o convien che sia y=— co; quindi la spira-
le logaritmica dalla parte superiore 4M va estendendosi all’in-
finito, ma dalla parte inferiore va sempre accostandosi al punto
C, al quale perd non giunge, che dopo infinite rivoluzioni, cioé
non vi giunge mai.

CAPITOLO XV.

Delle superficie curve, e delle curve di doppia
curvatura.

u-o-ang.MCM':u-t—

102.

Come nelle linee curve dal valore di una retta perpendicolare
- ad un’altra retta data di posizione si comprende, quanto da
questa retta la curva si allontani; cosi per‘ conoscere la situa-
zione dei diversi punti di una superficie curva converrd sapere
il valore della distanza di ciascun punto da un piano dato di
posizione, dal qual valore si vedra quanto la superficie dal dato
piano si discosti. Sia questo piano quello della Tavola (Fig.54)
e da ciascun punto M della superficie si tiri al piapo yna per-
pendicolare MQ; questa ci dard la distanza del punto M dal .
piano. Ma cid non basta per determinare la situazione del pun- -
to M ; convien di pii sapere a qual punto del piano corrispon-

de il punto Q. Per determinar cio si prenda nel piane a piacere

una retta AP, e dal punto Q se gli tiri una Perpendicolare QP.
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Ora se, preso un punto fisso A4 della retta 4P, conosceremo il
valore delle rette QM , PQ, AP, sapremo il luogo del punto M.
Quindi & chiaro-che a rappresentare una superficie sono neces-
sarie tre coordinate | AP(z), PQ(y), QM(z). L’ equazione di una
superficie dovta essere adunque o= ad una funzione delle tre
variabili 'z, y,'2, dalla quale il valor di # sia dato per x ed y.
Onde prese #P-e PQ ad arbitrio, se inalzeremo al piano nel

punto Q una perpendicolare QM eguale al valore di z datoct

dall’equazione per le rette AP e P(Q), il punto M sara nella su-
perficie. 11 piano BAC, in cui son situate le coordinate 4P—=u,
¢ PQ=y, lo chiameremo in seguito per pid brevita il piang del-
le x ed y; il piano §A4C -alzato perpendicolarmente al primo
sulla retta AC sara il piano delle 2 e z; ed il piano S4B per-
pendicolare al primo, ma alzato sulPasse 4B delle y, si dira il
piano delle y e z, perché su questo piano caderebbero le y e Ie
z, se ad esso si riferisse la superficie.

103.

' Vediamo come in questo modo si trovi I’equazioné di alcu. >

ne superficie pitt note, ed in primo luogo consideriamo un pia+
no (Fig.55), I’intersezione del quale col piano delle z e delle y
(che sard sempre per noi il piano della Tavola) sia la retta BE,
la quale formi con I’ asse delle = I’angolo ABE=a, e sia AB=a.
-Da un punte qualunque M preso in questo piano si tiri sulla
retta BE la perpendicolare ME; céngiunta QE sara anch’essa
perpendicolare a BE, e ’angolo MEQ misurerd I inclinazione
del dato piano con guelld delle x edy, la quale chiameremo f.
Dal punto Q si tiri QC parallela a BE, e dal punto C si condu-
ca CF parallela a QE: sara Q P—=PCtang.a, cioé
2 E M z .
y=(a—z—BC)tang.q, BC:SSO@ R Q.E:Eg%f:m » equin-

. z - .,
di y':.(a—x-— ;;;—xm)taqg.a , cloé
z=(a—z)sen.aXtang.f—ycos.atang.f; ¢ facendo _
' asen.athng.ﬁ:ﬁQ,, —;:c,i;fg;:e, avremo z=b4-cx-+ey .
Ogni equazione adunque, nella quale le variabili non superano
".Ja prima dimensione , apparterrd sempre ad un piano.
" Bia 4 il centro di una sfera (Figs54), la distansa AM di




un punto qualunque M della di lei superficie al centro & egua-
le al raggio a della sfera: ma 4M=}/(2°+y3+2?); dunque
¥ equazione della superficie sferica sard 224-y34z3=42.

Sia A il centro della base di-un cilindro retto posata sul
piano’della Tavola; & evidente che le perpendicolari MQ tirate
da tutti i punti della superficie caderanno sulla circonferenza
dclla base. Quindi, chiamato a il raggio della base, I’equazio-
ne della superficie cilindrica sard x34y3=q2./

Sitaata la base di un cono retto sulla Tavola, ed il centro
di essa in A4, se da un punto qualunque M della superficie si
tira sulla base la perpendicolare MQ, sara AQ=}/ (x3+4-y3) il
raggio del cerchio parallelo alla base, e corrispondente al pun-
to M. Ma questo raggio std a quello della base che chiametemo
a, come V’asse del cono, che diremo 4, meno la distanza QM
all’ asse medesimo. Quindi I’equazione della superficie conica
satd a2(b—z)3==b3(x%-+y?), e prese le coordinate dal vertice del
cono, ed il piano delle 2 ed y parallelo alla base, I’equazioune
sard a?z3=bh3(x2+y?). Di qui abbastanza apparisce, come dal-
le date proprietd di una superficie si possa ricavare la di lei
ecuazione, :

i - 104, |
Data I’equazione di una superficie (Fig.56) tra le coordi-
nate AP(x), PQ(y), QM(z), se in luogo felle coordinate AP,
- PQ vorremo prendere le CP'(z'), P'Q(y') situate nel medesimo
piano, facendo CA=c, e I'angolo PCP'=a avremo
a=c—x'cos.o—y'sen.a, y=y'cos.a—z'sen.a. Se adesso vogliame
passare dalle coordinate CP', P'Q, QM alle coordinate CF’,
PQ,QM, ove P'Q ¢& presa in un nuovo piano CP'QJ', I'incli-
nazione del quale sul piano della Tavola, cioé I’angole Q'P'Q ¢
=f, e ponghiamo CP'=¢, P'Q'=u, Q' M=r; condotta Q'R per-
pendicolare a P'Q, e Q'S perpendicolare a QM, avremo
P’ R=ucos § , Q'R=usen.f, SM=rcos.f/, Q'S=rsen.f; onde
a'=t, y'=ucos.f—rsen.f, z==risen.f-+rcos.}. Sostituendo i valo-
ri di 2’ e di y' in quei di z e di y avremo .
x=c—tcos.a—usen.aXcos.f-+rsen.aXsen.f,
y=ucos.aXcos.f—rcos.a)Xscn.f—tsen.a, .
z=usen.f+4-reos.f. ’ . '* i
Posti questi valori nella equazione della superficie .ayremo
¥ equdzione della medesima tra le coordinate CP', P'Q?k M.
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Adesso nel nuovo piano potremo variare la posizione delle coor-
dinate CP', P'Q', ed otterremo I'equazione generale della su-
perficie riferita a. qualunque piano. Ma qua%sivoglin permuta-
zione di coordinate si faccia, nella equazione della superficie si
manterra sempre/il medesinip numero di dimensioni, che si tro-
vava in principio nell’equazione tra #, y, ¢ z. Questa costanza
di dimensioni ci somministra il modo gi dividere le superficie
in ordini, Y’ordine ebsendo eguale alla massima dimensione, che
nell’equazione della superficie formano le variabili.

' ﬂcune volte torna conto di rappresentare le superficie per
la relazione, che passa tra la retta AM (Fig.54) cheda un pun-
to qualunque M va ad un punto fisso 4, tra I'angolo MAQ
che la retta AM forma con un piano fisso 4PQ, e tra I'angolo
QAP che nel medesimo piano ‘forma la rétta AQ con una
retta 4P data di posizione. Se si pone la retta AM=r, Van-
golo PAQ=p, e l'angolo Q4AM=q, data I’ equazione tra le
coordinate AP, PQ, QM, se ne ricavera facilmente 1’equa-
zione tra le variabili .r, p, ¢. Infatti MQ=z=rsen.q,
AQ=rcos.g, AP—=x=AQcos.p=rcos.pXcos.¢, PQ=y
=AQsenp=rsen.pXcos.g. Viceversa data I’equagione tra r, p,
¢ ¢, se ne dedurra quella tra x, y, e, se ai porra’

r=_‘/(x,._,_ysz.._zﬂ), sen.g:W—én—_‘;z—”, e sen. =|/_—_(x’;’y+y’).

105. o
Se neii valori precedenti di z, Yy, ez espressipert,u,ed r

facciamo r=—y¢, avremo -

x=c—tco8.a—usen.aXcos.f, \

y=ucos.aXcos.ff—tsen.a ,

z==usen.f, _
i quali valori sostituiti nella equazione della superficie ci da-
ranno una equazione tra ¢ ed u. Ma se fucciamo (Fig.56)
MQ'=r=o abbiamo i punti della superficie, che sono situati nel
‘piano CP'Q)’: dunque quella equazione tra £ ed u apparterra a
tutti i punti della superficie che sono nel piano CP'()', cioé al-
. 1a sezione che nella superficie forma il piano CP'Q'. Abbiamo
cosl la'maniera di trovare quali curve siano formate nelle su-
perficie dai piani, che in qualunque modo le taglino, lo che
giova assai per la coguizione delle superficie curve.
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Nella superficie sferica abbiamo x’-o-y'H-z’*"a‘; dunque

r equazrone della sezione sara
20 418 —2CPC08. q—2CUSED. Y EO8, Fluc =08 , -: -

ta quale appartlene al cerchio, come vedremo facendo
Eoprocosia wiisen. a¥cos.f perche allota quella eguazio-
ne diventa p -|-q9=a°—c“seu a2Xsen.fs. 11 raggio’ di questo ‘
cerchio sara |/(a’—c°sen q’)(sen B’), ed i1 di 1ui centro si tro-
vera ove t==ccos.a , ed u=csen. aXcos.f . Se sard a<csen.aXsen.f,
il raggio diventera imma inario, ed il piana non incontrera la
sfera. Se a—csen, ax«wn.f » il ‘Taggio sard zero, ed il piano in-
contrela la superﬁc:e in un sol punto cme sala tangente di essa.

"La superﬁclq cilindrica ha per equazione x3--y3=a?; quin-
dl P e(‘{uazmne delfa sezione. sar& - .

© . E3<udcos. ﬂ 3—actcas. ««-acusen.axcos ﬂ-o-c“:a"
Li quale posto t==p--ccos.a, u-'-q+¢:7 diventa

P +qﬂ(,os ﬂ“"-a’, equazxoné dell’elisse. 8e - f==0, cxoé se il
piano secante & pa:allel»o alla_ base, questa ellisse diventa un
cerchio delPequarione pas-g3==a?, cioé¢ un cerchio egualé alla
base . Se:cos;ff==0.,; cioése il. piano & perpendicolare alla base,
abbiamo I’ equazione 72—2ctcos.a=a3—c9 , e€ioé
t=ccos.az}/(a?—c3 sen.a?); la quale ci da due rette perpendi-
colari alla base se a>csen.a, una sola retta se a=csen.a, e. ci
aostra che il piano non incontra la superficie se a<<csen. a cioé
seiil raggio della‘base ¢ minore della distanga del piago dal cen-
tro della base.

L’equazione a’(b—z)’..b“(w“-o—y‘) de]la superﬁcxe del co-
no retto ci dara per I'equazione della sezione

a’szn.ﬂ)

12-4u2 (qos,{f 2—;—;5‘::{.(1 9)-—2ctqos.‘a—2u{csen .a)(cos,ﬂ——-—-‘—
23?30 . : ‘ :

i - v L et .l . f b -
buesta equazione appartiene alla parahola se tang.ﬂ:—; , ciod .

se I’ ano‘o]o &’ inclinazione del piano secante & éguale all’ angolo
che fmma un ‘lato del conv ton- la base ; all’ iperbola se

'tang.ﬁ>—a-, ed all’ellisse se tang,ﬁ<;. Questa ellisse diventa

un cerchio se tang.f==0, ciot se il piane secante ¢ parallelo al-
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la base .. Inoltre quella equazione si xisylve in due fattori razio-
nali, quando tang.ﬂ:‘c—séu—ﬁ-, cigé quando il piano secante pas-
sa pel vertice/del|conol Questiidue fattori seno

— . u .
I+ (a?—c2sen.a? ( —I)-GCOS.-“:O
( ) V (ba4-e3seh.as) /- S
—— u E } ‘\ - .
t—/ (a?—c?sen.a? ( —r==—— =1 ;==CCO0S,a==0
(< ) l/(f/“-o-c’seu.aﬂ) /- ’
e ci danno due rette, le quali s’intersecano nel vertice del cono
quando a>csen.a, ed una sola retta quaado a=csen.a. Ma al-
lorché a<csen,a, quell’equazioni non possono sussistere che
nel caso di t=ccos.a, ed w]//(bP+-c?s¢n.u?), g ch daspo up
puato selo, che & il vertice del cono. Combina tutto questp
con cid che altronde sappiamo delle sezioni coniche, ,

106. ‘

. . :
Supponghiamo.adesso che una superficie curva sia’ tagliata

da un’altra superficie curva, la sezione non sara pin situata in
un piano, e si_chiamerd percio una linea dj dappia curvatura:
e per esprimere.la natura di questa curva non basteranno due
sole coordinate, come quando la curva ¢ tutta in un piano, ma
saranno necessarie tre coordinate . Una equazione tra tre. coordi-
nate-non appartiene alla sola curva di Hoppia curvatura, maa
tutti i punti della superficie, in cui essa & riposta. Nella' fnper-
ficie la PQ=y (Fig.57) pud esser qualunque; nella curva di
doppia curvatura la PQ dev’esser tale,. che corrisposda alle pe{-.
pendigolari z=MQ tirate dai soli punti della eurva, nen alle
altre tirate dagli altri punti della superficie. Quindi non dolo
la z dev’ essere una funzione di = ed y; ma anche la y dev’esse-
re una funzione di x. Percid per la curva di doppia curvatura
devono esser date due equazioni tra x, ¥, %, che saranno quel-
le delle due superficie che si. tagliano. Infatti siccome i punti
della eurva sono corauni ad ambe le superficie; cosi pew questi
-pnnti devono aver Juogo insieme 1’ equagioni delle due superfi-
cie. 8e dalle duye equazioni tra x, ¥, 2 eliminerewmo la z avre-
mo una equazione tra z ed y, la quale ci dara il rapporto tra
AP e PQ. Questa equazione rappresentera una curva QR nel
piano delle z ed y, da ciasqun punto Q della quale tirata al
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piano una perpendicolare QM eguale al corrispondente valore
di z, il punto M sara nella curva di doppia curvatura. ,

La curva QR, che ¢ la traccia di tutte le perpendicolari ti-
rate sul piano, P4 P dai punti della linea di doppia curvatura,
si chiama la' projezione di' questa linea nel piano delle = ed y.
Se eliminassimo z invece di 3, avremmo una equazione tra y e
gz, che esprimera la projezione 'R’ fatta nel piano P'AS delle
y e z. Cosi pure eliminando y avremo I’ equazione della proje-
zione nel piano P A4S delle x e z. Due projezioni QR, Q'R’ co-
nosciute bastano per determinare la linea di doppia curvatura;
poicheé presa 4AP—x, PQ ci dara il valore di vy, e prese AP'=PQ,
P'Q' ci dara il valore di z: o sia prese PQ ed AP’ eguali, e dai
" punti Q e  inalzate ai respettivi piani le perpendicolari QM,
‘Q'M , esge s'incontreranno nel punto M della linea di doppia
curvatura '

Date adunque due superficie espresse con le medesime °
coordinate z, ¥, e z, le quali si taglino, per determinare la se-
zione si elimini la z dalle due equazioni, e si avra I’equazione
della projezione QR della cercata sezione. Se questa equazione
fosse impossibile, com’é la seguente x2+y2+a*=0, cid sareb-
be un segno che le due superficie mai non 8’ incontrano. Se la
projezione si riducesse ad un punto, cid indicherebbe che le su-
perficie si toccano nel punto corrispondente.

"~ Quando due superficie curve si tagliano, la loro sezione &
per lo pilt una linea di doppia curvatura; pud darsi perd qual-
che volta, che questa sezione sia una linea di semplice curva- -
tura, cioé che sia tutta situata in un piano. Per giudicar di cid
si elimini la £ da upa del’equazioni delle due superficie, e
dall’ equazione mz-+-nz-+py-+g=o di qualunque piano, o sia si
sostituisca in quella equazione —M-——ﬂ; Y+ in luogo di z, e si
.osservi se determinate in qualche modo le quantitA m,n,p, e
q-1’equazione trovata tra x ed y sia I’ equazione tedesima del-
la projezione QR. Se cid succede, la sezione sara tutta situata
" nel piano assunto: altrimenti la sezione sard una linea di dop-
pia curvatura. .

8i cerchino le intersezioni di due superficie sferiche espres-
se dall’equazioni 24~y 34-z2==a? , (b+r)3-4-(c+y)*+~(e+2)3=/".
Eliminando z avremo I’equazione
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-4(e34+53)x34(e24c?)y2+-8bcaxy—4bro x—her y+rt—4ater =0,
ove r3=f3—a3—b3—c3-e2. Se adesso nella equazione.

», . . +
X34y 4-z2==a 9 s0stituiamo il valore di z=_r£x_’pn_yﬂ avremo

(m2=4n3) £t (MI4=p3) y 3-t-2npXy+-2Ng T4-2pqy—+q *—a’m? =0 .
Questa equazione si rende affatto simile alla precedente, se si
prende’ m—ae, n—2b, p=ac, g=—r*: dunque la comun sezione
delle due superficie sferiche cade in un piano, che ha per equa-
zione 2ez+4-2bz-+2cy—ri=o. . ‘

Sian date I’equazioni a®(b—z)2=b%(x3-+y?) della superfi-
cie del cono retto, e (c+-x)34-(d-+y)*=e* per la superficie del
cilindro retto: la seconda equazione sara la medesima che la
projezione nel piano delle x ed 5. Ora se sostituiamo il valore

di m—%“-‘? nell’ equazione della superficie codica, a-

vremo :
(a?ns—b2m?)xd+(a3p®—b>m)y*+2a* npry

“+2a3n(g+bm)z+2a3p(g-+bm)y+a®(g-+bm)*=o0.

Ma qualunque valore si dia ad m, n, p, e g, questa equazione

non diventa mai quella della projezione; percid la sezione del-

le date superficie cilindrica e conica non @ situata in un piano,

ma ¢ una linea di doppia curvatura.

Fine peL Tomo Primo.

Tom. 1. 36
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