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Pavabolifthe Roordinaten i der Ebene nnd im Raum,

(Mit pvei Figurentafeln.)

- ) fe—

Unter den frummlinigen Koordinaten im Beveid) bder Linien und Fliden weiten Grades
nefmen diejenigen, welde al8 elliptijdje begeidhnet su wevrden pflegen, unftreitiy die Gervorvagendite
Stellung ein. Durd) diejelben wird ein Punft in der Gheme beftimmt al8 Sdynittpuntt weiex
fonfofalen und orthogonalen RKegeljdnitte, vou denen der eine eine Ellipfe, der andeve eine Hyperbel
ift, ein Puuft im Raume dagegen al8 Sdnittpunft von bdrei ovthogonalen und Tonfofalen Ober-
flihen gweiter Ovdnung, ndmlid) eined Elipjoides, eine8 Hyperboloided mit einem Fadje und eines
joldjen mit gwei Fadern. Die elliptijden RKoordinaten, juerft von Jacobi in einem an Steiner
gevidyteten Briefe?) gegeben, wurden am ausfithrlidhiten von Lamé in einer Reife von die Theorie
ver Wivme Detveffenden Arbeiten, welde fid vorzugdweife in den exiten (8) Binden bed Liou-
ville'jden Journald finden, fpiter in felbftindigen Werfen?) bGehanbelt; fie find dann, umal feit
ipre Widptigleit aud) fitv andeve Gebiete der Wathematit und POYfit erfannt war, der Ausgangs-
puntt fitv einen weuen, vielfad) fultivierten Bweig der mathematijhen Wiffenjdjaften geworden.

Shrve groge Braudybarfeit verdanfen bdie elliptijhen Roovdinaten nidt jum geringften Teile
ben zahl- und flehrveiden Specialfillen, welde fie bieten. AB folde find Yauptidylih wei ju
nenneint: in dbem einen Falle nimmt die Crcentricitlit der Gebilde den Wert O an, in dem anbderen
ftrebt diefe Grife der Grenge oo ju. Jm erften Falle, wo die Elliple sum RKveife, das Ellipjoid
gur Kugel wird, gehen bdie elfiptijhen Roordinaten der Ebene in Polarfoordinaten, die elliptijden
Roordinaten ded RNaumes in elliptijhe RKugelfoordinaten oder aud) in gewdhnlide Polarfoordinaten
de8 Rauutesd iiber; im andeven Falle werden Ellipfen und PHyperbeln ju Pavabeln, Elfipjoide und
Dyperboloive ju Paraboloiden, und wir erhalten die Syjteme der parabolifien Roordinaten. Die
guerft genannten ®vensfiille find alfgemein befannt, was fid) it derfelben Strenge von den anbdeven,
gewifl gleidfbevedhtigten Fdllen nidyt gerade behaupten (igt. Lamé hat ywar jorol! fitv ein Rotations-
pavaboloid af8” aud) fiiv einen pavabofijen Cylinder den jogenannten thermometvijder Pavaneter

) Grelle, Journal fiiv Mathematil. Bd. 12, S. 1387.
!) @. Lamé, 1) Lecons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes.
Paris, 1857.
2) Legons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications. Paris, 1859.
3) Legons sur la théorie analytique de la chaleur. Paris, 1861.
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beftimmt, : bei| weldher- Gelegenbeit !) er auf die Analogie und den Unterjdjied jwijden Pavabel uud
Qrei8, den beiden einfadjjten und jugleid) natirlidften Qurven, Gimweift, aber er geht nidht weiter
auf die damit jujammenfingenden RKoordinatenjyfteme ein. Andeve Forider, von bdenen Siebed,
PBitlen, Casdpary, Giinther, Holzmitller und Danitid* namentlid) ju begeidhnen find,
Haben wmit parabolifden Koordinaten in Berbindbung ftehende Fragen und Aufgaben erdrtert, aber e
fehlt ur Beit, foviel miv befannt, an einer Aufe und Sujammenitellung der verjdjiedenen Arten bder
genannten Roordinaten. Diefe habe id) in der vorlicgenden Abhandlung zu geben verfudyt.

L
Mie pavabolifden Roordinaten in der Ebene.

§ 1.
Die Ronforme ABBildung.
Die Aufgabe, eine Ebene - — & -+ in fo auf eine anbdeve Ebene z — x -} iy fonform
abzubitven, daf den Parallelen zu den Koordinatenadfen der Gegenftandéebene Yonfolale Parabeln in
der Bifdebene entjpredjen, wird befanntlid) durdy die Gleidung

1) x iy = 2

geldft, in welder c eine beliebige, 3. B. veelle und pofitive Ronftante Ledeutet. Sondern wir bdas
RNeelle vom Jmagindren, jo evgicht fid)
_ E!_-,‘! _ 2 En
1a) = y=—%"
bievaus folgt weiter, wenn nuv veelle Werte von £ und % Deviidfidhtigt werden,

me=5 (\Vetyrt)r=5(Vet+ty—x)

und daber

n e Caa(Dhrm e T (1)

c

) ®. Lamé, Lecons sur les fonctions inverses ete. . 11,

?) Gicbed, liber graphifde Darftellung imagindrer Funktionen. $§ 11 umd 12, Cvelle, Journal fiir
NMathematift. Bo. Hd.

0. Botlen, liber homojotale Paraboloive. Grunert, Arcjiv der Wathematit und Phofit. Vo, 35, . 81,
ober Analntijde Geometrie Ded Haumes. 2. Aufl. Stuttgart, 1884,

3. Casparn, Die Kriimmungsmittelpunttsilide des elliptijhen Raraboloids. Berlin, 1875,

Z. Giinther, Parabolijhe [ogarithmen und parabolifde Trigonometrie. Leipzig, 1882,

®. volymiiller, Ginfilhrung in dic Theorie der ifogonalen Verwandtidhaften. LYeipzig, 1882.

D. Danitid), Konforme Abbildbung des elliptijhen Paraboloids auj die Chene. Belgrad, 1885,

Bugleid) mag es erfoubt jein, ani ywei Arbeiten de8 erfafjers bhinyumeifen, welde in den Programmen
des Gymnafiums ju Ciiftrin 1881 und 1883 eridjienen find.  Diefelben fiihren die Iiberfdyriften: 1) Iber das
Gileichgewid)t und die Vewegung der Wiirme in einem Homogenen Rotationsparaboloid. (Bugleid) Jnauguval-Differs
tation, Dallea,S.) 2) Tie Funttion de8 parabolifdhen Cylinders.
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Dies find die Gleidungen jweier Pavabeln, die den Brennpuntt, der jugleid) der Anfangdpuntt des
geradlinigen Roovdinatenfyftems ift, gemeinfam Haben und deren Adyfen in die Ab{ciffenadyfe fallen,
Die Abfdynitte, weldye die Pavabeln anf der x-Adfe erzeugen, d. §. die Entfernungen der Sdheitel
vom Drennpuntte find beziehungsdweife

%a) _»_¢& —_—4a__n

=g T e ET YT TG

Wir bemerfen, daf die Gleidungen 2) fiiv fonftante BWerte von £ und 7 je ein Shftem
tonfofaler Parabeln daxftellen, welde fid) jAmtlid) der Theorie der fonformen Abbifoung gemdf unter
redhten Winfeln fdneiden. Die Sdeitel alfer Parabeln aus der Sdyar £ liegen auf ber pofitiven
Hiilfte der x-Adyfe in der Entfermung £2: ¢ vom RKoordinatenanfang, die Sdyeitel derjemigen aus der
Sdar v auf dber negativen Dilfte der x-Adjfe in der Entfernung n?:e. Diefe Entfermungen werden
offenbar um fo grifier und die Parabeln umfjdjlieRen daber die beiden Hilften der Hbiciffenadfe in
um fo weiteven Abftiinden, je grifere Werte die RKonftanten £ und 7 annehmen. Filr fdmtlidye
PBuntte der pofitiven x-Adhfe it v — O, filr fimtlidhe Puntte der negativen x-Adhfe £ — O; bdie beiben
im SQoordinatenanfang beginnenden und nad) entgegengefesten Nidtungen laufenben Strafhlen bder
Abfciffenadie find affo al8 Gremsfille von Parabeln ju betradten. Nehmen endlid) £ und v bden-
felben Wert an, fo find die entftehenden Parabeln fongruent und ifhre Schnittpuntte liegen in ber
Orbinatenadyfe.

Aus bem @efagten erfennen ivir, daf fid) jeder Punft der Ebene (x,y) vollftlindig und
audy eindeutig als8 Sdnittpuntt einer Pavabel aus dem Syftem £ mit etner Parabel aus dem Shitem )
beftimmen (dgt, wofern die Werte von & an die Bedingung 0 < &< o, bie Werte von n an bdie
Bedingung — v < 7 < oo gefnilpft find und feftgefest wird, dag eimem pofitiven Werte von v,
nur bdie in der Sga[bebene (%, +y) gelegene, einem negativen Werte von v nur die in der Halb-
chene (x, —y) gelegene Dalbpavabel entfpreden joll. Wollte man aud) negative Blerte von £ u-
laffen, fo wilrbe die Veftimmung der Punite in der Ebene (x, y), die wir und alddann 3m¢¢mﬁ§ig
aus zwei fiber einanber liegenden Bfiittern beftehend zu venfen Yiitten, in gemau bderfelben Weife
exfolgen founen. Pofitiven iBer.tm von £ wiltden demnad) die Punfte bded oberen Platted, negativen
diejenigen deé unteren Blatted juzuordnen fein  Diefe in der Natur der Abbildung liegende Bweis
deutigleit vermeiden wir ganj, wenn wir, wie bemertt, der Gvisfe & nur jolde BWevte zuecrteilen, die
soijden O und oo fiegen. Da fid) jomit die Lage eined Punttes P der Ebene ebenjo wohl durd
feine Qartefijhen Roordinaten x und y al® aud) durd) die Grdfen & und % beftimmen (dgt, jo
Tonnen wiv bie legteren al8 die ,parabolijhen Roordinaten” von P begeidnen. Wihrend inbed die
x- und y-Wdfe bei den Gartefijfen RKoordinaten fih unter 90° {dneiden, bilden die Achjen des
parabolijden Roordinatenjyftems, d. H. die beiben Gvemgparabeln, filr welde £ = O und v = O ift,
cinen Winfel von 180°,

Wiahlen wir jur augenblidliden BVereinfadung vie KLonftante ¢ als w}aﬁeinbeit fo erhalten
wir fite einen Punft P; (Fig. 1) mit den parabolijdyen Roordinaten £ == 5; n = 3 al8 Gut-
fernungen der Sdjeitel der Pavabeln vom Brennpunfte x, — 25 X, =— 9 Werden nun die
Deiden ‘Barabe[n gezeidynet, fo fdymeiden fid) diejelben in einem Punite (P,) beffen Qartefijde Roor-
binaten x = 16; y — 30 f{ind. Der jhmmetrijd jur x.-Adjfe gelegene Punft P, (x = 16;.
y = —30) l;at die pavabolijfen Roorbinaten £ — 5; v — — 3, wilhrend dem Punfte P,
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(x/\e= 1 0LOfB;Cy 21— 30) die Werte £ = 8; n = — 5, dem Punlte P, (x = — 16; y = 30)
die Werte £ — 3; v = 5 julommen. Anbdere in der Figur beseiduete Punfte find die Punite
Ps, Ps, D7, Py bder Ordinatenadye, fiitr weldye beziehungdmweife

bei Py (x = 0; y = 50) E=5; v =35,

Dei Pg (x = 0; y = 18) E = 3; v =23,
bei P, (x =0;y = —18) §=3;v = —3,
Dei Py @ =0;y=—950) §E=056;v=—5

ift. Bei den Punften der Abfciffenadhje ferner Hat man zu unterjheden, ob fie auf dem pofitiven
oder auf dem negativen Ufer derfelben d. §. auf der Seite der Halbpavabeln mit pofitivent oder
negatioent v liegen. Pan erhdlt al8 RKoordinaten

fit Py (x = 25; y = 0) E=5;v = 40,
fir Pp (x = 95y = 0) §=38; v =40,
fit Py 3= — 95y =0 §=0;7=43
fiiv Py (x = —20;y =0) &§=0; 7 =45

Qn alfen diefen Beifpielen, wie man fieht, find die Punfte Sdnitte orthogonaler Parabeln. Dieje
Borftelfung diivfen wir aud) nidt fallen laffen bei dem Punfte O, dem RKoordinatenanfang, fir
weldyen x =0; y = 0; § = 0; n = =+ O ift; aud) diejer Punft mup al8 Sdnittpunft weiex
fi fenlvedt durdyjdyneidenden Parabeln angejehen werden, obwohl diejelben geradesu in Strafilen
von entgegengefeter Ridjtung itbergegangen find.

Hinfidhtli) der Anordnung dber BVovzeidjen der gevabdlinigen und der parabolijfen Koor:
binaten endlid) bemerfen wir, daf, wihrend x undb y im ervjiten Quabdranten der z-Ebene pofitive
Werte haben, £ und 7 im erften und weiten Quabdranten d. §. in der erften Halbebene dex
T @bene bdieje Cigenjdaft befigen. Treten wir jegt durd) den von der negativen Hiilfte der x-Adhie
gebildeten BVevzweigungsfdmitt ausd dem oberen Blatt in dad untere, d. h. aus der erjten Halbebene
in bie zroeite Dalbebene fiber, jo wird £ negativ, n dagegen bleibt pofitiv; in ver dritten Halbebene,
welde fid) an bie weite im unteren Blatte auf gewdhnlide Weife anjdylieht, ift fowolh( & als ¥,
negativ, - Wir treten nun aud bem unteren Blatt durd) den Veryweigungsjdnitt Hindurd) wieber
in da8 obere Blatt jurii® und milffen in ver vierten PHalbebene & mit pofitivem, v mit negativem
Borzeidjen verfehen. Bei diefer Anordnung, die. fidh aud) fonjt rvedtfertigt, ftimmen die BVorjeiden
von § und v in den viex Halbebenen der T-Cbeme mit den Borzeiden von x und y in den viev
Quabranten dev z-Ebene genau iibevein. Daé obere Blatt dev J-Gbene DLefteht demnad) aus der
evften und vievten Halbebene diefer Doppelebene ynd entjpridht in jeder Weife der aus dem cxften
und oievten Quadvanten beftehenden Halbebene der z-Ebene.

§ 2.
Sufammenhang mif den efliptifden Stoordinaten.

Daf die pavabolijden Roordinaten einen {peciellen Fall der allgemeineren elliptijden Koov-
dinaten bilden, ift felbftvexftindlid), da bdie Pavabel al8 eine Ellipfe oder Hyperbel angefehen werden
fann, deven @ycentricitit unendlid) gvoB ift, wihrend der Abftand des Sdeiteld vom benadybavten
Brennpuntte einen endliden gegebenen Wert behiilt. Seen wir

x, + iy, = ¢;. cos E + iv)),
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fo banbelt eé fidh um die fonforme Abbildung der ¥ -Cbene auf bdie z,-Ebene, fo daf Tfonftanten
LWerten von 7, cin Syjtem fonfofaler Ellipfen, Yonftauten Werten von &, ein Syftem fonfofaler
Yyperbeln entfpridt. Beide Sdyaren Haben die Brennpunfte, deven Abftand 2¢, betrigt, gemeinfam

und find orthogonal. Bringen wiv hyperbolijde Funftionen zur Amvendung, fo ift die Gleidung
ber Ellipfen

% +,,vyvk’ =1
c; % Boj¥n, ¢, 2 Ginty,
und diejenige der Hyperbeln
xl’ _ yln =1
e, % cos?g, c,% sintg —

DBerlegen wir den Anfangépuntt der Roordinaten nady einem Brennpuutte, indem wiv x, ¢, =x,y, =y

fegen, fo ergeben fid) die nerfen Gleihungen

y: = gy, (c,' Ginzy 4+ 2¢x — x”), y? = tg? & (cli sin? §, — 2¢x 4 x‘-’);

vie Abftinde der Scheitel vom Yenadpbarten Brennpunite find ohne RNiidfidht auf das Vorzeidien
qa__ e L P _ in? =L,
9 = 2¢,. Gin 9 und g = 2¢,. 8in )

. Wenn nun die Grcentricitiit c, einen ind Unendlihe wadjenden Wert annehmen folf, wilrend

—g und g endlidy Dleiben, fo miiffen v, und 5, fid) immer mehr und melr der RNull ndfern.

Wic erhalten vaher jdlieflich entipredjend ven Gleidungen 2) ald Grenge der Ellipjen und Hypers
Deln die Parabeln

y? = 2qx 4 q* und y? = — 2px + pi
Aud) die Aobilbungsfunttion fann durd) eimen einfacjen libergang sur Grene gewoutten
werben. Cntwidelt man ndmlid) in

X, + iy; = — ¢ c08 x (§ + in)
den Rofinusd nady Potengen von (£ -L-iv), jo folgt junddit

. %3 in)2 x4 in)
R D ALUNELTC S R
\ 2! 4!
oder, fall$ wiederum x, 4+ ¢, = X, y, = y gejetst wird,
.__c,x’E  \g e x o N )
x‘{“‘)'—'*m—(.‘i‘l'ﬁ)_'Z!—(a‘i“"w‘*‘ ------ j
ift mun ¢, = 32*2» und nibert fid » ollmdhlid) dber Null, fo erhdlt man
E iy)2
x 4 iy = (F_+.‘=-?"‘. )
aljo die Gleidung 1). Ebenjo fann unfere Abbildung aud) ald8 Gvemgfall der duvd) die Gleiduny
Y +—in)r
X '*— 1y = C. ]1 + e‘)(. i\gh—‘-{— i'f“)]

angedeuteten Aobildung angejehen werden. deven ausjiifriide Behaudblung vovbehalten bleibt.
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§ 3.
Sufammenfang mit den WolarRoordinaten.

Um den Sujammenhang der pavabolifdien Koordinaten mit den Polarfoordinaten ju unter
fudjen, fegen wir in Gleidung 1)
x 4 iy = r (cos ¢ 4 i sin ¢)
und erbalten
Et+iy=per (cos “Z 4 i sin (5‘)
Mithin ift

3) £ = 1/crcos 5, n = |/ cr sin ;,

aljo
o\ =2 ? o P R 2 E.'vq»" . éi__.qs
32) 2 4+ 7 =ecr, ;= g, . sin F =g cos ¢ =g o

Wiihreud die Sleidungen 3) filv Touftante Wevte von & oder v bdic auf den Brennpuntt
al8 Roovdinatenanfang bejogenen Polargleiungen der beiden Pavabeljdharen vorftellen, exjehen wir
aué 3a) junddft, baf bei fonftantem r aud) E* 4 * fonftant ift. Fir eine Sdar von foncen-
trijjen Rreifen, die ven Nullpuntt jum Wittelpunft und eine gegebene Stvede r ald8 Nabdius Hat,
ijt demnad) die Summe &2 - ® eine fonftante Grdfe, mit anderen BWorten, die Gleidung eined Kreifes
jener Sdyar in pavabolijfjen RKoordinaten lantet

3b) 8 4 n =cr.

Bewegt man aljo eine Strede r fo in der Abjciflenadyie, da der Nulpuntt ftets innevhalb dex
Otvede (iegt oder hodftens in einen bder Endpunfte fillt, jo geben bdie Endpuufte der Strede in
ibven verjdjiedenen Ragen die Sdeitel {dmtlider Pavabeln an, deren Sdnittpuntte die Pevipheric
eined Rveijed bilben. Dabei ift felbftoeritdndlid), daf alfe Pavabeln den Nullpunft jum Brennpuntt
baben. Diefer Puntt ift der WMittelpuntt ded Rveifed und fein Radius die gegebene Strecte; bdie
Groge von ¢ bHleibt millthrlid).

Ferner ift erfidtlid), vaf fiir jdmtlide Strahlen ded dburd) den Nulfpuntt gehenden Stvahlens
biljhel8 b. §. bei gegebenem ¢ bder Quotient 7 : £ einen fonftanten Wert hat. Dies bedeutet, daf
die Oleidjung einer vom RKoordinatenanfang ausgehenden Geraden, welde mit der pofitiven Ridhtung
der Abfciffenadyfe den Winfel ¢ bilbet, in parabolijhen RKoordinaten ausgedriidt
4
2
ift. Die Form ber Gleidjungen eines um den Nullpuntt gejdhlagenen Kreifes und einer durd) diejen
Puntt gehenden Gevaden ift alfo bei Anmwendung parabolijder Roordinaten wefentlid) diejelbe wie bei
den Roordinaten bdes Cartefius. Man founte fogar behaupten, daf duvd) die newen RKoorbinaten
nod eine Bereinfadung gewonmnen fei, injofern ald8 an Stelle ded Quadrated des Rabdius bdiejer
felbit und an Stelle der gangen Anomalie deren Hdlfte in die Formel eingetveten find. Die Glei-
dung Sc) beftitigt fibrigens, fall8 ¢ vom 0° bis 720° vaviiert, die Ridjtigleit der am Shlufje
De8 § 1 getvoffenen Anordnungen fber die Bovzeiden von £ und . Wil man vom unteren

3¢) n==FE-tg

-

\



Blatte 'der- T-Ebene’ gans' abfefen, jo ift e8 swedmipig, die Gridge bed Winteld ¢ wijdlen — 1800
umd 4 180° ju wdflen.

Bu ber €djar von Rreifen, deven Wittelpuntt der RKoorbdinatenanfang ift, fte!)en iibrigens
unjere Parabeljdharen nod) in einer anderen Bejiehung, die wir nidt unerwdbhnt lafjen wollen. g
ift befannt, baf die Mittelpuntte aller RKreife, welde eine Geradbe und eimen RKveid berithren, auf
gwei Parabeln?) liegen, die das- Centrum um Brennpunft und dad vom Centrum auf die SGevade
gefiilite Qot jur Adjje Habem. Wibhlen wir bdie y-Adfe al8 die gegebene Gerade, fo werdben bdie
Parabeln fougruent; fie liegen fymmetrijd jur Ordinatenadfe und erfiillen die Gleidungen

y =14 2rx,

in denen r den Nabdius ded gegebenen RKveifes bezeidmet. Das doppelte Vovseidjen ift dadurd) be-
bingt, daf der gejudite Rreid den gegebemen von innen ober aufen und die gegebene Gerade auf
per einen ober andern Seite bevithren fanm. Die Pavabeln Haben ifhre Sdeitel in den Mittel-
puntten der beidben Rabdien, weldye in der x-Adje liegen, und jdneiden fid) iw den Endpuniten des
gegebenen Rreisdburdymeffers offenbar unter redjten Winleln. Obige Sleidungen ftimmen, wie man
bemerft, mit den Gleiungeu 2) genmau itberein, fobald bder Rabdiué r verjdicdene Werte annimmt,
bie Wufgabe aljo fiiv alle foncentrijfen Kreife geldft wird. Die Doppeliar der Ortslimien ift
alédann mit den beiden Giex behanbdelten Pavabelfyftemen identijd.

§ 4.
Geometrifde und pbyfikalifde Wedenfuug der Paramefer.

Wir verjuden jept fiiv die Konjtanten ¢, £, n der Gleidungen 2) eine — unddit geo-
metrife — Bedbeutung zu ermitteln. Da

2 g2 2
p =~ P q = Py
gefest war, fo fid bie Parameter 2p und 2q der Pavabeln die dritten geometrijdyen Proportionalen
ucund 28 beg. 2, falls man fih o, & und n ald@ Streden obder deren Wafzahlen gegeben
dentt. Damit ift indes nidht viel gewonnen. Gehen wir jebod) auf die Eigenjdaften der Parabel
alg Regelidnitt juriid, jo laffen fid) jene Grdfen in einfader Weife geometrifd) deuten.

Die Parabel entfteht, wenn eine Ebene parallel mit einer Seitenlinie eined geraden ober
jhiefen Rreidlegeld durd) einem beliebigen, ald8 Sdjeitel ju wihlenden Puntt der Mantelfliiche gelegt
wird. Jft (Fig. 2) A BC ein Adjfenfdnitt eines joldjen ;. B. geraden Kegels, S der angenommene Puntt und
AB bdie Seitenlinie, jo ift SQ die Adhje der Pavabel, falls8 SQ pavallel AB ift. Jhr Brennpuntt O
ift der Beriihrungdpuntt der Ebene S QP mit einer den Kegelmantel beriihrenden Rugel, deven
Centrum D durdd Dalbieven der Wintel bei A und 8 gefunben witd. Dann wird ?)

DS DS
PQ =4 o SQ=4 ¢ (s0+0Q)

Sclit man DS == n, AS = ¢ und wihlit O Q als Adjje der pofitiven Abfciffen (x), die in O in

) M. vergl. 3. B. 6. Em3smann, Mathematifge Crcurfionen. Palle o/S., 1872, S. 166 und 169,
oder beffen Abhanblung im Programm des biefigen Realgymnajiums vom Jahre 1875 mit dem Titel: Die Kegel,
jdnitte als geometrijdhe Srter fiir die Mittelpuntte von RKreifen, welde ywei gegebene Kreife Berithren. S. 27,

1) Yergl. €. Grubl, Analytijhe Geometrie ber Ghene. WBerlin, 1873, &, 189.
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dev Gbene SQP auf OS jenfredyte Ridtung alé Ordinatenadfe (y), jo ergiedt fid), da die Dreiede
ASD und DS O dfnlid find und mithin OS : DS = DS : AS ift,

yr=4" x+4(l:~-)il
0. 0. bie yweite der Oleidjungen 2). Wiederholt man diefelbe Konftrultion an der iiber die Spige
A Dhinaus evweiterten Regelfltiche, jo wird in derjelben Weife die exfte der Gleihungen 2) erbalten.
Demnad) wird der Abjtand ded Pavabeljdeiteld von der Spite ded RKegeld durd) ¢, von der Adje
ved Regel8 dagegen durd) 7 (bej. §) veprifentiet. Dies ift die geometrijhe Bedeutung jener Kon-
ftanten. — Ubrigens ift aud), wenn « die Offnung bdes Kegels d. §. den Winfel B A C bejeichnet,

i-, fiiv die Cntfernung O S be8 Sdeitels vom Brenmpuntt erhiilt man demnad

Y = ¢-8in
! 2

. g='r,rsing-_-:csin2 g-

Mm von der gangen z-Ebene mit allen in ihv liegenden Pavabeln am RKegel eine Bor-
ftelfung 3u gewinnen, fegen wir durd) A B die ju SQP parallele Gbene und projiciercn auf diefelbe
alfe anf dem Regelmantel liegenden 7- und Z-Pavabeln durd) Geradbe, welde dem Skahle A O
paralfel (aufen. Dann falfen alle Brennpunite O in bie Spite A de8 Kegeld und ebenjo decfen
fid alfe Adjen der Pavabeln mit A B ober ifrer Verlingerung iiber -A Hinaus.

Bon anderen vein mathematifhen Aufgaben, in denen der Parvameter einer Pavabel fid) als
britte geometrifhe Proportionale ju jwei gegebenen Streden darftet, feGen wir hier ab. Dagegen
mdge e geftattet jein, an dag entfpredjende Vorfommen jener Groge in der WMedjanit ju erimnern.
Wird ein matevieller Punft von einer Vejdleunigung beeinflufit, deven Ridtung fortwdfhrend nad
eitem feften Gentrum Binlduft und deven Groge dem umgelehrten Quadrate der Entfernung bded
Punfted vom Centvum proportional ift, jo ift die Bahu desfelben nad) den aligemeinen Gejeggen der
@entralbewegung ein Regelidhnitt, deffen Natur eingig und allein duvd) die Grige der Anfaugs:
gejdpvindigleit (vo) und bdes anfiingliden Adbftanded (r,) vom Centvum, nidt aber durd) die Nidytung
ber Anfangsgejdwindigleit bedingt ift. Diefer RKegeljdynitt wird, falld

ve? — 2 p =0
ry
ift, eine Pavabel, welder die Gleidung?) ufommt
c? [
yr=—2 :'L x + ;2.

ierbei Hat o, den Wert v, 1, sin o, wenn o, den Wintel bejeidmet, weldhen die Ridtung der
Anfangsgejdmindigleit mit bem Rabdiusdveftor dev Anfangslage bes Punfted bilbet, wdlhrend p bdie
Qntenfitit der Anjtehungsfraft in der Einbeit der Entfernung mift. Ein Bergleih mit der evften
Oleidung in 2) seigt, daf £ mit ¢;, ¢ mit 2 zu identificieren ift, um vollige llbeveinftimmung
gu exzielen. Die phyfitalije Bedeutung von & (bez. 7m) und c ergiebt fih Hiernad) von felbft.
Gpecielle Beifpiele bieten die Bewegung von Kometen und Sternjdynuppen, die pavabolijdhe Bahnen

1) Qergl. Dubamel, Lehrbud) der analytijhen Medjanif, Herausgegeben von L. Shlomild). Yeipyig,
1853. Bb. 2. &, 41,
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Baben,  und| | bie) verjdjiedenen Fiille ter Wurfberegung umter dem Einflug bder Anjiehungstrajt
ber Grbde. .

8 5.
Graphifde Darfiefung der Lofungen der LPythagoveif@en Gleidung.

Sn faft efementarer Weife laffen fih die parabolifdhen Roordinaten verwenbden, wenn es
fid) um bdie graphijhe Darftellung?) der LWiungen der Pythagoreijden Gfeidung

x? | oy =r?

Dandelt. Dier werden Zahlen x und y gejudyt, fiir welde die Summe der Quabdrate gleid) einer
Quabdratzahl r2 ift. AlG aujommengehorige BWerte bon x, y und r findben wiv bdie Ausdriide

x=2-"  g=28n 47
, c c c
in welden, falls nur LWjungen in gangen pofitiven Jahlen verlangt werden, fiir ¢ ;. B. die Einheit
jfiit £ und v bdagegen ebenfalld und jwar alfe wmogliden pofitiven gangen Jabhlen zu fegen find.
Witrben aber nuv die wirllid verjdiedenen LBjungen verlangt, fjo wdven alle diejenigen LWjungen
ausgufdliefen, die fid) al8 Bielfade eimer beveitd gefundenen ¥Bjung darftellen; & und v diirfen dafer
in Ddiefem Falle feinen gemeinfdaftlidhen Teilexr BHaben, aber aud) nidt beide jugleidh ungerade
Bablen fein.

Sehen wir gunddft von den genannten Cinjdrdntungen ab und betvadten x und y al8
die gevadlinigen redjtwinfeligen Roorbinaten eine8 Puntted P, jo ftellen offendbar & und n filr den-
jelben Punit die parabolijen RKoordinaten vor. &8 find nimlid), wie man bemerlt, x und y bie
Wurzeln der Gleidungen 2), jo daf die Punfte P al8 Snittpuntte der durd) diefe Gleidungen
gegebenen orthogonalen Parabelfharen angejehen werden tonnen. Die Figur 3) zeigt die entfpredyende
Ronjtruttion fiir ven erften Quadranten, auf welden e8 allein anfommt, da negative Werte von
x ober y nichts Neuesd liefern. Sie ift dadurd) entftanden, daf ¢ — 1 und filr £ und % die Werte
der natiiv(iden Bahlenreihe von O bi8 15 gefett wurden, und veridafft demnad) alle Ljungen Pytha-
goveijder Dreiece, filv welde feine der beiden Ratheten den Wert 200 itberjteigt. Vei der Jeidy-
nung (@Gt fid) die jymmetrijhe Lage der Pavabeln ju den Koordinatenadyen, ebenjo wie die Kon-
grueny je zweier devfelben mit Borteil ausnugen. Die Cartefijden Koordinaten der Shnittpuntte,
die einfad) abjulejen find, find die Ratheten, die Rabdienveftoven die Hypotenufen Pythagoreijdyer
Dreiede. Veifpieldweife jdneiden fih) bie Pavabeln £ — 5 und v = 2 in einem Punfte P, fiir
welden 0 Q =x =21, PQ =y = 20, O P = r = 29 iit; in der That ift 21 4 20% = 292.

Wir begeidnen al8 wefentlidhe LWjungen alle diejenigen Wertepaare von x und y, welde
Dinveidhen, um alle Wiungen ju finden. Dandelt e8 fih nur um folde, fo find in der Figur, weldye
alle Werte Liefert, die fid) diveft ald8 Sdnittpuntte zweier Parabeln unfered Koordinatenfyftems dar-
ftelfen, junddit alfe Wertepaare fortyulaffen, die aus einem beveits gefundenen durd) blofe Grweiterung
entjtehen. &8 ergeben fid) 3. B. au8 x = 3, y = 4 aud) die LWjungen x = 12, y = 16;
x =27, y = 36; x = 48, y = 64 u. {. m. HAlle dbiefe find in der Figur durd) einen nad

1) M. vergl. meine Mitteilung in der Beitidyrift fiir mathematijden und naturmifienidaftliden Unterridyt,
Berausgegeben von J. C. B. Hoffmann, 1888, Jahrgang 19: Graphijde Darftellung der LWwfungen der Pytha:
goreifden Gleidhung.

2
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dem Nulfpuntte geridyteten Strid) bejeidhnet unmd werden, da fie auf gevaden RLinien, den Rabien
veltovent) liegén). @m einfadyften dadurd) auégeidieden, daf man einen Fahrftrahl um ven Nullpunit
oreht und von alfen in einer und derjelben Ridtung liegenden Werten nur denjenigen ftehen [aft,
der bem Roorbinatenaufang am nidyften liegt, ein Verfahren, weldes lebhaft an dag Sieb des
Gratofthened erinnert. Devartige Wertepaare. die in der Figur durd) einen feinen Kreid gefenn-
seidhnet find, gehen aué den nod) iibrigen wefentlidyen LBfungen dadurd) Hervor, dag die Werte von
x und y mit einander vertaufdt und die neuen Lojungen mit dem Faftor 2 erweitert werben. So
find 3. B., da die Werte x =— 9, y = 40 die Anfgabe (Bjent, aud) x — 40, y =9 und ebenfo
x = 80, y = 18 Qjungen; diefe find alfo nidht mwefentlidde. Demnad) exgeben fid) im Sahlen-
gebiet von 1 08 200 im gangen 35 wejentlide LWjungen. Sie find in folgender Tabelle )
enthalten: : '

7 T T S
oyl iyl iy vy 2]y

3. 4 Bl12] 7|24 i 91 40} 11 soig 13| 84/ 15 | 112] 17 | 144} 19 | 180
15/ 8 21|20 55|48 33, 56/ 39| 80| 85|132) 51 | 140/ 57 | 176"

35| 12| 45/ 28| 91|60 | 65| 72|119/120/133| 166/ 95| 168,

63 16| 77| 36 |[187| 84 105] 88 171|140l

99| 20[117] 44 | 1153104/
‘143, 24| 165 52 |

1951 28]

Sollen umgefehrt aus diefen wefentlidien LWjungen alle {ibrigen Lojungen gefunden werbden,
fo Dat man juerjt jur Bertaufdung von x umd y in Fig. 3 fliv jede wefentlidhe LWjung das Spiegel-
bild gegen bdie burd) den Anfangspuntt gehende Diagonale ded LQuabdrated zu fudjen, alle bisher
gefundenen Punfte, d. 0. jowohl bdie wefentlihen LWfjungen ald aud) ihre Spiegelbilber mit dem
Roordinatenanfang ju verbinden und die Entfernung wiederholt auf dem Fahritrahl abzufdyneiden.
Dabei ergeben jid) freilidy aud) Wjungen, die nidt auf den. in der Figur geseiyneten Parabeln liegen,
jondern anbeven Pavabelfyftemen angehdren, auf weldhe weiter unten (S. 13) eingegangen wird; die
Beidnung wiirde jedod) jehr an Uberfidtlidyfeit verlieren, falls alle Yjungen eingetragen witrden.
@8 evgeben fih auf diefe Weife innerhalb des Sahlengebiets von 1 bis 200 iiberhaupt 302 Ljungen
der Pythagoveijdhen Gleidung.

§ 6.
Gevade SLinie und Parabel.

Aus dem Bishevigen ift erfidhtlid), daf die Sleidjung einev auf den Roordinatenanfang als
Brenupuntt und die x-Adye alé Achfe besogenen Pavabel in parabolijden Roordinaten ausdgedriidt
— a und b find fonftante Grdgen —

4) E=—a ober n=>»

(autet, je nadypem der Sceite! der Parabel auf der E- ober v-Adfe d. . auf bder pofitiven oder
bev negativen Dilfte der x-Adjfe angenommen wird, Jm alfgemeinen wird die Gleidung einer

1) Gine Tafel Pythagorcijdyer Treiede findet fih u. a. aud)y in der Sammlung trigonometrifher Aujgaben
von A, Wiegand, Leingig 1862; fic enthalt 181 wefentlide 8fungen.
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befiebigen Quvoe®),"Ciweldhe im Cartefijfhen Roordinatenfyftem F(x,y) = 0 ift, im para.
bolifden Syftem

8 __
5) F(EA n, 2E*‘):0
[ °
fauten, wihrend fidh bei Anmwendung von Polarfoordinaten die Gleidjung
t ] b ]
5a) F(r,¢)=0inF(E—+T”—,2.arctg%)=o

uerma.nhe[t. Umgefehrt geht die in pavabolijden Roordinaten ausgedriidte Gleidung einer Kurve
F (€, v) = O fiiv Gartefijhe Roordinaten in

o F Vo7 + 0 VEooFy—n]=0
fitv Bolarfoordinaten in

5e) F [l/vcr . cos%, Ver . sin —3—]: 0
iiber. PMadgen wir ju diejen Umformungen einige Beijpiele.

Die Gleidung einer geraden Linie, welde mit dex E-Ade, aljo mit der pofitiven Ridytung
ver x.Adjje den Winkel « bilbet und deren Durdyjdnittdpuntt mit diefer Adje die Adfciffe a Hat,
fautet in pavabolijfen Roordinaten .

6) E2 — 2 = 2 &7 ctga 4 ac.

@6 empiiehlt fih nimlid), die Formx =y . ctga -+ a der Gleidung der geraden Linie angwwenden,
weil e8 in unjerem RKoordinatenfyftem eine ,Ordinatenadife” nidt giebt oder wenigitens diefe Ieine
andeve RNolle jpielt, wie jeber anbere durd) dem Nullpuntt gelegte Strahl.

Seen wir = 0, {o erBalten wir filr dben Abjdhnitt auf der &-Adjje, wie e8 fein mug,
x{ = §?:c=a. Wiirde bagegen & = O gefett, fo ergiebt fih x, — %?: ¢—= — a, was nidht mdglidy
ift, fo fange a eine pofitive Strede vorftellt; die y-Adfe wird alfo unter diejer fnnahme von der
®evaden 6) nidgt gejdnitten. it a =0, o geht die Gerade durd) den RKoovdinatenanfang; ifre
Oleidung ift dann

E2—n?—=2E&nctga ober (n—&tg%) (v;‘—}-&ctg%)zo

b. b 71=E.tg¥;— und 'I):—E.ctg—;»-

Das erfte Refultat bezieht fidhy auf ven in der erften Halbebene liegenden Strahl der Geraden, das
gweite auf den anderen Stvahl. Jft « = 90° und a = O, foift E* — %2 =0, alfoy, = Eund
7 = — E die Gleidung der beiden Strahlen, welde auf der Adfe im Koordinatenanfang jenfredyt
ftehen; ift « =909, a indeffen von O veridjieden, fo ergiebt fid) E2—n® —ac al8 Gleidung der
Sentredyten jur Ad)fe in der Entfernung a vom Nullpuntt. Jft endlid) « —=0° und niihert fid mit
ind Unendlide wad)fendem a bdas Produft atg a der Grenze —a,, fo Hat man e8 mit einer
Parallefen ur Adfe im Abftande a, ju thum, deren Gleidung 2&n =a, ¢ ift.

BWiihrend die Gleidjung der geraden Linie in beliebiger Lage im parabolijen Koordinaten-

) Bergl. &. Dolymitller a. a. O. &, 104,
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fhftem’ ‘vom 3lﬁeiten ®rabde ift, ergiebt fid) fitr eine Deliebig gelegene Parvabel im alfgemeinen eine
Oleidung vierten Grades. A8 Beifpiel merfen wir uns die Scheitelgleidhung einer Pavabel, deven
Adje mit der E-Adfe sufammenfilit und deven Parameter 2p ift, ndmlid
1 1 1 2
2 - 2 __ e e ————— T —e
7) E ") - 2 cp (E M ) ober n’ Eg—cp
©obald jedbod) ber Brennpunft der Parabel im RKoordinatenanfang fiegt, ift ihre Gleihung vom
erften Gvabe. Um bdied einufehen, nehmen wir die allgemeine Form der Gleidhung erften Grades
3 n
8) Yy + v=b
quadrieren und fRhren vermittelft 5b) die Cartefifyen Roordinaten ein. Wiv erhalten

b |/ xify*+x) 4 ate () x*+y* — x) 4 2abey — 2a?b*=0.
Bejeitigen wir die Wurzeln und fegen zur Ablirzung
_2ab b. B. cos @ = a® —b*  ath?
a? b2 7" T a'4- bt p_(a.’—|--b’)c'

8in & —

fo exgiebt fidh
- (xsina4yecosa) —4p(xcosax—ysina) —4p*=0
nbet, wenn wir dad Koordinatenfyftem um den Winfel — « drehen,
nW=4px, +4p*
Die durd) Gleidung 8) dargeftelte Kurve (Fig. 4) ift aljo in der That eine Parabel,
deren Brennpuntt der Roordinatenanfang ift; ihr Pavameter ift 4p. Seken wir der RNeibe nad

1=0,§=0,v=¢& n= —E, fo erhalten wir fiir die Abjdnitte, weldje bdie Pavabel auf den
Adyfen ded SKoordinatenfyftems (x,y) erzengt,

at _ b? _ 2a b? _2a*h?
Diefe Adbjdynitte ftehen alfo unter einander betfptelﬂmetie in fo[genbet %egtebuug:

1
oAT 0B~ 0s™ 0C T 6D
weldje, da bdie Grife von a und b willtiiclid angenommen werben faun, fiiv jede Pavabel gilt.
Wir erBalten mithin den befannten Sag?): Jn jeder Pavabel ift der Halbe Pavameter dad hor-
monijde Wittel zu den Abjdnitten ciner beliebigen Brennpunttsjefhue.

Bon befjonderen Fillen der Gleidung 8) Heben wir folgende Hevvor. it a oder b unendlid)
gvofl, jo wird eine v ober Z-Parabel ded parabolijhen Roordinatenfyftems evhalten. BWenn aber
b= a ift, fo ergeben fih die Gleidungen

8a) E+n=s und E—n=4d,
welde fiir fouftante Bevte von s und d zwei Syfteme von Parabeln vorftellen, deven gemeinjame
Acdhje auf der E-Adjje fentredt fteht und deren Vrennpuntt natiiclid) der Koordinatenanfang ift. IJhre
@Ietd)ungen in (S.artcﬁfd)en Koordinaten find

') %erg[ C. Gruhl a. a. O. S, 110, 148 und 178, Auf die Konjtruttion des harmonifdyen Wittels mit
Anwendung der Pavabel jdeint juerit A. Wiegand im Jahre 1345 aufmerfjom gemadit ju hoben. . deffen Anas
Intijde Geometrie. 6. Aufl. Dalle, 1882. . 46,
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g’ 89\ ? ds ds\t,
' x’——2cy+(z) und x’—2z'y+(’6‘))
aud ibuen ift milhe(od ju erfenmen, daf beibe Shaven von Pavabeln orthogonal find. Aud) auf
einem andeven Wege laffen fid) diefe Syfteme ableiten. Nad) 1a) ift
&= __ 287
= ° r Yy = P .

X

Dafitv aber lift fid jdreiben
a0 E=n_od,_B[(Edny (Eom)] g
- c e Y=73 2 2 — 2c
s und d fpielen aljo geradesu die Rolfe von & und 7, wofern 2¢ an Stelle von ¢ dem Syjtem
3t Orunde gelegt und eine Bertaujdung der Koordinatenad)fen vorgemommen wird. Die 8- und
d-Pavabeln jdneiden fidh alfo ebenfalls unter vedjten Winfeln, die Entfernungen ihrer Sdeitel vom
Brennpuntte jedod) find immer nuv die Hilfte der Abftinde bei den entfpredenden E- und »-Parabeln.
Died neue Syftem orvthogonaler Pavabeln ergiecht in den Sdmittpunften die nod) fehlenden
Puntte der Fig. 3) (&S. 10), veven Abfciffen und Orbinaten LWfungen der Pythagoreifden Gleidung find.

§ 1.
Gliipfe und Syperbel. ~
Wir betvadyten jest die Gleidjung .
: ’ 2 3
9) e+ h=1

und fuden ihre Bedeutung zu evmitteln. Dagu filhren wir am vedmdfigiten Polavfoordinaten
ein.  Vermittelft 5¢) erhalten wir nady einigen Umformungen
r— P we p= 2a%h? e_a’—b‘-’
1 —ecos ¢ (a2+b¥) e’ " a4 b?
Gomit ergiebt fid) das nid)t unmintereflante Refultat, daf Gleifung 9) die Brennpunftégleidung
eined Regelidnittes ift, der 2p jumn Pavameter und ¢ jur numerijen Creentvicitit Hat. Um feine
Art 3u erfennen, bringen wir 9) auf die Form
9a) (1—9) &4 (142 r1=cp
und unterjdeiden folgende Fiille.
1) Jft e=0, alfo a®=">b?, fo ift r=p d. §. &2 4 v2=2a? aljo 9) die Gleidung
cined Rveijes, deffen Mittelpuntt dber RKoorbimatenanfang und deffen Nadiud a:c ift.

. _ . . l—e 1 1__—[——5__1_‘ . 2 w3
2) Qft e=1, jo wird, da immex B —a o — B ift, a—on, alfo 2 =>
ober vy —="h. Die Gleihung 9) Ledeutet mithin in diefem Falle eine 7-Parabel mit der Sdyeitel-
entfexnung b2:ec. it dbagegen e = —1, jo witdb b= oo, alfo ergicbt fih E2 — a? ober E—=a

0. §. eine E-Parabel mit der Sdeitelentfernung a: c.

3) it 0 <<e < 1, alfa unter BVorausjepung eines veelfen a und b a? > b2, jo ftellt bdie
Oleidung 9) eine Ellipfe vor, fiic welde die grofe Ade (a? - b*):e, bdie Heine Adfe (2ab):ec,
die geometrijhe Ercentricitit (a®—b2): ¢ ift; fie jdneidet von der £-Adjje das Stitd a?:c, von bder
7 Adfe dad Stid b2:c ab. it aber — 1 <Te << O, aljo a?<T b3, fo fiegt der zweite Brenn-
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pumttoder) Ellipfe. im Anfangspuntt der RKoordinaten, wihrend im fobvigen die Berhdltniffe fih nidht
wefentlid) dndern.

4) Die Fille 1 <<e<Tor und —1>e> — oo finnen nur eintreten, wenn entweder
a oder b rein imagindr ift. Segen wir 3. B. a ==4a,, b =ib, und a,2 > b,?, jo liefert 9) die Gleidjung

& _n _

9b) b 1
al8 Oleidung eined Jmweiges einer Hyperbel und jwar desjenigen Jweiges, defjen benadbarter Brenn-
puntt nidt im Roordinatenanfang, fondern auf der £-Adfe im Abftande (a,2 4 b,?): ¢ vom RNuils
puntt liegt; dev andeve jur DHyperbel gehbrige Sweig, deffen benadibarter Brennpuntt in den Koors
vinatenanfang fillt, hat die Gleidhung

——~ =1,

90) bl—’ al’
Die Hauptadjie der Hyperbel ift (a,* — b,%): ¢, die Nebenadhfe (2 a; b,) : ¢ und die Scheitelabftdnve
vom Nullpuntt a,:c fiir 9b), b*:c fir 9e) Fiv a, =(1 4172 )b, wird die Hyperbel
gleidhjeitig und fiiv a, = b, geht fie in eine gevade Tinie iiber, die auf der E-Adjje fentvedyt fteht
und vom RKoordinatenanfang die Entfernung a,3:¢ Hat.

§ 8.
Die Imppuntilurve des Streifes.

Die OleiGung Ber ausd einem inneren und einem duferen Blatt Leftehenden Cavtefijchen

Ovale, welde in Polarfoordinaten befanntlid
r*—r(bcos ¢ + a) + x*=20

ift, lautet vermdge Ha) in pavabolijflen Koordinaten

10) (B4 72)t=c[(a-+b)E+ (a — b) 7t] — ot x%
Ung intereffiext an diejer Stelle vormehmlid) der bejondeve Fall, in weldem bdie Ronftaute » = O
ift. Dann ftellt die Sleidung

10s) (B'+v2)t=c [(a+D)E + (a —b) 7]
die Fufpunftturve eined Rreifed (Fig. 5) mit dem Radiud a bdar, wofern dber Pol P vom Mittels
puntte O ded Rreifed die Entfernung b Hat und die vom Pol nad) dem Centrum gejogene Linie ur
Polar- oder E-Adjje gemommen wird. Fall8 a oder b gleid) O ift, geht bie Kurve in einen Kreid
iiber. Qiegt dagegen der Pol auf der Peripherie ded RKveifes, fo ift b — a und wir evhalten bie
cinfadje Gleidung

10b) Bt ni=af , a=12ac ,
alé Oleidung einer Kavdioide (Fig. 6.), deven Riidfehrpuntt mit dem Roordinatenanfang ujammen-
fillt und deven auf der E-Adjje liegender Scheitel vom Nullpunite den Abftand 2 a hat. Die Gleidung

10c) B4nt=an , a=V2ac .
orildt offenbar eine 10b) fongruente Rardioide aus, welde fid) von bdiejer nur dbuvd) ihre Lage
unterjdjeibdet. .
Bur bequemeven Sonftruftion bex durd) 10 a) gegebenen Suvve mbge darvan evinnert werbden,
daf biejelbe aud) mit tem Krveife, deflen Duvdymefjer b ift, im engften Sujammenbhange fteht und
in bejug auf diefen al8 Rveisfondjoide bejeidmet werden famn. Pan Hat nur alle von einem

Ei -,‘2
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Deliebigen. ‘Punfte ter/ Peripherie des Rreifed aus gezogenen Sehnen um die Strede a ju verlingern
ober 3u vertirrgen, um auf die einfacdhite Weife die Kurve ju erbalten. Jft dabei b — 2a, fo liefert
die Qurve iibrigens eine aud) anderweitig befannte Wfung fitr die Dreiteilung eines Winfeld, . «

Bon groferer Widjtigleit indeffen ift der Umftand, daf fid) unjere Rurve audy als ver-
ltingerte ober verfiirte @picyfloide anjehen ifit, fall8 der RNabius bdes volfenden RKveifes biejelbe
Grdfe bhat, wie der bded feften. Jft a der Duvdymeffer ber beiden RKreife und bedeutet b den
doppelten Abftand des bdie Rollfurve bejdyreibenden Punftes vom Mittelpuntte ded vollenden, jo
erhilt man, wie befannt, die Gleidung bder Epicyfloide durd) Elimination ded Wiljungdwinteld
der Centvale aud den Gleidungen

x,=acosw——%bcos2w , yl=asinw-—%bsin2m.

Diefe beziehen fid) auf ein Roordinateniyitem (x,, y,,) filr weldes ber Mittelpuntt des feften Rreifes
Anfangspuntt it und bdie Abjciffenadfe durd) die Centrale der Anfangslage gegeben wird. Je
naddem bdabei b 5 a ift, wird eine verlingerte oder verflirste Rollfurve erfalten.

Wiirden wir den RKoordinatenanfang in der Abjciffenad)ie um A; b verjdjieben und daher

mit Anwendung parabolifder Koordinaten
b _ &= _ 280

X, = — — - —
1 Py P ’ i o

jegen, jo wivde fihy durd) Glimination von o Gleidung 10a) evgeben und damit die Iiberein-
fimmung jener Fufpunftfurve mit der Rollfurve bewiefen fein. Wenn bdagegen der Roordinaten-
anfang um ein @tﬁﬂ;—; verlegt werben joll, fo ift, fall8 &, v, die auf den neuen Anfangdpunit A
Desiiglidjen Roordinaten find,
2 S 2
x‘="%€_.gl c"ll , 7, = 25;7)1
au feen. JIn diejem Falle erhalten wir ein befonders einfadjes RNejultat, nimlid

be
10d) (& —a)24ni=p? , oy =3\/§cb ’ pi? =—2 .

&ilt b=a ftimmen beide Roordinatentransformationen itbevein und e8 ergiebt fih die Gleidung 10b)
der Rarbioide.

Sdylielid) ift su ermihnen, dap die hier betradytete Ruvve aud) ald8 Pasdcal’{he ShHneden-
linie (limagon) begeidnet?) wird; auferdem hat Herr Holzmiller, um den Jufammenhang mit
der Rardioide hervorzuleben, filr diejelbe die BVenenmung . Karbioidijhe Kurve” in Borjdlag gebradyt.

8 9.
Die Inverfion.

An einigen einfadjen Beifpielen haben wir bisher geeigt, auf welde Weife die Gleidung
einer gegebenen Qurve in parabolijfhen Roordinaten ausgedriidt wird. Wir Haben bdabei gefumbden,
baf immer je jwei Qnien fi derjelben Form bder Rurvengleiung evfveuen, dag alfo 3. B. den
Qreifen (x — a)* 4 y* = r® eine Sdar von farbioidijen RQurven mit der Gleidung

N 3. . Dolymiiller a. a. ©. 3. 125.
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(& bHrmi==e® entjpridit. Died Lt fih aud) folgendermagen ausjpreden: Die durd) Glei-
dung 1) angedeutete fonforme Abbildung dev £-Cbene auf die xy-Ebene vermanbelt im allgemeinen?

. . gerade Linien in fonfolale Pavabeln,
gleidhfeitige Hyperbeln in © gerade Rinien,
Lemnistaten in Rreije,
Sreife in farbioidijge Rurven.

Gine anbere, nid)t minder widjtige Umnformung eines gegebenen Qurveniyftems in ein neues
ift die Jnverfion. Bejdrinfen wir uné auf den RKoordinatenanfang alé Jnverfiondcentrum und
beseidhnen mit =* dad fonftante Redjted jweier zu derfelben Anomalie 3 gehorigen Nabdienvettoren r
und v, , jo geht die Quroe mit der Polargleidung

F(r,9)=0dberin F (1, 9)= F(’;_2 <p) = 0.
Diefelbe Transformation verwandelt die in pavabolijfen Koordinaten ausdgedriidte Kurve
. “C “®C

Davaud ift ju erfennen, daf, jobald die willfivliden Ronftanten % und ¢ gleid) find, der
Ubergang von einer Rurve ju ihrer inverfen {fid) im pavabolijen Roorbinatenjnftem in genau ber-
jelben Weife vollzieht wie bei Cartefijden Koordinaten. Somit hat die inverfe Kurve der Parabel 8)
die Gleidung

11a) Grnt=xo( + ),

* fie ift aljo eine RKavdioide, filr welde der Roordinatenanfang Riidfehrpuntt ift und deven in Dder
2 2,
Dauptade liegende Sehnenabjdnitte );20 }:)—f find. Die Fufpunttfurve ded RKveifes, bderen
feidung 10a) war, liefert bei der Abbilbung durd) veciprofe Rabdienveftoren bdie Kuvve
11b) _8+11L2,_] s _XC ., %%
312 — 9 = f S —a__B ’
b. 0. einen Regeljdnitt, von weldem der eine VBrennpunft mit dem Nulfpunft und die grofe Adje
mit der Hauptadfe jujommenfilit. Diefelbe Kurve ald Epicyfloide betradjtet (Gleidjung 10d) und
jomit auf ein anbeved Roordinateniyftem bezogen evgiebt al8 inverfe Rurve
xal/2be 2x2blec
— )2 — 2 TV e g _ ¢ .
11¢) (§—a)R+n*=p?, a= ad —pt ¢ (as_btjs
Das fphirijde Spiegelbild einer fardioidijden Kurve ift jomit bei paffender BWahl des Jnverfions:
centrums eine Rurve von bdevfelben Art?). Die Ruvoe ift alfo (ebenjo wie das Cartefijhe Oval)
anallagmatifd); filx 2 x b=2a% — b? ift jogar da8 Spiegelbild der Ruvoe fongruent. Dies Rejultat
war vor vornBerein ju ermavten, da die Rurve in jeder Hinfidt das Analogon bded Kreifes ift. €8
ift aber aud) von Widjtigleit filv eine Reife von Hufgaben aus der mathematijgen PHYfif. Die
Aufgade, filr einen von gwei ercentrijfien Kugeln gebildeten Raum bdie Potentialgleidung zu inte-
grieven, [Bften THomjon, Dividlet und €. Neumann befanntlid) dadburd), dap fie die Kugeln

) 3. G Dolymiiller a. a. O, 3. 126 unb 127,
2) PBergl. ©. Holymiiller a. a. O. S. 127, .




durd) AObildung mitteld veciprofer Rabdienveftoren in foncentrijdhe verwandelten. JIn derfelben Weife
(dft fid) die Wjung der Potentialaufgabe filr einen jdalenfdrmigen KBrper durdfiihren, der durd
Rotation gweier beliebigen Yardioidijden Ruvven um die gemeinjame Adfe entfteht; man Hat eben
nur durd) Snverfion die Deiden Flddjen in , foncentrijde”, wenn man jo fagen darf, ju vermanbdeln
und die LWjung auf diefen Fall puriidufiibren. Da wiv gefehen BHaben, daf bdie Meridiane™ der
Rotationsfidden inverfe Regelidnitte find, jo find die Funftionen, welche die LWjung vevmitteln, feine
hoberen ald RKugelfunttionen ober zu diefen gehirige Grenzfunttionen.

Derx einfadfte Fall der genannten Aufgabe ift offenbar derjenige, in weldem die Yarbioidijdhen
Quroen zu Rardioiden mit gemeinfamem Ridckfehrpunft geworden find. Derfelbe entfpricht bem
®rengfalle dev fi) im Nullpuntte berithrenden RKreife bes. Kugeln. Vei diejer und einigen anbeven
Aufgaben ift e8 dbaun gany ywedmdRig, an Stelle des- parvabolijdhen Roordinatenfyftems (£, n) divelt
Tarbioidijhe Roordinaten (£, ,7,) su verwenden. Jhren Bujammenfang mit den Cartefijfen Roordi-
naten geigen die ®leidjungen

. E.2— 'Ih 260 .
2 =R ETE A
3, 2 2 2 2 2 2
120) (x4 y* — 55 %) = (;E“') @y, (3 + 553) :(;Tf’) (x4 y9).
Leptere find fiir fonftante LWerte von & und 7, die Gleidungen jweier Syfteme von orthogonalen
Rarbioiden (Fig. 6), deven gemeinfamer Ritffehrpuntt in den Roordinatenanfang fillt und bderen
Achfen in der Hauptadfe liegen.

Qn biefem Roorbinatenfyftem fpielen demnad) Kardioiden die Rolle der fonfolalen Parabeln
be8 parabolijhen Syftems. Jeder Panft der Gbene beftimmt fidh durd) den Schnitt jweier Rardioiden,
von denen die eine ihren Sdeitel auf der pofitiven, die andere auf der negativen Hilfte der x-Adhfe
hat. Wie bei ben parabolijfien Roordinaten faun man bdie Feftiegung treffen, daf & nur pofitive
Werte annimmt, wibhrend n, in der Halbebene (x, 4 y) pofitiv, in der Halbebene (x, — y) negativ
ift. Die Grengen fitr & und n, find diefelben mwie bet dben pavabolijdjen Koordinaten (£, n), aber in
umgelehrter Reihenfolge; denn die Sdjeitel der in einander gejdadhtelten RKarbioiden entfernen fidh
vom RKoordinatenanfang um fo weiter, je Fleinere Werte ihre Parameter & und 7, annehmen. Fitx
alfe Puntte, welde auf dev negativen Hilfte der x-Adjje ober in unendlidher Ferne liegen, ift§;, =0O;
dagegen BHat 7, ben Wert O filr alle in der pofitiven x-Adfe oder in der Unendlidfeit liegenden
Puntte  Fiir den Anfangspunit der Koordinaten ift jowohl & al8 7, gleih on.

Die Gleifung &, — a bedeutet alfo im RKardioidenfyftem eine beftimmte Kavdioide und in
entfpredjender Weife laffen fih bdie Gleidungen anderer RKurven in bdiefen Koordinaten ausdriicen.

- Da die Durdfiihjrung von Beifpielen unndtig erjdeint, fo begniigen wir und mit dem Himweis,
daf bei einem Bergleid) ber Rurven im fardioidijen und im Cartefijen Syftem im allgemeinen

y = x%¢

geraden KLinien farbioidijdje Surven,
gleidfeitigen Hyperbeln Kreife,
Lemnisfaten gerabe Qinien,

Sreifen Parabeln
entfpredyen. '



1R

§ 10.
Cuffexnung jweier Vunffe. Diffeventiale.

@8 ift felbjtverftindlid), baf die pavabolijfen Koordinaten aufer bei phyfifalijden Fragen
aud) bei ber Distuffion ebener Kuvven, indbefondere foldjer, deven Gleidung in diejen Koordinaten
eine einfadje @eftalt Hat, mit BVorteil angewandt werden fonnen. Jndeffen miiffen wiv e uns
bier verfagen, ein dahin gehiriges Beifpiel vollftindig durdjufiihren; e8 mag genitgen, eingelne
Puntte Hevoorgehoben ju Haben.

1. Der Ausdrud fiiv da8 Ouadrat der Cntfernung jweier Puntte P (x,y), P, (X0, Yo)
R¥=(x —x,)* + (y — o)

nimmt durd) Cinfithruug parabolijher Roordinaten mitteld 1a) und bder entiprcd)enben Formeln fitv

X, und y, mehrere Demerfendmwerte Foruen an. Diefe find

18) =gl E+ar++mr] [(E—Eo)*+(r-no)*]
——(,—,[(5*4—11 + &+ ")’ —(2550-1—277710)’]
slE+r —a =) @ —28m],

von benen bald bie eine, bald die andere Vermwendung findet.

2. Aus 1a) folgt durd) partielle Differentiation
3x 28 8x 2y 3%y 2q By 20
8E ¢ "¥dn~ e’ BET e "3 ¢
Daber ergiebt fid)

8x 8x 8y 8y __
FE By T 5E By — O
died ift der analytijhe Auddvud fiiv die Orthogonalitiit der beiden Pavabeljdaven. Weiter erBalten
wir fitv ein Bogenbdiffevential auf einer & bes. -Parabel

3 51 4 .
1.4) dss 2[(57) ( ] d7 = = (& 479 dve;

s =[(8) + (I wo= & s mae

Da die Parabeln fih unter vedten Winfeln {dneiden, fo ift das Quadrat eined beliebigen
Bogenbdifferentiales

14a) ds* = ds, 4 ds’ = fi (B2 +-7) (dE%+ dn2)
und dad Fliadendifferential
14b) df =ds. ds = :—2 (82 472) dEdy.

Demnad) erhalten wir fiiv die Linge s des Bogens Py P, (Fig. 7) einer Pavabel & = &,
weldjer durd) die fonfotalen Parabeln 7, = n, und v = v, Yerausdgejdnitten wird, dag einfade Integral
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!
=< ) VEfra=X

Mo

u;

u 4+ SinuCoju| , n=4§. Sinny,

14c)

— 1 Vg | . 2 3 Lo 2 2 Tll + VE?W
B (”‘ Va0 Va8 T e )

"Wurde der Bogen vom Sdeitel Q aus gevedynet, fiix welden v, = O iit, fo folgt
1 e Eg ]
14d) 5 = E(’h VEFnt + Eslg -+ l/éo +n )

Qiegen R, und R, auf der Pavabel € =g, und Deseiduen wir den Flideninfalt des von
vier Parabelbogen gebildeten Redyteds P, P; R, R, mit F, fo liefert die Gleidung 14b)

4 (™" ] 2 _4 s ) s
146)F=6;J ‘J (82 +n?)dEdy —3-02[(&1 —&) =)+ EE— &) ""’)o)].
"o

St € =1y =20, fo ergiebt fid) der Flddeninhalt des von der Strede SS, und den Pavabelbogen
SR, und S, R, Gegrenjten Dreieds, namttd)

140 30’ gl nl (El +.qli)
Man bemerfe, dbaf in ber Figur OQ—EO te, OS,=1%:¢c, OS=¢E2:¢, OS;=1,2:¢

OP;, = (&*+ m?):¢, OR, = (&2 4+ n;?) : ¢ und die jur Ad)je Senfredhte R, T —= (2 &, 7, ) : ¢ ift.
3. Der in der mathematijen Poyfit eine widhtige Rolle fpielende Differentinlausdrud

% , %
Aun= 5x® + 5 3y
nimmt durd) Einfithrung parabolijdher Roordinaten wegen 14a) die Geftalt
4824+ 7% o%n | %%
15) ——F—A_%+w

an. Da bdie Jntegration diejer Differentialgleidung, e mag Aun glei) null obder eine Funftion
S

der Beit, ndmlid xa ober % < 0 fein, Feine erheblidjeren Shwievigleiten bietet, fo exfennen wir, daf

die Behandlung uon Qqugaben, welde die Levteilung der Eleftricitdt und Wiivme in einer para-
bolijden Platte, fowie die Shpvingungderideinungen einer foldjen betveffen, durdfithrbar ift.
§ 11.
Die logocyRlifde Sturve. Graphifde Darflellung dex Logarithmen.

Die logocyllijge Kurvel), welde aud) Rutumaeidve, Harmonijde Rurve und gerade Stro-
phoide genannt wird, ift fitv und dedhalb von bejonderem Jutereffe, weil fie in BVerbindung mit
einem Syftem fonfotaler Parabeln die geometrijhe Darftellung der Qogavithmen mit Leidjtigleit evmbglidht.

Steffen wir s die Aufgabe, die FuBpunftfuvve einer Pavabel fiv einen in der Adfe
liegendent Pol P u beftimmen, fo empfiehlt e8 fid) die Sdeitelgleidung der Pavabel in Anivendung

gu bringen.  Diefe ift nady 7), wenn wiv op = — 2 &,? fefsen, woraud die Lage der Kuvrve Hervorgeht,
1 1 1
BT TR

——————— e = —

1) Bergl. G Giinther a. a. T, 3. und 5, Kap.
3¥
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$at der Punft P vom Sdyeitel den Abftand g, jo ergiebt fih als Gleidung der Fufpunttlinie
16) (€*+ n?)* (cg + &2 — & +7?) = (8 — v*) [e?*g® — (g — &) (&2 — n¥)].
Je nadpem in diefer Gleidung g = — E2:¢c, g=0 oder g=E,2: ¢ ift, exhalten wir al8 Fuk-
runftfurve der Parabel die Sdheiteltangente derfelben, eine Ciffoide oder die wgocytlif. Die Glei-
dung bdiefer ift
1 1 2

16a) (5 + %)% (2 & — &+ 7*) = &* (E* — 7*) ober (EF ) + EATEE(E )

Anbdrerfeitd werden wiv, was der Aufmertjamleit der Geometer bisher entgangen zu fein
jeint, aud) dbuvd) Jnverfion auf die logocyflijle Qurve gefilhrt. Wivd eine gleidhfeitige Hyperbel
von ifrem Mittelpunfte aus durd) veciprofe Rabienveftoren abgebildet, fo wird betanntlidy eine
Lemmnislate erhalten, wilrend die Abbildbung von einem der Vremnpunfte aud (Seite 16) auf eine
farbioidije Ruvoe filhvt. Sudjen wir dasd fphirijde Spiegelbild der gleideitigen Hyperbel fitr ben
Sdjeitel alé JnverfionScentvum, jo ergiebt fid), falld die grofe Adfe a =E2:c==x (vergl. § 9)
gefegt wird, die durd) Gleidung 16a) ausgedriidte Logocyflit.

An dritter Stelle endlid) zeigt fi) der BnjammenBhang ver [ogocyflijhen Kurve mit einer
Sdjar tonfolaler Parabeln bei der Aufgabe: Vou eimem beliebigen Punfte aus werben an eine
Doppelfdar fonfofaler Parabeln von entgegengefeter Adjenridhtung Tangenten gelegt; man foll den
Ort ver Bevithrungspuntte bejtimmen. Sind die Pavabeln durd) die Gleidumgen 8a) jegeben und
Bat der Punft die parvabolijdhen RKoordinaten &, 7o, fo ift der geometvifhe Ort der Beriihrungs-
puntte eine [diefe Strophoide?) mit der Gleidung

1) e+t = (& — o) EEIF 26 m,
in welder die oberen Borjeiden oder die unteren u nebmen find. Daraus ift ju erfenmen, daf
die Quroe aqué jwei Bweigen befteht, die etnander fongruent find, fobald dex Pol (5, v,) in die
Hauptadhie fdllt, aljo entweder &y = O ober ny = O gefest wird. Madjen wir 7, = O, fo erhalten
wiv filv bie beidben Beige der logocyflijden Ruvve die einfadjen (S)Ieic[)uugeuz)

2 P ol 2 s g2 5
) 17a) E+71 —-E.o 5—”1 ’ E+T go E+71

ihre Ulbeveinftimmuny mit 16a) (it fidy miihelod davthun. Dividieven wir die Gleidungen durd)
c und fegen E2:c==a, fo folgt mit Riidiiht auf 3b) und 3c) ald8 Polargleidung bder Logocytlit

17b) r= a.tg(45°i %) =a(secy 4 tg ¢) = a.e’ ", fall8 sec o — Gof u.

Hievaus ergiebt fid, daf bdbas Redhted aus zwei zu derfelben Anomalie gehiivenden Fabhritrahlen
fonftant und zwar glei® dem Quabdrate der Entfernung bed Poled vom Nullpunite ift; aud) bdie
logocytlijge Rurve ift mithin anallagmatij). Auferdbem geben bdiefe Fovineln eine iiberaus leichte
S?onftrufttou der eingelnen Punfte der Kuroe (Fig. 8. NPS; OS; M) an die Hand.

!Brr wenden und nun u der urfprimglien Sdhar fonfofaler Pavabeln, deven gemeinfame

) Diefe bilbet aud) bann nody ben geometrifdhen Ort, wenn jtatt der Rarabeln belicbige tonfofale Kegelidnitte
genommen werben. Wergl. &. Giinther a. a. O. S, 33.
f)  Wird dic HDauptadije des parabolifden ﬁoorbiu«tenfz)ftemﬁ um 90° gebreht, fo lauten die Gleidungen

n

ber Logoeyflif nod) einfader folgenbermafien: § 4 3 =§;2 :l und £ 4 2 = g2 J
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Adyje die Dauptadyfe ift. Die parabolifhe Entfernung eines Puntted R, (& 1) von dev E-Adje,
b. . die Ringe s, bded Vogens R. S ver durd) R, gehenden Parabel £ =&, war nad 144)

. 2 VET"';
18) s =a +h , alz%l/glz_*_»fhz ) bl:_g_;-lg"l*‘ké:_ﬂl_.

8 Banbdelt fid zundHit um bdie geometvijhe Deutung diefed Ausdruds. Kegen wir in R, die
Tangente an die Pavabel, welde die Scheiteltangente derfelben in V, und die Dauptadije in U,
fdyneidet, fo ift OR, = O0U,, V,;R, =V, U, und bdaher R, V, — a,. Bur Darftellung von b,
Tonftruieven wir eine logocyHifdhe Kurve, deven Pol S, auf der Hauptadfe fiegt und von O um
a=E?:c=1 entfernt ift. Die BVexlingerung von OV, {dneidet nad) 17a) ober 17b) die Kurve
in P jo, daf OP=r=(n, +VEI+72%): § ift, ba jo OS=E?2:c, OS, =nc,
SV, =& ¢, OV, =& VETfn2:c. Mithin ift der jweite Poften von s,
b, = E;—z ‘log r = "logr, falls EL:: "log e = “logn
ver Wodul ved RLogarithmenfyftems zur BVafis n ift. Aljo Hat man die Gleidung
18a) rlogr—s, — a,.
Qft im befonderen Falle £2:c=1, fo geht bdie Pavabel (Cinbeitdparabel) duvd) bdem Pol der
Qogochllif und ed treten Vereinfacdungen ein. Jn diefem Falle hat man filv den Bogen Ry S; =5,
18b) 8, —a; 4 by; a; =R, Vg, by ="clogr, b. §. clogr=1s8; — a5.
Hievaus ergiebt fid) fiir die graphijde Darftellung ded” veellen Qogavithmus einer Zahl r
u einer Bafis n folgende juerft von James Booth?) gegevene Vorfdyrift. Man jeidne in das
Gyftem bder E-Parabeln eine (ogocyflijde Rurve, deren Pol S; vom Nulfpunfte O um die LWingen-
einfeit 2) entfernt ift und deven Adjje in bdie &-Adye fillt, davauf fdlage man mit Rabdien, deven
Linge n und r Ginbeiten betvdgt, wm O RKreife, welde die Lwogocyllit in Q und P jdyneiden. Bom
Sdnittpuntt Vg ded Fahrjtrahles OQ mit der Sdeiteltangente S, Vs der Cinbeitéparabel aus lege
man die zweite Tangente V4 R; an bdie Parabel, trage den veftificiecten Pavabelbogen Ry S; auf
Ry V; bi8 Ly ab’ und jtelle fid) eine Strede bdar, deven Mafizafhl ju der von V5 Ly veciprok ift.
Died gejdyieht am einfadyiten dadurd), daf man Vg Ly al8 Radiusveftor O M in bdie Logocytlit ein.
teigt und den Sdnittpuntt K mit dem jweiten Rurvengweige auffudyt. Den Fabhritrahl O K dicfes
Puntted trage man von O aud auf OS; bi8 S ab, iehe zu der damit Oezeihneten E-Pavabel die
Sdpeiteltangente, welde OP in V, trifit. Bon V, aud endlid) lege man bdie weite Tangente
Vi R, au die Pavabel und fdjueide den veftificierten Pavabelbogen R, S von R, ausd auf R, V, bis
L, ab. Dann ift die Mafzafhl der Strede V, L, der verlangte "log r. — BWar n=c¢e, jo ver-
einfadit fid) die Ronftruftion wefentlid). Da jesit £,2: c=‘loge =1 ift, fo fiillt die Hilféparabel

9 S- Booth. 1) A memoir on the trigonometry of the parabola and the geometrical origin
of logarithms etc. London, 1856.
2) A treatise on some new geometrical methods ete. London, 1873.
2. . Giinther. a. a. O. 3. 32,
%) Sn Fig. 8 ift der befjeren liberfidjtlichieit halber die Yingeneinfheit gleich 30 mm angenommen worbden.
Dic Punfte Q, V5, Ry, L, find daher in der Figur nidht vorhanden, inbeffen wurbe die centfpredyende Konjtrultion
in den Punften N, V, R, L durdgefiihrt.  Tie Yinge von Vi Ly itbrigens hat man in OM and ifre Reciprofe in OK.
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mit der Ginbeitéparabel sufammen. OP {[dneidet deren Sdjeiteltangente in Vo und ed ift die Maf-
sahl von v, L, = R, S, — R, v, gleid) <log r.

Dandelt eé fih um die Darftellung ded Logarithmus einer 3ahl r in allen migliden
Qogarithmenfyftemen, jo wird man offenbar von der Darftellung V, L, de8 Qogarithmus biefer Sabhl
im natiitliden Syftem ausgefen. Dann (offen fid) die Logarithmen von r in den iibrigen Syftemen
vurd) einfadje Pavallelenfonftruttion finden. €8 it nimlid), da O Shnlichleitspuntt dev Fonfofalen
Parabeln ift, V, L; : V3 Ly = OV, : 0V =08:08,=08:1, aljo V,L, =08.V,L; ober
&
¢
V, L; 3u jieben, um log r in den vexidjiedenen Syjtemen ju exBalten.

Handelt ¢8 fid) dagegen um die Darftellung der Logarithmen aller Jahlen in einem und
demfelben RQogavithmenjyftem, fo geniigt ebenfalls eine Pavabel. Jft das Syftem das natitelide, fo
ift die entjpredende Parabel die Einfeitdpavabel. Hier bilbet die Folge der Pumfte L, Ly, Ly ...,
deven Ronftruttion aus dem Obigen erhellt, die Coolvente der Parabel und ed entfpredjen deven von
der Sdjeiteltangente der Pavabel begrenjte Normalenabjdnitte VL, V, Ly, Vg Ls . .. den Qogarithmen
der Rahlen im nathivliden Syftem. '

"logr = ‘log r. PMan Bat aljo L, mit O zu verbinden und zu Vg L; pavallele Linien, 3. B.

1L

Mie parabolifcgen Roordinaten im Rawm.
§ 12.

Das Aofationsparaboloid erfler Rrf.

PBei der Behandlung von Aufgaben, welde bas Rotationsparaboloid und veriandte Kdrper
betveffen, ift e8 wedmdfig Koovdinaten anjmwenden, die fi) aus den im vorigen Rapitel betradyteten
in cinfader Weife ableiten laffen. Da ed jedod) nidht gleidgiiltig ift, ob die das Parabolotd ers
geugende Pavabel fid) um die Hauptadfe ober um bdie im Nullpuntte auf ihv "evvidtete Sentredyte
breht, jo empfiehlt e8 fih), ein Rotationdpavaboloid erfter Art und ein folded weiter Hrt ju unter-
fdeiben. Bunddit bejdiftigen wir und mit dem Rotationspavaboloid erfter Art, weldes durd) Um-
drefung der Parabel um bdie Hauptadie entfteht. -

Wir Hatten frither gejehen, dof ein Punft der Halbebene (x, + y) vollftéindig und eindeutig
ourd) den Sdnitt poeier Halbparabeln, von denen die eine der Sdhar £, die andere der Sdhar 7
angehovt, Geftimmt ift. Dabei waren jowohl bdie Werte von & al8 aud) diejenigen von 7 pofitio
und vaviierten wijen O und on. Denfen wir ung jegt die Halbebene mit ihren Pavabeljdaren
al8 Mevidianebene und bdrehen Ddiefelbe um die x- ober E.Achfe, Li8 fie wieder ihre urfprilnglide
Qage einnimnt, jo erfalten wiv zwei Syfteme von orthogonalen Rotationsparaboloiden. Begeidnen
wit daher mit ¢ den Winfel, um.welden die urfpriinglidhe Halbebene gedreht werben muf, bis ein
im Raume gegebener Punft P in bdiefelbe falle, fo ift tar, daf jeber Punft des Raumesd eindeutig
dburcd) die Roordinaten &, v, ¢ beftimmt ift. Um alle Punfte de8 Raumes zu erhalten, mug man
E von O bi8 oo, 7 von O bi8 oo, ¢ von O bis 360° vaviieven laffen. .
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Die Roordinaten &7, ¢ des Punftes P find die Pavameter der bdrei fid) in diefem Punfte

unter vedjten Winleln {dneidenben Fldden, devren Gleidungen fid) ohne Mithe aus den Fovrmeln
2 __

19) X= & eﬂ ’y = E"‘coscp,z— En
welde den Sujammenhang ver Cartefijhen Koovdinaten mit den parabolijden andeuten butd§ Glimination
je sweier der Grifen &, 7m, ¢ ergeben. Wie frither bedeutet aud) Hiex c eine willtiiclidhe fonftante
Strede, deven Linge aud), ohne der Allgemeinheit ju jdaden, al8 Einbeit gewdhit werben fann. WMan
exhilt bie Gleidungen

19a) y? 22 = —4 = x+4( ) y*+22=4 ‘x+4( )2 ysing —zcos¢ =0,

von benen die beiben exften Rotationdparaboloive mit gemeinfamem Brennpuntt und derfelben Adje,
die legte deven Weridianebenen vorfellt. Die Pavaboloide mit dem Pavameter £ Haben ihre Sdeitel
(Fig. 9), falls ¢ einen pofitiven Wert hat, fdmtlih auf der - Adfe d. Y. der pofitiven DHilfte bder
x-Adgfe in der Gntfernung £2:cvom Nullpuntte, wdhrend die Sdyeitel der 7:-Pavaboloide fdmtlidy
auj ber v-Adjfe d. §. der negativen Pilfte der x-Adhfe in der Cntfernung %2 : ¢ liegen. Fixf =0
geht die E-Fliide in die v-Adfe, fiir v = O die n-Flide in die E.Adfe fiber. Bedeuten &y, vy, @,
tonftante GrdRen, jo lauten die GleiGungen der drei Fldden in pavabolijen RKoorbinaten
19b) E=2§&, N =0 P = %o/

und e8 ift tar, daf ein Puntt P (£, v, ¢) innerhald, in der Oberfliide oder auferhald bes Um.
drehungdparaboloided & — &, [liegt, je nad)bemﬁgéo ift. Die parabolijden Roorbinaten werben

>
in Cartefijden durd) bie Formeln
199 & =g/ ¥y it r=g0/ ¥ty te—x s =aoig>
audgedriidt, wobei {dmtlide Wurzeln mit pofitiven Borzeiden ju nehmen find.
Der nad) dem Punfte P (£, v, ¢) gejogene Radiusvettor Hat bdie L[einge

sin ¢,

20) =)ty pe="t
':Dagegen erhalten wiv fiiv den Aoftand R diejes Punttes P non emem 3metten Puntte P, (5, n.,, %o)
20a) R=@—%)+F—y)+E&—

= ] @+ + &+ — @0+ 28500 (v —cp.»*—(?eéo sin (p— @u))¥)-
Die Entwidelung des reciprofen Werted von R nad) Beffel’{den Funftionen Babe i aw einer
andeven Stelle?) gegeben.
Bilden wir aus 19) bdie Differentialquotienten von x, y, z nad) & n, ¢, fo zeigt die
®leidung
ox 8x 5y 3y oz Oz
058n+5E5n+5§81} =0
an, daf} die beiden Scdhaven der Rotationdparaboloide in der That einanber fenfredht duvdyjdneiden;
dagfelbe ift offenbar aud) Lei den Wevidianebenen der Fall. MWithin ergeben fidh, wenn wir nod

D) ‘lxrugmumt ves Gymnajiums ju Ciijtrin, 1881, 3. 7 bis 9.
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A=)+ (). »=C+ @)+ )’
o=(z)+(&) +(5), p=vase

fegen, fitr die Wegelemente auf den dvei Flidjen die Ausdriide
2la)dw, =]/A . dE dw, = 1/B . dy dw, = /C . d¢

=fvetie  =hetae, ="V,

und daber ift dad Quadrat des Linienelements
21b)  dw?=dx* 4 dy* + dz’ = dw} | dw; + dw;

=4[ +omde e e - Ervpage]

Weiter find die Fladenclemente in den drei Flidyen

21c)dfy = dw, . dw, df, = dw; . dw, df," =dw . dw,

4 = 4 vy
=g VE trtdidy, =, I /2 41t dEdy, =c-2(E*+n’) dtdy
und endlid) das Raumelement
21d) dv=dw; .dw, .dw, = ('—?s Ev (52 +412) dE dy, do.
Um ein Beifpiel ju maden, bevedjnen wiv den Inbalt V. und die Oberflide F ded von
den Pavaboloiden & =&, und n =1, begrengten Kirpers. Wir erhalten
}2”

oo ¥y
. 4
22) F:Fs-f—l‘,l:——’ [E 1 V&4 rtdyds —l—- ’ ’Eno]/Ei-}—rm’dch,

U

8:. - .
:Jc“ [(\o +10) VE? 4+ "402 — (& + "ao‘)]’

WFo e 2R
29a) ":%j f ' [ enEtun d an dy =205t G e
Fiiv .bie geometriffe Deutung diefer Ausdvitde ift ju bemerfen, daff (Fig. 9) OA =BC=E,2:¢,
OB=AC=v,2:¢, AB=0P =0Q = (&2 + 7% :¢, OC = (2 — 7,3 :¢, CP=CQ
= (2 &) : ¢ ift. Dev in Rebde ftehende RKivper ift aud) in phyfitalijder Hinfidt demerfenswert. E8
werden 3. B. Strahlen, welde von O audgehen und die innere jpiegelnde Oberflide treffen, ftetd jo
guviidgervorfen, daf fie nad) je zwei Reflerionen immer wieder den Punft O paffieren.

Der Ausdrud
23) Ap=20y S O
ox2 By’ gz? .
nimmt nad Jacobi!) durd) Ginfithrung dber Pavameter &, v, ¢ bdreier beliebigen ovthogonalen
Flidenjyfteme die Form an s D D5 s
. 8 u ou u
23a) D'A“ZEE(KEE)“‘W,( )+4:p Coqo)

1) i)tutl)cmatlid)c Werfe. Verlin, 1851, Vb, 2. S, 40,
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Sind' 2, 7, ¢ die Koordinaten des umbu()ungcparabotoibcs, jo folgt

2 3@+ ) du=g 5 (550) + 15 (190) + (g + )

;e E 8E n 8 5¢*
Da die Jntegration diefer partiellen Diffeventia’gleidung, gleidgiiltig ob Au nufl ift ober bdie erjte
oder weite Ableitung ber Funftion u nad) der Beit t enthiilt, auf bdie Jntegration gewdhnlider
Difeventialgleidhungen juriidgefiihrt werden fann, fo find alle Probleme aué der mathematijden
Poyiit, welde die LWjung diejer Gleidjung erfordern, fitr einen von Rotationdparaboloiden begren;ten
RBrper lHsbar. Jft Au=10, hat man e8 alfo mit der Potentialgleiyung zu thun, fo find die
Funttionen von £ und 7, welde die Ljung vermitteln, nad) einer Vemerfung ded Herrn Vehlex 2)
bie Funfrionen bdes Rueidcylinders. Jft aber An von RNull verjdjicden und ift Au=x_—— 5

et
wie joldjed 3. B. bei ber Unterjudung bder Wirmebewegung in jemem Kbrper eintvitt, ober -

t]
Aa==x gg, wad 3. B. bei der Fortpflamjung der Shwingungen in einem fomprefiibeln elaftijden
Medium vorfommt, jo tveten in der LWiung gewiffe bden Funftionen des parabolijfhen Cylinders
sugeorbnete Funitionen auf. Man fehe Yieritber die ermibhnte Abhandlung ded Verfajfers.
Wihlen wir den gemeinjamen Brennpuntt der Paraboloide jum Transjormationscentrum,
jo erbalten wir durd) Jnverfion bdrei ©yiteme von orthogonalen Flidhen mit den ‘Bammctern
& M, 1. Wir fegen Gleidjung 11) entjpredyend
£ —,f 26 28 7,
—_— o x’ —  _CO8 Y ’ H 1 ‘l '
G+ )y Y 0(512 + n)E Yo BT cl& + 7,9 ’)’
und exhalten als Gleidjungen der gejuditen Fliden

24)x, == »3¢

x3c

(xl2+y1!+zl ¢, 5F 2 X1 )2 ( 2E,3 ) &'+ +u?),
40 (xHyt ot o5 ) = (325) mr 4w,

y; 8ing, —z, cos ¢, = O.

Die beiden exrften Gleidjungen ftellen Fdden vor, welde durd) Umbdrehung von Kardioiden
mit gemeinfamem Pol und gemeinjamer Ad)fe um diefe Adjje entftehen, wilhrend die lepte die Glei-
dung der dazu gehSrigen Weridianebenen ift. Dieje Flidjenfyiteme beftivtnen die Lage einee
Punfted im Raume einbeutig, wofern man ;. BVB. nur pojitive Werte der Paraweter &, m,, ¢, uldft.
BWeil fiix § = o» die §;-Fldde den Nullpunit, fiiv & — O aber die negative x,-Adje, die n,-Flide
bagegen fiiv 7, = oo ebenfalld den Nulpunft unbd fiir v, = 0 die pofitive x,-Adjje voritellt, fo
witd wman alle Punfte ded Raumes erhalten, wenn § von oo bHis 0, v, von o big 0, ¢, von
00 bi8 360° pariiert. Audy ift exfidhtlidy, dbaf &, und =, ftetd im Abnehmen begriffen fiud, wenn
man von einev den Pol ndfer umjdyliefenden &,« ober 7, -Flddye gu einer ihn weiter umgebenden iibergeht.

Die Gntfernung R, zweier Puntte P, und P, mit den fardioidijden Qoordinaten &,, v, ¢,
und &y, Mo, Po erqiebt fid) aud bdexr Gleidyung

}) PBrogranm des Gpmnajiums u Elhing. 1870, . 2
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925) R o ES. ¢
B T ARG et

= 3(512 +ni+8 + 710 (2 7 o + 2 & & co8 (3, ’5?0)) (2E|E 8in (¢, -— %)) ‘
Sitr die Wegelemente auf den brei Fldden erhalten wiv
. 2x2e . 2 ch___ d d _ 2 %2 &t T
26) dw5I = [—721?:———?';?—3 d E., ’ dW,h = l'/'élT_+ nl,n %, AW

und daber ift das Rinienelement

€ ) 4 L‘ h
26a) dw,® = E dg? 4 dx,?® +§El+ dcp.el
Ferner find die Fladjenelemente in den drei Flddjen
4x4e? 7y, _4uc E 7 ..
26h) de.: Vgl_;_iﬁ dv, d¢, df VET g, dg,,
a 40t ge ay,.

f1 (E 2 + I)S

und endlid) dad Raumelement
‘ BxEedE, v,

260) dv, = (E‘g +.1)T2")-5 dE| d."l dfpl

Der Auddrud Au, nimmt die Form an

27 el _~._g A

Q, Th + =1 7‘1 + ] 6, ul
L3 ((E.’+n.“ 55) °m((E’+m’,° Bm) N AR DELS
Hier ift eine Trennung der Variabeln aufer im Falle der Potentialgleidung nidt mdglidy. it
An = O, fo fann man u, =249 u, ieben und erhdlt fite u, die @[eid)ung

gu su, 2%,
27 0_ ' NP’) ( ' ,) ( )>_“!.
®) E 5, (E 3, +m o, () T s*+n &%
Der durd) Rotation der RKardioide um ifhre Ade entitehende Krper (it aljo nuv bei Potentials

aufgaben einfadje, die Funftionen bed RKreidcylinberd erfordernbe Yifungen ju.

8 13.
Das Aotationsparaboloid jweiter Art.

Bei dem Rotationdpavaboloid jweiter Avt, weldes durd) Wimdrehuung ciner Pavabel um dic
RNevenadjje d. H. die im RKoordinatenanfang auf der Hauptadyje ervidhtete Senfredjte entiteht, Haben

wir mehreve Filfe ju unterjdeiden. Sunddit ift flar, daff bei der Rotation einer gangen - ober
7sPavabel um dieje Adjje eine Fliidge mit dvei Adbteilungen (Fig. 10) entfteht, von demen bie mittleve,

von der Dauptadfe gefdnittene die Kernflddye heifen mige. Jfre Fortiegungen fiber die beiden in
der Nebenadyje liegenden Spiggen A und A, Dinaué bilden die beiden andern fhmmetrijd) jur Haupt-
adfe getegenen Abteilungen bder Flide C3 entftehen daber bei der Umbrehumy zweier Parabeln
Breidbeutigteiten, weldje zu bejeitigen find. Deshalb betradyten wir nur die in der einen von dev Neben
adjje begrengten Dalbebene liegenden Pavabelbogen AB, A,B,, CDC, Diefelben [dhneiden fi) in
den Punften P und P, Da nad) den fritheven Auseinanberfeungen fiiv dben Bunft P I pofitiv,
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v, pofitiv und &>y, 'fitr den Pumft P, dbagegen £ pofitiv, % uegatio und I grofer ift al8 der
abjolute Wert von v, fo ift erfidtlid), daf die Lage cined Puntted diefer Halbebene eindeutig beftimmt
wird, wennt 0 <<E<T o, —on <N+ @ und ftetd §>[n] ift.

Dreben wiv nun bdie Halbebene um die fie begrenende Nebenadfe, bis fie wieder in ihre
nrjpriinglide QWge fommt, fo bejdyreibt der Pavabelbogen CDC, eine RKernfltide d. §. ein Paraboloid
mit einem Mantel, wihrend die zujammengehirigen Parabelbogen AB und A, B, ein Pavaboloid
mit jwei Wiinteln evzeugen. Jeder Punit ded Raumes wird demmad) alé Scnittpuntt einer Rern-
flidye, einer Fltide mit jwei WMdnteln und einer Wevidianebene Dejtimmt jein. Seine RKoordinaten

find mithin

., LS

€08 1 = -1, z=—"™ 8in
¢ by Y= e ¢ W

wenn o den Wintel bedeutet, den die beweglidhe mit der feften Mevidianebene bildet. Offenbar ift
00 < » < 360° und, wie erwdfnt, £>[xn]. Wollte man § <[] jegen, jo wilrbe died anbdeuten,
vafi die jweite von der Nebenadjfe begrenste Halbebene al8 fefte WMevidianebene angefehen werden foll.

Die Oleidungen der drei Fldhen fiud, wenn die Quabdratwuriel pofitiv genommien wird,
28a) y* = — 4%—;[/£9-+_52+4(E:2)2, yi= 4%/;2‘.;_ 2+ 4(1:)2, x siny — 2z 0089 =0,

Filv die Entfernung weier Puntte mit den Loordinaten &, v, ¢ und &y, v, Yo erhalten wiv
29) R® =i§(§’ F 24 (G2t —BEM E Mg — 2 (B2 — 72 (&F - o®) cos (b — w.)f.
' Beiter ﬁub die Wegelemente auf den bm %lad)en

aO)dwt_-l/58+ns &, dw, = —I/F*—H* dy, dw, =< :_-’L dv,
und folglidy bas Duadrat des inienelements

308) dwt= 5 { B0~ %) B - (B n®) ot - (B — vt du.

Ferner finb die Flddenelemente der drei %l(_id)en

30b) df; =? =) VE L7 dn dw, df, = f— (& — ) VE 47 dEdy,

4
df, = =5 (82 4 2) dE dv;,
und endlid) dbas8 Raumelement
300) dv = 5 (4 — #%) dE dv, dy.
Die Trangformation des Auddvudd Au in die neuen Roordinaten liefext

& 2 58
3 G =t du=g (@ - R) +o (@ —mg) + 45 s
Aug der Form diejer Diffeventialgleidung ift ju erfennen, baf; fig odiejelbe allgemein nidht duvd
Trennung der BVaviabeln wird integrieven laffen. Berfudt man dagegen, bdie Gleidung duvd) ein
Prodult von drei Faftoren zu integrieven, nimlidy einer Funftion von t, dag ja in Au vorfommen
fann, eivec Funltion von « und ciner Funftion ded sujammengejesten Arguments (¥ — 7®) ober
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(2% 7)) ober! (22442, jo jeigt fid), Daf3 die legte diefer Funftiomen die jugeordmete Fumftion einer
RKreidcylindecfunttion ift.  Ein derartiges Integral It fid) wenigitend bei gewijjen Fragen vevmwerten.

Tie Aufgabe der JInverfion, welde auf Fldden fitgrt, die durd) Rotation der beiden durdy
die sJlebenadnc gebildeten Teile der Qarbioide um bdieje Adje entftehen, muf BHier fibergangen rerden.

8§ 14.
Der parabolif@e Cylinder.

-Q3n diefem Abjhnitt wird bdie Lage eined Punfted im RNaume durd) dvei KRoordimaten

E, m. T beftimmt, welde al@ Pavameter der drei orthogonalen Fliden

2 2\3 3 2\2
32) y”:——4%x—|—4(%), y’=4%x+4(%-), z=2{_
angefehen werben Bnnen.  Die Gleidungen & = §, und n = 7, veprdientieven parabolijde Eylinder
(§ig. 11), wiihrend va8 Flidjenfyjtem {=1=C, aus den zur xy-Gbene pavallelen Gbenen befteht.

Tie Bevingungen, welde &, 7, erfiilen miljfen, find 0 <E << 0, — <1< 4+ o,
— <<+ . Den Jujammenhang mit den Cartefijdyen Qoorbmateu seigent die Formeln

32a) ::-E’——’l’ y= ?ﬂ z=2_.

c ’ ’
Demnad) erfalten wir bdie Entfernung R jweier Punfte mit den Roordinaten g, v, $ und
Eor Yior Fo AN der Gleidung

33) Ri= 5 @ 470 — & — e+ @E %0 — 260 + et € — L)

Die %cge[emente auf den brei Fldden fmb

34) dwy == l/E’ g, dw,= lz@_+n2 dy, dw, =dg;
folglidh ift das Qiniene[ement

Ba)  dwi= (B b dE 4 € o g

Fiir bie u-[dd)me[emente in den drei i}[ad;en ergiebt fid

34b) df, =— l/E” + ntdy dg, df, =~ l/?-{- 7t dEdg, df, = 4. (E* 4+ n? dé dy,
und fitr das maumetement

34c) dv = ci,(gs + %) dE dy, d.
Die Stranﬁformatiou Ded i[ucbru&e Au [iefert bie ’»Diﬁetentia[gleid)ung
35) ) (Eg + 7*) Au ga + 5.03 + (Es + 2’ 6:2

Demnad) find fiv einen von parabolifen Cylindern bcgrenatcn Rirper nidgt nur die Potential-
aufgabe fonvern aud) diejenigen NAufgaben [(B3bar, in denen Au eine Funftion der Jeit ift. Die
unftionen von § urd %, auf welde die Wjung fithrt, bilden einen Grenjfall dex Fumftionen des
elliptifden Cylinderd und find von mir an anderer Stelle?) ausfihrlider behanbelt worben; nenerdingsd
bat audy Herr Haensjdyel®; diejelben weiter unterjudt.

) Programm ded G):lmnaiiumﬁ 3u Giiftrin.  1883.
% G Haenyidicl. Uber die Differentialgleihung der Funttionen des parabolifdien Culinders.. Sdyiomildr,
Jeitidyriit fiiv Mathematif und Phyfiit 1888. Vo, 33. Heft 1.
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Bilden wir dbad Syftem ber drei Fldder vom Nullpumft aud durd) reciprofe Rabien ab,
fo Baben wir

— 2 5.’—”1-’ i — 25 Ty
36) x==x c(&.’+")'l’+°’c" Y=z (E’+"ll')'+c"§n"
7, =x*c? -

(S SR
3u jegen unbd erbnltm al8 Gleifungen bder bdrei inverfen Fdden

36a) (x'+}': +z,_2;c’xl)’ (15 a) (=*+vy%,

) (xng +y'+z*+ é%—‘:,x'),= (2"17) 4% n*+n*+ zl"——-%" Z.

Die erfte diefer Gleidjungen ftellt fiir fonftante Werte von &, ein Syftem von in einander
gejachtelten wulftidrmigen Oberflifen vor, deren gemeinfdiaftlider Pol der Koordinatenanfang ift,
und beren in der x,y,-Ebene liegende Leitlinien aus in_einander gejdjadytelten Rarbdiniden beftehen.
Pan fann fid) eine diefer Fllidhen dadurd) entftanbden benfen, daf fiber dben vom Riidtehrpuntte aus
gezogenen Sebmen eiver RKardioide RKreife evvidtet werdenm, deren Gbenmen jenfredit jur Cbheme bder
Rardioide ftehen und deven Durchmefjer jene Sehnen find. Die Gefamtheit alfer auf bdiefe Veife
fonftruierten Kreidperipferiecn bilbet den Rardioidenwulft. Die innerfte EFlide, welde in einen
Puntt, den Pol, jufammenjdrumpft, Hat den Parameter £, = oo, wihrend filr § = O bdie duRerfte
Sisfldde alfe Punfte umfaft, welde entweder auf der negativen x -Adjfe ober in unendlider
Ferne liegen.

Aud) die jweite Gleidung reprdfentiert eine Sdhar von wulftfsrmigen Oberfliiden, die mit

E,Glddien den Pol gemeinjam Haben und deren Leitlinien Rardioiden find. JInbdeffen liegen bic
Sdyeitel jimtlider 7,-Fldden auf der negativen, bdie bder &;-Fldden auf der pofitiven x.-Adje.
giir 9, = oo ftellt die n,-Fldde den Pol vor, und fiix , =0 umfafit fie alle Puntte, weldye
entweder in unendlidjer Ferne ober auf der pofitiven x Ahje liegen. HAud) ift flar, daf & und
7, ftetd atnehmen, wenn man von einer den Pol ndher umjdiliegenven Fldde zu einer ihn weiter
mgebenden itbergebt.

GEndlid) ftellt die dritte Gleidung ein Syftem von Lugelfltichen vor, weldje die x,y,-Ebenc
jamtlid) im RKoordinatenanfang berfifren, deven Mittelpuntte alfo die Punfte der z -Adjfe find. Die
X,y,'Gbene fjelbft wird erfalten, wenn bder Pavameter S = O ift, mwifrend fliv T, = 4 oo die
Rugeln unendlid) fein werden und al Punfte angujehen jind, die mit dem Pol zufamuzenfallen.

Dieraus ergiebt fidh mit Riidfidt auf die frither ermdhnte Bebeutung negativer Werte von
", baB die Gvdfien &, m, § unter dem Vedingungen 0 & o», — o <n<+ e,
—m<5l<+ oo die eindeutige BVeftimmung eined Punftes P, im Raume ermﬁg[td)en

Sn den neuen Qoordinaten drfidt fih die Entfernung weier Pumfte P, (3, 7, &) und
Py (Bor 7ior Go) folgenbermafen aus:

371 Ry*= ———3(5 =Gt — e+ @& e — 25w e G — W
_—(Ql =+ )+ e’ G, Po == (Go" 4 07 4 e S
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Die Begelemente in den drei Flidjen find
2x! e 2x%c %20t

38) dWE =—"VEI+ v dE,, dw,, = VE 4t dy,, dw; -d§ .
Aljo erfalten mu: fn‘n dag Luadvat ded Linienelementes
38a) dw? : P m A &4 ) d oy (5) d Cl.g '

fite die Flddenelemente

2
38b) dfy = = i S VETF v dy, dG,, df,h_“ LRV RIEI PUPT

4x.c

dfy ==~ & + 7)) dE, do,
und filv dad Raumelement

38¢) v =2 °<E +n,%) A€, dy, d,.

Berednen wix 3. B. die Dberf[dd)_e F und den JInbalt V eine¢ Rardioidemwulites, deffen
Oleidung & =&, ift, fo exhalten wir

s P 2o - (. VEFW 4(wey 4
39)F = 2 xt¢8 — —
=) _j,:f(&o-+n.')’+c*c,'l' .86 =5(53) ==g o,

AR Y b (W), _ b
| J mrirtempt e =g ) r =g

Dabei bebeutctdbaﬂ;emge @tﬁd ber x -Adjje, weldyes innerhalb des Rirperd liegt, oder mit andeven
Rorten den Durdymeffer der griften vem RKirper einbejdyriebenen Kugel.

Die Cinfithrung der neuen Roordinaten in den Ausdrud Au, liefert die Relation

-~

420’ (5 4 7,7) 15u) o(lam) 4 . 3 (1 du
40 BN Z(E®
) , ‘s A agl(Pl JEI +87)1 Pl 5.'1 + c‘: (;l +ﬂl’) BC (pl 5; )

oder, wenn w == l/pl. uy gefest wird,
4 xt o? 2 2 X
s G g, T T L@
l
Daraus ift u erfennen, daf Dei einem ﬁarbtolbemnu[ft nur die Potentialaufgabe au[ oie
mefrjad) angegebene BWeife fid) (Bjen (dft.

_.7;
39a) V = 4 x8¢t ‘

..
k

§ 15.
Dexr parabolifdie Stegel.

Bei dem Verjud), die pavabolifden Koordinaten der Ebene auf die Oberjlide eimer Qugel
mit dem Radiud r ju fibertvagen, ftellt fi uns die Schiierigleit entgegen, ein pafjendes phdrifdhes
Analogon filr die ebene ‘Barabel ju finden. Nun fann die ebene Parabel al8 Grensfall einev Ellipfe
und Hyperbel angejehen werden, wofexrn man entweder einen Sdyeitel oder einen Brenupuntt fei't[)att
und den Mittelpuntt odex den zweiten Brennpunft oder den zweiten Scheitel ind Unendlide ritden
16gt. Diefe verjdhicbenen Fille geben in der Ebene dasfelbe Refultat, im Raume indeffen, wo wir
¢ mit den Durdyjdnitten cines RKegeld weiter Ordnung mit der Oberflide einer Rugel, deven
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Gentruny, die: Spige des Regeld ift, 3u thun Haben, tann eine foldye Uebercinftimmung nidyt ftatt:
finden. Dier fann die ,fpbdrijdhe Parabel” und der ,parabolijde RKegel" in netid;rebener Weife
definiert werbden.

Qm allgemeinen ift ju bemerfen, daR, da e8 nur eine Art bed Segeld jweiter Ordmmg
giebt, die clliptijhen, Byperbolifjfien und pavabolijdjen Regel nidt veridjieden fein fdnnen. Wil
man dennod) die Sdynittlurven eines RKegeld zweiter Ordnnng mit einer Rugel ald {phirijde Cllipje,
iphivijge Dyperbel und fphivijde Parabel unterjdeiden, jo fann died nur eine Ber{dhiedenBeit in der
Betradytungsdiweife oder einen bemerfendwerten Specialfall bedeuten.

Plider?) Obegeidmet al8 parabolijden Kegel einen io[d;en, Det dem die , dyavafteriftijhen
Sdynitte” d. §. bie Sdnitte der ju den Fofallinien fentrediten Ebenen mit der RKegelflidhe Parabeln
find. Wiive aljo die z-Adjje (Fig. 12) bie eine Folallinie ded Regeld, jo miifte der nidyt bemad)-
bavte Sieitel ded8 auf der Rugel r erzeugten Regeljdnitié 3. B. ein Puntt der x-Adjje jein. Leider
aber find bie beiven Regel jweiter Ordbnung, auf welde man jo gefiihvt wird, nidyt orthogonal. Die
Bedingung der Orthogonalitdt aber darf man nidt fallen laffen, wenn brandjbare Rejultate evzielt
werben jolfen.

Daraus geht hervor, bdaf der Winfel der Fofallinien eine fonftante Grioge baben mug.
Jft dieje Grdfe willtirlid), fo ergiebt fid) die gewdhnlide Form ber elliptijden Rugelfoordinaten)
Wive aber jener Winfel 180°, ein Fall, der dem unendlid) fernen Mittelpuntte der ebenen Ellipfe
entfpricht, jo witvde wman, ebenfo wie in dem anbern Falle, wo bder Winfel 0° ift, die Polar:
foordinaten ded Raumes erfialten &8 bleibt alfo nur itbrig anzunehmen, daf der Wintel der Fofal-
finten 90° betviigt. Jft die z-Ad)fe die eine Fofallinie, jo fiillt die andere in die x-Adfe. Dies
entfpridht aud) vollfommen den Entwidelungen ded § 2, nad) welden die Ercentvicitdt der Gllipje
im ®renjfalle einen unendlid) grofen Wevt erlangt. Die fo definierte {pliirijdhe Paralel ift HAbrigens
der geometrifie Ort filr alle diejenigen Punfte P (Fig. 12) auf dev Oberflide einer Kugel, deren
iphivifhe Gntfernung von eimem al8 Ridtlinie gegebenen Heinen Rugelfreife D E gleid) ift ifrev
jobiirijen Gntfernung von einem gegebenen Punlte Z. it die Breite ZOD des Kugeltreifes gleid) £,
POX = 7 und QOY =9, jo ergiebt fich aus dem jphiivijden Dreied PQZ

sin (p+ §)=sing - sin ¥,
oder, wenn man ¢ umd ¥ mitteld der Gleifungen
X ==Trcos p, y—rsin ¢ cos ¥, z = r sin ¢ sin ¢

climiniert,
2xz
41 x2 4 2% — yPetg % — —— == 0.
) + y* ctg -
HoN Liliicf cr.  Analytifdpgeometrifge Cutwidlungen  Gifen. 1828,
1) Tic gewdhnlide Form der elliptijhen .Stuge[fourbumtcu geben die (Silcld)uugeu

<=l v V;L"——b‘ l/b"— v = l/c’—p VC =
X=7—10,¥ r, Z pi————— R |
be bl e — b cl/or_ bt
Verr D utt hat diejelben, indem er
#—asing, v=asind, b=asins, c=a

fepte, wejentlidy veveinfadyt. Bergl. €. Hutt. Eine neue Form der cliptilhen Kugelfoordinaten. Programun der
Sriedrid)-Werberiden Gewerbefdhule u Berlin. 1872,

Die paraboliidien Kugeltoordinaten laffen fid) natiivlid) hHieraus durdy eine einfade Betrachtung ableiten.
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Diies ijt ' filr-fonftarite Werte von £ die Gleidjung eined RKegeld jweiter Ordnung, deffen Folallimien
die x- und z-Adje find und deffen Erjeugende in der xz Ghene mit jenen Adyjen den Wintel -;E

bilden. Filr den fphirijden RKegelidmitt ift aljo —’2—5 ber Abftand des Sdyeiteld S vom Brennpuntt Z,
90° 4- & die Liinge der ganmzen grofen Adhfe und 90° die Ereentricitit.
Gine entjpredende Betvadjtung liefert al8 Gleidung eined anbdeven pavabolijden RKegels
2xz

41a) ’ x? 42z — yietg ¥ 4 p— =0.
. Beide OGleidungen ftellen mit der Rugelgleidung ‘
41b) 24yt tz22=rt

ein Syftem von drei Fddenjdaven vor, welde fid) fimtlih unter redjten Winleln jdneiden. Lifent
wiv nimlidy die Gleidungen 41) nad) x, y, 2z, jo crhalten wir

42) x:rsin%(&——n),y:r V’Efﬁﬁr},z:rcos-;—(é—}-n),
und dann zeigt fih, vaf

3x ox gy 9oy 3z Oz

5 oy TR By TR am 0
ift. Die beiden fonfolalen Kegelihaven fiud aljo orthogonal; daf fie aud) von der Sdhar foncene
trijfjer Rugeln unter redyten Winleln gejdhnitten werden, ijt jelbtvedend.

RNimmt r die Berte von O bi8 o an, {o ftellen r, £ v ein Koordinateniyftem im Raume,
bei fonftantem r demnad) &, v ecin Soordinatenfyftem auf der Kugelobexflide vor. Bejdyvinlen wir
ung zunddft auf die auf der pofitiven Seite der xz-Gbene liegende Halblugel, jo ift Har, daf fiiv
¢ =00 der iphdrijhe RKegeljhnitt den Vuadranten ZX, (Fig. 13), fllr n = 0° ber RKegeljdhnitt der
andern Sdjar den Quadvanten ZX darftellt; fiir £ == n mwerben die Puntte des Palblreifes ZYZ, er-

falten, Fix —:!—E = 459 geht die Surve in einen‘ grifften Rugelfreid {iber, der dburd) Y und die Mitte
ver Bogen ZX und Z, X, geht; emipred)cnb. wird bdie v-Rurve firx 71,-1):45“ ein grofter Rugel-
frei, der durd) Y und die Mitte der Bogen ZX, und Z,X geht. Den von 0° bid 45° zunel)-
menden Werten der ‘Bammeter—;ﬁ und %»n entjpredjen demmnad) fphirijde Kegeljdnitte, die immer

mehr wadjjen; fafhren —:—T;’ und %’q fort jusunehmen, jo werben die Regeljdinitte wieder Fleinev, bid

die & Qurve fite —;—E = 90° den Quabdranten XZ,, die n-Srrve fitr %n = 909 ben Quabdranten X, Z,
al8 ®renge erreidyt.

Diejelben Berhiltniffe finden auf der Halbfugel jtatt, weldje auf der negativen Seite der
xz-Gbene liegt. Stellen wiv uné daher vor, daf fiir jene Halbfuge! die in dem Ausdrud fiiv y
vorfommenbde Quadratwurzel poiitio, filr dieje negativ genommen werbde, jo ift die Rage eines Punttes
auf d.v Rugeloberflide eindeutig durd) feine Roordinaten & beftimmt, mwofern die Pavameter den

Bebingungen 0° g-;-gggoo, O°S%n <<90° ober, waé dasjelbe ift, bden Bebdingungen
00 <E< 1809, 0° <7 < 180° untermorfen find. Die erite Form Dder Dedingungen giebt fiber

die Qage ded dem Punfte Z benadhbarten Sdeitels Aufjdlup, die jweiten Bedingungen zeigen anm,
wie grof die fpharifde von Z ausgeredinete Brennpunftdordinate ijt. Dabei haben wir filljdweigend




voraudgefest, daf die: Crjeugenden der jphdrijden Regeljdnitte nur bis aur gememiamen @mbc bct
Reget gevedynet werden.

Die nene Form der elliptiffen RKugelfoordinaten entfpridit, mwie man fieht, nuuﬂunbug beu
parabolijjen Roordinaten ber Gbene; fie gehen in biefe iiber, menn der RNadiud der RQugel ing Uu.
endlidje wddit.

Das Quabdrat der Entfermung zweier Punkte mit den SRoorbinaten r, & m und ry, & 7, ift
43) Ri—=r? -|- Ty — 211, cos-(,
CO8Y == €08 & (E-—go cos (M—mn,) — sin (E + &,)sin 3 ('q <+ %) + }7sin & 8in &, sin v sinv,,
ein Ausdbrud, der offenbar nod; weiterer Straneformatwn fibig ift.

Fiiv die Wegelemente anf den drei FllAden erfalten wir

inf + siny _ T4 /sing 4 siny
44) dw = dl', dw = v BlnE dE, =3 _gi—fT—dn

’

folglidy ift das uadrat bes %munelcments

444a) dw? = dr* + r' sin i‘:‘;‘“’) e + r’ sin Em-l{l- :mn ay:

Weiter ergeben fih die bret Fladyenelemente

df, = r* sin§ - sin siny,
4 1/5n ¢t Esiny "

dayy . ,'df5=—2'—\/°'“i;‘";‘“"drd,,
d __-_\/B’L_ E+sinm e
K sin &

r* sin € + sin in v
44¢ dv = =—————drdf dv.
) 4 |/sin Esiny

und dad Raumelement

Denmad) Haben wir fiir dben Umfang U bdee Regelfdmittes, weldjer auj der Rngel r =r,
durd) den Regel £ — &, erjeugt wird, daé JIntegral

45) U = 2r, { \/"ne'; +sinn g,
1n 7

Dasfelbe ift ein vollftindiges elliptiided Jutegral dritter Gattung und (dft fid) durd) die Subftitution

sin § sin’ ¢ K — — 8in§y g — 1
sin&, 4 cos’p’ l + sinE,’ T 1 —8in§,

ohne Mithe auf die Legendre’jde Novmalform bringen. Wiv erhalien

giny, =

(1]



% .
4r,8in g, ('3 by (= a’k')T‘ i
$0a) U= l/l+slnEoJ (I—a’k’sm cp)l/l—k’sm 9 ak " l(2' ! )

Wir bemerfen, daf nad) einer Formel von Jacobi!) jedes vollftindige elliptije Integral dritter
Art auf unoollftindige Jntcgrale erfter und weiter Gattung uriidgefiihrt werden famm; im vor-
liegenden Falle Gat o, der Winlel deé Pavameters, bder Gleidung sin « == a entfpredyend einen
fomplcren Wert. Um die Formel ju priifen, jegen wir & =0; dann ift U=r,x bie doppelte
Qinge tes Quabvanten ZX,. it & =3 =, fo ift der {phdrijhe Regeélidynitt ein grdfter Qugeltreis,
mithin U = 2r,=. Daber gilt die Formel

45b) r \/ Lsion,

siny]

deren Ridytigleit aud) durd) divelte %[ucmemmg ve8 Qutegral8 erfannt werden fann.
Der Flddyeninhalt F desfelben Regelidhnitts ergiedt fid) aud der Formel

. % "ginE sin§ +-siny
4€) ‘ |/#ink siny de dy

:ro’.oJ ‘l/smEdE ’ %I/SI +r, J‘c.l/s_m_J Vsinndy .

Filhren wir die einjelnen Jntegrale, meld;e al8 bdie emfad)ften e[ltptlid)eu ntegrale bejeidhnet werben
milffen und die 3. B. aud) bei der BVeredymung von Lemnislatenbogen vorfommen, durd) die Subd-
ftitutionen o

sing == cos®p umd siny = cos®y, 3, = arc cos |/sin§,,

auf die Normalform auild, jo erfalten wiv mit Anwendung ded durd) die Gleidung

2#(3)2(5)~* (3)7 (3)=4 -

audgedriidten Sated von Legendre {dliefli) das Rejultat

468) F=2r,%n — 4r,? [F(%) F( )+F( )E(:po)—F(,po\F(2)]
Dabei ift ju bemerfen, dag dad Quadrat des Woduld fitv fimtlide elfiptijdhen Integrale gleidy l ift.
Da 2ry*n die Oberflide der Halbfugel ift, jo ftellt der Subtvahendus in 46a) bden Infalt bder
jonenfdrmigen Reftfldde vor, welde man durd) Ausjdneiden bdes RQegeljdnitts aus der Halbfugel
exhilt. Daber gelten die merfmﬁtbigen Qntegralformeln

46h)

' ‘,snn&-{—smr dEdy=2n,

/sin € sin 7,

) €. 6. 3J. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, Regiom, 1829. £. 139.
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46¢) ff %%3% Edn:4[F(<Po)E(g)+F(;—t) E(%0) —*F(‘Po)F(;)]'

Bon Jntereffe bﬁrfte oud) folgenbe Bemerfung fein. Da die Summe des Flideninhaltes einer
jphirifden gefdloffenen RQurve und ded Umfanges ifrer Polavturve gleih 2= iit, fo (ARt fid) bad
Doppelintegral fiir F in Gleidung 46), falls ry =1 gefett wird, auf ein einfaded Integral juriid-
fihren. — Ubrigens werden die Formeln 46b) und 46¢) aud) erfalten, wenn man nad) 44e) den
Snhalt der Kugel und ihrer durd) die RKegelmiintel gebildeten Teile berecymet.

Die Transformation ded Ausdrudd Au [liefert die Differentialgleifung

47) 7 \8in§ - 8in ) Au = —(smE-}—sm'q)Br(r’ )—H/smE (l/s_—é )+|/s'ﬁﬁ§%([/éﬁ_ﬁ§_;)
ober, wofern gefest wird
. 1 . ’ 1
sin £ = cos* am (x, ﬁ) =en®x, siny = cos’am (y, ——~) =cn?y,

] 2, }

47a) ~r2—(cn'x + en?y)Au= % (cn®x +- en?y) BEr ( 5r) + :xl: + :yu
Dieraus ift su erfennen, daR filr die Rugel und die beiden RKegel zweiter Ordnung jowohl bdie
Potentialaufgabe ald aud) die andeven Aufgaben, in demen Au nidt null ift, nach der Wethobe bder
Trennung “der Vaviabeln .behandelt werben finmen. Die Funftionen von x und y beg. £ und %,
auf roeldje die Lojung filhrt, find offendar {pecielle Lamé’{de Funitionen.

Die invexfen Flddyenjdaren der in diefjemn ALjdnitt befprodhenen bdrei orthogonalen Flddyen-
" {piteme find mit diefen jelbft ibenti{d), fo lange der gemeinfame Sdjcitel der Kegel d §. der Wittel-
punit dev foncentrijden Kugeln al8 Inverfiondcentrum gewdhlt wird. Diejer Fall bietet aljo nidhts
Neued. Dagegen eigen die Fliden, welde bei der Abbilbung von einem Punfte der Kegeladye
oder einer Folallinie aus auftveten, bemerfenswerte Eigenjdjaften; indefjen founen wir- hier nidt
niher auf fie eingehen.

§ 16.
Das efliptifde uund das fypexrbolifde Paraboloid.

Wit wenden und guleist 3u den aligemeinen parabolijden Koordinaten bes Raumes. Wiihrend
bei den centrifjen Fldden zweiten Grabes bie Lage eines Raumpuntted durd) den Sdmitt eines
oreindpfigen Ellipjoids, eined Hyperboloidd mit einem Fade und eines fjolden mit jwei Fidyern
beftimmt witd, Yanbdelt e8 fid) hier um die aligemeinften Fllidyen weiten Grades ofhme Wittelpuntt,
weldye orthogonal und fonfofal find. Die Fltden bdiefer Art find das elliptijde Paraboloid und
dad Byperbolijge Paraboloid. &8 zeigt fid), daf cin Punlft ded Raumes fidy ald8 Schnittpuntt yweier
elliptijhen Paraboloide mit entgegengefetst liegenden Sdeiteln und eines Yyperbolijden Paraboloids
der Qage nad) beftimmen (4ft. — Tie in der Ginleitung aufgefiifrten Arbeiten dex Herren BVtlen,
Caspary und Danitid) find auf die Gntwidelungen diejes Abjdnitts ohne Ginfluf gewejen; foweit
ed dem Bevfaffer befannt, ift die Hier gegebene Form dev parabolijdhen Koordinaten von anbderer

Seite nod) nidit aufgeftellt worden.
%
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Die Gleidungen der fonfofalen und orthogonalen Paraboloide, welde fidh ohne Sdywie-
rigleit -aas 'ven’'befarinten Gleidjungen der tonfotalen centvijhen Flddjen zweiter Ordmung durd) den
mehrfad) erwilhnten Gvengiibergang ableiten laffen, find

Z’ 2?7  —d4ex 446
E:+ E’+a‘ - Iy ’
z' 4cx+4'q
48) Ttia=—a
y? 22 dex+-40
[P RS

E, 7, 5 find bie Parameter der drei Fliiden, ¢ die frilhere, a eine neue willtiiclidge Kon-
ftante. Die cxite Gleidung ftellt filr fonftante Werte von & eine Sdhar von elliptijden: Paraboloiden
vor, wenn voraudgefest-wird, daf &* nidt Ieiner ald O ift. Die Sdyeitel diefer Filiden Iliegen
fimilify ouf bder pofitiven x Adyfe (Fig. 14a) und im Adbftande £*: c vom Nuillpuntte ded Koor-
binatenfyftems x,y,z  Aud) die cite Gleidung rveprdfentiert, fo lange »*>a* fiir gegebenc
Werte von 7 eine Sdior von elfiptifhen Pavaboloiven, bderen Sdjeitel jebod) auf der negativen
x-Adfe im Abftande 7*:c vom Koordinatenanfang gelegen find. Die dritte Gleihung endlid) giebt
bei fonftantem &, fallé 0 <TC'<Ta' gedad)t’ wird, ein Syftem von hyperbolijdhen Paraboloiden
(Fig. 14b), weldye von der megativen x-Adfe in einem Punfte, der vom %nﬂpunfte bie Cntfernung
‘§2:c bat, durd)fest werden.

Man ftellt fid) leidht die veridjiedenen Formen vor, wetdje die drei Arten der ldden -vev
Reihe nad) annehmen. Fitv einen unendlid) grofen Pavameter E* liegt dar Sdyeitel bed elliptifdhen
Paraboloidd auf der pofitiven x Adfe in unendlidier Ferne; aud) die auf der y-Adfe und z.Adje
fowoll in pojitiver al8 neqativer Ridtung abgefdnittenen Streden find unendlid) grof, fo bdaf die
gefamte Fldadye im Unendliden verliujit. Nimut mun der Wert von £ ab, fo ndbert fid) bder
Sdjeitel anf der pofitiven Ditfte der x Adyfe dem RKoordinatenanfang, wir erhalten die gewdhntide
Form ded elliptijdhen Paraboloids, das fid) immer mehr gegen die xz-Cbene abfladt, bi8 e8 |dlieflich
fiie £'=0, aljo den einften Wert, den E* annehmen fann, gany und gar mit der xz.Ebene
sufammenfillt, gleidpoohl aber nidt alfe Punfte diefer Ghene umfaft, jondern nmur bdiejenigen, weldpe
innerfalb der durd) die Gleidungen

48a) y=0, z=-— ‘:’:lx»
bejeidneten Parabel liegen. Diefe Pavabel, deven Sdheitel bder Roordinatemanfang . ift, wmup man
-fi) alfo aus 3wei auf einander liegenden VBlittern beftehend denfen. Der iibrige d. §. aupexhald
verfelben Parabel liegende Teil bder xz-Ebene, dev ebenfalid ald Doppelebene 3u demfen ift, ftellt
einen @rengfall der Hyperbolijde Pavaboloide, ndmlid) denjenigen vor, in weldem bder Pavameter
=0 ift. WDt der Wexrt von L jo treten die beiben Blltter auseinander und e entiteht
die gewdhnlide Form der Gyperbolijhen Paraboloide, beren Ecfeitel: oder beffev Sattelpuntt mit
wadfendem C* fih auf der negativen x-Adyje vom RKoovdinatenanfang immer wetier entfexnt. Die
volle Gutjultung zeigt die Fldde fiiv {* = a*:2, in weldem Falle ihre Gleidung die einfacdhe Geftalt

48, 'y*—z*=2%’x+ (i‘c—')’
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angimmt,. aud der wiv exfenmen, daB bie mit der yz.Ebene paraflelen Shnitte dexr Fldirhe jtimtlich
gleidijeitige Pyperbeln find. Bei weiterer Vergrdferung von C* fladyt fidh die Fldde mad) ver
pofitiven Seite der x-Adjfe hin immer mehr ab; fier niihern fid) die Fliidjenteile immer mehr ber
xy:Ebene, welde fie jdlieflid), wenn der Pavameter {* feinen griften Wert a* erhilt, aud) erveiden.
Ader die Flide umfafit in diefem Falle nur diejenigen Punmfte bder aud zwet Blittern beftehenden
xysEbene, welde auferhald der Parabel '

48¢) 2=0, y-‘=4%’x+4‘(“?’,),

deren Sdheitel S von O um a’:ec entfernt ift, gelegen finb. Ale itbrigen, aljo innerhalb bdiefer
Parabel liegenden Punfte der xy-Doppelebene bilden dle Gremjflihe dep dritten Scdar von Pava-
boloiden, die wiederum elfliptijhe find und in eben diejemr Grensfalle ber? Parameter 7* = a® befigen.
Mit junehmendem n* Bebt fid) die Fliide, ein gewdhnliches elliptijhes Paraboloid, immer mehr von
ber Flide der Gremppavabel nady beiben eiten hin ab, wdhrend ihr Scheitel auf der negativen
x-Adjfe liegt und von S immer grofere Cntfernung erlangt Sdylielid) riidt der Sdeitel auf dem
bejeidneten Wege ind Unendlidge. Dann- find aud) die auf der y- und z-Adye fowoh! in pofitiver
ald negativer Ridtung abgejdnittenen Streden unendlid) grof geworden und bdie Flide, bderen
Parameter 1* = oo ift, verlduft nun vollftdndig in der Unendlidleit.

: ‘Der llebergang von den elliptijden Paraboloiden mit -dem Bavameter £-zu den Hyper-
-bolijdyen Paraboloiden vollzieht fidy alfo durd) BVermittelung der Parabel 48a); der Uebergang von
den Bhyperbolijden Pavaboloiben u den elliptijen Paraboloiden mit dem Pavameter v wird durd)
Bermitteumg der Pavabel 48c) gewonuen. Diefe beiden Grenzflddien, deven Grdfe und Lage dag
dreifadhe Syftem von Fliiden Yennjeidnet, unen pvedmdfig ald Fofalpavabeln bezeidnet werden.
Der Brennpuntt der einen ift der Sdyeitel der andern; auferdem ftehen bdie Punfte der Strede OS
mit den Brenn, WMittel- und Sdjeitelpuntten nidht nur dev Pauptjduitte, jondern aud) der ju den
Roorbinatenebenen pavallelen Sdnitte im engften Jujammenhange. Fitv einige Aufgaben empfiehit
e8 fid) fogar, den AnfangSpunit der Koordinaten x,y, z nad) der Witte M von OS ju vexlegen.

Da £ fid jwifden O und a* bewegt, fo tnnen wiv '

48d) L=a.008¢

jegen; ¢ bebentet danm die Pilfte dbed Wintels, den die Afymptotenebenen der Hyperbolijfen Para-
bofoide mit einander bilben. Somit erhalten wir durd) Aufldjung der Gleidumgen 4%) nad) x;y, 2

x :-—i—(&‘— 7 4 a'sin’ ¢),

48e) y="_Encos¢,

s= 2V EF ) = 8. sine

Diefe Werte gehen, wie man bemertt, fiir a = O in die friifer bei dem Rotationsparaboloid erfter
Art jur Anwendung gefommenen fiber. Aud) ftellen bdie beiden erften bder Gleidungen 48) fitr
a= O felbftoerftindlid). bie frither Detradjteten Umbdrehungdpavaboloide vor, wilrend bdie Hyper-
bolijdjen Parabolpide dev brittenr Gfeidhung umter devjelben Annahme in die Meridianebenen Abergehen,
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P fonmen wir, ofne der Allgemeinfeit ju jdaben, die Werte der willtiivliden Qonftanten
a und c al8 gleidh annehmen; ferner ift e8 oft ywedmdpig filr die algebraijden Werte £ und »
iranfcenbente Pavameter eingufiihren. Wir jegen
a=e, E=c.Gind, n=c.Cjo, {=c.cosq.
Dadurd) nehmen die Gleidungen der drei Fllidenjdaren die Form an

y 2 _ .
Sin's &-}- GoF = 4cx 4 4¢* Sin* §,
bA] .
'y = 4ex + 4c*cos* ¢,

cos’p s’
o baf wir erhalten
x = ¢ (Cof* & — Cof* v — cos8’ ¢),
49a) y =2¢Sind Cofw cos ¢,
z = 2¢ Cof ¥ Sinw sing.

Dinfidtlid) dev Grengen der JIntervalle, in denen £, v, $ bez. ¥, w, ¢ fid) bewegen, ift ju
pemerten, daf e8 filr pofitive y und z, ¢6 mag x pofitiv ober negativ fein, volljtdndig Hinreidt,
biefelben au Ddie %cbingungeu 0<§< @, cﬁv)Sw, 0<E<e, b0 Og&gw,
I<o<xn, 0Ky < n su fuiipfen. gilv negaﬁue@em uonmj und z thut man am beiten
ungune[)meu, ed jei ﬁber[)aupt O<cp < 2n, und bdie Bovieiden von § und /6" — T* ben

Gleidungen T = ccosp und 1/c¢* — T = csinp entjpredjend 3u beftimmen. Alle Nbrigen Quadrat
wivgeln fonnen ftetd mit pofitivem Bovjeiden genommen iwerben; negative Werte von £ find
entDebrlid), negative Berte von 7 auszujdliefen.

Filv dba¢ Quadvat der Entfernung eines Pumftes P mit den RKoovdinaten &, ©, ¥ vom
Roordinatenanfang erbalten wir

50) r'=x'+y!+ 2'= ¢ i’ + (Eof 4 sin o @in‘w 4 (Gofd — sing)?,
wiGrend der Ausdvud filr den Abftand jweiev beliebigen Puntte feine befonbeven Bereinfadyungen 3u
bieten jdjeint.

Bilden wiv aué 49a) die Diffeventialquotienten von x, y;'z nad) &, w, ¢, fo ift fid
sunddft obue Nilhe zeigen, bdaf bdie drei Flddenjdaven fid) in der That umter rediten Winfeln
jdhneiden. v die Wegelemente in den drei Fdden ergiebt fidy

51) dwg = 2¢ 1/ (&'} + Cofw) (Sin*d - cos’p) d¥,

dw,, = 2¢ 1/ (Gin*¥ 4 Cof'w) (Sin’w + sin’p) dw,
dw, = 2¢ |/(Sin*¥ - cos’p) (Sin'w + sin’p) de,
und folglidy ift dag LQuabdbvat ved Linienelements
a1a) dw?=4c*{(Sin*$ 4 Coj*w) (Sin® + cos’y) A+ (Sin 4 Eojtw) (Sintw +sm*<p) de?
. 4 (Sind 4 cos®p) (Sindo 4 sintp) des].
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Weiter -find- die -dret Fldidyenlemente
51b) dfp = 4e* (Sin*w -} sinly) 1/ (Sn?¥ 4 Coj*w) (Sin®d - cos’p) dudy,
df, =4c* (Sin®$ 4 cos¥p) 1/ (Sin*3 - CofPw)(Sintw 4 sin¥p) dddep,
df, = 4¢* (Sin®$ + Gof*w) 1/ (Sin®3 |- cos®p)(Sin*w - sinp) d¥dw,
umd endlid) dad Raumelement
5le) dv = 8¢c®(Sin*H 4 Goj2w) (Sin?$ 4 cos?¢) (Sin® v 4- sin*p) d¥dwde.
Der Differentialansdrud Au nimmt durd) Einfithrung bder allgemeinen parabolijden
Roordinaten %, ©, ¢ folgende Form an:
52) 4c? (Bin*$ + Coftw) (Sindd 4 cosly) (Sintw 4 sindy) Au
= (@into - sin%g) 2% 4 (@inth - conty) - - (Binth |- Goftu) %‘}.
Dieje Differentialgleidiung (Eft eine Trennung der Variabeln in fberrajdender Einfadheit zu. Jit
aunddft An—0 und fegt man u=6.2. P, wo O mr ¥, Q mr v, ¢ mur ¢ enthdlt, jo
exgiebt fid 5 .
52a) (Sinw -+ sin?p) 8 357 + (Sin?$ 4 cos’yp) o3 _o: oF + (Sint¥ 4 Coftw) (;) 2 q)
Bergleift man diefe Gleidung wmit der fiir beliebige Werte der Konftanten g und h tbeumd)en
Gleidung

(Gin*w-}-sin*e) (hSin*d+-g)-(Sin*¥+-cosy) (—h€of*v+ g)--(Sin® - Eof*w) (heos*s —g)=0,
o erfennt man, daff 52a) duvd) bie Aunahme

Z 9 —=(hSin?*¥ 4 g) 8,
53
52b) Zw‘i — (— hGof*o + ) Q,
32
BT — (beos®*y — g) ®

Defriedigt wird. Die Lhjung der Potentialaufgabe itber dbad elliptijhge undh Hyperbolijfe Paraboloid
erfordert demnad) nuv eine und bdiejelbe Funftion, ndmlid)y die Funttion ded elliptijhen Cylinders.

Qft aber nift Au =0, fondern u eine Funftion der Beit t, fo fann man u = T.u,
jeen, wo T wuvr t, u, aber fein t enthlilt. Eine entfpredende Vetvad)tung der Gleidung, welder
u, u genilgen Hat, jeigt dbamm, daf, fall® u, =6, .Q, . P, gejest wird, die Gleidungen

Ot = (— k@in'd + hoin'$ +5) 8,
H3b) 65,?, = (— kGof*w — hCof*v 4 g) L,
"3:" = (keostp +- heos?s — g) D,

exfilllt werden miiffen, in Demen k eine RKonftante bebeutet. Wir bemerfen, bdaf aud) die allge-
meineren Aufgaben zur LWjung nur eine Funftion erforbern, welde ald Ermeiterung der Funttion
bed elliptijen Cylinder8 3u bejeidmen ift. Diefe Fumbtion ift wohl diberhaupt nod) nidyt imter- -
judt worbden.
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Sue dInverfion der drei Flldenfdharen vom Rwordinatewanfang awe baben wir ju fetsent
' oo X Gof?, — Goffey — cos’y, ’

1 ¢ N, '
! 2 Sind, Co
54) y=1 = jm' =,
%3 2 @oj 9, Sin w, sin '@,
7 = : N- ’

N, = {@mz 0, 4 (Gof 9, + sin ;,)*} {@in'w, + Gof %, — sin cp,)" .
Daraus ergeben fid) die Gleidungen der inverjen i’i[ﬁd)eninﬁeme\

: % L x? (x4t 2
(xli +yi - 2¢ Sin® ¥, x‘) - (2€@hlﬂ,) Sin® ¥, + Cof? 9 )’ -

- ua K 2_ _ n’ 2 xl’ + yl2 zl’
043) 11’+Y1’+Zlg + I @' "‘—“oi, o X]) - (20@0f 0’1) ( Cojt v, Sin? v, )I

%2 2 %2 2/ x84y} 2,7

(x,'+y,’+z,’+ 2 cos? cp;_x‘) = (‘chos cp,) ( costy,  sin'q, )

liber die geftaltlidgen Berhiiltniffe diejer Fliden wird man fidy leicht Anftliivung verjdjaffen,

indem man deven Dauptidnitte jowie die Paralleljdnitte ju bden Roordinatenebenen auffuht oder
den Pavametern ¥, v, ¥,, deven Grengen iibrigens diejelben bleiben wie frither, bejonbere Werte
beilegt. ervorheben wollen wir nur, dag die Fliden bid auf einen eingigen Fall den Borzug
Yaben, aflffeitig gefdhlojfen su jein, baf die in der x,y,:Ebene liegenden Dauptidnitte jimtlid
Ravdioiben find, und cndlid), dag an Stelfe bder Fofalparabeln der Paraboloide alé Grensfliihen
eine in bder x,y, -Ebene liegende Rarbioide und eine in der x,z, - Ebene liegende Cijjoide getreten find.
&8 tebarf fdylieflid) faum bex (}Etmﬁbnung, dap bdie drei Flidenjdaren orthogonal find

und die fie Oetreffende Poteutialaufgabe mit Hiilfe eined Produfts ‘von -drei Funttionen des elliptifden.

Gyliuders it verjdjiedenen Argumenten geldft wird.

Aud) wenn M, der Wittelpunit der Fofaladjje, als Inverfiondcentrum -gewiihit wird, liefert
die Abbilbung Flidenfyiteme mit bemerfenswerten Gigenjdaften. Indeffen muf die 1weiteve:
Behandlung. beider Fddjengebilde eimer jpdteren Gelegenheit vorbehalten bleiben. »

Dr. Baer.
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