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Vorwort.

An einem Werke, welches leichtfasslich die ersten Principien der
Funktionentheorie geben wiirde, fehlt es noch. Das Werk von Durége

behandelt ausschliesslich die Riemannsche Theorie. Ich habe mich
daher entschlossen, die nachstehend zusammengestellten Themen zu
veroffentlichen. Sie geben nur die charakteristischen Ziige der neueren
Funktionentheorie wieder und sollen Vorstudien sein zu Weierstrass Ab-
handlungen aus der Funktionentheorie, sowie zu dem bekannten Werke
von Biermann. Oft findet man die Beweise mehr angedeutet als aus-
gefilhrt, was einer zur Orientierung bestimmten Ausfihrung wohl nur
zum Nutzen gereichen wird. Dafiir war ich bestrebt, durch zahlreiche
Beispiele das Verstindnis zu erleichtern.

Prag, im September 1893

Dr. W. Laska.
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Preisgekront in Frankfurt a. M. 1981.

PROSPEKT.

Dieses ‘Werk, welchem kein #hnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4
"Heften zu dem billigen Preise von 25 . pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig-
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik,
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Blsenbahn-
Brticken- und Hochbaues, des konstrnktiven Zeichuens etc. etc. und zwar in vollsthdig
geldster Form, mit vielen Figuren, Erklirungen nebst Angabe und Entwickelung der
benutzten Siktze, Formeln, Regeln 'in Fragen mit Antworten etc., so dass die Ldsung
jedermann verstandlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grissere Anzahl der Hefte er-
schienen ist, @a dieselben sich in threr Gesamtheit ergiinzem und alsdann anch alle
Teile der reinem und angewandtem Mathematik — nach besonderen selbstindigen Kapi-
teln angeordnet — vorliegen.

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelsten Aufgaben beigegeben, welche der
eigenen Ldsung (in analoger Form, wie die beziglichen geldsten Aufgaben) des Studierenden
_ tberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fir den Schulunterricht benutat

werden kdnnen. — Die L3sungen hierzu werden sphter in besonderen Heften fir die Hand des
Lehrers erscheinen. Am Schlusse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich-
nfs, Berichtigungen und eriuternde Erklirungen iiber das betreffende Kapitel zur Ausgabe.

D4s Werk behandelt zundichst dew Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: BOaluehulen I, und II, Ord., gleich-
berechtigten héheren Biirgerschulen, - Privatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro-
gymnasien, Schullehrer-Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen,
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Vorbereitungsschulen aller Artem, gewerbliche
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitiiten, Land- und Forstwissenschaftsschulen,
Militérschulen, Vorbereltnngs-Anstalten aller Arten als z. B. fiir das Einjihrig-Frei-
willige- und Offiziers-Examen, etc.

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und
naturwissenschaftlichen Ficher, werden durch diese, Schritt fir Schritt geliste, Aufgaben-
sammlung immerwadhrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehorten Theorien etc.
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lbsungen der-
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Priifungen zu l3sen haben, zugleich aber auch
die fiberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt.

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftige Stiitze for den Schal-
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Telles der mathematischen
Disziplinen — zum Anflsen von Aufgabem — in den meisten Schulen oft keine Zeit er-
ibrigt werden kann, hiermit aber dem Schiiler bei seinen h#uslichen Arbeiten eine voll-
sténdige Anleitung in die Hinde gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu l3sen, die ge-
habten Regeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe
und Verstiindnis fir den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden.

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militirs
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischem in allen Berufs-
zwelgen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben.

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- *
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen
verbreitet. — Wiinsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser,
Dr. Kleyer, Frankfurt a, M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung
thunlichst bertcksichtigt.

Stuttgart. Die Verlagshandlung.




Einfhrung in die Funktionentheorie.

§ 1. Grundbegriffe.

In der Funktionentheorie wird oft von der Stetigkeit gesprochen. Geo-
metrisch sich eine stetige Grosse vorzustellen unterliegt keiner Schwierigkeit.
Analytisch erfordert die Stetigkeit eines Beweises, dass wir imstande sind, die
Aufeinanderfolge zweier Zahlen so darzustellen, dass der Begriff der Liicke
nicht anwendbar wird. Werden wir uns eines Glegenstandes mehrmals bewusst,
so driicken wir dies aus durch ein bestimmtes Zeichen, welches wir die benannte
Zahl nennen. Abstrahieren wir von der Individualitit der Vorstellung, so ge-
langen wir zu dem Begriffe der reinen Zahl. So abstrahieren wir den Be-
griffen fiinf Biume, fiinf Hiuser etc. den Begriff fiinf. Es gibt aber Vor-
stellungen, die von der qualitativen Individualitit frei sind, bei welchen also
nur quantitative Beziehungen hervortreten. Z. B. die Vorstellung von zwei un-
gleich langen Strecken. Diesen Vorstellungen abstrahieren wir den Begriff des
Verh#ltnisses. Wie klein wir auch die Einheit der reinen Zahl nehmen
mogen, immer gelangen wir zu einer diskreten Menge: Wir zeigen nachstehend,
dass die Aufeinanderfolge der Rationalzahlen Liicken hat. Diese werden durch
Zahlen ausgefiillt, die dem Begriffe des Verhiltnisses nachgebildet sind, durch
die irrationalen Zahlen. Stellen wir uns zwei ungleiche Strecken vor. Lisst
man die eine unbegrenzt wachsen, wihrend die andere sich gleich bleibt, so
durchlduft ihr Verhiltnis eine stetige Reihe von Vorstellungen. Be-
zeichnen wir die Quantitidt einer jeden Einzelvorstellung mit einem Zeichen, so
gelangen wir in den Besitz einer kontinuierlichen Zeichenreihe.

Der erste, der sich mit den irrationalen Zahlen eingehend beschiftigte, war
Bolzano; derselbe gab 1817 die erste wissenschaftliche Definition dieses Be-
griffes. Seine Theorie wurde spiter selbstindig durch Cantor (Math. Ann,
B.V. Acta Math. B.II, vergleiche auch Heine Crelle Journal 74) erfunden
und erweitert. Die irrationale Zahl wird hier als Grenzwert der Rationalen
betrachtet. Schwieriger ist die von Weierstrass entwickelte Theorie (vergl.
Math. Ann., B. 21). Neben Cantor und Weierstrass hat Dedekind in seiner
Schrift ,Stetigkeit und irrationale Zahlen“ eine Theorie der irrationalen Zahlen
entwickelt, die auf einfachen Principien beruht.

Wir geben im nachstehenden die Grundziige der Dedekind schen Theorie
wieder:

Lehrsatz 1. Haben wir zwei noch so nahe liegende Briiche, so kdnnen
wir immer noch einen dritten einschalten.

Bewels. Seien:
4

o
iy

Laska, Einfihrung in die Funktionentheorie. 1



2 Funktionentheorie.

die gegebenen Briiche. Bringen wir sie auf gemeinschaftlichen Nenner, so wird:
of _p 8 _4q
e’ B n

Da/'nun:
a__ o
BEE

s0 muss auch:
p2g

Nehmen wir p = g1 an, so konnen wir schreiben:
p PFl g

’ ’ ’

n n n
wodurch der Satz bewiesen ist.
Ist aber: )
L p=14g+1,
so wird sicher:
2p>2¢+1
und wir haben in: ‘
2 241 29
9n’ 2n 7 2n’

die gewiinschte Einschaltung.

Lehrsatz 2. Es gibt Zahlen, die sich nicht als Quotient zweier ganzen
Zahlen darstellen lassen.

Bewels. Es geniigt, wenn wir die Existenz einer einzigen solchen Zahl
beweisen, dieses thun wir dadurch, dass wir zeigen:

Wenn eine positive ganze Zahl nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist,
so kann sie auch nicht das Quadrat eines rationalen Bruches sein.

Sei D eine solche Zahl, so wird:
14+2>VD >
wobei A eine bestimmte ganze Zahl bezeichnet.
Nehmen wir nun an:

V=L
u
wobei ¢ und u relativ prime ganze Zahlen sind, also » der kleinste Nenner ist.
Aus:
A<t <ada
folgt:
AMult—Aiulu

Nun ist aber identisch:
(Du — )t* — D (t — Au)* = (A* — D) (1* — Dub)
also da der Voraussetzung nach:
#—Dut=0
auch:
; 'h (Du—Aat)* — D (t—Au)* = 0,
T _ (Du—at)t
D= (t— Au)?




. Grundbegriffe. 3

da nun:
‘ t—Au<u, ‘
s0 wire u nicht der kleinste Nenner, was- der Voraussetzung widerspricht.
Es gibt 'also Zahlen, die 'sich nicht als Quotient zweier ganzen Zahlen
darstellen lassen.

Wir wollen sie irrational nennen, gleichviel ob sie als Wurzelgrossen oder
als Logarithmen oder als anders definierte Zahlen auftreten.

Durch den Nachweis der Existenz der irrationalen Zahlen ist nach-
gewiesen, dass es bei der Annahme der ganzen und rational gebrochenen Zahlen
allein, in der Zahlenreihe Liicken geben wiirde, wie aus nachstehender Ueber-
legung hervorgeht.

Denke man sich die rationalen Zahlen der Grdsse nach geordnet und sei «
irgend eine bestimmte rationale Zahl dieser Reihe:

A B
O_..
a g
Diese wird dadurch in zwei Teile 4 und B zerlegt. Eine jede Zahl der
Abteilung A4 ist kleiner als eine jede der Abteilung B. Tritt dieses ein, so
sagen wir, dass eine Teilung vorliegt.
Die Zahl « konnen wir nach Belieben zu 4 oder B rechnen. Dann ist
aber folgendes zu bemerken:
Gehort @« zu 4, so ist es die grosste Zahl im Gebiete 4. In B gibt es
dagegen keine kleinste Zahl. Denn nehmen wir auch eine Grdsse 8 an, so
konnen wir nach dem Lehrsatz 1, § 1 zwischen « und 8 eine dritte einschalten.

Umgekehrt, rechnen wir ¢ zn B, so gibt es in B keine grosste Zahl
und « ist die kleinste Zahl im Gebiete B.

Diese Sitze lassen sich umkehren.

Es gibt Teilungen, bei welchen weder in B eine grosste, noch in B eine
kleinste Zahl existiert.

Sei wieder D eine positive ganze Zahl, welche nicht das Quadrat einer
ganzen Zahl ist. Bilden wir nun eine Teilung so, dass sich in B alle positiven

rationalen Zahlen befinden, deren Quadrate grosser sind als D und in A4 seien
die fibrigen rationalen Zahlen, dann haben wir eine solche Teilung.

Sei: _ z(="43D)
Yy="32 +D
und sei z eine rationale Zahl, dann ist y auch eine solche. Wir erhalten:
s p_ (E—Dr
y¥—D= Bz F Dy
Sei nun z eine Zahl der Abteilung 4, dann ist:
< D
und auch:
y'<D
also auch y eine Zahl derselben Abteilung. Nun folgt aus:
Yy—r= 2:1:--————D—x’—
3a*+4D

dass:
y>ax



4 Funktiorentheorie.

Sobald ich also in 4 eine Zahl x annehme, so kann ich stets noch eine
grossere rationale Zahl bilden. In 4 gibt es also keine grosste Zahl.

Nehmen wir z in der Abteilung B, so wird:

z2>D
also auch:
y¥*>D
und
y<x '

also gibt es in B keine Kkleinste rationale Zahl. In unserem Falle kann die
Teilung nur durch die irrationale Zahl VD bewerkstelligt werden, also fillt
diese Zahl die Liicke in den rationalen Zahlen aus.

Wir definieren nun die allgemeine irrationale Zahl dadurch, dass wir
sagen, irrationale Zahlen sind solche, durch welche die Liicken
der rationalen Zahlen derart erfiillt werden, dass die Zahlen-
reihe ein Kontinuum wird.

Um nun auch eine numerische Definition der irrationalen Zahlen zu haben,
stellen wir folgende Ueberlegung an:

Lehrsatz 8. Ist N eine endliche ganze Zahl, so ist der Bruch:
1 :

N
immer ein periodischer. Denn dividiert man 1 darch N, so erh#lt man hichstens
N —1 verschiedene Reste, dann muss ein frither dagewesener Rest erscheinen.
Ich kann also eine jede gebrochene Zahl charakterisieren durch:
m 1

n N
wobei M und N relativ prim sind. Wir konnen also definieren. Ist eine Reihe:

S

= 10*
wobei 8, beliebige Zahlen von 0 bis 9 bezeichnet, nicht dar-
stellbar unter der Form:

A+B=>
wobei 4 und B ganze Zahlen und X einen periodischen Bruch
bezeichnen, so stellt sie eine irrationale Zahl dar.

Nachdem wir so uns eine kontinuierliche Zahl geschaffen haben, ist es leicht,
durch Einfihrung komplexer Zahlen eine kontinuierliche Fliche zu schaffen,
welche wir die Zahlenebene nennen wollen.

Nun wollen wir einige fiir die Folge wichtige Definitionen einfiihren.

Eine Grosse heisst verénderlich, wenn sie so definiert ist, dass sie
unendlich viele Werte annehmen kann.

Kann sie alle Werte der Zahlenebene annehmen, dann nennen wir sie
unbeschrinkt verdnderlich.

Die unbeschrinkt verdnderliche Grosse hat folgende Eigenschaften:

Ist @ ein Wert derselben und J eine positive Grosse, so gehoren alle z,
fiir welche:
|x—a|<d
Wwo J beliebig (klein) sein kann, zu ihren Werten.




Grundbegriffe. 5

Eine verfinderliche Grosse @iberhanpt kann ebenso definiert werden; nur
braucht die obige Eigenschaft nur dann stattzufinden, wenn 4 beliebig. klein ist.
Man sagt dann, die Grosse sei stetig verinderlich. Simtliche Werte der
Grosse bilden/'den Beéreich derselben. Der Bereich ist im allgemeinen begrenzt.

Wir definieren: @ liegt an der Grenze des Bereiches von x, wenn es
in einer noch so kleinen Umgebung von a Werte gibt, die zu den definierten
gehoren und aunch solche, die zu ihnen nicht gehoren.

Unter Umgebung von a wu'd die Gesamtheit der Werte von x, fir welche:

le—al<L 6
ist, wobei & eine beliebig kleine Grosse ist. | | heisst: der absolute Wex;t. :

Eine verdnderliche Grosse ist unendlich kleiner Werte fihig, oder kann
unendlich klein werden, wenn es in ihrem Bereich Werte gibt, die ohne
0 zu sein, kleiner als eine Jede gegebene, noch so kleine Grosse J sind. Dieses
wird stets zutreﬂ'en, wenn O im Bereiche selbst oder an der Grenze des Be-
reiches liegt.

Zwei ver#inderliche Grossen konnen in derartigem Zusammenhange stehen,
dass zu jedem Wert von x ein oder mehrere, auch o'viele, aber bestimmte
Werte von y gehdren. Dann sagen wir: y wird mit « unendlich klein, wenn
nach Annahme einer beliebig kleinen Grosse ¢, d so klein genommen werden
kann, dass zu jedem x, dessen Wert:

|z <0
ein Wert y gehort, der:
lyl<e

Nun ist es leicht, die Grenze zu definieren: Wir sagen, y néhert sich
der Grenze g, wenn sich x der Grenze a n#hert, sobald y —¢g mit x—a zu-
gleich unendlich klein wird.

Wir sagen ferner, x wird unendlich gross, wenn es unter den
Werten, die es annehmen kann, solche gibt, die grisser sind. als jede moch so
grosse gegebene Zahl.

Unter  — o verstehen wir immer % Beide Grossen sind némlich lineare

Funktionen von x, die unendlich klein werden, sobald = unendlich gross wird.

Wir sagen, eine Grosse y dndert sich stetig mit z, wenn y derart
von x abhiingt, dass unendlich kleinen Aenderungen von z unendlich kleine
Aenderungen von y entsprechen.

Sei:
y =1
dann muss nach Annahme eines noch so kleinen & 4 so bestimmt werden kénnen,
dass fiir:
lh| <o

f(x—h) — ()| < &

Wir wollen ferner zwei Funktionsausdriicke (<) und F(r) gleichwertig
nennen, wenn fiir alle Werte von « die Ungleichung besteht:
(@) — F(o)| <&
wo e eine beliebig kleine Grosse bezeichnet.
Wir wollen einige Benennungen fiir die Unendlichkeitsstellen einfiihren.

Wir definieren eine logarithmische Unendlichkeitsstelle durch die
Gleichung, unter 4 eine endliche Grosse verstanden:



6 Funktionentheorie.

: Alog(z—2z,) fiir 2 =2,

eme algebralsche Unendlichkeitsstelle durch:
A

z—2,

Wir haben eines Begriffes noch zu erwihnen, der in der neueren Funk-

tionentheorie ofters genannt wird: wir meinen die Punktmen ge. Dieselbe
wurde von Cantor eingefiihrt.

Denken wir uns auf einer Geraden eine Reihe von Punkten, durch ein
best,:mll mtes Gesetz x bestlmmt dass ihre Entfernungen von emem Nullpunkte
gleic]

fir z =2,

3830508y -
werden. Dann stellen die Zahlen:

a,a,a,a, .
eine Punktmenge (Wertmenge, Manmgfa]tlgkelt) dar. Enthilt eine Punktmenge
innerhalb eines endlichen Intervalls « viele Punkte, so hat sie mindestens eine
Haufungsstelle, d. h. eine Stelle, in deren Nachbarschatt o viele Punkte
sich vorfinden.

So ist z. B. fir die Punktmenge, die durch:
1

n
wo n eine ganze Zahl bezeichnet, 0 eine Héufungsstelle. Die Gesamtheit der
Hiufungsstellen wird, falls sie wieder eine Punktmenge bilden, die erste
Ableitung der Punktmenge genannt u s f. Ist die Anzahl der Ab-
leitungen endlich, so hat man eine Punktmenge erster Gattung, ist sie
unendlich, eine Punktmenge zweiter Gattung. Die Anzahl der Ab-
teilungen best,lmmt die Art.

Beispiele. Erste Gattung, erste Art
1 1 1 1
Lgr 3 2+3’ 4’ +4’ 5’ TTE
Héufungsstellen 0 um %,
Erste Gattung, zweite Art:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Lo ety oo vto 3t
1 1 1 1 1 1 1
T st vt
Denn sie besitzt eine erste Ableitung (Hiufungsstellen sind):
o L 11
27 3’ 4
und eine zweite Ableitung (Haufungsstelle ist):
0

also eine einzige Ableitung.

L)

Ein Beispiel zweiter Gattung ist die Gesamtheit aller Rationalzahlen
zwischen 0 und 1.

Wir beweisen nun den wichtigen Satz:

Eine jede durch unbeschrinkt veriénderliche reelle Grosse
x definierte Wertmenge y besitzt mindestens eine H#ufungsstelle,




Grundbegriffe. 7

Wir nehmen an, dass sie innerhalb eines endlichen, durch die Werte a
und a-d begrenzten Intervalles gegeben ist. Diese Beschrinkung lassen wir
spiter fallen. Setzen wir noch fest, dass: ,

a+t+d>a
Teilen wir das Intervall in zwei gleiche Teile:
(a, a4 -;—d), (a—}—é—d, a—|—d)
so wird eine Hiufungsstelle entweder im ersten oder zweiten Intervalle oder
endlich in der Mitte liegen. Im letzteren Falle ist der Satz erwiesen. Nehmen

wir an, die unendliche Menge befinde sich im ersten Intervalle, so lassen sich
die unendlich vielen Werte einschliessen in die Grenzen:

b, = a-l—al—f} bis bl+%

0<e <1

wobei :
ferner in das Intervall:

d .. d
by =1b,+ &5z bis b+
u. 8. W., bis endlich in das Intervall:

, b= bus v s byt
Nun ist aber:
d
b1=a+el-2—
d d
ba—“+81?+ez‘;‘
d d d
b,._a—{—el—gj—}—e,z——l— &g
Sei nun:
=% 1 % % . ., pif=3%
e__2—|—2,—|—2,+ in inf. g0
ferner:

bo=a—+td-s
so ist darch b, die verlangte Stelle definiert.

Dieser Beweis wurde zuerst von Bolzano gegeben aber von Weierstrass
vervollstindigt. Dieser Beweis gilt zunachst fiir eine Variable (Mannigfaltigkeit).
Es lésst sich leicht zeigen, dass wenn in einer nfachen Mannigfaltigkeit Stellen
in o Anzahl definiert sind, es mindestens. eine Stelle gibt, die sich dadurch
auszeichnet, dass es in jeder Néhe von ihr unendlich o viele Stellen gibt.

Es wird vielleicht ein Beispiel nicht fiberfliissig sein.

Es sei eine Punktmenge definiert durch:

zy*+1=3z—y*
wobei #(=0,1,2-.- d.h) die Reihe der positiven ganzen Zahlen
durchléuft; y soll wesentlich positiv sein.

Schreiben wir die Gleichung wie folgt:

14y =G —y)
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so sehen wir, dass wenn:
. y<L2 .
z negativ wird, also gehdren jene Werte, fir welche y >2 wird, .nicht zu
definierten:// /Win habenyalso) die Hiufangsstelle je im Intervalle:
<2
zu suchen, da y wesentlich positiv sein soll. Teilen wir nun das gegebene
Intervall in zwei gleiche Teile 0 bis 1 und 1 bis 2. Es entsteht die Frage,
in welchem Intervalle liegt die Haufungsstelle. Setzen wir also:
y=1
80 folgt:
r=1 ' .
Da nun y =1 den Wert « —= 1 gibt, so muss y = 1 der Anfangswert
der Punktmenge sein, also liegt der Hiufungspunkt zwischen den Grenzen:
1<m<2
Gehen wir nun weiter und setzen:

1 3
.'/=?(1+2)=“§
so folgt:
x=4—;—

Zwischen z =1 bis ¢ = 4—;— konnen aber nur vier y Punkte liegen, dem-
nach muss die Hiufungsstelle zwischen den Grenzen: B

3
7 << 2
gelegen sein. Setzen wir ferner:

1 3 7
v=5(+3)=%

x = — 65
also ist y, enthalten zwischen:

so folgt:

3 7
7 <h<Y
In dieser Art fortfahrend konnten wir die Héufungsstelle, die hier offenbar
y = - V3 ist, bestimmen. Wir haben absichtlich dieses Beispiel so behandelt,
um die frilhere etwas abstrakte Beweisfihrung zu illustrieren.
Stellen wir uns also die y Strecke geometrisch dar, so wird:
0 1 4 2 3
etwa von 1 bis 4 das Wertgebiet der definierten Grossen sein. A ist die
Héufungsstelle. Wir haben bisher angenommen, dass z nur eine positive ganze
Zahl sein soll, lassen wir diese Voraussetzung fallen, so #ndert das an der
Sache gar nichts. Auch dann ist 4 ein Hiufungspunkt.

Es ist nun die Beschrinkung zu heben, dass die ¥ Werte innerhalb eines
endlichen Gebietes liegen sollen.

Zu diesem Zweck teilen wir das Intervall in drei Teile:
—®..eq, a--+b, b...+m
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Das erste und letzte Intervall fillt zusammen, wenn man statt = die Variable
¢t einfiihrt, so dass: .

wobei:
alc<Lhb
ist. Dann wird fir x =+ o
b—e
b= b—a

also ein positiver Bruch, also entsprechen die beiden Intervalle:
— ®...q, b...+w

von xr dem Intervalle von (0----41) von £ Dann wird man so verfahren:

Angenommen in @ ---b finde sich keine Hiufungsstelle von z; man fiihre ¢ ein.

Dann hat ¢ sicher, da es eindeutig dem Werte x entspricht, in 0..- 41 eine

Haufungsstelle, die wieder einer Hiufungsstelle von x in einem der Intervalle:
—®. 4

entspricht. Damit ist der obige Satz bewmsen

‘ Daran anschliessend beweisen wir einen zweiten wichtigen Satz:

Wenn eine reelle Variable kleiner bleibt als eine angebbare
Grosse 4, so gibt es fiir sie eine bestimmte Grenze,

d h. es gibt einen Wert a von der Beschaffenheit, dass die Variable nie
grosser wird als a, dass es aber mindestens einen Wert der Variablen gibt, fir
welchen gilt:

a>r>a—4
wo J eine beliebig kleine Grasse ist. Dieser von Bolzano bewiesene Satz, wird
spiter zum Beweise der Existenz einer Wurzel bei den a.lgebmlschen Glei-
chungen beniitzt.

Nach der Behauptung gehoren nicht alle 2 zn den deﬂnierten, doch wissen

wir, dass Werte von:

x<lA
dazu gehodren; iber die Werte:

x> A
konnen wir nur aussagen, dass es unter ihnen solche geben kann, die zu den
definierten gehoren, dagegen konnen wir behaupten, dass es unter 1hnen gewiss
solche gibt, die zu den definierten nicht gehdren und zwar o viele.
Ebenso kénnen wir eine Grenze D angeben, oberhalb welcher es sicher keinen
definierten Wert geben kann, d. b. es gibt kein:

z> A+ D.

Indem wir nun analog verfahren, wie im vorhergehenden Beweise, gelangen
wir durch Halbierung der Intervalle zu der gewiinschten Grenze:

a=a4D(Grtghter )
wobei @< 1 anzunehmen sind.

Auf den ersten Blick mochte es scheinen, dass dieser Satz selbstverstﬁ.nd-
lich ist. In der That, solange man ihn geometrisch interpretiert, ist dieses der
Fall Wir missen ihn aber rein algebraisch beweisen konnen und algebraisch
ist er nicht sofort einleuchend.
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Figur 1.

o~

Man darf also nicht sagen: Gehdren nicht alle  zu den definierten,
sondern nur jene, die kleiner sind als eine angebbare Grdsse, dann gibt es ein
grosstes z.

Um dieses einzusehen, wollen wir eine geometrische Betrachtung einschalten.

Denken wir uns eine gleichseitige Hyperbel, bezogen auf ihre Achsen als
Koordinaten und auf dieser gleiche Bogenstiicke abgeschnitten:

MMy == MyMy == MM, == + +
dann definieren -ihre. Projektionen eine Punktreihe:
X X Ty Ty oot

auf der Abcissenachse. Alle so erhaltenen Abscissen sind kleiner als jeme
der Asymptote. Es gibt kein grdsstes x, sondern nur eine Grenze a,
der die z beliebig nahe kommen kdnnen.

§ 2. Die geschichtliche Entwicklung des Funktionshegriffes.

Fir Leibnitz, den Begriinder der Funktionentheorie, waren die Begriffe
algebraischer Ausdruck und Funktion gleich.

Funktion im Sinne Leibnitz’ war ein jeder Ausdruck, der aus
einer oder mehreren variablen Gréssen durch in endlicher An-
zahl wiederholte Anwendung der Elementaroperationen ent-
standen ist.

Er schrieb also:

. y=1()
wobei f einen algebraischen Ausdruck bezeichnet und sagte, y sei eine Funktion
von z.

Indem man sich das Problem vorlegte, # zn bestimmen, wenn y gegeben
war, so hat man eingesehen, dass eine endliche Wiederholung der Elementar-
operationen nicht geniigt. Zu dieser Ueberzeugung kam man bei der Einfiihrung
der inversen Operationen.

. Man definierte nun die Funktion ganz allgemein: Es sind n Abhdngig-
keiten gegeben von n}+m Ver&inderlichen gleich 0 gesetzt, also:
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[1@ %%y -+« Tug) =0
fz(zlznxa c e Tppm) =0
fi@ %%y -+« Tutw) =0
Man soll, indem m der Variablen bestimmte Werte zuerteilt
werden, das Wertsystem der dbrigen bestimmen.

So fassten Euler, Lagrange, Lacroix etc. den Funktionsbegriff auf.

Noch abstrakter wurde der Funktionsbegrif von Johann Bernoulli auf-
gefasst:

Wenn n-}m Griossen-in einer solchen Abhéingigkeit stehen,
dass bestimmmten Werten der m Grdssen ein System bestimmter
Werte der n ibrigen entspricht, dann ist jede der letzteren eine
Funktion der m Gréssen.

In diesem Sinne ist z. B. die Ausdehnung eine Funktion der Temperatur.
Diese Definition ist allgemeiner als die vorhergehende, da sie keinen algebrai-
schen Ausdruck voraussetzt.

Einen wesentlichen Wendepunkt in der Geschichte des Funktionsbegriffes
bildet die Einfilhrung der Stetigkeit. Man hatte eine Eigenschaft der ste-
tigen Funktionen entdeckt, die viel versprechend schien.

Fiir eine stetige Funktion l4sst sich leicht der Begriff eines bestimmten
Integrals fixieren. Man glaubte nun, dass sich sodann eine jede stetige Funktion
durch die Fouriersche Reihe rechnerisch darstellen lasse.

Fourier stellte 1807 die Behauptung auf: Wenn man in der Reihe
2 (@« sin %z - b, cOS xx)

x=0

v AT
bo= 5 f f(c)da)
1 s
be=—— /f(a)cas:::ada

+n
1 .
Ay — 7 ff(a)smnada
-7

getzt, so stellt diese Reihe allemal fiir jeden Wert von « zwischen — ~ und
~+ = die Funktion f(z) dar.
Spiter hat (1829) Dirichlet noch gezeigt, dass die Fouriersche Reihe fir

eine Funktion, die

«) nicht unendlich wird,

f) nicht unendlich viel Unstetigkeiten,

7) nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt,
konvergiert gegen den Wert der Funktion an' allen Stellen, ausser-den Un-
stetigkeitsstellen, wo sie gegen den Mittelwert aus beiderseitigen Grenzwerten
konvergiert. Es sind dieses die sog. Dirichletschen Bedingungen. Da-
bei muss man aber mit Riemann von vornhinein festsetzen, dass der Wert einer
Funktion an einer Unstetigkeitsstelle dem Mittelwerte aus den beiderseitigen
Grenzwerten gleich sein soll. Doch sind anch dann die Dirichletschen Be-
dingungen keine notwendige, sondern nur hinreichende.
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Spiiter konnte man noch die Darstellbarkeit so weit erweitern, dass man
(Hankel 1870, Universititsschrift) behauptete, ,es sei durch Dirichlet, Lipschitz
und Riemann erwiesen, dass alle stetigen Funktionen in eine Fouriersche Reihe
entwickelbar, sind% P:odu Bois-Reymond bewies aber die Unhaltba.rkelt dieses
Satzes, indem er ein Beispiel gab, dass dieses nicht stattfindet.

Das Du Bois Reymondsche Beispiel lésst sich einfach wie folgt a.ngeben:
Das Intervall von - bis 0 sei in ® viele bis zur 0 werdende Intervalle

2

eingeteilt:
T .,...r T .,..7 T,
. 2 n’ @ @’ @ @’
wobei :
*=1.3.5...22+41
und

Lim py =
sein soll. Im Aten Intervalle sei eine Funktion:

f(B) = c1sin (A8)
Wo ¢z --- eine bis zar Null abnehmende Reihe bilden. Diese Funktion ist
a priori stetig; sie nimmt, wenn sich g der Stelle 0 nihert, mit o vielen
Maximis und Minimis ab. -

Wir setzen fest, dass fir 8 =10 auch f(8)=0 sei. Dann lisst sich
zeigen, dass die Fouriersche Reihe, welche die angegebene stetige Funktion
sonst darstellt, an der Stelle 0 nicht konvergiert.

Mit diesem Beweise erhielt auch diese Definition der Funktion den
Todesstoss.

Auch eine andere Elgenschaft die man fir stetige Funktion als selbst-
verstindlich ansah, nimlich die Existenz des Differentialquotienten, erwies sich
als unrichtig. Funktionen oben betrachteter Art, also z. B. die Funktionen:

bsin at 4 b®sin a*t 4 b®sin ®t - - - -
b cos et -} b* cos a?t |- b cosa®t 4 - - -
wobei: » °
e und b positive Zahlen
b<l, ab>1
sind, wie wir im nachstehenden Paragraphen nachweisen, stetige Funktionen,
die keinen Differenzialquotienten besitzen. -

Wenn wir auch in der Stetigkeit das Charakteristische der ,vernfinftigen
Funktionen“, wie sie Jacobi nennt, erblicken und es mit Heine (Handbuch
der Kugelfunktionen, 2. Aufl,, I, p. 35) dahingestellt sein lassen, ob die unstetigen
Funktionen iiberhaupt in der Natur vorkommen, so sehen wir dennoch ein, dass
die Fourierschen Reihen sich zur Definition der Funktion nicht eignen.

Ist die Funktion etwas anderes, als nur ein formales Resultat, der aus
_Okonomischen Riicksichten eingefiihrten Schreibweise fiir einfaches Zéhlen, dann
existiert sie sicher als ein selbstéindiger Begriff, dem gewisse Eigenschaften zu-
kommen. Und diese zu suchen ist die Aufgabe der Funktionentheorie.

Wir haben bisher nur reelle Grossen im Auge gehabt. Von Euler wurden
zuerst die komplexen Argumente eingefiihrt. KEuler bewies die Gleichung:

e*' = cosx}isinx
‘ Durch Einfiihrung komplexer Argumente wurden friiher isoliert stehende
Funktionen mit einander verbunden. Hieraus ergibt sich ohne weiteres, dass
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fir die Erkenntnis der Eigenschaften der Funktionen die Einfihrung komplexer
Argumente unerliisslich ist. Noch klarer tritt das bei den periodischen Funktionen
zu tage.

Fiir die’'Teilungder’ periodischen Funktion sin z besteht die Gleichung:

sinz = R, (sm i”—)
n

d. h. sin « ist eine rationale Funktion vom Grade »n des Argumentes sin %

Bei den elliptischen Funktionen findet man aber eine Funktion vom Grade n2.

Nun ldsst sich aber leicht zeigen, dass eine Funktion zwei reelle Perioden
nicht haben kann.

Denn seien a und b reelle inkommensurable Grossen und % ein Niherungs-

bruch des Verhiltnisses -Z—, 80 wird:

Q=na—mb=s—"b?, e< |

Da man » so gross nehmen kann als man will, so kann 2 kleiner ge-
macht werden als jede noch so kleine angebbare Grosse und es ist somit klar,
dass es keine doppelt periodische Funktion geben kann, wo das Verhdltnis der
Perioden reell und inkommensurabel ist.

In der That haben die Arbeiten von Abel und Jacobi die Existenz kom-
plexer Perioden bestitigt. Hieraus folgt, dass eine Funktion nur dann gehorig
definiert ist, wenn es feststeht, welche komplexe Werte dem Argumente bei-
gelegt werden diirfen.

Cauchy hat eine Eigenschaft der Funktionen komplexer Variablen entdeckt,
die sich wie folgt ausdriicken lisst: ist

w = f(z)
und
z2=zx41iy
so besteht die Gleichung:
. 0w Ow
Yo dy

Auf Grund dieser Eigenschaft hat nun Riemann wie folgt die Funktion
definiert.
Ist eine Grosse w mit einer anderen z-|-iy in derartiger Verbindung,
dass immer:
. Ow ow

P — ——
ox dy
und w sich dieser Gleichung gemiss stetig &ndert, so ist w eine Funktion des
komplexen Argumentes:
z 41y

Diese Definition der Funktion ist wertvoll, da sie zu einer sehr frucht-
baren Veranschaulichung der Funktionen und ihrer Eigenschaften fiihrt. Prin-
cipiell stellen sich ihr aber Schwierigkeiten entgegen, von denen wir nur eine
hervorheben wollen: In der Definition ist die Notwendigkeit eines Differential-
quotienten ausgesprochen, aber nicht begriindet. Abgesehen davon, wie wir
friiher erwiihnt haben und sogleich beweisen werden, dass es Abhiingigkeiten
gibt, die nicht immer einen Differentialquotienten besitzen, ist der Begriff des
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Differentialquotienten ein viel zu komplizierter, als dass er an die Spitze einer
w fundamentalen Definition gestellt werden kdnnte.

Nebenbei gibt es noch eine principielle Schwierigkeit. In Riemanns De-
finition 'ist 'der" Begriff 'der’ Funktion noch zu sehr an den algebraischen Aus-
druck gebunden.

Ein algebraischer Ausdruck ist allein nicht imstande eine Funktion zu
definieren.

Tannery hat auf die Funktion:
142 x «? x*
(p(x)_ 1—2z +2.’C’—1+2$‘—1 +2.’E8—1 + °ot
aufmerksam gemacht.

Der Konvergenzbereich dieser Reihe besteht aus zwei durch die Peripherie
des Einheitskreises getrennten Stiicken. Der Ausdruck selbst wird fir:

|z} <1 immer = 41
|z >1 immer = — 1
und ist fir |x| = 1 divergent.
Seien nun ¥, und F, zwei beliebige Funktionen von z, so stellt die Funktion:

5 EA+F) +p@ 5 F —F)

fiir:
e <1

e >1

die Funktion ¥, dagegen fiir:

die Funktion F; dar.

Wir sind also im stande zwei willkiirlich gegebene Funktionen durch
denselben Ausdruck darzustellen. Weierstrass war der erste, der darauf auf-
merksam gemacht hat, dass die beiden Begriffe, algebraischer Ausdruck und
Funktion, sich nicht decken.

Indem nun Weierstrass als Element der Fanktion die Potenzreihe:

felog=aE—a
1,0

auffasst, beweist er, dass man dem Princip der Stetigkeit geniigen kann, wenn
man den Begriff der gleichm#ssigen Konvergenz einfilhrt. Durch die Ein-
filrung des Begriffes der ineinander fortsetzbaren Reihen wird es
dann moglich, eine Definition der Funktion zu geben, die vorderhand als die
beste bezeichnet werden muss.

§ 3. Riemann-Cauchys Funktionentheorie.

Sobald wir die Annahme der Permanenz der formalen Gesetze
machen, ist die allgemeinste Zahlenform gegeben durch:

z2=2x-}1y
Es lisst sich zeigen, dass die Einfiihrung anderer Einheiten als:
lud i=V—1
unniitz ist. Das wurde u. a. von Weierstrass und Dedekind gezeigt.
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Fiir unsere Zahlenform existieren folgende Principe:

a) das associative Princip:

ab.e =a-be, (a+4+bd)4c=a+4(b+4c)
g) das kommutative Princip:
ab=0ba, atb=0b+4a
y) das distributive Princip:
a(b+c)=ab+ac

Wollte man andere Einheiten einfiihren, die aus 1 und V1 nicht ableitbar

sind, so miisste eins von diesen Principen aufgegeben werden.
So hat z B." Hamilton die Quaternionen eingefiihrt:

e = o, a,itayj+ ek

" wobei:
i’=j’= k——1
ij4ji=0
tk4+ki=0
Bjt- k=0,

demnach besteht fiir die aus solchen Einheiten gebildeten Zahlen das kommu-
tative Princip nicht. Fir die Schefflerschen Grﬁssen

ae=¢y+e, V—14a,V
gilt wieder das distributive Princip nicht.

Setzt man:

=17 CoS¢

y=rsing
so folgt:

z2=r (cosgp—ising)=rei?

Dabei wird » der Modul und ¢ das Argument genannt. Die geometrische
Darstellung, die wir als bekannt voraussetzen, ist an den nachstehenden Figuren
unmittelbar klar:

Figur 2. Figur 8.
+ +
x +
r
Y
x +7
0 7 +1

Sei nun f(2) eine Funktion von z von der Beschaffenheit, dass jedem Wert

von z wenigstens ein bestimmter Wert von f(z) entspricht, dann wird:
w=f()=f(z+iy) =u+tiv

sein, wobei # und v im allgemeinen Funktionen von x, y sein werden.

‘Wihlen wir nun fiir », » eine dhnliche Abbildung wie fiir x, y, so erhalten
wir eine neue Ebene.

Fir die Darstellung einer komplexen Funktion von oben angefiihrter
Beschaffenheit branchen wir also zwei Bildebenen.
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Wir wollen ein paar wichtige Abbildungen kennen lernen. Wihlen wir:

0 =C082
Figur 4. 80 wird:
. v -y —e—y
+1 w=f—-—|—;f——cosz—|—i”—2—e—smz
also:
. p ¥ e 4
w U= —f-—jTTe—- cosz
o —e—¥
= ———sinx
) 2
Lassen wir nun den Punkt 2z eine Kurve
0 u +1  durchlaufen, so wird auch der Punkt » eine Kurve
darchlaufen.

Setzen wir z. B. y — konstant, x beliebig, so folgt durch Elimination von z
aus den beiden Rleichungen:

2u d 2v o
(77=) +(G2m) =
d. h. der Punkt w wird eine Ellipse durchlaufen.

Ist = konstant, y aber variabel, dann ergibt sich:
u® ot
‘cos®z  sin’r
also die Gleichung einer Hyperbel, welche mit der friiher betrachteten Ellipse
homofokal ist.
Ein anderes Beispiel liefert die Funktion:

1

W= —

2

Hier wird:

6=
S
__ Y _
Ty

also:
(@07 @4y =1
Diese Gleichung interpretiert in unserem Sinne die fiir die mathematische
Physik so wichtige Transformation durch reciproke Radien. Auch das
erst angefithrte Beispiel hat eine #hnliche Bedeutung, denn es stellt die Beziehung
zwischen den rechtwinkligen und den sogenannten elliptischen Coordinaten dar.

Man entnimmt hieraus, dass das Studium derartiger Abbildungen an und
fiir sich nicht ohne Interesse ist.

Wir milssen unterscheiden zwischen komplexen Funktionen und
Funktionen komplexer Variablen. Wir haben zuerst nachzusehen, wann
eine komplexe Funktion die Funktion einer komplexen Variablen wird, d. b.:

Unter welchen Bedingungen stellt:

w=u-}1iv
eine Funktion von:

z=z-4iy
dar.
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PROSPEKT.

Dieses Werk, welchem kein &hnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4
Ieften zu dem billigen Preise von 25 . pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig-
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgeblete der Mathematik, Physik,
Mechanik, math. Geographle, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-,
Briicken- und Hochbaues, des konstruktiven Zelchnens etc. etc. und zwar in vollstindig
goldster Form, mit vielen Figuren, Erklirungen nebst Angabe und Entwickelang der
benutzten S8itze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Ldsung
jedermann verstdndlich sein kann, bezw,; wird, wenn eine grissere Anzahl der Hefte er-
schienen ist, da diesolben sich in ihrer Gesamtheit ergéinzem und alsdann auch alle
Telle der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbsténdigen Kapi-
teln angeordnet — vorliegen.

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungellsten Aufgaben beigegeben, welche der
eigenen Ldsung (in analoger Form, wie die beziiglichen gelésten Aufgaben) des Studierenden
tiberlassen bleiben, und zogleich von den Herren Lehrern fiir den Schulunterricht benutzt
werden kdnnen. — Die Lisungen hierzu werden spiter in besonderen Heften for die Hand des
Lehrers erscheinen. Am Schlusse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich-
nis, Berichtigungen und erliuternde Erkliirungen iber das betreffende Kapitel zur Ausgabe.

Das Werk behandelt zunichst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL, Ord., gleich-
berechtigten hiheren Blirgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro-
gymnasien, Schullehrer-Seminaren, Polytechniken, Teehniken, Baugewerkschulen,
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Vorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche
Fortbildungsschulen, Akademien, Universititen, Land- und Forstwissenschaftsschulen,
Militirschulen, Vorbereitungs-Anstalten aller Artem als z. B. fir das Einjihrig-Frei-
" willige- und Offiziers-Examen, etc.

Die -8chiller, Studierenden und Kandidatem der mathematischen, technischen und
naturwissenschaftlichen Fécher, werden durch diese, Schritt filr Schritt geltste, Aufgaben-
sammlung immerwi&hrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehdrten Theorien etc.
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfeblbarem Auffinden der Ldsungen der-
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Priifungen zu 18sen haben, zugleich aber auch
die theraus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefithrt.

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriiftige Stiitze fir den Schul-
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen
Disziplinen — zum Auflgsen von Anfgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er-
ibrigt werden kann, hiermit aber dem Schiller bei seinen h#iuslichen Arbeiten eine voll-
standige Anleitung in die Hinde gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lisen, die ge-
habten Regeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe
und YVerstiindnis fir den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden.

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militirs
etc. etc. soll diese Sammlung zar Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischenm in allen Berufs-
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschungen geben.

Alle Buchhandlungen nebhmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf-
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen
verbreitet. — Wiinsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser,
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung
thunlichst beriicksichtigt.

Stuttgart. Die Verlagshandlung,
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Man hat offenbar:

0z —1 c’)z
ax By
ferner:
ow _Ow 0z _ 0w
Bz 9z 0z 0z
ow __O0w 0z aw
oy =3z 8y ‘o7
also auch:
aw ow
ax ~ 0y

Diese Gleichung stellt das sogenannte Cauchysche Kriterium dar.
Riemann hat auf Grund dieses Kriteriums den Begriff einer Funktion wie
folgt festgesetzt.
Ist eine Grosse » mit einer anderen Grosse:
z=uzx-|1iy
derart in Verbindung, dass stets die Differentialgleichung:
aw ow
Yor T ay
pesteht und w sich ihr gemiss stetig &ndert, so ist w eine Funk-
tion des komplexen Argumentes:

z-+1iy ‘
Das Cauchysche Kriterium kann auch durch nachstehende Systeme ersetzt

werden:
I ou _dv du __  dv
"oz oy’ oy o=
oder: 2
u
m... 3x’+8y 0, e tgs="0
Sei z. B.:
w=2"+}32+1

so wird:
B u=1x"—3ry’+3z}1

v=—y%} 3ya*4 3y
und man erhilt:

ou _0v _ o 2
=gy =3 s
on 80___6x
=T
du | u
ax=+a=—6‘”—6”=°
o

6.1:’ +——7— 6y —6y =10

Cauchys Kriterium ist ein notwendlges. Es kann gezeigt werden, dass
es auch ein hinreichendes ist. Denn eliminiert man unter Zuhilfenahme
des Cauchyschen Kriteriums aus dem Differentinlquotienten dw eine der Variablen,

Léska, Einfihrung in die Funktionentheorie. 2
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etwa z, so fillt auch y aus, d. h. der partielle Differentialquotient wird mit dem
totalen identisch, also w eine Funktion von 2 allein.

Bilden wir nun:

dw | Cidudnidy
T dxf-idy
also wird: e d .
u ) ov
dw _ st alriGEtey
a4z 1+id—
Fihrt man die Gleichungen II ein, S0 folgt
diw
dz 6:1:'+ 6.r
also wird:
N —
dz " dy

unabhéingig. Man konnte also auch die Funktion wie folgt definieren: ,Eine
verdnderliche komplexe Grosse w ist eine Funktion der Ver-
#inderlichen 2, wenn sie sich mit ihr so &ndert, dass der Wert
der Derivierten:
dw
dz
unabh#ngig von dz wird.
Cauchy nennt jene Funktionen monogen, deren Differential ganz un-
abhéingig ist von der Beschaffenheit des Zuwachses
dr—+|idy
derselbe moge reell, rein imaginér oder komplex sein. In der algebraischen
Analysis wird nachgemesen dass alle algebraische Funktionen Exponential-
grossen, Logarithmen und mgonometrlsche Funktionen monogene Funktionen
sind. Zufolge dieser Unabh#ngigkeit existiert noch eine weitere bemerkenswerte
Eigenschaft: die Konformitét der Abbildungen zwischen 2z und w.
Es sei z ein Punkt der vy Ebene und w ein Punkt der uv Ebene. Lésst
man nun die Variable sich unendlich wenig nach zwei Richtungen &ndern, so wird:

Figur 6. Figur 6.
4 v
z .
dz&z, Wy .. %
b4 dz, df" dmf
b

Z .
0 0 u

dz, =dx,+idy,
dz, = dz,+}-idy,
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Man erhélt in beiden Ebenen je drei sich entsprechende Punkte:

z2 2 2z
o wow, w,
Nun ist\aber:
R die _ du-t-ido
dz T d:v—|—z'dy
unabhingig von dz, also muss:
dw, — dw,
od dz,  dz,
or: Cdu,dide,  duyidv,
dr,+idy, ~ dz,--idy,
Setzt man nun: ..
dw, = 9,69, duy= y¢'N
so folgt: A2, =3,6%, dzy =3,
Il-l-e‘(%",l) = ﬁe‘(eu“el)
also: Ne I,
M =_‘9__1_
N2 @

P— @=06,— 6,
d. h. die aus den Punkten (2z,2,) und (ww,w,) gebildeten Dreiecke sind
einander dhnlich. - Von diesem Satz wird in der Kartographie Gebrauch
gemacht.

Wir haben bisher vorausgesetzt, dass jedem Wert von z ein und nur ein
Wert von w entspricht. Derartige Funktionen wollen wir eindeuntige nennen.
Es gibt aber auch Funktionen, bei welchen im allgemeinen jedem Werte von
2 mehrere Werte von « entsprechen; solche wollen wir mehrdeuntige, spezell
ndeutige nennen. So ist z. B.:

w=za+Vz—b
eine zweideutige Funktion, denn wir haben:
“1 —za+Vz—0

. ‘ .
Eine ndeutige Funktion kann Punkte haben, in welchen mehrere Punkte
zusammenfallen. Diese werden Verzweigungspunkte genannt. In dem so-
eben betrachteten Beispiel ist: ;
2 =
éin solcher Verzweigungspunkt. Betrachten wir die Funktion:

w—vz-—ra(oos— 4 sin - 3 (p)

Lisst man z einen vollen Umlauf um den 0Punkt, der hier zugleich Ver-
zweigungspunkt ist, vollenden, so wird:

1
o, =r?[oos%-(q)+2n-)+isin—;—(¢p+2n)]=——w
L#sst man ihn noch einen Umkreis machen, so wird:

0wy = r';- [cos%(¢+4n)+isin%(¢+4w)] =w
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Wir sehen also, dass die Funktion nach einem Umlauf ihren Wert geiindert,
und nach zwei Umldunfen wieder erhalten hat. Es lisst sich zeigen, dass dieses
eine charakteristische Eigenschaft der Verzweigungspunkte ist.

Riemann | hat gezeigt, dass man sich von der Mehrdeutigkeit der Funktjonen
freimachen kann, wenn man sich die nach ihm benannten Flichen konstruiert.

Wir definieren: Eine nblitterige Riemannsche Fliche ist der
geometrische Ort von Punkten, von welchem die urspringlich
ndeutige Funktion jetzt eindeuntig abhéngt.

Riemann denkt sich statt einer & Fliche, mehrere fibereinander gelagert
und zwar n bei einer n-deutigen Funktion. Jedem Punkte in jedem Blatte
entspricht nur ein einziger Wert der Funktion. - In den Verzweigungspunkten,
wo die Funktionswerte zusammenfallen, h&ngen die Blitter zusammen. Beispiel:

w=Vz=1r? (@S—£+tsm£)
Die Funktion w hat die Werte:

w, = rT(cos%-—}—i”sin -gi)
1

0, = rT(cos——q”_l; ki -} isin __(p—|-3-27t)
1 ’ :

W, = r?(cosi__lg_éﬁ_l_ism";—gi’i)

Diese sind identisch mit den » Werten, die man erhilt, wenn die Variable
2 den Verzweigungspunkt z — 0, 1, 2 umkreist.

Figur 7.

C1 W, .A°* B
e
3 We [ A

- Denken wir uns also drei Blitter 11/, 22/, 33’ so verbunden wie die Fiigur
es anzeigt; so sehen wir, dass, wihrend der Punkt 2 den Nullpunkt dreimal
umkreist, der Punkt «w den Weg 12‘...23... 31’1 durchliuft.

Natiirlich muss man sich die drei Flichen 1, 2, 3 und auch den Teil AB

als zusammenfallend denken. Dann erhalt man die Vorstellung einer dreiblitte-
rigen Riemannschen Fliche.

Denkt man sich von dem Punkt w, — 0 ins Unendliche eine Linie gezogen,
lings welcher die Bléitler so zusammengefigt werden, wie es zwischen 4 und
B in der Figur 7 angedeutet, so fiihrt diese den Nainen Verzweigungs-
schnitt. Wir sind also im stande, vermittels der Riemannschen Flichen eine
Funktion iberhaupt so darzustellen, dass immer der bildlichen Darstellung des
2 Punktes eine bestimmte Darstellnng des w Punktes entspricht, so dass alle
Mehrdeutigkeiten vermieden sind.

Der Vorteil, den man erreicht, ist der, dass man klar den Verlanf der

ganzen Funktion uberschaut sobald man s:ch fir diese eine Riemannsche Fliche
konstruiert hat. ‘

y




Riemann-Cauchys Funktionentheorie. a1

Aunsser den Verzwe:gungspnnkten haben wir noch jene Punkte in Betracht
zu ziehen, in welchen die Funktion unstetig wird. . .

Wir haben, zweierlei Unstetngkelt zu betrachten Wird:

f(Z)
fir z = a, von welcher Seite man sich auch der Variablen nahern mag, d. h.:
1 . 1
Lim. ——— == Lim. o——=
flate) fla—e)
fir Lim. e—0, so haben wir eine’ Unstetlgkelt erster Gattung (polare
Unstetlgkelt) Bexsplel

—-—fur --aowud—-—-——o
- Va o Va
Ist dieses nicht der Fall, d. h. ist:

Lim, ———
in. ey 2 i
so haben wir eine Unsbetlgkelt zweiter Gattung. Beispiel:
Sei Lim. e =0, so wird:

. .1
LimeTe =
l

Lime ¢=0

Eine eindeutige Funktion, die keine anderen als pola.re Unstetlgkelben
besitzt, soll eine einwertige genannt werden.
Sel nun @(z) eine einwertige Funktion und

Lim. [(z — a) p(2)] 20
dann wird ¢ (2) fir z=a unendlich gross. Es ist aber moglich, dass es eine
Zahl pn gibt; die grosser als 1 ist und fiir welche:

Lim. [(z — a)* 9 (2)]

einen endlichen Wert besitzt. Sei:
nluLn+1
8o wird: _ Hnt
Lim. [(¢— )+ g(2)] = Lim. |(z — ay+1# (z — a)* p(2)] = 0

dann ist: ' ‘

fE)=(@E—are@
eine Funktion, die fir 2 = a endlich bleibt. Setzen wir:
Lim. (z — a)* ¢(2) = C,,(’=¢) o
80 wird: )

daher:

Lim. [(z— o) p(s) — Ca] = 0
Lim. [(z —a)yle

-]=°
So fortfahrend erhalten wir: '
> C
()= ¢(2)+2 (sza)T
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@(2) ist dann fir z=—a endlich und eindeutig. Dass die Unstetigkeit,
}v?lche urch das Unendlichwerden nter Gattung entsteht, eine polare ist,
olgt aus: A

O =G
1 __(z—a)y
‘ ' f@ —  F()
Denn es ist F'(2) =0, aber endlich also:
=0

f (z) .
Umgekehrt ist eine Funktion in einem Punkte unstetig, so kann sie nur
unendlich von bestimmter Ordnung sein. Daraus folgt aber, dass ein Punkt =z,
in dessen Bereiche die Funktion nach z— a entwickelt, unendlich viele negative
Potenzen enthélt, nicht polarunstetig sein kann, sondern wesentlich unstetig
von zweiter Gattung sein muss.
Weierstrass nennt die Unstetigkeit erster Art (polare Unstetigkeit) eine
ausservivlesentllch- die Unstetigkeit zwelter Art eine wesentlich- sxngu-
lare Stelle. .

§ 4. Theorie der ‘komplexen Integrale. |

Die imagindren Grossen wurden frithzeitig in die Integralrechnung ein-
gefihrt. Euler und Laplace substitnieren oft 1magmare Werte in Integrale
und leiten so neue ab. o

So setzt z. B. Euler in das Integral:

1
h — x° L ﬁ+
af Toge dz =log — aFT

a = ui, f=mi, wodurch:
z® = e*¢18= — cos (u log x) -} i sin (xlogx)
und ana.log xf sich darstellt. Darum erhalt er: S

f cos (mlog z) — cos (u log x) da /‘sm (m log x) — sin (u log x) dz
log = log z

mi+1 1 1 +
Wikl g log 1+u’+‘“°tg1+mu

Durch Trennung des reellen Teﬂes vom 1mag1n§,ren erhilt man zwei neue
Integrale.

Weiter ging Poisson (1811), der zeigt, dass ma.n die gewdhnliche Definition
des bestimmten Integrals nicht ohne weiteres auf das komplexe Integral iiber-
tragen darf. Canchy und Riemann haben spiter dargethan, dass der Wert
eines komplexen Integrals vom Integrationsweg abhiéngt.

Seien also:

[}

log

u=g@y) v=1y(y)
zwei beliebige reelle Funktionen, dann definieren wir das Integral:

b
. fudo
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durch:

Uyo (99— D) Fthag (g —¥5) + .. ..
wobei dem Kurvenstiick ab die Punkte 1, 2, 3.... angehdren (sieche Figur 8),

Figur 8. Figur 9.
Yy
u %
Z A
a
Z
0 L4 0 g

u,, ist der Mittelwert der Funktion zwischen den Punkten 1 und 2 etec.

Uns interessiert zundichst jener Fall, wo die Kurve eine geschlossene ist.
Sei sodann (siehe Figur 9):

.

=2

_ Fow
u= Ty dy

also ein Integrationselement:

_ Fow
Uy, (g —0,) —;/‘Wd!/ dx
Wir haben also, wenn wir tiber die ganze Kurve integrieren:
/wdx—ff———dy dz
Analog wenn wir dle Fléche parallel zn x zerlegen:
ow
[w dy=/ —a—x-da: dy

Setzten wir in diese allgemeinen Transformationsformeln eines Fléchen-
integrals ein Linienintegral, das eine Mal & — v, sodann « — %, und addieren,

so folgt: 5
Jdu u
f(udx—{-—udy) ff((')v -+ az)da: dy
Sei nun:
w=u-tiv

eine Funktion komplexer Variablen, so ist bekanntlich:

Ju , du

Ty Taz=0
also wird auch:
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Wird wieder das eine Mal w — u, sodann w — — v gesetzt, so. folgt
analog: . S

i '/(udav-—-vdy) =0
. A
Da nun: -

f(e)dz= (u+iv) (dz+tidy) =(udx —vdy)t+i(udy+vdz)
ist, so wird: '

ff(z)dz =f(udx——-vdy)+i/(udy—|—vda:) :
also: 4 4 4 A ‘ ‘

_/f(z)dz:O ‘

Dabei ist aber zu merken, dass sich die Integration iiber die Begrenzung
einer Fliche erstreckt, die geschlossen ist und innerhalb welcher die Funktion
itberall stetig, endlich und eindeutig bleibt. Derartige Funktionen sollen kurz
nach Cauchy synektische Funktionen genannt werden.

Liegt anf dem Integrationswege ein Punkt, in welchem die Funktion zwar
eindeutig, aber nicht mebr endlich oder stetig ist, so kann dieser durch ent-
sprechende Wahl des Integrationsweges umgangen werden.

Figur 10. Figur 11,

) (T

Liegt er im innern, so kann er dadurch eingeschlossen werden, dass man
ihn mit einem sehr kleinen Kreis einschliesst, dessen Peripherie mit dem Inte-
grationswege verbunden wird. Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo f(2)
fiir 2 = a unendlich wird, wobei aber zunichst vorausgesetzt werden soll, dass a
kein Verzweigungspunkt ist.

- Sei also: ‘ d
[t@dz= [—a) {z(zl,;
A A
Setzt man:
Z2—qa=—1recl?
s0 wird:
dz —ird
t—a =1tr (p

also: o
[fr@dar=i [[c—au@ldg

Das Integral ist von » unabhingig, lassen wir » sich der Grenze 0 n#hern,
so nihert sich 2 immer mehr dem Punkte a.
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Sei also: R oo
Lim. [(z — a)4(2)] =p fir z=a
/f(z)dz: 2rpi

p fihrt nach Cauchy den Namen Residuum.
Sind mnerhalb des Integrationsintervalles mehrere solche Punkte vorhanden,

dann ist:
ff(z)dz_ 27iZpy

Ehe wir weiter gehen, wollen wir zeigen, wie die hier angefﬂhrten Satze
zar Agswertnng hestimmter Integrale beniitzt werden kdnnen. ' :
ei:

s0 wird:

go—1

‘142
und a eine reelle Zahl ‘
Hier sind zwei Punkte zu berticksichtigen: _

fle)=

(2) 0 (z) = — 1
Zum Integrationsweg wihlen wir einen, Halbkreis:
Figur 12."

+1 .

A

AB 0 DEO G H
Schhesst man die Punkte 0 =0 und 0’ = — 1 durch die Halbkreise EFG

und BCD aus, so wird das Integral iber:

= ABCDEFGHJA): 0 .

weil dieser Integrationsweg keinen der beiden Punkte einschliesst.
Nun ist:

J = (4B)+(BCD)+(DE)+ (EF6)+ (G H) -+ (HJ 4)

Ferner wird:
(BCD) = —mip,

weil hier bloss der Halbkreis in Betracht gezogen wird.

pr=Lm.[f() e+ D} = —1=(—1°?

= (coS7w-}8in7m)s=1
: = [eos (@ — 1) w41 sin (@ — 1) =]

daher das Integral iiber: :.. :
(BCD) = —mi[cos(@a— 1) w1 sin(a — 1) =]
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Ferner haben wir das Integral iiber:

(EFG) =0
weil p, = 0.
Analog ist fir ¥='04 — o das Integral iiber:
(HJ4)=0

denn: o
. o )
HIA) =i [r°-le'?e—Drei? o s f Tl ipeg
W=t [y o= oz
" T r

z=re'¢
gesetzt haben. Doch muss fiir » = w @ negativ sein, dann ist das Integral
bestimmt gleich 0.

Wir haben also die Bedingung:

wobei wir:

0<£LaLl
Was nun die Integrale diber (4B) und (DE) betrifft, so setze man fiir:
Z....—x=x-(co8 7z i sin )

daher:
(—z)s-1=2a"—1[cos (& — 1) w~}i sin (@ — 1) ]
Sodann ist das Integral iber:

xo—1

B+ (B = [+

0
Denn wenn die Radien der unendlich kleinen Halbkreise BCD und EFG
zusammenfallen, so fallen die Punkte BCD und EFG in die Gerade 04 und
es fallen sodann auch B mit D, sowie E mit 0 zusammen.

Fassen wir alles bisher Gewonnene zusammen, so wird:
? xa—1 * po—1
0= [—~———dx—[cos(a— 1)} isin(a—1)n] dzx
14 —
hes [1==

—mi[cos(a —1)m—isin(a — 1) ]
Trennen wir den reellen Teil vom imaginiren und betrachten die beiden

Integrale als Unbekannte, so lassen sich diese aus den gewonnenen Gleichungen
berechnen und man hat:

A xd—l d 7T
142 r= sin(@a—1)n
]

[cos(@a—1)m}isin(a —1)=]dz

—Z

0<a<Ll
i P
11—z 7 tgla—D=

(1}
Wir haben bisher angenommen, dass der Integrationsweg sich nur einmal
um einen kritischen Punkt windet. Diese Voraussetzung lassen wir fallen.
Wir nehmen zundchst an, der Integrationsweg sei (ABCDEF A), wobei
also der kritische Punkt @ zweimal umkreist wird (siche Figur 13).
Ziehen wir die Wege AE und 4D, dann erhdlt der Raum ADE den
Verzweigungspunkt nicht mehr. Fiir diesen Raum gilt der Satz:

, (DE)--(E4)+(4D) = 0
daher: (DE) = (4E) (D 4)
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Sodann ist:
(ABCDEFA)= (ABCDA)-}(4ECFA)

Die Integrale iiber die beiden letzten Wege sind synektisch.
Jedes von ihnen besitzt den Wert 27s¢p, daher hat man:
(ABCDEFA)=4nip
Aehnlich hat man fiir eine dreimalige Umkreisung (siehe Figur 14).

Figur 18, Figur 14,

(ABCDEFG 4) = (ABCDEA)-(4FG 4)
=4pri+2pmi= Gpn-z
und allgemein fiir eine nmalige Umkreisung:

/ =+2nmip -
wobei natiirlich nur ein einziger Verzweigungspunkt angenommen wird.
" Nehmen wir nun an, wir hatten das Integral:

/ f@)dz

welches in 2 = ¢ einen Unstetigkeltspunkt besitzt. Die Funktion f(2) sei eine
ndeutige (siehe Figur 15). :
Figur 15.

Dann geht der Wert 2 von 4 nach b auf dem Wege:
(@al2...nd)
wobei der Punkt ¢ »mal umkreist w1rd.

Zeichnen wir einen neuen Weg (¢ F'Eb), so w1rd nach dem frﬁheren das
Integral iiber:
(e12.. nEFa) +2npi
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Da die Fliche (¢ FEb) keinen kritischen Punkt einschliesst, so ist:
(aFE) = (b E)+(ab)

Naun ist: ;
(a12...nEb)=(al2...0E){(Eb)
=(al2...nE)+(ab){(EFa)
) =(al2...nEFa)- (abd)
also das Integral: ' '

ff(z) dz = (ab)-l_-2npi.

Nun bedeutet (ad) nichts anderes als dasselbe Integral mit Rilcksicht auf
die einfachste Form des Ueberganges. Allgemein haben wir also:

ff(z)dz = (ff(z)dz T 2nnip

So wird z B.:
fi:— =logzt2nmi
1

da hier p=1. Es gilt als Regel, dass bei 2nmip das Plus- oder Minuszeichen
zu nehmen ist, je nachdem der Integrationsweg in der Richtung der wachsenden
Winkel durchlaufen wird oder umgekehrt.
Wir wollen diese S#tze zu wichtigen Folgerungen beniltzen:
Nehmen wir an, eine Funktion f(z) sei
Figur 16 in dem durch die beiden Kreise R und r um
gur 28 Nullpunkt herum begrenzten Ring eindeutig
und stetig. Sodann wird es auch die Funktion:
Z2—a
(@)
jedoch mit Ausnahme des Punktes a.

Nach unserem Fundamentalsatze fiir
synektische Funktionen ist also:

[0 gy (1O g,y f f@)_,

2—a

wobei sich die Inbegratmnen ﬂber die durch
die Radien angezelgten Kreise erstrecken.
Betrachten wir nun dle Integrale einzeln, so

wird, wenn:
2= a-}oe?

f 1@ g, — f f(a+ee®)dg
also fiir unendlich klemes e:
| f f®_4; — 3f ()

gesetzt wird:
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In: ' f(2) iz Lo
Zz2—a
ist offenbar; @< (B)

® also kdnnen wir schreiben:

[Fae= [0 %
e L8 o= AL
demnach wird:
f(a)——(z ~ff() dot3L /f(z) z"dz)

/18 e 52

analog wird:

dabei ist:

ff(z)z*dz— ff(re“i’)r"e‘"?dtp

Nehmen wir r =0, d. h. den Konvergenzberelch fm- z, durch den Krels
mit dem Radius R begrenzt an, so wird: ,

f(R?)
fl@)= f a9
Vergleicht man diese Entmckelung mlt jener von Maclaunn, so folgt:
! f(Re‘v)
(& "
f ’(0) Treve d

Wir konnen noch zeigen, wie die Fourierschen Relhen m1t unseren Ent-
wickelungen zusammenhéngen. Setzen wir:
27,

b—e® ° .

f@ =1 (52108b) = 9 )
oder allgemeiner, wegen der Vieldeutigkeit von log b:

fla) = (-—'Q—.logb—}—uﬂ)
wobei » eine beliebige ganze Zahl ist. Soll diese Gleichung bestehen, so muss:
(@) = fa+ Q)
d. h. die Funktion ¢ eine Periode £ haben. Also nur fiir solche Funktionen
gelten die nachstehenden Ueberlegungen. Dann wird aber @ (b) solange stetig
und eindeutig, solange es f(a) ist. Sei nun f(a) stetig und eindeutig innerhalb

des mit dem Radius B bezeichneten Kreises. Suchen wir nun die Grenzen
_von b. KEs war:

dann wird:

27t4

b= °
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Setzen w1r also:
80 wird:

a = Reé'?

b— e—%x(nlnw-—tcosq:)
der Modul von b ist also: ‘
27T
e——n—ndnq:

und seine Grenzen sind:
27

_ ® + LI
demzufolge bleibt ¢(b) eindeutig und stetig innerhalb eines nges, dessen
Radien durch die soeben angezeigten Werte gegeben sind. :

‘Wir haben also:

0= (3 202 1y S T inmerin)

Nimmt man » =0 und setzt:
>
27

2 -
f(@) = _1§ [t@ax [1+22ms Anm (a—l)]

dieses ist die bekannte Fouriersche Formel.

Gehen wir von bekannten Funktionen aus, so gibt uns also die funktional-
theoretische Ableitung Mittel an die Hand, den Konvergenzradins der Reihen-
entwicklung zu bestimmen.

=
so folgt:

§ 5. Fortsetzung der Funktionentheorie nach Riemanns Anschauung.

Wir behaupten: Wenn eine einwertige Funktion nie unendlich
wird, so ist sie eine konstante.

Um diesen Satz zu erweisen, beniitzen wir die Gleichung:
__1  rf(z)ad=
fO = 27i f z2—t

Die Integration soll anf den Umfang eines Kreises mit dem Radius r be-
zogen werden. Setzen wir also:

2=1re9
80 wird:
dz ,
> e
also:

0= [

) = - - /‘f(re‘¢)d¢p

re“l’
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da die Funktion nie unendlich wird und einwertig ist, so kann r beliebig gross
genommen werden. Sei alsp » = », dann wird:

0= 5 [ 1reév)dg

Da nun das Integral von ¢ nicht abh#ingt, so muss f(f) eine Konstante
sein. Daraus folgt, dass eine einwertige Funktion wenigstens fiir
irgend einen Wert der Variablen unendlich gross sein muss. Sie
muss aber auch Null werden. Denn wire ¢(2) nicht 0, so kdnnte:

A
?(2)
nicht  werden, also wire eine Konstante und demzufolge auch ¢(2), was wider
die Voraussetzung ist.
Weiter kdnnen wir behaupten, dass eine einwertige Funktion mindestens

einmal irgend einen vorgeschriecbenen Wert annehmen muss. Denn wire nicht
wenigstens einmal:
p(z) =k

p)—k
nie 0, also eine Konstante, was wider die Voraussetzung ist.

Wir behaupten: Eine einwertige Funktion ist auf eine Kon-
stante bestimmt, sobald fiir jeden Unstetigkeitspunkt eine Funktion
gegeben ist, die in diesem Punkt genau so unendlich wird, wie
die gegebene Funktion, sonst aber endlich und stetig bleibt. Sei
f(2) die gegebene Funktion und

a,ay, - a,

80 wire:

die Unstetigkeitspunkte, sowie:

P1(2) P(2) -+ * Pal2)
Funktionen, die sonst endlich und stetig nur an diesen Punkten « wie die Funktion
selbst werden.

Man kann schreiben:
@ =9@+v.()
fir 2 = a, wird f(2) ebenso o gross wie ¢,(2). Da nun ¢, (¢) fiir 2 = @, end-
lich bleibt, so muss (2) hier unendlich werden, also wird analog:
¥,(2) = ¢:(2) ¢, (2)
So fortfahrend gelangen wir bis:
Yum1(2) = 9u()) + ¥0(2)

wo ,(2) nirgends mehr o gross wird, also eine Konstante ist. Sei diese C,

8o wird:
@) =0, + @+ 9@+ @(+C
Wir geben ein Beispiel ans der Theorie der Gammafunktion.

Es soll eine Funktion gefanden werden, welche fiir simtliche reelle, ganze,
negative Werte — (m 1) des Argumentes z = z -}~ iy unendlich gross wird, wie:
_ (=D~ 1

Pm() = 1:2:8...m z+m- 1
und fir # = n4 o unendlich gross wird, wie:
1:2:3...(n—1)n
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dagegen fiir z — — @ gleich Null wird. Ferner soll noch festgesetzt werden,
dass fiir z = 0 der Wert der Funktlon =1 sein soll. Dadurch wird die additive
Konstante C bestimmt.

Wir/ haben o
fO=1O+ S gm0)+C
f,(@) soll fir jedes endliche z endlich dagegen far: _
2= iy

den Wert o annehmen.
Wir schreiben, indem wir die Briiche zusammenziehen :

T fz(zr k) ’
f(z) = Lim, [(z+ 1) (z+ 2) . -(z+k)]k=n

fir z=0 soll f(2) =1 werden, also kann man:
f1() =1-2:3 .- kfy (5, k)

setzen. Dadurch wird:

©1-2.8..-k
=t |y ern oY)
" Nun soll fir 2= —m — 1 die Funktion gleich sein:
(== 1
Wir haben also: 1.2.:;"(”"6) z+m+1( )
. 3(2 (=1~
Lim T mle —m =17 = ]

der:
o Lim. [f,(z,k)-(k—m) (k¢ —m 1) -- - (k—1)k] =1
Wir haben also:
Lim. f, (z, k) = k—=—!

Lim. fy(z, k) = &*

. klke
1) = Lin. | G Ty 60
wird. Die soeben gewonnene Funktion besitzt alle Eigenschaften, nur noch soll
fir 2=o=mn, f(2) =1-2:3 ... n sein. Hieraus folgt, dass:
fiek) =1
genommen werden musss, denn f,(zk) ist eine einwertige Funktion, die nie un-
endlich wird, also eine Konstante. Also ist:

f(2) = Lim. [(z+ 1)k!kz(z+k)];=u

und dieser Ausdruck gilt fiir alle imaginire Werte von z. Es ist dies der be-
kannte Ausdruck fiir die Gammafunktion, den wir rein theoretisch abgeleltet
haben.

oder allgemein:

so dass also:

,__-n




Preisgekront in Frankfurt a. M. 1881.

Der ausfiihrliche Prospekt und das ausfilhrliche Inhalts-
verzeichnis der ,vollstindig geldsten Aufgabensammlung von
Dr. Ad. Kleyer“ kann von jeder Buchhandlung, sowie von der
Verlagshandlung gratis und portofrei bezogen werden.

Bemerkt sei hier nur:

1). Jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den aoiorfigen und dauern
den Gebrauch zu gestatten.

2). Jedes Kapitel enthdllt sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen
und Erklirungen am Schlusse desselben.

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden.

4). Monatlich erscheinen 3—4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft.

5). Die- Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver-
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung
fiur die Interessenten.

6). Das Werk enthilt Alles, was sich tberhaupt auf mathematische Wissenschaften
bezieht, alle Lehrsitze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen
Aufgaben in vollstindig geldster Form mit Anhingen ungelioster analoger Aunf-
gaben und vielen vortrefflichen Figuren.

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch fiir Schiiler aller Schulen, das
beste Handbuch fir Lehrer und Examinatoren, das vorsiiglichste Lehrbuch
sum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fur Fachleute und
Techniker jeder Art,

8). Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen.

@™ Das volistiindige

Inhaltsverzeichnis
der bis jetzt erschienenen Hefte

kann durch jede Buchhandlung bezogen werden.

Halbjithrlich erscheinen Nachtriige Uber die inzwischen neu erschienenen Hefte.

Druck von Carl Hammer in Stuttgart.
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25 Pf. 'il?'orts. v. Heft 1807. — Seite 33—48.
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aus allen Zweigen der Physik, Mechanik, Graphostatik, Chemie, Geodiisie, Naatik,
mathemat. Geographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-,
Brlicken- u. Hochban’s; der Konstruktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- u.
Parallel-Perspective, Schattenkonstruktionen etc. etc.

far
Schiiler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militdrs etc.
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Studium, zur Forthiilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung
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herausgegeben von
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Preisdekrﬁnt in Frankfurt a. M. 1881.

PROSPEKT.

Dieses Werk, welchem kein #hnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 8—4
Heften zu dem billigen Preise von 25 .§ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig-
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgeblete der Mathematik, Physik,
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, .des Maschinen-, Strassemn-, Eisenbahn-,
Briicken- und Hochbaues, des konstruktiven Zelchnens etc. etc. und zwar in vollstindig
geldster Form, mit vielen Figuren, Erklirungen nebst Angabe und Entwickelang der
benutzten Siitze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antwortem etc., so dass die Losung
jedermann verstindlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grdssere Anzahl der Hefte er-
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergiinzem und alsdann auch alle
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstindigen Kapi-
teln angeordnet — vorliegen.

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelystem Aufgaben beigegeben, welche der
sigenen Losung (in analoger Form, wie die bezliglichen geldsten Aufgaben) des Studierenden
iberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lebrern ftr den Schulunterricht benutzt
werden kdnnen. — Die Lsungen hierzu werden spéter in besonderen Heften far die Hand des
Lehrers erscheinen. Am Schlusse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich-
nis, Berichtigungen und erlinternde Erkliirungen tiber das betreffende Kapitel zur Ausgabe.

Das Werk bebandelt zunichst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und IL. Ord., gleich-
berechtigten hiheren Biirgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro-
gymnasien, Schullehrer-Seminaren, Polytechniken, Techniken, Baugewerkschulen,
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitiiten, Land- und Forstwissenschaftsschulen,
Militdrschulen, Vorbereitungs-Anstalten aller Artem als z. B. fiir das Einjihrig-Frei-
willige- und Offiziers-Examen, etc.

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und
naturwissenschaftlichen Facher, werden durch diese, Schritt fiir Schritt geldste, Aufgaben-
sammlung immerwiithrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehdrten Theorien etc.
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbarem Auffinden der Ldsungen der-
Jjenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Priifungen zu 18sen haben, zugleich aber auch
die tiberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt.

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftige Stiitze for den Schul-
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen
Digziplinen — zum Auflisen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er-
fibrigt werden kann, hiermit aber dem Schiller bei seinen h#uslichen Arbeiten eine voll-
stindige Anleitung in die Hinde gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu 13sen, die ge-
habten Regeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe
und Verstindnis fiar den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und ‘belebt werden.

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militirs
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs-
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Verwertungen und weiteren Forschangen geben.

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf-
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen
verbreitet. — Wiinsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser,
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung
thunlichst beriicksichtigt.

Stuttgart. Die Verlagshandlung,
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§ 6. Rationale Funktionen.

Eine rationale Funktion entsteht durch in endlicher Anzahl wiederholte
Anwendung der elementaren Rechnungsarten auf die Zablengrossen:

a,bye.-- Z, T2,
Nachdem nun immer erreicht werden kann, dass die Division entweder gar

nicht oder nur einmal im Resultate auftritt, so hat man zwei grosse Gruppen
zu unterscheiden: Die ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen.

Wir haben nun folgende Theoreme:

L Zwei ganze Funktionen einer Variablen sind gleich, wenn
sie auf die Normalform gebracht, gleiche Koéffizienten haben.

II. Zwei ganze Funktionen von nicht hoherem Grade als n
sind gleich, wenn sie fiir (i} 1) Werte, gleiche Werte annehmen.

Diese Sitze ergeben sich unmittelbar aus dem Satze, dass eine ganze
Funktion nten Grades nicht fiir n—+1 Werte von « verschwinden kannm, ohne
dass simtliche Koéffizienten gleich 0 wiren.

IOI. Eine jede ganze Funktion vom nten Grade, l4sst sich in
n Faktoren ersten Grades zerlegen.

Dieses ist bewiesen, wenn es feststeht, dass die ganze Funktion mindestens
fir einen Wert von x verschwinden muss. Um dieses zu erweisen schicken
wir drei Sitze voraus:

a) Jede der Gleichungen:
»—1=0, a»+4+1=0, a»4+i=0, 2 —i=0
hat stets eine angebbare Wurzel. Der Beweis gehort in die algebraische
Analysis.

p) Es sei fiir einen bestimmten Wert von z = a, f(a) von 0 ver-
schieden, dann ist esimmer moglich, andere Werte von z zu finden,

fir welche:
F@1<[/(@)]
e —al< 8
wird, wobei J eine beliebige, noch so kleine Grosse bezeichnet.
Denn seien ¢, - - - ¢, reelle Koéffizienten und £ eine reelle Variable, und

sei die Funktion:

f(§) =c g e, frtif.. o fmtr
gegeben. Dann ldsst sich zeigen, dass fiir einen bestimmten Wert von £ der
ganze Ausdruck das Vorzeichen des ersten Gliedes erhilt.

Denn man hat:

und

fO=at (14 25+28+ £¥)
Sei nun & grosser als jede der Grﬁssen.
H b, &
¢’ € Co

fOL e I+EEA+EF--- B-9]
Lap (1445 I7)

L&ska, Einfihrung in die Funktionentheorie. 8
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Sei nun d< 1 und positiv, dabei so klein, als man will; setzt man:
. J
<T¥s
5
k T—¢ <4
also so klein, als man will. Demnach gibt es einen Wert von &, fiir welchen
f(&) das Vorzeichen des Gliedes c,&™ erhilt.
Sei nun xr = a - A, wobei ¢ und » komplexe Grossen sind, so wird:
f(@) = A,+ Anh™+ Apy 140
dabei ist 4, = f(a) =0 nach der Voraussetzung. Setzt man allgemein:
A, .
T = Cm + ! ﬂm
so folgt: . 0
. 2
[F@F = (o) {1 + (o + iBm) i+ -]}
= (A {[ - amhm - )t Bl - )
= (4" (14 2auhm+ - )
Nun konnen drei Fille eintreten:

@) o, ist negativ. Dann kann nach dem friiher bewiesenen Satze A™
immer so klein gewihlt werden, dass der Klammerausdruck gleich wird 1 — 4,

dann ist aber:
If @] <f(a)
g) Ist «,>0, dann setze man:
1
h=(— l)'—"- 3
wobei £ positiv ist und man erhilt:
If@F = 4" I[1 4 (—am—md) "+ - - JF = |4,|' |l — 205"+ - -+
wir haben also denselben Fall wie friiher.
7) Ist @, =10, so muss g8, = 0 sein, weil 4,,= 0 ist. Wir haben also:

80 wird:

1) 8,>0, dann setzen wir A = Vi.¢

2) Bn<0, ”n » h=v—_“'§
wobei & wie frither positiv angenommen wird.
Damit ist nachgewiesen, dass ich fiir jedes gegebene a ein x so finden

kann, dass:
If (@)| > |1 ()]
Man kann also f(r) immer kleiner und kleiner machen. Cauchy, der diesen
Beweis gegeben, sagt: Notwendig muss einmal f(x) = 0 werden.
Dieses muss aber noch bewiesen werden.
Wir haben zu zeigen: dass f(r) ein Minimum hat und ferner: dass
dasselbe wirklich erreicht wird.

Denn wenn gezeigt wird, dass f(r) unter eine sich einer Grenze nihert,
ist noch nicht bewiesen, dass diese Grenze wirklich erreicht wird. So hat z. B.
der Abstand zwischen einem Hyperbelpunkte und der Asymptote zur unteren
Grenze 0, diese wjrd aber nie erreicht (vergleiche Seite 10, § 1).

Wir werden beweisen:
|f ()]
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hat eine untere Grenze %. Diese ist 0. Denn wenn sie es nicht wire, so
konnten in jeder N#he des angeblichen Minimums andere z-Werte derart bestimmt
werden, dass:

If @)= &

dann wire aber & nicht Minimum.

Um das erstere zu erweisen, erinnern wir an den frither bewiesenen Satz:
Wenn eine reelle Variable stets grosser ist, als eine angebbare Grosse, so hat
sie eine bestimmte untere Grenze.

Sei nun:
f@)=gED+ivEy
3 =|f @)= 9EN*+ ¢ (18)?

so konnen wir behaupten, dass J stets grosser ist als eine angebbare Grosse —
nimlich 0, denn J ist immer positiv — demnach hat J eine untere Grenze d,.

Mit anderen Worten, dass wie klein man auch J nehmen mag, dennoch
mindestens ein Wert von J in dem Intervall 4, ... d,+ J liegen muss.

Aber dieser Wert J, — 0 gehdért zu den definierten. Denn wenn nicht:
8 = o (&omo)' + v (§ym0)"

¢ = ¢ (5amo)* + v (5o10)*

sein. Aendern sich & und 7, so dndert sich auch ¢‘; wir haben also:
=g &+en+e)+yvEte 5+ e)
Da nun ¢ und vy rationale Funktionen sind, so kann:
I 3 — 61]
immer durch geeignete Wahl von ¢, &' kleiner gemacht werden, als jede noch
80 kleine angebbare Grosse. Man kann also:

1
=8 <1 —

also:

wire, so miisste:

machen. Also auch:
1
|80 — 6" > 4 16— &'
wie aus nachfolgender Figur ersichtlich:

o & o d

Aus der letzten Gleichung folgt aber, dass dy— d“ nicht kleiner gemacht
werden kann, als jede beliebige Grosse, selbst wenn man &% noch so nahe an
&, nimmt. Dieses steht im Widerspruche mit der Voraussetzung, der zufolge
in hJeder Nihe von &, Werte existieren miissen (hier ¢”), die zu den definierten
gehoren.

Es muss daher notwendig:
I(’O -— d'l =0
also:
) 6y=27'
sein.
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§ 7. Theorie der Reihen.

. Dirichlet bemerkte 1837 (Abhandl. der Berl. Akademie), dass die Summe
gewisser convergenten Reihen 'nicht unabhingig von der Anordnung der Glieder
ist. Als Beispiel fiihrt er die Reihe:

1 1
r=T-gtyoite
welche sich auch wie folgt ordnen lésst:
1 1 1 1 1 1
s=yty—gtst7—gT
Es zeigt sich, dass:
3
| § = —2- T
Riemann hat weiter gezeigt, dass man der obigen Reihe durch Verstellung
der Glieder einen beliebigen Wert geben kann. Riemanns Vorschrift lautet:
Sei S die verlangte Summe. Man nehme so lange positive Glieder, bis
ihre Summe grosser wird als S und sodann so lange negative, bis die Summe
kleiner wird als S. Dann wird die Abweichung der so gebildeten Reihe von S
weniger betragen, als der Wert des dem letzten Zeichenwechsel vorausgehenden
Gliedes. Da die Glieder mit wachsendem Index zuletzt so klein werden, als
man will, so gilt dieses auch vom Unterschied der Reihe und der Grosse S.

Wollten wir z. B. in der obigen Reihe die Glieder so umstellen, dass ihre
Summe gleich wird 1, so wiirden wir bilden:

1 1
1+5>1>14+5—5

1 1 1 1 1 1 1

Derartige Reihen wollen wir bedingt konvergente nennen, zum Unter-
schiede von unbedingt (d. h. bei jeder Anordnung der Glieder gegen dieselbe
Summe) konvergierenden.

Das Verhalten obiger Reihe wird sofort klar, wenn man sie wie folgt
schreibt: )

1 1 1 1 1 1 1
(1 +g st ')—'g(l +5+s+7+ )
Beide Reihen sind divergent und demnach ist die Reihe von der Form:
o —

d. h. unbestimmt. Wir entnehmen diesen Ueberlegungen aber auch die Thatsache,
dass eine Reihe, die nur positive Glieder enth#lt, nicht bedingt konvergent
sein kann.

Cauchy hatte behauptet, dass eine Reihe, deren Glieder stetige Funktionen
eines Argumentes sind, allemal selbst eine stetige Funktion darstelle. Abel

(Crelle I) zeigte, dass es Ausnahmen gibt, indem er auf die (allererste) Sinusreihe
(von Euler: Nov. Com. Petrop entwickelt) hinwies:

sincp—%sinmp-l——l—sinsqv— cee

die trotz der Stetigkeit ihrer Glieder, fiir ¢ — (2m -4 1)~ unstetig wird. Die
Bedingung der Stetigkeit fir alle ﬁelhen hat Stockes, vor allem aber
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Seidel (1877, Bayerische Akademie) in der glelchmﬁsmgen Konvergenz
erkannt. .

Nehmen wir eine allgemeine Relhe
f(@)= 2 P (2)

Ist es moglich, bei Annahme einer beheblg kleinen Grosse e eine Anzahl
von m ersten Gliedern so abzusondern, dass der Wert des Restes:

2 P(@) <
m—1
fir alle Werte von «, die im Konvergenzbezirk liegen, so ist f(z) in diesem
Konvergenzbezirk gleichméissig konvergent. Im Falle der gleichmé#ssigen Kon-
vergenz ist obiger Cauchyscher Satz richtig. ‘
Wir wollen die allgemeine Regel auf ein specielles Beispiel anwenden. Sei:
f@=cy+ ozt a,2*+ - tm— 12"+ au™ a2+ -
Kann fir jede noch so kleine vorgegebene Grisse ¢ ein endliches m
50 gefunden werden, dass:
a,,.:r'"—-}—a,,.+,z"‘+'+ Le
fir alle Werte des Keonvergenzbereiches- von x, so ist die Reihe fir f(z)
gleichmissig konvergent. Setzt man:

F(r)= ao"l"a‘x—*—azx‘-—}—- cee O™
F(z+0) =f()

gesetzt werden konnen und man hat:
Fa+d—F(x<e
d. h. F(z) stellt eine stetige Funktion dar und wir haben:

dF‘(m)—}-————-F"(.r)—}— o = e a4 Le
° Fir die Eulersche Reihe, die wir oben angefiihrt haben, ist:

f(@46)—f(z) = d(cosx — cos 2z cos 3z — - - +)
also kann, da fiir x = 4+ ~ die Klammerreihe divergent wird, nicht immer:
f@+d)—[(z)<e
gemacht werden. Die Reihe ist also nicht stetig und konvergiert demnach nicht
gleichmiissig. Das lisst sich auch direkt zeigen, indem man fir x — 4~ nie
eine Anzahl von m ersten Gliedern so absondern kann, dass der Rest kleiner
wiire, als jede noch so kleine gegebene Grosse e.

Der Begriff der gleichmissigen Konvergenz ist von der grossten Wichtigkeit.
Cauchy hat nimlich behauptet, dass das Integral einer unendlichen Reihe von
Gliedern gleich dem Integral der Summe ist, dass also:

Sontutut-y= fut fut [t
Man kann zeigen, dass dieses nur dann der Fall sein wird, wenn die
Reihe:
% oLt S PR
gleichmdssig konvergiert. Dieses Theorem 1st #usserst wichtig, denn man

hat so den Beweis gefiihrt, dass die Entwicklung der Fourierschen Reihe nur
in einer Weise moglich ist. Auch Jacobis Satz von der Darstellbarkeit der

S0 wird:
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Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch bestimmte Integrale, wurde auf
diese Art bewiesen. In der mathematischen Physik wird von diesem Satze auch
oft Gebrauch gemacht.

In fritherer Zeit liess man auch die divergenten Reihen als formelle Gebilde
gelten. Wir schliessen dieselben aus. Denn sie stellen keine bestimmten Gréssen
dar. Betrachtet man z. B. die aus:

1
1+
fiir # — 2 hervorgehende Reihe, so kann sie wie folgt transformiert werden:
1—244—8416—32-}64— ...
=14 (—2+4)+(—8+16)+(—32F64)+ - -
=1-42+48432464+ ...

= (1 — 9)+ (4 — 8) 4 (16 — 32) 4 (64 — 128)+- - -
: =—1—4—16—64 — .-
Es liefert also ein doppelter berechtigter Vorgang, einmal einen unendlich

grossen positiven, das anderemal einen unendlich grossen negativen Wert fiir
denselben Ausdruck.

Der erste, der die gleichmissige Konvergenz, ohne sie zu nennen, in den
Kreis der mathematischen Betrachtungen zog, war Bolzano. Wir entnehmen
seiner Schrift folgende Darstellung:

Nehmen wir ¢ = 1 und e positiv an und setzen als symbolische Gleichung:
‘ S=1+4e¢+ e+ -.. ininf
so ist soviel gewiss, dass S eine positive, gleichviel ob endliche oder unendliche
Grosse bezeichnet.
Es ist aber auch fiir jeden beliebigen ganzzihligen Wert von »:

S=l+e+e’+"'+C”-'+e“+8"+l.+---'

l—e

S=q—c ettt

oder:

oder auch:

wofiir wir auch:
1—e

T, T2

schreiben konnen, wobei wir wenigstens wissen, dass p, eine von ¢ und »n ab-
héngige nennbare oder unnennbare, jedenfalls aber positive Grosse bezeichnet.
Wir kénnen auch schreiben:

pi=e(tetet..)

Hier hat nun die ams ® vielen Gliedern bestehende Summe in den Klammern
auf der rechten Seite ganz das Aussehen der symbolischen Gleichung S, ist aber
gleichwohl mit ihr nicht fiir einerlei zu halten. Indem die Menge der Sum-
manden zwar beidemal o, aber nicht gleich ist, denn p, hat unstreitig um n
Glieder weniger als S. Wir konnen also nun:

py=e(S—py)
setzen, wobei wieder p, jedenfalls eine von n abhiéngige, stets positive Grosse
ist. Sonach erhalten wir:

S =

S =

=T e S —pi)
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oder: Sl —er) = 11:‘: —e*p,
d. h.:
1 et
S=1_——1—+P
Es wird also:
—en e
= Th=" TP

oder:
ﬂ

e ;
Pl+ l_e.pg.— l_e”
worans wir sehen, dass, wenn n beliebig gross genommen wird, der Wert:
e
l1—e

—117 herabriicken, auch eine jede
der Grossen p, und p, fiir sich unter jeden beliebigen Wert herabsinken miisse.
S hat daher zur Summe die Grosse:
1
l1—e )

Man konnte noch einwenden, dass in der Gleichung:
e e
pl+ l_eu-pgz 1] —en

P, einen ® Wert annehmen konnte. Aber aus:

unter jede beliebige, noch so kleine Grisse

Pr=e(8—p,)
folgt, dass p,S und p,, sowie ¢ wesentlich positiv sind.
S>p,
also wird:
1—e
T—¢ T2 >P:

woraus folgt, dass anch p, unter einer bestimmten endlichen Grenze bleiben muss.

Die Konvergenz dieser Reihe musste streng erwiesen werden, weil sie zur
Grundlage so mancher nachstehenden Entwickelungen gebraucht wird.

Wir konnen nun zeigen, dass auch ihre Ableitung, d. h. die Reihe:
S'=1+4-e}2¢*} 3> |- 4¢t ...

konvergiert. Dabei wird e wesentlich positiv voransgesetzt (Modul der komplexen

Grosse). Wird:
S=1+4e-}+e+-e...

S'=84e(S—p)+te(s—p))+---

8'=8"—(ep,+epyt--+)
d. h. da der Klammerausdruck, der eine wesentlich positive Grisse darstellt:
s> 8
da nun S eine endliche Summe hat, muss auch S’ eine solche haben. Wir
wollen noch auf einen Satz aufmerksam machen:

gesetzt, so folgt:

oder:
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Eine Reihe konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Be-
trige der einzelnen Glieder konvergiert; man kann aber nicht um-
gekehrt schliessen.

Denn, sei;
8'=l(ay~+by1) 4 (a4 b,9) 4 - - -
die gegebene Reihe, und konvergiert die Reihe:

1= Var o+ VarF g
so wird auch S:
ayta a1 o + i(Bg+-b4-by 1)

konvergieren, wenn gezeigt wird, dass jede der Reihen:
a+a,+0,+ -
b +b + b+ -

konverglert. Nun ist aber allgemem
V bks"*_ak Z Va—ti = Iakf =
Var 52 > VB3 = b =
Va2 +b}+ Va b4 ... > ay+-a,+a;+ -

‘und zugleich:

Var T+ VaF T o4 > bbb, + -

woraus die Konvergenz unmlttelbar folgt. Dass nicht umgekehrt geschlossen

werden darf, folgt aus:
o a4bZ=2Va+Lb?
Schhesshch betrachten wir noch d1e Reihe:

b gyttt

?+1>( +n—{-—1+ n+;)>;i:l

so folgt fiir ein endliches » und Lim. r = :

. 1 1 1
@> Lim (ot ) >
also kann man nie ein endliches n angeben, fiir welches der Rest der Reihe:
1 1
el + m + eee L g
wo ¢ eine beliebig kleine vorgegebene Zahl ist. Die Reihe ist demnach divergent.
Wenden wir uns zu den Potenzreihen:

PB(x) = éa,x"

(1]
Fiir diese gilt der Fundamentalsatz:
Wenn fir z, wo |ry =2z, die Beziehung:
lo 2| < g
wo g eine angebbare endliche Grosse ist, existiert, dann ist
fir jedes:

also:

Da allgemein:

o =§, &<z,

die Reihe P(z) gleichmissig konvergent.
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Denn sei:

. o =§, £<=,
80 wird:

el

also:

Nun kann ich vom mten Gliede an den Rest:

To 1 —-=2-
. xo
kleiner machen als jede angebbare Grbsse wenn ich nur m dementsprechend
wibhle, da:

;;—(1.

Wir beweisen ferner: Konvergiert die Reihe:

P@) = apt a2+ a2+ -+
innerhalb eines Intervalles +a gleichméissig, so konvergieren
alle Derivierten dieser Reihe ebenfalls gleichméssig innerhalb
desselben Intervalles.

Denn ist:
o] < a
so wird:
n—1 -1
[nay =1 = na,,a'—l-(—x—) <29
a ala
Also wird:
n |z 1 1
Ru<9_a— _a’ : i"-l
a
da:
x
;‘[<l
so wird:

Lim. B, = 0 fiir Lim.n = .
Wir haben némlich:
x

Lim. n|—
a

n—1

—|——e

denn es ist allgemein:

ndr—1 <T_$__€g J— J~—1+6u—z(5_e)+ coe (J._c)n-—n
Es tritt an uns die Aufgabe, die Bedingungen der Konvergenz zu
suchen. Diese sollen nicht formal sein, denn wir werden sehen, dass eine jede
gleichmissig konvergente Reihe ein Element einer Funktion ist. Die Funktion
selbst, ist aber durch gewisse Eigenschaften charakterisiert. Wenn also die
Reihe aufhort, irgendwo konvergent zu sein, so ist dieses durch die Eigen-
schaft der Funktion bedingt.
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Wir haben also zu untersuchen, wodurch das Aufhiéren der Konvergenz
bedingt ist.
Wir setzen fest:

Konvergiert eine Reihe fiir |z| <o und divergiert flir |z|>¢, so stellt ein
Kreis mit ‘dem Radius ¢ um den Nullpunkt herum, den Konvergenzbezirk
dar. Wir wollen nun einiges iiber die Grenzen sagen.

Sei um ein einfaches Beispiel zu haben:
w=f(2) = oy},
r=z+iy

|¢f =1 also 2* - y* =1

Setzen wir fest, dass:

so wird:
w = (ap+ @,2) +ia, (i — %)
also:
v=aptaz
r=a (l——:c’)
so dass: '
o o (e — o) = !
Figur 17. Figur 18,
yi v

|/ )
Beschreibt also z einen Kreis um den Nullpunkt herum mit dem Radius 1,
so beschreibt «w einen Kreis um ¢, heram mit dem Radius «,.

Wir begreifen sodann sofort folgendes:
04 ist der Maximalwert von |f(z)| fir den Fall, dass |z = 1. Nehmen
wir |z| noch so klein, so kann f(2) nie unter die Grenze OB = a, gehen, also

ist @, die untere Grenze fiir die obere Grenze von |f(x)| und in unserem Falle
auch die obere Grenze fiir die untere Grenze von |f(z)|.

Dieses vorausgeschickt, beweisen wir nachstehenden Satz: Sei:
1@) = ey o™t aya™ 4o aa™
also eine ganze rationale Funktion, wobei:
mmy - m,
eine endliche Anzahl + ganzer Zahlen, Null ausgenommen, darstellt.
Sei ferner @ eine solche Grosse, dass:
6| =1

aber fiir kein m;:
O™ =1
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so gilt der Satz:
n—1
1— @™
— Ef(xo &) = ay+— (ax'fo”m‘i' . )
Derselbe w1rd erhalten, wenn man die Funktion:
[(2,0°) = ag+a,z™ O™ - - - anzy" O™
summiert. Ist x, endlich, so wird der Klammerausdruck fiir jeden » unterhalb

einer Grenze H bleiben.
Sei nun g der Maximalwert der oberen Grenze fiir |f(x)|, so wird:

H
.“o+‘;,“§9
also:

H
legl <9 — !7'

Da aber man fiir Lim.n = o,

—%I-’ =0 setzen kann, so folgt:

lao] < g
Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich sofort der nachstehende von Cauchy
angegebene Satz:

Hat man eine Potenzreihe und denkt man sich der Variablen =
alle Werte beigelegt, fiir welche:
lxl=¢
wobei o im Innern des Konvergenzbereiches liegt, dann erreicht

|f(x)) mindestens einmal eine obere Grenze g und fiir jeden Koéf-
fizienten gilt die Ungleichung:

|‘-"1|<.9?"1
Sei niémlich:
f(x) = ‘a),
so folgt: :
= f(2) = aqgr =44 - .- +eota 240, 2" Ra
also wenn:
el =¢e

und g die obere Grenze von |f(x)| ist, so kann offenbar gesetzt werden:
e~*9 2 e+ | Rl

Da nun:
limR, =0
denn x liegt im Innern des Konvergenzbereiches, also ist:
29 >lay]
e "9~y

Dieser Satz l#sst sich auf mehrere Variable ausdehnen und liefert dann
eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Bestimmung des Konvergenzbezirkes. Er
kann aber, wie aus dem obigen erhellt, nur dadurch bewiesen
werden, dass wir komplexe Werte annehmen.

Sei nun: .
F(2) = f,@)4f.()+fs@)+ - -
eine unendliche Reihe von Potenzreihen gegeben. Wir fragen, wann lisst sich
dieselbe durch eine Reihe von der Form:

Eakx"
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erreichen. Diese Untersuchung ist wichtig, denn es gibt Reihen, die man nicht
zusammenziehen kann. Hat man z. B. eine Fouriersche Reihe, die fiir alle
reellen Werte gilt, und entwickelt jedes Glied in eine Potenzreihe, so erhilt
man durch Zusammenziehen fast ausnahmslos eine divergente Reihe.

Wir kénnen fordern:

1) dass die Koéffizienten der Reihen eine endliche Summe
geben;

2) dass die Einzelnreihen einen gemeinsamen Konvergenz-
bezirk besitzen.

Ist die eine oder andere Bedingung nicht erfiillt, so kann man offenbar
keine Potenzreihe bilden. :

Bilden wir nun formal:

F(z) = .,A),xl

Gibt es dann eine positive Grosse &, die im Innern des gemeinsamen

Konvergenzbezxrkes liegt, und die so angegeben werden kann, dass fir alle:
o < &

[i(@) + (@) +1(@) - -
unbedingt und gleichméssig konvergiert, dann lassen sich die Potenzreihen
zusammenziehen. Denn wir konnen immer ein » so angeben, dass fiir ein noch

so kleines d:
2 fu(®)

und fiir die iibrigen Glieder kbnnen wir unter Voraussetzungen 1) und 2) die
Summe bilden.

Es sei demnach:

die Reihe:

<4

F(z) = D P(2)
k
in eine Reihe von der Form:
2 alw"

e, = 2"“

k
offenbar endlich sein. Es mogen die Elementarreihen konvergieren fiir:
o <R

zu verwandeln. Dann muss:

dann wird a, endlich, wenn auch:
2 B (2)

fir |2| < R gleichformig konverg'lert. Denn dann kann man nach Annahme
einer beliebig kleinen Grosse d mmer eine endhche Zahl m so bestimmen, dass:

Ist nun #>m, so wird anch:

2 Be(z)| < g
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also um 86 mehr:

(@) <3
Diese letzte Summe besteht aus endlicher Anzahl Potenzreihen, kann also
in eine Potenzreihe verwandelt werden, so wird:

Nach der vorhergehenden Ungleichung ist aber fiir |z} — r < R die obere Grenze
des absoluten Betrages dieser Potenzreihe gleich 4, folglich gilt nach einem
friiher bewiesenen Satze fiir jeden der Koéffizienten:

ey |

IE 2
da r endlich ist, verschwindet diese Summe, also ist «; endlich. - Wir fiigen
hier -eine wichtige Bemerkung bei. Der zuletzt angewendete Satz wurde friiher
bewiesen unter der wesentlichen Voraussetzung komplexer Grossen. Es geniigt
also nicht, dass man die gleichm#ssige Konvergenz der zusammenziehbaren Reihen
nur fir die reelle Variable beweist, die Reihen miissen auch fiir
die komplexen Werte der Variablen gleichmissig konvergieren.
Ob eine bloss fiir reelle Werte definierte und nur fiir solche gleichmissig kon-

vergierende Reihe zusammenziehbar ist, lisst sich allgemein nicht entscheiden.
Ferner ist zu zeigen, dass wenn:

Shi@

fir x| < R konvergiert, auch die Reihe:

3o

denselben Konvergenzbezirk besitzt. Denn wenn die erstere Reihe konvergiert,
80 braucht die letztere notwendigerweise nicht zu konvergieren. Endlich ist
noch der Beweis zu liefern, dass unter den gemachten Voraussetzungen:

b(x)—?alx"

kleiner als eine jjede noch so kleme Grosse d gemacht werden kann Damit
ist endlich die Identitiit von:

E?B () und ala:
erwiesen. v ;‘

Wir sehen hier von der Ansfilhrung der Beweise ab. Man findet sie in
Weierstrass’ Abhandlungen und Biermanns Lehrbuch der Funktionentheorie.

<L dor-4,

§ 8. Die Reihenfortsetzung.

Nebhmen wir als gegeben an:
)...B@E|a)=14+@—a)4(z—a)’+

80 wissen wir, dass:
. [ﬁ;(xla)]’—‘ﬁt‘__}_j
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die Reihe 1) konvergiert fiir:

lr—al <1
Der Ausdruck 2) gilt fir alle Werte und zeigt, dass die Funktion fir:
r—a=1

wobei «z und a reell ist, unendlich gross wird.

Die Reihe 1) stellt nun also die Funktion nur innerhalb eines Kreises K
mit dem Radius 1 dar, wihrend die Funktion im ganzen Raume existiert.

Wir stellen nun die Frage, sind wir imstande den Giltigkeitsbezirk der
Reihe 1) so zu erweitern, dass er gleich dem Bereiche der Funktion 2) wird?
Diese Frage haben wir mit Ja zu beantworten.

Setzen wir in die Reihe:
z—a=(r—a)+(a,—a)
und ordnen nach z—a, so folgt:
3)...8@k]|aa)=4,14,(x—a)+4@@—a)+---
So wird diese Reihe sicher, wenigstens innerhalb des mit $(x|a) gemein-
samen Konvergenzbezirkes K’ konvergieren. -

Bestimmen wir die Koéffizienten, so folgt:

— 1 ( _ 1) —_ 1)
Bz | e a)= l—al+a+(1—ia,-‘-‘|— )s+ (l_x_a :_a)s + .-

Daraus folgt aber, dass:
1 1
R =)
1—a,+a

dass also ihre Konvergenz gegeben ist durch:
le—a) < |1 —a,+a
also konvergiert die Reihe inner-

Figur 19. halb des Kreises K* dessen
Radius:
R'=|1—a,aq

Nachdem fir den gemein-
samen Konvergenzbezirk K’ der
Konvergenzradius durch:

R=1—a]
war, so sieht man, dass:
R'> R

Durch die Fortsetzung
der Reihe vermittelst des
Punktes @, haben wir also
folgendes erreicht:

Jch kann den Wert der
Funktion (x| a) aunch fir
einen Punkt ausserhalb des Konvergenzbezirkes dieser Reihe berechnen (zu-
néchst innerhalb gewisser Grenzen), indem ich die Reihe vermittelst eines geeig-
neten Punktes fortsetze. Man konnte nun weiter gehen und die Reihe:

B | a aya,)
entwickeln. Auf diese Weise wiirde man sich iiberzeugen, dass wir in der
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That imstande sind, durch geeignete Fortsetzung jeden Wert der Funktion dar-
zustellen.

Denn es ist:
1

Bl =[Bea))=1—Z7
obschon die Reihen:
B(z|a) und B(z | g, 9,
in verschiedenen Konvergenzbezirken konvergieren, was wir durch [ ] anzeigen.
Nach diesem wird es klar, was damit gemeint ist, wenn wir sagen:

Wenn die Werte einer Funktion gegeben sind fir alle Werte des Argu-
mentes eines bestimmten Bezirkes, existiert die Funktion auch ausserhalb dieses
Bezirkes derart, dass die wesentlichen Eigenschaften der Funktion erhalten
bleiben? Mit anderen Worten ldsst sich die Funktion {iber den Bezirk fort-
setzen und wie ist diese Fortsetzung zu verstehen?

Sei also:
B o) =D¢(z—a}
mit dem Konvergenzradius ¢ gegeben. Setze ich:
z—a=(s,—a)+(r—a)

B|aa)=Dd@@—a)
den Konvergenzradius werden wir spéiter bestimmen.
Wir bemerken noch, dass:

so wird die Reihe:

2
1-2.3 ... "'dzz—fdd B(a, | a
x
Bildet man so:
B | a a,a,)
B(z | e a,a,a,)
Blaaaa--- az)
so sagt man, man habe die Reihe:

Bz | a, a,ay -+ q)

B(r| a)
vermittelst der Stellen:
H a, az eve al
abgeleitet. Wir sagen ferner:

Eine jede Reihe, die man aus einer gegebenen Potenzreihe
in dieser Weise ableiten kann, ndmlich dass man im Konvergenz-
bezirk der letzteren eine Stelle annimmt und eine in der Um-
gebung dieser Stelle konvergente Reihe ableitet, wird das Ele-
ment einer durch die Gesamtheit der auf diese Weise ableitbaren
Reihen definierten analytischen Funktion genannt.

Wir wollen diese Funktion monogen nennen, wobei wir bemerken, dass
monogen nicht identisch ist mit eindeutig, indem monogene Funktionen auch
mehrdeutig sein konnen.

Es ist sofort klar, dass der Uebergang von a zu a; auf unendlich vielen
Wegen moglich ist. Gelangt man immer zu derselben Reihe, so sagen wir, die

aus der Reihe:
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durch die Gesamtheit der Reihen definierte Funktion sei eindeutig. Kin
Beispiel bietet z. B. die immer konvergierende Potenzreihe: wie wir auch die-
selbe fortsetzen mdgen, immer bleiben wir im Konvergenzbezirk der urspriing-
lichen Reihe. .

Wir haben nun die Grenzstellen der Konvergenzbezirke in Be-
tracht zu ziehen. Dieselben sind dadurch charakterisiert, dass es mindestens eine
bestimmte Stelle a gibt, so beschaffen, dass wenn sich z ihr néhert, der Kon-
vergenzradius der abgeleiteten Reihe 0 wird. Fiir die Reihe:

14242t 4o+ .-
ist 1 eine solche Stelle. Denn bilden wir die abgeleitete:
1 (z —x,)?

o (I

so ist ihr Konvergenzradius durch:

e=|[1—ux]
gegeben. Néhert sich x, der Einheit, so wird ¢ beliebig klein. Es sei:
y = B ()

dann gehort innerhalb des Konvergenzbezirkes zu jedem x ein bestimmtes y.
Néhert sich = einer Grenzstelle £ des Konvergenzbezirkes, dann kann es vor-
kommen, dass sich auch y einer Grenzstelle 4 nihert. Dann ist % eine Grenz-
stelle von der Beschaffenheit, dass sich in jeder Nihe derselben definierte
Stellen zy befinden.

Es entsteht die Frage, ob die Grenzstelle dem Gebiete zugeordnet ist,
wenn ja, so sagen wir, die definierte Funktion habe fir & den Wert 4.

Im allgemeinen ist die Entscheidung hieriiber nicht leicht. Definieren wir
nun die Grenze des Konvergenzbezirkes wie folgt: Die Grenze des Kon-
vergenzbezirkes wird definiert durch die Gesamtheit jener Punkte, die so be-
schaffen sind, dass es in jeder noch so kleinen Umgebung dieser Punkte Stellen
gibt, die zu den definierten gehtren und auch solche, die zu ihnen nicht gehdren.

Ist in der Figur 20 der Konvergenzbezirk einer Funktion durch den
Kreis K gegeben und bezeichnet ein Kreis K’ mit einem beliebig kleinen Radiuns
die Umgebung des Punktes G, und ist G der Grenzpunkt, so liegt ein Teil
des Kreises immer im Konvergenzbezirk K und ein Teil ausserhalb desselben,
wie klein man auch den Radius der Kreise K’ nehmen mag.

Figur 20. Figur 21.




Preisgekront in Frankfurt a. M. 1881.

Der ausfiihrliche Prospekt und das ausfilhrliche Inhalts-
verzeichnis der ,vollstindig gelosten Aufgabensammlung von
Dr. Ad. Kleyer* kann von jeder Buchhandlung, sowie von der
Verlagshandlung gratis und portofrel bezogen werden.

Bemerkt sei hier nur:

1). jedes Heft ist aufgeschnitten und gut brochiert, um den sofortigen und dauern-
den Gebrauch zu gestatten,

2). Jedes Kapitel enthilt sein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigungen
und Erklirungen am Schlusse desselben.

3). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden.

4). Monatlich erscheinen 3—4 Hefte zu dem Abonnementspreise von 25 Pfg. pro Heft.

5). Die Reihenfolge der Hefte im nachstehenden, kurz angedeuteten Inhaltsver-
zeichnis ist, wie aus dem Prospekt ersichtlich, ohne jede Bedeutung
fir die Interessenten.

6). Das Werk enthilt Alles, was sich iberhaupt auf mathematische Wissenschaften
bezieht, alle Lehrsitze, Formeln und Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen
Aufgaben in vollstindig geloster Form mit Anhiingen ungeloster analoger Auf-
gaben und vielen vortrefflichen Figuren.

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch fiir Schiiler aller Schulen, das
beste Handbuch fiur Lehrer und Examinatoren, das vorziiglichste Lehrbuch
sum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fir Fachleute und
Techniker jeder Art.

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen.

@™ Das vollstiindige

Inhaltsverzeichnis
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kann durch jede Buchhandlung bezogen werden.
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Preisgekront in Frankfurt a. M. 1881.

PROSPEKT.

Dieses Werk, welchem kein #hnliches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4
Heften zu dem billigen Prefse von 25 - pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig-
sten und praktischsten Aufgaben aus dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik,
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisembahn-,
Briicken- und Hochbaues, des konstruktiven Zeichnens etc. etc. und zwar in vellstindig
gelBster Form, mit vielen Figuren, Erkliirungen nebst Angabe und Entwickelung der
benutzten Sitze, Formeln, Regeln in Fragem mit Antworten etc., so dass die Ldsung
jedermann verstindlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grissere Anzahl der Hefte er-
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergiinzem und alsdann auch alle
Teile der reinem und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstindigen Kapi-
teln angeordnet — vorliegen.

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von mngeldsten Aufgaben beigegeben, welche der
eigenen Losung (in analoger Form, wie die beziglichen geldsten Aufgaben) des Studierenden
@berlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fir den Schulunterricht benutzt
werden konnen. — Die Lisungen hierzn werden spiter in besonderen Heften fir die Hand des
Lehrers erscheinen. Am Schlusse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich-
nis, Berichtigungen und erlduternde Erklirungen fiber das betreffende Kapitel zur Ausgabe.

Das Werk behandelt zunichst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I, und II, Ord., gleich-
berechtigten hiheren Blirgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro-
gymnpasien, Schullehrer-Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen,
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschulen aller Artemn, gewerbliche
Forthildungsschulen, Akademien, Universititen, Land- und Forstwissenschaftsschulen,
Militirschulen, Vorbereitungs-Anstalten aller Arten als z. B. filr das Einjihrig-Frei-
willige- und Offiziers-Examen, etc.

Die Schiiler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und
naturwissenschaftlichen Facher, werden durch diese, Sohritt fir Schritt geldste, Aufgaben-
sammlung immerwihrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehdrten Theorien etc.
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Ldsungen der-
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Priifungen zu 13sen haben, zugleich aber auch
die fiberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt.

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriiftige Stiltze fur den Schul-
unterricht geboten werden, indem zur Erlernang des praktischen Teiles der mathematischen
Disziplinen — zum Anflsen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er-
ibrigt werden kann, hiermit aber dem Schiller bei seinen hiuslichen Arbeiten eine voll-
stindige Anleitung in die Hinde gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu l3sen, die ge-
habten Regeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe
und Verstindnis far den Schul-Unterricht wird dadurch erhaltem und belebt werden.

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MilitZrs
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischem in allen Berufs-
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und
somit den Amtrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben.

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf-
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen
verbreitet. — Wiinsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser,
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, éntgegen und wird deren Erledigung
thunlichst berticksichtigt. !

Stuttgart. Die Verlagshandlung.
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Die Grenzpunkte selbst konnen zweierlei Art sein, solche, iiber welche
hinaus sich dié¢ Reihen fortsetzen lassen, und solche die eine Grenzstelle bilden.

Es gibt an der Grenze des Konvergenzbezirkes immer min-
destens einé/Grenzstelle .

Wir beweisen, dass die Konvergenzradien der abgeleiteten Reihen 0 zur
unteren Grenze und 2R zur oberen Grenze haben. R ist der Konvergenzradius
der urspriinglichen Reihe.

Sei B der Konvergenzradius von:

B (zla)
R, jenmer von:
B (zla, a,)
50 ist, vergleiche Figur 21, wenn:
la—a|=4d < =
angenommen wird sicher:
R, >R—d

weil sonst a, mcht. im Konvergenzbeznrke liegen wiirde.
Da man aber auch P (z|e) aus P (z|e, a,) ableiten kann, so ist auch:
R>R —d

R+d>R, >R—d
und da d die Grosse R zur Grenze hat:
2R>R, >0
Wir konnen den Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe bestimmen.

also:

Figur 22,

.

Sei R der Konvergenzradius der Reihe:

B (rla)

sowie ¢ der der abgeleiteten:

. B (xia; a,)

sowie 4 die Grenzstelle des Konvergenzbezirkes der Reihe:
B (a]a)

‘so wird, vergleiche Figur 22:

o= Vr2t+ril—2rric08(ps— @) _
L4ska, Einfﬂhrung in die Funktionentheorie. 4
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dabei ist:
a, =r,e%

— . 7
gesetzt_worden, A=r4e""
Natiirlich kann es mehrere, ja sogar unendlich viele Grenzstellen geben
fiir einen Konvergenzbezirk. Im allgemeinen erstreckt sich der Radius des
Konvergenzkreises bis zum néchsten Singularititspunkt.

§ 9. Begriff der Funktion nach Weierstrass. Die Differentiation.

Wir haben schon in § 8 den Begriff einer analytischen Funktion ange-
deutet, wobei wir speziell die monogenen Funktionen hervorgehoben haben.
Dadurch sind aber unsere Untersuchungen nicht abgeschlossen, denn wir miissen
zeigen, dass eine jede analytische Aufgabe durch monogene analytische Funktionen
gelost werden kann. Denn dadurch haben wir gezeigt, dass die monogene
analytische Funktion dem analytischen Funktionsbegriff wirklich entspricht. Ein
Ausnahmsfall wiirde natiirlich eine Erweiterung des Funktions-
begriffes ndtig machen.

Allgemein lisst sich der Beweis nicht filhren. Bisher hat sich bestitigt,
dass eine jede analytische Aufgabe durch monogene Funktion gelost werden
konnte, d. h. bei allen analytischen Aufgaben entsprachen diejenigen Grdssen,
%‘ie i;l ihnen als abhéngig von anderen erschienen, dem Begriffe der analytischen

unktion.

Zunichst muss aber noch gezeigt werden, warum wir gerade die Potenz-
reihe gewihlt haben um den Begriff der Funktion darzustellen. KEs geschah
deswegen, weil wir in der Potenzreihe ein allgemeines Mittel besitzen, welches
in allen Féllen wenigstens einen Teil der funktionalen Abhdngigkeit uns in
einheitlicher Form einer Potenzreihe darstellt. Die Reihe an und fiir sich ver-
mag aber nicht den ganzen Bereich der funktionalen Abh#ngigkeit darzustellen,
dies wurde erst ermdglicht durch den Begriff der Reihenfortsetzung. Darum haben
wir die Potenzreihe ein Funktionselement genannt. Der Begriff der Reihen-
fortsetzung gewinnt aber dadurch noch an Wichtigkeit, dass die durch die Gesamt-
heit der aus einem Elemente ableitbaren Reihen iiberall einen gewissen einheit-
lichen Charakter besitzt, indem gewisse bestimmte Figenschaften des zur Definition
gegebenen Elementes (z. B. Erfiillung einer gegebenen Differentialgleichung) sich
in bestimmter Weise auf alle anderen iibertragen.

Gehen wir nun die verschiedenen analytischen Aufgaben durch.
L Die Funktion wird durch eine algebraische Gleichung defi-

niert.
Syt fu(@) =0

Wir setzen voraus, dass die Gleichung irreducibel ist; dann lisst sich
zeigen, dass in der That y sich als analytische monogene Funktion darstellen
lisst und dass man durch ihre Fortsetzung alle dieser Gleichung geniigende
Werte erhdlt. Ist sie reducibel, dann wird die Gleichung durch ebensoviele
analytische monogene Funktionen dargestellt, als es Teiler gibt, in welche sie
zerlegt werden kann. Ist diese Gleichung transcendent, d. h. nicht vom end-
lichen Grade in Bezug auf y, so gilt dasselbe.

II. Die Funktion wird durch eine Differentialgleichung definiert.

Auch in diesem Falle ldsst sich zeigen, dass es immer eine analytische
Funktion gibt, welche der gegebenen Differentialgleichung gentigt.
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Die Ausfihrung dieser Entwickelungen findet man in den Lehrbiichern
der neueren Funktionentheorie.

Die Funktionentheorie in Weierstrass Sinne besitzt noch eine wichtige
Eigenschaft,'die’ wir “hervorlieben miissen. Eine principielle Schwierigkeit der
Differentlialrechnung beruht n#mlich auf dem Umstande, dass es unmdglich ist,
aus der gewdhnlichen Definition der Funktion einen Beweis fiir die Existenz
eines Differentialquotienten zu erbringen. Man sieht dieses sofort ein, wenn
Jnan z B. den Satz: :

of of

0xzdy = Odyox
zu beweisen trachtet. In den meisten Lehrbiichern der Differentialrechnung
wird dieser Satz als etwas Selbstverstindliches angefiihrt. Doch hat erst Schwarz
in neuerer Zeit einen strengen Beweis gegeben, bei dem jedoch die Existenz der
ersten und zweiten Ableitung voransgesetzt wird.

Dadurch, dass man aber zeigt, dass eine gleichmé#issig konvergierende
Potenzreihe als Element einer analytischen Funktion Ableitungen besitzt, die
mindestens innerhalb des Konvergenzbereiches der Elementarreihe konvergieren,
gelangt man zu einem strengen Begriff der Ableitung.

Sei:
: 7(z) = P (zo)
eine analytische Funktion, dann ist:
() = %' (zla)
Es ist demnach f’(z) der Inbegriff aller ans der Elementarreihe:

ableitbaren Reihen. P (zla)

In fritherer Zeit hat man oft die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit
fir gleichwertig angesehen, indem man als selbstverstdndlich annahm, dass alle
stetigen Funktionen einen Differentialquotienten besitzen miissen.

Weierstrass hat nun gezeigt, dass man aus der Stetigkeit keinen Schluss
auf die Differenzierbarkeit ziehen kann. Das schien absurd, man verwies auf
die Beweise von Dubamel, Ampére u. a. Allein diese sind fehlerhaft.

Es gibt stetige Funktionen, die so beschaffen sind, dass es in jedem noch
so kleinen Intervalle Werte von = gibt, fir welche ein Differentialquotient im
gebriuchlichen Sinne nicht existiert, d. h. es gibt eine Gattung von Kurven,
an welche sich keine bestimmten Tangenten ziehen lassen. Die Kurven ent-
stehen auf folgende Weise:

Figur 23.
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Denkt man sich z. B. eine Sinuslinie I und auf dieser eine zweite mit
einer Amplitude, die kleiner ist, als die der Linie I, sowie eine dritte III,
welche in Bezug auf II sich germle so verhdlt, wie II zu I und eine 1V, und
so weiter bis'ins“Unendliché, so erhilt man eine Kurve, die in der Nihe eines
jeden Punktes unendlich viel Maxima und Minima hat und welche die bildliche
Darstellung einer Funktion ist, die keinen bestimmten Differentialquotienten
besitzt. Weierstrass hat eine algebraische Darstellung einer &hnlichen Funktion
gegeben.

Sei « eine positive ungerade ganze Zahl und grosser als 1 und b eine’
positive Zahl kleiner als 1 und stets:

ab>1 —r g
SO ist: ®
[ (@) = > b cos (a*n)
]
eine solche Funktion. Sie hat keinen bestimmten Differentialquotienten, obwohl
sie stetig ist.
Die Reihe konvergiert gleichmissig, denn die Summe ihrer Glieder vom
nten angefangen, ist kleiner als:
bn

bu_'_bu-i-l__}_ - T3

ist demnach stetig.
Von der Ausfihrung des Beweises sehen wir ab. Derselbe ist in Weier-
strass’ Abhandlungen zur Funktionenlehre, p. 97, gegeben worden.
Betrachten wir eine Grdsse:
f@
die fiir jeden Wert von x innerhalb eines reellen Bereiches ein-
deutig definiert ist und sich stetig &ndert. Gelingt es nun:
f@+B)— (&) = ch+hk
zu machen, wo » mit 2 unendlich klein wird und ¢ von %2 unab-
héngig ist, so stellt ¢ den Wert des leferentlalquotlenten dar.
Gewdhnlich definiert man so:

o= Lin [EED—1@

fiir:
Lim.h=0
Dabei wird eine doppelte Voraussetzung gemacht. Man nimmt erstens an,
dass dieser Grenzwert endlich ist und dass er dasselbe bleibt, gleichviel ob A
positiv oder negativ genommen wird.

Uns interessiert vorziiglich die Differenzierbarkeit der Reihen. Es gilt
der Satz:

Die Funktion: F@) = é f,()

wo [, eindeutig definierte analytische Funktionen sind, ist differenzierbar, wenn
F(x) gleichmiissig konvergiert, und es ist:

dF(@) = ﬁ dfy(z)
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Es reicht aber nicht aus, dass die Reihe fiir alle reellen
Werte gleichm#ssig konvergiert. Die Glieder kénnen nur dann zu-
sammengezogen werden, wenn die Reihe fir komplexe Werte gleichméissig
konvergiert. ''Ist'die Reihe fiir reelle Werte definiert, so kann man darauns
nur schliessen, dass sie innerhalb des Konvergenzbezirkes stetig ist und weiter
nichts. Beztiglich der Differenzierbarkeit hat man noch kein all-
gemein geltendes Kriterium.

§ 10. Darstellung der eindeutigen Funktionen.

Seien:
a,a;85 ¢« ay,
vorgeschriebene Nullstellen, dann ist durch sie .die Funktion:
, p@)=A4,(x—a)(x—a,) - (r—a,)
vollkommen bestimmt bis auf ‘die Konstante 4. Nehmen wir nun an, es seien
Nullstellen in @ Anzahl gegeben, also:
a,azay -+, ay+ -+ ininf.
Dann wird allgemem e

p@) = IP(I)(I — ——)(1 — ——) ... ininf

wobei () eine im endlichen nirgends verschwindende Funktion ist. Nehmen
wir den einfachsten Fall an, d. h.:

al —-l aﬁ -—2 ---a —_——,-—-y-'-

so wird das Produkt:
(3 )(1+ )(l* )

divergent, denn es ist die Reihe:

demnach muss y(n) eine solche Funktmn sein, welche die Divergenz des Pro-
duktes aufhebt und dabei im endlichen mrgends verschwindet. Eine solche
Funktion ist aber das Produkt:

x

® z
IIe ¥
y=0

wir haben also:

@ x ——

Px) = x(x)y.go(l + 7)e v
wobei noch y eine Funktion ist, die im endlichen nirgends verschwindet. Man
sieht sofort ein, dass das Produkt die oben verlangte Eigenschaft hat.

Wenn wir die letztere Formel verallgemeinern, so wird:
1 _ﬂy(-t)
v= 0 +

wobei g,(xr) eine ganze Funktion von x bezeichnet, auch die oben ewihnte
Eigenschaft besitzen.

Um Beispiele derartiger Darstellungen zu haben, erinnern wir an die
Definitionen (v gleich 0 ausgenommen):
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sinmx = zx II (1—— ——)e"

4o
cosnw:ﬂ 1— 3y _I_ )e”'+‘
Diese soeben erwihnten Sitze notigen uns, einen neuen Begriff einzufiihren.
Unter Primfunktion von z versteht man jede eindeutige Funktion
dieser Grisse, welche nur eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singulire
Stelle und entweder eine oder gar keine Nullstelle hat. Sei ¢ die singulire
Stelle, so ist der allgemeinste Ausdruck einer solchen Funktion gegeben durch:

(Lo )

k und / sind Konstanten, g(}—:?) eine ganze rationale Funktion von e

Weierstrass hat nun nachgewiesen, dass eine jede eindeutige
Funktion mit einer (wesentlichen oder ausserwesentlichen)
singuliiren Stelle entweder selbst eine Primfunktion ist, oder
doch sich als ein Produkt von Primfunktionen mit derselben
Stelle darstellen ldsst.

Wir konnen uns auf den Bewels dieses wichtigen Satzes nicht einlassen.
Man findet denselben bei Weierstrass in der Funktionenlehre.

Ist die Anzahl der singuléren Stellen eine endliche, so gilt ein analoger Satz.

Wir wollen noch auf den Zusammenhang der Produkte mit den Potenz-
reihén etwas ndher eingehen. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgenden Satz:

Verschwindet eine transcendente ganze Funktion f(x) fir
z=a, 80 ist:
f(@)
1—=
a,
wieder eine transcendente ganze Funktion.

Es sei: :
f@)=a,+artaa*4 ...
bt b a) by (e — ) e

da nun fir x =« f(xr) =0 ist, so muss b, — 0 sein, wir haben also:

O b — @) b — ) -]

1—X

a,
Auf diese Weise konnen wir alle Nullstellen eliminieren und erhalten:

(@) =a,a, - (1+%)(1_ %) by b — ) -]

Wird in der Zahl der Nullstellen eine o, dann kann es geschehen, dass
die letztere Potenzreihe:
by by (r—a) -

nicht mehr konvergiert. Dann muss die Produktenenthckelung in der Weise
modifiziert werden, dass man die Funktionen e# einfilhrt, wie oben an-
gedeutet ist.
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Wir wollen noch beweisen, dass wenn:
. » 2
9»(1’)—7,:4— a St n——-—fF
gesetzt wird, das Produkt:
n(l _ _:c_) en@
Gy

unbedingt konvergiert. Denn dieser Beweis ist erforderlich, um die Berechtigung
der oben eingefiihrten Form zu erweisen. Wir haben

(1_._-3:)!,.(:):(1_*) ’°8( - -~a__...

1 o
=1—_ r (1+e)
Demnach wird das obige Produkt konvergieren, wenn die Reihe:

= ey
n—l
konvergiert. Nimmt man an, dass:
Gl a, Lag -
und dass:
Lim. Ay =— ©
so ist klar, dass man immer ein endliches » angeben kann, fiir welches:
Ql|z |
Sola| atei<o

1]
wo & eine beliebig kleine vorgegebene Grosse bezeichnet. Das Produkt kon-
vergiert also in diesem Falle unbedingt.
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