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Vorwort.

In der vorliegenden zweiten Auflage der stereometrischen
Avufgabensammlung sind die Nummern der einzelnen Auf-
gaben nach den Paragraphen geordnet, so dass dieselben
also nicht mehr durch das ganze Heft fortschreiten. Neu
hinzugekommen sind zu den friiheren die (theilweise schwie-
rigeren) Aufgaben: §.1, 2Q; §. 7, 8b), o), 11, 12, 14 —16,
18, 23—25; §. 9, 32—34, 41—43; §. 12, 37—41, 85, 95;
§.13, 37, 38, 51; §. 14, 18, 19, 21—28; §. 17, 66, 67, 71, 82,
190, 93; §. 18,7, 22, 32, 34, 42, 47—52, 56, 59, 60; §. 19, 24,
40, 45, 46; §. 20, 18, 20, 21, 31, 40; § 21, 13, 17, 23;
X6 22, 15, 19, 31; § 23, 11, 21, 23, 26, 37, 42; §. 24,
R 24, 37, 4, 46, 47, 58, 65, T1; §. 25, 20, 25, 28; §. 26,
«» 18, 23, 31, 34, 40, 42—44, 47, 53, 58, 64, 67— 71, 79,
")82 83; §. 217, 3, 4, 12, 15, 20 25, 33, 40, 49, 55, 70,
0\76 §29,1,2 7—13, 18— 21 24, 26-—29, 35 — 39 §30
15,7, 14—16, 27, 28, 31, 37; §. 31, 8, 12, 13, 15, 16
'\)20 22, 29; §. 32, 7—10, 14, 24, 25, 34—39; §3328
In Betreif der benutzten Quellen bemerke ich, dass ein Theil
der neuen Aufgaben Programmen hoherer Lehranstalten ent-
nommen ist, und dass die Nummern 1, a—d, f—m, o—s
im §. 33 von Direktor Krumme im padagogischen Archiv
verdffentlicht wurden. Ausserdem verdanke ich den Ele-
menten der Mathematik von Baltzer, dem Lehrbuch der Ste-
reometrie von Wittstein und der viele vortreffliche Uebungen
enthaltenden Aufgabensammlung von La Frémoire emzelne
Anregungen.

Hamm, im Mai 1877.
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Stereometrische Aufgaben.

Einleitung.

1. Wieviel gerade Linien lassen sich hdchstens durch 4, pnzahiven
wieviel durch n im Raume gegebene Punkte ziehen, so dass die Ebeuen.
Lage einer jeden durch gegebeme Punkte bestimmt ist?

2. Von n im Raume gegebenen Punkten sollen & in einer
geraden Linie, § andere in einer zweiten, und 7 andere in einer
dritten Geraden liegen; wieviel verschiedene gerade Linien sind
dann ftiberhaupt durch gegebene Punkte ihrer Lage nach be—
stimmt ?

3. Auf jeder von n sich in einem Punkte schneidenden
Geraden im Raume seien ausser diesem noch p andere Punkte
gegeben; wieviel gerade Linien giebt es iiberhaupt im hé&chsten
- Fall zwischen diesen Punkten? Beispiel: n =4, p==3.

4. Wieviel verschiedene Ebenen lassen sich hichstens durch
n (7) gegebene Punkte legen, sodass die Lage einer jeden durch
gegebene Punkte bestimmt ist?

5. Es sind @ (5) gerade Linien und b (9) Punkte im Raume
gegeben; wieviel verschiedene Ebenen kann man hichstens con-
struiren, sodass jede derselben eine jener Limien und einen dieser
Punkte enthiilt? )

6. Wieviel Ebenen sind bestimmt durch n (4) einander
parallele und eine, zwei von diesen Parallelen schneidende Gerade?

7. Von einem Punkte dus gehen 7 (6) Gerade im Raume;
von wieviel Ebenen hichstens ist durch dieselben die Lage be-
stimmt?

8. Wieviel Ebenen ktnnen durch Eckpunkte eines im Raume _, }.°
gegebenen Vierecks bestimmt werden ? -

Remr, Aufgaben, IT. 1



. Construc-
tionen.

Anzahl der
Durch-
schnitte

von Kbenen.

2 Einleitung.

Unter der Voraussetzung, dass man durch jede drei im Raume
gegebene, nicht in gerader Linie liegende Pun eine Ebene con-
struiren kdnne, isoll ~die - Aufldsung folgender Comstructionsaufgaben
angegeben’ ‘werden:

9. Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebemen Ge-
raden eine parallele Gerade im Raume zu legen. Wieviel ver-
schiedene solche Linien sind mdglich?

10. Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebemen Ge-
raden eine sie kreuzende (windschiefe) Gerade zu legen. Wieviel
AuflSsungen?

11. Durch einen gegebenen Punkt in einer gegebenen Ebene
zu einer ausserhalb der letzteren liegenden Geraden eine sie kreuzende
Gerade zu legen. Vergl. 10. Wieviel Auflgsungen?

12. Durch einen gegebenen Punkt in einer gegebenen Ebene
zu einer ausserhalb der letzteren liegenden Geraden eine sie
kreuzende Gerade so zu legen, dass sie mit der durch jenen
Punkt in der Ebene gehenden und mit der gegebenen Geraden
in derselben Ebene liegenden geraden Linie einen gegebenen
Winkel bilde.

13. In wieviel geraden Linien kdnnen sich n (5) gegebene
Ebenen hdchstens schneiden ?

14. In wieviel Linien schneiden sich # gegebene Ebenen,
wenn o derselben durch eine einzige Gerade, ( andere durch
eine zweite Gerade gehen, und y andere einander parallel sind?
n=12, a =3, B=4, p=5.

15. n(12) im Raume gegebene Gerade sollen sich in ebenso-
viel Punkten schneiden. Wieviel Durchschnittslinien kbnnen die-
jenigen Ebenen mit einander bilden, von demen jede durch drei
der genannten Punkte geht?

P



§.1.] Senkrechte Linien. 3

Erster Abschnitt.

Von den geraden Linien und Ebenen in Verbindung
mit einander.

I Capitel. Verbindung gerader Linien unter sich und *
mit Bbenen.

§.1. Von Geraden,welchezueiner Ebenesenkrecht
stehen.

a. Lehrsiitze.

1. In einer Ebene M N seien zwei einander in B schneidende
Gerade CD und EF gezogen, und es sei BE=BF, BC=BD
gemacht. Ein Punkt 4 liege ausserhalb M N so, dass 4 K== AF,
AC == AD ist. Man soll beweisen, dass die Gerade AB senk-
recht zu M N stehe,

2. Der geometrische Ort eines Punktes, welcher von drei
gegebenen Punkten gleichweit entfernt ist, ist eine zu der Ebene
dieser drei Punkte senkrechte Gerade, — Man construire in der
Ebene den Fusspunkt dieser Geraden.

3. Der geometrische Ort eines Punktes, welcher von zwei
gegebenen Punkten gleichweit entfernt ist, ist die zu der Ver-
bindungslinie der beiden Punkte in der Mitte derselben senkrecht
stehende Ebene.

4. Die drei Ebenen, welche beztiglich zu den Seiten eines
Dreiecks in den Halbirungspunkten derselben senkrecht stehen,
schneiden sich in einer einzigen Geraden, und diese Gerade steht
zu der Ebene des Dreiecks in dem Mittelpunkt des demselben
umbeschriebenen Kreises senkrecht. Vergl. 2, 3.

5. Steht ein ausserhalb einer Ebene gegebener Punkt von
n Punkten dieser Ebene gleichweit ab, so liegen die letzteren
in der Peripherie eines Kreises, und der Mittelpunkt dieses Kreises
ist der Fusspunkt der vom gegebenen Punkt auf die gegebene
Ebene gefillten senkrechten Geraden. — Zwei Umkehrungen.

6. In einer Ebene sei ein bei 4 rechtwinkeliges Dreieck
ABC, und ausgerhalb derselben sei ein Punkt P so gegeben,

1.



4 Senkrechte Linien. [§. 1.

dass PA auf AP und PC auf A4C senkrecht stehe. Man soll
beweisen, dass PC auf dieser Ebene senkrecht steht.

7. "Auf'einer ‘Geraden lassen sich in demselben Punkte un-
endlich viele senkrechte Gerade errichten; dieselben liegen in
einer Ebene, und diese ist senkrecht zu jemer Geraden.

8. Durch eine Gerade PA seien drei Ebenen gelegt, und
in jeder dieser Ebenen sei iber P4 ein Dreieck construirt, so
.dass diese Dreiecke PBA, PCA, PDA einander congruent sind,
die gleichen Winkel an je demselben Endpunkt von PA liegen,
und P4 :AB: PB=23:4:5 ist. Man beweise, dass die Seiten
AB, AC, AD in einer und derselben Ebéne liegen.

9. Sind die von zwei Punkten auf eine Ebene gefiillten
senkrechten Geraden gleichlang, so bilden diese Punkte mit den
Fusspunkten der Senkrechten die Eckpunkte eines Rechtecks.

10. Zwei sich kreuzende Linien kdnnen nicht gleichzeitig
auf derselben Ebene senkrecht stehen.

11. Zwei Linien, welche auf einer Geraden in verschiedenen
Punkten senkrecht stehen, sind nicht nothwendig parallel; sind
sie nicht parallel, so kreuzen sie sich.

12, Fillt man von beliebig vielen Punkten einer Geraden
senkrechte Linien auf eine Ebene, so liegen die Fusspunkte dieser
Senkrechten in einer Geraden. .

13. Alle auf einer Ebene senkrechten Geraden, derem Fuss-
punkte in gerader Linie liegen, gehdren einer Ebene an.

14, Schneidet eine Linie die eine von zwei parallelen Linien
im Raume, so schneidet sie entweder auch die andere, oder kreuzt
sich mit ihr.

15. Der Abstand des Halbirungspunktes einer Strecke von
einer Ebene ist das arithmetische Mittel aus den Abstinden der
Endpunkte dieser Strecke von derselben Ebene.

b. Constructions-Aufgaben.

16. Durch einen gegebenen Punkt einer Geraden die zu
dieser senkrechte Ebene zu legen. Vergl, 7 oder 8.

17. Durch einen ausserhalb einer Geraden gegebenen Punkt
die zu derselben senkrechte Ebene zu legen.

18. Einen Punkt zu construiren, der von vier nicht in einer
Ebene liegenden gegebenen Punkten gleichweit entfernt ist. 2, 3.

19, Einen Punkt zu construiren, der von drei gegebenen,




§ 1] Senkrechte Linien. 5

nicht in gerader Linie liegenden Punkten eine und dieselbe ge-
gebene Entfernung hat. 2.

20. In einer gegebenen Ebene einen Punkt zu bestimmen,
der von drei gegebenen, nicht in gerader Linie liegenden Punkten
gleichweit absteht.

21. Den geometrischen Ort des Punktes.einer Ebene zu
construiren, der von einem ausserhalb der Ebene gegebenen
Punkte eine gegebene Entfernung hat. 5.

22. Den geometrischen Ort des Punktes zu construiren,
der von zwei gegebenen Punkten dieselbe gegebene Entfernung
hat. 3, 21.

23. In einer Ebene eine Gerade so zu ziehen, dass jeder
ihrer Punkte von zwei ausserhalb der Ebene gegebenen Punkten
gleichweit entfernt ist. 3.

24. In einer Ebene durch einen in ihr gegebenen Punkt
eine Gerade zu ziehen, welche von einem ausserhalb der Ebene
gegebenen Punkt eine gegebene Entfernung hat. 21.

25. In einer Ebene eine Gerade zu ziehen, welche einer
anderen, gegebenen Geraden dieser Ebene parallel ist und von
einem ausserbalb der Ebene gegebenen Punkt eine gegebene Ent-
fernung hat, 21.

26. In einer Ebene eine Gerade zu ziehen, welche von jedem
von zwei ausserhalb der Ebene gegebenen Punkten eine gegebene
Entfernung hat. 21.

27. Eine Gerade zu construiren, welche von drei gegebenen
parallelen, aber nicht in einer Ebene liegenden Geraden gleich-
weit entfernt ist.

28. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu legen,
welche zwei gegebene, sich kreuzende Linien schneidet.

29. Den geometrischen Ort des Punktes X zu bestimmen,
fiur welchen die Differenz der Quadrate seiner Abstinde von zwei-
gegebenen Punkten 4, B (4X%— BX?) einen gegebenen con-
stanten Werth m? hat.

30. In einer Ebene sind die Fusspunkte zweier von den
Endpunkten einer gegebenen Strecke auf die Ebene geftiliten
senkrechten Geraden gegeben; ausserdem sind die Léngen dieser
Senkrechten bekannt. Man construire in der Ebene den Durch-
schnittspunkt der Verlingerung jemer Strecke mit dieser Ebene,
sowie die Linge der Strecke.
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31. In einer Ebene sind die Fusspunkte der drei senkrechten
Geraden gegeben, welche von den Eckpunkten eines ganz ausser-
halb dieserEbene! (liegendenCDreiecks auf dieselbe gef¥llt sind;
ausserdem kennt man die Lingen jener Senkrechten. Man con-
struire in’ der Ebene ein jemem ersteren congruentes Dreieck. 30.

¢. Rechnungs-Aufgaben.
a«. Ohne trigonometrische Functionen.

32. Den Abstand eines Punktes von einer Ebene zu be-
rechnen, wenn sein Abstand von einem Punkte der Ebene gleich
a und die Entfernung dieses Punktes vom Fusspunkt der zu
ersterem gehdrigen Senkrechten gleich b gegeben ist. &) a=11,38;
b=4,62; ) a=1854y; b=182%.

33. Eine Gerade steht im Mittelpunkt eines Kreises senk-
recht zu der Ebene desselben, der Radius des Kreises ist gleich
r und der Abstand eines Punktes der Senkrechten vom Mittel-
punkt gleich a gegeben. Wie weit ist dieser Punkt von jedem
Punkte der Peripherie entfernt? «) r=4, a=231}; f) r =32,
a=11%4}.

34. Von einem Punkte sind nach einer Ebene zwei Linien
gezogen. Man soll aus den Liéngen a, b derselben und dem Ver-
hiltniss m:n der Abstinde ihrer Fusspunkte vom Fusspunkt
der zugehorigen Senkrechten die Liinge dieser letzteren berechnen.
@) a=221, b==29, m:n=11:1; f) a= 143, b= 157,
m:n=11:17,

35. Die Entfernungen zweier Punkte von einer Ebene sind
beziiglich gleich 4 und » gegeben; der Abstand der Fusspunkte
der zugehdrigen Senkrechten ist gleich ¢. Wie weit sind jene
beiden Punkte von einander entfernt? o) ae==1§, b =14},
c=1; B) a=28,5, b=19,6, c=34.

36. Auf der Ebene eines rechtwinkeligen Dreiecks sei im
Scheitel des rechten Winkels eine senkrechte Gerade gleich ¢ er-
richtet; die Entfernungen ihres oberen Endpunktes von den End-
punkten der Hypotenuse seien beziiglich gleich a4 und . Wie
lang ist die Hypotenuse? @) a==3, b==3, c=1; ) a==16,
b == 25, c =20,

37. Im Mittelpunkt eines gleichseitigen Dreiecks sei auf der
Ebene desselben eine senkrechte Gerade gleich ¢ errichtet, und es
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sei die Entfernung des oberen Endpunktes der Senkrechten von
einem Eckpunkt des Dreiecks gleich & gemessen, Man berechne
den Flicheninhalt\ des |gleichseitigen (Dreiecks, sowie den Flichen-
inhalt eines derjenigen Dreiecke, deren Grundlinie eine Seite
des ersterem und deren Spitze der obere Endpunkt der Senk-
rechten ist.

38. Von einem Punkte ausserhalb einer Ebene soll nach
derselben eine Gerade von gegebener Linge a gezogen werden.
Wie lang muss die von jenem Punkte auf die Ebene  gefillie
Senkrechte sein, wenn der Abstand jener Geraden von dem Fuss-
punkt dieses Perpendikels muoglichst gross sein soll?

39, Die Endpunkte einer gegebenmen Strecke haben von
einer gegebenen Ebene beztiglich die Abstinde @ und . Man
berechne den Abstand desjenigen Punktes von der Ebene,
welcher jene Strecke in dem gegebenen Verhiltniss m : n theilt.
(Zwei Fille.) -

B. Mit trigonometrischen Functionen.

40. Von einem Punkte P ausserhalb einer Ebene gehen 8
nach letzterer gerade Linien, welche simmtlich mit der von P
auf die Ebene gefillten senkrechten Geraden den Winkel o
bilden und gleich @ sind. Wie weit ist jemer Punkt von der
Ebene entfernt? ) a = 229, ¢ =15°11"30"; B) a=11,24,
o = 72° 55" 37",

41, Auf einer Ebene steht eine senkrechte Gerade von der
Liinge p; um ihren Fusspunkf ist in der Ebene ein Kreis mit
dem Radius » beschrieben, Welchen Winkel bildet die Verbin-
dungslinie eines Punktes der Peripherie und des oberen Endpunktes
der Senkrechten mit dieser? p = 4,6354, r =28.

42. Von einem Punkte ausserbalb einer Ebene sind nach
dieser eine senkrechte und eine schiefe Linie gezogen, und es
verhlt sich die erstere zur letzteren wie @ : . Welchen Winkel

" bilden beide Linien mit einander? a:b = 3059 : 8944.

43. Wie gross ist die Entfernung zweier Punkte von ein-
ander, deren Abstlinde von einer Ebene beztiglich gleich @ und b
sind, und deren Verbindungslinie mit den von ihnen auf die
Ebene gefillten senkrechten Geraden den spitzen Winkel & bildet?
a=2%, b=ff, a==21°30"



8 Schiefe Linien. [§. 2.

§.2. Von Geraden, welche zu einer Ebene schief

stehen.

. a. Lehrsiitze.

1. Zwei Punkte sind von einer Ebene gleichweit entfernt,
wenn zwei von ihnen nach der Ebene unter gleichen Neigungs-
winkeln gegen dieselbe gezogene Gerade einander gleich sind.

2. Umkehrung 1: Zieht man von Punkten, welche gleich-
weit von einer Ebene abstehen, nach dieser gerade Linien unter
gleichen Neigungswinkeln gegen dieselbe, so sind diese achiefen
Linien gleich lang.

3. Umkehrung 2: Schiefe Linien von gleicher Liinge, welche
von demselben Punkte, oder von Punkten, die gleichweit von
einer Ebene absiehen, nach dieser Ebene gezogen sind, haben
gegen dieselbe gleiche Neigungswinkel. — Welcher entsprechende
Satz gilt bei ungleichen L#ngen der schiefen Linien?

4. Legt man durch den Mittelpunkt eines Kreises eine zu
seiner Ebene schiefe Gerade, so ist von allen mdglichen Ver-
bindungslinien zwischen einem und demselben Punkt der Geraden
und den Punkten der Kreislinie diejenige die kiirzeste, deren
Fusspunkt auf dem Neigungsschenkel liegt, und je zwei dieser
Linien, deren Fusspunkte so liegen, dass die nach ihnen gezogenen
Radien gleiche Winkel mit dem Neigungsschenkel bilden, sind
gleich lang. Bilden dagegen die nach den Fusspunkten gezogenen
Radien ungleiche Winkel mit dem Neigungsschenkel, so gehdrt
zu dem grosseren Winkel die léngere Gerade. Welche von allen
diesen Verbindungslinien ist die lingste? — Umkehrungen.

5. Jillt man von einem Punkte einer schiefen Geraden auf
jede von zwei Geraden, die in der Ebene ihres Neigungsschenkels
mit diesem gleiche Winkel bilden, eine senkrechte Gerade, so
sind diese Senkrechten einander gleich. Bilden dagegen jene
zwei Geraden mit dem Neigungsschenkel ungleiche Winkel, so
hat diejenige, welche den grisseren Winkel bildet, auch den
grosseren Abstand von dem Punkte der schiefen Geraden.

6. In einer Ebene sei ein gleichschenkeliges Dreieck ge-
geben, und eine die Ebene schneidende schiefe Gerade stehe in
der Mitte seiner Grundlinie zu dieser senkrecht; man soll be-
weisen, dass die Hohe des Dreiecks der Neigungsschenkel der
schiefen Linie ist.
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7. 8ind mehrere eine Ebene schneidende gerade Linien ein-
ander parallel, so sind auch ihre Neigungsschenkel einander parallel,

8. Linien, welche gegen eine Ebene gleiche Neigungs-
winkel haben und deren Neigungsschenkel parallel und gleich-
gerichtet sind, sind unter einander parallel.

9. Sind die Seiten eines Dreiecks im Raume beztiglich den
Seiten eines anderen Dreiecks parallel, so sind die beiden Dreiecke
einander #hnlich, und die Verbindungslinien je zweier homologen
Eckpunkte schneiden sich in demselben Punkt, oder sind einander
parallel. Unter welcher Bedingung tritt der letztere Fall ein? —
Gilt ein entsprechender Satz fiir zwei n-Ecke?

10. Alle Linien, welche auf einer gegebenen Geraden in
demselben Punkte senkrecht stehen, haben ihre Neigungsschenkel
gegen eine durch jene Gerade gehende Ebene in derselben geraden
Linie.

11. Der geometrische Ort des Endpunktes einer Geraden,
welche eine gegebene Ebene in einem gegebenen Punkte derselben
und unter einem gegebenen Neigungswinkel trifft, und welche von
diesem Punkte aus eine gegebene L#nge hat, ist eine Kreislinie.

12. Ist eine von einem Punkte nach einer Ebene gezogene
Gerade doppelt so lang, als das von demselben Punkte auf die
Ebene gefiillte Neigungsloth, so betriigt ihr Neigungswinkel gegen
die Ebene den dritten Theil eines rechten Winkels.

13. Wenn zwei gerade Linien einander schngiden, so giebt es
stets unendlich viele Linien, welche die beiden ersteren in ihrem
Durchschnittspunkt treffen und gleiche Winkel mit ihnen bilden.

14. Bildet eine Gerade, welche eine Ebene schneidet, mit
zweien durch ihren Fusspunkt in dieser Ebene gezogenen Geraden
‘gleiche Winkel, so sind diese Winkel stets grésser als die Hilfte
des von den beiden Linien in der Ebene gebildeten hohlen Winkels
und kleiner als der Nebenwinkel dieser Hilfte.

b. Conmstructions-Aufgaben,

15, Von einem ausserhalb einer Ebene gegebenen Punkt
eine Gerade nach derselben zu ziehen, welche einen gegebenen
Neigungswinkel gegen die Ebene hat, a) allgemein, b) so, dass
sie eine durch den Fusspunkt der von jenem Punkte auf die Ebene
gefillien Senkrechten in dieser Ebene gezogene Gerade trifft,

N
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¢) 8o, dass ihr Neigungsschenkel einer in der Ebene gegebenen
Gersden parallel ist.

16.' 'Durch' einen 'in” einer' Ebene gegebenen Punkt eine Ge-
rade unter einem gegebemen Neigungswinkel gegen die Ebene zu
legen, 8o dass ihr Neigungsschenkel einer in der Ebene gegebenen
Geraden parallel ist.

17. Durch eine gegebene Linie eine Ebene in gegebemem
Abstand von einem gegebenen Punkte zm legen.

18. Eine Gerade zu construiren, welche eine gegebene Ebene
unter einem gegebenen Neigungswinkel schneide und auf einer
in dieser Ebene gegebenen Geraden in einem gegebenen Punkte
derselben senkrecht stehe.

19. Durch den Scheitel eines gegebenen Winkels eine Ge-
rade zu legen, welche mit den Schenkeln desselben gleiche Winkel
bilde und zu der Ebene desselben einen gegebenen Neigungs-
winkel habe. .

20. Durch den Fusspunkt einer gegebenen Geraden mit einer
gegebenen Ebene in dieser eine gerade Limie zu ziehenm, welche
mit der ersteren einen gegebenen Winkel bilde.

21. Durch einen Schenkel eines gegebenen Winkels eine
Ebene so zu legen, dass der andere Schenkel einen gegebenen
Neigungswinkel gegen dieselbe habe.

¢. Rechnungs-Aufgaben.

22. Von einem Punkte ausserbalb einer Ebene, dessen Ent-
fernung von derselben gleich a@ ist, sei nach der Ebene eine
Linie unter einem Neigungswinkel von 45° gezogen; wie lang
ist dieselbe?

23, Von einem Punkte ausserhalb einer Ebene ist mach °
dieser eine Linie von der Li#nge a4 unter einem Neigungswinkel
von 30 Grad gezogen; wie gross ist der Abstand des Punktes
von der Ebene?

24, Durch einen Eckpunkt eines Dreiecks 4B C ist eine zu
der Ebene desselben schief stebende und mit den anliegenden
Seiten 4B, AC gleiche Winkel bildende Linie gezogen. Wie lang
ist das innerhalb des Dreiecks liegende Stick ihres Neigungs-
schenkels, wenn AB =c¢, BC=a, CA==0>b gegeben sind?
a == 40, b = 2b, ¢ = 16.
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25. Zwei recbtwinkelige Dreiecke, welche eine Kathete ge-
meinschaftlich haben, liegen go im Raume, dass die zweite Kathete
des einen senkrecht auf der Hypotenuse des anderen steht. Man
soll aus der Hypotenuse 4 des ersteren und der nicht gemein-
schaftlichen Kathete & des letzteren die Entfernung ibrer nicht
gemeinschaftlichen Eckpunkte berechnen. a4 = 1,2; b == 1,6.

26. Welchen Winkel bildet eine Gerade, die gegen eine
Ebene unter einem Winkel von 45° geneigt ist, mit einer Ge-
raden, welche in dieser Ebene durch ihren Fusspunkt unter einem
Winkel von ebenfalls 45° gegen den Neigungsschenkel geo-
zogen ist? .

27. Eine Strecke, deren L#nge gleich @ gegeben ist, gei
goegen eine Ebene unter dem Winkel ¢ geneigt. Wie lang ist
die Projection dieser Strecke auf die Ebene? a=5581, @ =44°20".

28. Eine gegen eine Ebene geneigte Strecke verhalte sich
zu ihrer Projection auf diese Ebene wie @ : b; man berechne ihren
Neigungswinkel gegen die letztere. a : b = 4007 : 3114.

29. Von einem Punkt, dessen Abstand von einer Ebene
gleich @ ist, sei nach dieser eine Gerade unter dem Neigungs-
winkel @ gezogen; wie lang ist dieselbe? 4=64,92, ¢=—62°39".

30. Auf einer Ebene sind in zwei Punkten, deren Abstand
von einander gleich @ ist, senkrechte Linien errichtet und beziig-
lich gleich & und ¢ gemacht. Welchen Neigungswinkel hat die
Verbindungslinie der nicht in der Ebene liegenden Endpunkte der
Senkrechten gegen die Ebene? 4 = 8,442; b == 8; ¢ = 5,257.

31. Eine Gerade ist gegen eine Ebene unter dem Winkel &
geneigt, und durch ihren Fusspunkt ist in der Ebene eine Ge-
rade unter dem Winkel § gegen ihren Neigungsschenkel gezogen.
Welchen Winkel bildet die erstere Gerade mit der letateren?
o = 43° 53, f = 11910, 7

382. Eine Gerade bildet mit einer Linie einer Ebene den
Winkel ¢, und diese Linie bildet mit dem Neigungsschenkel jener
Geraden gegen die Ebene den Winkel . Man berechne den
Neigungswinkel der ersten Geraden. & == 8°1’, = 5°40".

83. Die Fusspunkte zweier von einem Punkte ausserhalb
einer Ebene nach dieser gezogenen Geraden haben von dem Fuss-
punkt der von demselben Punkte aus auf die Ebene gefillten
Senkrechten Entfernungen, welche sich wie 4 zu b verhalten,

8
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und ibre eigenen L¥ngen verhalten sich zu einander, wie m : n,
Man berechne ihre Neigungswinkel. 4:0=}3:1;m:n=}2:1.

34. Von einem Punkte, der von einer Ebene die gegebene
Entfernung A hat, sind nach der Ebene zwei schiefe Linien ge-
zogen, deren L#ngen sich wie m : n verhalten; der Neigungs-
winkel der einen betrligt das Doppelte des Neigungswinkels der
anderen. Man soll die L#ingen der schiefen Linien bergchnen.
h=16, m: n =17 : 30,

35. Im Mittelpunkt des einem Dreieck 4 B C umbeschriebenen
Kreises sei auf der Ebene desselben eine senkrechte Gerade von
der Léinge A errichtet. Welche Neigungswinkel haben die Ver-
bindungslinien ihres oberen Endpunktes mit den Eckpunkten des
Dreiecks gegen die Ebene? Die drei Seiten (a, b, ¢) des Dreiecks
sind gegeben. A == 62,382; @ == 30, b =5, ¢ = 29.

§. 3. Eine Ebene und eine zu ihr parallele Gerade.

a. Lehrsitze.

1. Errichtet man auf einer Ebene eine senkrechte Gerade
und auf dieser in einem beliebigen Punkte wieder eine senkrechte
Gerade, so ist die letztere der Ebene parallel.

2. Fillt man von einem Punkte einer Geraden, welche einer
Ebene parallel ist, eine senkrechte Linie auf diese Ebene, so
steht diese Linie auch senkrecht zu der ersteren Geraden.

3.« Durch einen ausserhalb einer Ebene gegebenen Punkt
lassen sich zu derselben unendlich viele parallele Gerade legen.
Der geometrische Ort derselben ist eine Ebene.

4. Ist eine von mehreren einander parallelen Geraden einer
Ebene parallel, so sind auch die anderen derselben parallel oder
liegen ganz in ihr.

5, Schneidet eine von mehreren parallelen Geraden eine
Ebene, so schneiden auch die anderen dieselbe.

6. Alle von einer Geraden auf eine ihr parallele Ebene
gefiillten senkrechten Linien liegen in einer Ebene und sind gleich-
lang. (Eine Gerade und eine ihr parallele Ebene haben tiberall
dieselbe Entfernung von einander.)

7. Alle geraden Linien, welche unter sich parallel sind und
eine Gerade mit einer ihr parallelen Ebene verbinden, sind ein-
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ander gleich, und der geometrische Ort ihrer Fusspunkte ist eine
jener Geraden parallele Linie.

8. Umgekehrt:' lassen sich 'von zwei Punkten einer Ge-
raden zwei gleiche und parallele Linien nach einer Ebene ziehen,
80 ist jene Gerade dieser Ebene parallel.

9. Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so liegt jede
Linie, welche durch einen Punkt der Ebene geht und zu der
Geraden parallel ist, ganz in der Ebene.

10. Eine Linie, welche zu einer in einer gegebenen Ebene
liegenden Linie a parallel ist, ist parallel zu jeder in dieser
Ebene liegenden und zu a parallelen Geraden, kreuzt sich dagegen
(falls sie nicht selbst in der Ebene liegt) mit jeder zu @ nicht
parallelen Geraden dieser Ebene.

11. Sind beide Schenkel eines Winkels einer Ebene parallel,
und legt man durch jeden Schenkel eine diese Ebene schneidende
Ebene, so ist der von den Durchschnittslinien in der ersteren ge-
bildete Winkel dem gegebenen gleich.

b. Comstructions- Aufgaben.

12. Den geometrischen Ort einer Geraden zu construiren,
welche durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Ebene
parallel gezogen werden kann.

13. Durch eine von zwei sich kreuzenden Geraden eine zu
der anderen parallele Ebene zu legen.

14. Durch einen gegebenen Punkt eine zu zwei snch kreu-
zenden Geraden parallele Ebene zu legen.

15. Von einem zu bestimmenden Punkt der einen von zwei
gegebenen sich kreuzenden Geraden nach der anderen eine Linie
zu ziehen, welche einer dritten gegebenen Geraden parallel ist.

16. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu .ziehen,
die eine gegebene Gerade und eine dieser parallele gegebene Ebene
so schneidet, dass das zwischen den letzteren liegende Stiick
derselben eine gegebene Linge habe.

17. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene in gegebenem
Abstand von einer gegebenen Geraden zu legen.

e. Rechnungs-Aufgaben.

18. Ausserhalb einer Ebene ist eine derselben parallele «
Strecke von der Linge @ und ein Punkt P gegeben; die von P
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auf die Strecke geftllte semkrechte Gerade ist gleich p, ihre Ver-
l&ngerung tiber ibren Fusspunkt trifft die Ebene und hat bis zu
ibrem Durehgchnittspunkt mit-dieser die Léinge g. Wie weit sind
die Fusspunkte der beiden von P aus durch die Endpunkte der
Strecke (@) nach der Ebene gezogenen Geraden von einander ent-
fernt? a4 =3,9; p=152; ¢ =14.

19. Die Seiten eines Dreiecks sind einer Ebene parallel,
und die durch einen Punkt ausserbalb der Ebene und die Eck-
punkte des Dreiecks gezogenen Geraden treffen die Ebene auf
ihren Verldngerungen tiber diese Eckpunkte. Man soll den Fléchen-
inhalt des durch die Fusspunkte dieser Linien in der Ebene be-
stimmten Dreiecks aus dem Flicheninhalt # des gegebenen und
dem Verhi#iltniss p : ¢ der Abschnitte einer der von dem Punkt
nach der Ebene gezogenen Geraden berechnen.

8 20. Eine Strecke 4B sei einer Ebene parallel, und von
A sei eine Gerade 44, = ¢ unter dem Neigungswinkel « gegen
die Ebene, und von B eine Strecke BB, == d nach derselben ge-
zogen. Man berechne den Neigungswinkel der letzteren Geraden
gegen die Ebene. ¢ = 63,92; d = 54,47; a = 51° 40,

21. In einer Ebene sei von zwei Punkten 4, B, deren
Entfernung von einander gleich 4 ist, nach den Endpunkten einer
der Ebene parallelen Strecke €. visirt, und es seien die Neigungs-
winkel der Gesichtslinien gegen die Ebene, CA E=«a, D 4 F=24,
CBE =1y, DBF = f3, gemessen, endlich sei der Abstand der
Linie €D von der Ebene gleich /4 gegeben. Man soll die Liinge
von C D berechnen. Beispiel: a = h, @ =0, =7y, o =459,
B = 30°.

22. Eine zu einer Ebene £ senkrechte Gerade schneidet
die eine von zwei zu £ parallelen und einander kreuzenden Ge-
raden in A4, die andere in B. Es sei auf der ersteren dieser zwei
Linien ein Punkt C, auf der letzteren ein Punkt D angenommen,
und 4C=a, BD="b, CD= ¢, das von C auf E gefillte Per-
pendikel gleich d und das von D auf E gefillte gleich ¢ gemessen.
Man berechne den Winkel der Durchschnittslinien, welche zwei
beziiglich durch je eine der sich kreuzenden Geraden gelegte
Ebenen in £ bilden.
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II. Capitel. Verbindung zweier Ebenen mit einander.

§. 4. Zwei sich schneidende Ebenen.

a. Lehrsiitze.

1. Jeder Neigungsschenkel eines Flichenwinkels ist zugleich Flachen-
der Neigungsschenkel des anderen Schenkels gegen die betreffende #berhaupt.
Ebene,

2. Die Ebene des Neigungswinkels eines Fliichenwinkels
ist senkrecht zu der Kante desselben.

3. Umgekehrt: jede zu der Kante zweier Ebenen senk-
rechte Ebene schneidet dieselben in den Schenkeln eines Neigungs-
winkels.

4. Zwei einander schneidende Ebenen stehen senkrecht zu
der Ebene ihres Neigungswinkels.

5. Halbirt man einen Flichenwinkel und den zu ihm ge-
hdrigen Nebenwinkel (der durch Erweiterung einer Schenkel-
ebene iiber die Kante entsteht), so stehen die Halbirungsebenen
senkrecht zu einander.

6. Der geometrische Ort eines Punktes, welcher von zwei
gegebenen , sich schneidenden Ebenen.gleichweit absteht, wird ge-
bildet von den Halbirungsebenen der Flichenwinkel der ersteren
Ebenen.

7. Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Abstiinde
von zwei sich schneidenden Ebenen in einem gegebenen Verh#lt-
niss stehen, wird von zwei durch die Durchschnittslinie der beiden
Ebenen gehenden Ebenen gebildet.

8. Bteht eine Gerade senkrecht auf einer von zwei sich
schneidenden Ebenen, so ist ihr Neigungswinkel gegen die andere
das Complement des Neigungswinkels der beiden Ebenen gegen
einander,

9. Fillt man von einem Punkt innerhalb eines Fléchen-
winkels auf jede Ebene des letzteren eine senkrechte Gterade, so
ist der Winkel dieser beiden Geraden das Supplement des (Nei-
gungswinkels des) Flichenwinkels. Liegt dagegen jemer Punkt
so ausserhalb des Flichenwinkels, dass die beiden Senkrechten
die Schenkelebenen selbst (nicht deren Erweiterung iiber die Kante)
treffen, so ist der Winkel der Senkrechten gleich dem Neigungs-
winkel des Flichenwinkels, — Welcher entsprechende Satz gilt
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tiber die von zwei Geraden gebildeten Winkel, welche beztiglich
auf den Ebenen in einem Punkte ihrer Kante senkrecht stehen?
— Unterstichung Cder (sonstigen Fille,

Senkrechte 10. Die durch eine zu einer Ebene schief stehende Linie
und ihren Neigungsschenkel gelegte Ebene steht senkrecht zu der
ersteren Ebene.

11. Btehen eine Ebene und eine ausserbalb derselben lie-
gende Gerade zu einer anderen Ebene senkrecht, so sind sie
einander parallel. Welche Umkehrungen gestattet dieser Satz?

12. Zu einer Ebene lisst sich durch eine in ihr gegebene
Gerade nur eine einzige senkrechte Ebene legen. .

13. Fillt man von einem Punkte einer Ebene eines Flichen-
winkels eine Gerade senkrecht auf die andere Ebene und von dem
Fusspunkt dieser Senkrechten das Perpendikel auf die Kante des- -
selben, so steht die Verbindungslinie des zuerst angenommenen
Punktes und des Fusspunktes des letzteren Perpendikels senkrecht
zu der Kante.

14. Umgekehrt: fallt man von einem Punkte der einen
Ebene eines Flichenwinkels auf die Kante und auf die andere
Ebene senkrechte Geraden, so steht dié Verbindungslinie der
Fusspunkte der beiden Perpgndikel ebenfalls senkrecht zur Kante.
Daher bildet sie mit der einen von jenen Senkrechten den Neigungs-
winkel -der beiden Ebenen. — Gestattet der Lehrsatz 13 noch
eine andere Umkehrung?

15. Fillt man von einem Punkte auf jede von zwei einander
schneidenden Ebenen eine senkrechte Gerade und von den Fuss-
punkten dieser Geraden wieder Senkrechte auf die Kante der
Ebenen, so treffen die zuletzt genannten Perpendikel die Kante -
in demselben Punkt.

16. Der geometrische Ort einer zu einer Ebene senkrechten
Geraden, deren Fusspunkt in einer in dieser Ebene gegebenen
geraden Linie liegt, ist eine zu der ersteren senkrechte Ebene.

17. Durch eine gegebene Gerade lisst sich zu einer ge-
gebenen Ebene stets eine, und wenn die Gerade nicht senkrecht
zu der Ebene steht, nur eine einzige senkrechte Ebene legen.
(Projicirende Ebene; Projection einer Geraden auf eine Ebene.)

18. Von einer geraden Linie seien die Projectionen auf
zwei zu einander senkrechte Ebenen gegeben. Errichtet man im
Durchschnittspunkt einer dieser Projectionen mit der Kante der
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Ebenen auf letzterer in der Ebene der anderem Projection die
senkrechte Gerade,  so trifft diese die andere Projection in dem
Durchschnittspunkt der gegebenen Geraden selbst mit der be-
treffenden Ebene.

19. Eine Gerade, welche auf der Halbirungsebene eines
Flichenwinkels senkrecht steht, hat gegen die beiden Schenkel-
ebenen gleiche Neigungswinkel, und das zwischen den Schenkel-
ebenen liegende Sttick derselben wird durch die Halbirungsebene
halbirt. — Umkehrungen.

20. Stehen die Schenkelebenen eines Flichenwinkels be-
ziiglich auf den Schenkelebenen eines zweiten mit der vorigen
paralleler Kante (nicht auf den Erweiterungen dieser Schenkel-
ebenen) senkrecht, so sind die Flichenwinkel einander gleich,
oder sie ergiinzen sich zu zwei Rechten.

b. Comstructions- Aufgaben.

21. Einen gegebenen Flichenwinkel in 2 oder 4, 8, ... 2"
gleiche Theile zu theilen.

22, Durch eine gegen eine Ebene schief stehende Gerade
eine zu jener senkrechte Ebene zu legen.

23. Durch eine einer gegebenen Ebene parallele Linie eine
zu jener senkrechte Ebene zu legen.

24. An eine gegebene Ebene durch eine in derselben ge-
gebene Linie eine zweite Ebene unter einem gegebenen Flichen-
winkel gegen die erstere zu legen.

25. Durch einen ausserhalb einer Ebene gegebenen Punkt
eine zweite Ebene senkrecht zu der ersteren zu legen, so dass sie
einer gegebenen Geraden parallel ist.

26. Durch einen ausserbalb einer Ebene gegebenen Punkt
eine zu derselben senkrechte Ebene zu legen, welche zugleich
auf einer gegebenen, der ersteren Ebene parallelen Geraden senk-
recht steht.

27. Auf einer gegebenen Geraden einen Punkt zu bestim-
men, welcher von zwei gegebenen sich schneidenden Ebenen
gleichweit entfernt ist.

28. Diejenigen Punkte in einer gegebenen Ebene zu be-
stimmen, deren Abstinde von zwei anderen gegebenen, sich
schneidenden Ebenen in einem gegebenen Verhiltniss stehen.

29. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu legen
REmr, Aufgaben, II. 2
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welche gegen zwei gegebene sich schneidende Ebenen gleiche
Neigungswinkel bat.

30.""Den 'Winkel ‘zweier' gegen einander convergenten Ebenen
zu halbiren, ohne die Durchschnittslinie derselbem zu benutzen.

31. Durch einen Punkt ausserhalb zweier sich schneidenden
Ebenen eine dritte Ebene zu legen, welche zu jeder der beiden
ersteren senkrecht steht.

32. Einen gegebenen rechten Flichenwinkel in 3 gleiche
Theile zu theilen.

33. Durch eine gegebene Gerade zehn Ebenen zu legen,
so dass die Flichenwinkel je zweier benachbarter simmtlich ein-
ander gleich sind.

¢. Rechnungs-Aufgaben.

34. Die von einem Punkte einer Ebene auf eine zweite
Ebene gefiillte senkrechte Linie sei halb so gross als das von
demselben Punkte auf die Durchschnittslinie der Ebenen gefiillte
Perpendikel. Man berechne den Winkel der beiden Ebenen.

35. Eine Gerade ist zwischen zwei sich schneidenden Ebenen
so gezogen, dass sie mit denselben gleiche und in derselben
dritten Ebene liegende Winkel bildet; ihre Endpunkte haben von
der Kante den Abstand 4, und die Liinge der Geraden ist gleich b.
Wieviel betriigt der kiirzeste Abstand der Geraden von der Kante ?
a = 306, b == 414. ,

86. Zwei gerade Linien sind auf einer Ebene senkrecht
errichtet und bis zum Durchschnitt mit einer dieselbe schneiden-
den Ebene gezogen; die Fusspunkte derselben haben von der
Kante beztiglich die Abstinde @ und a’, die Linge der ersteren
Senkrechten ist gleich 5. Man berechne die Linge der anderen.
a="191; d =5,65; b="17,28.

37. Eine Gerade schneidet zwei zu einander senkrechte
Ebenen, und es sind die Absténde der Durchschnittspunkte von
der Kante beztiglich gleich @ und & und das zwischen den be-
treffenden Senkrechten liegende Stiick der Kante gleich ¢ ge-
geben. Wie lang ist jene Gerade? a4 = 16, b= 12, ¢ == 21.

38. Auf einer von zwei Ebenen, welche mit einander den
Flichenwinkel « bilden, ist in der Entfernung @ von der Kante
eine senkrechte Gerade bis zur anderen Ebene errichtet. Wie
lang ist dieselbe? @ == 6,036; a = 41° 55'.
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39. Um den Neigungswinkel ¢ zweier Ebenen zu bestimmen,
ist in einer zu, der, Kante derselben senkrechten Ebene eine Ge-
rade zwischen den ersteren Ebenen gezogen und die Linge a
dieser Geraden nebst den Abstinden b, ¢ ihrer Endpunkte von
der Kante gemessen. Man berechne @. @ = J6, b = 2,
c=14y3.

40. Eine Gerade schneidet zwei Ebenen, die mit einander
den Flichenwinkel @ bilden, beztiglich unter den Neigungswinkeln
« und f8; wie verbalten sich die Abstéinde ihrer Durchschnitts-
punkte mit den Ebenen von der Kante derselben zu der L¥nge
der Geraden? o == 59°29'87,6; 8 == 53° 7" 48",4; ¢ = 67023,

41. Von den Eckpunkten eines Dreiecks sind senkrechte
Linien auf eine Ebene geftllt; man soll aus dem Flicheninhalt #
des Dreiecks und dem Winkel ¢, den seine Ebene mit der an-
deren Ebene bildet, den Flicheninhalt des durch die Fusspunkte
der Senkrechten bestimmten Dreiecks (der sog. Projection des
gegebenen Dreiecks auf die Ebene) berechnen. F = 2500,
@ == 73° 20’

42, Dieselbe Aufgabe, wie in 41, fur ein n-Eck zu l8sen.
F =137, ¢ == 262"

43. Von einem Punkte O sind nach einer Ebene £ zwei Gerade
04, OB gezogen. Wie gross ist der Neigungswinkel der Ebene
OAB gegen die Ebene E, wenn der Winkel 4 0B gleich 90°
und die Neigungswinkel von 04 und OB gegen E entsprechend
gleich & und § gegeben sind? o = 309, B == 359 28" 33".

44, Eine Gerade, deren L#nge gleich ! gegeben ist, hat
gegen die eine von zwei sie begrenzenden Ebenen den Neigungs-
winkel ¢, gegen die andere den Neigungswinkel 8, und der Ab-
_ schnitt der Kante beider Ebenen, welcher zwischen den Senk-
rechten liegt, die man von ibren Durchschnittspunkten mit der
Linie auf die Kante fillen kann, ist gleich p. Man soll den
Neigungswinkel der beiden Ebenen berechnen.

45. Parallel zu der Durchschnittslinie zweier Ebenen, die
mit einander einen Winkel gleich ¢ bilden, sei in der einen eine
Strecke gleich a4 gezogen, und tiber dieser letzteren als Basis sei
ein gleichschenkeliges Dreieck construirt, dessen Ebene mit der-
jenigen, in welcher a liegt, den Winkel 0 bildet, und dessen
Spitze in der anderen Ebene in einem ‘Abstand gleich d von der

2‘
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Durchschnittslinie liegt. Man berechne den Schenkel, die Winkel
und den Flicheninhalt des Dreiecks. @ = 120, ¢ = 51° 40/,
0 =389, d=-==174,032.

46. Die senkrechten Projectionen einer Geraden auf zwei
zu einander senkrechte Ebenen sind beztiglich gleich p und ¢, und
die erstere bilde mit der Kante den Winkel . Man soll die
Lénge der — durch die beiden Ebenen begrenzten — Geraden
und ihre Neigungswinkel gegen die Ebenen berechnen. p=15,762,
g = 10,466, o« = 58°12".

47. Die Durchschnittspunkte einer Geraden mit zwei zu
einander senkrechten Ebenen haben von der Axe derselben Ab-
sténde, welche sich wie m : n verbalten, und die Projectionen
der Geraden auf die Ebenen verhalten sich beziiglich wie p : ¢.
Welche Neigungswinkel bildet die Gerade mit den Ebenen?
m:n=;/75:2; p:q=2:}/§.

48. Die Schenkel eines Winkels, dessen Grdsse gleich &
gemessen ist, bilden mit einer horizontalen Ebene die Winkel S
und y. Man berechne den Winkel, welchen die Projectionen der
Schenkel auf die horizontale Ebene mit einander bilden, sowie
den Neigungswinkel der Ebene des ersteren Winkels gegen den
Horizont. « = 134°38'50",8; f==154"0"; p =11°170".

§ 5. Zwei parallele Ebenen.
a. Lehrsiitze.

1. Ist eine Ebene einer anderen parallel, so ist auch jede
in ibr liegende Gerade der letzteren parallel.

2. Alle durch denselben Punkt ausserhalb einer Ebene zu
dieser parallel gezogenen Geraden liegen in einer und derselben
parallelen Ebene, _

8. BSchneidet eine Gerade die eine von zwei parallelen Ebenen,
so schneidet sie (wenn ndthig, verlingert) auch die andere.

4. Ist eine Gerade der einen von zwei parallelen Ebenen
parallel, so ist sie auch der anderen parallel, oder liegt ganz in
ibr. Vergl. 3.

5. 8ind drei oder mehr Punkte, welche nicht in einer
Geraden liegen, gleichweit von einer Ebene entfernt, und be-
finden sie sich auf derselben Seite dieser Ebene, so liegen sie in
einer zu ihr parallelen Ebene.
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6. Zwei Ebenen, welche von drei nicht in einer Ebene
liegenden parallelen Geraden gleiche Stticke .abschneiden, sind
parallel.

7. Ist eine Gerade jeder von zwei einander schneidenden
Ebenen parallel, so ist sie auch der Durchschnittslinie derselben
parallel. .

8. Nurch ein Paar sich kreuzender Linien lisst sich stets
ein und nur ein Paar paralleler Ebenen legen (d. bh. durch jede
Linie je eine Ebene). Eine zu den beiden Linien zugleich senk-
rechte Gerade (der Abstand derselben) ist gleich dem Abstand
der beiden Ebenen.

9. Ist eine gerade Linie einer Ebene parallel, so hat sie
von jeder ihr nicht parallelen Geraden dieser Ebene denselben
Abstand, wie von der Ebene selbst. Vergl. 8.

10. Durch Verbindung der Durchschnittspunkte, in welchen
zwei parallele Ebenen von parallelen Linien geschnitten werden,
entstehen zwei congruente, in je einer dieser Ebenen liegend
Figuren. i

11. Zieht man von einem Punkte aus drei gerade Linien,
welche nicht in einer Ebene liegen, nach zwei parallelen Ebenen,
und verbindet ihre Durchschnittspunkte mit demselben durch in
diesen Ebenen liegende gerade Linien, so erhilt man &hnliche
Dreiecke.

12, Aehnliche Dreiecke (oder Polygone) in parallelen Ebe- -
nen lassen sich stets in eine solche Lage zu einander gebracht
denken, dass je zwei homologe Seiten einander parallel sind.

13. Sind je -zwei homologe Seiten zweier in parallelen
Ebenen liegenden Dreiecke einander parallel, so schneiden sich
die geraden Verbindungslinien je zweier homologen Eckpunkte in
einem und demselben Punkt.

14. Zieht man von einem Punkte nach allen Eckpunkten
eines ebenen Polygons gerade Linien und theilt alle diese Ver-
bindungslinien durch Punkte, welche entweder simmtlich auf
diesen Linien selbst oder simmtlich auf ibhren Verlingerungen
nach derselben Seite hin liegen, in gleichem Verh#ltniss, so bilden
die Theilpunkte die Eckpunkte eines dem gegebenen #hnlichen
Polygons, dessen Ebene der Ebene des ersteren parallel ist.
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b. Constructions- Aufgaben.

15. "'Den’ - geometrischen -Qrt eines Punktes zu bestimmen,
welcher von einer gegebenen Ebene eine gegebene Entfernung hat.

16. Den geometrischen Ort eines Punktes von der Eigen-
schaft zu bestimmen, dass die von ihm nach einer gegebenen
Ebene und paralle]l zu einer gegebenen Geraden gezogene Linie
oine gegebene Liinge habe.

17. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene zu legen,
welche gleichweit von drei (nicht in gerader Linie liegenden)
gegebenen Punkten absteht.

18. Den geometrischen Ort eines Punktes zu bestimmen,
welcher von zwei gegebenen parallelen Ebenen gleichweit absteht.

19. Eine Gerade zu construiren, welche von jeder von zwei
gegebenen nicht parallelen Ebenen eine gegebene Entfernung hat.

20. Auf einer zwischen zwei parallelen Ebenen gegebenen
Geraden den von beiden Ebenen gleichweit entfernten Punkt zu
bestimmen.

21. Von einem ausserhalb einer Ebene gegebenen Punkt
nach dieser eine Gerade von verlangter Linge parallel zu einer
anderen gegebenen Ebene zu ziehen.

22. Ebenso, wenn statt der Linge der Neigungswinkel der
Geraden gegen die Ebene gegeben ist.

23. Mit Hilfe paralleler Ebenen zu einer Geraden durch
einen ausserhalb derselben gegebenen Punkt eine senkrechte Ebene
zu legen.

24. Ebenso eine Ebene, zu welcher die gegebene Gerade
einen der Grisse nach gegebenen Neigungswinkel hat.

25, Durch eine parallel zu einer Ebene gegebene Gerade
eine Ebene unter gegebenem Winkel gegen die erstere zu legen.

26. In einer von zwei parallelen Ebenen sei eine gerad-
linige Figur, in der anderen eine Strecke parallel zu einer Seite
dieser Figur construirt. Man soll in der zweiten Ebene eine
ihnliche Figur zeichnen, so dass die gegebene Strecke die der
parallelen Seite homologe werde; dabei soll in der zweiten Ebene
keine Neben - Construction vorgenommen werden,

27. Zu zwei sich kreuzenden Geraden eine dritte Gerade
zu construiren, welche auf jeder von ibnen senkrecht steht.
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28. Die kiirzeste von allen Linien zu construiren, die sich
zwischen zwei gegebenen sich kreuzenden Geraden ziehen lassen.

29. In einer vou zwei)|gegebenen sich kreuzenden Geraden
den Punkt zu bestimmen, welcher von der anderen einen ge-
gebenen Abstand hat.

30. Durch einen gegebemen Punkt eine Gerade zu ziehen,
welche einer gegebenen Ebene parallel ist und von einer gege-
benen Geraden einen gegebenmen Abstand hat. Vergl. 8.

31. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen,
welche von zwei gegebemen sich kreuzenden Linien gegebene
Abstéinde hat. 8.

32. Eine Ebene zu construiren, welche von vier gegebenen,
nicht in einer Ebene liegenden Punkten gleichweit absteht.

¢. Rechnungs-Aufgaben.

33. Zwischen zwei parallelen Ebenen ist eine senkrechte «
und eine schiefe Linie gezogen; die Liinge der ersteren ist gleich a,
die Absttinde der Fusspunkte in je einer der Ebenen sind beztig-
lich gleich # und ¢ gegeben, und die Projection der schiefen
Linie auf die eine Ebene steht senkrecht zu der gleich & ge-
gebenen Verbindungslinie. Wie lang ist die schiefe Linie? ¢=1,5;
b=32,3; c=3205.

34. Die Verbindungslinie der Scheitelpunkte zweier rechten
Winkel, deren Schenkel paarweise mach derselben Richtung par-
allel laufen, stehe senkrecht zu den Ebenen der Winkel und sei
gleich ¢ gegeben. Auf dem einen Schenkel des einen Winkels
gei vom Scheitelpunkt aus eine Strecke gleich «, auf dem ihm
nicht parallelen des anderen ebenso eine Strecke gleich & abge-
tragen; man berechne die Linge der Verbindungslinie der End-
punkte dieser Strecken. a4 = 48, b = 20, ¢ = 165.

35. Zwischen zwei parallelen Ebenen, deren senkrechter g
Abstand gleich a4 ist, seien an beliebigen Stellen zwei schiefe
Linien gezogen, von denen die eine 1} mal so lang als die andere
ist, und mit einer der gegebenen Ebenen einen Neigungswinkel
bildet, welcher halb so gross ist, als der entsprechende Neigungs-
winkel der anderen. Wie lang ist die erstere Linie ? a==$ V.

.36. In jeder von zwei parallelen Ebenen, deren Abstand
gleich a@ ist, sei eine Strecke gezogen. Aus den Lingen 4B =-c,
C D = d dieser Strecken, der Liinge der Verbindungslinie 4C =}



24 Drei Ebenen iiberhaupt. [§. 6.

und der Angabe, dass BD zu den Ebenen senkrecht stebt, soll
der Winkel berechnet werden, den 4 B mit einer in ihrer Ebene
liegenden, zu C:D parallelen, Geraden bildet. a =734}, b="7664,
¢ == 243, d == 43.

II. Capitel. Verbindungen dreier Ebenen mit einander.

§. 6. Drei Ebenen tiberhaupt.

a. Lehrsiitze.

1. Zieht man zwischen drei parallelen Ebenen, deron mittlere
gleiche Abstinde von den anderen hat, eine beliebige gerade
Linie, so wird dieselbe durch die mittlere. Ebene halbirt.

2. Theilt man beliebig viele zwischen zwei parallelen
Ebenen gezogene gerade Linien in gleichem Verh#ltniss, so liegen
die Theilpunkte s¥mmtlich in einer einzigen, den ersteren paral-
lelen Ebene.

3. Zieht man zwischen drei parallelen Ebenen, deren mittlere
gleichweit- von den anderen absteht, zwei beliebige Gerade und
verbindet je zwei Durchschnittspunkte derselben und einer
Ebene mit einander, so k&nnen sich jene beiden Geraden nicht
kreuzen, wenn die in der mittleren Ebene gezogene Verbindungs-
linie das arithmetische Mittel zwischen den in den beiden anderen
gezogenen ist.

4, 8teht von zwei parallelen Ebenen die eine zu einer
dritten senkrecht, so steht auch die andere zu derselben senkrecht.

5. Stehen zwei Ebenen zu einer dritten senkrecht und
schneiden dieselbe in parallelen Durchschnittslinien, so sind sie
selbst einander parallel.

6. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten Ebene
geschnitten, und halbirt man zwei correspondirende Flichenwinkel
an denselben, so sind die Halbirungsebenen einander parallel.

7. Schneidet man zwei parallele Ebenen durch eine dritte
und errichtet auf jeder der ersteren in der zugehdrigen Durch-
schnittslinie eine senkrechte Ebene, so sind diese letzteren ein-
ander parallel. )

8, Steht eine von zwei parallelen Ebenen auf einer von
zwei anderen parallelen Ebenen senkrecht, so steht die zweite
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von jenmen auch senkrecht zu der zweiten von diesen. — Liisst
sich dieser Satz ohne Weiteres, umkehren?

9. Halbirt man bei zwei parallelen, von einer dritten ge-
schnittenen Ebenen ein Paar der entstandenen inneren Gegen-
winkel, so stehen die Halbirungsebenen zu einander senkrecht.

10. Schneiden sich drei Ebenen in drei parallelen Durch-
schnittslinien, so betrligt die Summe der drei inneren Flichen-
winkel des entstandenen offenen dreiseiligen prismatischen Raumes
zwei Rechte. — Erweiterung dieses Satzes auf mehrseitige pris-
matische Riume.

11. Bind zwei innere Flichenwinkel eines offenen dreiseitigen
prismatischen Raumes einander gleich, so haben ihre Scheitel-
linien gleiche Abstinde von der dritten Kante. — Umkehrung
dieses Satzes. — Anwendung auf dreiseitige prismatische Rfume
mit drei gleichen Flichenwinkeln.

12. Durch eine zu einer Ebene parallele Linie seien zwei
die erstere schneidende schiefe Ebenen gelegt, deren Durchschnitts-
linien mit der ersten von der gegebenen parallelen Linie ungleiche
Abstéinde haben; man beweise, dass die Eb«;ne, zu welcher der
grossere dieser Abstinde gehort, einen. kleineren Flichenwinkel
mit der ersten Ebene bildet. — Umkehrung.

13. Stehen zwei zu einander senkrechte Ebenen zu einer
dritten Ebene senkrecht, so bilden die drei Durchschnittslinien
mit einander rechte Winkel.

b. Constructions-Aunfgaben.

14. Es sind zwei parallele Ebenen und zwei dieselben
schneidende Gerade, sowie ausserhalb der Ebenen auf der einen
Geraden ein Punkt gegeben; man soll auf der anderen Geraden
den Punkt bestimmen, in welchem eine dritte, den vorigen
parallele und durch den gegebenen Punkt gehende Ebene sie
schneiden wiirde, ohne diese Ebene selbst zu construiren.

15. Unter welcher Bedingung kann man drei parallele
Ebenen so construiren, dass jede derselben durch eine von drei
zwischen zwei sich kreuzenden Geraden gegebenen Linien geht?

16. Zwischen drei gegebenen parallelen Ebenen eine Gerade
80 zu ziehen, dass die Differenz der entstehenden Abschnitte der-
selben eine gegebene Grisse habe.

17. Zu drei gegebenen parallelen Ebenen eine vierte so zu
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construiren, dass ihre Durchschniftspunkte mit einer Geraden vier
harmonische . Punkte sind.

18. Einen offenen dreieitigen prismatischen Raum zu con-
strairen, wenn gegeben sind a) die Abstinde der drei Kanten
von einander, oder b) zwei dieser Abstinde und der an der
mittleren Kante liegende Fléchenwinkel, oder ¢) einer dieser Ab-
stinde, der an der dritten Kante liegende und einer der anderen
Flichenwinkel. — Noch zwei #hnliche Aufgaben zu bilden.

19, Zwischen die Ebenen eines gegebenen Flichenwinkels
eine dritte Ebene so zu legen, dass sie auf einer von jenen senk-
recht steht und die andere in einer gegebenen Entfernung von
dieser schneidet. )

20. Durch einen zwischen den Schenkelebenen eines Flichen-
winkels gegebenen Punkt eine von den Ebenen begrenzte Strecke
von gegebener Linge so zu legen, dass sie in diesem Punkte
halbirt werde.

§. 7. Die dreiseitige Ecke.
a. Lehrsitze.

o s 1. Zieht man durch einen beliebigen Punkt im Raume drei
metrie.  gorade Linien, wovon jede einer Kante einer dreiseitigen Ecke
parallel und gleichgerichtet ist, so bilden dieselben die Kanten

einer zweiten, der ersten congruenten Ecke,

2. Schneidet man die Fliéchen einer Ecke durch eine be-
liebige Ebene, f4llt von dem-Scheitel der Ecke die senkrechte
Gerade auf diese Ebene, verlingert die Senkrechte tiber ilhren
Fusspunkt um ihre eigene Linge und verbindet den Endpunkt
der Verlingerung mit den Durchschnittspunkten der Kanten der
Ecke und jener Ebene, so bilden die Verbindungslinien die Kanten
einer der ersten symmetrischen Ecke.

8. Ist eine Ecke einer zweiten und diese einer dritten
symmetrisch, so ist die erste der dritten congruent. — Ist die
eine von zwei congruenten Ecken einer dritten symmetrisch, so
ist auch die andere der dritten symmetrisch.

4. Gleichseitige und gleichschenkelige Ecken sind ihren
Scheitelecken congruent.

5. Halbirt man in einer gleichschenkeligen dreiseitigen
Ecke den Fli#chenwinkel der Ebenen der beiden gleichen ebenen
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Winkel, so stebt die halbirende Ebene zu der gegentiberliegenden
Fliche der Ecke senkrecht, und ihre Durchschnittslinie mit der-
selben halbirt den dritten ebenen Winkel. — Umkehrungen dieses
Satzes.

6. Der Begriff der Polar-Ecke und die fiir diese geltenden Polar-Ecke.
Sktze lassen sich auf mehrseitige Ecken ausdeéhnen. In welcher
Weise?

7. In jeder n-seitigen Ecke, deren Flichenwinkel simmtlich Winkel-
hohl! sind, ist die Summe der Flichenwinkel kleiner als 27 Rechte
und grisser als 2n—4 Rechte.

8. a) In jeder dreiseitigen Ecke ist der Ueberschuss der
Summe je zweier Flichenwinkel iber den dritten kleiner als zwei
Rechte.

b) In jeder dreiseitigen Ecke ist die Summe je zweier
Flichenwinkel kleiner als die Summe von zwei Rechten und dem
dritten Flichenwinkel.

¢) Jeder Aussenwinkel einer dreiseitigen Ecke (d. i, ein
Nebenwinkel eines inneren Flichenwinkels) ist kleiner als die
Summe und grosser als die Differenz der beiden inneren, ihm
nicht anliegenden Flfchenwinkel der Ecke.

9. Haben zwei dreiseitige Ecken einen ebenen Winkel ge-
meinschaftlich, und liegt die nicht gemeinschaftliche Kante der
oinen Ecke innerhalb der anderen Ecke, so ist die Summe der’
nicht gemeinschaftlichen ebenen Winkel filr die umschliessende
Ecke grésser als ftir die umschlossene.

10. Zieht man innerhalb einer dreiseitigen Ecke oder in
einer ihrer Fliichen eine Gerade durch dem Scheitel, so ist die
Summe der Winkel, welche diese Gerade mit den Kanten bildet,
kleiner als die Summe der drei ebenei Winkel der Ecke.

11. Der von einer Kante und der Halbirungslinie ihres
gegeniiberliegenden ebenen Winkels gebildete Winkel in einer drei-
seitigen Ecke ist kleiner als die halbe Summe der beiden anderen
ebenen Winkel.

12, In jeder dreiseitigen Ecke ist die Summe der von je
einer Kante und der Halbirungslinie des ihr gegentiberliegenden
ebenen Winkels gebildeten Winkel kleiner als die Summe der
ebenen Winkel der Ecke.

13. Halbirt man die drei Flichenwinkel einer dreiseitigen ,Merkwar-

X . o dige Linien,
Ecke, so schneiden sich die halbirenden Ebenen in einer einzigen



28 Die dreiseitige Ecke, [s. 7

Geraden, und jeder Punkt dieser Geraden ist gleichweit von den
Flichen der Ecke entfernt.

14, Derlinnder vorigen Aufgabe angegebenen Geraden ent-
spricht in der Planimetrie der Mittelpunkt des einem Dreieck
einbeschriebenen Kreises. Giebt es bei der dreiseitigen Ecke
auch solche Gerade, welche den Mittelpunkten der Husseren Be-
rtihrungskreise des Dreiecks entsprechen?

15. Halbirt man die drei ebenen Winkel einer dreiseitigen
Ecke und legt durch jede Halbirungslinie und die ihr gegeniiber-
liegende Kante eine Ebene, so schneiden sich die drei so ent-
standenen Ebenen in einer einzigen Geraden.

Analoge Linien erhilt man durch Halbirung der Nebenwinkel
der ebenen Winkel der Ecke,

16. Die Ebenen, welche durch die Kanten einer dreiseitigen
Ecke genkrecht zu den gegeniiberliegenden Flichen der Ecke ge-
legt werden kénnen, schneiden einander in einer einzigen Geraden.

17. Halbirt man die drei ebenen Winkel einer dreiseitigen
Ecke und errichtet in jeder Halbirungslinie die senkrechte Ebene
auf der zugehbrigen Fliiche, so schneiden sich die drei Senkrechten
in einer einzigen Linie, und jeder Punkt der letzteren ist von
den drei Kanten der Ecke gleichweit entfernt.

18, Schneidet man die Fliichen einer dreiseitigen Ecke,
welche drei rechte Flichenwinkel hat, durch eine beliebige Ebene

‘ und projicirt den Scheitel der Ecke auf die letztere, so fillt die
Projection mit dem Durchschnittspunkt der drei Héhen der Schnitt-
figur zusammen.

b. Constructions-Aufgaben.
Ebene Con- 19. Die Neigungswinkel der drei Flichenwinkel einer drei-

Hripay seitigen Ecke aus den drei ebenen Winkeln derselben durch
Ecke. . . .
Construction in einer Ebene zu finden.

20. Ebenso aus zwei ebenen Winkeln und dem Neigungs-
winkel des von ihnen eingeschlossenen Flichenwinkels die ibrigen
Sticke in der Ebene zu construiren,

21. Ebenso aus einem ebenen Winkel und den Neigungs-
winkeln der beiden ihm anliegenden Flichenwinkel.

22. Ebenso aus den Neigungswinkeln der drei Flichenwinkel.

23. Ebenso aus den Neigungswinkeln zweier Flichenwinkel
und einem von den diesen gegenfiberliegenden ebemen Winkeln.
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-24. Ebenso aus zwei ebenen Winkeln und dem Neigungs-
winkel des dem einen derselben gegentiberliegenden Flichen-
winkels.

25. Die Fliichen einer dreiseitigen Ecke, welche drei rechte
Fl¥chenwinkel hat, durch eine Ebene so zu schneiden, dass die
Durchschnittsfigur einem gegebenen Dreieck congruent werde.

26. Einen Punkt zu construiren, der von jeder Fliche einer Cqutr. von
gegebenen dreiseitigen Ecke einen gegebenen Abstand hat. ;’&1;1:::?

27. Auf einer gegebenen Ebene einen Punkt zu bestimmen,
der von den drei Flichen einer gegebenen dreiseitigen Ecke
gleichweit entfernt ist.

28. Zu einer gegebenen dreiseitigen Ecke a) eine congruente, Conatr. von

cken im
b) eine symmetrische Ecke zu construiren. Raume.

e. Rechnungs-Aufgaben..

29. Von einer dreiseitigen Ecke sind zwei ebene Winkel g Anfldse.
gegeben; wie verhalten .sich die Sinus der gegeniiberliegenden
Flichenwinkel ?

30. Die drei Flichenwinkel einer Ecke aus den drei ebenen
Winkeln a, b, ¢ derdelben zu berechnen. a == 25° 13" 12”;

b =37%14"9"; ¢ = 58° 31’ 51",

31. Umgekehrt: aus den drei Flichenwinkeln &, 8,  einer
Ecke die drei ebemen Winkel derselben zu berechnen. o« =
1279°22°3",4; B =510 18" 13",1; y == 720 26  40",3.

32. Aus einem ebenen Winkel und den beiden anliegenden
Flichenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die tibrigen Stticke zu
berechnen. @ = 93° 44’ 45”,0; f = 26° 42" 52",2; p =
780 43’ 29”9,

33. Aus einem Flichenwinkel und den beiden anliegenden
ebenen Winkeln einer dreiseitigen Ecke die drei tibrigen Sticke *
zu berechnen, & == 102° §5°8",4; b ==4201817"; ¢ =
26° 11° 15",

34. In einer Ebene seien zwei gerade Linien unter dem Y92 der
Winkel « gegen einander gezogen; in dem Durchschnittspunkte hineige
derselben sei eine Linie unter dem Winkel ¢ gegen die Ebene
geneigt, und ihr Neigungsschenkel theile den ersteren Winkel in
dem Verh#iltniss m : #; man soll die an der gegebenen Ebene
liegenden Fl#chenwinkel der durch die drei-geraden Linien be-
stimmten Ecke berechnen. & ==77%; ¢ ==32020"; m:n==3:4.
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35. Von einer Ecke seien die drei ebenen Winkel gegeben;
eine durch ihren Scheitel gehende Gerade bilde mit den drei
Kanten/\gléichiel Winkel: 1) Man berechne die Grdsse dieser Winkel,

36. Von einem Punkte, dessen Abstand von einer Ebene
gleich 4 gegeben ist, sei eine senkrechte Gerade auf die Ebene
gefillt, und in letzterer seien vom Fusspunkt der Senkrechten
sus drei Gerade gezogen, welche unter Winkeln von 120° gegen
einander geneigt und beztiglich gleich p, ¢, # gemacht sind. Man
berechne die Flichenwinkel, welche die durch je zwei Endpunkte
dieser Geraden und den Punkt ausserhalb der Ebene gelegten
Ebenen mit einander bilden.

37. Eine Ebene schneide die drei Kanten einer dreiseitigen
Ecke in gleichen Entfernungen vom Scheitel. Man berechne ibhre
Neigungswinkel gegen die Flichen der Ecke aus dem Flichen-
winkeln der letzteren.

Zweiter Abschnitt.
Von den Korpern.

IV. Oapitel. Von den Kdrpern iiberhsupt und den Linien
und Figuren an demnselben.

§. 8. Das Prisma,
a. Lehrsiitze.
Diagonal- 1. In jedem rechtwinkeligen Parallelepipedon ist das Quadrat

. Dia-
gonalebenen der Diagonalaxe, d. i. der Verbindungslinie zweier entgegengesetzten

d.Parallelep, .

Eckpunkte, gleich der Summe der Quadrate der drei von einem
*Eckpunkt ausgehenden Kanten. -

2. Die durch die Diagonalen einer Fliche eines Parallel-
epipedons gelegten Diagonalebenen halbiren einander.

3. Umgekehrt: wenn in einem vierseitigen Prisma zwei
Diagonalebenen einander halbiren, so ist es ein Parallelepipedon.

4. Die vier Diagonalaxen eines Parallelepipedon schneiden
einander in einem Punkte. — Die Diagonalebentn eines Parallel-
epipedon schneiden einander in einem Punkte.

5. Stehen zwei Diagonalebenen eines Parallelepipedon auf
den Grundflichen senkrecht, so ist es ein gerades.
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6. Sind zwei auf denselben Flichen stehende Diagonalebenen
eines Parallelepipedon congruente Rechtecke, so ist das Parallel-
epipedon rechtwinkelig.

7. Gehen die Diagonalebenen eines vierseitigen Prismas
durch denselben Punkt, so ist dasselbe ein Parallelepipedon.

8. 1 Die Summe der Quadrate der Cosinus der drei Winkel,
welche eine Gerade mit drei anderen Geraden bildet, von denen
jede auf den beiden anderen senkrecht steht, ist gleich 1.

9. Ein Wirfel, dessen Kante gleich der Summe zweier ¥ irre. von
Strecken a, b ist, ist gleich der Summe der folgenden Korper: Differensen.
1) eines Wiirfels mit der Kante a, 2) eines Wtirfels mit der
Kante b, 3) dreier rechtwinkeliger Parallelepipeda, deren Grund-
kanten gleich 4 und deren Seitenkanten gleich b sind, 4) dreier
rechtwinkeligen Parallelepipeda, deren Grundkanten gleich » und
deren Seitenkanten gleich @ sind.

10. Ein Witrfel, dessen Kante gleich der Differenz zweier
Strecken a, b ist, ist gleich der Bumme eines Wiirfels mit der
Kante ¢ und dreier rechtwinkeligen Parallelepipeda, deren Grund-
kanten gleich & und deren Seitenkanten gleich @ sind, vermindert
um die Summe eines Wiirfels, dessen Kante gleich & ist, und
dreier rechtwinkeligen Parallelepipeda, deren Grundkanten gleich a
und deren Seitenkanten gleich & sind.

11. Halbirt man simmtliche Flichenwinkel eines Paralle]. Flichenw.
epipedon, und schliessen die Halbirungsebenen fr sich einen
Kborper ein, so ist dieser ein rechtwinkeliges Parallelepipedon.

12. Die Summe der Flichenwinkel an den Seitenkanten
eines jeden nmseitigen Prismas betriigt 2n — 4 Rechte.

13. Die Summe der an' den Grundkanten eines z-geitigen
Prismas liegenden Flichenwinkel desselben betriigt 27 Rechte.

14. Die Summe aller Flichenwinkel eines Parallelepipedon
betrigt zwilf Rechte.

15. Verbindet man die Mittelpunkte der Grundfiichen eines Homicv
geraden, regelmiissigen Prismas mit einander und legt durch
die Verbindungslinie und die Seitenkanten Ebenen, so erhidlt
man congruente Rechtecke. Dasselbe gilt, wenn man alle Grund-
kanten in demselben Verh#ltniss theilt und durch je einen Theil-
punkt und jeme Verbindungslinie (die Axe des Prismas) eine
Ebene legt.

16. + Jede zur Grundfliche nicht parallele Schnittfigur eines
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geraden Prismas ist grosser als die Grundfiiche. Wie verhalten
sich beide Flichen zu einander? Wie verhalten sich allgemein
die Flicheninhalte)zweier. (ébenen Schnittfiichen eines beliebigen
Prismas zu einander? Vorausgesetzt wird hierbei, dass der Schnitt
immer simmtliche Seitenkanten trifft.

17. Prismen mit congruenten Grundfiichen und gleichen
Seitenkanten sind congruent oder symmetrisch, wenn zwei homo-
loge Seitenkanten derselben mit den homologen anliegenden Grund-
kanten gleiche Winkel bilden.

18. Gerade dreiseitige Prismen, welche in allen homologen
Kanten tibereinstimmen, sind congruent. Ebenso gerade regel-
missige Prismen von gleicher Seitenzahl und gleichen homologen
Kanten.

Cougruens.

b. Constructions-Aunfgaben.

Sonatr. in 19. Drei aneinanderstossende Kanten eines rechtwinkeligen

Parallelepipedon sind gegeben; man construire (in der Ebene)
diejenige ebene Schnittfigur desselben, welche durch eine Grund-
kante und die Halbirungspunkte der beiden gegentiberliegenden
Seitenkanten geht.

20. Von einem geraden regelmissig-sechsseitigen Prisma
ist die Grundkante gleich @ gegeben; man construire (in der '
Ebene) diejenige ebene Schnittfigur desselben, welche durch eine
Grundkante unter einem Flichenwinkel von 45 Grad gegen die
. Grundfliiche gelegt werden kann.

21. Die Kante eines Wiirfels zu construiren, wenn gegeben
ist a) die Linge seiner Diagonalaxe, oder b) der Umfang einer
seiner Diagonalebenen, oder ¢) der Inhalt einer Diagonalebene.

22. Durch einen gegebenen Wiirfel ist ein ebener Schnitt
senkrecht zu einer Diagonalaxe und durch die Mitte derselben
gelegt; man soll zu der Schnittfigur eine congruente in einer
Ebene aus einer Kante des Wiirfels construiren.

Im Raume, 23. Ein gerades, regelmissig-dreiseitiges Prisma zu con-
struiren, so dass ein durch eine Grundkante und den gegentiber-
liegenden Eckpunkt der nicht zu dieser gehdrigen Endfliche ge-
legter ebener Schnitt einen gegebenen Umfang und an jenem
Eckpunkt einen gegebenen Winkel habe.

EbeneNetze, 24. Das Netz eines Wtirfels aus einer Diagonale einer
Seitenfliche desselben zu construiren.
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25. Das Netz eines schiefen quadratischen Prismas aus der
Grundkante, der Seitenkante und den Winkeln der letzteren gegen
die zwei anliegendenGrundkanten/ zu construiren,

26. Das Netz eines geraden, regelmissig - sechsseitigen Pris-
mas zu construiren, in welchem ein durch zwei diametral
gegentiberliegende Seitenkanten gelegter ebener Schnitt einen
gegebenen Umfang und einen gegebenen Inhalt habe.

27. Ein rechtwinkeliges Parallelepipedon, dessen Kanten
beztiglich gleich den gegebenen Strecken a, b, ¢ sind, sei durch
eine Ebene, welche durch eine Grundkante geht und eine gegen-
tiberliegende Seitenkante halbirt, geschnitten; man construire die
Netze der beiden Theilkdrper.

28. Man construire aus der Kante a eines Wiirfels seine jecﬂ‘;’;em
senkrechte Projection auf eine Ebene, welche zu einer Diagonal-
axe des Wiirfels senkrecht steht.

29. Ebenso, wenn die Diagonalaxe mit der Ebene einen
Winkel von 60 Grad bildet und eine Diagonalebene des Wiirfels
senkrecht zur Projectionsebene steht. (Zwei Fille.)

e. Rechnnngs-Anfgaben

30. FEin rechtwinkeliges Parallelepipedon habe die Kanten ¢ Psralle:
a, b, c; wie gross sind seine Diagonalaxen? a = 96, b == 28,
c==175.

31. Von einem rechtwinkeligen Parallelepipedon sind die
drei Kanten 4, b, ¢ gegeben; man soll die Flicheninhalte seiner
Diagonalschnitte berechnen. @ =5, b =9, ¢ = 12.

32. Von einem rechtwinkeligen Parallelepipedon sei der
Umfang der Grundfiiche gleich #, der Inhalt der Grundfiliche
gleich / und die Liinge der Diagonalaze gleich d gegeben; man
berechne seine Kanten.

33. Durch ein gerades, regelmiissig-dreiseitiges Prisma ist™fnreme®
ein ebener Schnitt gelegt, welcher durch eine Grundkante geht
und mit der Grundfiiche einen Winkel von 45° bildet; der Flichen-
inhalt der Grundfliche sei gleich #. Wie gross ist die Schnitt-
ﬁgur? F= ;/56

34, Durch ein gerades quadratisches Prisma ist ein ebener
Schnitt gelegt, welcher durch eine Grundkante geht und die Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte der Endflichen in dem Abstand p
von der Grundfliche schneidet; der Umfang der Grundfiliche ist

RemT, Aufgaben, II. 8



Flichen-
riume.

34 Prisma. ) [s. g!

gleich u gegeben. Man berechne den Flicheninhalt der Sclall
figur. @) ¥="12, p=2; B) u=2, p =0,6.

35, Durch: diel Endpunkte dreier von einem Eckpunkt eines
Wiirfels ausgehenden Kanten ist ein ebener Schnitt durch den-
selben gelegt; ebenso ein zweiter durch die Endpunkte der von
dem diametral gegentiberliegenden Eckpunkt ausgehenden Kanten.
Welche Gestalt hat derjenige dritte Schnitt, welcher in gleichem
Abstand von den beiden ersteren, parallel zu ihnen durch den
Wiirfel gelegt werden kann, und wie verhilt sich sein Fl&chen-
inhalt zu demjenigen eines der ersteren Schnitte?

36. Durch einen Wiirfel, dessen Kante gleich @ gegeben ist,
sei eine Reihe paralleler Schnitte senkrecht zu einer Diagonalaxe
gelegt. a) Man berechne den Umfang und den Inhalt derjemigen

-beiden Schnitte, welche die Axe in drei gleiche Theile theilen.

b) Man vergleiche die Umftinge der zwischen diesen beiden Ebenen
liegenden Schnitte mit einander.

37. Ein gerades, dreiseitiges Prisma habe lauter gleiche
Kanten; durch die Mitte einer Seitenkante und die Mitten zweier
mit dieser zusammenstossenden, aber nicht einander parallelen
Grundkanten sei ein ebener Schnitt gelegt. Man gebe die Formen
der auf diese Weise moglichen Schnittfiguren an und berechne
die Fliicheninhalte der durch die drei Halbirungspunkte bestimmten
Dreiecke aus der Kante @ des Prismas. &) @ = 2,64575;
B) o = 3,9082.

38. In einem geraden, dreiseitigen Prisma sei die Seiten-
kante gleich dem Radius des der Grundfiliche einbeschriebenen
Kreises. Wie verhdllt sich die Summe der Inhalte der Seiten-
fliichen zu der Summe der Grundflichen?

39. Die Kante eines Rhombo&ders (d. i. eines von con-
gruenten Rhomben begrenzten Parallelepipedons) sei gleich a, das
Verhiiltniss der Winke! einer Seitenfliche gleich 1:2. Man be-
rechne die Lingen seiner Diagonalaxen, die Neigungswinkel seiner
Fliichen gegen einander und die Neigungswinkel der Kanten gegen
die Fliichen.

40. Durch eine gerade quadratische S#ule, deren Grund-
kante gleich @ ist, soll ein ebener Schnitt so gelegt werden, dass
die Schnittfliche ein Rechteck mit dem gegebenen Inhalt F werde.
Unter welchem Winkel gegen die Grundfliche muss der Schnitt
geftihrt werden? a = 210, F = 46641,

]
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41. Von zwei gleichen Wiirfeln, deren Kanten gleich « sind,
seien die senkrechien Projectionen. auf eine gegebene Ebene
construirt, und zwar stehe eine Diagonalaxe, deren Endpunkte
sich innerhalb der betreffenden Projectionsfigur projiciren, bei
dem einen Wiirfel senkrecht zur Ebene, wihrend sie bei dem
anderen unter dem Winkel « gegen die senkrechte Lage geneigt
ist. Welche Formen haben die beiden Projectionsfiguren, und
wie verhalten sich ihre Flicheninhalte zu einander?

42. Ein Wirfel ist durch ein gerades quadratisches Prisma
ausgehthlt, dessen Grundflichen in denen des Wirfels so liegen,
dass die Seiten der ersteren den Diagonalen der letzteren beztig-
lich in gleichen Abstinden parallel sind und an Linge } derselben
betragen. Durch eine Grundkante des Wiirfels sei ‘ein ebener
Schnitt unter dem Neigungswinkel ¢ gegen die Grundfliche ge-
legt; wie gross ist die Schnittfigur des ausgehhlten Korpers,
wenn die Wiirfelkante gleich @ ist?

43. Von einem schiefen dreiseitigen Prisma seien die
Grundkanten 4B =c¢, AC=0b, BC = a, eine Seitenkante
CD == d und die Winkel DC4d = f, DCB = & gegeben. Man
berechne den Flicheninhalt des durch die Punkte 4, B, D gehen-
den ebenen Schnittes desgelben. a = 55, b ==48, ¢ =25,
d = 187,76, a = f# = 330 20" 37" 5.

44. Von einem schiefen dreiseitigen Prisma seien die Hohe 4,
die Winkel «, 8, welche eine Seitenkante mit den anliegenden
Grondkanten bildet, und die senkrechten Abstinde a, b, ¢ der
Seitenkanten von einander gegeben; man zeige den Weg zur Be-
rechnung der Kanten.

§.9. Die Pyramide.

a. Lehrsiitze,

1. Legt man durch die Seitenkanten einer beliebigen Pyra-
mide Ebenen, welche auf der Grundfiliche senkrecht stehem, so
schneiden sich diese simmtlich in derselben Geraden.

2. 1 In jeder Pyramide verhalten sich je zwei Seitenkanten
7u einander umgekehrt wie die Sinus ihrer Neigungswinkel zur
Grundfliche.

3. 1 Die Hohen je zweier Seitenflichen einer Pyramide ver-
halten gich zu einander umgekehrt, wie die Sinus der Neigungs-
winkel dieser Flichen gegen die Grundfliche.

3*
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dle Govads 4. Tn jeder dreiseitigen Pyramide schmeiden sich die i

oderPunktie: Bbenen, welche man durch je eine Mittellinie einer der Weiten-
Tetradder. fiychen und durch die der letzterem micht zugehdrige Seitemkante
legt, in einer einzigen Geraden.

5. Die vier Geraden, welche man nach dem vorigen Satze
construiren kann, schneiden sich in einem einzigen Punkte und
theilen sich in demselben im Verbiltniss 1:3, so dass jedesmal
der grissere Abschnitt dem Eckpunkt anliegt. (Dieser Punkt
heisst der Schwerpunkt der Pyramide.)

6. Halbirt man zwei Paare gegeniiberliegender Kanten einer
dreiseitigen Pyramide, so schneidem sich die Verbindungslinien
der Halbirungspunkte je eines Paares im Schwerpunkt der Pyra-
mide. Vergl. 5.

- 7. Verbindet man die in 6 genannten Halbirungspunkte
s0 mit einander, dass ein Viereck entsteht, so ist dieses ein
Parallelogramm, und seine Seiten sind beztiglich gleich den Hilften
der beiden iibrigen Kanten.

8. Die Ebenen, welche die Flichenwinkel einer dreiseitigen
Pyramide halbiren, schneiden sich in einem einzigen, von den
Grenzflichen der Pyramide gleichweit entferntem Punkt,

9. Errichtet man auf jeder Grgnzfliche einer dreiseitigen
Pyramide in dem Mittelpunkt des ibr umbeschriebenen Kreises
eine senkrechte Gerade, so schneiden sich diese Senkrechten in
einem einzigen, von den Eckpunkten der Pyramide gleichweit
entfernten Punkt.

10. In demselben Punkte (wie in 9) schneiden sich simmt-
liche auf je einer Kante der dreiseitigen Pyramide in ihrem
Halbirungspunkt senkrecht stehende Ebenen.

11, Steht ein Punkt von allen Kanten einer beliebigen
Pyramide gleichweit ab, so ist der Fusspunkt jeder von dem-
selben auf eine der Grenzflichen gefillten senkrechten Geraden’
der Mittelpunkt des dieser Fliche einbeschriebenen Kreises,

12. Li#sst sich in die Grundfiiche einer Pyramide ein Kreis
beschreiben und schneiden sich die auf den Grenzflichen in den
Mittelpunkten ibrer einbeschriebenen Kreise errichteten senkrechten
Geraden simmtlich in demselben Punkt, so ist dieser Punkt von
allen Kanten der Pyramide gleichweit entfernt.

13. Ist durch die Spitze einer Pyramide innerhalb des
Raumes der letzteren eine Gerade gezogem, welche zu den Seiten-
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ichen gleiche Neigungswinkel hat, so halbirt jede durch diese
Liinie und eine Seitenkante gelegte Ebene den betreffenden Fliichen-
‘winkel.

14. Die Summe der Seitenfliichen einer jeden Pyramide ist Grens-

flichen,
grosser als die Grundfliche derselben. Winkel u.

15. In jeder dreiseitigen Pyramide, welche an der Spitze anian.
drei rechte Flichenwinkel hat, ist die zweite Potenz des Inhalts
der Grundfliche gleich der Summe der zweiten Potenzen der drei
Seitenflichen.

16. Sind in einer dreiseitigen Pyramide zwei Paare Gegen-
kanten einander gleich, so sind je zwei Fliichen und ebenso je
zwei Ecken, die eine Kante des dritten Paares gemeinschaftlich
haben, congruent.

17. 8Sind in einer dreiseitigen Pyramide je zwei Gegen-
kanten glelchlang, go sind alle Grenzflichen und ebenso alle
Ecken derselben congruent.

18. Die sechs Flichenwinkel jeder dreiseitigen Pyramide
betragen zusammen mehr als vier Rechte und weniger als sechs
Rechte.

19. Ist der Fusspunkt der Hohe einer drelsexhgen Pyramide
der Durchschnittspunkt der HShen der Grundfliche, so hat die
Summe der Quadrate je zweier Gegenkanten fur alle drei Paare
denselben Werth.

20. Die Summe der Quadrate der drei von der Spitze einer
beliebigen dreiseitigen Pyramide ausgehenden Kanten derselben
ist gleich dem dreifachen Quadrat der Verbindungslinie der Spitze
mit dem Schwerpunkt der Grundfliche plus der Summe der
Quadrate der Abstiinde dieses Schwerpunktes von den Eckpunkten
i der Grundfliche.

21. Legt man durch eine abgestumpfte Pyramide einen zu Behnitte.
den Grundflichen in gleichen Entfernungen von beiden parallelen
ebenen Schnitt, so ist der Flicheninhalt der Schnittfigur gleich
der halben Summe des arithmetischen und des geometrischen
Mittels zwischen den Inhalten der beiden Grundflichen.

22. Theilt man die Hohe einer Pyramide nach dem goldenen
Schnitt, sodass der grossere Abschnitt der Spitze anliegt, so ver-
hélt sich die durch den Theilpunkt parallel zur Grundfiiche ge-
legte Schnittfigur zur Grundfliche, wie die Héhe des entstandenen
Pyramidenstumpfs zur Hghe der ganzen Pyramide,

5.9
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Congrusns 23. Pyramiden mit congruenten Grundfiichen und gleichen,

lichkeit. Hohen sind congruent oder symmetrisch, wenn der Fussp
der Hghe in beiden mit homologen Eckpunkten der Grunddiiche
congruente Dreiecke bildet.

24, Dreiseitige Pyramiden, welche in je zwei homologen
Kanten tibereinstimmen, sind congruent oder symmetrisch.

25, Pyramiden, welche an den Spitzen congruente Ecken
bilden, sind congruent, wenn je zwei homologe Seitenkanten gleich
sind; sie sind #hnlich, wenn je zwei homologe Seitenkanten in
demselben Verh#ltniss zu einander stehen.

26. Jede durch einen der Grundfliiche parallelen Schnitt
einer Pyramide von dieser abgeschnittene Pyramide ist der ganzen
dhnlich, und umgekehrt lassen sich je zwei §hnliche Pyramiden
80 zusammengestellt denken, dass ihre Spitzen zusammenfallen
und die Grundfliche der einen ein der Grundfiliche der anderen
paralleler Schnitt der letzteren ist.

27. Jede drelseltlge Pyramide lisst sich in zwei glelche
dreiseitige Prismen und zwei congruente dreiseitige Pyramiden
zerlegen.

b. Constructions-Aufgaben.

Im Raume. 28. Eine dreiseitige Pyramide aus den drei Grundkanten
und den drei Seitenkanten zu construiren.

29. Eine gerade, regelmissig-sechsseitige Pyramide aus einer
Grundkante und der Hthe zu construiren.

30. Ebenso aus einer Seitenkante und der Héhe.

Netae. 31. Das Netz einer finfseitigen Pyramide aus den Seiten-
kanten, den Grundkanten und zwei von einem Eckpunkt aus-
gehenden Diagonalen der Grundfliiche zu construiren.

32. Die Grundfliche einer dreiseitigen Pyramide habe die
Kanten b, ¢ und der von diesen eingeschlossene Winkel sei gleich ¢.
Die durch den Scheitel dieses Winkels gehende Seitenkante sei
gleich @ und stehe senkrecht zur Grundfliche. Man construire
das Netz des Korpers. :

83, Das Netz einer dreiseitigen Pyramide zu construiren,
wenn ihre Grundfliche und die Neigungswinkel der drei Seiten-
fllichen gegen die Grundfliche gegeben sind. Vergl. §. 7, 21,

34. Das Netz einer nseitigen Pyramide aus ihrer Grund-
fliiche, ihrer HShe und dem Fusspunkt der letzteren zu construiren.
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:h 35. In ein gerades quadratisches Prisma sei eine Pyramide
so gestellt, dass ihre Grundfliche die des Prismas und ihre Spitze
der Mittelpunkt der/oberen) Grundfiiche des letzteren sei, und
es werde der Raum der Pyramide als AushShlung innerhalb des
Prismas gedacht; man soll das Netz des so entstehenden Korpers
construiren. '

36. Eine gerade abgestumpfte, regelmiissig-sechsseitige
Pyramide sei so durchbohrt, dass der herausgenommene Raum
die Form eines geraden, regelmiissig- dreiseitigen Prismas habe,
dessen in je einer Grundfliche des Pyramidenstumpfes liegende
Grundfiichen mit jenen die Mittelpunkte gemeinsam haben, und
von dem drei Grundkanten Diagonalen der oberen Grundfliche
der abgestumpften Pyramide sind. Man soll das Netz eines
solchen Korpers comstruiren, 3

37. Durch eine gegebene dreiseitige Pyramide einen ebenen
Schnitt zu legen, welcher die Seitenkanten derselben unter gleichen
Neigungswinkeln schneide und durch einen gegebenen Punkt gehe.

38. Eine gegebene Pyramide parallel der Grundfliche so zu
durchschneiden, dass der Inhalt der Schnittfliche 4 des Inhalts
der Grundfliche sei.

39. Durch eine gegebene Pyramide einen ebenen Schnitt
parallel der Grundfliche zu legen, der sich zu dieser verhalte,
wie die halbe Differenz aus dem unteren Abschnitt der Hohe
minus dem oberen zur ganzen Hohe.

40. In einer abgestumpften Pyramide, deren Hohe gleich
h gegeben ist, verbalten sich die Grundflichen wie 16 : 1; man
soll in derselben einen zu den Grundfliichen parallelen Schnitt
* construiren, der viermal so gross als die kleinere derselben ist.

41, Durch eine beliebige vierseitige Pyramide einen ebenen
Schnitt zu legen, so dass derselbe ein Parallelogramm wird.

42, Zwei Seitenflichen einer dreiseitigen Pyramide und der

; Neigungswinkel des von ihnen eingeschlossenen Flichenwinkels

' sind durch Construction in einer Ebene gegeben. Man con-

struire in der Ebene den Radius der Kugel, welche der Pyra-

mide umbeschrieben werden kann.

43. Ebenso, wenn die Grundfliche, der Fusspunkt der Hhe
und die L#nge der letzteren gegeben sind.

Aehnliche Aufgaben fiir den Radius der einbeschriebenen Kugel,

Schnitte im
Raume
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¢. Rechnungs- Aufgaben.
.« 44, , Aus-der,Hdhe A4 und der Grundkanbe a einer ger

Pyr
"o regelmissig - dreiseitigen Pyramide die L#nge ihrer Seitenkanten
zu berechnen. a = 17,1; k= 5,7,

45. Aus der Hﬁhe h und der Seitenkante b einer geraden
regelmissig - vierseitigen Pyramide die Linge der Grundkante zu
berechnen. & = 0,33; % = 0,17.

46. Aus der Grundkante @ und der Seltenkante b einer
geraden, regelmiissig -sechsseitigen Pyramide die Hohe derselben
zu berechnen. b = 3,17; a = 0,75.

47, Eine regelmissig-achtseitige Pyramide, derem Grund-
kante gleich @ ist, sei parallel der Grundfliche so durchschnitten,
dass die Schnittfliche die Hohe halbirt; man berechne den Fliichen-
inhalt der Schnittfigur. a = 6,4359.

48. In welchem Abstand von der kleineren Grundfliche
muss eine abgestumpfte Pyramide parallel zu derselben durch-
schnitten werden, damit die Schnittfliiche gleich dem arithmetischen
Mittel der Grundflichen sei? Gegeben seien die Flicheninhalte G, ¢
der Grundfilichen und der Abstand % derselben von einander.
G =10,24; g =15,76; h =13,566.

49. Ebenso, wenn die Schnittfigur gleich dem geometrischen
Mittel aus den Grundflichen sein soll. G =28,09; g =1,29;
h=2§.

50. Eine Pyramide, deren Hohe gleich % gegeben ist, sei
parallel der Grundfliche durchschnitten, und es sei die Schnitt-
fiiche gleich dem Product der beiden Abschnitte der Hohe, die
Grundfliche gleich dem Product des oberen Abschnittes und der
ganzen Hthe. Man soll die Inhalte der beiden Flichen berechnen.
Gegeben sei die HShe %2 der Pyramide.

51. In eine gerade quadratische Pyramide, derem Grund-
kante gleich @ und deren Hohe gleich % ist, sei ein Wiirfel ge-
stellt, so dass vier Eckpunkte des letzteren in der Grundfliche und
die vier anderen auf den Seitenkanten der Pyramide liegen. Wie
gross ist die Kante des Wiirfels? a=4,2; A=2>5,6.

52. Wie gross ist die Kante dieses Wiirfels (Aufg. 51),
wenn seine vier oberen Eckpunkte auf den Mittellinien der Seiten-
fliichen liegen? & ==6, a=—4,2427.

53. Ueber einem gleichseitigen Dreieck sollen ein gerades
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a und eine gerade Pyramide von gleicher Hthe so con-
irt werden, dass die Seitenfliche des Prismas n mal so gross
werde, als die der 'Pyramide. “'Wie -verb#lt sich die Hhe zur
Grundkante? n =1,

54. Welchen Werth erhilt # in der vorigen Aufgabe, wenn
die Seitenkanten der Pyramide den Grundkanten gleich sein
sollen (also fir ein reg. Tetrasder)?

55. Wie gross ist die Hbhe in Aufg. 53, wenn statt des
Dreiecks ein regelm#ssiges Polygon die gemeinschaftliche Grund-
filiche bildet, und der Radius r des demselben einbeschriebenen
Kreises gegeben ist? r==6, n=13%.

56. Ein gerader Pyramidenstumpf hat zur Grundfliche ein i
Quadrat mit der Seite a; die Seite des Quadrats der Deckfliche
ist gleich b; die Summe der vier congruenten Seitenflichen ist
gleich der Summe der Grund- und der Deckfliche. Wie gross
ist die Hthe des Stumpfes? ) a==2,5,b=17,6; f)a=3,b==9,

57. Die Hthe einer abgestumpften Pyramide, deren Grund-
flichen G und g.gegeben sind, ist durch zwei den Grundfiichen
perallele Ebenen in drei gleiche Theile getheilt worden; wie gross
sind die Schnittflichen? ¢ ==14,4; ¢ =3824.

58. Die obere Endflliche einer abgestumpften Pyramide sei
zugleich die Grundfliche einer anderen, vollstindigen Pyramide,
deren Spitze in der unteren Endfliche der ersteren liegt. In
welchem Verh#ltniss muss die gemeinschaftliche Hshe beider Korper
durch einen zu den Grundflichen patallelen Schnitt getheilt werden,
damit die Schnitifliche der abgestumpften Pyramide sich zu der-
jenigen der vollstdndigen wie m?: 1 verhalte, wenn das Ver-
hitltniss der Grundfilichen wie p?: ¢? gegeben ist? m == 2,
p:q=17:4.

59. Eine gerade, regelm#ssig-dreiseitige Pyramide habe B
Grundkanten gleich @ und Seitenkanten gleich 4. Man berechne
die Neigungswinkel der Seitenkanten, sowie diejenigen der Seiten-
flichen gegen die Grundfliche. @ =—1619, b= 1038.

60. Eine Pyramide hat zur Grundfliche ein gleichseitiges
Dreieck, zu Seitenflichen congruente gleichschenkelige Dreiecke,
von denen jedes n mal so gross als die Grundfliche ist. Welche
Neigungswinkel haben diese Seitenfliichen a) unter sich, b) gegen
die Grundfliche? n=%.

61, Auf der Ebene eines gleichschenkeligen und recht-



42 ’ Pyramide. [§. 9-

winkeligen Dreiecks, dessen Katheten gleich @ gegeben sind, ist
im Schwerpunkt des Dreiecks eine senkrechte Gerade errichtet,
deren 'Liinge' 'gleich o 'gegeben ist. Durch den Endpunkt der ’
Senkrechten und die Seiten des Dreiecks sind Ebenen gelegé.
Man berechne die Neigungswinkel dieser Ebenen gegen die Fliche
des rechtwinkeligen Dreiecks und die ebenen Winkel ihrer Kanten
gegen die Seiten des letzteren. a==>5, b==4, oder a==7, b==8.

62. Von einem Punkte 0 im Raume gehen die drei Linien
0A, OB, OC aus, die sich wie m : n : p verhalten, und von
denen jede auf den anderen senkrecht steht. Welche Neigungs-
winkel bildet die Ebene 4BC mit den Ebenen OA4B, 0AC,
OBC? m:n:p==2:3:4

63. Wenn in einer n-seitigen, geraden, regelmﬁasxgen Pyra-
mide ein ebener Winkel an der Spitze gleich & gegeben ist, wie
gross ist dann der Neigungswinkel der Sextenﬂachen gegen ein-
ander? a = 26°4', n==12,

64. Von einer abgestumpften Pyramide sei die Summe der
Seitenfliichen gleich s gegeben; jede Seitenfliche bilde mit der
grosseren Grundfliche einen Winkel gleich @; die kleinere Grund-
fliche sei halb so gross als die grossere. Man soll die Flichen-
inhalte beider Grundflichen berechnen. s == 283, « = 26° 10,

65. Alle Seitenkanten einer abgestumpften, regelmissig-
funfseitigen Pyramide seien den Seiten der grisseren Grundfiiche
gleich; unter welchem Winkel mtissen sie gegen diese Grundfiiche
geneigt sein, damit die letztere sich zur kleineren wie m : n ver-
halte? m : n = 907 : 125.

66. Auf jeder Fliche eines Wiirfels als Grundfliche sei nach
aussen eine gerade Pyramide errichtet, deren HShe gleich dem
vierten Theile der Wirfelkante sei; man berechne den Neigungs-
winkel zweier in einer Wiirfolkante an einander stossenden Pyra-
midenfliichen. :

67, Von einer dreiseitigen Pyramide sind die drei Grund-
kanten sowie die ebenen Winkel zweier Seitenflichen bekannt;
man berechne die Winkel der dritten Seitenfliche, sowie simmt-
liche Seitenkanten.

68. In einer dreiseitigen Pyramide sei durch Verbindung
der Halbirungspunkte zweier Paare einander gegeniiberliegender
Kanten ein Parallelogramm construirt; man berechne die Winkel
des letzteren aus den gegebenmen Lingen simmtlicher Kanten.

{
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69. Aus den Lingen der sechs Kanten eimer dreiseitigen
Pyramide die Entfernung. desjenigen Punktes von den Eckpunkten
zu berechnen, welcher von denselben gleichweit entfernt ist.
(Aufg. §. 9, 9.)

§. 10. Der Cylinder.

a. Lehrsiitze.

1. Fillt man von Punkten der Peripherie eines Kreises
auf eine zu seiner Ebene parallele Ebene senkrechte gerade Linien,
so liegen die Fusspunkte der letzteren auf der Peripherie eines
dem ersten congruenten Kreises. Das Gleiche gilt fiir beliebige
schiefe, aber unter sich parallele Linien.

2. Ebene Schnitte, welche durch einen geraden Cylindernicﬂ:; o
parallel mit seiner Axe gelegt werden, liefern gleichgrosse Schnitt- Ebenen.
figuren, wenn sie gleichweit von der Axe entfernt sind, und um-
gekehrt. Je niher ein solcher Schnitt der Axe liegt, desto grdsser
ist er, und umgekehrt. Jeder Axenschnitt eines geraden Cylinders
ist grosser, als jeder der Axe parallele Schnitt desselben.

3. Errichtet man auf einem Axenschnitt eines geraden
Cylinders in einer in demselben liegenden Seitenlinie eine senk-
rechte Ebene, so beriihrt diese den Cylinder in jener Seitenlinie.

4. Eine 'durch die Axe eines geraden Cylinders senkrecht
zu einer Berithrungsebene desselben gelegte Ebene geht durch
die Bertihrungslinie,

5. Der durch die Beriihrungslinie einer Tangentialebene
eines geraden Cylinders gehende Axenschnitt desselben steht senk-
recht zu jener Ebene. '

6. Errichtet man auf einer Tangentialebene eines geraden
Cylinders in ihrer Berithrungslinie die senkrechte Ebene, so geht
dieselbe durch die Axe des Cylinders.

7. Schneiden sich zwei Schnittebenen eines geraden Cylin-
ders in einer Seitenlinie desselben, so ist der von ihnen gebildete
Flichenwinkel halb so gress, als der Flichenwinkel der zwei
durch die Axe und je eine der nicht gemeinschaftlichen Seiten-
linien in den ersteren Ebenen gelegten Schnittebenen. — In jedem
dreiseitigen Prisma , dessen Seitenkanten Seitenlinien eines geraden
Cylinders sind und von welchem eine Seitenfliiche durch die Axe geht,
stehen die beiden anderen Seitenflichen senkrecht zu einander. —
In jedem vierseitigen Prisma, dessen Seitenkanten Seitenlinien
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eines geraden Cylinders sind, ist die Summe je zweier einander

gegentiberliegenden Flichenwinkel der Seitenflichen gleich zwei
Rechten.

Gelten die Sitze 2—17 simmtlich oder theilweise auch fiir schiefe
Cylinder? Kann man noch andere Sitze bilden, welche in &hnlicher
eise planimetrischen Sitzen aus der Kreislehre entsprechen?

8. In jedes (gerade oder schiefe) Prisma, in dessen Grund-
fliche sich ein Kreis einbeschreiben 1#sst, kann man einen Cylin-
der construiren, dessen krumme Fliiche von jeder der Seitenflichen
des Prismas berfibrt wird.

9. Um jedes Prisma, dessen Grundfliche sich ein Kreis
umbeschreiben 14sst, kann ein Cylinder construirt werden, sodass
die Seitenkanten des Prismas Seitenlinien des Cylinders, die
Seitenflichen des ersteren also Schnittebenen des letzteren werden.

10. Um und in jeden Cylinder lassen sich Prismen von
jeder verlangten Seitenzahl construiren; dieselben sind regel-
missig, wenn die Berflhrungs-, beziehungsweise DuYchschnitts-
punkte ihrer Grundkanten in der Grundfliche des Cylinders die
Peripherie der letzteren in gleiche Theile theilen.

11. Zwei Berithrungsebenen eines geraden Cylinders sind
entweder einander parallel, oder schneiden sich in einer zur
Cylinderaxe parallelen Geraden.

12, Umgekehrt lassen sich durch jede ausserhalb eines ge-
raden Cylinders gegebene, der Axe desselben parallele Gerade zwei
Berithrungsebenen an den Cylinder legen. Die durch jene Gerade
und die Axe bestimmte Ebene halbirt den Flichenwinkel der beiden
Bertihrungsebenen.

Vermischte 13. Cylinder mit gleichen Grundfiichen, gleichen Héhen

und gleichen Neigungswinkeln der Axen gegen die Grundfiichen
sind congruent.

14. Jede zwei congruente, in parallelen Ebenen liegende
Kreise kdnnen als Grundfilichen eines Cylinders gedacht werden.

15. Man bilde und beweise Lehrsiitze ber Cylinder, welche
einander (in einer Seitenlinie) berithren, analog den Sitzen tber
sich bertithrende Kreise.

16. Ebenso Siitze Uiber gemeinschaftliche Beriihrungsebenen
zweier Cylinder.

17. Sind die Verbindungslinien des Mittelpunkts der einen
Grundfliche eines Cylinders mit drei Punkten der Peripherie seiner
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anderen Grundfliche einander gleich, so ist der Cylinder ein
gerader.

18. Von allen Axenschnitten eines schiefen Cylinders istfg,‘l‘;‘:::g;f
derjenige, welcher durch den Neigungsschenkel der Axe gegen linders.
die Grundfliche geht, der kleinste, derjenige, welcher durch den
auf diesem Neigungsschenkel senkrechten Durchmesser geht, der
grosste.

19. Wird ein schiefer Cylinder durch eine der Grundfliche
nicht parallele Ebene so geschnitten, dass die Axe des Cylinders
gegen beide Ebenen gleiche Neigungswinkel bildet und die
Neigungsschenkel derselben (nach verschiedenen Seiten) in einer
Ebene liegen, so ist die Schnittfigur ein Kreis und der Grund-
fliche congruent. .

b. Constructions-Aufgaben.

20. An einen gegebenen (geraden oder schiefen) Cylinder
durch eine gegebene Seitenlinie desselben eine Beriihrungsebene
zu legen.

21. Um ein gegebenes dreiseitiges Prisma einen Cylinder
zu beschreiben.

22. In ein gegebenes regelmissiges Prisma einen Cylinder
zu beschreiben. '

23. Um einen gegebenen Cylinder ein Prisma zu beschreiben,
dessen Grundfliche ein regelm%i.ssnges Zehneck (2.2°-, 3.2"-,
5.2, 15, 2"-Eck) ist. .

24 In einen gegebenen Cylinder ein dreiseitiges Prisma
zu beschreiben, von welchem zwei Winkel der Grundfliche ge-
geben sind.

25. Ein Rechteck niiherungsweise zu construiren, welches Jonstr. in
sich zu einem Cylindermantel zusammenrollen 14sst, dessen Axen- Schnitifig.
schnitt ein Quadrat ist.

26. Von einem schiefen Cylinder ist die Linge der Axe,
ihr Neigungswinkel gegen die Grundfliche und der Inhalt des zur
Grundfifche senkrechten Axenschnitts (durch ein ihm gleiches
Quadrat) gegeben; man construire einen seiner Grundfiiche con-
gruenten Kreis.

27. Ein Cylinder sei einem geraden quadratischen Prisma
einbeschrieben, dessen Grundkante und Seitenkante gegeben sind.
Man soll denjenigen ebenen Schnitt des Cylinders, welcher zur
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Axe parallel und von derselben um den halben Radius der Grund-
fliche entfernt, ist, in der Ebene der Gestalt und Grosse nach
construiren.

28. In der Grundfliche eines geraden Cylinders seien zwel
zu einander senkrechte Durchmesser, und zu einem derselben sei
in der oberen Grundfliche ein paralleler Durchmesser gezogen.
Durch einen Endpunkt des letzteren und den nicht parallelen der
ersteren Durchmesser sei ein ebener Schnitt gelegt. Man soll das
entstaiidene Dreieck aus dem Radius und der H¥he des Cylinders
in der Ebene construiren.

29, Von einem schiefen Cylinder ist die Linge der Axe,
ibr Neigungswinkel gegen die Grundfliche und der Radius der
letzteren gegeben. Man construire in einet Ebene der Gestalt und
Grosse nach den kleinsten Axenschnitt dieses Cylinders.

30. In einer Ebene ist die Grundfliche eines auf derselben
schief stehend gedachten Cylinders und die senkrechte Projection
des Mittelpunktes seiner oberen Grundfiiche auf diese Ebene ge-
geben; ausserdem ist die Hthe des Cylinders bekannt. Man soll
die Linge seiner Seitenlinie und den Neigungswinkel derselben
gegen die Grundfliche durch Construction in jener Ebene be-
stimmen,

31. In einer Ebene sei ein Quadrat gegeben; um jeden
Eckpunkt desselben sei in dieser Ebene mit der halben Seite als
Radius ein Kreis beschrieben, und auf dem Kreise, welcher dem
Quadrat einbeschrieben werden kann, sei ein gerader Cylinder
errichtet gedacht, dessen Huohe gleich der Seite des Quadrats ist.
Die obere Grundfiiche dieses Cylinders sei zugleich obere Grund-

" fliche fir vier auf je einem der um die Eckpunkte beschriebenen
Kreise stehende schiefe Cylinder, endlich sei das so gegebene
System von Korpern in einem der halben Hthe gleichen Abstand
von der Grundebene, parallel zu dieser durchschnitten. Man soll
in jener Ebene die Durchschnittsfigur der Gestalt und Grisse nach
construiren.

3‘;?&5; A 32, Ueber einen gegebenen Kreis als Grundfliliche einen
schiefen Cylinder zu construiren, dessen kleinster Axenschnitt
einen gegebenen Inhalt und einen gegebenen Umfang habe.

33. In einen gegebenen Wiirfel soll ein Cylinder mit qua-
dratischem Axenschnitt gelegt werden, dessen Axe mit einer
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Diagonalaxe des Wiirfels zusammenfiillt, und dessen Grundflichen
je drei Wiirfelflichen bertihren,

34. In eine gegebene dreiseitige Pyramide einen Cylinder
mit quadratischem Axenschnitt zu legen, so dass seine obere End-
fliche die Seitenflichen der Pyramide bertthre, und die untere
in der Grundfliche der Pyramide liege.

35. Durch eine ausserhalb eines (geraden) Cylinders- ge-Bx‘;&::‘;';gf'
gebene, der Axe desselben parallele Gerade eine Beriibrungsebene
an denselben zu legen.

36. An zwei gegebene gerade Cylinder, welche mit ihren
Grundfiichen auf dieselbe Ebene aufgestellt sind, eine gemein-
schaftliche Bertlhrungsebene zu legen.

37. Einen geraden Cylinder zau construiren, der beide
Schenkelebenen eines gegebenen Flichenwinkels bertthre, und
dessen Mantel durch einen zwischen diesen Ebenen gegebenen
Punkt gehe.

Achnliche Beriihrungs-Aufgaben nach Analogie der planimetrischen!

38. Drei gerade Cylinder, welche mit ihren Grundfiichen 5’°h'°h(';°"
auf derselben Ebene stehen, seien gegeben. Man soll einen Tinder.
vierten Cylinder construiren, welcher jeden der ersteren in Seiten-
linien schneidet, so dass die nach einer gemeinschaftlichen Seiten-
linie zweier Cylinder gezogenen beiden Axemschnitte derselben
jedesmal senkrecht zu einsnder stehen.

39, Zieht man in jeder der beiden Grundfiichen eines ge- Netse.
raden Cylinders eine Sehne, sodass diese Sehnen einander nicht
parallel sind, und legt durch je drei Endpunkte dieser Linien
Ebenen, so entsteht eine dreiseitige Pyramide. Es sei der Radius
und die Héhe des Cylinders nebst den Li#ngen der beiden Sehnen
und dem Winkel, welchen die eine mit einer der anderen paral-
lelen Sehne ihres Kreises bildet, gegeben; man soll das Netz der
Pyramide construiren.

40. Man construire das Netz eines Wiirfels, welcher so in
einen geraden Cylinder gestellt werden kann, dass zwei seiner
Eckpunkte mit den Mittelpunkten der Grundflichen zusammen-
fallen und die ibrigen auf der krummen Mantelfliche des Cylin-
ders liegen, Die Dimensionen des letzteren sind gegeben.
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¢. Rechnungs-Aufgaben.

« 41, Wie gross ist jede Seitenfliche eines einem geraden
Cylinder mit dem Radius r und der Hohe % einbeschriebenen
quadratischen Prismas? r == 0,7, h = 1,41421.

42. Wie gross ist jede Seitenfliche einer regelmissig-drei-
seitigen Pyramide, deren Grundfliche der unteren Grundfliiche
eines geraden Cylinders vom Radius # und der Hohe % einbe-
schrieben, und deren Spitze der Mittelpunkt der oberen Grund-
fliche dieses Cylinders ist? A ==1,20139; r = 1,6.

43. In einen Wtrfel soll ein gerader Cylinder counstruirt
werden, so dass seine Axe in einer Diagonalaxe des Wiirfels liege
und seine Grundflichen die Wiirfelfiichen bertthren, Wie gross ist
die Hohe dieses Cylinders, wenn dieselbe dem Achtfachen des
Radius seiner Grundfliche gleich sein soll, und wenn die Diago-
nalaxe des Wilrfels gleich 4 ist?

44. Wie muss gich der Radius eines geraden Cylinders zur
Hohe desselben verhalten, damit sein Axenschnitt seiner Grund-
fiiche gleich sei?

45. Wie verhiilt sich der Flicheninhalt des Axenschnitts
eines quadratischen Cylinders zum Inhalt der Grundfliche desselben?

46. Die Grundfiichen zweier geraden Cylinder, welche sich
in einem Parallelogramm schneiden, liegen in derselben Ebene,
haben eine Centrallinie gleich ¢ und beziiglich die Radien R und
r; die Hohe ist in beiden Cylindern gleich 4. Man soll den
Fliicheninhalt jenes Parallelogramms berechnen. R == 44, r == 37,
c==15, h=25.

47. Ein gerader Cylinder ist durch eine der Axe parallele
Ebene geschnitten; die Diagonale der Schnittfigur ist gleich d,
ihr Fliécheninhalt gleich #, ihr Abstand von der Axe gleich ¢
gegeben. Man soll die Hohe und den Grundflichen-Radius des
Cylinders berechnen, d = 17, F = 120, ¢ == 3.

48. Von einem geraden Cylinder sei der Flicheninhalt F
eines Axenschnitts gegeben. Man berechne den Flicheninhalt eines
zu der Grundfiiche senkrechten Schnitts, welcher den zu ihm
senkrechten Radius der Grundfliche halbirt.

49. In eine dreiseitige Pyramide, derem Grundkanten be-
zliglich gleich a, b, ¢, und deren Seitenkanten simmtlich gleich
d sind, sei ein gerader Cylinder einbeschrieben (so dass also seine
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Grundfliche in derjenigen der Pyramide liegt, und seine obere
Grundfliiche einer zu jener parallelen Schnittfigur einbeschrieben
ist); die Diagonale eines Axenschnitts' des' Cylinders sei gleich /.
Man soll seine Hthe und seinen Radius berechnen. @ = 104,
b=112, ¢ =120, d =97, f=51.

50. Den Inhalt des durch die Axe @ und die Hohe % gehenden
Axenschnitts eines schiefen Cylinders aus @, dem Radius r und
dem Neigungswinkel « der Axe gegen die Grundfiliche zu be-
rechnen. @ == 3,4201; r = 1,57; a = 82012 ¢".

51. Ebenso den Flicheninhalt eines anderen Axenschnitts
des Cylinders, wenn ausserdem der Winkel B zwischen dem
Neigungsschenkel der Axe und dem zu dem Axenschnitt gehdrigen
Radius der Grundfliche gegeben ist. r = 7, 4 = 10, & =
56° 12" 17", B = 20° 10" 15".

52. Von einem schiefen Cylinder ist gegeben die Axe.gleich
a, die kleinere Diagonale des zur Grundfliche senkrechten Axen-
schnitts gleich & und der Flicheninhalt ¥ dieses Axenschnitts.
Man berechne den Radius der Grundfiiche und die Hohe. a =18,
b=42,937, F == 616.

§. 11. Der Kegel.

a. Lehrsiitze.

1. Zieht man in zwei Kreisen von ungleicher Gr§sse, deren
Ebenen parallel sind, beliebig viele Paare unter sich paralleler
und gleich gerichteter Radien, so schneiden sich die Verbindungs-
linien der Endpunkte je eines Paares in demselben Punkte. —
Wie gestaltet sich der Satz, wenn je zwei einander parallele
Radien entgegengesetzt gerichtet sind?

2. Zieht man in der Grundfliche eines geraden Kegels
beliebig viele unter sich gleiche Sehnen und legt durch jede der-
selben und die Spitze eine Ebene, so erhiilt man congruente
. Schnittfigaren.

3. Lisst sich der vorstehende Satz umkehren? (Verschiedene
Umkehrungen!)

4. In jede (gerade oder schiefe) Pyramide, in.deren Grund-
fliiche sich ein Kreis einbeschreiben lisst, kann man einen Kegel
construiren, dessen krumme Seitenfliche von jeder Seitenfliche
der Pyramide bertihrt wird.

Rxor, Aufgaben. IL 4

8

Kegel ftir
sich.
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5. Um jede Pyramide, deren Grundfliche sich ein Kreis
umbeschreiben l#sst, kann ein Kegel construirt werden, so dass
die Seiténflichen der Pyramide Schnittebenen des Kegels, die Seiten-
kanten der ersteren Seitenlinien des letzteren sind.

6. Kegel mit gleichen Grundfiichen, gleichen Axen und
gleichen Neigungswinkeln der Axen gegen die Grundflichen sind
congruent.

7. Legt man durch einen abgestumpften Kegel parallel zu
den Grundflichen und in gleicher Entfernung von beiden einen
ebenen Schnitt, so ist der Radius des letzteren gleich dem arith-
metischen Mittel zwischen den Radien der Grundfiichen. — In
welcher Beziehung steht die Fliiche des Schnitts zu dem Grund-
flichen ?

8. Werden zwei Kegel mit gleichen Grundflichen und
gleichen Hohen in gleichen Abstinden von ihren Grundfilichen
parallel zu diesen durchschmtten , 8o sind die Schnittfiguren con-
gruente Kreise.

9. Zwei gerade Kegel, welche eine Seitenlinie, die mit
ihren beiden Axen in derselben Ebene liegt, gemeinschaftlich
haben (wobei die Spitze des einen auf der krummen Fliche des
anderen liegt), beriihren einander in dieser Seitenlinie.

10. Bertihrt eine Ebene einen Kegel, so schneidet jeder
der Grundfiiiche parallele Schnitt die Ebene in einer Tangente
des Schnittkreises.

11. Zwei gerade Kegel, deren Axen in eimer geraden Linie
liegen und deren Scheitel verschieden sind, haben entweder
paarweise parallele Seitenlinien oder schneiden sich in einem zu
der Axe senkrechten Kreise.

Kegel mit 12. Ein gerader Cylinder und ein gerader Kegel, deren
Cylinder.
Axen in einer Linie liegen, schneiden sich in einem zu der Axe
senkrechten Kreise.

b. Constructions - Aufgaben.

xg;:x‘%gn' 13. Zwei gerade Kegel, deren Grundfiichen concentrische
straction s inKreise sind, stehen auf derselben Seite der gemeinsamen Grund-
ebene, der Radius des ersten ist halb so gross als der Radius
des zweiten, die Hohe des ersten doppelt so gross als die Hohe
des zweiten. Man construire aus dem Radius und der Hohe des

ersten die Durchschnittsfigur der beiden Kegel.
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14. Ein gerader Kegei s¢i durch einen rweiten. dessem
Seitenliniem bezliglich dem Sefterimien des erstem parailel simd,
ausgehGhlt ; die Radien’ beider Kegel 'und /die Hobe des erstem sind
gegeben. Mam comstruire in ener Ebene diejenige Durchschnitns-
figur des durch die Acushillcng emtstandenen Kirpers, welche
durch denselbem parallel zz der Grondiiche und in einem der
balben Hohe der mmeren Kegelliche gleichem Abstamd vom ihr
gelegt werden oam, .

15. Von einem geradem Cylicder sei die Ave wnd der
Radius gegeben, ein gerader Kegel stehe auf derselben Grumd-
ebene, und seime Spitrze liege im Mittelpunkt der oberem Grund-
fiiche des Cylinderz, sein Radius sei aber dreimal so gross als
der des letxteren. Man soll eine Figur construiren, durch derem
Rotation ein Kdrper erzeugt werden kanm, welcher dem ausserhaib
des Cylinders liegenden Theile des Kegels congruent ist.

16. Einen geraden Kegel ru construiren. von welchem die Copt Ny

Lage der Axe, ein Punkt der Peripherie des Grundkreises umd
ein Punkt der Seitenfliche gegeben sind.

17. Einen geraden Kegel zu construiren, wenn die Spitre,
ein Punkt der Peripherie der Grundfliche und xwei Punkte der
Seitenfliche gegeben =ind. (Keine zwei der gegebenen Punkts
mit der Spitze in gerader Linie!)

18. Einen geraden Kegel ru construiren, wenn zwei Punkte
der Peripherie der Grundfiiche und eine Gerade, in welcher eine
Seitenlinie begen soll, gegeben sind.

19. Eine Seitenfiiche einer regelmissig-zehnseitigen Pyra-
mide zu construiren, welche einem geraden Kegel einbeschrieben
ist, wenn der Radius und die HShe des Kegels gegeben sind.

20. Von einem schiefen Kegel ist die Axe, die lingste
Seitenlinie und der Neigungswinkel der letzteren gegen die Grand-
fiiche gegeben; man construire der Gestalt und Grosse nach dem-
jenigen Axenschnitt diesez Kegels, welcher durch den xur Axe

" senkrechten Durchmesser der Grumdfiiche geht.

21. In der Ebene der Grundfifiche eines schiefen Kegels ist
ausser dieser Grundfliche die senkrechte Projection der Spitze
auf dieselbe gegeben; man construire in dieser Ebene die senk-
rechte Projection des ihr parallelen Schnittkreises des Kegels auf
dieselbe, welcher die Hohe im Verbiltniss 1 : 2 theilt.

‘3
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22. Die senkrechte Projection einer geraden Kegelfliche
auf eine zu ihrer Grundfliche senkrechte Ebene zu construiren.

23."'Die 'kleinere (rundfliche eines abgestumpften geraden
Kegels sei zugleich die Grundfliiche von vier vollstindigen Kegeln,
deren Spitzen in der Peripherie des grdsseren Grundkreises liegen
und dieselbe in vier gleiche Bogen theilen. Man construire aus
den Radien der beiden Grundflichen in einer Ebene diejenige
parallele Schnittfigur des genannten Korpersystems, welche die
Héohe halbirt.

e. Rechnungs-Aufgaben.

24. Ein Kegel, dessen Grundfliche den Radius r hat, ist
durch eine derselben parallele Fliche geschnitten, welche die Hihe
im Verhiltniss m : n theilt; man berechne den Flicheninhalt der
Schuittfigur.

25. In welchem Abstand von der Grundfliche muss man
einen abgestumpften Kegel, dessen Radien gleich B und r sind,
und dessen Hohe gleich /4 ist, parallel zu jemer durchschneiden,
damit die Schnittfigur dem arithmetischen Mittel der beiden Grund-
fiichen gleich sei? Re==14, r =2, A =18,

26. Von einem geraden Cylinder ist der Radius r gegeben.
Auf jeder seiner Grundfilichen steht ein Kegel, dessen Spitze der
Mittelpunkt der anderen Grundfliche ist. Wieviel betrigt der
Umfang des Kreises, in welchem sich die beiden Kegelm#ntel
schneiden ?

27. Die Seitenlinie eines geraden Kegels aus der Hohe A
und dem Radius 7 zu berechnen fir &) 2 = 2,21; r = 0,6;
B) h = 24; r = 164%; p) h = 25}, r = 3}. — Umkehrungen
dieser Aufgabe.

28. Aus der grossten Seitenlinie S eines schiefen Kegels,
der kleinsten Seitenlinie s und der Axe @ den Radius der Grund-
fliche zu berechnen. S = 52, s = 39, a = 42,426,

29. Ebenso aus S, s, r die Axe a, oder s aus §, a, r
oder S aus s, a, r.

30. In einen geraden Kegel, dessen Radius gleich r, und
dessen Hohe gleich % gegeben ist, sei eine Pyramide mit quadra-
tischer Grundfliche beschrieben. Wie gross ist jede Seitenfliche
derselben? r =17, h=6.
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31. Ebenso fir eine umbeschriebene, regelmissig - dreiseitige
Pyramide,

32. In einem geraden abgestumpften Kegel stehen zwei
vollstindige Kegel, so dass die Grundfliche eines jeden eine der
Grundfiichen, und die Spitze desselben der Mittelpunkt der anderen
Grundfiiche des Kegelstumpfs ist. Gegeben sind die Radien des
letzteren; es soll der Radius des Kreises berechnet werden, in
welchem sich die beiden vollstdndigen Kegel sehneiden.

33. Von einer abgestumpften, geraden, quadratischen Pyra-
mide seien die Grundkanten beztiglich gleich @ und &, die Seiten-
kanten gleich s gegeben; ein abgestumpfter Kegel ist so construirt
worden, dass seine obere Grundfiiche der oberen des Pyramiden-
stumpfs umbeschrieben, seine untere der unteren des letzteren
einbeschrieben ist. Man berechne die Seitenlinie des Kegelstumpfs. *
6= 4,55228; b =2; s= 6,89,

Kegel-
stumpf,

34. Der Winkel an der Spitze eines Axenschnitts eines ge- 8

raden Kegels sei gleich «, die Hthe gleich 4; man berechne den
Radius der Grundfiiche und die Seitenlinie. ¢=32°31"14",4; h==24.

35. Aus der Axe a eines schiefen Kegels, ihrem Neigungs-
winkel ¢ gegen die Grundfliche und dem Radius r der letzteren
die Hthe 4, sowie die grisste und die kleinste Seitenlinie zu
berechnen. a = 356,74 ; @ = 59° 41" 52”; r = 255.

36. ‘Ebenso aus a, % und r die Werthe von ¢, s, S, sowie
den Neigungswinkel « der gréssten Seitenlinie gegen die Grund-
fliche zu berechnen. @ == 44,8035; h == 42; r = 18,5.

37. Ebenso aus S, s und « die Werthe von 4, @ und r.
§=144213, s = 11,8678, a == 43° 54" 4",3.

38. Ebenso aus @, r, @« die Werthe von S, ¢, s, A .

8= 4,2075; r = 4,3050; « = 35° 29’ 21,6,

§ 12. Die Kugel
a. Lehrsiitze.

1. Eine gerade Linie kann mit einer Kugelfliche nicht mehr Sehnen und

als zwei Punkte gemeinsam haben.

2. Die Halbirungspunkte aller Geraden, welche zwischen je
zwei Punkten einer Kugelfliche unter sich parallel gezogen werden
kénnen, liegen in einem grossten Schnittkreise der- Kugel. —
Umkehrungen dieses Satzes.

kreise.
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3. Der geometrische Ort des Mittelpunktes einer Kugelfiéiche,-
welche  durch .drei gegebene, nicht in gerader Linie liegende
Punkte geht, ist die auf der Ebene dieser drei Punkte in dem
von ihnen gleichweit entfernten Punkt senkrecht stehende Gerade.
— Woelches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes einer
Kugelfiiche , welche durch zwei gegebene Punkte geht?

4, TUnter allen Schnittkreisen einer Kugel, welche man
durch einen innerhalb der letzteren gegebenen Punkt legen kann,

. ist derjenige der kleinste, dessen Mittelpunkt dieser Punkt ist.

5. Errichtet man iber einem Schnittkreise einer Kugel in
dem grisseren Abschnitt derselben zwei gerade Kegel, so dass die
Spitze des einen im Mittelpunkt der Kugel, die des anderen in
der Kugelfliche liegt, so ist der Winkel an der Spitze des Axen-

- schnitts im ersten Kegel doppelt so gross, als im zweiten. —

Lisst sich dieser Satz auf schiefe Kegel erweitern?

6. Ist die Centrallinie zweier Kugeln grisser als die Summe
ihrer Radien, so liegt jede dieser Kugeln ganz ausserhalb der
anderen. — Ist die Centrallinie gleich der Summe der Radien,
80 beriihren die Kugeln einander von aussen. — Man bilde die
entsprechenden Sitze fur die Fille, dass die Centrallinie kleiner
als die Summe, aber grisser als die Differenz der Radien, dass
sie gleich dieser Differenz, und dass sie kleiner als dieselbe ist.
Fir welche Fille mtissen die Kugeln von ungleicher Grbsse sein?
— Umkehrungen.

7. Die Durchschnittslinie der Oberflichen zweier sich schnei-
denden Kugeln ist eine Kreislinie.

8. Die Centrallinie zweier sich schneidenden Kugeln ist
senkrecht zu der Ebene des Schnittkreises und trifft diese in
ihrem Mittelpunkt.

9. Liegt in einer ausserhalb einer Kugel gegebenen Ebene
ein Kreis so, dass die Verbindungslinie seines Mittelpunktes mit
dem Kugelmittelpunkt senkrecht zu seiner Ebene steht, so schnei-
den die Verbindungslinien seiner Peripherie mit dem Mittelpunkt
der Kugel die Oberfliche der letzteren in einer Kreislinie, deren
Ebene der Ebene des ersteren Kreises parallel ist.

10. Von einem Punkte ausserhalb einer Kugel lassen sich
unziihlig viele Bertihrungslinien an dieselbe legen. Der geome-
trische Ort ihrer Beriihrungspunkte ist eine Kreiglinie; sie selbst
sind Seitenlinien eines geraden Kegels (Berithrungskegel), und die

-
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Verbindungslinie des gegebenen Punktes mit dem Kugelmittel-
punkt ist die Axe dieses Kegels. )

11. Die Spitze eines jeden Berlthrungskegels einer Kugel
und der Mittelpunkt des zugehdrigen Berithrungskreises theilen
den durch letzteren gehenden Durchmesser der Kugel harmonisch.
(Pole und Polarebenen einer Kugel. Erweiterung der betreffenden
Sitze der neueren Geometrie tiber den Kreis fir die Kugel.)

12. Durch jede ausserhalb einer Kugel gegebene GeradeBerihrungs-
lassen sich zwei Berlihrungsebenen an dieselbe legen. Die durch
jene Gerade und den Kugelmittelpunkt bestinmte Ebenc halbirt
den Winkel der Beriihrungsebenen. — Die Linien, welche die
Berihrungspunkte mit einem beliebigen Punkte jener Geraden
verbinden, bilden mit letzterer gleiche Winkel.

13, Zieht.man in zwei gogebenen Kugeln zwei beliebige, Aeheiich
aber einander parallele und gleichgerichtete Radien und verbindet
die Endpunkte der letzteren mit einander, so schneidet jede auf
solche Weise construirte Verbindungslinie die Centrallinie der
Kugeln in demselben Punkt, und dieser Punkt theilt die Central-
linie auf ibrer Verlingerung im Verh#ltniss der Radien der
Kugeln. — Derselbe Satz-gilt, wenn die parallelen Radien jedes-
mal entgegengesetzt gerichtet sind, doch liegt in diesem Fall
der genannte Punkt auf der Centrallinie selbst. — Wie gestaltet
sich der Satz, wenn die beiden Kugeln einander gleich sind? —
Die genannten Punkte heissen die Aehnlichkeitspunkte der beiden
Kugeln, und zwar beztiglich Husserer und innerer Aehnlichkeits-
punkt. '

14. Jede von einem Aehnlichkeitspunkt zweier Kugeln
(Aufg. 13) an eine derselben gezogene Bertihrungslinie berithrt
auch die andere. — Die Gesammtheit dieser gemeinschaftlichen
Berithrungslinien bildet die Seitenlinien eines gemeinschaftlichen
Bertthrungskegels der Kugeln. — In welchem Fall wird der eine
oder der andere solcher Bertihrungskegel zu einer Ebene, in
welchem Fall wird er unmdglich? — In welchem Fall tritt an
seine Stelle ein Bertihrungscylinder?

15. Jede gemeinschaftliche Bertlhrungsebene zweier Kugeln
geht durch einen Aehnlichkeitspunkt derselben. (Vergl. 12, 13.)
— Durch jede Gerade, welche durch einen ausserhalb zweier
Kugeln liegenden Aebnlichkeitspunkt der letzteren geht, und
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die Kugeln nicht trifft, lassen sich zwei gemeinschaftliche Be-
rithrungsebenen an dieselben legen.

Weitere' Ausbildung’'dieser Sitze im Anschlues an die entsprechen-
den Lehren vom Kreise. Potenzebene zweier Kugeln, u. dgl. m.

16. Legt man durch zwei Punkte der Peripherie eines grissten

Kugel tiber-Kreiges einer Kugel zwei andere grdsste Kreise senkrecht zu dem

tragen.

ersteren und durch jeden dieser Punkte und einen beliebigen
dritten Punkt der Peripherie des ersten Kreises, ebenfalls senk-
recht zu seiner Ebene, je einen kleineren Schnittkreis der Kugel,
so ist der Flichenwinkel der beiden senkrechten griossten Kreise
zweimal so gross als der Flichenwinkel der beiden kleineren.

17. Die Ebenen zweier kleineren Kreise, welche durch je
einen Endpunkt eines Durchmessers eines grissten Kreises der-
selben Kugel und durch einen und denselben beliebigen Punkt
der Peripherie des letzteren senkrecht zu seiner Ebene gelegt
werden ktnnen, stehen senkrecht zu einander.

18. Legt man durch eine Berithrungslinie einer Kugel den
zugehtrigen grissten und einen kleineren Kreis, so ist die Peripherie
des letzteren das geometrische Mittel zwischen der Peripherie des
ersteren und derjenigen eines dritten Kreises, welcher zum Radius
die Projection des durch den Bertihrungspunkt gehenden Radius
des kleineren Kreises auf die Ebene des grossten hat, und ferner
ist die Fliche des kleineren Kreises das geometrische Mittel
zwischen der Fliche des grissten und derjenigen eines dritten
Kreises, welcher die Hi#lfte jemer Projection zum Radius hat.

19. Legt man durch die Seiten und die Diagonalen eines
einem grdssten Kugelkreise einbeschriebenen Vierecks je einen zu
seiner Ebene senkrechten kleineren Kreis (Seitenkreise, Diagonal-

" kreise), so ist das Product aus den Umfiingen der Diagonalkreise

gleich der Summe aus den Producten der Umfinge je zweier
einander gegentiberliegenden Seitenkreise, und das Product aus
den Flichen der Diagonalkreise ist gleich der Summe der Producte
aus den Flichen je zweier einander gegentiberliegenden Seiten-
kreise plus dem doppelten Product aus den Fléchen zweier Kreise,
deren Radien die geometrischen Mittel zwischen je zwei Gegen-
seiten des Vierecks sind.

20. Legt man - durch den Durchschnittskreis zweier sich
schneidenden Kugeln eine Gerade, so schneiden ihre Durchschnitts-
punkte mit den Kugelflichen und dem Kreis auf ihr vier Strecken
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von solchen Lingen ab, dass das Rechteck aus der ersten und
dritten gleich dem, Rechteck .auns der zweiten und vierten ist.

21. Legt man durch den Berlihrungspunkt zweier sich von
sussen berihrenden Kugeln eine Gerade und beschreibt um den
Beriihrungspunkt mit beliebigem Radius eine dritte Kugel, so sind
die zwischen den Durchschnittspuhkten jener Geraden mit dieser
Kugel und je einem der Durchschnittspunkte mit den beiden ersten
Kugeln liegenden Strecken einander gleich.

22. Zieht man an eine Kugel, welche eine zweite von
innen bertihrt, eine beliebige von der Oberfliche der letzteren
begrenzte Berlihrungslinie und verbindet die beiden Endpunkte
und den Bertihrungspunkt der Tangente mit dem Bertihrungs-
punkte der Kugeln, so halbirt die letztere Verbindungslinie den
Winkel der beiden ersteren.

23. Zieht man durch zwei sich schneidende gleiche Kugeln
eine Linie parallel zu der Centrallinie, so sind die zwischen ent-
sprechenden Durchschnittspunkten mit den Kugeln liegenden Ab-
schnitte der Parallelen gleich der Centrallinie.

24, Schneiden zwei Kugeln einander so, dass der Mittel-
punkt der einen auf der Oberfliche der anderen liegt, und zieht
man zu der Centrallinie derselben eine die beiden Kugeln schnei-
dende parallele Gerade, so ist die Summe der nicht beiden Kugeln
gemeinsamen Abschnitte dieser Linie gleich dem Durchmesser
derjenigen Kugel, in deren Oberfliche der Mittelpunkt der anderen
liegt.

25, Schneiden zwei Kugeln einander so, dass der Mittel-
punkt der einen auf der Oberfliche der anderen liegt, und zieht
man von einem Punkt der Peripherie ihres Durchschnittskreises
durch die erstere Kugel den Durchmesser, so bildet die Linie,
welche den Endpunkt dieses Durchmessers in der Ebene desselben
und des Mittelpunkts der anderen Kugel mit der Peripherie des
Durchschnittskreises verbindet, mit den beiden Radien eine stetige
geometrische Proportion.

26. Zieht man von einem Punkte der Peripherie des Durch-
schnittskreises zweier Kugeln in jede derselben den Durchmesser,
so trifft die Verbindungslinie der anderen Endpunkte dieser letzteren
Linien ebenfalls die Peripherie des Durchschnittskreises.

Achnliche Uebertragungen planimetrischer Sitze vom Kreis auf die
Kugel, wie 16— 26, lassen sich leicht in grosser Anzahl bilden.
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ontd K. 27. Von allen Ebenen, welche man durch zwei gegebene
Spbir. Drei- Punkte einer Kugelfliche legep kann, liefert die des zugehdrigen
grossten’ Kreises-'den'kleinsten Bogen zwischen diesen Punkten.

28. Die drei Bogen grdsster Kreise einer Kugel, welche dic
Winkel eines sphirischen Dreiecks halbiren, schneiden sich in
einem und demselben Punkte. Die von ihm senkrecht zu den
Seiten des Dreiecks gezogenen Bogen grisster Kreise sind ein-
ander gleich.

29. Die drei Bogen grosster Kreise einer Kugel, welche
auf den Seiten eines sphiirischen Dreiecks in den Halbirungs-
punkten derselben senkrecht stehen, schneiden sich in einem ein-
zigen Punkte. Die von diesem Punkt nach den Eckpunkten des
Dreiecks gehenden Bogen grdsster Kreise sind einander gleich.

30. Stimmen zwei sphirische Dreiecke einer Kugel in zwei
Seiten, aber nicht in dem eingeschlossenen Winkel tiberein, so
liegt dem grosseren Winkel eine grdssere Seite gegenfiber.

31. Stimmen zwei sphérische Dreiecke einer Kugel paar-
weise in zwei Seiten, aber. nicht in den dritten Seiten iiberein,
so liegt der grisseren Seite ein grosserer Winkel gegeniiber.

32. In jedem rechiwinkeligen sphiirischen Dreieck ist jede
Kathete mit dem gegeniiberliegenden Winkel gleichartig (d. h. zu-
gleich grdsser oder kleiner als 90°).

33. Ist in einem rechtwinkeligen sphiirischen Dreieck cine
Kathete kleiner als 90° so ist die andere mit der Hypotenuse
gleichartig; ist aber eime Kathete grisser als 90°, so ist die
andere mit der Hypotenuse ungleichartig.

34, Welche Lehrsiitze tiber Congruenz und Symmetrie
sphiirischer Dreiecke lassen sich zu den betreffenden Lehrsiitzen
tiber die dreiseitige Ecke aufstellen?

35. Die um sphBrische Dreiecke, welche paarweise in den
Seiten tibereinstimmen, beschriebenen Kreise auf der Kugelflsiche
sind einander gleich.

36. Symmetrische sphiirische Dreiecke sind gleichgross.

87. In jedem sphirischen Viereck, um welches sich ein
Kreis beschreiben lisst, ist die Summe zweier einander gegen-
tiberliegenden Winkel gleich der Summe der beiden anderen
Winkel.

38. Bei jedem, einem Schnittkreise einer Kugel einbe-
schriebenen sphiirischen Vielecke von gerader Seitenzabl ist die
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Summe des ersten, dritten, finften u.s. w. Winkels gleich der
Summe des zweiten, vierten, sechsten u. s. w. Winkels.

39. Bei jedem,'-einem"-'Schnittkreise einer Kugel umbe-
schriebenen sphiirischen Vielecke von gerader Seitenzahl ist die
Summe der ersten, dritten, funften u.s. w. Seite gleich der
Summe der zweiten, vierten, sechsten u. s. w. Seite.

40. Bei allen sphiirischen Dreiecken, welche tiber derselben
Grundlinie nach derselben Seite hin einem Schnittkreis der Kugel
- einbeschrieben werden, ist der Unterschied zwischen dem Winkel
an der Spitze und der Summe der an der Grundlinie liegenden
Winkel unveriinderlich,

41, Die Umkehrung des vorstehenden Satzes zu bilden und
zu beweisen.

42. Beschreibt man iiber einem Schnittkreis einer Kugel  Firte
als Grundfliiche einen Cylinder, dessen obere Grundfliiche ebenfalls Xorper.
ein Schnittkreis der Kugel ist, so ist dieser Cylinder ein gerader.

(Oder: Jeder einer Kugel einbeschriebene Cylinder ist gerade, —

Umkehrung.)

43. Um jedes rechtwinkelige Parallelepipedon lésst sich eine
Kugel beschreiben, (d. h. die Kugel geht durch seine simmtlichen
Eckpunkte). Erweiterung dieses Satzes auf andere Arten von
Prismen.

44, Um jede abgestumpfte, gerade, dreiseitige Pyramide
ligst sich eine Kugel beschreiben. -~ Erweiterung dieses Satzes.

b. Constructions-Aufgaben.

45. Den geometrischen Ort eines Punktes zu bestimmen, gensi *ou-
der von einem gegebenen Punkt eine gegebene Entfernung hat. jgnund ven
46. Den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel JUxwaer
zn bestimmen, welche eine gegebene Ebene in einem gegebenen
Punkte derselben bertihrt.
47. Ebenso den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer
Kugel, welche einen gegebenmen Radius hat und eine gegebene
Ebene bertibrt.
48, Den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel
zu bestimmen, welche zwei gegebene Ebenen berithrt, a) fur
parallele, b) flir sich schneidende Ebenen.

49. Den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel



|
60 Kugel. (5. 12.

zu bestimmen, welche einen gegebenen Radius hat und eine ge-
gebene Kugel beriihrt.

50./\/Den| | geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel
zu bestimmen, welche eine gegebene Kugel in einem gegebenen
Punkte bertihrt.

51. An eine gegebene Kugel durch eine ausserhalb derselben
gegebene Gerade eine Bertihrungsebene zu legen,

52. Um einen gegebenen Mittelpunkt eine Kugel zu con-
struiren, welche durch einen gegebenen Punkt geht.

53. Um einen gegebenen Mittelpunkt eine Kugel zu con-
struiren, welche eine gegebene Ebene beriihrt.

54. Um einen gegebenen Mittelpunkt eine Kugel zu con-
struiren, welche eine gegebene Kugel bertihrt.

55. Um einen gegebenen Punkt eine Kugel zu beschreiben,
welche von einer gegebenen Ebene in einem Kreise geschnitten
wird, dessen Radius gegeben ist.

56. Den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel
zu bestimmen, welche einen gegebenen Radius hat und von einer

zebenen Ebene in einem Kreise mit ebenfalls gegebenem Radius
ichnitten wird. '

57. Den geometrischen Ort des Mittelpunktes einer Kugel

bestimmen, welche durch zwei gegebeme Punkte gebt und
en gegebenen Radius hat.

58. Mit gegebenem Radius eine Kugel zu beschreiben, welche

rch drei gegebene (nicht in gerader Linie liegende) Punkte geht.

59. Mit gegebenem Radius eine Kugel zu beschreiben,
Iche eine gegebene Ebene in einem bestimmten Punkte der-
ben beriihrt.

60. Mit gegebenem Radius eine Kugel zu beschreiben,
Iche eine gegebene Kugel in einem gegebenen Punkte beriihrt.

61. Eine Kugel zu construiren, welche eine gegebene Ebene
ler Kugel) in einem gegebenen Punkte derselben berithrt und
rch einen ausserhalb derselben gegebenen Punkt geht.

62. Eine Kugel zu construiren, welche durch drei gegebene
nkte geht und eine gegebene Ebene bertihrt.

63. Eine Kugel zu construiren, welche vier gegebene Ebenen

‘tthrt.

Bildung #hnlicher Aufgaben! Apollonisches Problem der Beriihrung
1 Kugeln,

|

|
!

|
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64. In eine gegebene Kugel einen Schnittkreis von ge- Sopmtr.voR
gebenem Radius zu legen, a&) beliebig (Bestimmung des geome- 9i°Xusel
trischen Orts seines Mittelpunktes), b) durch einen gegebenen
Punkét.

65. In eine gegebene Kugel eine gerade quadratische Pyra-
mide zu beschreiben, deren HShe viermal so gross als eine Grund-
kante ist. i

66. Um eine Kugel einen Kegel zu beschreiben, dessen
Spitze in einem ausserhalb der Kugel gegebenen Punkte liegt.

(Die Grundfiiche soll die Kugel berithren.)

67. An zwei gegebene Kugeln einen gemeinschaftlichen
Bertihrungskegel zu construiren.

68. An zwei gegebene Kugeln eine gemeinschaftliche Be-
riihrungsebene zu legen, welche durch einen gegebenen Punkt geht.

69. Auf einer gegebenen Kugelfliiche ein sphérisches Dreieck Sobar.
aus den (in Gradmass) gegebenen drei Seiten zu construiren.

70. Ebenso aus zwei Seiten und dem -eingeschlossenen
Winkel ein sphiirisches Dreieck zu construiren.

71. Ebenso aus einer Seite und den beiden anliegenden
Winkeln. :

72. Ebenso aus den drei Winkeln.

73. Auf einer gegebenen Kugelfliche ein sphiirisches Dreieck
zu construiren, wenn ein Eckpunkt und die Fusspunkte der auf
die anliegenden Seiten von den anderen Eckpunkten beztiglich
geftillten senkrechten Bogen grisster Kreise (Hthen) gegeben sind.

Bildung #hnlicher Aufgaben {iber Construction sphiirischer Dreiecke
aus drei Bestimmungsstiicken,

74. Die Spitze eines geraden Kegels liege ausserhalb einer Jonwtr. In
Kugel, und die Grundfiiche des ersteren sei ein grésster Kreis
der letzteren. Man soll eine der zweiten Durchschnittsfigur beider
Kérper congruente Figur construiren, wenn die Linge einer von
der Spitze des Kegels an die Kugel gezogenen Beriihrungslinie
und die Summe des Kugelradius und der Hohe des Kegels ge-
geben sind.

75. In eine Kugel sei ein gerader Cylinder und in diesen
ein gerader Kegel auf derselben Grundfliche und mit derselben
Hohe beschrieben. Man construire die L#nge des Kugelradius
aus einer Seitenlinie des Kegels und dem Umfange eines Axen-
schnitts des Cylinders.
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76. Man construire der Gestalt und Grisse nach den Axen-
schnitt eines geraden, abgestumpften Kegels, welcher einer Kugel
mit dem 'Radius ‘7' umbeschrieben ist, wenn ausser diesem Radius
die Differenz d der Radien der Grundflichen des Kegels gegeben ist.

e. Rechnungs- Aufgaben.
Die Ku- 77. Aus dem Radius r einer Kugel und dem Abstand p

“ha eines Schnittkreises derselben vom Mittelpunkt den Radius @ des
Schnittkreises zu berechnen. «)r =3,49; p = 1,8; §) r = 11,19;
p=28,25; ») r =289, p=40,6.

Umkehrungen dieser Aufgabe.

78. Es sind die Radien @, @, zweier Schnittkreise einer
Kugel und das Verhiltniss m :n ihrer Abstinde vom Mittelpunkt
derselben gegeben; man berechne den Radius der Kugel. ¢ =1,
0 =15, m:n=26:05.

Kugel mit 79. Um ein gerades, regelmissig-dreiseitiges Prisma, in

Korpern. welchem jede Seitenfliche gleich jeder Grundfiiche ist, sei eine
Kugel beschrieben. Wie gross ist der Radius derselben, wenn
eine Grundkante des Prismas gleich a ist? a=355,168.

80. In jeder der Grundflichen eines geraden Cylinders ist
ein Durchmesser gezogen, so dass die durch je einen derselben
gehenden Axenschnitte zu einander senkrecht stehen. Man kann
die Endpugkte dieser Durchmesser als die Eckpunkte einer von
gleichschenkeligen Dreiecken begrenzten dreiseitigen Pyramide
(eines quadratischen Tetra&ders) ansehen. Es soll der Radius der
Kugel berechnet werden, welche durch diese Punkte geht, wenn
die Kanten der Pyramide gleich 27 und @ gegeben sind. r=—=28,
a=41. .

81. Eine Halbkugel und ein gerader Kegel, dessen Hohe
doppelt so gross ist, als der Radius der ersteren, haben denselben
Kreis zur Grundfliiche;- ihre M&ntel schneiden sich dann in einem
Kreise. - Wie gross ist dieser, und wie gross ist sein Abstand
von der Grundfiiche, wenn der Radius der letzteren gleich r ist?

=25,

82, Eine Halbkugel und ein Kegel stehen auf derselben
Grundfiiche, deren Radivs gleich r ist; die Hohe des Kegels ist
dreimal so gross, als die der Halbkugel. In welcher Hohe tiber
der Grundfliche kann man parallel mit dieser beide Kérper durch
eine Ebene so schneiden, dass die Durchschnittsfigur der Halb-
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kugel m mal so gross ist, als die des Kegels, und wie gross sind
die Halbmesser dieser Figuren? m— 1.

83. In einen Wiirfel, dessen Kante gleich @ ist, sollen zwei
Kugeln gelegt werden, welche einander und je drei (verschiedene)
Wiirfelflichen bertihren, und deren Radien sich wie m:n ver-
halten. Wie gross sind diese Radien? m:n=(7-3)/3):11.

84. Man gebe die Bedingung an, unter welcher sich in
einen abgestumpften geraden Kegel eine die beiden Grundfiichen
und den Mantel desselben bertibrende Kugel legen lisst, und be-
rechne und construire den Radius dieser Kugel aus den Radien
der Grundfiichen. r=—=4,4; r, =9,9.

85. Von einem geraden quadratischen Pyramidenstumpf sei
die Liinge der Kantle der oberen Grundfliche gegeben. Die Seiten-
kante sei gleich der Diagonale der oberem Grundfliche. Eine
Kugel, welche die untere Grundfliche bertihrt und durch die
oberen Eckpunkte geht, werde in diesen von den vier Seiten-
kanten bertibrt. Wie gross ist die untere Grundfliche, wie gross
der Radius der Kugel, und in welchem Verhiliniss theilt der
Mittelpunkt der Kugel die Htbe des Stumpfs?

86. Auf einer Ebene liegen vier gleichgrosse Kugeln so,
dass ihre Mittelpunkte ein Quadrat bilden und jede derselben
zwei benachbarte bertthrt. Man berechne aus dem Radius » den
Badius der kleinsten Kugel, welche zwischen jenen so construirt
werden kann, dass sie dieselben von aussen bertihrt, sowie den
Radius der kleinsten Kugel, welche die vier ersteren simmtlich
umschliessend bertihrt,

87. Auf dem Boden eines Behilters von der Form eines
_ regelmiissig - sechsseitigen, geraden Prismas liegen sechs gleiche
Kugeln so, dass jede zwei Seitenflichen und zwei benachbarte
Kugeln berfihrt. Eine siebente Kugel ruht bertihrend auf simmt-
lichen sechs Kugeln und berithrt zugleich die obere Endfiliche des
Prismas. Wie verhglt sich der Radius dieser siebenten Kugel zu
dem Radius einer der sechs ersten, wenn der letztere den sechsten
Theil der Hohe des Hohlraums des Behsilters betragt?

88. Um einon geraden Kegel, dessen Radius gleich r und
dessen Hohe gloich % gegeben ist, sei eine Kugel beschrieben.
In welchem Abstand von der Grundfliche des Kegels kann man
durch beide Kérper eine zu derselben parallele Schnittfliche so
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legen, dass die Schnittfigur der Kugel n(2) mal so gross als
die des Kegels ist?

89./V Ausl(den Flicheninhalten der Grenzflichen eines geraden
dreiseitigen Prismas den Radius der demselben umbeschriebenen
Kugel zu berechnen. Grundfliche: 262,08; Seitenflichen: 230,88;
75,85; 164,65.

90. In ein gerades Prisma, dessen Grundfliche sich ein
Kreis einbeschreiben 14sst, lasse sich eine Beriihrungskugel con-
struiren; wie verh#lt sich die Summe der drei Seitenflichen zu
der Summe der beiden Grundflichen?

91. In eine gerade, regelmiissig-achtseitige Stiule lasse sich
eine Kugel construiren; wie verh#lt sich der Radius derselben zu
dem Radius der demselben Prisma umbeschriebenen Kugel?

92. Aus einem Draht, dessen Querschnitt ein Kreis vom
Radius r ist, sei ein kreisfSrmiger Ring gebogen, sodass der
Radius des von der Axe des Drahtes gebildeten Kreises gleich B
ist. Dieser Ring liege auf einer horizontalen Ebene und concen-
trisch mit ihm liege auf derselben Ebene eine Kugel vom Radius
o0 <r. Eine zweite Kugel rube auf der ersten und auf dem
Ringe, beide berithrend; wie gross ist der Radius derselben?
r=0,42, R==2,08, o =0,186.

93. Von vier gleichgrossen Kugeln bertthrt jede zwei der
Uibrigen, so dass ibre Mittelpunkte ein Quadrat bilden; alle vier
werden von der Mantelfliiche und der Grundfliche eines geraden
Kegels bertihrt. Man berechne aus dem Radius und der Hihe
des Kegels den Radius der Kugeln.

94, In einem geraden Cylinder, dessen Axenschnitt ein
Quadrat ist, stehen zwei Kegel, deren Grundflichen diejenigen
des Cylinders sind, und deren gemeinschaftliche Spitze der
Halbirungspunkt der Cylinderaxe ist. Man hat eine Kugel con-
struirt, welche eine Grundfliche des Cylinders und die innere
Flichenseite eines Kegelmantels beriihrt, sowie zwei einander
gleiche Kugeln, von denen jede die andere von aussen, sowie je
eine Hussere Flichenseite eines Kegelmantels und die innere des
Cylindermantels bertihrt. Wie gross ist die Summe der drei
Kugelradien, wenn der Grundflichenradius des Cylinders gleich Rist?

95. In einen geraden Kegel sei eine Berlihrungskugel be-
schrieben. Eine zweite Kugel sei um die Spitze des Kegels mit
der Seitenlinie als Radius beschrieben. Eine dritte Kugel end-
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lich beriibre die zweite von innen und den Kegelmantel in einem
Kreise. 'Wie verh#lt, sich der - Radius der dritten Kugel zum
Radius der ersten?

96. Einer Kugel mit dem Radius B sei ein gerader Kegel
einbeschrieben, dessen Hohe gleich dem Radius seiner Grundfiiiche
ist,. In diesen Kegel sei eine den Mantel und die Grundfliche
desselben bertihrende Kugel beschrieben. Wie gross ist der
Radius einer dritten Kugel, welche die erste von innen und die
wweite, sowie die Mantelfliche des Kegels von aussen beriihrt?

97. Aus dem Radius einer Kugel und den Seiten eines g
sphirischen Dreiecks derselben (in Gradmass) den Flicheninhalt
des durch die Eckpunkte des letzteren bestimmten ebenen Dreiecks
z berechnen. r=100; a = 21° 19" 20"; B = 91° 27° 0";
y = 65° 46" 36". :

98. In einem -schiefen Kegel sei die Axe gleich a, der
Neigungswinkel derselben gegen die Grundfliche gleich ¢ und
der Radius der letzteren gleich r gegeben. Wie gross ist der Radius
der dem Kegel umbeschriebenen Kugel? a = 8,9; r = 4%4;
p =129 12",5. '

99. In eine Kugel mit dem Radius R ist ein Schnittkreis
mit dem Radius r gelegt, und tiber letzterem ist ein Kegel con-
struirt, dessen Spitze auf der Oberfliche des grsseren Kugel-
abschnittes liegt; die Axe des Kegels hat gegen die Grundfliche
den Neigungswinkel . Man berechne die Liinge der Axe und
den Winkel an der Spitze des zur Grundfliche senkrechten Axen-
schnitts des Kegels, wobei nachzuweisen ist, dass der letztere
nicht von dem Werthe von ¢ abhingt. R =>54,5; r=18,4;
o =2310 47 52",

100. Zwei gerade Pyramiden haben gleiche quadratische
Grundfiichen, aber verschiedene Hghen; die Radien der in die-
selben einzubeschreibenden Kugeln verbalten sich wie m :n, und
die Neigungswinkel der Seitenflichen der ersten Pyramide gegen
die Grundfliche sind gleich . Wie verhalten sich die Hohen
der beiden Korper zu einander?

§ 13. Die regelmasslgen Polyeder.

a. Lehrsiitze.

1. Zieht man in jeder von zwei einander parallelen Grenz-
flichen eines Wiirfels eine Diagonale derart, dass die beiden
Rerpr, Aufgaben. II. 5
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Diagonalen einander nicht parallel sind, und legt durch jede der-
selben  und je einen Endpunkt der anderen eine Ebene, so be-
grenzen die so erbaltenen vier Schnittflichen ein regelmissiges
Tetratder.

2. Die Mittelpunkte der sechs Grenzflichen jedes Wiirfels
sind die Eckpunkte eines regelmissigen Oktasders.

3. Die Mittelpunkte der acht Grenzflichen jedes regel-
missigen Oktatders sind die Eckpunkte eines Wiirfels.

4. Die Halbirungspunkte der sechs Kanten eines regelm&ssigen -
Tetratders sind die Eckpunkte eines regelmiissigen Okta&ders.

5. Erweitert man vier Grenzflichen eines regelmissigen
Oktag&ders, von denen keine zwei in einer Kante aneinanderstossen,
bis sie fiir sich einen K&rper einschliessen, so ist dieser ein regel-
miissiges Tetra&der.

6. Die vier H8hen eines jeden regelm#ssigen Tetratders
sind einander gleich und schneiden sich in demselben Punkte.
Dieser Punkt theilt jede der Hthen im Verh#ltniss 1:3, so dass
der grissere Abschnitt dem Eckpunkt anliegt.

7. Wenn man von einem beliebigen Punkte im Innern eines
regelmiissigen Tetratders auf die vier Fliichen desselben senk-
rechte Gerade fillt, so ist die Summe dieser Perpendikel gleich
der Hhe des Tetraders.

8. In jedem regelmissigen Oktadder giebt es drei Linien,
welche zwei gegentiberliegende Eckpunkte verbinden; dieselben
sind gleichlang, schneiden sich in demselben Punkte (dem Mittel-
punkt des Okta&ders) und stehen zu einander senkrecht.

9. Die acht Grenzflichen eines jeden regelm#ssigen Oktaé-
ders bilden vier Paare einander paralleler Ebenen. Je zwei
parallele Grenzflichen haben denselben Abstand von einander.

10. In jedem regelmissigen Ikosasder kann jeder Kck-
punkt als Spitze einer regelm#ssigen fiinfseitigen Pyramide an-
gesehen werden, deren Seitenflichen die ftinf in jenem Punkte
zusammenstossenden Ikosa&derflichen sind. Die Grundflichen
dieser zwdlf Pyramiden schliessen ein regelmissiges Pentagonal-
dodeka&der ein. .

11, Legt man durch die Endpunkte je dreier von demselben
Eckpunkt ausgehenden Kanten eines regelmiissigen Pentagonal-
dodekatders eine Ebene, so schliessen diese Ebenen ein regel-
missiges Tkosa&der ein.
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12. Verbindet man zwei einander diametral gegentiber-
liegende Eckpunkte eines. regelmiissigen Ikosadders mit einem
dritten Eckpunkt desselben, 80" schliessen die Verbindungslinien
einen rechten Winkel ein.

13. Die Verlingerungen von je finf Kanten eines regel-
miissigen Dodeka&ders, welche von den Eckpunkten derselben
Seitenfliche ausgehen und nicht in dieser liegen, schneiden sich
in demselben Punkt. Theilt man eine der Verlingerungen (bis
zu jhrem Durchschnittspunkt mit den anderen gerechnet) nach dem
goldenen Schnitt, so ist der grdssere Abschnitt gleich der Kante
des Dodekagders.

14. Setzt man auf jede Fliche eines Wirfels als Grund-
fiiche eine gerade Pyramide, deren Seitenflichen gegen die Grund-
fiiche Neigungswinkel von 45 Grad bhaben, so erhilt man einen
von zwolf congruenten Rhomben begrenzten Korper. (Rhomben-
dodekatder.) Was fiir einen Kdrper erhéilt man durch ein ent-
sprechendes Verfahren aus dem regelm#ssigen Oktasder?

15. Durch eine Kante 4D eines regelmissigen Okta&ders
ABCDEF sei ein ebener Schnitt 4G HD gelegt. Man beweise,
dass dieser Schnitt ein Trapez ist, und dass seine Diagonalen sich
in demselben Punkte J mit der Hauptaxe EF des Oktaders
schneiden., — Es sei ferper der Punkt A mit B und G mit C,
und sodann der Durchschnittspunkt A der beiden Verbindungs-
linien mit J verbunden; man soll beweisen, dass JA parallel zu
4B ist. — Das Oktatder zu construiren, wenn GH und JK
gegeben sind.

b. Constructions-Aunfgaben.

16. Das Netz eines regelmissigen Tetradders aus der Kante @ Netze.
desselben zu construiren.

17. Ebenso das Netz eines regelmiissigen Okta¥ders.

18. Ebenso das Netz eines regelmissigen Ikosa¥ders.

19. Ebenso das Netz eines Wirfels.

20. Ebenso das Netz eines regelmd#ssigen Pentagonaldo-
dekasders.

21. Von einem regelmiissigen Tetraéder sei eine Kante ge-Sonittadn
geben; man soll denjenigen Schnitt desselben der Gestalt und ir d.Ebene.
Grisse nach construiren, welcher durch einen Punkt einer Kante

gelegt ist, durch den diese im gegebenen Verh#ltniss m : n ge-
b*
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theilt wird, und welcher parallel zu der nicht anliegenden Kante
und senkrecht auf eine gegentiberliegende Fliche ist.

22, Durch ein regelmissiges Oktatder sei ein ebener Schnitt
gelegt, welcher eine Kante halbirt und senkrecht zu derselben
steht; man soll diesen Schnitt der Gestalt und Grdsse nach aus
der Kante a des Oktatders construiren.

23. Aus der Kante a eines regelmiissigen Oktasders die-
jenige Schnittfigur desselben zu .construiren, welche zwei von
einem Eckpunkt ausgehende Kanten und eine an keine der lefz-
teren angrenzende, von dem gegeniiberliegenden Eckpunkt aus-
gehende Kante halbirt.

24. Durch die Verbindungslinie zweier einander diametral
gegentiberliegenden Eckpunkte eines regelm#ssigen Ikosa&ders und
eine ibr anliegende Kante desselben sei ein ebener Schnitt gelegt;

man soll die Schnittfigur aus der gegebenen Kante construiren. -

25. Diejenige ebene Schnittfigur eines regelm#ssigen Dode-
katders aus der Kante desselben zu construiren, welche durch
eine Kante geht und den an dieser liegenden Flichenwinkel halbirt.

Constr. der 26. Ein regelméssiges Tetrafder aus einer HBhe desselben

zu construiren.

27. Ein regelmiissiges Oktaéder aus einer durch zwei gegen-
tiberliegende Eckpunkte desselben gehenden Axe zu construiren.

28. Ebenso ein regelmissiges Ikosatder.

29. In eine gegebene Kugel ein regelmissiges Tetratder
zu beschreiben. )

30. Um eine gegebene Kugel ein regelmissiges Tetratder
zu construiren.

31. Um eine gegebene Kugel ein regelmiissiges Oktatder
zu construiren.

82. Um eine gegebene Kugel ein regelmissiges Ikosasder
zu construiren.

33, Um eine gegebene Kugel ein regelm#ssiges Pentagonal-
dodekatder zu construiren.

34. In eine gegebene Kugel ein regelmissiges Pentagonal-
dodekatder zu construiren.

385. Durch die Halbirungspunkte si#mmtlicher Kanten eines

jeden regelmiissigen Ikosa¥ders lisst sich eine Kugel legen; man -

construire die Kante des Ikosa&ders aus dem gegebenen Radius
der Kugel.
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¢. Rechnungs-Aufgaben.

36. Man soll\aus derKante(@eines regelmissigen Polyeders o Dimen-
den Radius B der Kugel, welche durch alle Eckpunkte desselben
geht, ferner den Radius r derjenigen Kugel, welche alle Flichen
desselben bertihrt, und endlich den Abstand d des Mittelpunktes
von den Kanten berechnen.

37. In eine und dieselbe Kugel sei ein regelmissiges Okta-
&der und ein Wiirfel beschrieben. Wie verhalten sich die Radien
der diesen Kdrpern einbeschriebenen Kugeln zu einander? Welcher
Lehrsatz 18sst sich also aufstellen?

38. Ebenso flir ein Dodekasder und. ein Ikosatder.

39. Ein regelmissiges Oktasder sei parallel zu zwei einan- Okiader u.
der parallelen Seitenfliichen desselben und in gleichem Abstande ’
von ihnen durch eine Ebene geschnitten. Welche Gestalt hat die
Durchschnittsfigur, und wie gross ist dieselbe, wenn der Inhalt
einer Okta&derfliche gleich F ist?

40. Zu zwei einander parallelen Flichen eines regelmiissigen
Okta#ders sind parallele Schnitte gelegt. Man berechne den Um-
fang und den Flécheninhalt eines solchen aus der Oktadderkante
a und dem Abstand d des Schniits vom Mittelpunkt.

41. Durch die Halbirungspunkte von vier Kanten eines
regelmissigen Tetragders, welche von den Endpunkten einer ftinften
Kante ausgehen, 13sst sich ein ebemer Schnitt legen; derselbe ist
ein Quadrat. Man berechne den Umfang irgend eines der Ebene
. dieses Quadrats parallelen $chnittes des Tetradders aus dem Um-
fange des ersteren.

42, In den Raum zwischen einer Fliche eines regelmiissigen
Tetratders und der Oberfliche der letzterem umbeschriebenen
Kugel sei die grdsste, beide Fldchen berithrende Kugel gelegt.
Wie verbiilt sich der Radius derselben zu dem Radius der dem
Tetragder einbeschriebenen Kugel?

43. Eine Grenzfliche eines regelmiissigen Tetradders sei
durch eine zu einer Seite derselben parallele Gerade so getheilt,
dags sich das abgeschnittene Dreieck zu dem ganzen wie m : n
verhiilt. Durch die Theilungslinie und den gegenfiberliegenden
Eckpunkt des Tetratders sei ein ebener Schnitt gelegt. Wie ver-
hilt sich der Flicheninhalt desselben zu demjenigen einer Tetrasder-
fliche? m:n = 1:9,
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44. Durch zwei diametral gegentiberliegende Eckpunkte eines
regelmissigen Okta¥ders und durch den Halbirungspunkt einer
Kante desselbénist-ein-ebener Schnitt gelegt. Wie verhilt sich
der Inhalt desselben zum Inhalt einer Grenzfliche des Oktatders?

45. In ein regelmissiges Oktasder ist ein Wiirfel so gestellt,
dass seine Eckpunkte auf den acht von zwei einander gegen-
tiberliegenden Eckpunkten des Okta¥ders auslaufenden Kanten
des letzteren liegen. Wie verh#lt sich die Kante des Wiirfels
zur Oktasderkante?

Tkosasder. 46. Ein Eckpunkt eines regelmissigen Ikosa¥ders sei zur
Spitze, und das durch die Endpunkte der vom gegeniiberliegenden
Eckpunkt ausgehenden K Kanten bestimmte regelmiissige Fiinfeck
sei zur Grundfliche einer Pyramide gemacht worden; wie verhilt
sich eine Beitenfliche dieser Pyramide zu einer Grenzfliche des
Tkosa&ders ?

Dodekasder. 47. Man vergleiche diejenigen ebenen Schnitte eines regel-
missigen Pentagonaldodekasders nach Inhalf und Umfang mit
einander, welche einer Seitenfliche parallel sind, und von denen
der erste funf von den Eckpunkten dieser Fliche ausgehende
Kanten halbirt, der zweite durch die anderen Endpunkte dieser

anten, der dritte durch die Halbirungspunkte von zehn anderen
anten des Dodeka¥ders geht.

48. Man berechne den Neigungswinkel zweier aneinander
ossenden Seitenfliichen a) fiir ein regelmiissiges Tetratder, b) fiir
n regelmiissiges Oktasder, o) flir ein regelmiissiges Ikosa&der
ad d) fdr ein regelmissiges Pentagonaldodekatder.

49. Welche Winkel bildet eine H&he eines regelmissigen
etraéders mit den von demselben Eckpunkt ausgehenden Kanten?

50. Ueber einem gleichseitigen Dreieck als Grundflliche sei
n regelmissiges Tetratder, sowie eine andere gerade dreiseitige
yramide construirt. In welchem Verh#ltniss muss die Hthe des
'gteren zur Hohe der Pyramide stehen, damit der Winkel zweier
anten an der Spitze der Pyramide den dritten Theil des ent-
rrechenden Winkels an der Spitze des Tetratders betrage?

51. Ein regelmissiges Tetrasder, dessen Kantenlinge gleich

gegeben ist, sei durch eine Ebene getheilt, in welcher sich
ne Kante und der Halbirungspunkt der gegeniiberliegenden be-
aden. Wie gross sind die Winkel und der Inhalt der Durch-
‘hnittsfliche ?
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52, Durch eine Kante eines regelmissigen Tetradders soll
ein ebener Schnitt in dasselbe gelegt werden, welcher eine Grenz-
fliche des Tetra&ders im |Vierhiiltniss m:n theile. Unter welchem
Winkel gegen eine jener Kante anliegende Fliche ist dieser Schnitt
wm legen? m:n = 1:2,

53. Setzt man auf jede Fliche eines Wiirfels als Grund-
fliche eine gerade Pyramide von solcher, fiir alle sechs gleichen
Hihe, dass je zwei in einer Wirfelkante zusammenstossende -
Seitenflichen zweier Pyramiden in eine Ebene fallen, so entsteht
ein von zwdlf congruenten Rhomben begrenzter Korper. (A. 14.)
Man berechne aus der Kante a des Wiirfels die Hhe jener Pyra-
miden, sowie die Seiten und die Winkel der Rbomben.

54. Dieselbe Aufgabe, wie 53, flir ein regelmissiges
Oktagder.

55. In eine fiinfseitige Pyramide, welche mittelst eines
ebenen Schnittes durch fiinf Kanten eines regelm#ssigen Ikosatders
von diesem abgeschnitten werden kann, sei eine Kugel beschrieben;
man berechne (mit Hilfe der trigonometrischen Tafeln oder ohne
dieselben) den Radius dieser Kugel aus der Liinge der Kanten.

§. 14. Von den Korpern im Allgemeinen.
Lehrsiitze.

"1, Von allen®Eckpunkten eines beliebigen Polyeders seien Cs";ﬁ:;m
suf eine Ebene senkrechte Linien geftillt, und jede derselben sei® Achulich-
tiber ihren Fusspunkt um ihre eigene Liinge verlingert; die End-
punkte der Verlingerungen bilden die Eckpunkte eines dem ge-
gebenen symmetrischen Korpers. (Spiegelbild.)

2. Von allen Eckpunkten eines Polyeders seien nach einer
beliebigen Richtung unter sich parallele und gleichlange Linien
gezogen; die Endpunkte dieser Linien bilden die Eckpunkte eines
dem ersteren congruenten Korpers.

3. Durch einen beliebigen Punkt seien gerade Linien nach
allen Eckpunkten ecines Polyeders gezogen, und jede derselben
sei ber diesen Punkt um ihre eigene Linge verlingert; die End-
punkte der Verliingerungen bilden die Eckpunkte eines dem ge-
gebenen symmetrischen Korpers.

4. Durch einen beliebigen Punkt seien gerade Linien nach
allen Eckpunkten eines Polyeders gezogen, und diese Linien seien
durch Punkte, welche simmtlich zwischen ihren Endpunkten oder
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simmtlich auf ibren Verlingerungen tiber die Eckpunkte des
Polyeders liegen, in demselben Verhiliniss getheilt; die Theil-
punkte  bilden die; Eckpunkte eines dem gegebenen &hnlichen
Polyeders.

5. Liegen die Theilpunkte der vorigen Aufgabe dagegen
simmtlich anf den Verlingerungen der Verbindungslinien tiber
ihren gemeinschaftlichen Ausgangspunkt, so bilden sie die Eck-
punkte eines Polyeders, welches einem dem gegebemen symme-
trischen Kborper #hnlich ist.

6. Symmetrische Korper lassen sich so zusammenstellen,
dass jede Verbindungslinie zweier einander entsprechenden Punkte
durch eine und dieselbe, zu allen diesen Linien senkrechte Ebene
halbirt wird. .

7. Symmetrische Korper lassen sich so zmsammenstellen,
dass die Verbindungslinien je zweier homologen Punkte sich in
demselben Punkte schneiden; dieser Punkt halbirt jene Verbin-
dungslinien. Homologe Linien in beiden Kérpern sind in diesem
Fall einander (entgegengesetzt) parallel.

8. Congruente Korper lassen sich so zusammenstellen, dass
alle Verbindungslinien je zweier homologen Punkte einander
parallel und gleich sind. Je zwei homologe Linien und je zwei
homologe Flichen beider Ktrper sind dann einander parallel.

9. Aechnliche Kdrper lassen sich so zusammenstellen, dass
alle Verbindungslinien je zweier homologen Punkte derselben sich
in einem einzigen Punkte schneiden. Je zwei homologe Linien
oder Flichen beider K&rper sind dann einander parallel.

10. Alle regelm#ssigen Polyeder von gleicher Flichenzahl
sind einander #hnlich. — Alle Kugeln sind einander &hnlich.

11. Zwei dreiseitige Pyramiden sind tihnlich, a) wenn die
homologen Seitenflichen #hnlich sind. Ebenso, b) wenn die homo-
logen Kanten einander proportional sind, ¢) wenn die homologen
Flichenwinkel gleich sind, d) wenn zwei Ecken beztiglich con-
gruent und die homologen Kanten derselben einander proportio-
nal sind.

12, Aehnliche Polyeder lassen sich in gleichviele einander
beztiglich #hnliche Pyramiden zerlegen.

Anwen- 13. Die Anzahl aller ebenen Winkel der Oberfliiche eines

Salorechen convexen Polyeders ist doppelt so gross als die Anzahl sgeiner

Lehrsatzes
u. dgl. Kanten.




§ 14] Korper im Allgemeinen. 3

Zusatz 1: Die Anzahl der ebenen Winkel der Oberfliche
eines ¢onvexen Polyéders ist stets gerade.

Zusatz 2: Flichen |von)ungerader Eckenzahl und Ecken
von ungerader Seitenzahl komnen in der Oberfliche eines con-
vexen Polyeders nur in gerader Anzahl vorkommen.

14, Die Summe aller ebenen Winkel der Oberfliche eines
convexen Polyeders betriigt so viel Rechte, als das um 8 ver-
minderte Vierfache der Anzahl der Ecken Einheiten hat.

15. In jedem convexen Polyeder ist das Dreifache der An-
zahl sowohl der Ecken als der Grenzflichen nicht kleiner als die
um 6 vermehrte Anzahl der Kanten, und nicht grdsser als die
doppelte Anzahl der Kanten.

16. Das Doppelte der Anzahl der Ecken eines convexen
Polyeders ist eben so gross oder kleiner als die vierfache Anzahl
der Grenzfllichen vermindert um 8, und eben so gross oder grosser
als die um 4 vermehrte Anzahl der Grenzfliichen.

17. Das Doppelte der Anzahl der Grenzflichen eines con-
vexen Polyeders ist micht grsser als das Vierfache der Anzahl
der Ecken minus 8, und nicht kleiner als die Anzahl der Ecken
plus 4.

18. An einem convexen Polyeder koénnen nicht alle Flichen
mehr als fiinfseitig, und nicht alle Ecken mehr als filnfseitig sein.

19. Es giebt kein Polyeder von sieben Kanten.

20. Die Summe aller ebenen Winkel auf der Oberfliche
eines convexen Polyeders betréigt eben so viel oder mehr Rechte
als das Doppelte der Anzahl der Grenzflichen, und eben so viel
oder weniger als das um 24 verminderte Achtfache der Anzahl
der Grenzflichen.

21. Bei keinem convexen Polyeder ktnnen dreiseitige Fléchen
und dreiseitige Ecken zugleich fehlen; es sind deren zusammen
wenigstens 8 vorhanden.

22. Ein convexes Polyeder ohne dreiseitige und vierseitige
Flichen hat mindestens 12 fiinfseitige Fliéchen; ein solches ohne
dreiseitige und vierseitige Ecken hat mindestens 12 flinfseitige
Ecken..

23. Ein convexes Polyeder ohne dreiseitige und fiinfseitige
Flichen hat mindestens 6 vierseitige Flichen; ein solches ohne
dreiseitige und flinfseitige Ecken hat mindestens 6 vierseitige
Ecken,
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24. Ein convexes Polyeder ohne vierseitige und fiinfseitige
Fliichen hat mindestens 4 dreiseitige Fliichen; ein solches ohne
vierseitige, und: flinfseitige- Ecken bat mindestens 4 dreiseitige
Ecken.

' 25. Fin convexes Polyeder ohne dreiseitige und vierseitige
Flichen hat. mindestens 20 dreiseitige Ecken; ein solches ohne
dreiseitige und vierseitige Ecken hat mindestens 20 dreiseitige
Fléchen. '

26. Jedes convexe Polyeder, dessen Flichen fiinfseitig und
dessen Ecken dreiseitig sind, hat 20 Eckem. Jedes convexe
Polyeder, dessen Ecken fiinfseitig und dessen Flichen dreiseitig
sind, hat 20 Flichen.

27. Jedes von vier Flichen begrenzte Polyeder hat 6 Kanten
und 4 Ecken; seine Grenzfliichen sind simmtlich Dreiecke.

28. Jedes von fiinf Flichen begrenzte convexe Polyeder hat
entweder 8 Kanten und 5 Ecken oder 9 Kanten und 6 Ecken.

V. Capitel. Berechnung von Oberflichen.

§. 15. Oberfliche von Polyedern.

1. Die Oberfliiche eines geraden Prismas mit quadratischer
Grandfliche zu berechnen, dessen Grundkante gleich a, und dessen
Seitenkante gleich b ist. «) @ = 17,5; b == 32,4; B) a = 3%;

= 2}; ) a==0,02; b=0,57.

2. Die Oberfliche eines geraden, regelmissig- sechsseitigen
Prismas aus der Grundkante 4 und der Seitenkante & zu berech-
nen. «) a=10,56; b = 3,21; ) a =74, b = 5%.

3. Desgleichen fiir ein gerades, regelmissig-achtseitiges
Prisma. @) a == 3,421; b = 6,845; ) @ = 0,21; b = 0,08. .

4. Die Oberfliche eines geraden Parallelepipedon mit quadra-
tischer Grundfliche zu berechnen, wenn der Umfang u einer
Diagonalebene und eine Diagonale d der letzteren gegeben sind.
(Zwei Fille.) u=21; d = 74.

5. Von einem rechtwinkeligen Parallelepipedon ist das Ver-
hiltniss dreier an einer Ecke zusammenstossender Kanten gleich
a:b:c und eine Diagonale d der Grundfliche (a4 b) gegeben;
man soll seine Oberflliche berechnen. @ : 0 :¢ = 3 : 4 : 5;
4 = 15,
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6. Durch ein rechtwinkeliges Parallelepipedon mit quadrati-
scher Grundfliche sei ein ebener Schnitt gelegt, welcher durch
eine Kante der oberen’' Grundfliiche “geht ‘und gegen diese unter
einem Winkel von 45 Grad geneigt ist; man soll die Oberfliiche
des auf der unteren Grundfiiche stehenden abgestumpften Prismas
aus den Kanten des urspriinglichen (@, &) berechnen. a = 5,
h = 12.

7. Aus einem geraden, regelmissig-dreiseitigen Prisma,
dessen Grundkante gleich a ist, sei durch zwei zu "einander
parallele Ebenen ein schiefes Prisma herausgeschnitten, dessen
Seitenkante gleich & ist. Man berechne die Summe der Inhalte
der Seitenfliichen dieses schiefen Prismas.

8. Die Oberflliche eines geraden dreiseitigen Prismas aus
seinen Kanten zu berechnen, Grundkanten: 40; 13; 37; Seiten-
kanten: 50.

9. Von einem geraden, regelm#ssig-zehnseitigen Prisma,
dessen Seitenkanten den Grundkanten gleich sind, sei die Ober-
fiiche gegeben; man berechne die Liinge einer Kante.

10. In ein gerades Prisma mit quadratischer Grundfliiche
sei ein anderes so einbeschrieben, dass seine Eckpunkte die Grund-
kanten des ersteren halbiren; man berechne die Oberfliche des
letzteren Prismas aus den Kanten des ersteren.

11. Die Oberfliche einer geraden, regelmiissig-sechsseitigen Pyramide.
Pyramide aus der Grundkante @ und der Hthe % derselben zu
berechnen. @ = 3,4; k = 6,8.

12. Von einer geraden, quadratischen Pyramlde, deren Hohe
gleich 2 und deren gesammte Oberfiliche gleich O ist, soll eine
Grundkante berechnet werden. % = 24, 0 — 1440.

13. Die Oberfliche einer geraden, regelmdssig-dreiseitigen
Pyramide, deren Hhe doppelt so gross als eine Grundkante ist,
sei gegeben; man soll die Grundkante berechnen. O = 266,435.

14. Eine gerade Pyramide. mit quadratischer Grundfiiche
ist parallel der letzteren abgestumpft. Man soll aus dem Inhalt
f der Abstumpfungsfliche, der Hohe % der ganzen und der Hdhe
., D der abgestumpften Pyramide die Oberfliche der letzteren be-
rechnen. /= 5625; & = 231; p = 154.

15. Von einer geraden Pyramide mit quadratischer Grund-
fliche ist der Inhalt F eines durch zwei gegentiberstehende Seiten-
kanten gelegten Schnittes und der Umfang u der Grundfliche
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gegeben. Man soll die Oberfliche der Pyramide berechnen.
F==12,6491; u=_8.

16.\/VDie)(Oberfiiche Ceiner geraden, regelmissig- dreiseitigen
Pyramide aus einer Seitenkante s und der Hhe 4 zu berechnen.
s=8b; h=17,17.

17. Die Oberfliche einer Pyramide zu berechnen, welche
mit einem geraden, quadratischen Prisma die Grundfliche (= ¢?)
gemeinsam hat, und deren Spitze im Mittelpunkt der oberen
Grundfiiche des Prismas liegt, wenn die Kanten des letateren
(9, h) gegeben sind. g = 3,1; h = 4,68.

18. Die Oberfliche einer geraden, regelmissig - flinfseitigen
Doppelpyramide zu berechnen, wenn der Abstand der beiden
Spitzen gleich p und eine Seitenkante gleich / gegeben ist.
l=p=A4.

19. Von einer schiefen dreiseitigen Pyramide seien die
Grundkanten, die Hohe und die Abstinde des Fusspunktes der
letzteren von den Ecken der Grundfliche bekannt; man soll ihre
Oberfliche berechnen. (Eine Bedingungsgleichung zwischen be-
kannten Stticken!)

20. Eine dreifach rechiwinkelige Ecke ist durch eine Ebene
so geschlossen, dass letztere ein gleichseitiges Dreieck bildet.
Man soll die Oberfliche der entstandenen Pyramide aus einer
Seite @ dieses Dreiecks berechnen. a = 1,30026.

21. Die Flichen einer dreifach rechtwinkeligen Ecke sind
durch zwei parallele Ebenen, welche beide gleichseitige Dreiecke
bilden, deren Seiten @, b bekannt sind, geschnitten. Die Ober-
fliche der zwischen den beiden Ebenen liegenden abgestumpften
Pyramide soll berechnet werden. a = 8,3628; b = 10,1621.

22. Die Oberfliiche einer dreiseitigen Pyramide aus den
Kanten derselben zu berechnen. Insbesondere, wenn je zwei ein-
ander gegentiberliegende Kanten gleichlang sind. Die Liingen
dieser Kanten seien beztiglich @ = 40, b = 13, ¢ = 37.

Plﬁ};{?’: 23. Aus einer Kante a zu berechnen die Oberfliiche a) eines
regelmiissigen Tetratiders, b) eines regelmissigen Okta&ders, ¢) eines
regelmiissigen Ikosadders, d) eines regelmissigen Pentagonaldo-
dekatders.

24. Aus der Kante a eines regelmissigen Tetrasders die
Kante eines regelmissigen Oktasders zu construiren und zu be-
rechnen, welches mit jemem gleiche Oberfliiche hat.
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25, Wie verhdilt sich die Oberfliche eines Wiirfels zu der
Oberfliche desjenigen regelmissigen Tetra&ders, dessen Kanten
Diagonalen der Grenzfiichen jenes ‘Wiirfels sind? -

26. Wie verhilt sich die Oberfliche eines regelm#ssigen
Oktatders zu der Oberfliiche des durch Erweiterung von vier ab-
wechselnden Grenzflichen desselben entstehenden Tetrasders?

27. In einen Wiirfel sei ein Oktadder gestellt, dessen Eck-
punkte die Mittelpunkte der Wiirfelflichen sind. Man berechne
aus der Oberfliche des” Wiirfels diejenige des Oktasders.

§. 16. Oberflache des geraden Cylinders.

Im Folgenden bedeute M die Masszahl fiir den Mantel, O fiir die

esammte Oberfliche, r den Radius und A die Hohe eines geraden
%ylinders‘

Man berechne:

1. Maushund rfir &) r =22,6; h = 15,4; f) r = 0,7;,ioische
h= 5,65. der Formeln.

2. h aus M und r. «) M = 5882)9; r = 23,46;

B) ¥ = 4,9224; r = 0,483.

3. r aus M und h. @) M = 60,222; h = 4,89;
f) M = 1015360; h = 808.

4, M fir h =r. r = 11,3.

5. haus Oundr. &) 0= 340,608; r = 3,9; f) 0= 2115,48;
r=8,7.

" 6. raus O und M. O = 400; M — 92,124,

7. raus Ound k. a) 0 = 408160; h = 732; f) 0 =1583360;
h = 230.

8. haus O und M. O = 150,796; M — 94,2478,

9. Man berechne den Mantel M eines Cylinders, der einem Zusammen-
gegebenen Wiirfel umbeschrieben ist, aus der Kante a des letz- Agxef'ge:l:::.
teren und construire einen diesem Mantel inhaltsgleichen Kreis.

10. Ebenso fir einen dem Wiirfel einbeschriebenen Cylinder,

11. Einen Kreis zu construiren, dessen Fl#cheninhalt gleich
dem des Mantels eines gegebenen geraden Cylinders sei.

12, Um wieviel muss die H6he eines geraden Cylinders ver-
lingert werden, damit der Mantel desselben seiner Gesammtober-
fliche vor der Verlingerung gleich werde?

13. Die Hohe eines geraden Cylinders zu bestimmen, dessen
Mantel gleich der Summe der Mintel dreier gegebenen Cylinder,
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und dessen Grundfliche einem gegebemen glcichseitigen Dreieck
einbeschrieben sei.

14V Zu)éinem gegébenen geraden Cylinder soll ein gerades
quadratisches Prisma von gleicher Oberfliche und Hohe construirt
werden; die Grundkante des letzteren zu berechnen. r = 7,7027;
h =16,1.

15. Aus einem geraden Cylinder, dessen Radins gleich r
gegeben ist, sei durch zwei zu einander parallele, zur Grundfliche
schiefe Ebenen ein Sttick herausgeschnitten, dessen Seitenlinie
gleich a bekannt ist; man soll den Mantel ded abgeschnittenen
Sttickes berechnen.

16. Die Diagonale des Axenschnittes eines geraden Cylinders
ist gleich d, der Mantel desselben gleich M gegeben. In dem
Cylinder soll eine gerade, regelmissig-achtseitige Pygamide so
stehen, dass ihre Spitze im Mittelpunkt der einen Grundfliche
liegt, und ihre Grundfiiche der anderen Grundflliiche des Cylinders
einbeschrieben ist. Man soll die Grundkante der Pyramide be-
rechnen. — Welches Resultat erhilt man, wenn M gleich der
Fliche eines Kreises mit dem Durchmesser d ist? Man eonstruire
fir diesen Fall die Kante aus d.

17. Ein Cylinder, dessen Axenschnitt ein Quadrat ist, sei
mittelst einer geraden Cylinderfliche, welche mit ihm die Axe
gemeinsam hat, ausgehBhlt. Der Radius der Grundfiiche des
#usseren Mantels sei gleich r gegeben; die Mintel der beiden
Cylinder verhalten sich wie m : n. Wie gross ist die gesammte
Oberfliche des ausgehhlten Korpers? m:n =2: 3; r = 5,352317.

18. Drei gerade Cylinder, deren Axen in derselben Geraden
liegen, stehen so auf einander, dass die untere Grundfiiiche jedes
folgenden in der Ebene der oberen Grundfiiche des vorhergehen-
den liegt. Man soll die gesammte Oberfliche des durch die Ver-
einigung dieser Cylinder entstandenen K3rpers umter der Voraus-
getzang berechnen, dass die Hohe jedes folgenden doppelt so gross
als die des vorhergehenden, der Radius jedes folgenden halb so
gross als der des vorhergehenden, und der Axenschnitt des ersten
ein Quadrat sei, dessen Inhalt gleich F gegeben ist. F = 9,09457.

'léh’;iill‘ed des 19. Ein gerader Cylinder ist durch eine zu seiner Aze
" parallele Ebene in einem Abstande von derselben, welcher gleich
dem halben Radius der Grundfliiche ist, durchschnitten. Man be-
rechne die Oberflichen der beiden Theile des Cylinders.
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20. Die Gesammt-Oberfliche eines Ausschnitts eines geraden
Cylinders mit dem Radius r und der Hohe % zu berechnen, wel-
cher durch zwei Ebenen entsteht, die sich in der Cylinderaxe
unter einem Winkel von 36 Grad schnmeiden.

21. Durch eine Sehne des Grundkreises eines geraden Cy-
linders mit dem Radius » und der HShe A, deren Centriwinkel
gleich @ gegeben ist, sei eine zu der Grundfliiche senkrechte Ebene
- gelegt. Wie verhalten sich die krummen Oberflichen der durch
dieselbe gebildeten Theile des Cylinders zu einander? a = 80°.

22. Der Grundfiiche eines geraden Cylinders sei ein Viereck
einbeschrieben, dessen Seiten beztiglich gleich @, b, ¢, d gegeben
sind; die Hhe des Cylinders sei gleich 2. Wie gross ist die ge-
ssmmte Oberfliiche des K¥rpers, welcher entsteht, wenn man den
Cylinder durch ein gerades Prisma aushohlt, dessem Grundfliche
ein Viereck mit denen des ersteren paarweise parallelen Seiten ist,
wenn dieses Viereck einem der Grundfliche des Cylinders con-
cenirischen Kreise mit dem Radius r; einbeschrieben wurde?

§. 17. Oberfliche des geraden Kegels.

Es bezeichne im Fol!ﬁenden M den Inhalt der krummen Mantelfliiche,
0 die gesammte Oberfliche, R den Radius der Grundfliche, S die
Seitenlinie, H die Hohe eines vollstindigen geraden Kegels, r den
Radius eines Schnittkreises desselben, 8 die Seitenlinie, E die Hohe,
0; die gesammte Oberfliche des durch diesen Schnitt entstehenden
abgestumpften Kegels.

Man berechne:
1. Maus Rund 8. &) R=11,1; § = 22,8; ) R = Ty, Kegel fur
8= 1434, dor¥ormens.
2. M aus Rund H. R = 0,33; H=9,64.
. Maus Sund H. S=113; H = 112,
.Oaus Rund 8. R =5,8; §=16,8.
. O aus Rund H. H == 78,085; B = 7,415.
. 0 aus Sund H. S = 26,8306; H — 26,3606.
. Raus Mund S. M = T74692; S = 317.
. Saus Mund R. M= 309,6; R=2,7.
. Haus M und R. M = 431,66; R =6.
10. R aus M und H. M = 908,566; H = 20,9.
11. Saus M und H. M = 146177; H = 240.
12. Raus 0, 8. O = 40999; S = 421.
13. Saus 0, B. 0= 209,105; R = 3,2.

€00 =N O Ww
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14. H aus O, R. O = 10,8874; R = 0,96.

15. Haus 0, S. O = 22,4673; S == 2,81.

16. R'aus 0, H. '0= 200, H = 22,828.

17. Saus 0, H. 0 = 9692,3; H = 29,7.

18. R, Sund H aus Ound #. O = 100,4; M = 55,034.

19. Maus H, h, s. H==3339; h=10,18; s=1087.

20. Maus R, r,s. R=6; r=15; s = 23,873,

21. Maus R, s, h. R=17,5; s =27,224; h = 26,5544,

22, Maus R, r, h. R=12; r = 0,2; h = 92,837.

23. Maus H( h, r. H=112,982; h = 84,736; r — 0,5.

24, Mausr, s, h. re=3; s=9,431; h = 7,27667.

25. Maus S, s, 7. S==15; s =10; r = 4,3503.

26. Maus S, s, h. S=15; s=12; h = 10,8336.

27. Haus M, h, s. M = 105,69; h = 8,74; s = 8,90.

28. haus H, M, s. M= 385,925; H=17; s = 9,14.

29. saus M, H, h. M= 341161; H=301,6; h = 2262

30. saus M, R, r. M =05894710; R=1346; r = 336,5.

31. raus R, M,s. M=26822; R=9,24; s = 0,891.

32. Raus M, r, s. M ==4190,09; r — 8,8; s = 24,25,

33. Raus M, s, h. M = 998620; s = 986; h = 950.

34. saus M, h, R. M=351792; h=4173; R = 220.
s

35. haus M, R, s. M = 2051333; R = 616; s = 795.
36. haus M, R, r. M = 502611; R = 396; r ="79,2.
37. raus M, R, h. M = 187750; R =228,8; h —63.
38. haus M, H, r. M= 17156,17; H —28,49; r == 31,
39. raus M, H, h. M= 90,9; H=429; h=0,39.

40. raus M, s, h. M = 199736; s = 84,5; h =12,3.
41. h aus M, r, s. M = 15248; r = 36,8; s == 10,9.
42. r aus M, S, s. M=177844; S = 18,87; s = 12,58.
43. saus M, S, r. M =644,4; S =25,64; r = 2.

44, S aus M, r, s. M = 140,168; r = 3; s = 3,305.
45. S aus M, s, h. M= 541,128; s =10,335; h = 8,415.
46, h aus M, S, s. M=1775,T1; $§=26,915; s=19,225.
47. saus M, S, h. M=1722,183; S = 16,42; h —4,29.
48. O, aus 8, 5, r. §=12,3034; 5s=10,9018; r=10,89998.
49. 0, aus r, 5, h. r==0,3; §=19,0027; h = 17,3716.
50. O, aus R, s, h. R = 138,53; s = 130,25; h = 69,75.
51. O, aus R,r, S. R=235; r=1,2; §==201,686.
52. O, aus #, h,r. H=176,056; h = 71,7267; r =1,6.
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53. 7 aus 0,, S, 5. 0, = 3,55; S==4,732; 5= 0,52965.
54. 8 aus Oy, 15,8, Op=-127:83 = 2,67652; s=2,6.
55. s aus O,, r, S. 0,=25,1327; r=1; S=2. (Cub. Gl.)
56. r aus O, s, h. 0; = 14,2; s = 1,03802; h = 0,6172.
57. haus O, s, r. 0, = 1330,88; s==13,83; r=2,5.
58. Raus 0,5, h. 0,=88,75; s=2,61341; h=—252209.
59. haus O, B,s. 0, =102,614; R = 4,04; s = 3,044.
60. Saus O, R, r. O, = 12422; R=4,1; r=33.

61. raus O;, R, S. 0,=31,95; R=1,78907; S$="17,22317.
62. Raus 0,, 8, r. 0,=56,8; §=3,03; r=1. (Cub. Gl.)
63. 0, aus 0, R, r. 0=109,051; R=565; r = 3,39.
64. 0, aus 0, R, s. 0= 39638,2; R ="79,1; s=— 34,46.
| 65. O, aus 0, r,s. 0=44,459; r = 0,791; s = 3,7683.

i (Cubisch.)
t 66. Lehrsatz: Der Mantel eincs geraden Kegels ist stets z':;?.ﬁ':t?
griosser als seine Grundfliche, Aufgaben.

67. Der Mantel eines geraden Kegels soll durch einen zur
Grundfliche parallelen Schnitt halbirt werden. In welcher Ent-
fernung von der Spitze ist der Schnitt zu legen?

68. Die Oberfliche eines geraden Kegels sei gleich a, die
Seitenlinie desselben sei um b grosser als der Durchmesser der
| Grundfliche. Wie gross sind beide? a=188,4961°"; b=T7".

69. Die Mantelfliche eines geraden Kegels zu berechnen,
wenn der Axenschnitt desselben ein rechtwinkeliges Dreieck und
! der Umfang der Grundfliche gleich p ist.

70. Von einem geraden Kegel ist der Unterschied zwischen
dem Mantel und der Grundfliche gleich d und die Summe des
Radius und der Seitenlinie gleich s gegeben; man berechne diese
Linien. d = 100,5310°", s = 20°",

71. Unter welcher Bedingung sind die Miintel eines geraden
Cylinders und eines geraden Kegels von gleichen Grundfiichen
und gleichen Hohen inhaltsgleich?

72. Jeder Axenschnitt eines Kegels sei ein gleichseitiges
Dreieck, seine Hhe gleich k. Man soll die Oberfiiche des Kegels
! berechnen. A = 8,1172.

73. In welchem Verhiliniss steht bei einem gleichseitigen
Kegel der Mantel zur Grundfliche?

74. Den Mantel eines Kegels zu berechnen, der einer ge-
gebenen geraden, quadratischen Pyramide umbeschrieben ist, wenn

Remr, Aufgaben. II. 6
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die Grundkante @ und die HShe % der letzteren gegeben sind.
a =,23; h/==10,8885.

75. Die Spitze eines Kegels liege in dem Mittelpunkt der

oberen Grundfiiiche eines geraden, regelmiissig-achtseitigen Prismas,
die Grundfiiche des Kegels sei der unteren Grundfliche des Pris-
mas einbeschrieben. Wie gross ist die Oberfliche des Kegels?
Gegeben, wie vorher, a und A.
, 76. Um eine Kugel, deren Durchmesser gleich 4 ist, sei
ein gerader Kegel beschrieben, die HBhe desselben sei gleich /.
Wie gross ist die Gesammt- Oberfliche dieses Kegels? d — 2"17;
h = 8,08.

Cylindermit 77, Wie verhiilt sich der Mantel eines geraden Cylinders

egel-
mantel,

Oberfliche
des Prismas

und

des Kegels,

Kegel-
stumpf.

zu dem eines Kegels, welcher auf derselben Grundfliiche steht,
und dessen Spitze im Mittelpunkt der oberen Grundfiiche des
Cylinders liegt? Man berechne ausserdem die Oberfliiche des durch
Herausschneiden des Kegels aus dem Cylinder entstehenden Kérpers.

78. Ein gerader Cylindermantel, dessen H8he gleich % und
dessen Radius gleich r gegeben ist, sei an seinen Grundflichen
durch zwei auf diesen stehende Kegelmintel, deren Hothen den
Radien gleich sind, geschlossen. Wie gross ist die Oberfliche des
so entstandenen Korpers? h = 44,40579; r = 1,7,

79. Die Hohe eines Kegels zu construiren, dessen Ober-
filiche gleich dem Mantel eines Cylinders von halb so grosser
Hohe und viermal so grosser Grundflliche sei, wenn der Radius r
des Kegels gegeben ist.

80. In einen gegebenen geraden Kegel einen geraden Cylinder
zu construiren, dessen Mantel gleich dem dritten Theile des Kegel-
mantels ist.

81. Ueber einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite ¢
goll ein gerades Prisma, und tiber dem um das Dreieck be-
schriebenen Kreise soll ein gerader Kegel von gleicher Hohe so
construirt werden, dass die Summe der Seitenfiichen des Prismas
nmal so gross wird, als die Mantelfliche des Kegels. Man be-
rechne die Héhe. n = 4, a= 100.

82. Den Mantel eines geraden Kegelstumpfes zu berechnen
aus den Radien der Grundflichen, R'==17°" r — 3°" und dem
Neigungswinkel einer Seitenlinie gegen die eine Grundfiiche,
gleich 450, T

83. Der Radius der Grundfliche eines geraden Kegels sei
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gleich » Meter, scine Hohe gleich # Meter. In welcher Entfer-
nung von der Spitze ywird|mandenselben durch eine der Grund-
fliche parallele Ebene durchschneiden miissen, wenn der Mantel
des abgeschnittenen Kegels um @ Quadratmeter kleiner sein soll,
als der Mantel des tibrig bleibenden Stumpfes? r = 54,6; h=61;
a=5231,7.

84. In einem geraden abgestumpften Kegel sei der Durch-
messer der oberen Grundfliche den Seitenlinien gleich. Den
Mantel desselben aus dem Umfang u eines Axenschnitts und der
Hohe & zu berechnen. u = 146,9; h = 22,6,

85. Wie gross ist die Hohe eines abgestumpften geraden
Kegels, dessen Mantel gleich M ist, und dessen Endflichen be-
ziiglich die Flicheninhalte @ und & haben? M = 172,787[]°";
a = 50,2650°"; b= 153,938

86. Um einen geraden Cylinder ist ein abgestumpfter Kegel
heschrieben, so dass die oberen Grundfiichen beider Korper zu-
sammenfallen und die untere des Kegels der unteren des Cylinders
concentrisch ist und sich dem Flicheninhalte nach zu derselben
wie m : n verhdlt; der Radius r und die Hohe % des Cylinders
sind gegeben. Man berechne &) die Oberfliiche des abgestumpften
Kegels, b) die Oberfliche des durch Herausschneiden des Cylinders
aus dem Kegelstumpf entstehenden Korpers. m : n = 9 : 4;
r=26,02; h=29.

87. Parallel zu einer Grundfliche hat man in einem abge-
stampften geraden Kegel, dessen Hbthe gleich % ist, und dessen
Grundfliichen die Radien R und r haben, einen Schnitt gelegt,
dessen Fliiche das arithmetische Mittel zwischen den beiden Grund-
fiichen ist. Wie gross sind die Mintel der beiden Theile?

= 35; R = 14,603; r = 2,603.

88. Von einem abgestumpften geraden Kegel seien die
Peripherien p, P der Endflichen und die Seitenlinie s gegeben;
man goll seinen Mantel berechnen. P =25, p =17, s =12.

89. Den Mantel eines abgestumpften geraden Kegels zu be-
rechnen, dessen Axenschnitt den Inhalt # hat, und dessen Seiten-

" linie doppelt so lang als die Hohe ist.

90. 1 Von einem geraden abgestumpften Kegel, dessen Hthe
die mittlere geometrische Proportionale zwischen den beiden
Radien ist, kennt man die Summe s der Radien und den Neigungs-

6‘
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winkel a einer Seitenlinie gegen die untere Grundfliiche. Man
berechne/ seinenOMantel.

Roppel- 91. Die Oberfliche des durch Rotation eines Quadrats um
eine Diagonale entstehenden Doppelkegels aus der Seite a des
Quadrats zu berechnen. a = 4,74425.

92. Desgleichen fiir eine Umdrehungsaxe, die parallel zu
einer Diagonale durch einen Eckpunkt des Quadrats geht, die
Oberfliche des Rotationskdrpers zu bestimmen. a = 1,06083.

93. +Der Mantel eines geraden Kegels sei gleich 81,3110,
die Seitenlinie gleich 10°™. Wie gross ist der Winkel an der
Spitze eines Axenschnitts?

Aehnliche Aufgaben s, §. 30,

§. 18. Die Oberfliche der Kugel und ihrer Theile.

Kuge) fur 1. Die Oberfliche einer Kugel zu berechnen, wenn der
Radius derselben gleich &) 12,6156; ) 1943%; ») 141%%;
d) 16,449 ist.

2. Aus der Oberfliche O einer Kugel den Radius derselben
zu berechnen. 0 = ) 50,265; f) 254,47.

3. Wie gross ist die Oberfliche einer Kugel, wenn ein
Schnittkreis derselben, dessen Abstand vom Mittelpunkt gleich
p ist, den Umfang u hat? p = 10, u = 22,0895.

4. Wie gross ist die Oberfliche der Erdkugel in geo-
graphischen Quadratmeilen, wenn der Umfang derselben 5400
solche Meilen betriigt; wie gross in neuen Quadratmeilen, wenn
der Erddurchmesser gleich 1700 Meilen gesetzt wird?

5. Was kostet die Vergoldung einer Kugel von 22,6~
Radius, wenn 10000 87,5 Pf. kosten?

6. Wie gross ist der Radius einer Kugel, deren Oberfliche
gleich der Summe der Oberfiiichen von vier anderen Kugeln ist,
wenn die Radien der letateren beztiglich gleich r,, r,, rq, r, ge
geben sind? r; = 336, r, =252, ry; =21, r, = 20.

rxe:.eell’olll;iet- 7. In einen Kreis sei ein regelmissiges Sechseck, in das

dern.”  Sechseck ein neuer Kreis und in diesen wieder ein regelmiissiges

Sechseck beschrieben, u. s. f. ohne Ende. Die ganze Figur wird

um einen Durchmesser des ersten Kreises als Axe gedreht. Wie

gross ist die Summe der Oberfliichen aller dadurch erzeugten
Kugeln?

8. Wie gross ist die Oberfliche einer Kugel, deren Radius
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gleich der Kante eines regelmissigen Ikosaders ist, dessen Ober-
fliiche den Inhalt 4? hat? a? = 1684.

9. Die Oberfliiche/\einer Kugel zuCberechnen, welche einem
Wiirfel, dessen Kante gleich « ist, einbeschrieben ist. a==0,797883.

10. Desgleichen einer solchen, welche diesem Wiirfel um-
beschrieben ist. @ = 10,8034.

11. Die Oberfliche eines regelmissigen Tetra&ders sei gleich
A. Wie gross ist die Oberfliiche der demselben umbeschriebenen
Kugel? 4= 52,1925. .

12, Wie verhalten sich die Oberflichen der drei Kugeln zu
einander, von demen die erste die Seitenflichen eines regel-
miissigen Tetragders bertihrt, die zweite durch die Halbirungs-
punkte seiner Kanten und die dritte durch die Eckpunkte des-
selben geht?

13. Dieselbe Aufgabe fiir &) ein regelmissiges Okta&der,
B) einen Wiirfel.

14. In welchem Abstand von einem Eckpunkt eines regel-
missigen Okta¥ders muss man durch dasselbe einen zu der zuge-
horigen Diagonalaxe senkrechten ebenen Schnitt legen, damit die
Oberfliche der in die abgeschnittene Pyramide beschriebenen Be-
rithrungskugel den 7nten Theil der Oberfliche derjenigen zweiten
Kugel betrage, welche die Schnittebene und die vier nicht ge-
schnittenen Oktagderflichen bertihrt? n = 2.

15. Eine Kugel sei einem geraden Kegel einbeschrieben, Mit Kegel,

Cylinder,
Es soll ihre Oberfliche aus dem Radius » der Grundfliche und Rotations-

der Hohe % des letzteren herechnet werden. r = 3,69, A = 8. xormer

16. Auf den beiden Grundflichen eines geraden Cylinders
liegen Halbkugeln, welche diese Grundflichen zu gréssten Kreisen
baben, beide ausserhalb des Cylinders. Man soll die Oberfliche
des ganzen Korpers aus der Diagonale d und dem Umfang u des
Axenschnitts des Cylinders berechnen. d = 23,59; uv = 64,82.

17. Wie verhilt sich der Mantel eines durch Rotation eines
gleichseitigen Dreiecks um eine seiner Hohen beschriebenen Kegels
zu dem Mantel der Kugel, welche bei dieser Drebhung durch den
dem Dreieck einbeschriebenen Kreis entsteht?

18. Der Halbmesser einer gegebenen Kugel sei gleich r;
ein gerader Kegel habe zur Hohe den Durchmesser der Kugel,
und seine ganze Oberfliiche sei gleich der Oberfliiche der Kugel.
Wie verhilt sich a) der Halbmesser der Kegelbasis zum Kugel-
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halbmesser, b) die Grundfiiche des Kegels zu seiner krummen
Seitenfliche und zn seiner ganzen Oberfliche?

19. 'Die Oberfliche des durech Drehung ecines regelmissigen
Sechsecks um einen seiner grossen Durchmesser entstehenden
Korpers aus der Oberfliche der dem letzteren einbeschriebenen
Kugel zu berechmen. 0 =— 11})/3.

20. Ein regelmissiges Achteck rotire um einen seiner grossen,
und ein ihm congruentes Achteck ump einen seiner kleinen Darch-
messer. Wie verhalten sich die Oberflichen der beiden Rotations-
kdrper zu einander? :

21. Die Oberfliche der in einen geraden Kegel einbeschreib-
baren Kugel betrage § des Inhalts der Mantelfliche des Kegels;
der Radius des letzteren sei gleich @ gegeben. Man berechne
den Radius der Kugel.

22, Zu beweisen: Der Inhalt der krummen Oberfliche eines
Kugelsegments (einer Calotte) ist gleich dem Inhalt eines Kreises,
dessen Halbmesser gleich einer Sehne ist, die einen Pol des be-
grenzenden Schnittkreises der Kugel mit einem Punkte seiner
Peripherie verbindet.

23. Den Inhalt M der krummen Oberfliche eines Kugel-
segments aus der Hohe & desselben und dem Abstand p seiner
Grundfliche vom Mittelpunkt der Kugel zu berechnen. «) 4#=—4,681,
p=2119; B)h =2, p = 23,873.

24. Ebenso M aus p und dem Kugelradius r. @) p=—14,0672;
r=17,67; f) p = 18,41, r = 23,21.

25. Ebenso M aus p und denr Radius @ der Grundfliiche.
@) p = 42,4032, ¢ = 3,985; f) p=19,873, o = 13,2282.

26. Ebenso M aus & und der Oberflicke O der Kugel.
h=4, 0=16114.

27. Wie hoch miisste man sich fiber die Oberfliche der
Erde erheben, um einen Theil derselben vom gegebenen Flichen-
inhalt F tbersehen zu kénnen? r = 859,44 geogr. Meilen.
«) F = 182200 O M. (Europa); f) F = 11500 O M.

28. Ein leuchtender Punkt hat die Entfernung a von der
Oberfliche einer Kugel, deren Radius gleich r ist. Wie gross ist
die beleuchtete Fliche derselben? a = 7,7932, r = 2,

29. Wie weit muss ein leuchtender Punkt von dem Mittel-
punkt einer Kugel mit dem Radius r entfernt sein, damit er §
der Kugel erhelle? '
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30. Wie hoch ist eine Calotte, deren Inhalt nmal so gross
ist, als ihre Grundflliiche? Gegeben sei der Kugelradius r. 7 = 3,
r=12.

31. Eine Calotte, deren H&he gleich 2™ ist, hat & (1™ Fliche.
Wie gross ist der Radius der zugehdrigem Kugel? & = 5,
b = 300.

32. Die krumme Oberfliche eines Kugelsegments von der
Hohe 2 verhalte sich zur ebenen Grundfliche desselben wie m : n.
Wie gross ist der Kugelradins?

33. In einem Kugelsegment verhalte sich der Radius des
Grundkreises zum Kugelradius wie p : ¢. In welchem Verhilt-
niss steht die krumme Oberfliche desselben zu dem Mantel des
in das Kugelsegment einbeschriebenen geraden Kegels? p:¢="7:25.

34. TUeber einem Schnittkreis einer Kugel als Grundfliiche
sei ein Kegel beschrieben, dessen Seitenlinien die Kugel be-
riihren. In welchem Verhsiltniss muss die Ebene jenes Kreises
den zu ibr senkrechten Durchmesser der Kugel theilen, damit
der Mantel des Kegels zn der inmerhalb desselben liegenden
Calotte in einem gegebenen Verhiltniss m : n stehe?

35. Wie hoch ist das Kugelsegment, welches mit derjenigen
Kugel, deren Radius dieser Hthe gleich ist, gleiche Gesammt-
Oberflsiche hat? (r = 1.)

36. Von einer Kugel mit dem Radius r ist durch eine Ebene
ein Stiick abgeschnitten, dessen gesammte Oberfliche % der Kugel-
fliche betriigt. Welches Stiick schneidet diese Ebene von dem
zu jhr senkrechten Durchmesser ab?

37. Ein leuchtender Punkt habe eine solche Lage zu zwei
Kugeln mit den Mittelpunkten 4 und B und beztiglich den Radien
r und R, dass die zweite von dem Schattenkegel der ersten
gerade umhiillt wird. Wie gross ist die Entfernung des Punktes
vom Mittelpunkt der ersten Kugel, und wie gross ist das Stiick,
welches auf der ersten Kugel beleuchtet ist? 4B sei gleich @
gegeben. @ =13, r =2, R=1.

38. Den Mantel einer Kugelzone aus den Radien ihrer
Grundkreise und dem Kugelradius zu berechnen. r;=33, r,=25,
R = 65. .

39. Wieviel Quadratmeilen betragen die Flicheninhalte der
einzelnen Zonen der Erde, wenn man diese als vollkommene

Zone,



88 Oberfliche der Kugel. [§. 18.

Kugel betrachtet? r = 859,44 M., Schiefe der Ekliptik ¢ =
23° 17" 30",

40, 'Durch eine ‘Halbkugel soll ein der Grundfiiche paralleler
ebener Schnitt gelegt werden, so dass a) durch denselben die
krumme Oberfliche der Halbkugel halbirt werde, oder dass b) die
beiden Theile gleiche Gesammt- Oberflichen haben.

41, Eine Halbkugel und ein gerader Kegel haben denselben
Kreis zur Grundfliche, und die HShe des Kegels sei doppelt so
gross, als der Radius der Halbkugel. In welchem Verhiltniss
wird die krumme Oberfliche der letzteren durch die Kegelfliche
getheilt ?

42, Um einen geraden Cylinder von 36 °™ Hghe, dessen Grund-
fliche einen Durchmesser von 15°" hat, ist eine Kugel beschrieben.
Wie verhiilt sich der Cylindermantel zu der ihn umgebenden
Kugelzone?

43. 7 Es seien die Winkel «,, «, gegeben, welche die nach
den Umfingen zweier einander parallelen Schnittkreise der Kugel
gehenden Radien mit dem auf den Ebenen dieser Kreise senk-
rechten Radius bilden. Wie verhilt sich der Flécheninbalt der
durch die beiden Schnitte bestimmten Zone zu dem Mantel des
durch dieselben Schnittkreise als Grundfliichen bestimmten abge-
stumpften Kegels? (Zwei Fille!)

44. Eine Kegelflliche beriihre eine Kugel und sei durch die
Ebene des Berithrungskreises und eine dieser parallele, zwischen
ibr und dem Kugelmittelpunkt liegende Ebene geschnitten. Man
bestimme das Verhiltniss des Mantels ‘des so begrenazten abge-
stumpften Kegels zu dem Inhalt der zwischen denselben Ebenen
liegenden Kugelzone, wenn der Kugelradius und die Absténde
der beiden Ebenen vom Mittelpunkt gegeben sind.

e 45. Den Flicheninhalt eines Kugelzweiecks aus dem Radius
r zu berechnen, wenn sein Centriwinkel gleich 360 ist. r=1,26156.

46. Den Flicheninhalt eines sphiirischen Dreiecks aus dem
Radius 7 und den Winkeln «, f, ¥ zu berechnen fiir &) a =
20°9'30", B = 55953 32", y — 114°20'14"; b) « = 73°12'8’,
p =85°3"14", p = 32°9"16"; ¢) « = 114°20'5",92, f =
30° 57" 18”,41, y = 90° 9" 417,67. (r =1.)

47. Durch directe Messung der Winkel des sphiirischen .
Dreiecks Brocken - Hohehagen - Inselsberg srgab sich der sphirische
Excess desselben ¢ = 14”,853. Man berechne den Flicheninhalt
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dieses Dreiecks flir den Erddurchmesser gleich 1716,96 Meilen.
(Resultat: 53,070 Quadratmeilen.)

48. Den Flicheninhalt eines sphéirischen Polygons aus seinem
sphérischen Excess e und der Oberfliche der Kugel zu berechnen.

49. Den sphirischen Excess eines Dreiecks aus seinem Fliichen-
inhalt #und dem Radius  der Kugel zu berechnen. #=104 Quadrat-
meilen, r = 858,48 Meilen.

50. Wie gross ist der Centriwinkel eines sphir¥schen Zweiecks,
welches mit einem (auf derselben Kugel liegenden) sphiirischen
Dreieck, dessen Excess gleich ¢ gegeben ist, gleiche Fliche hat?

51. Wie verhalten sich die sphiirischen Excesse zweier sphi-
rischen Dreiecke zu einander, welche auf verschiedenen Kugeln
liegen und gleichgrosse Flichen haben?

52. Wenn zwei sphirische Vielecke gleiche Winkelsummen
haben, so sind ibre Flicheninhalte gleich oder unterscheiden sich
um eine ganze Anzahl von Viertel- Kugelfiichen.

53. Aus dem Flicheninhalt F eines sphirischen Dreiecks,
dessen Winkel gegeben sind, die Oberfliche der Kugel zu pe-
rechnen. F = 3962 O™, a = 91012 17", f = 120° 9’ 41",
y=100° 42" 2".

54. 1 Um die Spitze einer regelmissig - dreiseitigen Pyramide
als Mittelpunkt ist eine Kugel mit dem Radius r = 25°™ be-
schrieben; wieviele Quadratcentimeter ist das Sttick der Kugel-
. oberfliche gross, das zwischen den Seitenfliichen der Pyramide
liegt, wenn die Hohe der letzteren % = 53°", die Seite ihrer
Bagis @ = 47°™ lang ist?

55. + Wie gross ist derjenige Theil der als vollkommene
Kugelfiiche betrachteten Oberfliche der Erde, welcher zwischen
den Breitengraden von 57° 51" 41” und 49° 16’ 52" nérdlich und
zwischen den Meridianen von 97° 20° und 100° 7" 40" liegt?
r=859,5 ML

56. Sphiirische Dreiecke, die iber derselben Grundlinie
stehen, sind gleich, wenn ihre Spitzen in einem Schnittkreise
der Kugel liegen, welcher durch die Gegenpunkte der Endpunkte
der Grundlinie geht. Man beweise diesen Lehrsatz und bilde
Aufgaben tiber Verwandlung sphiirischer Dreiecke in inhaltsgleiche
durch Construction, analog entsprechenden Aufgaben tiber ebene
Dreiecke.

87. In welchem Verhiltniss theilt eine erweiterte Grenz-Vermischtes.
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fiiche eines regelmissigen Ikosadders die Oberfliiche der ihm um-
beschriebenen Kugel?
58!+ Welcher- Centriwinkel gehdrt zu einem Kugelabschnitt,
dessen Gesammt-Oberfliiche gleich dem grossten Kugelkreise ist?
59. + Wie gross ist der Centriwinkel im Axenschnitt eines

Kugelsectors, wenn die konische Oberfliche desselben gleich der

sphéirischen ist?

60. Aus der Gesammt-Oberfliche eines Kugelausschnitts mit
dem Winkel 2« an der Spitze die Oberfliche der Kugel zu be-
rechnen. :

61. Aus einem geraden Cylinder, dessen Hohe 1imal so
gross als der Radius der Grundfliche ist, seien zwei Kegel so
herausgeschnitten, dass ihre Spitzen auf dem Halbirungspunkt der
Axe des Cylinders liegen und ihre Grundfliichen beziiglich mit
denen des Cylinders zusammenfallen. Man berechne aus dem
Radius des Cylinders den Radius einer Kugel, welche mit dem
entstandenen Korper gleiche Oberfliche hat. r — J/22.

. 62, Ueber einem Quadrat, dessen Seite gleich @ ist, sei
eine Pyramide, welche als Hiilfte eines regelmiissigen Okta&ders
betrachtet werden kann, sowie ein gerades Prisma beschrieben,
in dessen oberer Grundfiliche die Spitze der Pyramide liegt. Es
seien ferner tiber dem Kreise, welcher dem Quadrat umbeschrieben
ist, folgende Korper construirt: a) ein Kegel, dessen Spitze die
Spitze der Pyramide ist, b) ein Cylinder, dessen obere Grund-
fliche der oberen des Prismas umbeschrieben ist, ¢) ein abge-
stumpfter Kegel, dessen obere Grundfliche der oberen des Prismas
einbeschrieben ist, d) eine Halbkugel. Wie verhalten sich, die
Gesammt - Oberflichen aller in dieser Aufgabe genannten Korper
zu einander?

63. Die krumme Oberfliche eines Kugelsegments sei 7mal
80 gross, als der Mantel des demselben einbeschriebenen geraden
Kegels. Wie verhilt sich die Hohe des Segments zum Durch-
messer der Kugel?

64. In einem abgestumpften geraden Kegel liegt eine Kugel,
deren Durchmesser gleich der Hohe des Kegelstumpfes ist, und
welche innerhalb des letzteren, die krumme Seitenwand bertihrend,
herumrollen kann. Wie gross ist der bei dieser Bewegung von
dem vertikalen” Durchmesser der Kugel, welcher bei dem Rollen
derselben als Drchungsaxe diene, beschriebene Cylindermantel,

e
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und wie verhilt sich derselbe zur Oberfliche der Kugel, wenn
die Seitenlinie s des Kegelstumpfs nebst den Radien R, r seiner .
Grundflichen gegeben 'ist?

65. Die Seitenlinie eines abgestumpften geraden Kegels sei
gleich s, seine Hohe gleich 2 gegeben, und sein Mantel sei gleich
der Summe seiner Grundflichen. Wie gross ist die Oberfliche
einer Kugel, von welcher die Grundflichen Schnittkreise sind?
§=237, h=12.

66. + Wie gross ist in einem geraden abgestumpften Kegel,
dessen untere Grundfliche zweimal, und dessen Mantelfliche drei-
mal so gross als die obere Grundfliche ist, der Neigungswinkel ,
der Seitenlinien gegen die Grundfliche, und wie gross ist der
Radius einer Kugel, deren Oberfliche gleich der gesammten Ober-
fliche dieses Kegelstumpfs ist?

VI. Capitel. Berechnung der Volumina.
§.19. Das Prisma.

1. Den Kubikinhalt eines Wilrfels zu berechnen, dessene, Becht |

Kante a) 4, b) 9, ¢) 25™, d) 2,4, e) 0,03 lang ist. et
2. Man berechne das Volumen eines rechtwinkeligen Paral- Ek‘&;}“
lelepipedon, dessen Kanten beztiglich gleich a, &, ¢ sind, filr
) a=2}, b=, c=24; B) a = 1,66667, b = 14,
¢ = 0,42857.
3. Wieviel Kubikmeter Sauerstoff enth#lt die Luft eines
rechteckigen Zimmers von 9 Meter Liinge, 64 Meter Breite und
4} Meter Hohe, wenn in 100 Theilen Luft 21 Theile Sauerstoff
enthalten sind?
4. Jemand will eine Mauer von a™ Linge, ™ Breite und
¢" Hohe auffiihren lassen; wieviel Ziegelsteine hat er dazu néthig,
wenn jeder derselben a,™ lang, 5™ breit und ¢,™ dick ist?
0=12, b =03, ¢ = 2,1, a;, = 0,3, b, = 0,15, ¢; = 0,07.
5. Wieviel wiegt ein 0,7™ langer, 0,3™ breiter und 0,4™
dicker Sandsteinblock, wenn ein Kubikdecimeter Wasser 2 Pfund
wiegt, und das specifische Gewicht dieses Sandsteins gleich 23 ist?
6. %ine Grube hat die Gestalt eines rechtwinkeligen Paral-
lelepipedons, dessen Grundfiiche 1} Quadratmeter und dessen
Tiefe 4,7 Decimeter betrigt. Wieviel Liter Wasser kann dieselbe
fassen? (1 Liter == 1 Kubikdecimeter.)
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7. Um eine Grube von 9,3 Meter Linge und 4,2 Meter
Breite zuzuschiitten, wurde ein Schutthaufen von 10,2 Meter
L#nge, 7 -Meter 'Breite und 0,6 Meter Hohe gebraucht; wie tief
war die Grube?

8. Welchen Werth hat eine quadratische Tafel von 0,2
Meter im Quadrat Stirke und 1 Decimeter Dicke, wenn dieselbe
a) von Gold, b) von Silber ist? Specifisches Gewicht des Goldes
19,325, des Silbers 10,474, 1 gr. Gold = 2,79 Mark, 1 gr.
Silber = 0,18 Mark.

i 9. Den Kubikinhalt ecines Wiirfels zu berechnen aus

Aufgaben. g) geiner Oberfliche 0, b) seiner Diagonalaxe d, ¢) dem Umfang
U einer Diagonalebene, d) dem Flicheninhalt # einer Diagonal-
ebene. 8) 0 = 8,64 0, b) d= 20, ¢) U = 48,284217,
d) F=0,509117.

10. Der Kubikinhalt eines Wiirfels sei gleich V; wie gross

seine Oberfliche? 7 = 8 Kubikmeter.

11. Der Kubikinhalt eines Wiirfels sei gleich V'; wie gross

seine Diagonalaxe? FV == 192,45.

12, Wie vielmal ist ein Wiirfel grosser als ein anderer,
nn die Kante des ersten doppelt so gross als die des zwei-
1 ist?

13. Die Kante eines Wiirfels zu berechnen, welcher gleich
r Summe dreier Wtirfel ist, deren Kanten beziiglich gleich g,
¢ sind. a=0,3, b =04, ¢c =0,5.

14. Die Volumina zweier Wiirfel betragen zusammen @ Kubik-
iter, die Summe ihrer Kantenlingen ist gleich & Meter; wie
1ig sind ihre Kanten? a = 13,895, b = 3,5, oder a = 407,
= 11.

15. Wie lang sind die Kanten zweier Wiirfel zu machen,
ren Volumina sich wie a3 :53 verhalten, und welche zusammen
gross sein sollen als ein Wiirfel, dessen Oberfliche gleich 0
? a:b=>5:3, 0=42,722,

16. Von zwei Wirfeln bat der eine um a Meter lingere
nten als der andere, und die Differenz ihrer Volumina ist
sich & Kubikmeter. Wie lang sind die Kanten dieser Wiirfel?
= 0,3, b = 48,627. .

17. Aus einem rechtwinkeligen Parallelepipedon, dessen
nge /, Breite b und Hthe % Centimeter betriigt, soll ein Wiirfel
formt werden; wie lang wird die Kante desselben sein?




§.19] Volumen des Prismas. 93

18. Die drei Kanten eines rechtwinkeligen Parallelepipedons
verbalten sich wie @ : b :c. Wachsen dieselben beziiglich um
d, e, [ Centimeter,'/so ' wichst (der Kubikinhalt des Kérpers num ¢
Kubikcentimeter. Man berechne die Kanten. a:b:c=2:3:4;
d=4,e=3, [=2, g=2544.

19. Wenn ein 9 Decimeter tiefer, rechtwinkeliger, parallel-
epipedischer Behiilter 5 Decimeter hoeh gefiillt ist, so fasst er
dreimal soviel Kubikdecimeter weniger, als wenn er ganz gefillt
ist, wie der Umfang der Grundfliche Decimeter misst. Das
Quadrat der Diagonale seiner Grundfiiche enthiilt 3{5 mal soviel
Quadratdecimeter, als die Diagonalaxe des Parallelepipedon
L#ngen-Decimeter hat. Wie gross sind die Lénge und die Breite
der Grundfliche des Behélters?

20. Den Kubikinhalt eines rechtwinkeligen Parallelepipedon
za berechnen, dessen Diagonalebene ein Quadrat mit dem Inhalt /2
ist, und dessen Grundkanten sich wie @:b verhalten. [ = 37,
a:b=5:17,

21. Das Volumen eines rechtwinkeligen Parallelepipedon ist
2080 Kubikdecimeter, seine Oberfliche gleich 996 [J*, und der
Umfang seiner Grundfliche gleich 58%. Wie gross sind seine
Linge, Breite und Hohe?

22. Die Oberfliiche eines rechtwinkeligen Parallelepipedon
betriigt 12 (O™, die Linge desselben tibertrifft die Summe der
Breite und Hohe um 1,25™, und die von einem Eckpunkt zum
gegentliberliegenden gezogene Diagonale des Korpers misst 3,25™.
Wieviel betriigt das Volumen des Parallelepipedon ?

23. In ein gerades rechtwinkeliges Parallelepipedon, dessen
Kanten gegeben sind, sei ein zweites construirt, so dass die Eck-
punkte seiner Grundfliichen die Grundkanten des ersteren halbiren.
In das zweite Parallelepipedon sei auf dieselbe Art ein drittes
construirt, u.s.f. Man berechne die Summe der Kubikinhalte
der unendlich vielen auf diese Art denkbaren Korper.

24. Drei zusammenstossende Kanten eines rechtwinkeligen
Parallelepipedon zu construiren, sodass die eine die mittlere
geometrische Proportionale zwischen den beiden anderen, ihre
Summe gleich s und das Volumen des Parallelepipedon gleich
¢’ sei.

25. Ein dreiseitiges Prisma ist a™ hoch, und seine Grund-
fliche bildet ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Katheten ™ und

Prisma.
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c™ lang sind. Wieviel betrligt sein Kubikinhalt? a = 123,
b=2%, c=11}.

26.""Es"soll'ein’ Graben ausgeworfen werden, welcher oben
a™, unten ™ breit und tiberall ¢c™ lang ist. Seine Tiefe betrigt
a". Wie theuer ist die Arbeit, wenn jedes Kubikmeter 35 Pf.
kostet und bei der Berechnung des Inhalts die Breite als iberall
gleich dem arithmetischen Mittel der oberen und unteren Breite
angenommen wird? a = 1,35, b =0,65, c = 24, d — 1.

27. Den Kubikinhalt eines geraden, regelmiissig-sechsseitigen
Prismas aus einer Grundkante @ und einer Seitenkante b zu be-
rechnen. a = 14,31, b = 2,8194,

28. Desgleichen den Kubikinhalt eines geraden, regelmiissig-
achtseitigen Prismas. a = 3,4, b = 8,0262.

29. In einem geraden, regelmissig-dreiseitigen Prisma
seien alle Kanten gleich a; man berechne seinen Kubikinhalt.
a = 13,2181,

30. Wie verhalten sich die Kubikinhalte dreier geraden
regelmiissigen Prismen von gleichen Hohen zu einander , deren
Grundfiichen demselben Kreis mit dem Radius 7 einbeschrieben
und beztiglich ein Sechseck, ein Viereck und ein Zehneck sind?

31. Ein aus einem Stoffe, von welchem jeder Kubikcenti-
meter 0,3 Kilogramm wiegt, verfertigtes Prisma wiegt 175,8 Kilo-
gramm und hat eine Hohe von 3 Decimeter. Wie gross ist seine
Grundfliche ?

32, Kann man zu dem planimetrischen Satze iber die
Gleichheit der complementiiren Parallelogramme einen analogen
Satz ttber Parallelepipeda bilden und beweisen, und wie lautet
derselbe ?

Pg;ﬂ:d;:}t 33. Ein vierseitiges Prisma, dessen Grundkanten beziiglich
gleich a, b, ¢, d sind, sei einem geraden Cylinder einbeschrieben,
dessen Mantelflliche sich zu seiner Grundfliiche wie m:n verhlt.
Man berechne das Volumen des Prismas. a=11, b=9, ¢c=1T,
d=3, m:n=)13: p10.

Mit Kegel. 34. Ein gerades vierseitiges Prisma stehe so in einem ge-
raden Kegel, dass seine untere Grundfliiche in der Grundfliche
des letzteren liegt und seine obere Grundfliiche demjenigen Schnitt-
kreise des Kegels einbeschrieben ist, welcher den Mantel des
letzteren im Verhiiltniss m : n theilt. (Die Theile von der Spitze
an gerechnet.) Man berechne das Volumen des Prismas, wenn
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seine Grundkanten 4, b, ¢, d und die Hbhe 4 des Kegels gegeben
sind 4=8,b=6,c=3,d=1, m:n=4:5 h=>52.

35. Die Grundflichen' eines Prismas, dessen Volumen gleich
V gegeben ist, seien zwei Schnittkreisen einer Kugel einbe-
schriebene Vierecke mit den Seiten a, b, ¢, d. Man berechne
den Radius der Kugel. V=240, a=11, =8, c =4, d==3.

Mit Kugel.

36. Ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen Kanten simmt- i *ogelm-

lich von gleicher L#nge sind, steht so in einem regelmissigen
Tetratder, dass seine untere Grundfliche in einer Fliche des
Tetratders liegt und die obere eine Schmittfigur desselben ist.
Man berechne das Volumen des Prismas aus der Kante a des
Tetratders. a =— 764§.

37. Die Ecken eines geraden quadratischen Prismas, dessen
Seitenkanten doppelt so lang als seine Grundkanten sind, liegen auf
den von zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten eines regelmissigen
Oktagders ausgehenden Kanten desselben. Man berechne dasVolumen
des Prismas aus der Oberfliche O des Oktaéders. O = 104,355.

38. Man berechne den Kubikinhalt eines dreiseitigen Pris-
mas, dessen Seitenkanten gleich ¢ und gegen die Grundfliche
unter dem Winkel @ geneigt sind, wenn die Grundfliche einem
Kreis mit dem Radius r einbeschrieben ist und die Winkel a, §
hat. @=9, p="71°18" 13", r=>5,8, a==>52"16', f=87°20".

39. Berechne das Volumen eines schiefen Prismas, dessen
Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck ist, wenn die Seite der
Grundfliche a@ = 24,8, eine der Seitenkanten s == 84,198, und
die Winkel, welche letztere mit den beiden anliegenden Grund-
kanten bildet, &= "72°24" 32", f§ = 83°35' 43" sind.

40. In einem geraden Prisma, dessem Grundfliche ein gleich-
schenkeliges Dreieck ist, habe man durch die ungleiche Seite der
Grundfliche einen ebenen Schnitt nach der gegentiberliegenden
Ecke gelegt. Man soll das Volumen des Prismas aus dem Um-
fang » der Grundfliche, dem Winkel & an der Basis der letzteren
und dem Winkel 8 an der Basis der Schnittfliche berechnen.
u=110, a = 61° 55" 39", B = 75°45'0".

41. Durch eine Kante in der Grundflliche eines Wiirfels ist
eine Ebene gelegt, welche gegen die Grundfliche unter einem
Winkel von & == 40" geneigt ist. Wieviel betragen die Volumina

der beiden hierdurch entstandenen Theile des Wiirfels, wenn der'

Flicheninhalt der Schnittfigur F= 76,603 ist?

8
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42. Den Inhalt eines Parallelepipedon aus drei zusammen-
stossenden Kanten und den von diesen gebildeten ebenen Winkeln
zu berechnen:

43. Den Inhalt eines Parallelepipedon aus drei zusammen-
stossenden Kanten und den Neigungswinkeln der Flichen an
diesen Kanten zu berechnen.

44. In einem Rhombo&der verhalte sich die kiirzere Diago-
nale einer Seitenfliche zu dey lingeren wie 1:2; man berechne
das Volumen desselben aus der Kante a.

45. Das Volumen eines Rhombotders aus dem Flichen-

" inhalt fund der ktirzeren Diagonale d einer Grenzfliche zu berechnen.

46. In einem geraden Parallelepipedon, dessen Volumen
gleich 2694,4 ist, seien zwei ebene Schnitte durch je zwei ein-
ander gegeniiberliegende Seitenkanten gelegt. Der Flicheninhalt
der einen Schnittfigur sei gleich 757, der Flicheninhalt der

anderen gleich 513,22. Die Hohe des Korpers sei gleich der -

Summe der Diagonalen der Grundfliche. Man berechne den
Neigungswinkel der beiden Schnittflichen gegen einander.

47. Den Kubikinhalt eines vierseitigen Prismas aus den
Grundkanten @, b, ¢, d, dem von den Seiten a, b eingeschlossenen
Winkel ¢ der Grundfliiche, der Seitenkante s und dem Neigungs-
winkel @ der letzteren gegen die Grundfliche zu berechnen.

=10, b=11, ¢=12, d=1T7, s=239, a= 50028 43",
@ = 200 21" 1”,94.

§.20. Die Pyramide.

1. Den Kubikinhalt einer Pyramide zu berechnen, deren
Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten @, b, und deren Hohe
gleich A ist. &) a=15, b =21, h=12; f) a = 0,13, b = 1,46,
h=>582; ) a=33}, b="1T4, h=2}. )

2. Ebenso, wenn die Grundfliche ein Quadrat mit dem In-
halt F ist, und alle Seitenkanten gleich a sind. @) F= 288 O™,
a=13"; B) F=21,78, a = 6,5; ) F =19,19, a = 16,72161;
6) Q== Vﬁ .

3. Die Pyramide zu Memphis hat eine Hshe von 73 Toisen;
die Grundfliche ist ein Quadrat, dessen Seite 116 Toisen
lang ist. Wie viel Kubikmeter Inhalt hat diese Pyramide?
1 Toise = 1,95™.
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4, Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkeliges
Dreieck mit den Katheten g, 6; die durch demn Scheitel seines
rechten Winkels gehende’ Seitenkante” stehe senkrecht zur Grund-
fliiche, die durch den anderen Endpunkt der Kathete @ gehende
Seitenkante sei gleich ¢. Wieviel Kubikinhalt hat die Pyramide?
a=23,85, b=2,50, ¢ =15,37.

5. Ein Goldschmied giesst eine dreiseitige Pyramide aus
Gold von dem specifischen Gewicht 19,325 und dem Werthe von
900 Thlr. fur das Kilogramm. Die Hhe der Pyramide ist gleich
4=, die Hthe ibrer Grundfliiche gleich 0,4*", und die ‘Grundlinie
der letzteren gleich 1,5, Wieviel ist die Pyramide werth?

6. Das Volumen einer Pyramide zu berechnen, wenn die
Grundfliche ein Dreieck mit den Seiten @, b, ¢ und die Hohe
gleich & ist. a=0,375, b=0,5, ¢ =0,625, h=0,6.

7. Ebenso, wenn die Grundfliiche ein regelmiissiges Sechseck
mit der Seite @ ist, und alle Seitenkanten gleich b sind. o) b =76,
a=22; ) b=129, a==383; p) b=22, a=1,1,

8. Ebenso, wenn die Grundﬂiiche ein Quadrat mit der Sextez“'c:';'z"t‘;“'
g und der Flicheninhalt eines durch die Spitze und eine Diago- Autganen.
nale der Grundfliche gelegten, zu letzterer senkrechten Schnittes
gleich F ist. a = 3,5355, F = 600,

9. Den Kubikinhalt einer geraden, regelmissig- dreiseitigen
Pyramide zu berechnen, wenn jede Seitenfliiche derselben viermal
80 gross als die Grundfliiche, und der Radius des der letzteren
einbeschriebenen Kreises gleich r ist.

10. Den Kubikinhalt einer Pyramide zu berechnen, deren
Hohe gleich 4, und deren Grundfliche ein einem Kreise einbe-
schriebenes Viereck mit den Seiten @, b, ¢, d ist. «) a =62,
b=51, ¢ =38, d=23, h=17; f) 23, 19, 17, 11, 21;
?7) 0315 0,915; 0,635; 1,265; 0,995.

11. Den Inhalt der Grundfliche einer Pyramlde aus 1hrem
Kubikinhalt ¥ und der Hohe 4 zu berechnen. ¥ ==15%, h==0,9.

12. Eine Pyramide aus Gusseisen, dessen specifisches Ge-
wicht 7,5 ist, wiege 1012,5 Kilogramm; ihre Grundfliche sei ein
Quadrat, dessen Seite 45° lang ist. Wie hoch ist die Pyramide?

13. Die Ecken eines Wiirfels, dessen Kante gleich a ist,
sind durch Ebenen abgestumpft, welche durch die Mitten der
jedesmal der Ecke anliegenden Kanten gehen. Man berechne den

Kubikinhalt des entstehenden Kubooktatders.
Remr, Aufgaben, II. 7
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Pyram.einer 14. In eine Kugel, deren Radius r = 10™ betriigt, ist

beschrisben.¢ine gerade. vierseitige Pyramide mit regelm#ssiger Basis, deren
Inhalt F == 128'C]™ ist, einbeschrieben; wie gross ist das Volumen
der Pyramide?

15. In eine Kugel mit dem Radius r ist eine gerade Pyra-
mide mit quadratischer Grundfiiche beschrieben, deren Hohe sich
zum Radius des der Grundfliche umbeschriebenen Kreises wie
m : n verhflt. Wie gross ist der Rauminbalt der Pyramide?
r=4,m:n=2:1.

Preamider 16. Von einer dreiseitigen Pyramide, deren Grundflsiche
gleichseitig ist, und deren Spitze senkrecht tiber dem Mittelpunkt
der Grundfiiche liegt, sei die Grundkante 4 und die Seitenkante
b gegeben. Durch die Mitte einer Seitenkante ist eine Ebene
senkrecht zu der Grundfliche gelegt, so dass der Durchschnitt in
derselben der gegentiberliegenden Grundkante parallel ist. Wie
gross sind die beiden Theile der Pyramide? a = 13,85641,
b=117.

17. Die Grundkanten einer dreiseitigen Pyramide sind simmt-
lich gleich a, die Seitenkanten simmtlich gleich &, Durch eine
auf der Grundfiiche senkrechte Ebene, deren Durchschnittslinie
in der Grundfliche einer Grundkante parallel ist, soll } des
Volumens ‘der Pyramide abgeschnitten werden. Wie theilt diese
Ebene die betreffende Seitenkante? & = 3,30192.

18. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck, ibre
Spitze liege senkrecht tiber dem Durchschnittspunkt der Diago-
nalen der Grundfliche. Die Pyramide soll durch eine Ebene,
welche durch eine Kante der Grundfliche geht, in zwei gleiche
Theile getheilt werden. In welchem Verhiltniss theilt der Schnitt
jede der gegeniiberstehenden Seitenkanten ?

19. Eine quadratische Pyramide, deren Seitenflichen gleich-
seitige Dreiecke sind, wird durch einen ebenen Schnitt, welcher
durch eine Grundkante und den Halbirungspunkt einer gegen-
iberliegenden Seitenkante geht, in zwei Theile zerlegt. In
welchem Verhtiltniss stehen die Volumina derselben zu einander?

20. Wenn zwei dreiseitige Pyramiden die Grundfliche ge-
meinschaftlich haben, so wird die Verbindungsstreécke ihrer Spitzen
von der Ebene der Grundfiiche im Verhiltniss der Volumina der
Pyramiden getheilt.

21. Jede Ebene, welche einen Flichenwinkel einer drei-




§.20.] Volumen der Pyramide. 99

seitigen Pyramide halbirt, theilt die gegeniiberliegende Kante der
letzteren im Verhdltniss der anliegenden Grenzflichen der Pyra-
mide, welche jenen\\FlichenwinkeD/einschliessen. (Kann u. a.
mitielst des vorigen Satzes bewiesen werden.)

22. Ein Korper besteht aus einem Wiirfel mit der Kante g Vermischtes.
und aus geraden Pyramiden, welche auf die Wiirfelflichen auf-
gesetzt sind. Wie gross ist der Rauminhalt des Kérpers, wenn
durch seine simmtlichen Eckpunkte eine Kugelfliche gelegt wer-
den kann ?

23. In der Spitze eines gleichschenkeligen Dreiecks, dessen
Grundlinie gleich b, und dessen Schenkel gleich @ ist, sei auf der
Ebene desselben eine senkrechte Gerade errichtet; wie gross sind
Oberfliche und Inhalt des dadurch bestimmten Tetrasders, wenn
die lingere Seitenkante ¢ gegeben ist? a = 89,01, b — 72,34,
c=99,88.

24, Wie gross ist eine Grundkante einer geraden, regel-
miissig-sechsseitigen Pyramide, wenn das Volumen derselben gleich
7V und eine Seitenkante zweimal so lang als eine Grundkante
ist? V=12,

25. Wieviel betriigt der Flicheninhalt eines der Grundfliiche
parallelen Schnitts in einer Pyramide, wenn der Abstand desselben
von der Grundfliche gleich dem dritten Theile der Hthe, diese
Hohe gleich A und der Kubikinhalt der Pyramide gleich ¥V ist?
V=29, h=0,4.

26. Von einem Wiirfel mit der Kante a sind alle Ecken
durch Ebenen derart abgestumpft, dass jede Kante von jedem
ibrer Endpunkte aus um dieselbe Strecke verkiirzt ist, und das
Volumen des iibrig bleibenden Kbtrpers gleich § des Wiirfels ist.
Wie lang ist jene Strecke? -

27. Die Halbirungspunkte der von den beiden Spitzen einer
dreiseitigen Doppelpyramide, welche von lauter gleichseitigen
Dreiecken begrenzt wird, ausgehenden Kanten seien die Eck-
punkte eines zweiten, und die Mittelpunkte jener Dreiecke seien
die Eckpunkte eines dritten Ko6rpers. Wie verhalten sich die
Volumina dieser beiden Korper zu einander und zu dem Volumen
der Doppelpyramide?

28. Innerhalb eines geraden Prismas sei eine Linie parallel
z den Seitenkanten desselben gezogen, und die Durchschnitis-
punkte dieser Geraden mit den Grundflichen des Prismas seien

7'
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die Spitzen zweier Pyramiden, deren Grundflichen wechselsweise
mit denen des Prismas zusammenfallen. - Wie verh#lt sich das
Volumen des beiden Pyramiden gemeinschaftlichen Raumtheils zu
dem Volumen des Prismas?

29. Das Volumen einer von zehn gleichschenkeligen Drei-
ecken begrenzten Doppelpyramide aus der Randkante ¢ und dem
Abstand b der beiden Spitzen zu berechnen.

30. Aus einem Wiirfel von Thon, dessen Kante gleich a ist,
soll eine gerade quadratische Pyramide geformt werden, deren
Hohe gleich # einer Grundkante ist. Wie lang wird letztere?

31. Eine regelmissig abgestufte Pyramide hat die quadratische
Grundfliche gleich a® und Stufen von gleichm#ssiger Hohe und
Breite » und l8uft so in eine Plattform mit dem Inbalt 4 3% aus.
Welches Volumen und welche H8he hat dieselbe, und um wieviel
hoher wire eine vollstindige Pyramide ohne Stufen bei gleicher
Basis und gleichem Rauminhalt? (Hohere arithmetische Reihe.)
a=_6", b=6" .

8 32. Die Gesammt-Oberfliche und das Volumen einer geraden
Pyramide zu berechnen, deren Grundfliche ein regelmiissiges
Neuneck ist, wenn ihre Hhe gleich 5 und der Umfang der
Grundfliche gleich u gegeben ist. & = 42,6245, u = 20,5068.

33. Von einer geraden dreiseitigen Pyramide sind eine
Seitenkante S 4 =s, die beiden ihr anliegenden Grundkanten
AB = ¢, AC = b, nebst den Winkeln BAC = &, S4B =9,
SAC = & gegeben; man berechne ihren Kubikinhalt.

34.  Die Grundfliche einer vierseitigen Pyramide ist ein
Parallelogramm, dessen Seiten a — 112,5, b = 43,5 einen Winkel
y = 117° 20" 33”",4 einschliessen. Die Hohe der Pyramide liegt
in einer Ebene, welche durch diejenigen Seitenkanten bestimmt
wird, die durch die nicht gemeinschaftlichen Endpunkte jemer
beiden Seiten gehen. Welches ist der Inhalt der Pyramide, wenn
diese beiden Seitenkanten bezliglich p = 100 und ¢ =146 sind?

35. In einer geraden Pyramide bildet die Grundfliiche, ein
regelmiissiges n-Eck mit der Seite a, mit einer Seitenfliche den
Winkel «; man suche ibren Rauminhalt. ' n — 24, a = 1,8757,
« = 67°11",

36. Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein rechtwinkeliges
Dreieck, dessen Hypotenuse gleich ¢, und worin ein Winkel gleich
a ist. Eine Seitenkante derselben habe die Linge / und sei gegen
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die Grundfiiche unter einem Winkel gleich ¢ geneigt. Welches
ist das Volumen der Pyramide? c¢= 19,9941, « = 21°48’ 30",
1=45,0290, @ ='54°10"46",7.

37. Das Volumen einer geraden Pyramide mit quadratischer
Grundfiiche sei gleich ¥, der Neigungswinkel der Seitenkanten
gegen die Grundfliche gleich «. Wie gross sind die Kanten?
V=158,7178, a =680 9" 24",

38. Bei einer vierseitigen Pyramide mit rechtwinkeliger
Grundfiiche sei jede Seitenkante gleich s, ihr Neigungswinkel
gegen die Grundfliiche gleich &, das Volumen der Pyramide gleich
V. Wie gross sind die Kanten der Grundfliche? s=2,07452,
a=29°39" 20", ¥ = 2,05286.

39. Der Inhalt einer regelmiissig-nseitigen Pyramide mit
der Grundkante @ sei gleich V7 gegeben. Wie gross ist der
Neigungswinkel einer Seitenkante gegen die Grundfliche? :

40. Eine Kugel mit dem Radius B sei in der Entfernung
1R vom Mittelpunkt durch eine Ebene geschnitten, der Schnitt-
figur sei ein regelmissiges Sechseck einbeschrieben, und fiber
letzterem sei in dem grdsseren Kugelabschnitt eine gerade Pyra-
mide construirt, deren Spitze in der Kugelfliche liegt. Man be-
rechne das Volumen der Pyramide und die Winkel ihrer Seiten-
flichen gegen die Grundfliche. R = 4.

41. Die Kante eines Wiirfels sei gleich . Man hat den
Mittelpunkt einer Fliche mit den Eckpunkten der ihr parallelen
Fliche verbunden, und es soll das Volumen der hierdurch be-
stimmten Pyramide, ihre Oberfliiche und ihre Flichenwinkel be-
rechnet werden. :

42. Ebenso, wenn die Spitze der Pyramide der Mittelpunkt
des Wiirfels ist.

43. Ebenso, wenn die Spitze der Pyramide ein Eckpunkt
der ihrer Grundfliche parallelen Wiirfelfliche ist.

44. Ein gerades Prisma, dessen Grundfliche ein gleich-
seitiges Dreieck ist, werde durch eine Ebene, welche von einer
Grundkante aus unter einem Winkel gleich & gegen die Grund-
fiiche ansteigt, so getheilt, dass die dadurch abgeschnittene Pyra-
mide % Kubikdecimeter Inbalt bekommt. Wie gross ist die
Durchschnittsfigur, wie gross die Oberfliche der abgeschnittenen
Pyramide und der Radius der ibr einbeschriebenen Kugel? & = 4,
¢=154044"6",7.
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45. In einer dreiseitigen Pyramide sei die Hohe gleich A
gegeben, der Fusspunkt derselben sei der Mittelpunkt des der
Grundfliche einbeschriebenen Kreises, der Umfang der Grundfliche
sei gleich 4 und die Seiten derselben verhalten sich wie p:¢:r.
Man berechne a) das Volumen der Pyramide, b) die Oberfliche
derselben, ¢) die Neigungswinkel der Seitenflichen gegen die
Grundfiiche. A =6, 4y =120, p:q:r=1>5:12:13.

§. 21. Die abgestumpfte Pyramide.

Fir sich. ¢ 1. Man berechne den Kubikinhalt einer abgestumpften Pyra-
mide aus den Grundflichen G, g und der Hohe A fir ) G =
440" g=810"h=17"; ) 6 = 24,3,9 = 7,5, h=19;
y) 6 = 0,84, g = 0,21, h = 0,09.

2. Ebenso aus den Grundflichen G, g und der Hohe p der
Ergtinzungspyramide. @) ¢ = 302400, g = 21 O™, p = 27™;
B) 6 = 1,089, g = 0,9, p = 05; y) 6 = 63,99, g = 0,79,
p = 20,34.

3. Den Kubikinhalt einer abgestumpften dreiseitigen Pyra-
mide aus den Seiten a, b, ¢ der grisseren Endfliche, der zur
Seite @ homologen Seite @, der kleineren Endfliiche und der Linge
d der einander gleichen Seitenkanten zu berechnen. a = 5,
b=25, c=6, d=0,8125, a, = 44.

4. Eine abgestumpfte Pyramide hat zu Endflichen zwei
gleichseitige Dreiecke mit den Seiten @ = 12 und b = 33, und
eine H8he 4 = 2,3094. Wie gross ist der Inhalt des Stumpfes,
und wie gross die Hohe der Ergiinzungspyramide?

5. Aus dem Kubikinhalt V einer abgestumpften Pyramide,
ihrer H5he A und dem Inhalt G der einen Grundfliche den In-
halt der anderen zu berechmen. @) ¥V = 375 Kubikmeter,
G =192 O™ h = 5™; B) V =1204,785, G = 295,84, h = 1,5.

6. Aus dem Kubikinhalt ¥V einer abgestumpften Pyramide
und den Flicheninhalten &, g ihrer Grundflichen das Volumen
der Erghinzungspyramide zu berechnen. & = 1,44, g = 0,81,
V = 5,13.

7. Das Volumen einer abgestumpften geraden vierseitigen
Pyramide mit rechteckigen Grundflichen sei ¥ = 630 Kubik-
decimeter, ihre Hohe %2 = 15®, der Umfang der unteren Grund-
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fliche U = 40%*, der Umfang der oberen u = 10*. Wie gross
sind die Kanten der Pyramide?

8. Das Volumen' einer ‘abgestumpften Pyramide betriigt
V = 1,720 Kubikmeter, der Inhalt der grosseren Endfliche
G =18 O™ die Héhe & = 2™ 4. Wie gross ist das Volumen
der Ergtinzungspyramide?

9. Wieviel betriigt das Volumen einer vollstindigen Pyra-
mide mit der Grundflliche G und einer derselben parallelen Schnitt-
ebene gleich ¢, wenn der durch letztere abgeschnittene Stumpf
den Kubikinhalt ¥ hat?

10. Bei einer abgestumpften Pyramide sei die Hthe % =1,5",
die Summe der beiden Endflichen S = 4,58 (], das Volumen
V = 3,395 Kubikdecimeter. Wie gross sind dic Endflichen, die
Héhe der Erglinzungspyramide und das Volumen der vollstdndigen
Pyramide? Zweites Zahlenbeispiel: A = 20, S = 300, ¥ = 2960.

11. Das Volumen einer abgestumpften Pyramide mit der
Héhe h sei gleich V, die Differenz der Flicheninhalte der End-
flichen gleich d. Wie gross sind diese Endflichen?

12. Eine abgestumpfte quadratische Pyramide aus Granit
wiege p = 11388 Kilogramm, ihre Hthe betrage % = 2,5108
Meter, die untere Kante @ = 1,5693 Meter. Wie gross ist die
obere Kante, wenn das specifische Gewicht des Granits s = 2,6 ist?

13. Eine abgestumpfte, gerade, quadratische Pyramide von
Sandstein, dessen specifisches Gewicht 2,5 ist, wiege 9620 Kilo-
gramm, ihre Hohe sei gleich 2,4 Meter, und die Kante der un-
teren Grundfliiche sei um 7 Decimeter linger als die der oberen.
Wie lang sind die Kanten und wie gross die Seitenflichen dieses
Kérpers ?

14. Den Rauminhalt einer abgestumpften geraden, regel-
méssig-fiinfseitigen Pyramide aus dem grossen Halbmesser r der
unteren, dem grossen Halbmesser @ der oberen Endfliche und
der Seitenlinie s zu berechnen. r =4, g =1, s =25,

15. Eine Pyramide wird durch einen zu der Grundfliche Theilun
parallelen Schnitt, dessen Inhalt sich zu dem der Grundfliche wie 332.':::;“2.
m? : n? verhlt, getheilt. Wie verhalten sich die Kubikinhalte der ™™™
beiden Theile zu einander? (Zahlenbeispiel beliebig.)

16. In welchem Verhiltniss muss die Hohe einer Pyramide

durch einen der Grundflliche parallelen Schnitt getheilt werden,
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damit die abgeschnittene Pyramide den n“* Theil der ganzen be-
trage? n =8.

17."'Eine’ Pyramide" ist durch eine zur Grundfliiche parallele
Ebene halbirt worden. In welchem Verhiiltniss steht a) die Hohe
der gegebenen Pyramide zur Hohe der Ergiinzungspyramide, b) die
Hthe der letzteren zu der Hohe des Stumpfs?

18. Eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundfiiche,
den Grundkanten b, ¢ und der Seitenkante @ soll durch eine
Ebene parallel mit der Grundfiiche halbirt werden. In welchem
Abstand von der Spitze ist der Schnitt zu legen? b =4, ¢ = 3,
a = 3,6496.

19. Eine A = 7™ hohe Pyramide soll durch zwei Ebenen,
die mit ihrer Grundfiiche parallel sind, in drei gleiche Theile ge-
theilt werden, Wie hoch ist jeder dieser Theile zu nehmen ?

20. In welchem Verh#ltniss wird eine abgestumpfte Pyra-
mide, deren Endfiichen regelmissige Polygone mit den Seiten &,
b sind, durch einen den Endfiichen parallelen, die Hohe halbirenden

chnitt getheilt? a =4, b = 5.

21. Eine abgestumpfte Pyramide, deren Endflichen Quadrate
it den Seiten a, b sind, soll durch einen zu der Grundfliche
wrallelen Schnitt halbirt werden. In welchem Verhaltniss wird
ie H8he durch denselben getheilt?

22. Aus einer Pyramide von gegebener Grundfliche G und
She H soll durch zwei zur Grundfliche parallele Ebenen ein
ltick herausgeschnitten werden, dessen Hohe 2 und Volumen ¥V
sgeben sind. Man berechne den Abstand des unteren Schnitts von
s Grundfliche. G = 6250", H = 50™, ¥V = 336 Kubikm.,
= 12"‘.

23. Zwei gerade Pyramiden von gleichem Volumen haben
t Grundfilichen Quadrate, deren Seiten bezliglich einander
wrallel sind, und von denen das eine einem Kreise umbeschrie-
m, das andere demselben Kreise einbeschrieben ist. Man soll
1s dem Radius dieses Kreises und der Hthe der letzteren Pyra-
ide das Volumen des beiden Kdrpern gemeinsamen Stiicks be-
«chnen.

24. Zwei gerade quadratische Pyramiden haben ihre Hohen
. derselben Geraden, ihre Grundflichen in dérselben Ebene und
sgen auf derselben Seite dieser Ebene; die Kanten der Grund-
iche der einen sind paarweise den Grundkanten der anderen
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parallel und doppelt so lang als diese, die Hbhe der ersteren
dagegen ist halb so gross als die Hohe der letzteren. Man be-
rechne das Volumen''des’ den'beiden-Pyramiden gemeinschaftlichen
Korperstiicks aus der Grundkante @ und der Seitenkante b der
ersteren. a = 24, b = 17.

25, Aus einem abgestumpften Kegel mit der HShe A und Mit Kegel.
den Radien R und r soll eine mdglichst grosse abgestumpfte
quadratische Pyramide herausgeschnitten werden. Wieviel betrigt
das Volumen derselben?

26. Eine gerade Pyramide, deren Hohe gleich % ist, habe Mit Kugel
zur Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten a, . TUeber dem
der Grundfliche umbeschriebenen Kreis sei mit dem Radius des-
selben eine Halbkugel construirt, und durch drei Durchschnitts-
punkte der letzteren mit den Seitenkanten der Pyramide sci eine
Ebene gelegt. Man soll das Volumen des zwischen dieser Ebene
und der Grundfliche liegenden Theils der Pyramide berechnen.
a=36,b=15,h=14.

27. Die Endpunkte der von zwei gegenilberliegenden Eck- Mit regelm.

olyedern.
punkten eines regelmissigen Ikosagders auslaufenden Kanten be-
stimmen zwei congruente regelmissige Fiinfecke mit parallelen
Ebenen, Das eine dieser Finfecke sei die Grundfliche, der ent-
ferntere jener beidem Eckpunkte die Spitze einer von der Ebene
des anderen Fiinfecks geschnittenen Pyramide. Man berechne das
Volumen des zwischen beiden Ebenen liegenden Pyramidenstumpfs
aus der Kante a des Ikosa&ders. \

28, Aus der Kante a eines regelmiissigen Pentagonaldode-
kagders das Volumen einer abgestumpften Pyramide zu bestimmen,
deren Endfiichen eine Grenzfliche des Polyeders und derjenige
ebene Schnitt desselben sind, welcher durch die Endpunkte der .
finf von jemer Grenzfliche ausgehenden Kanten bestimmt ist.

29. In einem Prisma sei eine zu. den Seitenkanten paralleleMit Prismen.
Gerade gezogen, welche die eine Grundfliche in einem Punkte 4,
die andere in einem Punkte B schneidet. Von jedem dieser Punkte
aus seien Strahlen durch alle Eckpunkte der zugehdrigen Grund-
fliche gezogen, und man habe die von A ausgehenden Strahlen
wwischen 4 und dem betreffenden Eckpunkt, die von B ausgehen-
den auf den Verlingerungen iiber die Eckpunkte hinaus, simmtlich
in gleichem Verh#ltniss m : # getheilt, die Theilpunkte in jeder
der beiden Grundfiichen den Seiten der letzteren entsprechend
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verbunden und die entstandenen Figuren zu Grundflichen einer
abgestumpften Pyramide gemacht. Fiir welche Werthe von m:n
betriigt der Imhalt der letzteren £} des Inhalts des Prismas?

30. In der oberen Grundflliche eines dreiseitigen Prismas
seien die Halbirungspunkte der Seiten mit einander durch gerade
Linien verbunden, in der Ebene der unteren Grundfliche sei
durch jeden Eckpunkt der letzteren die Parallele zu der gegen-
tiberliegenden Seite gezogen; man erh#lt so zwei Dreiecke, welche
zu Grundflichen einer abgestumpften Pyramide gemacht werden
kénnen. Es sei nun aus letzterer dasjenige Korpersttick heraus-
geschnitten, welches sie mit dem Prisma gemeinschaftlich bat;
wie verhilt sich der Rauminhalt des tibrig bleibenden Korpers zu
dem des Prismas?

31. Man berechne den Rauminhalt einer abgestumpften
dreiseitigen Pyramide, wenn die Kanten der unterem Grundfiiiche
beztiglich gleich a, b, ¢, die der Kante a entsprechende der
oberen Grundfliche gleich a,, die Linge einer Seitenkante gleich s
und der Neigungswinkel der letzteren gegen die Grundfléiche gleich
@ gegeben ist. a4 =10, b =4}, c =10}, a, =2, s =128,
@ = 63°14".

32. Eine abgestumpfte gerade Pyramide hatte zu Endfléichen
Quadrate von beztiglich a? und 4? Quadratmeter Inhalt, und das
Volumen derselben betrug V Kubikmeter. Unter welchem Winkel
waren die Seitenkanten, unter welchem die Seitenflichen gegen
die Grundfliiche geneigt? @ =8, b =4, V = 336.

33. Eine abgestumpfte Pyramide habe zur Grundfliche ein
Dreieck mit den Seiten @ = 5,6, b = 4,5, ¢ = 4; der Seite 4
entspreche in der anderen Endfliche eine Kante von der Linge
a,=3,5; das Volumen des Pyramidenstumpfs betrage V"= 35,6795.
Unter welchem Winkel ist eine Seitenkante desselben, welche die
Linge d = 10,6587 hat, gegen die Grundfliche geneigt?

34. In eine Kugel mit dem Radius r ist eine abgestumpfle
Pyramide, deren Endflichen regelm#issige Achtzehnecke sind, und
deren gréssere Endfliche eine Kante gleich a hat, so gestellt,
dass ihre Eckpunkte simmtlich auf der Kugelfliche liegen; die
Hthe des Stumpfes ist gleich 2. Wie gross ist sein Volumen?
r =3}, a=0,70848, h = 5,76.

35. Um eine abgestumpfte, gerade, regelmissig-neunseitige
Pyramide ist ein vollstindiger Kegel beschrieben, dessen der
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grosseren Grundfliche der Pyramide umbeschriebener Grundkreis
den Badius r hat, und dessen Seitenlinie nmal so lang als eine
Seitenkante des Pyramidenstumpfs und gegen die Grundfi§che unter
dem Winkel ¢ geneigt ist. Man berechne das Volumen der ab-
gestumpften Pyramide. r = 11,699, n — 3, ¢ = 60° 14’ 20".

§ 22. Die regelmissigen Polyeder.

1. Man berechne den Kubikinhalt fir jedes der regel- «
méssigen Polyeder aus der Kante a.

2. Ein regelmissiges Tetradder habe mit einem regel- Tetrasder,
missigen Oktasder gleiche Oberfliiche; wie verhalten sich ihre Worfelfur -
Kubikinhalte zu einander?

3. Aus einem regelm#ssigen Tetradder mit der Kante a soll
ein gleichgrosser Wirfel geformt werden; wie gross wird die
Oberfliiche des letzteren? a = 8,3268.

4. Das Volumen eines regelmiissigen Tetra#ders aus der
Hohe A desselben zu berechnen. % = 8,3268.

5. Das Volumen eines regelmissigen Tetra¥ders aus dem
Umfang u des seiner Grundfiliche umbeschriebenen Kreises zu be-
rechnen. % = 69,6733.

6. Die Kante eines Wiirfels sei gleich a. Wie gross ist
das Volumen eines regelmiissigen Tetratders, dessen Kanten Dia- -
gonalen der Wirfelflichen sind?

7. Die Oberfliiche eines regelmiissigen Oktadders aus seinem
Volumen ¥ zu berechnen. P = 43,465.

8. Wie gross ist das Oktatder, dessen Eckpunkte die
Mittelpunkte der Flichen eines Wiirfels sind, dessen Kante gleich
a ist?

9. Ein regelmissiges Oktaéder habe mit einem Wiirfel
gleiche Oberfliche; wie verhalten sich die Volumina der beiden
Kérper zu einander?

10. Den Kubikinhalt eines regelm#ssigen Okta&ders zu be-
rechnen, welches einer Kugel mit dem Radius 7 umbeschrieben ist.

11. Den Kubikinhalt eines Kubookta&ders aus der Kante a
2 berechnen. ' .

12. In einen Wiirfel sei ein regelm#ssiges Tetratder con-
struirt, so dass ein Eckpunkt des letzteren auf einem Eckpunkt
des Wtirfels und die tibrigen Tetrader-Kcken auf den von der
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gegeniliberliegenden Wiirfol-Ecke ausgehenden Flichen-Diagonalen
liegen. Wie verhalten sich die kubischen Inhalte beider Korper
zu einander?

13, Die Anzahl der Meter der Summe aller Kanten plus
der Anzahl der Quadratmeter der Oberfliche plus der Anzahl der
Kubikmeter des Inbalts eines Witirfels betrigt 100. Wie gross
ist die Kante desselben? (Die reducirte Gleichung wird eine reine
kubische.)

14. An einem Wiirfel, einem regelmissigen Tetrasder und
einem regelmiissigen Oktasder ist jede Kante a = 71. Wie gross

. ist die Kante des regelm#ssigen Tetra¥ders, dessen Volumen der

Summe der Volumina dieser drei Korper gleich ist?

15. Die Hthe eines regelm#ssigen Tetrasders werde iiber
die Grundfliche verlingert, und von einem Punkte der Ver-
lingerung werden gerade Linien durch die Eckpunkte der Grund-
fliche bis zu einer parallel zu dieser durch die Spitze gelegten
Ebene gezogen. In welchem Abstand von der Grundfliche ist
der Punkt anzunehmen, damit die hierdurch bestimmte Pyramide
das Sechsfache des Tetra&ders werde?

e 16. Wie verhilt sich der Rauminhalt eines regelmiissigen
Kugel. Tetrasders, welches einer Kugel mit dem Radius r einbeschrieben

ist, zu dem Rauminhalt eines derselben Kugel umbeschriebenen
regelméssigen Tetra&ders?

17. Dieselbe Aufgabe fiir &) ein Oktader, b) ein Ikosasder,
¢) ein Hexadder, d) ein Pentagonaldodekasder.

18. Aus dem Kubikinhalt V eines regelmiissigen Oktasders
den Kubikinhalt eines regelmissigen Tetradders zu berechnen,
welches sich mit jenem derselben Kugel einbeschreiben lisst.
V = 1000.

19. Ein regelmissiges Tetra¥der und ein regelmissiges
Oktasder sollen dieselbe innere Bertihrungskugel haben. Man
drticke die Volumina beider Korper durch den Radius dieser
Kugel aus und bestimme ihr Verh#ltniss.

20, Wie gross ist der Radius einer Kugel, fiir welche das
um dieselbe beschriebene regelmissige Oktatder denselben Raum-
inhalt hat, wie das in eine Kugel mit dem Radius r beschriebene
regelmiissige Tetradder? r = 6,31.

21. In eine Halbkugel vom Radius 7 hat man einen Wiirfel,
in diesen eine Kugel und in letztere ein regelmissiges Tetrader
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einbeschrieben. Man soll die Oberfliche ‘'und das Volumen des
letzten Korpers berechnen,

22. Um einen 'Wirfel 'mit der Kante @ sei eine Kugel be-
schrieben, um diese ein regelmissiges Tetradder, um dieses wieder
eine Kugel und um diese Kugel endlich ein regelm#ssiges Oktasder.
Wie gross ist der Kubikinhalt dieses Oktatders? a = %.

23. In eine Halbkugel mit dem Radius r hat man einen
Wiirfel, in diesen eine Kugel, um diese ein regelmi#ssiges Okta-
tder, um letzteres wieder eine Kugel und um diese endlich ein
regelm#ssiges Tetragder beschrieben. Wie gross ist der Inhalt des
Tetragders ? -

24. Wie verhalten sich die Volumina zweier Wiirfel zu ein-E::l:?gf;::
ander, welche demselben regelm&#ssigen Oktatder so einbeschrieben
werden konnen, dass die Eckpunkte des einen auf acht Kanten
des Oktagders liegen, wihrend die Eckpunkte des anderen die
Mittelpunkte der Oktadderflichen sind?

25. Um die drei Eckpunkte einer Seitenfliche eines regel-
missigen Oktadders sind mit der Kante desselben als Radius
Kugeln beschrieben; ein Durchschnittspunkt der drei Kugelfiichen
sei die Spitze einer auf jemer Seitenfliiche als Grundfliiche stehen-
den Pyramide. Welches sind die Dimensionen der letzteren, und
wie verhlt sich ihr Volumen zu dem des Oktasders?

26. In ein regelmiissiges Oktasder sei ein Korper gestellt,
dessen Eckpunkte die Mittelpunkte der Okta&derflichen sind; in
diesen Korper sei auf gleiche Weise ein dritter construirt, in den
dritten ein vierter, u. s. f. bis in’s Unendliche. Wie verhilt sich
das Volumen des Oktagders zur Summe der Volumina der fol-
genden Klsrper?

27. Ein regelm#ssiges Tetraéder sei durch zwei zu emeﬂh::rlx  des
seiner Flichen parallele Ebenen in drei gleiche Theile getheilt;
wie verhalten sich die Oberflichen dieser Stiicke zu einander?

28. Durch die Spitze eines regelmissigen Tetragders mit
der Kante @ sei eine Ebene senkrecht auf die Grundfiiche gelegt,
80 dass ihre Durchschnittslinie mit dieser einer Grundkante parallel
ist. Wie gross sind die beiden Theile des Tetragders?

' 29. Der Radius des Kreises, welcher sich um die Grund-
fiiche eines regelmissigen Tetradders beschreiben lisst, sei ge-
geben. Man berechne die Entfernung von der Spitze des Tetra-
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&ders, in welcher man durch dasselbe eine Ebene parallel der
Grundfliche so legen kann, dass sie das Tetra&der halbirt.

Dodekaéder. 30.VIn Dein) 'regelmiissiges Pentagonaldodekasder kann man
einen Wiirfel so hineinstellen, dass die Wiirfelkanten Diagonalen
der Dodeka&derfiichen werden. Wie verhalten sich die Volumina
beider Korper zu einander?

31. In jedes regelmissige Pentagonaldodekatder lisst sich
eine regelmiissig - zehnseitige Doppelpyramide beschreiben, deren
Spitzen in den Mittelpunkt, und deren andere Eckpunkte auf
einen grossen Radius je einer Grenzfliche des Dodeka&ders fallen.
Wie verhalten sich die Volumina der beiden Ko6rper zu einander?

32. Die Kante eines regelmissigen Pentagonaldodeka&ders
sei gleich @ gegeben; wie gross ist der Inhalt des regelmiissigen
Tetrasders, welches mit dem Dodeka&der gleiche Oberfliiche hat?

Dodekasder 33. Die Schwerpunkte der Flichen eines regelmissigen

kosasier. Ikosagders sind die Eckpunkte eines regelmiissigen Pentagonal-
dodekadders. Wie verhalten sich die Volumina beider Korper zu
einander ?

34. Wie verhdilt sich -das Volumen eines regelmissigen
Pentagonaldodekatders zu dem Volumen desjenigen Ikosa#ders,
welches von dén durch die Endpunkte der Kanten je einer Ecke
des ersteren bestimmten Ebenen eingeschlossen wird?

35. Wie verhdilt sich das Volumen eines regelmissigen
Ikosatders zu dem Volumen desjenigen Pentagonaldodeka&ders,
welches nach Aufgabe 10 in §. 13 zu demselben construirt wer-
den kann?

36. Durch eine Grundkante eines regelmissigen Tetrasders
sei eine Ebene unter dem Neigungswinkel a gegen die Grund-
fliche gelegt; der Flicheninhalt der Schnittfigur sei gleich F.
Wie gross ist das Volumen des Tetradders? a = 9° 15" 52,8,
F = 26,183.

37. Auf jede Fliche eines regelmiissigen Oktatders als
Grundfiiche sei eine gerade Pyramide aufgesetzt, deren Seiten-
flichen mit der zugehdrigen Grundflliche simmtlich den Winkel
o bilden. Wie gross ist das Volumen des ganzen so entstandenen
Korpers? a =9, a ==57%45" 51"4.

38. Wie gross muss in der vorigen Aufgabe der Winkel «
sein, damit das Volumen des entstandenen Korpers das Doppelte
des Volumens des Okta&ders betrage?
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§. 23. Der Cylinder.

1. Den Kubikinhalt''eineés' -Cylinders aus dem Radius r & Farsich.

seiner Grundfiiche und aus seiner Hthe % zu berechnen fiir
o) r = 2,38805, h = 42,7; f) r = 2,34963, h = 57,6;
p) r = 1,60337, h = 0,5625.

2. Ein cylindrisches Geftiss hat im Lichten einen Durch-
messer von 30" und eine Tiefe von 40™. Wieviel Liter fasst es?

3. Ein Brunnen hat einen Durchmesser von 1,6 Meter.
Wieviel Hektoliter Wasser sind in demselben, wenn das Wasser
darin 3,2™ hoch steht?

4, Der Umfang der Grundfliche eines Cylinders betrigt
% =10", geine Hohe A= 7,1°"; wieviel betriigt sein Kubikinhalt?

5. Ein Quartblatt Papier ist @™ breit und ™ hoch. Man
kann damit den Mantel eines Cylinders von a™ Hohe oder den
Mantel eines solchen von b™ Hohe bekleiden. Wie verhalten sich
die Volumina dieser beiden Cylinder?

6. Aus dem Kubikinhalt ¥ eines Cylinders und dem Radius
r seiner Grundfliche seine Hohe zu berechnen. «) V = 20,644,
r=148; B) ¥V = 23779, r = 43,5. ) Ein cylindrisches Liter-
mass habe 92™ Durchmesser; wie hoch ist es?

7. Aus dem Kubikinhalt ¥V und der Hthe % eines Cylin-
ders den Umfang seiner Grundfiliche zu berechnen. = 272856,

= 21,43.

8. Aus dem Kubikinhalt 7 eines Cylinders und dem Ver-
hiltniss seiner Hohe zum Durchmesser seiner Grundfliiche gleich
m:n diese beiden Linien selbst zu berechnen. V = 474%,
mine=3:5.

9. Verktirzt man die HShe eines Cylinders unter Beibe-
haltung der Grundfiiche um 0™, so verringert sich sein Raum-
inhalt um 4 Kubem.; verkleinert man aber den Radius der Grund-
fiche unter Beibehaltung der urspriinglichen H&he um &™, so
verringert sich sein Rauminhalt um B Kubem. Wieviel betrigt
das Volumen des anflinglichen Cylinders? 0 = 11,3, & = 1,
4=355, B=192.

10. Ein Cylinder hat den Grundflichen-Radius r und die
H8he 4. Verkleinert man das eine Mal den ersteren um eine ge-
wisse Grdsse, und vermindert man ein anderes Mal die letztere
um die gleiche Grdsse, so soll in dem einen Falle der neu ent-
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stehende Cylinder dasselbe Volumen haben, wie in dem anderen.
Wieviel muss jene Grdsse betragen? r =6, &= 5.

11//V\'Vergrdssert’ 'man | den Radius eines gewissen geraden
Cylinders um eine bestimmte Grdsse x und vermindert gleich-
zeitig die HShe um dieselbe Grosse, oder vermindert man den
Radius und vergriissert gleichzeitig die Héhe um dieselbe, so hat
in beiden Fillen der neue Cylinder } des Rauminhalts des ur-
spriinglichen. Wie verhiilt sich der Radius des letzteren zu seiner
Hthe, und wie gross ist x?

12. Die Formel fiir das Volumen eines Cylinders &ndert
ihren Werth nicht, wenn an Stelle des Radius die Summe oder
die Differenz des Radius und einer bestimmten Gpdsse x, und
gleichzeitig an Stelle der Hthe beztiglich die Differenz oder Summe
der Hthe und derselben Grosse x tritt. Wie verhiilt sich der
Radius zur Hohe, und welchen Werth hat die Grésse x?

13. Man berechne den Kubikinhalt einer cylindrischen Rghre
aus den Radien B, r und der Hthe A, R = 12, r = §,
h = 3,1831.

14. Aus dem Volumen V der Wand einer cylindrischen
Rthre, dem grosseren Radius R und der Hthe 2 die Dicke der-
selben zu berechmen, ¥V = 175,9292, R =5, h = 3,5.

15. Aus dem Mantel und dem Volumen eines geraden
Cylinders seine Hohe und den Radius seiner Grundfliche zu be-
rechnen. ) ¥ = 37,6991 O™, V== 37,6991 Kubm.; f) ¥=2a?;
V=a% .

16. Wieviel betrfigt das Volumen eines geraden Cylinders,
dessen Hihe gich zu seinem Durchmesser wie m : n verhiilt, und
dessen Mantel gleich M ist? m:n=3:2, M= 91,016.

17. Wie gross ist die gesammte Oberfliche eines geraden
Cylinders, dessen Hohe sich zu seinem Durchmesser wie m:n
verhiilt, und dessen Volumen gleich ¥ ist? m:n = 1:2,
V = 64m.

18. Man berechne das Volumen eines geraden Cylinders
aus seiner Mantelfliche M und seiner Gesammt-Oberfliche O.
M = 1000, O = 1025,1327.

19. Der Mantel eines geraden Cylinders betrage ebensoviele
Quadratmeter, als sein Volumen Kubikmeter betrigt; wie gross
ist der Durchmesser seiner Grundfliche?

20. Aus den Minteln zweier geraden Cylinder von gleichen
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Hohen, deren Volumina beztiglich gleich ¥ und ¥V, sind, soll
durch Zusammenfiigen dergselben der Mantel eines dritten solchen
Cylinders gebildet werden. Man berechne das Volumen desselben.
V=075, V, = 0,48.

21. Der Mantel eines geraden Cylinders bilde in eine Ebene
sufgerollt ein Quadrat, dessen Diagonale gleich d gegeben ist.
Man soll den Inhalt eines Axenschnitts und das Volumen des
Cylinders berechnen. '

22. Eine Walze aus Kork, deren Grundflichen-Radius gleich spec. Gew.
r ist, soll der L¥nge nach durch eine concentrische Cylinder-
fiiche so ausgebohrt werden, dass sie, nachdem die Hohlung
durch eine genau in dieselbe passende Walze von Blei ausgefullt
worden, auf Wasser gelegt, zur Hilfte einsinke. Welchen Radius
muss die Walze aus Blei haben? Specifisches Gewicht des Korkes
gleich 0,24, des Bleies gleich 11,33, r = 36,77.

23. Ein gerader Cylinder, dessen Grundfiiche 17 Quadrat-
decimeter und dessen Gewicht 284 Kilogramm betriigt, sei von
oben bis zur Mitte seiner HShe so ausgehthlt, dass die Wand
des Restes tiberall die Dicke 7° hat. Darauf sei die Hhlung
mit Oel gefullt worden. Wieviel wiegt dann das Ganze, wenn
das specifische Gewicht des Oels 0,9 und dasjenige des Stoffes,
aus welchem der Cylinder angefertigt ist, 3,4 betriigt?

24. Eine RShre von Kupfer ist a = 1,2™ lang und wiegt
p =90 Kgr. Ihr #usserer Durchmesser betriigt d = 0,75™. Wie
dick ist die Wandung derselben, wenn das specifische Gewicht
des angewendeten Kupfers s = 9 ist, und wieviel Kilogramm
Wasser kann die Rohre aufnehmen?

25. Ein quadratischer Brunnenschacht, dessen Seitenkante Mit Poly-
gleich @ und dessen Tiefe gleich A ist, soll ausgemauert werden, )
80 dags die cylindrische Mauner im Lichten einen Durchmesser gleich
d habe, Man berechne den Kubikinhalt des Mauerwerks. @ —10,1;
d = 8,885582; h = 10.

26. Um ein gerades, rechtwinkeliges Parallelepipedon, des-
sen Kanten sich wie 1:10:24 verhalten, lassen sich drei ge-
rade Cylinder beschreiben. Wie verhalten sich ibre Miintel, wie
ihre Oberflichen, und wie ihre Volumina zu einander?

27. Ein Cylinder mit horizontaler Grundfiiche, deren Radius
gleich r gegeben ist, sei bis zu einer gewissen Hshe mit Wasser

gefillt. Um wieviel wird das Wasser in dem Cylinder steigen,
RemT, Aufgaben. II. 8
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wenn man ein regelmiissiges Tetrasder himeinwirft, dessen Kante
gleich a ist, und welches ganz in dem Wasser untersinkt?
a=5,r=4.

Mit Kugel. 28. Wie gross ist der Kubikinhalt eines Cylinders, dessen
Grundflichen die Parallelkreise von 30° nérdlicher und 30° stid-
licher Breite auf einem Globus sind, wenn der Radins der Kugel
gleich r ist?

29. Wie gross ist das Volumen eines Cylinders, welcher
einer Kugel einbeschrieben wurde, deren Radius gleich r ist, und
deren Oberfliche sich zu derjenigen des Cylinders wie m : n ver-
hilt? r=8, m:n=12:5,

l{j;l;%zl:l- 30. Wie verhalten sich die Volumina zweier geraden Cylin-
der zu einander, deren einer durch die vier Eckpunkte eines regel-
miissigen Tetrasders so gelegt ist, dass zwei gegentiberliegende
Tetra&derkanten Durchmesser in seinen Grundflichen sind, wihrend
der andere einen Witirfel mit derselben Kante so umgiebt, dass
vier Eckpunkte des letateren in Durchmessern seiner Grundfliicken,
die vier anderen in seiner Mantelfliche liegen?

31. In ein regelm#issiges Oktasder seien zwei Cylinder so
gestellt, dass die Mittelpunkte der Okta¥derfiichen auf den Pe-
ripherien der Grundflichen des einen und die Halbirungspunkte
der von zwei gegentiberliegenden Eckpunkten des Oktasders aus-
gehenden Kanten auf den Peripherien der Grundflichen des an-
deren Cylinders liegen. Wie verhalten sich die Volumina der
beiden Cylinder zu einander?

32. Durch einen Wiirfel seien zwei ebene Schnitte parallel
zn zwei einander diametral gegentiberliegenden Kanten gelegt,
8o dass jeder zwei in einer dieser Kanten zusammenstossende
Flichen halbirt, und es sei ein Cylinder construirt, dessen Grund-
flichen je einem dieser Schnitte umbeschrieben sind. Ein zweiter
gerader Cylinder habe jene Kanten zu Durchmessern seiner Grund-
flichen. Wie verhalten sich die Volumina der beiden Cylinder?

Mit in u.um 33. Um ein Viereck, dessen Seiten der Reihe nach gleich

die Grundfl.

n‘;‘::%‘;;‘::':;a, b, ¢, d sind, sei ein Kreis beschrieben, und {iber diesem als

Grundfliche sei ein Cylinder von der Hthe % construirt. Man

berechne das Volumen desselben. a=—=24,5, b = 14,5, ¢ = 20,5,
d=>5,5, h=_84%.

34. Ein Cylinder sei einem dreiseitigen Prisma einbeschrie-

ben, dessen Kubikinhalt gleich A ist, und dessen Grundfliche die
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Seiten a, b, ¢ hat. Man berechne das Volumen des Cylinders.
a=44, b =239, ¢,= 17, | K = 241,144,

35. In der Grundfliche eines geraden Cylinders, dessen
Hohe gleich %2 und dessen Radius gleich r gegeben ist, sei eine
diesem Radius gleiche Sehne gezogen, und durch letztere sei eine
Schnittebene parallel zu der Axe gelegt. Man berechne die Volu-
mina der beiden Theile des Cylinders. A = 18,2704, r = 4,7032.

36. Man berechne das Volumen eines mittelst zweier durch
die Axe gehenden Ebenen entstandenen Ausschnitts eines geraden
Cylinders, wenn die Grundfliche desselben ein Sector mit einem
Centriwinkel von 22° 30°, die Summe seiner beiden Endfliichen
gleich der Summe der beiden rechtwinkeligen Begrenzungsebenen
und der Inhalt eines Axenschnitts des ganzen Cylinders gleich
ist. F = 4,509. .

37. Ueber jeder Seite eines gleichseitigen Dreiecks sei aus
dem gegentiberliegenden Eckpunkt mit der Seite als Radius ein
Kreisbogen beschrieben. Die entstandene dreiseitige, krummlinige
Figur bewege sich, indem ihre Ebene ihrer urspriinglichen Lage
parallel bleibt, so, dass jeder Eckpunkt eine zu dieser Ebene
senkrechte Gerade von der Linge der Seite des Dreiecks be-
schreibe. Man berechne den Mantel, die Oberfliche und das
Volumen des beschriebenen Korpers aus dieser Linge a.

38. Ein gerader Cylinder, dessen Grundfliche den Radius
rhat, sei durch eine zu letzterer schiefe Ebene so abgeschnitten,
dass die lingste Seitenlinie des abgestutzten Cylinders gleich S,
die ktirzeste gleich s ist. Wie gross ist der Kubikinhalt des letz-
teren Korpers? r =6, S= 34, s = 14;.

39. Bechs gleiche cylindrische RShren mit dem Radius r
der Grundfliche der inneren Wandung schneiden sich so, dass ihre
Axen ein regelmissiges Sechseck bilden, an dessen Ecken je zwei
benachbarte Rthren in eiper schiefen Abstumpfungsfliche anein-
ander stossen; die Seite dieses Sechsecks sei gleich . Wie gross
ist der innere Hohlraum des so entstandenen Kirpers?

40, Die Axe eines Cylinders sei gegen die Grundfliiche des-
selben unter dem Winkel o geneigt und habe die Linge a; der
Radius der Grundfisiche sei gleich 7. Wie gross ist der Rauminhalt
des Cylinders? o« = 76° 4’ 40", a = 16,066, r = 2,090.

41. Die Axe eines Cylinders sei gleich 4 und gegen die
Grundfliche, deren Peripherie gleich dem Vierfachen der Hohe ist,

8‘

Durch-
schnittene
Cylinder.

Schiefer
Schnitt.
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unter dem Winkel a geneigt. Wie gross ist die Kante eines dem
Cylinder, gleichen, Wirfels? a == 1,3616, a« == 66° 10" 18",

42. Ein vierseitiges Prisma mit der Hshe %, dessen Grund-
fliche ein Rhombus mit der Seite @ und dem Winkel & ist, soll
in einen gleichgrossen Cylinder verwandelt werden, dessen Axe
gleich s ist und mit der Grundfiiche den Winkel § bildet. Wie
gross ist der Radius der Grundfiiche des Cylinders?

43. Den Kubikinhalt eines Cylinders zu berechnen, dessen
Axe gleich g ist und mit der Grundfiiche den Winkel o bildet,
wenn der Flicheninhalt des zur Grundfiiche senkrechten Axen-
schnitts gleich / gegeben ist. @ = 16}, f = 45,081, a =
690 18" 20",

44. Ein gerader Cylinder wird von einer Ebene, welche
der Axe desselben parallel ist, durchschnitten, und der Abstand
dieser Ebene von der Axe sei gleich d, der Halbmesser der Grund-
fliche gleich r und die Hohe des Cylinders gleich k. Wie gross
ist der Inhalt des kleineren Sttickes des Cylinders? d = 239,
r =312, h = 2,3967.

45. Den Kubikinhalt eines Cylinders zu berechnen, der einem
dreiseitigen Prisma umbeschrieben ist, wenn der Kubikinhalt V
des Prismas und von seiner Grundfliche die Winkel gegeben
gind. ¥ = 0,656959, f = 69° 13" 12", y = 80° 11’ 28",

46. In einen Cylinder mit dem Radius r sei ein dreiseitiges
Prisma construirt, dessen Grundfiiche die Winkel «, f#, y hat,
und zwar ist die gemeinschaftliche Hohe beider Kérper die vierte
geometrische Proportionale zu den Seiten @, b, ¢ der Grundfliche.
Wie gross ist der Cylinder und wie gross das Prisma? r = 24,35,
o = 55° 56, B = 44045’

47. Der Kubikinhalt eines Cylinders sei gleich V'; wie gross
ist der Inhalt eines Prismas von derselben Hbthe, dessen Grund-
fliche ein dem Grundkreis des Cylinders einbeschriebenes regel-
miisgsiges n-Eck ist? ¥V = 79,91, n = 24.

48. Von einem geraden Cylinder ist der Radius der Grund-
fliche gleich r, die Hhe gleich A gegeben. Man soll den Cylin-
der durch eine Ebene, welche die Peripherie seiner Grundfliche
in einem Punkte trifft, so schneiden, dass die Theile des Cylin-
ders sich wie p : ¢ verhalten. Welchen Neigungswinkel muss die
Schnittfiiche mit der Grundfiiche bilden? r = 3,5, h =84,
p:g="17:5
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49. Ein a Meter langer Keller soll durch ein cylindrisches
Gewdlbe iberdeckt werden, dessen Stirnfliche von zwei &hnlichen
Bogen concentrischer Kreise begrenzt wird. Die Sehne des klei-
neren Bogens ist ‘gleich &, seine Hhe ‘gleich ¢ und die Dicke der
Wandung des Gewdlbes gleich d Meter. Welchen kubischen Inhalt
hat das ganze Gewdlbe? @=113, b =2, ¢ =0,26795, d=2.

§. 24. Der Kegel.

1. Den Kubikinhalt 7 eines Kegels aus dem Radius r der e« Fisich
Grundfiiche und der Hshe % zu berechnen fur &) r =5, h=9; Aufe
) r=13, h=20,9; y) r =271, h=33.

2. Ebenso r aus ¥ und A. V = 1065, 2 = 113.

3. Ebenso 4 aus ¥ und r. ¥V = 8,62, r = 0,6.

4. Die Grundfliche eines kegelfsrmigen Zuckerhutes von
21,3 Hohe hat 72°" Umfang. Wieviel kostet derselbe, wenn
der Zucker 1{mal so schwer als Wasser ist und 1 Kgr. Zucker
110 Pf. kostet?

5. Den Kubikinhalt ¥ eines geraden Kegels aus dem Radius
r der Grundfliche und der Seitenlinie s zu berechnen. o) s= 37,
r=235; f)s=4,25 r=23,04; p)s=4,297974, r=3,5.

6. Ebenso V aus & und s. k= 2,14, s = 17,8028.

7. Ebenso s aus ¥ und r. ¥V = 108,24, r = 4,07.

8. Den Kubikinhalt ¥ eines geraden Kegels aus seinem
Mantel # und dem Radius r seiner Grundfliche zu berechnen.

o) M =3170", r = 9™90149; B) M = 1,69, r = 0,61546.

9. Ebenso V aus M und s. M = 1570,797, s == 25.

10. Ebenso V aus M und A M = 160,404, h = 1,76.

-11. Ebenso M aus ¥V und r. V= 101,921, r = 1,65452.

12. Ebenso M aus V und h. ¥V = 96,068, h = 6,928.

13. Man berechne den Kubikinhalt 7 eines geraden Kegels
aus seiner Gessmmt-Qberfliche O und dem Radius r der Grund-
fliche. O = 15,2376, r = 1,50286.

14. Ebenso ¥V aus O und s. O = 2808,6, s == 36.

15, Ebenso ¥V aus O und k. O == 146,363, % = 6,8256.

16. Ebenso O aus ¥ und k. V = 4800, h = 16,519.

17. Man berechne den Kubikinhalt eines gleichseitigen Kegels zx:nﬁ?:_-
aus dem Radius r der Grundfliche. r = 12,4497,

18. Das Volumen eines geraden-Kegels aus dem Inhalt F
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eines Axenschnitts und dem Inhalt / der Grundfliche zu berechnen.
F = 22,2245, [ = 14,5.

19, Wieviel Kubikmeter Inhalt hat ein Kegel, dessen Axen-
schnitt ein gleichseitiges Dreieck von a Quadratmeter Flichen-
inhalt ist? @ = 10,2207.

20. In einen Kreis vom Radius » sei ein gleichseitiges
Dreieck beschrieben. Wird der Kreis um den auf einer Seite
senkrechten Durchmesser gedreht, so beschreibt das Dreieck einen
Kegel. Wie gross sind Inhalt und Oberfliche desselben?

21. Wie tief wird -ein gerader Kegel, welcher, die Spitze
lothrecht nach abwiirts gerichtet, in Wasser schwimmt, einsinken,
wenn seine Hohe gleich % und das specifische Gewicht des Stoffes,
aus dem er besteht, gleich 0,729 ist?

22. Von einem geradeh Kegel sei die Seitenlinie gleich s,
die Differenz der Hohe und des Radius der Grundfiliche gleich d
gegeben. Wie gross ist der Radius des Grundkreises, der Mantel
und der Rauminhalt des Kegels? s=289, d=41.

23, Von einem geraden Kegel sei der Kubikinhalt X und

die Summe der Seitenlinie und der Hthe s -}~ %= ¢ gegeben;

man berechne die Seitenlinie, die Hthe, den Radius der Grund-

fliche, den Mantel und die gesammte Oberfliche des Kegels.
Te=132,7; ¢ = 12.8.

24. Es sei eine Ebene und ausserhalb derselben ein Punkt
egeben, dessen Abstand von der Ebene gleich 4 ist. Dieser
‘unkt soll die Spitze eines geraden Kegels werden, dessen Grund-
iche in der Ebene liegt, und dessen Seitenlinie sich zur Hthe
ie m : n verhalte. Man berechne den Mantel und das Volumen
o8 Kegels.

25, Wie verhalten sich die M&ntel und wie die Volumina
weier Kegel zu einander, welche entstehen, wenn ein recht-
inkeliges Dreieck mit den Katheten @ und b das eine Mal um
ie Kathete a, das anderg Mal um die Kathete & rotirt?

. 26. Ein rechtwinkeliges Dreieck rotire je einmal um jede
siner drei Seiten; wie verhalten sich die durch die Rotation ent-
sehenden Kegel (Doppelkegel) zu einander, wenn eine Kathete
leich 4 und ihr Gegenwinkel gleich 30° ist?

27. Die Dimensionen eines geraden Kegels aus seinem Volu-
ten ¥V und dem Flicheninhalt M seines Mantels zu berechnen.
Cubische Gleichung.) V = 4,7124; M = 11,7810.
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28. Wieviel betriigt das Volumen eines geraden Kegels,
dessen Seitenlinie nmal so gross als der Radius der Grundfliiche
und dessen Mantel gleich M ist?

29, Der Kubikinhalt eines geradem Kegels, dessen Mantel
n = 2mal 80 gross ist als seine Grundfliche, betriigt ¥ — 1,8138
Kubikecentimeter. Wie gross ist sein Radius, seine Hbhe und seine
Seitenlinie ?

30. Bei einem geraden Kegel von A = 24" Hbthe verhalte
sich die Grundfliiche zur Mantelfliiche wie m :n =7 :25. Welchen
korperlichen Inhalt hat dieser Kegel?

31. Es sei ein gerader Kegel gegeben, dessen Grundfliiche
in der Mantelfliche viermal enthalten ist. Er wird in einen Kegel
mit doppelt so grosser Gesammtoberfliche verwandelt. Wie oft
ist die Grundfiiche des letzteren in seiner Mantelfliche enthalten ?

32. Die Anzahl der Quadratmeter der Mantelfliche eines
geraden Kegels sei gleich der Anzahl der Kubikmeter seines
Volumens. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Mass-
zahlen des Radius seiner Grundfliche und seiner Hohe?

33. Der in eine Ebene aufgerollle Mantel eines Kegels etgerail:
liefere einen Sector, dessen Radius gleich @ und dessen Centri-
winkel gleich 90° ist. Man berechne das Volumen des Kegels,
a = 32,867.

34. Die Grundfiliche eines geraden Kegels habe den Flichen-
inhalt #, und der in eine Ebene aufgerollte Mantel desselben
habe die Gestalt eines Sextanten. Man berechne das Volumen
des Kegels. F = 20,065.

35. Das Volumen eines geraden Kegels, dessen in eine
Ebene aufgerollte Mantelfliiche einen Sector mit einem Centri-

- winkel von 36 Grad bildet, sei gleich V. Wie gross ist der
Durchmesser der Grundfliche? 7V = 144040.

36. Wie gross ist der Centriwinkel desjenigen Sectors,
welcher durch Zusammenrollen den Mantel eines geraden Kegels
von V Kubikmeter Inhalt und der Hthe A™ liefert? V= 129,88,
h =19,84314.

37. Wie gross ist der Centriwinkel des Kreissectors, welcher
durch Zusammenrollen den Mantel eines geraden Kegels liefert,

" dessen Volumen fiir m = 3,14 genau 314 Kubikmeter betriigt,
wenn der Radius der Grundfliiche dieses Kegels 5 Meter misst?

38. Aus einem Kegel von K Kubikmeter Inhalt, dessen Ho!



120 Volumen des Kegels. 8. 24.

Hohe sich zu dem BRadius des Grundkreigses wie p : ¢ verhilt, ist
ein Kegel, welcher dieselbe Axe und bezliglich parallele Seiten-
linien hat ;, herausgenommen, Wepn nun die Breite des in der
Grundfliche entstandenen Kreisrings & Meter misst, wie gross ist
dann der Rauminhalt des Hohlkegels? K == 126; p:¢g=238:8;
b = 5,46225.

39. Aus einem geraden Kegel sei durch eine Kegelfliiche,
deren Seitenlinien den homologen des ersteren parallel sind, ein
Kegel heransgeschnitten; wie gross sind die Radien der Grundfiiiche
des Hohlkegels, wenn sein Volumen gleich 7, die Breite der ring-
formigen Grundfliche gleich d und die Neigung der Seitenlinien
gegen die Grundfliche 60° ist? PV =67,11, d=1. -

MitClander  40. Wie verhslt sich der Kubikinhalt eines gleichseitigen

Cylinders zu dem eines gleichseitigen Kegels, wenn beide Korper
gleiche Oberflichen haben?

41. Wie verhalten sich die Oberflichen der in 40 genannten
Korper zu einander bei gleichem Volumen?

42, Das Volumen eines geraden Kegels werde durch eine
gerade Kegelfiiiche, welche dieselbe Axe und den Mittelpunkt der
Grundfliche des ersteren zur Spitze hat, halbirt. Wie gross ist
der Radius des Schnittkreises, und in welchem Verh#ltniss theilt
dieselbe Kegelfliiche den Mantel des ersteren?

43. Aus einem geraden Cylinder seien zwei Kegel heraus-
geschnitten, deren Grundflichen beztiglich diejenigen des Cylinders
sind, und deren gemeinschaftliche Spitze ein beliebiger Punkt der
Cylinderaxe ist. Der tbrig gebliebene Kdorper soll durch eine
zweite gerade Cylinderfliche, welche mit der ersten dieselbe Axe
hat, halbirt werden. Wie gross wird der Radius der letzteren sein ?

44. Ein gerader Kegel mit dem Radius r und der Hhe &
soll parallel mit der Grundfliche abgestumpft, und aus dem Kegel-
stumpf soll ein zweiter Kegel ausgeschnitien werden, dessen Grund-
fliche die Schnittfliche und dessen Spitze der Mittelpunkt der
Grundfliche des gegebenen Kegels ist, In welchem Abstand von
der Spitze ist der Schnitt zu legen, wenn der ausgehthlte Kegel-
stumpf so gross sein soll, als der abgeschnittene Kegel? (Cubische
Gleichung.) .

45. Ein gerader Kegel sei durch einen geraden Cylinder
von halb so grosser Hbhe, dessen Axe in der des Kegels liegt,
ausgehthlt. Der Radius der Kegelbasis sei r = 3, der des Cylin-
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ders ¢ =1, die Seitenlinie des Kegels s == 5. Man berechne
das Volumen und die gesammte Oberfliiche des ausgeh8hlten Krpers.

46. In welchiem\ Abstand| vonder) Spitze muss ein Kegel
parallel der Grundfiiche durchschnitten werden, damit ein aus
dem entstehenden Kegelstumpf herausgeschnittener Cylinder, dessen
obere Grundfliche die Schnittfliche und dessen Hohe gleich der
Hohe des Stampfes ist, so gross als der abgeschnittene Ergtinzungs-
kegel sei?

47, In einen geraden Kegelstumpf sind zwei Kegel ein-
beschrieben, deren Grundflichen beziiglich die Grund- und die
Deckfliche des ersteren, und derem Spitzen die Mittelpunkte der
gegentiberliegenden Kreise sind. Man berechne die Oberfliche
und dss Volumen des beiden Kegeln gemeinsamen Stiicks aus
den Dimensionen des Stumpfs.

48. Der Inhalt eines gleichseitigen Kegels sei gleich a; Ui‘l‘;{f*
man s0ll den Inhalt und die Oberfliche der demselben umbe-
schriebenen regelmiissig- dreiseitigen Pyramide berechnen.

49, Der Rauminhalt einer geraden, regelm#ssig-dreiseitigen
Pyramide sei gleich A gegeben; wie gross ist der Rauminhalt
des ihr einbeschriebenen Kegels? A = 913.

50. Ein Kegel von der Hhe % sei einer vierseitigen Pyra-
mide umbeschrieben, deren Grundfliche ein Sehnenviereck mit den
Seiten a, b, ¢, d ist; wie gross ist sein Volumen? A = 3,18308;
4= 8,65, b = 3,85, ¢c = 6,85, d = 3,35.

51. Man berechne den Kubikinhalt des einem regelm#ssigennit regelm.
Tetratder mit der Kante @ umbeschriebenen, sowie den Kubik- Folyeder.
inhalt des demselben einbeschriebenen Kegels und bestlmme das
Verh#ltniss beider Ktrper zu einander.

52. In welchem Verhiltniss steht die Gesammt-Oberfliche
eines gleichseitigen Kegels zu der Oberfliiche eines Wtirfels von
gleichem Volumen ?

53. Auf jeder Grundfiliche eines geraden Cylinders sei ein
Kegel construirt, dessen Spitze der Mittelpunkt der anderen Grund-
fiiche ist. Beide Kegel durchdringen sich dann so, dass sie einen
Doppelkegel gemeinsam haben, withrend ihre M#ntel einen aus
zwei abgestumpften Kegeln bestehenden Korper begrenzen. Wie
verhalten sich die Volumina des Doppelkegels und dieses Kérpers
zu einander und zu demjenigen des Cylinders? Wie verhalten sich
ferner die krummen Oberfliichen der beiden ersteren Korper zu
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einander, und ftir welche Verh#ltnisse des Cylinderradius zur HShe
werden dieselben einzeln dem Cylindermantel gleich?

Mit Kugel, 54.//'Um "und’'in'eine-Kugel sei ein gleichseitiger Kegel be-
schrieben; wie verhalten sich die Volumina derselben zu einander ?

55. Der Radius der Erde sei gleich 7. Welches ist der In-
halt und welches die Oberfliche eines geraden Kegels, dessen
Grundfiiiche der Parallelkreis von 30° nordlicher Breite, und dessen
Scheitel der Nordpol ist? r = 859,44 geogr. M.

56. Wieviel betriigt der Kubikinhalt eines auf einem Grund-
kreise mit dem Radius r stehenden geraden Kegels, wenn die
ihm einbeschriebene Kugel den Radius R hat? r = 3,18835,
R = 2,25450.

57. Einé Kugel sei in einem Abstand vom Mitfe]punkt, der
% des Radius betriigt, durch eine Ebene in zwei Segmente ge-

theilt worden. Im grbsseren Segment wird ttber der Ebene als
Grundfliche ein gerader Kegel construirt, dessen Spitze auf der
Oberfliche der Kugel liegt, und dessen Rauminhalt gleich & ist.
Wie gross ist der Halbmesser der Kugel und wie gross der Halb-
messer der Schnittfliiche? X = 66%, m:n=2:3.

58. Den Mantel und das Volumen eines Kegels zu berechnen,
welcher zwei Kugeln umbeschrieben ist, und dessen Grundfiiiche”
auf der Centrallinie der letzteren senkrecht steht und die gréssere
Kugel beriihrt. Gegeben seien die Kugelradien und die Centrallinie,

Th]’{iel:a{ 4 -59, Durch die Spitze eines Kegels und eine dem Radius
gleiche Sehne der.Grundfliiche sei eine Ebene gelegt; in welchem
Verh#ltniss stehen die Volumina der so gebildeten Theile des
Keogels zu einander ?

8 60. Den Kubikinhalt eines geraden Kegels ans dem Radius
r der Grundfliche und dem Winkel &« an der Spitze eines Axen-
gchnitts zu barechnen. r = 6,09, & = 110° 12’ §8",8.

61. Ebenso aus der Seitenlinie s und dem Neigungswinkel

B derselben gegen die Grundfliche. s = 11,6554; f§ = 34°39"20".
62. Den Kubikinhalt eines schiefen Kegels aus der lingsten

- Seitenlinie S, der kiirzesten s und dem Radius r der Grundfiiiche
zu berechnen. (Kann auch ohne trigonometrische Functionen
geltst werden.) «) § =58, s=41, r=25,5; f) §S=1%,

s=1g5, r=14.
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63. Ebenso aus den Seitenlinien S, s und der Axe 4. S=15,
s=13, a = 12,16552.

64. Wie gross'ist''der Mantel eines 'geraden Kegels, dessen

Seitenlinien gegen die Grundfliche unter dem Winkel & ‘geneigt
sind, wenn der Inhalt des Kegels gleich ¥V ist? « = 67°5' 18",
V = 179,044.

65. Ein gerader Kegel sei aus einem Stoffe angefertigt,
dessen specifisches Gewicht 2,37 betrage, und wiege 970 Kgr.
Die Seitenlinie des Kegels bilde mit dessen Grundfliche den
" Winkel 67° 31’. Man berechne den Mantel des Kegels.

66. Ueber derselben Grundfliiche stehen zwei gerade Kegel,
deren Spitzen die Entfernung @ von einander haben. Wie gross
ist der von den Kegelminteln eingeschlossene Raum, wenn der
Winkel an der Spitze eines Axenschnitts in dem hheren Kegel
gleich @, in dem anderen gleich § ist? & ==53°7"46", f§ = 909,
a = 3,25154.

67. Aus einem geraden Kegel, dessen Grundfliche den Durch-
messer d hat, ist durch eine Kegelfliche, deren Seitenlinien den
homologen des ersteren parallel sind, ein Kegel berausgeschnitten
worden. Welches Volumen hat der Hohlkegel, wenn die Seiten-
linien gegén die Grundfliche unter dem Winkel a geneigt sind,
und der senkrechte Abstand der Mantelflichen gleich p ist?
d=14, ¢ =49°8 5776, p = 1,51286.

68. Ein gerader Kegel habe an der Spitze eines Axenschnitts
den Winkel @, und die Peripherie seines Grundkreises sei gleich p.
Man berechne die Hohe, die Seitenlinie, den Mantel und das
Volumen des Kegels. « = 165° 4’ 28”2, p = 56,549.

69. Von einem schiefen Kegel sei die Axe gleich @, der
Winkel derselben mit der gréssten Seitenlinie gleich e, der
Winkel zwischen der Axe und der kleinsten Seitenlinie gleich f
gegeben; man berechne das Volumen des Kegels. a = 4,9999,
@ =250 38", B = 470 16"

70. Ebenso, wenn statt der Axe die grésste Seitenlinie ge-
geben ist. S = 12, a == 20°0'; B = 44° 4

71. Das Volumen eines schiefen Kegels zu berechnen, wenn
die grosste Seitenlinie gleich S, der Winkel zwischen ihr und
der kleinsten Seitenlinic gleich ¢ gegeben ist, und dem Grund-
kreis ein Dreieck einbeschrieben werden kann, in welchem eine

- T
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Beite gleich 4 und der ihr gegentiberliegende Winkel gleich &
ist. a=26, §=05, a=>50° @ =70°

72.//Das)Volumen| einer geraden Pyramide mit quadratischer
Grundfliche sei gleich V, der Neigungswinkel ihrer Seitenkanten
gegen die Grundfiiche gleich «; wie gross sind diese Kanten,
und wie gross ist der Unterschied der Volumina des um- und
des in die Pyramide beschriebenen Kegels? ¥V == 120,842, o =
58° 10" 10”.
~ 73. Einem geraden Kegel sei eine dreiseitige Pyramide um-
beschrieben, deren Grundfliche ein gleichschenkeliges Dreieck
mit gegebenem Basiswinkel o« ist; das Volumen der Pyramide sei
bekannt. Wie gross ist das Volumen des Kegels? a == 68° 20/,
V = 695,67.

74. Eine dreiseitige Pyramide habe die Grundkanten a, b, c;
eine Seitenkante derselben sei gleich d und gegen die Grundfliche
unter dem Winkel § geneigt. Wie gross ist das Volumen des
ihr einbeschriebenen Bertihrungskegels? a=101, =29, ¢ =178,
d = 1451954, & = 69° 17" 20”,1.

75. Das Volumen eines schiefen Kegels zu bestimmen, wenn
die Hohe desselben gleich %, der Neigungswinkel seiner Axe
gegen die Grundfliche gleich @ und der Winkel an der Spitze
eines zum Normalschnitt senkrecht gelegten Axenschmitts gleich
B gegeben ist. k=38, a = 30° B = 36°5 4"2.

76. Das Volumen eines schiefen Kegels aus dem Winkel o
an der Spitze in dem zur Grundfliche senkrechten Axenschnitt,
der diesen Winkel halbirenden Transversale { und dem Durch-
messer 27 der Grundfliche zu berechnen.

77. Die Axe eines Cylinders bilde mit der Grundfliche den
Neigungswinkel &, seine H8he sei gleich der Peripherie seiner
Grundfliche, und sein Volumen gleich dem eines Kegels, dessen
Hohe gleich der Axe des Cylinders, und dessen Radius gleich R
ist. Wie lang ist die Axe? « == 68° 34 36", R = 8.

78. Aus einem rechteckigen Blatt Papier kann auf zwei
verschiedene Arten ein Sector herausgeschnitten werden, dessen
Radius gleich einer der Seiten, .dessen Mittelpunkt der Halbirungs-
punkt einer anliegenden Seite ist, und dessen Bogen in den
Rindern des Blattes endigt. Wie verhalten sich die Volumina
der beiden geraden Kegel und der geraden Cylinder zu einander,
deren Mantel beztiglich mit jenen Sectoren und dem vollstindigen
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Blatt genau passend tiberkleidet werden kdnnten, wenn sich die
Seiten des Rechtecks wie @ :b =5 : 3 verhalten?

§. 25. Der abgestumpfte Kegel.

1. Den Kubikinhalt' ¥ eines abgestumpften Kegels aus den o Xfirsich
Radien R, r der Endflichen und der Hthe % zu berechnen fir  Avfe
¢) R=12, r=17, h=1,7237; f) R= 0,932, r = 0,091,
h = 0,019859.

2. Ebenso r aus V, R, h. V=1021, R=25, h=25.

3. Ebenso % aus V, R, r. V=968,66, R=2, r=1,5,

4. Den Kubikinhalt eines abgestumpften geraden Kegels
sus den Radien R, r der Endflichen und der Seitenlinie s zu
berechnen. s =65, R =54, r =21,

5. Den Kubikinhalt eines abgestumpften geraden Kegels zg‘:'.f“zm'
aus seinem Mantel #, der Hthe & und der Seitenlinie s zu be-
rechnen. M == 133,675 [J%, h = 1,2%, s ==3,7%,

6. Den Kubikinhalt eines geraden abgestumpften Kegels
aus seinem Mantel J, seiner Seitenlinie s und dem Verh#ltniss
der beiden Radien R : r = p : ¢ zu berechnen. M = 140,
§=2,821, p:q=4:3.

7. Aus dem Kubikinhalt V7, der HShe %2 und dem Ver-
bltniss m : » der Radien der Endflichen eines abgestumpften
Kegels diese Radien zu berechnen. eym:n=3:1, h =113,
V=2>5538; Bym:n=38:2, h=19, V =1512,14.

8. Ebenso, wenn statt des Verhiltnisses die Differenz d
der Radien gegeben ist. V' = 355, h = 3{4¢;, d = 2.

9. Von einem abgestumpften geraden Kegel sei das Volumen
gleich 7, die Differenz der Radien gleich a und die Differenz
der Seitenlinie und der Hobe gleich b gegeben; man berechne
seine Dimensionen. ¥V = 11683000, ¢ = 23, b =1,

10. Von einem abgestumpften schiefen Kegel seien die grisste
Seitenlinie S, die kleinste s und die Radien R, r der Endflichen
gegeben. Man berechne den Kubikinhalt desselben. &) S = 101,
§=29, R=265, r=2>5; f) S=427, s=421, R =18,
r=25; ) §=1745, s=1,590, R = 1,36256, r =0,91.

11. Aus dem Volumen V eines abgestumpften schiefen Kegels,
der grssten Seitenlinie S, der kleinsten s und der Differenz der
Radien BR— r—d diese letzteren selbst zu berechnen. V= 8,8404,
S=17, s=1, d=045,
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12. Man kennt den Rauminhalt 7 eines geraden Kegel-
stumpfs, seine Hohe % und die Entfernung e des Schwerpunkts
des erzeugenden|Trapezes) von seiner grosseren parallelen Seite.
Wie gross sind die Radien der Endfiichen des Stumpfes?
V = 1724,72, h = 27, e = 13.

13. Den Rauminhalt eines abgestumpften Kegels aus dem
Imhalt g der kleineren Grundfl§che, dem Verhiltniss derselben
zur grosseren gleich 1:n und der Bedingung zu berechnen, dass
der Mittelpunkt der grisseren von jedem Punkte der Peripherie
der kleineren eine Entfernung habe, welche dem Durchmesser der
kleineren gleich sei. ¢ = 45,508 (0%, n == 4.

14. Ein gleichseitiger Kegel wird durch eine der Grund-
fiiche parallele Ebene so durchschnitten, dass der an der Spitze
liegende Theil der Mantelfliche sich zu dem unteren wie 1: 2
verhlt. Wie gross ist die Mantelfliche des abgestumpften Kegels,
in welchem Verh#ltniss steht dieselbe zu der SBumme der beiden
Grundfiichen, und wie gross ist das Volumen des Kegelstumpfs?
Gegeben: der Durchmesser der Grundfliiche.

15. Ein gerader abgestumpfter Kegel, dessen Endflichen
die Radien B == 25°*, r = 20™ haben, fasst V = 5296,62
Kubikdecimeter. Welche Gestalt hat der abgewickelte Mantel?

16. Ein abgestumpfter Kegel, dessen Grundfliichen die
Radien R == 10% und r = 5% haben, und dessen Hbhe & == 12%
betrtigt, soll durch eine mit den Grundflichen parallele Ebene
halbirt werden. Wie gross ist der Radius der Durchschnittsfléiche,
und wieweit steht dieselbe von der oberen Grundfliche ab?

17. Es soll ‘ein Brunnen, dessen quadratischer Querschnitt
eine Seite gleich @ habe, bis zur Tiefe & ausgeschachtet werden.
Zur Forderung des Erdreichs bedient man sich eines Eimers,
welcher die Gestalt eines abgestumpften Kegels hat; sein grésserer
Durchmesser ist im Lichten gleich 2, der kleinere gleich d, die
Seitenkante gleich s. Wie oft muss der Eimer geftillt werden,
wenn dabei zu berticksichtigen ist, dass p Volumeinheiten festen
Erdreichs ¢ Einheiten aufgelockerten geben? a=1", h=1"42,
D=23%2 d=1%4, s =4%]1, p = 11,3, ¢ = 13,9.

18. Aus einem kegelftrmigen Holzstamm, der @ = 2™5
hoch ist und an dem dickeren Ende einen Umfang U = 0™,9,
an dem schwicheren einen Umfang # — 0™,6 hat, soll ein
prismatischer Balken gehauen werden; dessen Grundfliiche ein der
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kleineren Endfliche einbeschriebenes Quadrat ist. Wieviel betriigt
der Rauminhalt des Holz-Abfalls? '

19. Wieviel ist die aus einem geraden abgestumpften Kegel Mit Eyra-
mit den Badien R=1"8 und r = 1",2 und der Hthe A= 12"
herausgeschnittene abgestumpfte vierseitige Pyramide vom grissten
Inhalt kleiner als der abgestumpfte Kegel ?

20. Durch ein regelmissiges Tetrasder sei parallel zu der
Grundfliche eine Ebene gelegt, welche die HShe halbirt, und in
die Schnittfigur, sowie auch in die Grundfiiche, sei der innere
Bertthrungskreis gezeichnet. Wie gross ist der abgestumpfte
Kegel, welcher diese beiden Kreise za Grundfliichen hat, wenn
die Kante des Tetrasders gleich @ gegeben ist?

21. Um und in einen geraden Kegelstumpf, dessen Volumen
gleich ¥ bekannt ist, sei je eine abgestumpfte gerade Pyramide
beschrieben, so dass die Endflichen der beiden Pyramiden um,
bezw. in die Endflichen des Kegelstumpfs beschriebene regel-
migsige Sechsecke sind. Wieviel betrigt der Unterschied der
Volumina der beiden Pyramiden? ¥V == 72551,7.

22. Das Volumen einer regelmdssig-vierseitigen geraden ab-
gestumpften Pyramide sei gleich 7. Wieviel betriigt der Unter-
schied der Volumina zweier abgestumpften Kegel, von denen der
eine der Pyramide umbeschrieben und der andere ihr einbeschrieben
ist? ¥ =90,4.

'23. Wieviel betriigt der Fehler, welchen man begeht, wenn
man bei der Berechnung des Volumens eines Baumstammes von
der Gestalt eines abgestumpften Kegels denselben als einen gleich-
hohen Cylinder ansieht, dessen Grundflichen-Radius das arith-
metische Mittel zwischen den Radien der beiden Endflichen ist?

24. Ein gerader Kegelstumpf, dessen Seitenlinie gleich s ist,
dessen grossere Endfliche den Radius B und dessen kleinere den
Radius r hat, sei von einem geraden Cylinder concentrisch durch-
bohrt, dessen Radius gleich  ist. Wie gross ist der ausgehdhite
Kérper? s = 12,01, R = 5,62, r = 5,13, = 5,00908.

25. Ein gerader Kegelstumpf sei 7 mal so gross, als der
ihm einbeschriebene (auf dem kleineren Kreise stehende, gleich-
hohe) gerade Cylinder. Wie verhalten sich die Radien der beiden
Grundkreise zu einander?

26. Eine cylindrische Rohre von Messing, die einen #usseren
Durchmesser von 0 == 13", einen inneren von d == 5" und

Mit Cylin-
der.
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eine L#nge von / == 18 hat, soll in einen abgestumpften Kegel
umgegossen  werden, dessen unterer Durchmesser @ = 10" und
dessen oberer b == 8 betriigt. Wie hoch wird derselbe werden ?

27. In einen geraden Kegelstumpf, dessen Volumen ¥V und
Hohe % bekannt ist, soll ein zu dem Grundflichen paralleler
Schnitt so gelegt werden, dass der Mantel des geraden Cylinders,
welcher den kleineren Grundkreis des Stumpfes zur Grundfliche
und zur Hthe die Hthe des Stumpfes hat, gleich dem Mantel
desjenigen geraden Cylinders ist, welcher die Schnittfiiche zar
Grundfliche und zur Hhe die Entfernung der Schnittfliche vom
grisseren Grundkreis des Stumpfes hat. Wie gross ist diese Ent-
fernung, wenn die Differenz der Radien der Grundfiiichen des
Stumpfes gleich @ ist? V = 1960,354, h = 12, d = 6.

28. Aus einem Cylinder, dessen Radius und Hhe gegeben
sind, soll ein gerader Kegelstumpf von gleicher Hohe herausge-
nommen werden, dessen untere Grundfliche diejenige des Cylinders,
und dessen obere Grundfliche halb so gross als die des Cylinders
ist. Man berechne das Volumen des zurtickbleibenden Kdrpers.

29. Aus einem Cylinder, dessen Hohe gleich % ist, und
dessen Grundfliche einen Radius gleich r hat, ist ein abgestumpfter
Kegel herausgenommen, der mit dem Cylinder die Hshe und die
Grundfiiche gemeinsam hat und die Hilfte des ganzen Cylinders
betrtigt; es soll der Radius der oberen Endfliche desselben be-
rechnet werden. r == 2,73204.

30. Ein gerader Cylinder habe den-Radius r und die Hthe 4.
Wie gross ist der Radius der oberen Grundfliche eines gleich-
grossen abgestumpften geraden Kegels von der doppelten Hohe,
dessen untere Grundflliche gleich der des Cylinders ist, und wie
gross ist der Mantel dieses abgestumpften Kegels? r — 13,6602,
h=25. ’

31. Auf einem abgestumpften geraden Kegel, dessen untere
Grundfiiche den Durchmesser von a° hat, steht ein gerader
Cylinder, dessen Grundfliche die obere Endfliiche des Kegel-
stumpfs ist, und der mit diesem gleiches Volumen hat. Die Hthe
des Kegelstumpfs ist gleich 7™, die des Cylinders gleich p™.
Die krumme Oberfliche des Gesammt-Korpers soll vergoldet wer-
den. Wie theuer ist die Vergoldung, wenn der Quadratcentimeter
mit n Pf. berechnet wird?

32, In einem Trapez 4 BCD, dessen parallele Seiten 4B = a,
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CD=> sind, und dessen Hdhe gleich ¢ ist, sei die Seite 4D
in G halbirt, und durch G sei die Transversale G H parallel zu
AB gezogen. Ferner seien GJ und HK senkrecht auf 4B con-
struirt. Man soll den Inhalt des Rotationskdrpers bestimmen,
welcher entsteht, wenn das Sechseck GJAXHCD um JKX rotirt.
a =120, b = 85, ¢ = 38,3536.

33. Auf der kleineren Grundfliche eines abgestumpften
geraden Kegels, deren Radius gleich r ist, sei ein Cylinder er-
richtet, dessen Hohe gleich der Hohe des Kegelstumpfes ist. Wie
gross ist der Radius der grosseren Grundfliche, wenn das Vo-

lumen des Cylinders % des Volumens des Kegelstumpfs betriigt?

r=4, m:n=23:52. Wie verhalten sich die Radien der beiden
Grundflichen zu einander fir m : 2 =1:7?

34. Aus einem 3™ hohen Baumstamme von .der Gestalt
eines abgestumpften geraden Kegels, welcher am oberen Ende
einen Durchmesser von 2%, am unteren einen solchen von 3%
hat, soll ein cylindrisches Brunnenrohr gehauen, und dieses soll
in der Mitte so durchbohrt werden, dass das Bohrloch §% Durch-
messer erhiilt. Wieviel Kubikmeter Holz gehen durch das Ab-
hauen und Ausbohren verloren, wenn der #ussere Durchmesser
des Rohres gleich dem Durchmesser des Stammes an dessen
diinnerem Ende ist?

35, In einem geraden Kegelstumpfe sei die Differenz der
beiden Grundfiichen gleich 3 des Mantels, die Differenz der
Seitenlinie und der Hohe gleich 4°™, der Inhalt gleich dem eines
Kegels, welcher die Hohe des Stumpfes zum Radius und die um
1™ vergrosserte Seitenlinie zur Hthe hat. Wie gross sind die
Radien?

36. Durch die beiden Grundkreise eines abgestumpften ge-
raden Kegels werden ausser diesem zwei einander #hnliche Kegel
begrenzt, die ihre gemeinschaftliche Spitze auf der Verbindungs-
linie der Mittelpunkte haben. Man berechne aus den beiden
Radien das Verh#ltniss des Rauminhalts des Kegelstumpfs zur
Summe der Rauminhalte der beiden Kegel. R =25, r = 4.

37. Das Volumen eines geraden Kegelstumpfs zu berechnen,
welcher einer Kugel mit dem Radius  umbeschrieben, und dessen
kleinere Grundfliiche gleich der Hilfte der grdsseren ist. r==>5,34813.

38. Von .vier gleichgrossen Kugeln, deren Radien gleich
RumT, Aufgaben. II, 9

Mit Kegel.

Mit Kugel.
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r sind, bertthrt jede die drei tibrigen. Alle vier werden von der
Mantelfliche eines abgestumpften Kegels beriihrt, dessen eine End-
fiiche drei der Kugeln, und dessen andere Endfliche die vierte
bertihrt. Man berechne den Mantel und das Volumen dieses
Kegelstumpfs.

8 39. Man berechne den Kubikinhalt eines abgestumpften
geraden Kegels aus dem Inhalt G seiner grisseren Grundfliche,
dem Winkel &' der Seitenlinien gegen diese und aus der HShe 4.

= 5,09296, h = 1,5708, o = 58° 42" 12" ,4.

40. Das Volumen eines geraden Kegelstumpfes aus der
Seitenlinie s, ihrem Neigungswinkel & gegen die grissere Grund-
fliche und dem Mantel M zu berechnen. s=10, & = 609,
M = 369,975.

41. Das Volumen eines abgestumpften geradem Kegels sei
gleich ¥, die Differenz der Radien der Grundflichen gleich 4
und der Neigungswinkel der Seitenlinien gegen die Grundflichen
gleich a gegeben. '~ Man soll die Radien der Grundflichen be-
rechnen, ¥V = 544,54, d = 4, « = 68° 11" 54”,93.

42, Aus dem Mantel ¥ eines abgestumpften geraden Kegels,
dem Neigungswinkel « seiner Seitenlinien gegen die grissere
Grundfliche und dem Verhiltniss p®: ¢* der beiden Grundfiichen
das Volumen desselben zau berechnen. ) M = 161,748, a =
690 8" 24", p?: ¢* =49 : 25; B) M = 185,09, & = 78° 8’ 40",
pPlig =19:4.

43. Wie gross ist der Inhalt eines abgestumpften Kegels
mit den Radien R, r der Grundflichen, wenn seine grisste und
seine kleinste Seitenlinie mit der grisseren Grundfliche beztiglich
die Neigungswinkel & und f bilden? R = 11, r = 10, ¢ =
49° 5' 20”,8, B = 90°.

44. Welchen Winkel bilden die Seitenlinien eines geraden
abgestumpften Kegels mit der grbsseren Grundfiiche, wenn der
Kubikinhalt desselben gleich KX ist und die Peripherien seiner
Grundflichen beziiglich gleich P und p sind? K = 347,162,
P =50, p = 30.

45. Ein Trapez, welches zwei rechte und einen spitzen
Winkel, letzteren gleich e, und den Flécheninhalt # hat, rotire
um die kleinere der nicht parallelen Seiten; die Liinge der letz-
teren sei gleich ¢ gegeben. Man berechne das Volumen des ent-
stehenden Rotationskdrpers. « = 37° 30, F = 187,782, ¢ = 12.
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46. Aus einem geraden Kegel, dessen Axenschnitt an der
Spitze einen Winkel gleich o« hat, soll durch zwei zu der Axe
senkrechte Ebenen ein gerader Keégelstimpf von gegebenem Vo-
lumen ¥ herausgeschnitten werden. Kann man verlangen, dass
die Hohe desselben gleich dem Abstand der kleineren Schnitt-

fiiche von der Spitze sei, und wie gross ist dann dieser Abstand?

@ =138° 5 47”2, V = 50.

47. Aus einem geraden Kegel, dessen Axenschnitt an der
Spitze einen Winkel gleich & hat, seien zwei abgestumpfte gerade
Kegel von gleicher Hthe so herausgeschnitten, dass sich die Ab-
stinde ihrer kleineren Endflichen von der Spitze wie m : n ver-
halten. Wie verhalten sich die Volumina der beiden Kegelstumpfe
zu einander, wenn ausserdem der Radius des der Spitze am
nichsten liegenden Schnitts gleich dem dritten Theil jener Hohe
ist? m:n=1:3, a = 90

§ 2. Die Kugel,

1. Den Kubikinhalt einer Kugel aus ihrem Radius r zu be-
rechnen fir ) r = 7,816, ) r = 12,2233, ») 859,6 Meilen.

2. Den Radius einer Kugel aus ihrem Kubikinhalt ¥ zu
berechnen, ¥ = a) 523,6, §) 904,78, ) 1436,77.

3. Den Kubikinhalt einer Kugel aus ihrer Oberfliche O zu
berechnen. O = 0,50274; 2,0107; 314,16.

4. Umgekehrt, O aus F zu berechnen. V = 1229,44.

5. Essoll eine Kugel construirt werden, welche so gross ist, als
zwei gegebene Kugeln mit den Radien r, r, zusammen. Wie gross
ist der Radius derselben zu machen? r, = 1,6004, r, = 4,9447.

6. Wie gross ist die Oberfliche einer Kugel, welche an
Kubikinhalt gleich der Summe zweier Kugeln mit den Oberflichen
0, und O, ist? 0, = 13,7525, 0, = 30,0829.

7. Den Kubikinhalt einer Kugel zu berechnen, in welcher
ein Schnittkreis, dessen Abstand vom Mittelpunkt gleich a ist,
den Umfang u bat. @ = 3,3, u = 56,259.

8. Wieviel wiegt eine Biichsenkugel, deren Durchmesser
gleich 6,4°™ ist, wenn das specifische Gewicht des Bleis 11,33 ist?

9. Wie gross ist der innere Durchmesser des glatten Laufes
einer Kanone, deren kugelfSrmiges eisernes Vollgeschoss 3 Kilo-

gramm wiegt? Specifisches Gewicht des Eisens s = 7,207.
9*

« Far sich,
Kinf.
Aufg.

Gewicht,
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10. Der Durchmesser der Miindung eines Biichsenlaufs be-
trage d = T7™"; wieviel wiegen die Bleikugeln, welche die Biichse
schiesst?’ ' Specif. Gewicht' des' Bleis s = 11,33.

11. Man soll ein Stick Tannenholz von a Kubikcentimeter
mit einer Bleikugel verbinden, so dass die verbundemen Kdrper
im Wasser schweben. Welcher Durchmesser muss der Bleikugel
gegeben werden, wenn das specifische Gewicht des Tannenholzes
gleich s und das des Bleies gleich s, ist? s=0,55, s,=—=11,389,
a = 7502,8.

12, Eine hohle eiserne Kugel mit dem &#usseren Durch-
mesger 27 sinkt gerade zur Hilfte im Wasser ein. Wie gross
ist die Wandstirke der Kugel, wenn das specifische Gewicht des
Eisens gleich 7,4 angenommen wird? r = 2% (Das Gewicht
eingeschlossener Luft soll nicht berticksichtigt werden.)

13. Eine Hohlkugel hat den Husseren Durchmesser d und
das specifische Gewicht s; das specifische Gewicht ihres Stoffes
ist s;. Wie gross ist die Dicke und das Gewicht der Hiille?
d = 6,693%, s = 6,37, s, = 7,28.

14. Wieviel Kugeln mit dem Durchmesser d* kénnen aus
a Kilogramm Blei gegossen werden, dessen specifisches Gewicht
s==11,39 ist? a = 64, d = 0,16%.

15. Ein Quadratdecimeter Eisenblech wiege 4 Kilogramm.
Wie gross muss eine daraus gefertigte Hohlkugel mindestens ge-
macht werden, damit dieselbe in Wasser schwimmen kann?

16. Eine metallene Hohlkugel hat den #usseren Durchmesser
27 und die Wandungsdicke @; wie gross wiirde die Wandungs-
dicke sein, wenn aus ihrer Masse eine andere Hohlkugel mit dem
#usseren Durchmesser 2R gegossen wiirde? r= 10, a=09,
R = 12.

17. Der zwischen zwei sich von innen beriithrenden Kugel-
flichen befindliche Raum betrigt @ Kubikmeter, ihre Centrallinie
ist gleich & Meter. . Wie gross sind die Radien der Kugeln?
a = 108,909, b = 2.

18. Eine concentrische Kugelschale hat die Dicke 4, und
ein ebener Schnitt, welcher durch die #ussere Kugelfliche gelegt
ist und die innere beriihrt, hat den Radius . Es soll der Inhalt
der Schale der Hohlkugel gefunden werden.

19. Vier gleiche Kugeln, von denen jede die drei anderen
bertthrt, werden simmtlich von einer fiinften Kugelfiiche berithrt.
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Man soll die Verh#ltnisse der verschiedenen Radien, die der Ober-
flichen und die der Volumina dieser Kugeln finden.

20. In einem wiirfelfsrmigen Kasten liegt eine Kugel, die
alle Flichen desselben bertihrt. Wieviel betriigt der gesammte
nicht ausgeftillte Raum des Kastens, wenn der Durchmesser der
Kugel gleich 2r ist? r = 2,97153.

21. Wie verhalten sich die Volumina eines Kegels, einer
Kugel und eines Cylinders zu einander, wenn die Durchmesser
der Grundfilichen und die Hohen des Kegels und des Cylinders
dem Durchmesser der Kugel gleich sind?

22. EKine Kugel mit dem Radius r soll in einen gleich-
seitigen Kegel von demselben Kubikinhalt verwandelt werden.
Wie gross ist die Hohe desselben?

23. Das Volumen einer Kugel sei gleich 5575,3 Cubikcenti-
meter, der Flicheninhalt eines ebenen Schnitts derselben gleich
226,2 [J~. Wie verhalten sich die Theile des zum Schnitt senk-
rechten Radius, und wie die Theile der Oberfliche der Kugel zu
einander ?

24. Eine Kugel, deren Oberfliche gleich O gegeben ist,
soll in einen geraden Cylinder von, gleichem Kubikinhalt ver-
wandelt werden. Wie gross ist der Radius der Grundfliche des
Cylinders, wenn sein Mantel gleich der Oberfliche der Kugel sein
soll? O = 36,1035,

25. Die Grundfliche eines geraden Cylinders sei gleich
einem grdssten Kreise einer Kugel, die gesammte Oberfliche des
Cylinders verhalte sich zu dem Inhalt der Kugelfiiche wie m: n;
wie verhalten sich die Kubikinbalte der beiden Korper? Fiir
welchen Werth von m:n sind dieselben gleichgross?

26. Der kirperliche Inhalt einer Kugel betrage X Kubik-
meter. Wieviel betrigt der Inhalt derjenigen Flfche, welche die
Peripherie des horizontalen grossten Kugelkreises beschreibt, wenn
die Kugel, d. i. deren Mittelpunkt, sich lothrecht um 4 Meter
tiefer senkt? X = 28,6967, A = 0,15.

27. Aus einem Cylinder, dessen Hghe gleich dem Radius
seiner Grundfliche ist, sei eine Halbkugel von derselben Grund-
fiiiche herausgeschnitten. Man soll den tibrigbleibenden Korper
in einen geraden Cylinder von gleicher Hdhe (und demselben
Volumen) verwandeln; wie gross ist der Radius des letzteren?

28. Die aus einem geraden Cylinder und einer Halbkugel

Mit
Cylinder.
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bestehende Kuppel eines Geblindes nimmt den Raum von @ Kbm.
ein; die Hohe der senkrechten Wand betrage b Meter. Wie gross
ist ihr Durchmesser? ‘@ = 3665}; b =>5. (Cubische Gleichung.)

29. Eine Metallkugel von a — 4 Durchmesser soll um-
gegossen werden zu einem Korper von a =— 4™ Hohe, welcher
aus einem geraden Cylinder und einer darauf passendemn Halb-
kugel besteht. Wie gross ist der seitliche Durchmesser dieses
Kérpers? (Irreducibele Gl. 3. Gr.)

30. Aus einer Kugel soll ein gerader Cylinder herausge-
schnitten werden, dessen Axenschnitt ein in einen grdssten Kreis
der Kugel einbeschriebenes Quadrat ist. Wieviel betrigli der Ab-
fall, wenn der Kugelradius r = 1,59615 gegeben ist?

31. Eine Kugel mit gegebenem Radius werde durch einen
geraden Cylinder von gegebenem Radius central durchbohrt. Man
berechne den Rauminhalt des iibrigbleibenden Korpers.

32. Die Oberfliche einer Kugel sei 0 — 109; wie gross
ist der Mantel eines geraden Cylinders von gleichem Volumen,
dessen Hohe gleich dem Durchmesser der Kugel ist?

33. Eine gusseiserne massive Walze endigt an beiden Séiten
in auf dieselbe passenden, Halbkugeln. Wieviel wiegt dieser
Korper, wenn seine grosste Linge von Gipfel zu Gipfel gleich
h*, sein Durchmesser gleich d*, das specifische Gewicht des
Gusseisens gleich s und das Gewicht eines Kubikcentimeters Wasser
gleich einem Gramm ist? s = 7,2, h = 40}}, d = 1.

34. Einer Halbkugel von Blei sei ein gerader Cylinder mit
gemeinschaftlicher Grundfiiche aufgesetzt. Welche Hohe kann
der Cylinder haben, wenn der zusammengesetzte Korper auf der
Kugelfliche im stabilen Gleichgewicht ruhen soll, und das speci-
fische Gewicht des Bleies 11,35 ist?

Der Abstand des Schwerpunkts einer Halbkugel von ihrem Mittel-
punkt betrigt 3 des Radius.

35. Ein cylindrisches Gefliss, dessen Grundfiiche den Durch-
messer d hat, sei bis zu einer Hohe gleich /4 tiber der Grund-
fliche mit Wasser geflllt; in dieses werde eine Kugel geworfen,
deren Durchmesser gleich a ist, und welche ganz im Wasser
untersinkt. Bis zu welcher Hthe steigt das Wasser hierdurch
in dem Geffisse? d =4, h=}, a=3.

36. In eine Kugel von gegebenem Radius r soll ein Kegel
construirt sein, dessen Grundfliichen-Radius sich zu seiner Hohe
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wie m:n verhalle. Wie verhalten sich die Oberflichen, und wie
die Volumina der beiden Kbrper zu einander? m:n=3:4,

37. Eine Kugel, mit,;dem -Radius, 7 soll in einen geraden
Kegel von demselben Kubikinhalt verwandelt werden, so dass der
Mantel dieses Kegels nmmal so gross ist, als seine Grundfliiche.
Wie gross ist die Hohe desselben? n =17, r = f/f—)

38. Um einen Kreis sei ein gleichseitiges Dreieck beschrieben;
durch Umdrehung der Figur um eine Hohe des Dreiecks wird
eine Kugel und ein Kegel erzeugt. Wie verhalten sich die Vo-
lumina dieser Korper zu einander?

39. Ebenso, wenn das Dreieck dem Kreise einbeschrieben ist.

40. Ein Dreieck mit den Seiten & = 33, b = 56, ¢ = 65
rotire um die lingste Seite. Wie verhilt sich das Volumen des
entstehenden Doppelkegels zum Volumen der Kugel, deren Radius
gleich demjenigen des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises ist?

41. In einen geraden Kegel, dessen Rauminhalt gleich V
und dessen Hohe gleich % ist, hat man eine Kugel einbeschrieben;
wie gross ist ihr Volumen? V = 7,6028, A= 6.

42, Das Volumen eines geraden Kegels betrage 301,5930,
dag Volumen der ihm einbeschriebenen Kugel 113,0973 Kubik-
decimeter. Man berechne die Hthe und den Radius des Kegels.

43. Einem gleichseitigen Kegel sei eine Kugel und dieser
ein gleichseitiger gerader Cylinder einbeschrieben. Man bestimme
das Verhiltniss der Gesammt-Oberflichen und das der Volumina
dieser Korper.

" 44, Finer Kugel sei ein gerader Kegel umbeschrieben, dessen
Hohe doppelt so gross als der Durchmesser der Kugel ist. Es
wird das Verhiltniss der Glesammt-Oberfliichen und das der Vo-
lumina beider Korper gesucht.

45, In einen geraden Kegel, dessen Hohe gleich # und dessen
Seitenlinie gleich s ist, sei eine Kugel beschrieben. Um wieviel
ist der Kegel grosser als die Kugel? % = 60, s = 65.

46. In einen geraden Kegel, dessen Radius der Grundfliiche
gleich » und dessen Hohe gleich % ist, sei eine Kugel einbe-
schrieben, und diese werde zugleich von einer der Grundfliiche
des Kegels parallelen Schnittebene desselben bertihrt. Wie ver-
halten sich die Volumina des ganzen, des abgestumpften Kegels
und der Kugel zu einander? r = 10, h = 20.

47, Wieviel betrfgt der Grenzwerth der Summe der Vo-
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lumina einer Reihe von Kugeln, welche stimmtlich von dem
Mantel eines gegebenen geraden Kegels bertthrt werden, und von
denen \jede)folgende diervorhergehende von ausgen und die erste
die Grundfliche des Kegels innerhalb des letzteren bertihrt? -

Anmerkung. Die Summe der Kugeln ist stets kleiner als 3 des
Inhalts des Kegcﬁs Fir welches Verhiltniss der Hohe des Kegels
zum Radius seiner Grundfliche ist sein Inhalt doppelt so gross, als die
Summe der Kugeln?

48. Eine Kugel sei in einen geraden kegelférmigen Hohl-
raum geworfen, dessen Axe lothrecht, die Spitze nach unten,
- steht. Die Grundfiiche des Kegels sei der Oberfliche der Kugel
gleich, der Rauminhalt des ersteren das nfache des Rauminhalts
der letzteren. Wie tief sinkt die Kugel in dem Kegel ein, oder
in welchem Verh#iltniss wird die Kegelaxe durch den Mittelpunkt
der Kugel getheilt? n =1}, oder n = 44.

49. In einen auf der Spitze (bei vertikaler Richtung der
Axe) stehenden gleichseitigen Kegel sei eine Kugel vom Radius r
gelegt, und dann in den Hoblraum des Kegels soviel Wasser
gegossen worden, dass die Kugel gerade bedeckt ist. Wie hoch
wird das Wasser sich in dem Kegel stellen, wenn die Kugel
herausgenommen wird? r = 6,0822.

50. Eine Kugel, deren Radius gleich r ist, habe mit einem
geraden Kegel, dessen Hohe sich zum Radius seiner Grundfliiche
wie m:n verhilt, gleichen Kubikinhalt. Man berechne die Héhe
h und den Radius @ der Grundflliche des Kegels. Welchen Werth
muss m :n erhalten, wenn r = @ sein soll?

51. Durch eine Kugel sei ein ebener Schnitt gelegt, welcher
den zu ihm senkrechten Radius im Verhiiltniss m : n theilt, Auf
der Durchschnittsfliche seien zwei gerade Kegel errichtet, deren
Spitzen auf der Oberfliche der Kugel liegen. Wie verh#lt sich
der Inhalt des entstandenen Doppelkegels zum Inhalt der Kugel?
m:n=4:3.

52. Die Oberfliche einer Kugel wird von einem Kreise,
dessen Inhalt F = 12,56637 ist, im Verh#ltniss 1:3 getheilt.
Wie gross ist der Unterschied der Volumina und ebenso der
Oberfliichen der Kugel und des geraden Doppelkegels, der aus
zwei tiber der Schmittfliche stehenden Kegeln besteht, die ihre
Spitzen in der Kugelfliche haben?

53. Wie verhalten sich die Oberflichen einer Kugel und

-
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eines geraden Doppelkegels zu einander, wenn die gemeinsame
Grundfiiche der Hilften des letzteren gleich dem grossten Kreise
der Kugel ist und beide 'Korper-'gleiche “Volumina haben? Wie
verhalten sich aber die Volumina, wenn beide Korper gleiche
Oberflichen haben ?

54. Der Mittelpunkt der Grundfiiche eines geraden Kegels
sei die Spitze eines zweiten Kegels, dessen Seitenlinien auf den
entsprechenden des ersteren senkrecht stehen. Wie gross ist der
Radius einer Kugel, welche beide Kegelmiintel von innen bertihrt,
und wie verhsilt sich ihr Volumen zu dem des entstandenen
Doppelkegels ?

55. In eine Kugel wird ein gerader Kegel einbeschrieben,
80 dass seine Hohe durch den Mittelpunkt der ersteren in stetiger
Proportion getheilt wird. Wie verhalten sich die Volumina der
beiden Kérper zu einander?

56. Der Radius einer Kugel sei gleich r; wie gross muss
die Hghe eines derselben einbeschriebenen geraden Kegels sein,

wenn das Volumen des Kegels —i— des Volumens der Kugel be-

tragen soll? r =6, n = 3§. (Cubische Gleichung.)

57. Wie gross ist die Oberfliche eines geraden Kegels,
welcher gleiches Volumen mit einer Kugel hat, deren Oberfliche
gleich @ ist, wenn die Hohe des Kegels gleich dem Durchmesser
der Kugel ist? a = 418.

58. Eine Kegelfliche bertthre eine Kugel, und der durch die
Ebene des Berithrungskreises abgeschnittene Kegelmantel verhalte
sich zur abgeschnittenen kleineren Calotte dem Inhalt nach wie
(24y5):2. Wie verhiilt sich das Volumen der Kugel zu dem
des Kegels?

59. Die Summe der Rauminhalte zweier Kugeln sei gleich
dem Inhalt eines Kegelstumpfs von der Hthe %, dessen Grund-
fiichen-Radien gleich B und r sind. Wie gross sind die Radien
der Kugeln, wenn ihre Summe glgich R+ r ist? 5= 14}4;
Re=17 r=3.

60. Wie lang muss in einem abgeklirzten geraden Kegel,
dessen Grundfiichen-Radien beziiglich eine L#nge von 1°™ und
™ haben, die Seitenlinie sein, um in denselben eine Kugel be-
tchreiben zu konnen, und wie gross sind die Oberfliche und der
Inhalt der Kugel?

Mit Kegel-
stumpf.



Mit Kugel.

Mit
Polyeder.
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61. In einen geraden abgestumpften Kegel lasse sich eine
Kugel vom Radius r einbeschreiben, deren Inhalt gleich dem
n ten'/Theile désCUKegelstampfs ist. Wie gross sind die Radien
der Endflichen des letzteren? r =2, n=2§.

62. In einem geraden Kegelstumpfe, in welchen sich eine
Kugel einbeschreiben 1#sst, betrfigt der Mantel dreimal so viel,
als die Differenz d der beiden Grundflichen. Wie verhilt sich
das Volumen der einbeschriebenen Kugel zum Volumen des
Stumpfes ?

63. Die Radien der Endflichen eines geraden abgestumpften
Kegels zu berechnen, der gleiches Volumen, gleiche Gesammt-
oberfliche und gleiche H8he hat mit einer Halbkugel, deren
Durchmesser gleich d gegeben ist. d==6.

64. Aus einem geraden Kegelstumpf ist eine Halbkugel
herausgeschnitten, deren Grundfliche die obere Endfiliche des
Stumpfs ist, und dieselbe beriihre die andere Endfliche. Man
goll den Kubikinhalt des ibrigbleibenden Kérpers aus dem Radius
R der grBsseren Endfliche und aus dem Verh#ltniss des Volumens
der Halbkugel zum Volumen des Kegelstumpfs gleich 2 : 13 be-
rechnen.

65. Durch eine Kugel, deren Radius gleich r ist, sei ein
ebener Schnitt im Abstand @ vom Mittelpunkt gelegt, und in
Jjedes der beiden Kugelsegmente sei die grdsste Kugel construirt,
welche die erste Kugel und die Schnittebene bertthrt. Wie ver-
hilt sich die Summe der Volumina der eingeschlossenen Kugeln
zum Volumen des fibrigbleibenden Raumes der ersten Kugel?
a:r=1:3.

66. Von acht gleichen Kugeln, deren Mittelpunkte die Eck-
punkte eines Wiirfels bilden, bertihre jede drei der tibrigen; alle
acht werden von einer dieselben umschliessend bertthrenden Kugel
eingehiillt, und letztere sei ‘darauf durch eine concentrische Kugel-
fliiche ausgeh$hlt, welche zwyischen den acht ersteren, dieselben
simmtlich von aussen bertihrend, liegt. Wie verh#lt sich das
Volumen der Hohlkugel zu der Summe der Volumina der acht
gleichen Kugeln?

67. Eine abgestumpfte, regelmissige, sechsseitige Pyramide,
deren Grundflichen beztiglich die Kantenlingen 24 und a be-
sitzen, und deren H&he gleich @})/2 ist, sei zu einer vollstindigen
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Pyramide ergtinzt. Man berechne den Radius und das Volumen
der um die Ergiinzungspyramide beschriebenen Kugel.

68. In einem geraden'Prisma;-‘dessen' Grundfliiche ein regel-
missiges Achteck mit der léngsten Diagonale a = 10 ist, be-
irage die Hohe das Zweifache einer Seite der Grundfliche. Man
berechne den Radius der Kugel, deren Volumen dem Volumen
des Prismas gleich ist.

69. Aus einem Pyramidenstumpf, dessen grdssere Grund-
fliche gleich 16 Quadratcentimeter, dessen Hohe gleich 6 Centi-
meter ist, und dessen homolge Grundkanten sich wie 5:3 ver-
halten, sollen ein regelmissiges Tetra¥der und eine Kugel, beide
von gleichem Volumen, geformt werden. Man berechne die Kante
des Tetragders und den Radius der Kugel.

70. Aus einer 3,76 Kilogramm schweren hdlzernen Kugel
vom specifischen Gewicht 0,85 werde ein mdglichst grosses regel-
missiges Oktadder géschnitten. Wieviel wiegt der Abfall?
Welche Angabe war iiberfliissig ?

71. Ein silbernes regelmissiges Tetratder, ein kupfernes
Oktatder und ein eisernes Hexatder von gleichem Gewicht sollen
benutzt werden, um aus ihnen drei moglichst grosse Kugeln her-
auszuarbeiten. Wie verhalten sich die Rauminhalte dieser Kugeln
zu einander, wenn die specif. Gewichte des Silbers, des Kupfers
und des Eisens beziehungsweise gleich 10,6, gleich 8,9 und gleich
7,6 sind?

72. Die drei aus einem regelm#ssigen Tetrasder, Oktasder
und Hexa#der ausgearbeiteten gréssten Kugeln verbalten sich dem
Rauminhalt nach wie 1:2:3. In welchem Verh#ltniss stehen
die Volumina dieser drei Polyeder?

73. Ueber einem gleichseitigen Dreieck ist ein gerades Prisma
errichtet, in welchem die Summe der drei Seitenflichen gleich
der Summe der beiden Grundflichen ist. Wie gross sind das
Volumen dieses Korpers, der Radiue, die Oberfliche und das
Volumen der ihm umbeschriebenen Kugel, wenn die Grundkante
gleich a ist?

74. Einem regelmissigen Oktasder sei eine Kugel einbe-
schrieben; es soll das Verhiltniss der Volumina beider Kbrper
durch seine funf ersten N#herungsbriiche bestimmt werden.

75. In eine Kugel, deren Kubikinhalt gleich » gegeben
ist, sei ein regelmissiges Tetra&der, in dieses eine zweite Kugel,
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in diese ein zweites Tetradder, u. s. w. bis ins Unendliche ein-
beschrieben, Wie gross ist die Summe der Rauminhalte der
Kugeln, 'wie'-gross ‘die' der' Tetragder?

76. Dieselbe Aufgabe, wie 75, nur sollen statt der Tetra&der
regelmissige Oktasder comstruirt sein.

77. In einen Wiirfel denke man sich eine Kugel, in diese
wieder einen Wiirfel, u. s. f. bis ins Unendliche einbeschrieben.
Ferner sei in einen gleichen Wtirfel ein gerader Cylinder so con-
struirt, dass seine Axe in einer Diagonalaxe des Wiirfels liegt,
seine Grundflichen je drei Seitenflichen ded letzteren berithren,
und dass sich in den Cylinder wieder ein Wiirfel einbeschreiben
l18sst, dessen Grundflichen denjenigen des Cylinders einbeschrieben
sind. In diesen neuen Wiirfel werde auf gleiche Weise ein Cy-
linder construirt gedacht, u. s. f. bis ins Unendliche. Wie verhilt
sich die Summe der Volumina jener Kugeln zur Summe dieser
Cylinder? " :

78. In ein regelmissiges Tetrasder sei eine Kugel einbe-
schrieben, darauf in jede der Tetrasderecken wieder eine Kugel,
welche die erstere und die drei Flichen der Ecke beriihrt, sodann
in jede Ecke eine zweite Kugel, welche die vorige und die drei
Ebenen berithrt, u. s. f. bis ins Unendliche. Wie verhiilt sich
der Rauminhalt der ersten Kugel zur Summe aller folgenden?

79. In welchem Abstand von der Spitze muss man ein
regelmiissiges Tetrasder, dessen Kante - gleich 2 gegeben ist,
parallel zu der Grundfliche durchschneiden, damit die in den
oberen Theil beschriebene Bertihrungskugel und der in den unteren
Theil construirte, mit seinem Mantel die Seitenfllichen bertihrende
Kegelstumpf gleiche Volumina haben?

80. Wie verhlt sich das Volumen eines Cylinders, auf
dessen Mantelfliiche (und zugleich auf je einer Grundfliche) die
sechs Ecken eines regelmissigen Oktatders liegen, zum Volumen
der in das Oktagder einbeschriebenen Kugel ?

81. In ein regelmiissiges Okta&der seien drei gleiche Kugeln
gelegt, so dass ihre Mittelpunkte in gerader Linie liegen, und
jede der beiden #Husseren von vier in einer Oktasderecke zu-
sammenstossenden Grenzfliichen dieses Polyeders, sowie von der
dritten Kugel bertihrt wird. Man soll beweisen, dass der Radius
.dieser Kugeln mit dem Durchmesser zweier in das Oktasder auf
entsprechende Weise zu construirenden Kugeln zusammen halb so
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lang ist, als die Hauptaxe des Okta¥ders, und das Verhiltniss
der Volumina zweier Kugeln der beiden Arten berechnen.

82. Ein Cylinder, welcher einem geraden dreiseitigen Prisma
mit den Grundkanten a, b, ¢ und der Hthe % umbeschrieben

‘war, sei in eine gleichgrosse Kugel verwandelt. Man berechne
die Oberfiiiche der Kugel. @ =15, b =13, ¢ = 14, h = 62
Centimeter.

83. In die obere Grundfliche eines quadiatischen Cylinders,
dessen Radius gleick r gegeben ist, sei ein Quadrat beschrieben,
und auf diesem stehe eine Pyramide, deren Seitendreiecke gleich-
seitig sind. Der ganze Kérper sei aus Metall und werde zu
einer Kugel umgegossen. Wie gross ist der Radius der letzteren?

84. Der Inhalt einer Kugel betrage 14391} Kubem. Zwei Mit Zonen-
parallele Ebenen, welche auf entgegengesetzten Seiten des Kugel-
mittelpunkts in gleichen Entfernungen von diesem die Kugel-
oberfiiche schneiden, bestimmen auf letzterer eine Zone von
1896,17 (0™ Flicheninhalt. Wieviel Kubikmeter enth#lt derjenige
gerade Cylinder, dessen Grundflichen mit den die Zone begrenzen-
den Schnittkreisen zusammenfallen?

85. An zwei Kreise seien vier gemeinschaftliche Tangenten
gelegt; die Bogen zwischen je zwei ungleichartigen Jieser Tan-
genten beschreiben, indem sie um die Centrallinie rotiren, Kugel-
zonen. KEs sei die Summe @ der Flicheninhalte dieser Zonen und
die Summe b der Rauminhalte der vollen Kugeln, sowie die
Linge ¢ der Centrallinie gegeben. Man soll die Radien berech-
nen. a = 141,371 0", b = 791,680 Kubcm., ¢ = 16™.

86. Aus dem Volumen V einer Kugel und dem Flichen- g
inhalt F einer Calotte derselben den die letztere durch Rotation
erzeugenden Bogen in Grad- und in L#ngen-Mass zu berechnen.
¥V = 904,78 Kubm., F = 43,199 O™

87. In eine Kugel, deren Volumen gleich ¥ ist, sei ein
gerader Kegel einbeschrieben, dessen Winkel an der Spitze eines
Axenschnitts gleich & ist. Wie gross ist das Volumen dieses
Kegels? FV == 2713476, a = 67° 14’ 24”,5.

88. In einem geraden abgestumpften Kegel sind die Radien
der Grundfliichen beziiglich gleich B und r; die Seitenlinien sind
unter dem Winkel o gegen die grissere Grundfliche geneigt.
Wie gross ist der Radius einer Kugel von gleichem Volumen?
R=17, r =11, a = 37° 14",
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89. Ein Rhombus hat die Seite s und den spitzen Winkel
a. Wie gross ist der Rauminhalt eines Cylinders, welcher diesen
Rhombus' zum -~ Normalschnitt hat, und in welchem Verhiltniss
steht er zu dem Volumen derjenigen Kugel, deren grisster Kreis
dem in den Rhombus einbeschriebenen Kreise gleich ist? s ==
11,4716, « = 57° 30’ 15".

90. Man berechne den Mantel eines geraden Kegels, dessen
Seitenlinie mit der Grundfliche den Neigungswinkel & bildet, und
dessen Volumen gleich dem einer Kugel mit dem Radius r ist.
a=>59°17 12", r = 3,02153.

91. In eine regelmiissige gerade Pyramide, deren Grund-
fiiche ein n-Eck mit der Seite @, und deren Hohe mmal so gross
als der Radius des Kreises ist, welcher sich dem n-Eck einbe-
schreiben lisst, sei eine alle Grenzfltichen der Pyramide bertihrende
Kugel beschrieben. Wie gross ist der Inhalt dieser Kugel und
wie gross ist die Oberfliche derjenigen Kugel, welche sich um
die Pyramide beschreiben l#sst? n =9, m = 3.

92. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkeliges
Dreieck, in welchem die Hypotenuse gleich ¢, ein spitzer Winkel
gleich & ist; die den Scheitel dieses Winkels treffende Seiten-
kante stehe senkrecht zu der Ebene des Dreiecks, und die Ebene

der beiden anderen Seitenkanten bilde mit der Grundfiiche den |

Winkel . Man berechne das Volumen einer Kugel, deren Ober-
fliche durch die Eckpunkte der Pyramide geht. ¢ =— 2,8878,
o = 30° 35" 15", B = 52° 11" 4”7,

93. Die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide seien be-
ziglich gleich a, b, ¢, die von ihnen eingeschlossenen Winkel
an der Spitze (ad) =y, (a¢c) =, (bc) = a. Man berechne
das Volumen einer Kugel, welche mit dieser Pyramide gleiche
Oberfliche hat. @ == 14,5 = 15, ¢ = 44, a =y = 53°7" 48" 4,
B = 640 25" 272,

94. Auf jede Fliche eines Wiirfels, dessen Kante gleich a
ist, sei eine gerade Pyramide aufgesetzt, welche diese Fliiche
zur Grundfliche hat, und deren Seitenflichen jedesmal mit letz-
terer den Winkel « bilden. Durch die Spitzen der sechs Pyra-
miden l4sst sich eine Kugel legen. Wie gross ist der von jenem
Polyeder nicht eingenommene Hohlraum derselben? a = 12,324,
o = 260 33’ 54" 4.



§ 21.] Volumen des Kugelausschnitts, -Segments etc. 143

§. 27. Kugelausschnitt, Kugelsegment und
kdérperliche Zone.

1. Ueber der Grundfliche eines geraden Kegels sei eine « e
Kugelmtitze construirt, deren Mittelpunkt die Spitze des Kegels
ist. Man berechne aus dem Radius @ des Grundkreises und der
Hohe A des Kegels den Kubikinhalt des gesammten Korpers.
¢e=>5, h=12.

2. Ein Kreissector, dessen Radius gleich r und dessen
Centriwinkel gleich 60° ist, rotire um einen der ihn begrenzen-
den Radien. Man berechne den Kubikinhalt des entstehenden

t Kugelausschnitts. Wie verhilt sich derselbe zum Kubikinhalt einer

ganzen Kugel, deren Radius gleich r ist?
3. In jeder von zwei Kugeln, deren Radien sich wie m : n
=7 : 5 verhalten, sei ein Kugelausschnitt construirt, so dass die

. Hohen der zugehdrigen Segmente einander gleich sind. Das Vo-
. lumen des Ausschnitts der zweiten Kugel sei gleich V == 35

gegeben. Wie gross ist das Volumen des Ausschnitts der ersten

Kugel ?

4. Das Volumen eines Kugelausschnitts aus dem Umfang

. P der ebenen Grundfliche des zugehdrigen Segments und dem
. Umfang P eines grissten Kreises der Kugel zu berechnen. Ins-
. besondere sei p == 4 P.

5. Man berechne den Kubikinhalt eines Kugelsegments aus Segment:
seiner Hohe # und dem Radius r der Kugel fiir &) r = 4,17892, Einf. Aufg.
h=9; B) r = 6,98498, A = 20.

6. Aus dem Kubikinhalt 7" und der Hohe % eines Kugel-
segments den Radius r der Kugel zu berechnen. V = 126,535,
h= 3,2,

7. Die Hohe & eines Kugelsegments aus dem Kubikinhalt
V desselben und dem Radius » der Kugel zu berechnen. —

" Cubische Gleichung, fir ¥ = 5,236, r == 2 leicht aufzulssen.

8. Den Kubikinhalt eines Kugelsegments aus seiner Hghe
h und dem Radius @ seines Grundkreises zu berechnen. A =5,
0=1,3611.
9. Das Volumen eines Kugelsegments aus der Hthe & des-
selben und der Oberfliche O der ganzen Kugel zu berechnen.
h= 1,5, 0=139,294,
10. Eine hdlzerne Kugel von a™ Durchmesser sinkt in Gewicht,
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destillirtem Wasser von 4° so weit ein, dass der hervorragende
Theil die Hthe /™ hat. Wie gross ist das specifische Gewicht
der betreffenden Holzart? a = 10, A = 2.

11. Wieviel betriigt das Gewicht einer Kugel, welche in
Wasser zum grdsseren Theil einsinkt, wenn sie an der Oberfliche
des Wassers einen Kreis von a*™ Umfang bildet, whhrend ein
grosster Kreis derselben einen Umfang von 5™ hat? a = 5,0892,
b = 14,6276. .

12. Man berechne das Gewicht einer Kugel von r =
19°%,4485 Radius, welche, in einer FHissigkeit vom spec. Gewicht
1,15 schwimmend, mit dem vierten Theile ihrer Oberfliche iiber
das Niveau hervorragt.

13. Das Volumen eines Kugelsegments zu bestimmen, des-
sen krumme Oberfliiche gleich O ist, und dessen Grundkreis den
Abstand @ vom Mittelpunkt hat. O = 1303, a = 14,042.

14. Aus dem Radius r einer Kugel die Hthe und den
Kubikinhalt eines Segments derselben zu bestimmen, dessen
krumme Oberfliche viermal so gross ist, als seine Grundfliche.
r = 6,33843.

15. Ein Kugelabschnitt sei halb so gross als der Kugel-
ausschnitt, zu welchem er gehtrt. Man berechne seine Hihe aus
dem Kugelradius. :

16. Aus dem gegebenen Kubikinhalt 7 eines Kugelsegments,
dessen Calotte 7 = 2mal so gross ist, als seine Grundfliche, den
BRadius der Kugel zu berechnen. ¥V = 718,383.

17. Eine Kugel, deren Radius r = 10 ist, sei durch eine
Ebene so geschnitten, dass sich die Theile ihrer krummen Ober-
fliche wie 7 : n = 1: 4 verhalten. Wie gross sind die Volumina
der zugehdrigen Segmente?

18. Wenn das Volumen einer Kugel durch eine Ebene im
Verhiltniss m : n getheilt wird, wie weit steht diese dann vom
Mittelpunkt der Kugel ab? (Cubische Gl) m :n =5 : 27.

. 19. In welcher Entfernung vom Mittelpunkt einer Kugel
mit dem Radius 7 muss dieselbe durchschnitten werden, wenn die
krumme Oberfliiche des kleineren der entstehenden Abschnitte gleich
einem grossten Kreise der Kugel sein soll, und wieviel betrigt
der Rauminhalt dieses Abschnittes?

20. Die Oberfliche eines Kdrpers sei gegeben, welcher aus
zwei congruenten Kugelabschnitten besteht. Wie gross ist das
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Volumen des Korpers, wenn die krumme Oberfliche eines jeden
der beiden Theile vervollstindigt durch den Mittelpunkt der an-
deren gehen wirde? O = 169,646.

21. Einem geraden rechtwinkeligen Parallelepipedon, dessen Mit Poly-
Kanten @, b, ¢ gegeben sind, sei eine Kugel umbeschrieben. Man )
berechne die Volumina der Stiicke, in welche diese durch die
Erweiterung einer die Kanten b und ¢ enthaltenden Seitenfliche
getheilt wird. a =3, b =4, c=12.

22. In welchem Verh#ltniss wird das Volumen einer Kugel l’}&g&":'
durch eine (erweiterte) Grenzfliche eines ihr einbeschriebenen
regelmissigen Tetra&ders getheilt?

23. Dieselbe Aufgabe, wenn statt des Tetratders ein Wiirfel
gesetzt wird.

24. Ebenso fiir ein regelmissiges Okta&der.

25. Zu einem regelmiissigen Oktatder sei eine Kugel so
construirt, dass die Kanten des Okta&ders die Kugel bertihren.
Wie gross sind die Riume, die in den Ecken des Okta&ders
durch die Kugel abgeschlossen werden, wenn die Kante des
ersteren gleich 2a ist?

26. In eine Kugel mit dem Radius r sei ein Cylinder con-MitCylinder.
struirt, dessen Axenschnitt ein Quadrat ist. Wie gross sind die
vier Stticke, in welche die Kugel hierdurch getheilt wird?

27. An einer Kugel mit dem Radins r soll ein Segment so
bestimmt und geometrisch construirt werden, dass sein Volumen
der dritte Theil des auf der Grundfliche des Segmentes stehenden,
der Kugel einbeschriebenen geraden Cylinders werde.

28. Aus einer Kugel, deren Radius gleich r ist, sei ein
cylinderfrmiger Kern herausgebohrt, dessen Axe ein Durchmesser
der Kugel ist, und dessen Grundflliche sich zu einem gryssten
Kreis der Kugel wie m : n verbilt. Wie gross ist das Volumen
des Kerns? r=3, m=1, n=4,

29. Die Gesammt-Obertltiche eines quadratischen Cylinders
sei gleich 0. Wenn dieser Cylinder in eine gleichgrosse Kugel
verwandelt wilirde, wie gross wilrde dann das Volumen eines
Segments derselben sein, dessen Hhe gleich %2 wire? 0==173,357,
h=2.

*30. Eine Kugel wird durch einen ebenen Schnitt in zwei
Segmente getheilt, deren Hohen sich wie 1: 2 verhalten. Wie
Rrior, Aufgaben. II. 10
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verhalten sith die Radien der gleichseitigen Cylinder zu einander,
welche beztiglich diesen Segmenten inhaltsgleich sind?

31. Durch eme Halbkugel soll ein der Grundfliche paral-
leler Schnitt so gelegt werden, dass das abgeschnittene Segment
mit demjenigen Cylinder gleichen Rauminhalt habe, welcher den
Schnitt zur Basis und seine Entfernung von der Grundfliche zur
Hohe hat. In welchem Abstand von der Grundfliche ist der
Schnitt zu legen?

32. Eine Kugel soll durch eine gerade Cylinderfliiche durch-
bohrt werden, deren Axe ein Durchmesser der Kugel und deren
Grundflichen-Durchmesser gleich dem Radius der Kugel ist. In
welchem Verh#iltniss stehen die Rauminhalte der Kugel und der
ausgebohrten Masse derselben?

33. In ein cylindrisches Geffss, dessen Grundfliche einen
Radius von 16™ Linge hat, und dessen Hthe 26%,803 betrigt,
befinden sich 212 Liter Wasser. Wie gross ist der Radius einer
Kugel, die 141™ in das Wasser eintauchen muss, damit es den
Cylinder ausfullt?

34. Ein Kessel ist aus einem abgestumpften geraden Kegel,
dessen oberer und unterer Durchmesser beztiglich @ = 39%,5532
und b = 26%,3688, und dessen Tiefe ¢ = 8%,7896 betrigt,
und einem Kugelabschnitt auf der unteren Fliiche, dessen Hohe
h = 6%,5922 ist, zusammengesetzt. Wieviel Kubikdecimeter
enth#lt derselbe, und wieviel Quadratdecimeter betriigt seine
Oberfliche ?

35, Eine undurchsichtige Kugel, welche auf einer horizon-
talen Ebene ruht, wird von einem vertikal iber ihrem Mittel-
punkt in der Entfernung @ von demselben befindlichen leuchten-
den Punkt bestrahlt. Wie gross ist das Verhiltniss der Raum-
inhalte des beleuchteten und des beschatteten Segments, wenn der
Kugelradius gleich » ist? a = 16%, r = 10.

36. Das Volumen eines Kugelabschnitts sei gleich ¥V, seine
Hbohe gleich 2. Die Kugel, welcher derselbe angehirt, werde
in einen Kegel verwandelt, dessen Grundfliiche gleich dem Grund-
kreise des Abschnitts ist. Wie gross ist der Mantel dieses Kegels ?
V = 21,333, h = 1,69718.

37. Von einer Kugel, deren Radius gleich r gegeben ist,
sei ein Segment abgeschnitten, dessen Mantel sich zum Mantel
eines geraden Kegels von derselben Grundfiliche und Hthe wie
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p: q. verhalte. 'Wie gross ist der Inhalt dieses Segments?
r=153, p:g=8:5.

38. Von einer/Kugel, 'déren Radius gleich r gegeben ist,
soll ein Segment so abgeschnitten werden, dass sich der Inhalt
desselben zum Inhalt eines geraden Kegels von derselben Grund-
fisiche und Héhe wie p: g verhalte. Wie gross ist a) der Mantel
des Kegels, b) die zu dem Kugelsegment gehtrige Calotte?
r=25,p:qg==8:5. _

39. In eine gegebene Kugel sei ein gerader Kegel beschrie-
ben, welcher mit dem anliegenden Kugelabschnitt gleiches Vo-
lumen habe. Man berechne seine Hthe, r = 3,12314.

40. Die Axe eines geraden -Kegels sei ein Durchmesser
einer Kugel, welche die Grundfliche des Kegels beriihrt. Man
berechne die Grosse des dem Kegel und der Kugel gemeinsamen
Korperstiicks aus den beiden Radien.

41. Aus einer Kugel mit dem Radius R wird ein gerades
kegelfsrmiges Loch so gebohrt, dass dessen Axe durch den Mittel-
punkt der Kugel geht, seine Spitze in der Oberfliche der Kugel
liegt, und die Grundfiiche des Bohrlochs einen Radius von
r=4 R hat. Wie verhilt sich das Volumen der ausgebohrten
Masse zu dem Volumen der ganzen Kugel?

42. Von zwei gleichen Kugeln liegt der Mittelpunkt der Mit Kugel.
einen auf der Oberfliche der anderen. Wie verhiilt sich das Vo-
lumen des ihnen gemeinschaftlichen Korperstticks zu dem Volumen
einer der ganzen Kugeln?

43. Welche HShe hat das Segment einer Kugel vom Ra-
dius », dessen Rauminhalt doppelt so gross ist als der einer
Kugel, welche diese Hthe zum Radius hat?

44. Der Radius einer Kugel sei gleich r, die Hthe eines
Abschnitts derselben gleich % gegeben. Wie dick muss die Wan-
dung einer Hohlkugel sein, deren #Hussere Fliche denselben Ra-
dius r hat, wenn der Rauminhalt der Wandung gleich dem des

Kugelabschnitts sein soll? r =14 ¥/3, h= V12-|- 6 V3.
45. Von der grosseren von zwei concentrischen Kugeln,
deren Volumina sich wie m : n verhalten, wird durch eine Be-
rilbrungsebene der kleineren ein Segment abgeschnitten. Wie
verhilt sich das Volumen dieses Segments zu dem Volumen der

kleineren Kugel? m :n = 27:8.
10*
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46. Eine Halbkugel, deren Radius r» =1 ist, soll durch
eine mit der Grundfliche parallele Ebene in zwei gleiche Theile
getheilt' werden." 'In welcher Entfernung von der Grundfiiiche ist
der Schnitt zu fiuhren? (Cubische Gleichung.)

47. Ein kugeliges Gewdlbe hat im Innern die Héhe 2 und
den Durchmesser d der Grundfliche, seine Wandsttirke ist an der
Basis, horizontal gemessen, gleich a. Wieviel betriigt der Kubik-
inhalt der Wandung? % = 4,7559, d = 16,4748, a = 2,7458.

48. Aus einer Kugel vom Radius » ist ein cylinderfSrmiger
Kern ausgebohrt, dessen Axe ein Durchmesser der Kugel ist,
und dessen Grundkreis sich zur Oberfliche der Kugel wie m : n
verhiilt. Der von der Kugel tibrig gebliebeue Ring werde zu
einer vollen Kugel von gleichem Rauminhalt umgeformt. Wie
gross ist der Radius derselben? m:n =4 :25.

49. Um den Grundkreis einer Halbkugel sei ein regel-
miissiges Sechseck beschrieben und von den Eckpunkten dessel-
ben seien Tangenten an die Kugel gelegt, die einander in der
Axe des Grundkreises schneiden. Diese Tangenten seien die
Seitenkanten einer sechsseitigen Pyramide. Wie gross ist der
Theil der Halbkugel, welcher innerhalb dieser Pyramide liegt,
und wie gross ist die Summe der R#ume zwischen der Halb-
kugel und der Oberfliche der Pyramide? Gegeben der Radius
r der Halbkugel.

50. Man berechne den Kubikinhalt einer kdrperlichen Kugel-
zone aus dem Radius r der Kugel, der Hohe 2 der Zone und
dem Abstand p ihrer grdsseren Grundfliche vom Kugelmittel-
punkt fir r = 0,91695, 2 = 0,2, p = 0,5.

51. Den Kubikinhalt einer korperlichen Zone aus dem
Kugelradius R und den Radien r, ¢ der Endflichen der Zone zu
berechnen. R =25, r = 24, o = 15.

52. Ebenso aus den Radien r, ¢ ‘der Endflichen und der
Hohe A der Zone. r =56, o =25, h = 23.

53. Wie verhdlt sich bei einer Kugel vom Radius r der
Kubikinhalt einer kérperlichen Zone, welche die Hshe 2% hat und
von einem grissten Kreise der Kugel halbirt wird, zu dem Kubik-
inhalt eines Segments derselben Kugel von gleicher Hohe? r =4,
h=3.

54. Aus einer Kugel vom Radius 7 soll eine kdrperliche
Zone von der Hohe % herausgeschnitten ‘Werden. Welche Abstinde
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mtissen die Endflichen derselben vom Mittelpunkt der Kugel
haben, wenn das Volumender) Zone —:‘— des Kugelvolumens sein

soll? n=43}, h=14%4r.

55. Die Hohe einer korperlichen Zone sei gleich 2 und der
Radius des zu ihren beiden Endflichen in gleichem Abstande
parallelen Durchschnittskreises gleich @ gegeben.” Man berechne
den Rauminhalt der kdrperlichen Zone,

Zusatz: Die Volumina korperlicher Kugelzonen, welche
gleiche mittlere Durchschnittsflichen und gleiche Hhe haben,
sind gleichgross, welches auch die Liinge des zugehtrigen Kugel-
radius sein mag.

Fir welchen Werth des Kugelradius verwandelt sich die
obige Zone in ein Segment?

56. Um einen geraden Cylinder, dessen HShe 24 mal so
gross ist als der Radius der Grundfliche, sei eine Kugel be-
schrieben. Wie verh#lt sich das Volumen der von dem Grund-
flichen des Cylinders eingeschlossenen Zone zu dem eines Segments
dieser Kugel, welches durch eine der Grundfiichen abgeschnitten
wird 3

57. Eine durch ihren Halbmesser r gegebene Halbkugel
ist durch eine Parallelebene ihres Hauptkreises derartig durch-
schnitten, dass die abgeschnittene Zonenfliche sich zu der abge-
schnittenen Calottenflliche wie 3 : 2 verh#lt. Man sucht die Seite
eines Wiirfels, welcher dem entstandenen Zonenkdrper inhalts-
gleich ist. »r = 7,418,

58. Auf einem prismatischen Unterbau mit regelmissig-
sechsseitiger Grundfliche ruhe zuniichst eine kdrperliche Kugel-
zone, welche dadurch entstanden gedacht werden kann, dass tiber
dem der oberen Grundfliche des Prismas einbeschriebenen Kreis
eine Halbkugel von demselben Radius construirt und die letztere
parallel zu ihrer Grundfliche so durchschnitten sei, dass die Hohe
der Zone gleich der halben Hfhe des Prismas geworden ist. Auf
der oberen Endfliche dieser Zone stehe ferner ein gerader Cylin-
der, dessen Hhe nmal so gross sei, als die Héhe des Prismas;
auf diesen Cylinder folge ein abgestumpfter gerader Kegel, dessen
nach unten gerichtete kleinere Grundfiiche die obere Endfliiche
des Cylinders, dessen gréssere Grundfiiiche gleich dem grdssten
Kreise der vorher genannten Kugelzone, und dessen Hohe gleich
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der HBhe dieser Zone sei. Endlich sei der oberem, grdsseren
Grundfliche dieses Kegels ein regelm#ssiges Zwdlfeck einbeschrie-
ben, und tiber letzterem als Grundfliche eine abgestumpfte gerade
Pyramide construirt, deren H8he mmal so gross als die Hohe
des prismatischen Unterbaues ist, und deren obere Endfliche den
Flicheninhalt / hat. Die Grundkante des Prismas sei gleich a,
die H5he desselben gleich 4. Man berechne die Oberfliche und
das Volumen des gesammten Kdrpers.

59. Wenn man durch die Eckpunkte eines Wiirfels eine
Kugel legt und jede Grenzfliche des Wirfels bis zu der Kugel-
fliche erweitert, so wird der Raum der Kugel ausser dem Wiirfel
noch in zwei Arten von Korpern getheilt, némlich Zweiecke
kleinerer Kreise und Kugelabschnitte, von deren jedem vier solche
Zweiecke weggenommen sind. Wie gross ist jeder dieser Korper,
wenn die Kante des Wiirfels gleich a ist?

onr 8 60. Den Kubikinhalt eines durch eine Kegelfliche ent-
stehenden Kugelausschnitts aus dem Radius r und dem Centri-
winkel a zu berechnen. r = 26,246, « — 48° 20" 38",8.

61. Aus dem kdrperlichen Inhalt ¥ eines Kugelsectors und
dem Centriwinkel « seines Axenschnitts den Radius der Kugel
zu berechmen. ¥ == 570,57, a = 86° 38" 0",

62. Den Rauminhalt eines Kugelausschnitts aus dem Volu-
men ¥V der Kugel und dem Centriwinkel & des Axemschnitts zu
berechnen. ¥V = 458, a = 47° (' 28".

63. Die Hohe eines geraden Kegels sei gleich 4, der Winkel
an der Spitze seines Axenschnitts gleich 2a. Wieviel betriigt
der Rauminhalt des Kugelausschnitts, zu welchem der Kegel ein
Ergiinzungsstiick bildet? 4 — 8,12307, & == 27° 10’ 20".

64. Wie gross muss der Radius einer Kugel sein, wenn
eine Vergrdsserung desselben um 4 = 5™ den Rauminhalt eines
Ausschnitts derselben, dessen Centriwinkel & = 48° betrigt, um
b = 2874,53 Kubem. vermehrt?

65. Man berechne den Centriwinkel eines Kugelsectors, fiir
welchen der kegelfSrmige Theil denselben Rauminhalt wie das
zugehdrige Segment hat.

66. In einem Kreissector, dessen Centriwinkel gleich o ist,
soll ein Radius so gezogen werden, dass, wenn der Sector um
einen der ihn begrenzenden Radien rotirt, der entstehende Kugel-

 ausschnitt durch die von jemem ersteren Radius bei der Rotation
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beschriebene Kegelfliche halbirt wird. Welchen Winkel bildet
der gesuchte Radius mit der Drehungsaxe? a = 90°.

67. Wie gross)ist dasiViolumen eines Kugelausschnitts, welcher
eine der kalten Zonen der Erde zur Basis hat, wenn der Radius
der Erde zu 859,5 geogr. Meilen angenommen wird, und der
Polarkreis 23° 27" vom Pole entfernt ist?

68. Aus dem Radius r einer Kugel und dem Winkel ¢
zweier gegeniiberliegenden Seitenlinien eines Sectors derselben
das Volumen des zugehdrigen Segments zu berechnen. r = 3,18236,
@ = 1410 3’ 26”.

69. Aus dem Volumen ¥V eines Kugelsegments und dem
Volumen A der ganzen Kugel den Bogen zu berechnen, durch
dessen Rotation die Calotte des Segments erzeugt wird. (Cubische
Gleichung.) ¥V =15, K = 32.

70. Der Kegel und das Segment, aus welchen ein Kugel-
sector besteht, verhalten sich an Rauminhalt wie 1:3. Wie gross
ist der Centriwinkel des Sectors, und in welchem Verh&ltniss
wird die Axe des letzteren durch dem Grundkreis des Kegels
getheilt ?

- 71. An einen Kreis mit dem Radius r seien zwei Tangen-
ten gezogen, welche sich unter dem Winkel & schneiden. Die
Figur rotire um die Verbindungslinie des Durchschnittspunktes
der Tangenten und des Mittelpunktes des Kreises. Man berechne
den Kubikinhalt des von dem entstehenden Kegelmantel und dem
kleineren Abschnitt der Kugelfliche begrenzten Kérpers. r=4}41%,
o = 63° 4’ 48",

72. In einem Halbkreis, dessen Radien gleich r sind, seien
zwei Radien gezogen, welche den zugehdrigen Bogen im Ver-
hiltnis m :n = 1:2, bezw. 2:1 theilen. Von jedem Theil-
punkt aus sei eine Gterade gezogen, welche die Verlingerung des
Durchmessers nach der Seite des zugehdrigen kleineren Bogens
hin in einem Punkte schneidet, der von dem Bogen einen Ab-
stand gleich dem Radius hat. Die ganze Figur rotire um den
Durchmesser. Man soll das Volumen des entstehenden Kérpers
berechnen. r = 9,1416.

73. Wie gross ist das.Volumen einer kdrperlichen Zons,
welche durch einen grissten Kreis der zugehdrigen Kugel halbirt
wird, wenn der Radius der Kugel gleich r und der Centriwinkel
des Sectors, dessen Bogen durch Rotation um den betreffenden

Segment.

Zone.
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Kugeldurchmesser die krumme Oberfliche der Zome beschreibt,
gleich « ist? r=— 6,05588, a = 45° 12 44",

74. Zwei gerade Kegel, deren gemeinschaftliche Axe ein
Radius, und deren Spitze der Mittelpunkt einer Kugel ist, habem
beztiglich die Winkel « und B an der Spitze ihrer Axenschnitte ;
der Kugelradius sei gleich r. Wie gross ist die korperliche Zone,
welche zwischen den Durchschnittsfliichen der beiden Kegel
und der Kugel liegt? o« = 108° 0' 40", f = 43° 0’ 307,
r == 5,75572.

75. Einer kdrperlichen Kugelzone sei ein gerader abge-
stumpfter Kegel einbeschrieben, dessen Grundflichen die End-
fiiichen der Zone sind. Das Volumen des Kegelstumpfs sei gleich
V, die Seitenlinien desselben seien gegen die gr8ssere Grundfliche
unter dem Winkel & geneigt, seine Hihe gleich A. Man berechne
das Volumen der Zone. V = 298,95, @ = 53° 7" 48" 4, h = 4.

76. Ein gerader Kegel, von welchem die Hthe und der
Winkel zwischen Hohe und Seitenlinie (letzterer kleiner als 459%)
gegeben sind, werde von der Kugel geschnitten, fiir welche die
Grundfliche des Kegels ein grdsster Kreis ist. Man soll das
Volumen des ringfSrmigen Korpers zwischen Kegelmantel und
Kugelfiiche berechnen.

§. 28. Sonstige Theile der Kugel.

1. Den Inhalt des von einem Kugelzweieck und den Ebenen
der zugehdrigen grdssten Schnittkreise begrenzten Kdrpers aus
dem Radius r der Kugel und dem Centriwinkel a des Zweiecks
zu berechnen fir r == 6,7477, « = 12°15° 7",

2. Man berechne umgekehrt den Radius der Kugel aus
dem Volumen V7 des einem Kugelzweieck zugehdrigen Theils
der Kugel und seinem Centriwinkel a. ¥V = 0,147917, ¢ =
120 427 45”.

3. Ebenso « aus ¥ und r. ¥V = 18,8491, r = 3.

4. Den Inhalt eines durch ein sphirisches Dreieck (im
ageren Sinn) und die Ebenen der zugehtrigen Ecke begrenzten
orpers aus dem Kugelradius » und den Winkeln «, 8, p des
weiecks zu berechnen. r = 8,5276, a = 57°12' 15", B =
90 8" 10", y = 43° 12" 4".

5. Ebenso fiir ein sphiirisches Vier- (oder n-)Eck.
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6. Wie gross ist derjenige Theil einer einem regelmissigen
Tetragder mit der Kante ¢ umbeschriebenen Kugel, welcher von
drei erweiterten Tetratderflichen' and'déin zwischen denselben
liegenden Theil der Kugelfiiche begrenzt wird? a = 20,

7. Ein Theil einer Kugelfiliche, dessen Inhalt gleich F ist,
sei auf derselben durch eine beliebige in sich zurtickkehrende
Linie begrenzt. Eine Gerade bewege sich so, dass sie immer
durch den Mittelpunkt der Kugel und nach und nach durch alle
Punkte jener krummen Linie geht. Man berechne das Volumen
des hierdurch ausgeschnittenen Theiles der Kugel, wenn der
Radius derselben gleich r ist.

8. Drei gleiche Kugeln, deren Radien gleich r sind, be-
rihren sich gegenseitig; eine vierte hat ihren Mittelpunkt in der
Ebene der Miftelpunkte der drei ersteren, und die Berlihrungs-
punkte von diesen liegen auf ihrer Oberflliche. Wie gross ist
derjenige Theil der vierten Kugel, welchen sie mit den drei
ersten nicht gemeinschaftlich hat?

9. In einem Kreis soll ein Sector construirt werden, so
dass -der durch seine Rotation um den zu seiner Sehne parallelen

Durchmesser entstehende Korper %‘ der durch die Rotation des

ganzen Kreises entstehenden Kugel betrage. Wie gross ist der

Centriwinkel des Sectors? '7':= z—(?;. — Wie muss sich ferner

der Flicheninhalt des Sectors zu dem des ganzen Kreises ver-

halten, wenn %= % sein soll?

10. Ebenso, wie in voriger Aufgabe, wenn statt des Sectors
das zu ihm gehdrige Segment rotirt, fir m: n = 1:8. Wie
verhilt sich in diesem Fall das Volumen des von dem Segment
beschriebenen Korpers zu dem Volumen des gleichzeitig von dem
zugehdrigen Sector beschriebenen ? )

11. Ein Kreissector, dessen Radius gleich r und dessen
Centriwinkel gleich & ist, drehe sich um den zu der Halbirungs-
linie des Centriwinkels senkrechten Durchmesser des Kreises und
zwar 80 lange, bis die Ebene des Sectors mit ihrer ursprting-
lichen Lage den Winkel f# Dbildet. Man berechne das Volumen
des von dem Sector beschriebenen Korpers. r == 31,2938,
o« = 71° 20, B = 24°.
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12. Von einem sphiirischen Dreieck seien die Winkel e,
B, 7 und der Kugelradius gegeben; man berechne das Volumen
des von''der' Fliche “des Dreiecks, der Ebene, welche durch die
Sehnen seiner Seiten bestimmt ist, und den durch je eine Seite
und die zu ihr gehdrige Sehne gehenden Ebenen begrenzten Kérpers.
o« = 103° 7" 27”6, fB = 23°22'16",8, y = 70° 17" 32" 4,
=324 .

13. Ein sphéirisches Dreieck habe die Winkel &, 8, p, der
Radius seiner Kugel sei doppelt so gross als der Radius einer
derselben concentrischen Kugel, auf welcher die Ebenen der ihm
zugehdrigen Ecke ein sphirisches Dreieck bestimmen, dessen dem
Winkel & gegentiberliegende Sehne gleich a ist. Man berechne
das Volumen des von den Ebenen der Ecke, der Fliche des
urspriinglichen sphiirischen und der Ebene des zu dem anderen
gehtrigen Sehnen - Dreiecks eingeschlossenen Korpers. e« =
60° 12" 24”,8, B = 58°16' 32",0, y = 62°6' 0",0, a = 52.

14. In einen grissten Kreis einer Kugel, deren Radius
gleich r ist, sei ein Dreieck mit den Winkeln &, f construirt,
und durch jede Seite dieses Dreiecks sei ein zu der Ebene jenes
grossten Kreises senkrechter Schnittkreis der Kugel construirt.
Man berechne das Volumen des zwischen den Ebenen dieser drei
Schnittkreise liegenden Stiickes der Kugel. r = 22,8537, o —
360 52" 10",7, B = 53° 7' 49",3.

15. Durch eine ausserhalb einer Kugel liegende Gerade,
deren Abstand vom Mittelpunkt der ersteren gleich a "gegeben
ist, sind zwei die Kugel schneidende, sowie eine dritte, durch
den Mittelpunkt gehende Ebene gelegt. Die letztere Ebene bildet
mit den beiden ersteren beztiglich die Neigungswinkel & und f;
der Radius der Kugel ist gleich r. Wie gross ist das zwischen
den beiden ersteren Ebenen liegende Stiick des Kugelkbrpers?

§. 29. Das Prismatoid.

1. Lehrsatz: Jedes Prismatoid ist seinem Volumen nach
zwischen zwei Prismen enthalten, welche mit ihm gleiche H5hen
haben, und von denen das eine das arithmetische Mittel der
beiden Grundflichen, das andere die mittlere Durchschnittsfliiche
des Prismatoids zur Grundfliche hat. Setzt man eins dieser
Prismen fiir das Prismatoid, so ist der Fehler im ersten Fall
doppelt so gross als im zweiten.
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Zusatz 1: Das erste Prisma ist gr8sser oder kleiner als
das Prismatoid, je nachdem die mittlere Durchschnittsfliiche D
kleiner oder grosser als' ‘das arithmetische: Mittel M der Grund-
fiichen ist. Ist M = D, so sind beide Prismen gleich dem
Prismatoid.

Zusatz 2: Ist ¥ das Volumen des Prismatoids, V' das
des ersten, V" das des zweiten Prismas, so ist V=4 (V'42V").

2. Ein Balken von Tannenholz hat zur unteren Grundfliiche
ein Quadrat dessen Seite @ = 84°™, und zur oberen Grundfliche
ein Quadrat, dessen Seite b = 24°" lang ist. Die Hhe betriigt
9" 88. Wieviel bezahlt man zu viel oder zu wenig, wenn man
das Volumen des Balkens als ein Prisma von gleicher Héhe be-
rechnet, dessen Grundfliche gleich dem arithmetischen Mittel der
beiden Grundfliichen oder gleich der mittleren Durchschnittsfitiche des
Balkens ist, und wenn der Kubikmeter Tannenholz 24 Mark kostet?

3. Den Kubikinhalt eines dreiseitigen Obelisken aus der
Hohe @ und der Grundlinie & der einen, den entsprechenden
Linien a@,, b, der anderen Grundfliiche und der Hihe % des Korpers
m berechnen. Welche Beziehung muss zwischen a, a,, b, b, be-
stehen? Zahlenbeispiele: @) @ = 15, a; = 9™, b = 21°",
by =12¢4°™, h = 10" f) a =0,236, a; = 0,058, b=10,354,
h=1,224. (3 Decimalen.) -

4. Den Kubikinhalt eines Ponton, d. i. eines Obelisken mit
rechteckigen Grundfliichen, zu berechnen aus den Lingen a, a,,
den Breiten &, b; der Grundfliichen und der Hohe % des Korpers.
e)a=9%, a,=>5%, b="17%, by=11}, h=28; f) a = 31,426,
a, = 29,804, b = 54,159, b, = 17,327, h = 50.

5. Den Rauminhalt eines Obelisken mit quadratischen Grund-
fisichen aus seiner HShe % und den Seiten a, @, der Grundfiichen
= berechnen. «) a=4, a4, =04, h=25; f)a=9, a, =6,
h=92.

6. Das Volumen eines Obelisken, dessen Grundflichen Trapeze
sind, zu bestimmen, wenn die Mittellinien der letzteren beztiglich
gleich @ und a,, ihre Hohen entsprechend gleich 4 und b, sind,
und die H6he des Korpers gleich % ist. &) a = 15}, a, = 13,
b=25%, by=4, h=25; fla=2, ¢,=08, b=12,
b =12, h=10,b.

Anmerkung: Sind m und my, » und n, beziiglich die parallelen
Seiten der Grundflichen, so muss (m — n) : (my — ny) == b : by sein.

Obelisk.
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7. Aus einer Kugel mit dem Radius r sei eine kdrperliche
Zone s0 herapsgeschnitten, dass der Kugelmittelpunkt zwischen
den Endfigchen liegt und von denselben beztiglich die Entfernungen
m und n hat. In jede der beiden Endflichen ist ein Rechteck
beschrieben, dessen Seiten sich wie 1 : 2 zu einander verhalten,
Jjedoch so, dass die kiirzeren Seiten des einem Rechtecks parallel
zu den lingeren Seiten des anderen sind. Diese Rechtecke sind
die Endfiichen eines Obelisken, dessen Oberfliche und Volumen
berechnet werden sollen. r =5, m =3, n = 4.

8. Zu beweisen: Sind in einem Obelisken, dessen Grund-
fiichen Rechtecke sind, zwei homologe Seiten dieser Grundfliichen
gleichgross, so ist der Obelisk gleich jedem der beiden Prismen,
welche mit ihm gleiche Hthe haben, und bei demen die Grund-
fiichen beztiglich gleich der mittleren Durchschnittsfigur oder
gleich dem arithmetischen Mittel der Grundflichen sind.

9. Die eine Grundfiiche eines Obelisken sei ein regelmHssiges
Sechseck mit der Seite @, die andere ein Sechseck, welches aus
einem dem ersteren congruenten Sechseck durch zwei gerade
Linien herausgeschnitten wird, die einer durch denm Mittelpunkt
desselben gehenden Diagonale parallel sind und die an diese
Diagonale stossenden Seiten halbiren. Die Hthe des Korpers
sei gleich /# gegeben. Man berechne das Volumen des Obelisken.

10. Wird ein Parallelepipedon durch eine zur Grundfliche
nicht parallele Ebene durchschnitten, so entsteht ein Theilkdrper,
welcher als ein vierseitiger Obelisk betrachtet werden kann, dessen
Grundfiichen Trapeze oder Parallelogramme sind. Man soll das
Volumen eines solchen schief abgeschnittenen Stumpfs eines Parallel-
epipedon aus den L#ngen der stehengebliebenen Theile der vier
Beitenkanten und dem Flicheninhalt eines zu den Seitenkanten
senkrechten Schnitts des Parallelepipedon berechnen.

l’rr“:n;i:ffn- 11. Die Formel fiir das Volumen eines Pyramidenstumpfs
aus derjenigen ftir das Prismatoid abzuleiten und zu beweisen,
dass die mittlere Durchschnittsfliche des Pyramidenstumpfs immer
kleiner als das arithmetische Mittel der beiden Grundflichen, und
zwar gleich dem arithmetischen Mittel aus dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel der beiden Grundflichen ist.

12. Das Volumen eines Pyramidenstumpfs aus der Hhe %,
einer Grundfiiche ¢ und dem Verh#ltniss einer Seite dieser Grund-
fliche zur homologen Seite der anderen, m : n, zu berechnon.
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13. Den Flicheninhalt der mittleren Durchschnittsfigur eines
Pyramidenstumpfs zu berechnen, welcher einem Prisma von gleicher
Hohe und der gegebenen’ Grundfliche '#-an Volumen gleich ist,
und dessen Grundflichen sich zu einander wie m zu n verhalten.
F=190", m:n=9:4.

14. Ein dreiseitiges Prisma sei durch eine zu seiner Grund-
fiiche nicht parallele Ebene abgestumpft. Man kann den hier-
durch entstandenen Korper als einen Obelisken betrachten, dessen
untere Grundfiiche eine der Seitenflichen des Prismas, und dessen
obere Grundfliche aunf eine Kante reducirt ist. Man beweise hier-
nach, dass der Kubikinhalt des dreiseitigen prismatischen Ab-
schnitts gleich § (@ 4 & + ¢) F ist, wenn a, b, ¢ die Lingen
der parallelen Kanten sind und ¥ den Inhalt einer zu denselben
senkrechten Schnittfigur bedeutet. — Wie kann man hiernach
den Inhalt eines mehrseitigen prismatischen Abschnitts finden?

15. Ein keilfsrmiger Kérper habe zur Grundfliiche ein Rechteck
mit den Seiten @, b und zu Seitenfliichen zwei den ktirzeren Grund-
kanten (b) anliegende congruente gleichschenkelige Dreiecke und
twei den lingeren Grundkanten (a) anliegende congruente Trapeze,
welche in einer der Grundfliche parallelen Kante zusammenstossen,
deren Liinge gleich ¢ ist. Die Hohe eines jeden der Seiten - Trapeze
ist gleich d. Man berechne das Volumen des Keils. a = 2,23,
b=0,46, c = 8,04, d =2,65. (Vergl. auch 14.)

16. Zwei gerade, regelmiissig-sechsseitige Pyramiden von
gleicher Hohe und gleichen Grundflichen stehen so auf derselben
Ebene, dass ihre Grundflichen mit je einem Eckpunkt an einander
stossen, und zwei parallele Seiten der einen in den Verlingerungen
entsprechender Seiten der anderen liegen. Durch jede dieser Seiten
und die beiden Spitzen der Pyramiden ltisst sich eine Ebene legen,
und diese Ebenen schliessen mit je zwei #usseren Seitenflichen
der beiden Pyramiden und der Ebene der Grundflichen einen
Korper ein, dessen Volumen aus der Grundkante @ und der
Hthe % einer jener Pyramiden berechnet werden soll.

17. Ein Prismatoid habe zur Grundfliche ein Quadrat, dessen
Seite gleich @ ist, zu Seitenfliichen vier auf je einer Seite dieses
Quadrats als Grundlinie in zur Grundfliche senkrechten Ebenen

" aufstehende gleichschenkelige Dreiecke, deren Schenkel gleich &
sind, und acht congruente rechtwinkelige Dreiecke, von denen
je zwei ihre Spitze in einem Eckpunkt des Quadrats haben, wihrend

Keil oder
Sphenisk,
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die acht Grundlinien vereinigt zwei den Quadratseiten gleiche,
einander rechtwinkelig schneidende gerade Linien bilden. Man
berechie\/das | Volumen)dieses Korpers.

18. Auf der Ebene eines Rechtecks, dessen Seiten ¢, b ge-
geben sind, seien in zwei gegentiberliegenden Eckpunkten senk-
rechte Gerade von gleicher Liinge ¢ errichtet, und die Endpunkte
dieser Geraden seien mit einander und mit den beiden anderen
Eckpunkten des Rechtecks verbunden. Man berechne das Volumen
des Keils, dessen Kanten diese Verbindungslinien und die Seiten
des Rechtecks sind. Welches Resultat erh#lt man insbesondere,
wenn die Grundfliche ein Quadrat ist, und die Senkrechten ¢
gleich der Seite a dieses Quadrates sind? '

19. Durch ein regelmiissiges Oktagder sei ein ebener Schnitt
gelegt, welcher durch zwei einander diametral gegentiberliegende
Eckpunkte geht und zwei parallele Kanten halbirt. Man kann
die hierdurch entstehenden Theile des Okta¥ders als Keile an-
sehen, deren Grundfliche die Schnittfliche ist. Man berechne
das Volumen eines solchen Theiles nach der Formel fir das
Prismatoid aus der Kante a des Oktaders.

20. Die Grundfliiche eines Keils, dessen Hohe gleich A ist,
sei ein Rhombus, dessen Diagonalen beztiglich gleich a und %
sind. Die Schneide sei der ersteren Diagonale parallel und gleich c.
Man berechne das Volumen.

21. Zieht man in zwei einander parallelen Grenzflichen eines
Parallelepipedons je eine Diagonale, so dass die beiden Diagonalen
einander kreuzen, so konnen die Endpunkte derselben als Eck-
punkte einer dreiseitigen Pyramide angesehen werden, die zugleich
als ein Prismatoid betrachtet werden kann, dessen beide Grund-
fiichen auf Schneiden, niimlich auf jene Diagonalen reducirt sind.
Man berechne das Volumen dieses Korpers nach der Formel fir
das Prismatoid. Gegeben sei das Volumen des Parallelepipedons,

22, Jedes regelmiissige Oktatder kann als ein Prismatoid
angesehen werden, dessen Grund- und Seitenfliichen simmtlich
congruente gleichseitige Dreiecke sind. Welche Formel erhilt
man hiernach fiir das Volumen eines solchen Korpers?

23. Die Ebenen zweier congruenten gleichseitigen Dreiecke,
deren Seiten gleich a sind, seien einander in einem Abstande
gleich % parallel, die Verbindungslinie der Mittelpunkte beider
Dreiecke stehe senkrecht zu ihren Ebenen, jede Seite des einen
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sei einer Seite des anderen parallel, liege aber vom Mittelpunkt
aus nach der entgegengesetzten Richtung (der durch den Mittel-
punkt gehenden, zu'/ihr'senkrechtén Linie). Durch je einen Eck-
- punkt eines der Dreiecke und die seiner Gegenseite parallele des
anderen sei eine Ebene gelegt, so dass man sechs dreieckige Seiten-
fiichen erhilt. Man berechne das Volumen des so entstandenen
okta¥derartigen Korpers (regelmissigen dreiseitigen Antiprismas).
a = 28,5, h = 1,68465.

24. Die Grundflichen eines Prismatoids seien congruente
Quadrate mit der Seite @, deren Seiten nicht parallel laufen;

die Seitenflichen seien acht gleichschenkelige Dreiecke; die Hohe .

des Prismatoids sei gleich # gegeben. Man berechne das Volumen
des Kd&rpers (regelmissigen, vierseitigen Antiprismas).

25. Schneidet man von einem regelmtiissigen Ikosagder zwei
finfseitige Pyramiden ab, welche durch die in zwei diametral
gegentiberliegenden Eckpunkten aneinanderstossenden Flichen be-
stimmt werden, so entsteht ein von zwei congruenten regel-
miissigen Fiinfecken und zehn gleichseitigen Dreiecken begrenzter
Korper. Man berechne seinen Kubikinhalt aus der Kante @ mittelst

der Regel fir das Prismatoid.

Anmerkung: Der entstandene Kmxer ist ein regelmissiges
fiinfseitiges Antiprisma und zugleich ein Archimedischer (d. h. ein
von regelmissigen, nicht simmtlich congruenten Figuren, die in con-
gruenten Ecken zusammenstossen, begrenzter) Korper. ’

26. Die Grundflichen eines Antiprisma von der H&he 2
seien Rechtecke mit den Seiten @ und b; eine Seite () des einen
derselben sei einer Diagonale des anderen parallel. Man be-
rechne sein Volumen.

27. Die beiden Grundfiichen eines Prismatoids von der Hihe
h seien Quadrate, die Seitenflichen gleichechenkelige Dreiecke; die
Seiten der oberen Grundfliche seien beziiglich den Diagonalen
der unteren parallel und halb so lang als diese Diagonalen; die
Seite der unteren Grundfliche sei gleich @ gegeben. Man be-
rechne das Volumen des Kdrpers.

28. Das Volumen eines Prismatoids zu berechnen, welches
ebenso beschaffen ist, wie das in der vorigen Aufgabe, jedoch
mit dem Unterschied, dass die Seite der oberen Grundfiiche
8) halb so gross als die Seite der unteren, b) von gegebener
Linge b ist. @ = 10, b= 17,07107, h = 6.

29. Die eine Grundfliche eines Prismatoids von der Hohe /&

Anti-
obelisk.
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sei ein Rhombus, die andere ein Rechteck, dessen Seiten be-
zliglich parallel den Diagonalen des Rhombus, halb so lang als
diese, 'und’-zwar’'gleich' @-und b sind. Die Seitenflichen mégen
als gleichschenkelige Dreiecke vorausgesetzt werden. Man berechne
den Rauminhalt des Kborpers.
Prismatoid 30. Von einer geraden abgestumpften Pyramide mit quadra-
gemeinen. {jschen Endflichen seien durch vier Ebenen, von denen jede
durch einen Eckpunkt der kleineren Endfliche geht, vier drei-
seitige Pyramiden mit gleichen und gleichschenkeligen Grund-
fiichen abgeschnitten, so dass ein prismatoidischer Korper entsteht,
dessen untere Grundfliche ein Achteck mit gleichen Winkeln und
abwechselnd gleichen Seiten ist. Die Grundkanten, welche die
Ecken des urspriinglichen Quadrats abstumpfen, seien gleich 5,
die anderen Seiten des Achtecks gleich @, die obere Grundkante
gleich ¢, die Hohe des Korpers gleich 2. Man berechne das
Volumen des letzteren. @ =9, b = 2,82846, ¢ = 3, h = 12.

31. Ein gerades Parallelepipedon ist durch eine Ebene,
welche durch die beiden Endpunkte einer Diagonalaxe geht,
durchschnitten. Es entsteht hierdurch ein von zwei Dreiecken,
zwei Trapezen, einem Parallelogramm und der Schnittebene be-
grenzter keilihnlicher Korper, der als ein Prismatoid betrachtet
werden kann, mit einem Trapez und einem Dreieck als Grund- -
fiichen. Aus der Hthe 2 dieses Prismatoids, der Grundlinie a
und der Hohe b der dreieckigen und den parallelen Seiten ¢, 4
der trapezférmigen Grundfliche soll das Volumen dieses Kdrpers
berechnet werden. ¢ =12, b=c¢c —d =6, ¢ =12, d=6,
h = 15. .

32. Denkt man sich die obere Grundfiiche einer geraden,
regelmiissig - sechsseitigen Skule mit der Grundkante @ und der
Hohe % durch Ansetzen von je einem Trapez an jede Seite ver-
grossert, der Art, dass diese Trapeze congruent und ihre nicht
parallelen Seiten jedesmal Verlingerungen anliegender Sechsecks-
seiten und halb so lang als diese sind, so kann das entstandene
Achtzehneck als obere Endfliche eines Prismatoids dienen, dessen
untere Endfliche die parallele Grundfliche des Prismas ist, und
dessen Seitenflichen sechs Trapeze, sowie zwdlf Dreiecke sind.
Man berechne das Volumen dieses Korpers.

33. Eine gerade, abgestumpfte, regelmissig -sechsseitige
Pyramide mit den Grundkanten @, b und der Seitenkante ¢ sei
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gegeben. Durch Verbindung der abwechselnden Eckpunkte der
grosseren Grundfliche entstehen in dieser zwei gleichseitige Dreiecke,
welche zusammen eine zwbilfeckige sternférmige Figur bilden, die
als die eine Grundfliche eines Prismatoids diene. Die Eckpunkte
ibrer einspringenden Winkel sind mit den Endpunkten je einer
entsprechenden Kante der oberen Grundfliche des Pyramiden-
stumpfes (welche zugleich die obere des Prismatoids sein soll)
verbunden, und durch die betreffenden Ebenen sind achtzehn
Dreiecke als Seitenflichen construirt. Man berechne das Volumen
des Prismatoids.

34. Das Volumen eines abgestumpften Kegels aus den Radien
r, ry und der Héhe % nach der Formel ftr das Prismatoid zu
berechnen. r =9, r, =6, h = 22,6.

35. Man beweise: Jede Kugel ist an Inhalt gleich einem
Prismatoid, dessen beide Grundfiichen gleich Null zu setzen sind,
dessen mittlere Durchschnittsfliche gleich einem grssten Kreise,
und dessen Hhe gleich einem Durchmesser der Kugel ist.

Ein solches Prismatoid 148st sich als ein Tetragder construiren,
in welchem zwei einander kreuzende Kanten an Stelle der Grund-
flichen angenommen werden. Man berechne die Lingen dieser
beiden Kanten, sowie die Lingen der vier Seitenkanten aus dem
Kugelradius r unter der Voraussetzung, dass die mittlere Durch-
schnittsfliche ein Quadrat ist und die Seitenkanten gleichlang sind.

Anmerkung. Besteht ein Korper aus zwei Prismatoiden, so dass
die obere Grundfiiche des einen zugleich die untere Grundfliche des
anderen ist, und hat der ganze Korper die Eigenschaft, dass der Inhalt
jeder der Grundflichen, sowie jeder denselben parallelen Schnittfigur
ans dem Abstand ihrer Ebene von irgend einem festen Punkte durch
eine algebraische Gleichung berechnet werden kann, welche in Be-
zichung auf diesen Abstand als Unbekannte den dritten Grad nicht
iibersteigt, so ist der ganze Kdrper an Inhalt gleich einem einzigen
Prismatoid von gleicher Hohe mit demselben, dessen Grundflichen die
beiden #usseren Grundflichen sind. — Fiir die nachstehenden An-
wendungen dieses Satzes genl’igt es, denselben unter der Voraunssetzung
2u beweisen, dass jene Gleichung den zweiten Grad nicht iibersteige.
Man setze also voraus, wenn z der Abstand irgend einer der oberen
oder unteren Grundfliche parallelen Schnittebene vom Inhalt D von
dieser Grundfliche ist, dass stets

D=oa+ px+ ya?, bezw. D = o + fx + ya?+ 023
gesetzt werden kdnne, also z, B. dass
gr=1o; gg=0a+Bh +yht, Di=oa+ 2+ vk u s w. sei
Ist der Satz bewiesen, so lisst sich derselbe leicht auf Summen
von mehr als zwei Prismatoiden der gedachten Art ausdehnen, und

nimmt man zuletzt die Anzahl dieser einzelnen Prismatoide unendlich
gross, ihre Hohen unendlich klein an, so gelangt man auch zn krumm-

RreroT, Aufgaben. IL 11

Krumm-
flichige
Kbdrper.
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flichigen K8rpern, deren Volumina nach der Regel fiir das Prismatoid
berechnet werden kdnnen.

Jeder solche, .yon zwei_ebenen und parallelen F:furen (die sich
auch auf ‘gerade'Linien oder' Punkte reduciren kénnen) als Grundflichen

und von ebenen oder krummen Flichen als Seitenflichen begrenzte .

Korper, welcher die Eigenschaft hat, dass der Flicheninhalt jeder den
Grundflichen parallelen Schnittfigur eine den dritten Grad nicht iiber-
steigende Function des Abstands ihrer Fliche von einem beliebigen
festen Punkte ist, wird ein Simpson’scher Kérper genannt. Der
Satz, dass das Volumen eines solchen nach der fir das Prismatoid
geltenden Formel berechnet werden kann, heisst die Simpson’sche
Regel und wurde zuerst von Newton als eine allgemeine Methode zur
niherungsweisen Berechnung des Volumens beliebiger krummflichiger
Korper angegeben.

Man kann leicht zeigen, dass die Kugel zu diesen Simpson’schen
Korpern gehdrt und so die i)ekan_nte Formel fiir den Kubikinhalt der
Kugel aus derjenigen fiir das Prismatoid ableiten. Das Gleiche gilt
fir die folgenden Aufgaben.

36. Man zeige, dass jeder Kugelabschnitt zu dem in der
Aufgabe 35, Anmerkung, erwihnten Simpson’schen K¥rpern ge-
hért, und berechne hiernach seinen Kubikinhalt a) aus der Héhe
k und dem Kugelradius r, b) aus der Hohe %2 und dem Radius
@ der ebenen Grenzfliche.

37. Ebenso fiir eine kdrperliche Kugelzone, wenn die Hthe
und die Radien der beiden ebenen Grenzflichen gegeben sind.

38. Welche Formel erhilt man fir den Rauminhalt eines
Fasses aus dem Radius r seiner congruenten Grundflichen, dem
Radius R seiner mittleren Durchschnittsfliche und der Hohe A
unter der Annahme, dass dasselbe zu den Simpson’schen K¥rpern
gehtire? .

Diese Formel wurde im Jahre 1765 von Lambert angegeben.

39. Ein gerader Cylinder sei durch eine Ebene durch-
schnitten, welche die Grundfliche in einem Durchmesser schneide.
Auf diese Weise entsteht ein K&rper, welcher von der Schnitt-
ebene, einer Hilfte der Grundfiiche und einem Theil des Cylinder-
mantels vollstindig begrenzt wird. (Cylinderhuf, Klauen.) Man
zoige, dass derselbe als ein Simpson’scher Korper betrachtet
werden kann, dessen mittlere Durchschnittsfliche in einer durch
die Cylinderaxe gehenden und zu der Durchschnittslinie der beiden
ebenen Grenzflichen senkrechten Ebene liegt, und dessen Grund-
fiichen sich auf Punkte reduciren. Man berechne hiernach das
Volumen eines solchen Korpers aus dem Radius der Grundfliiche
des Cylinders und der lingsten Seitenlinie des betreffenden Stitcks
des Cylindermantels.

40. Durch einen Durchmesser der einen Grundfliche eines
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geraden Cylinders und je einen Endpunkt des denselben recht-
winkelig kreuzenden Durchmessers der anderen Grundfliche sind
ebene Schnitte gelegt; man berechne aus den Dimensionen des
Cylinders die Volumina der entstandenen Theile desselben. (Vergl.
Aufg. 39.)

. Anmerkung. Die zahlreichen Anwendungen, welche die Simp-
son’sche Regel auf Rotationsellipsoide, Rotationsparaboloide und
Rotationshyperboloide u. dgl. m. zu machen gestattet, werden hier,
als die Grenzen der ‘Elementarmathematik im engeren Sinne iber-
steigend, iibergangen.

41. Das Volumen eines Obelisken (im engeren Sinne) zu
berechnen, dessen Grundfilichen Vierecke mit beztiglich den Seiten
a, b, c,dund @, V, ¢, & sind, wenn ausserdem die Winkel
(ab) = a, (cd) = f und die Hohe % des Korpers bekannt sind.
a =182, b=169, ¢ =210, d =225, a = 40, b = 13,
=15, d =44, a=167°22"48",5, B =53"7"48"4, h=30.
Konnen die gegebenen Grissen simmtlich willktirlich angenommen
werden ?

42. Ein Sechseck bestehe aus einem Rechteck mit den Seiten
a, b und aus zwei au die kleineren Seiten (b) desselben als Grund-
linien angelegten gleichschenkeligen Dreiecken, deren Winkel an
der Spitze beide gleich « sind. Durch eine ausserhalb der Ebene
des Rechtecks liegende, seinen lingeren Seiten parallele und gleiche
Gerade, und durch jede dieser Seiten sei je eine Ebene gelegt,
deren Neigungswinkel gegen die Fliche des Rechtecks beide gleich
B gegeben sind, und durch Verbindung der entsprechenden End-
punkte der parallelen Linien seien zwei rechteckige Seitenflichen
entstanden. Durch die tibrigen Seiten des Sechsecks und den je
benachbarten Endpunkt der ausserhalb seiner Fliche liegenden
Kante seien Ebenen gelegt, durch welche sonach vier Dreiecke
entstehen. Man berechne das Volumen des so begrenzten Kirpers.
a = 66,5646, b =217, a=43°6" 30", B = 26° 85" 10",

§. 30. Einfache Rotationskdrper.

Man soll die Oberfliiche und den Kubikinhalt eines Korpers
berechnen, welcher durch Rotation einer geradlinigen Figur um
eine in ihrer Ebene liegende Axe entsteht, und zwar fiir folgende
Fille: . -

1. Die rotirende Fliche sei ein gleichseitiges Dreieck, die

1*
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Rotationsaxe eine seiner Seiten. Gegeben ist- die Seite a des
Dreiecks. a = 3,16921.

2." 'Es’ rotire “ein “gleichseitiges Dreieck um eine ausserhalb
desselben liegende und einer seiner Seiten in dem Abstand &
parallele Axe. Die Seite des Dreiecks sei gleich a. Zwei Fille.
a = 1,85335, b = 1,60503.

3. Man beweise, dass der Kubikinhalt der in den beiden
vorigen Aufgaben behandelten K&rper gleih dem Product aus
dem Flicheninhalt des Dreiecks in die L#nge derjenigen Kreis-
linie ist, welche der Schwerpunkt des letzteren bei der Rotation
beschreibt.

4. Die rotirende Fliche sei ein Dreieck, die Axe liege
ausserhalb desselben. Gegeben seien a) die Abstinde der Eck-
punkte des Dreiecks von der Axe und die auf letzterer durch die
betreffenden Senkrechten gebildeten Abschnitte, oder b) zwei
Seiten des Dreiecks und die Abstinde seiner Eckpunkte von der
Axe. Man berechne ferner den Kubikinhalt des RotationskSrpers
¢) aus dem Flicheninhalt des Dreiecks und den Absttinden seiner
Eckpunkte von der Axe und beweise endlich die Giltigkeit des
in Nr. 3 ausgesprochenen Satzes auch fiir diesen allgemeineren
Fall. Welche Form erhalten die Resultate, wenn die Axe einer
Seite parallel ist; welche, wenn sie mit einer Seite zusammenfillt ?

5. Ein spitzwinkeliges Dreieck mit den Seiten a, &, ¢ kann
um jede Seite als Axe gedreht werden. Dadurch entstehen drei
verschiedene Doppelkegel. Man soll das Verh#ltniss der Ober-
flichen und das der Rauminhalte dieser Korper durch die Seiten
des Dreiecks ausdrticken.

6. Den Kubikinhalt des K&rpers zu finden, welcher durch
Rotation eines Parallelogramms um eine ausserhalb desselben
liegende Axe entsteht. Gegeben sei der Flicheninhalt F des
Parallelogramms und der Abstand a des Durchschnittspunktes
seiner Diagonalen von der Drehungsaxe. F == 79,577, a = 4.

7. Ein Rechteck mit den Seiten ¢ und b wird um eine Axe
gedreht, welche parallel zu einer Diagonale durch einen Eckpunkt
gelegt ist. Man soll die Oberfliche und das Volumen des ent-
standenen Rotationskdrpers berechnen. @ = 20, b = 21.

8. Ein regelmissiges Sechseck, dessen Seite gleich a ge-
geben ist, rotire um einen grossen Durchmesser. Der Kubikinhalt
des entstehenden Kiorpers soll berechnet werden. @ = 6,33842,
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9. Ebenso, wenn die Drehungsaxe ein kleiner Durchmesser
ist. @ = 2,8948.

10. Ebenso, wenn''die“Axe’ 'durch den Mittelpunkt des
Polygons geht und zwei parallele Seiten in dem Verh#liniss m : n
theilt, und wenn blos die eine Hiilfte des Sechsecks rotirt.

11. Man behandele die den Aufgaben 8 und 9 entsprechenden
fir ein regelmissiges Achteck.

12. Ein gleichseitiges Dreieck rotire um eine Axe, welche
eine seiner Seiten halbirt und zu einer anderen senkrecht steht.
Welche Gestalt hat der entstehende Rotationskdrper, und wie
gross sind seine Oberflliche und sein Volumen, wenn die Seite
des Dreiecks gleich @ gegeben ist, und der innerhalb des grisseren
Korpertheils fallende kleinere als ausgehthlt angesehen wird? —
Gilt der in Aufgabe 3 fir den Kubikinhalt aufgestellte Lehrsatz
auch fir diesen Fall?

13. Ebenso, wenn ein Quadrat um eine Axe rotirt, welche
zwei aneinander liegende Seiten desselben halbirt.

14. Ein regelm#ssiges Sechseck mit der Seite 4 werde um
eine seiner kleineren Diagonalen gedreht., Ks entstehen dann
zwei Rotationskbrper, von denmen der eine vollstindig innerhalb
des anderen liegt. Wie gross sind die Oberfliichen beider Kérper,
und wie gross ist das Volumen des zwischen beiden Oberflichen
liegenden Raumes?

15. Ein Dreieck durch eine mit einer Seite parallele Gerade
80 zu theilen, dass die durch Umdrehung der beiden Theile um
jene Seite als Axe entstehenden Korper gleiche Rauminhalte
haben. . (Cubische Gleichung. Fiir das Verh&ltniss des Abstandes
der Parallelen von der Drehungsaxe zur zugehdrigen Hbhe als
Unbekannte erh&lt man leicht die Wurzel 2. Die beiden anderen
Waurzeln sind fiir die Aufgabe nicht brauchbar, lassen sich jedoch
auch leicht geometrisch deuten.)

16. Ein Dreieck durch eine von einem Eckpunkfe ausgehende
Transversale so zu theilen, dass die bei der Umdrehung der beiden
Theile um eine ausserhalb des Dreiecks in seiner Ebene gegebene
Axe erzeugten Korper gleiche Rauminhalte haben.

17. Durch einen Punkt suf einer Seite eines Dreiecks sei
zu einer anderen Seite eine parallele Transversale gezogem, und
" die ganze Figur rotire um die erstere Seite. In welchem Ver-
hiiltniss muss diese durch jemen Punkt getheilt werden, wenn der
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durch die Rotation des gamzen Dreiecks beschriebene K¥rper sich
zu dem von dem abgeschnittenen kleineren Dreieck erzeugten dem
Rauminhalt’ nach-'wie-m :'n 'verhalten soll? m:n=28:1.

18. Ein regelmissiges Sechseck drehe sich um eine seiner
Seiten; man soll die Oberfliche und das Volumen des Rotations-
ktrpers aus der Seite a des Sechsecks berechnen. :

19. Ein gleichschenkeliges Trapez, dessen Seiten bekannt
sind, rotire um eine der nicht parallelen Seiten. Wie gross sind
die Oberfliiche und das Volumen des entstehenden Rotations-
kdrpers?

20. Ein Trapez rotire das eine Mal um die grbssere, das
andere Mal um die kleinere seiner parallelen Seiten; die Volumina
der entstebenden Rotationskdrper verhalten sich wie m : n. Wie
verhalten sich die beiden parallelen Seiten zu einander? m:n=3:4.

21. Ueber der Hypotenuse eines gleichschenkeligen und
rechtwinkeligen Dreiecks sei nach Aussen ein Halbkreis sowie
ein Quadrant beschrieben, dessen Mittelpunkt der Scheitel des
rechten Winkels ist. Die entstandene Figur rotire um eine zu
der Hypotenuse senkrechte, durch den Scheitel des rechten Win-
kels gehende Axe. Man berechne den Kubikinhalt des Rotations-
kbrpers, welcher von der zwischen den beiden Kreisbogen liegen-
den Figur beschrieben wird. Gegeben sei die Hypotenuse a.
a = 3,8457.

22. Von einem Dreieck seien zwei Seiten @, b und der von
denselben eingeschlossene Winkel » gegeben; es soll der Kubik-
inhalt desjenigen Korpers berechnet werden, welcher entsteht,
wenn das Dreieck um die nicht gegebene dritte Seite als Drehungs-
axe rotirt. a = 6,29, b = 6,21, y = 9° 8’ 52”3,

23. Von einem Dreieck sei eine Seite @ nebst den Winkeln
gegeben; man suche die Oberfliche und das Volumen des durch
Rotation des Dreiecks um die gegebene Seite entstehenden Korpers.
a = 1,63527, & = 50°, B = 279, y — 103°. '

24. Ein Trapez, von dem die parallelen Seiten a4, b, eine
dritte Seite ¢ und der Winkel & gegeben sind, welchen die letz-
tere mit der grdsseren @ der parallelen Seiten bildet, drehe sich
um diese Seite 4. Man bestimme den Kubikinhalt des Rotations-
kdrpers und den Flicheninhalt seiner Oberflliche. @==6, b =2,
c==0,6, « = 25° 54’ 50”,8.

25. Ein Dreieck mit der Grundlinie 4 und den anliegenden
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Winkeln f, y werde durch eine in der Entfernung e von
der Spitze mit der Grundlinie parallel gezogene Gerade durch-
- schnitten. Wie \gross/ istidexr Rauminhalt, und wie gross die
Oberfliche des Rotationskérpers, welchen das entstandene Trapex
beschreibt, wenn es um die Seite a gedreht wird? a = 44,
B = 18° 55 28”7, y = 53 7' 48" 4, e = 1,06476.

26. Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite @ drehe sich
um eine Axe, welche durch einen seiner Eckpunkte geht, ausser-
halb desselben in seiner Ebene liegt und mit einer anliegenden
Seite den Winkel & bildet. Die Oberfliche und das Volumen des
Rotationsksrpers sollen berechnet werden. o«==10° a=6,2796.

27. Ein rechtwinkeliges Dreieck rotire um eine Axe, welche
auf der Hypotenuse in einem ihrer Endpunkte senkrecht steht.
Der spitze Winkel, durch dessen Scheitel die Axe geht, sei gleich
« und die Fliche des Dreiecks sei gleich #. Wie gross. ist das
Volumen des Umdrehungskdrpers? F = 103,74, o = 49° 33" 1",

28. In einem Dreieck 4BC seien die Seiten a4 = 75,6,
b=>55,2 und der eingeschlossene Winkel y = 430 22" gegeben.
Das Dreieck rotire um eine durch den Scheitel C dieses Winkels
gehende Gerade, welche der nach der Mitte der Seite a gezogenen
Ecktransversale parallel ist. Man berechne die Oberfliche und
das Volumen des Rotationskérpers.

29. Die drei Seiten eines Dreiecks sind beziiglich gleich
a, b, c gegeben. Man bestimme die Oberfliche und das Volumen
des durch dieses Dreieck erzeugten Rotationskdrpers, wenn die
Drehungsaxe durch seine Spitze geht und die gegentiberliegende
Seite ¢ auf ihrer Verlingerung in der Richtung tiber & unter
dem Winkel 0 schneidet. a=29,0687, b=42,0119, ¢="71,0067,
d =00 48" 24",9.

30. Ein regelmissiges Polygon rotire um eine ausserhalb
desselben in seiner Ebene gegebene Axe. Man soll aus seinem
Flicheninhalt und dem Abstand seines Mittelpunktes von der
Axe den Kubikinhalt des Rotationskdrpers berechnen.

Zur Aufldsung zerlege man das Polygon durch seine grossen Radien
in Dreiecke, berechne die Kubikinhalte der durch die einzelnen Dreiecke
beschriebenen Korper und wende den Hilfssatz an: Der Abstand des
Mittelpunktes eines regelmissigen Polygons von einer beliebigen Gera-
den isli gleich dem arithmetischen Myi'ttel aus den Abstinden seiner
einzelnen Eckpunkte von derselben Geraden. Zum Beweise dieses Satzes
ziehe man durch den Mittelpunkt die Parallele zu dieser Geraden und
berechne die Liéngen der auf sie gefillten Senkrechten aus den grossen
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Radien und den Winkeln derselben gegen die Axe unter ﬁhﬁriget
Beriicksichtigung der Vorzeichen der Werthe fiir die auf verschiedenen
Seiten der letzteren liegeuden Perpendikel.

31.\ Man berechne iny entsprechender Weise die Oberfliche
des Rotationskdrpers.

32. Den Kubikinhalt und die Oberfliche des durch Rota-
tion eines Kreises um eine denselben nicht schneidende Axe (in
seiner Ebene) entstehenden ringformigen Korpers zu berechnen.
Gegeben sei der Radius des Kreises und der Abstand seines Mittel-
punktes von der Axe. Vergl. 30.

33. Ein Kreissector, dessen Centriwinkel gleich @, und
dessen Radius gleich r ist, drehe sich um den zu der Sehne
seines Bogens parallelen Durchmesser. Man berechne die Ober-
fiiche und den Kubikinhalt des Rotationskérpers, o == 419,
r == 3,7922.

34. Ebenso, wenn statt des Sectors das betreffende Segment
rotirt. Insbesondere flir & == 1800 oder 90° oder 60°.

35. Die Oberfliche und den Kubikinhalt des durch Rotation
eines Kreissegments mit dem Radius  und der Sebne s ent-
stehenden Korpers zu berechnen, wenn die ausserhalb des Seg-
ments liegende Drehungsaxe ein gegen die Sebne unter einem
gegebenen Winkel « geneigter Durchmesser desselben Kreises ist.
Insbesondere, wenn der Bogen des Segments 90, 60 oder 45
Bogengrade enthiilt. Wie gestalten sich die Resultate dieser Auf-
gaben fir & = 0? Die Angabe des. Radius ist fur PV tber-
flissig. Welcher Lehrsatz lisst sich daraus aufstellen?

36. Die in Aufgabe 21 beschriebene sichelfbrmige Figur
drehe sich um eine durch den Scheitel des rechten Winkels
gehende und der Hypotenuse parallele Axe; das Volumen des
Rotationskdrpers zu bestimmen. )

37. Durch die Endpunkte 4, B des Bogens 4CB eines
Kreissectors 4 M B, dessen Radius gleich 7 und dessen Centri-
winkel gleich & gegeben ist, seien die Tangenten gezogen; die-
selben mogen einander in einem Punkte D schneiden. Man be-
rechne die Volumina der drei Korper, welche durch Umdrehung
des Dreiecks 4 M B, des Segments 4CB und der Figur 4DBC
um den Halbmesser M A4 entstehen. In welchem Falle sind die
beiden ersten Korper einander gleich, und wie verhilt sich in
diesem Falle das Volumen eines derselben zum Volumen des
dritten und zum Volumen der ganzen Kugel?
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Anhang.
§. 31. Maxima und Minima.

1. Den grossten und den kleinsten von allen denjenigen
ebenen Schnitten eines geraden Kegels zu construiren, welche
durch die Spitze und einen in der Grundfliche gegebenen Punkt gehen.

2. In einem schiefen Kegel soll der grisste und der kleinste
ebene Schnitt bestimmt werden, welcher durch die Spitze geht
und die Grundfliche in einer Geraden von gegebener Liinge
schneidet. . A

3. Den grissten aller ebenen Schuitte zu bestimmen, wel-
~chen man durch ein gegebenes regelmiissiges Oktadder parallel
zu einer Seitenfliche desselben legen kann.

4. Durch die Endpunkte je dreier Kanten eines Wiirfels,
welche von einem von zwei einander gegeniiberliegenden Eck-
punkten ausgehen, ist ein ebener Schnitt gelegt. Man soll von
denjenigen Schnittfiguren des Wiirfels, welche zwischen den beiden
80 bestimmtien Ebenen und parallel zu denselben construirt wer-
den konnen, diejenige bestimmen, deren Flicheninhalt der
grosste ist.

5. Von allen ebenen Schnitten eines regelmissigen Tetrasders,
welche man durch dasselbe parallel zu gleichzeitig zwei Kanten
legen kann, denjenigen zu bestimmen, welcher den grdssten
Fliécheninhalt hat,

6. Unter allen vierseitigen Prismen, welche man einem ge-
gebenen Cylinder einbeschreiben kann, dagjenige zu bestimmen,
dessen Kubikinhalt ein Maximum ist.

7. Unter allen geraden Kegeln, deren gesammte Oberfiiche
gleich der Oberfliche einer Kugel von gegebenem Radius r ist,
denjenigen zu bestimmen, dessen Volumen am grossten ist.

8. Wie gross ist der Rauminhalt des grissten aller geraden
Kegel mit der Seitenlinie a?

9. Welcher unter allen geraden Cylindern von gegebener
Oberfliche hat den grossten Kubikinhalt?

10. Untet allen geraden Cylindern von gegebenem Kubik-
inhalt denjenigen zu bestimmen, welcher die kleinste Oberfliche hat.
' 11. Denjenigen einer gegebenen Kugel einbeschriebenen Cy-
linder zu bestimmen, welcher den gréssten Inhalt hat.

o S 2,
A B

ToLant e

-



170 Maxima und Minima. [§. 31.

12. Welches Volumen hat das grosste gerade Prisma, dessen
Grundfliiche ein gleichseitiges Dreieck ist, und welches einer ge-
gebeneén 'Kugel- einbeschrieben werden kann?

13. Wie gross sind der Radius, die Hghe und das Volumen
des geraden Cylinders mit dem grossten Rauminhalt, wenn die
Diagonale seines Axenschnitts die Linge d hat?

14. In eine gegebene Kugel einen geraden Kegel von még-
lichst grossem Kubikinhalt zu beschreiben.

15. Welches ist der Inhalt der grossten Pyramide mit
quadratischer Grundfliiche, welche sich einer Kugel mit dem Radius
einbeschreiben 14sst? .

16. Einer Halbkugel denjenigen abgestumpften Kegel ein-
zubeschreiben, welcher den grossten Mantel hat.

17. Hat der grosste aller einer Kugel einbeschriebenen ge-
raden Kegel auch von allen diesen Kegeln die grosste Gesammt-
" oberfliche oder vielleicht den grossten Mantel?

18. Ein kegelfsrmiges Flissigkeitsmass zu construiren, dessen
Kubikinhalt gegeben ist, und dessen Oberfliche so klein als mig-
lich sein soll, damit ein mdglichst kleiner Theil der zu messenden
Flitssigkeit durch Adhiision verloren geht.

19. Ein gerades parallelepipedisches Flissigkeitsmass mit
quadratischer Grundfliliche, welches ¥ = 4 Kubikdecimeter fasst,
hat eine méglichst kleine Wandungsoberfliche. Wie lang sind
geine Grund- und seine Seitenkanten?

20. Es sollen ¥ Kubikcentimeter Kupfer in die Form eines
rechtwinkeligen Parallelepipedon von der Hthe % gegossen, und
darauf soll dasselbe vergoldet werden. Wie muss man die Dimen-
sionen der Grundfliche wihlen, damit die Vergoldung moglichst
billig werde, und wie theuer ist diese, wenn 1 Quadratcentimeter
mit 20 Pfennigen berechnet wird? ¥V = 54 Cubem., h = 6°™,

21. Um eine gegebene Kugel vom Radius r soll ein Kegel
beschrieben werden, so dass sein Volumen oder sein Mantel oder
seine Oberfliche so klein als mdoglich werde.

22. Von allen Kegeln, welche der einem regelmiissigen Ok-
tasder mit der Kante a einbeschriebenen Kugel einbeschrieben
sind, denjenigen zu bestimmen, welcher den gréssten Mantel hat.

23. Um einen geraden Kegel, dessen Radius der Grundfliche
gleich r, und dessen Huhe gleich % ist, sei ein zweiter Kegel
beschrieben, so dass die Spitze des ersten der Mittelpunkt der
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Grundfliiche des zweiten, die Grundfiiche des ersten ein Schnitt-
kreis des zweiten und der Rauminhalt des zweiten ein Minimum
ist. Wie gross istydieser Inhalt?

24. Von welchem Punkte der Hypotenuse eines recht-
winkeligen Dreiecks muss man Parpendikel auf die Katheten des-
selben flllen, damit das so entstehende Rechteck bei der Rotation
um eine der Katheten einen Cylinder von mdglichst grossem In-
halt beschfeibe ?

25. Man bestimme zu Aufg. 24 den Punkt der Hypotenuse,
filr welchen der Cylinder a) einen moglichst grossen Mantel, oder
b) eine mdglichst grogse Gesammtoberfliche erhilt.

26. In einen mit Fliissigkeit geftlllten gegebenen geraden
Kegel werde ein regelm#ssig-sechsseitiges Prisma so eingetaucht,
dass seine untere Grundfliche parallel mit der (horizontal, oben
liegenden) Kegelbasis bleibe. Wie gross muss die Grundfliche
dieses Prismas sein, und wie tief muss es eingetaucht werden,
damit es 8o viel Wasser als moglich verdringe? )

27. Auf der Centrallinie zweier gegebenen Kugeln soll ein
Punkt so bestimmt werden, dass die Summe der beiden von ihm
aus tiberblickten Calotten ein Maximum ist.

28. Aus einem Kreissector ldsst sich ein Trichter bilden.
Wie gross muss der Centriwinkel des Sectors gewiihlt werden,
wenn der Inhalt des Trichters moglichst gross werden soll?

29. Von einer geraden quadratischen Pyramide ist die Hohe
h und die Grundkante ¢ gegeben; man soll in dieselbe eine die
Seitenflichen bertthrende, die Grundfliche schneidende Kugel so
legen, dass die in die Pyramide fallende Calotte ein Maximum ist.

Eine Auswahl von Aufgaben iiber Maxima und Minima, nebst An-
leitung zu ihrer elementaren Behandlung findet man u. A. in , Martus,
Maxima und Minima, Berlin 1861,

§ 32. Vermischte Aufgaben aus allen Gebieten.

1. Durch ecinen von drei gegebenen, nicht in gerader Linie
liegenden Punkten eine Ebene zu legen, welche von den beiden
anderen gegebene Abstéinde hat.

2. Eine Ebene zu construiren, welche von drei gegebenen,
aicht in gerader Linie liegenden Punkten gegebene Abstiinde hat.

3. In der einen von zwei gegebenen sich kreuzenden Geraden
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einen Punkt zn bestimmen, welcher von der anderen und von
einem gegebenen Punkte gleichweit absteht.

4."'Auf ‘einer gegebenen Geraden einen Punkt zu bestimmen,
welcher von einer gegebenen Ebene und einem gegebenen Punkte
gleichweit absteht. R

5. Eine Kugel zu construiren, welche durch drei gegebene
Punkte geht und eine gegebene Ebene bertihrt.

6. In jeder dreiseitigen Pyramide ist das Product der Sinus
von drei nicht aneinander liegenden der Winkel, welche drei von
einem Eckpunkt ausgehende Kanten mit den drei iibrigen Kanten
bilden, gleich dem Product der Sinus der drei anderen dieser
Winkel.

7. Die Hthe einer dreiseitigen Pyramide aus den Lingen
ihrer sechs Kanten zu berechnen.

8. Das Volumen einer dreiseitigen Pyramide aus den Léingen
ihrer Kanten zu berechnen.

9. Jede Ebene, welche durch die Halbirungspunkte zweier
nicht aneinanderstossender Kanten einer dreiseitigen Pyramide
gelegt wird, theilt die letztere in zwei inhaltsgleiche Theile.

10. In jeder dreiseitigen Pyramide theilt die Halbirungs-
ebene jedes von den Grenzflichen gebildeten Flichenwinkels die
gegeniiberliegende Kante in zwei Abschnitte, welche sich zu ein-
ander verhalten wie die Flécheninhalte der anliegenden Seiten-
filichen.

11. Ein Wtirfel mit der Kante @ sei von zwei parallelen,
senkrecht zu einer Wiirfeldiagonale stehenden Ebenen, die durch
eine Seitenecke und die Mitte einer Seitenkante gehen, geschnitten ;
wie verbalten sich bei jedem Schnitte die entsprechenden Theile
der Diagonale zu einander, und wie gross sind Umfang und In-
halt der Schnittfiguren?

12. Das Trapezo¥der ist ein von 24 congruenten Vierecken
begrenzter Korper; in jedem dieser Vierecke sind zwei aneinander
liegende Seiten paarweise gleich, so dass dasselbe durch eine
seiner Diagonalen in zwei congruente und symmetrisch liegende
Dreiecke .getheilt wird. Der Kdrper hat 26 Ecken, von welchen
18 vierseitig sind und 6, fir sich genommen, ihrer Lage nach
die Ecken eines Wiirfels bilden wtirden; acht andere sind drei-
seitig und entsprechen den Ecken eines regelmissigen Oktatders.
Man entwickele Formeln fiir die Berechnung der Axen, der Kanten-
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und Fléchenwinkel, der Oberfliche und des Volumens eines
solchen Korpers.

13. EBin vierseitiger, rechiwinkeliger Bilderrahmen liefert
senkrecht zu den parallelen Kanten je einer Seite einen Schnitt
in der Gestalt eines Trapezes mit den parallelen Seiten a, b und
der Hthe A. Die Linge der H#usseren, lingsten der vier Kanten
an der einen Seite ist gleich ¢, an der anderen gleich d, und
diese lingsten Kanten gehen durch die Endpunkte der lingeren
parallelen Seite des jedesmaligen trapezfdrmigen Querschnitts.
Man berechne das Volumen des Rahmens.

14. Ein Thurmknopf ist in der Mitte cylinderf$rmig und
oben und unten balbkugelférmig abgerundet. Sein grdsster
Durchmesser von oben nach unten betriigt @ = 18", und sein
Durchmesser quer durch die Mitte b = 10™; er ist ¢ =} dick
gearbeitet. Wie gross ist seine Xussere Oberfliche, und wie gross
ist der innere hohle Raum?

15. Ein Quadrat mit der Seite a sei gegeben; ein zweites,
kleineres Quadrat mit der Seite b (b < }a ¥/ 2) bewege sich so,
dass sein Mittelpunkt der Reihe nach die Seiten des ersteren
stetig durchlaufe, die eine seiner Diagonalen in der Ebene und
beide Diagonalen senkrecht zu der betreffenden Seite des ersteren
liegen, und dass an jedem Eckpunkt des ersteren die Ebene des
beweglichen Quadrats durch eine Drehung von 90° um eine zu
einer seiner Diagonalen parallele, durch einen Eckpunkt gehende
Axe den Zwischenraum ausfiille, welcher bei dem Uebergang aus
der einen Richtung in die n#chste zwischen den Korpertheilen
entstehen wiirde. Man berechne das Volumen des so beschriebenen
rahmenfbrmigen Korpers. :

16. Sechs gerade, regelmyssig-sechsseitige SHulen, deren
Grundkanten simmtlich gleich a sind, liegen so, dass ihre Axen
ein regelmissiges Sechseck von der Seite b bilden, und an jedem
Eckpunkt des letzteren sich die beiden hier zusammentreffenden
Prismen so durchschneiden, dass die Kanten des einen als ge-
brochene Fortsetzungen der entsprechenden Kanten des anderen
erscheinen, und je zwei derselben in der Ebene der Axen liegen.
Man berechne das Volumen des von den Seitenflichen der sechs
Prismen eingeschlossenen Raumes von der Gestalt. einer in sich
zuriicklaufenden sechsfach gebrochenen prismatischen Rghre.

17. a) In einen Wiirfel, dessen Kante gleich a ist, seien
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zwei quadratische Prismen so hineingestellt, dass die Eckpunkte
eines jeden die Seiten zweier parallelen Wiirfelflichen halbiren.
Welche ' Form'' hat-der-'beiden’' Prismen gemeinschaftliche Kdrper,
und wie gross sind seine Oberfliche und sein Volumen ?

b) Ebenso fur den Korper, welcher allen drei auf die ge-
nannte Art construirbaren Prismen gemeinsam ist.

. 18. Zwei gerade, regelmissig-sechsseitige Siulen, deren Grund-

kanten dieselbe Linge a haben, durchdringen sich so, dass ein
kreuzformiger Korper entsteht, indem ihre Axen sich rechtwinkelig
schneiden, und zwei parallele Seitenflichen des einen mit je einer
von zwei parallelen Seitenflichen des anderen in dieselbe Ebene
fallen. Welche Form hat das beiden Prismen gemeinsé¢haftliche
Korpersttick, und wie gross sind seine Oberfliiche und sein Vo-
lumen? Ebenso fiir den entstandenen kreuzférmigen Korper,
wenn die Seitenkanten beider Prismen gleich & sind.

19. Ebenso, wie 18, mit der Abtinderung, dass die Ebene
der sich rechtwinkelig schneidenden Axen zwei parallele Seiten-
flichen eines jeden der beiden Prismen halbiren soll.

20. Der Staurolith, ein Mineral aus der Familie des Granats,
kommt in' Zwillingskrystallen vor, welche die Form des in Aufg. 19
behandelten Korpers haben; nur sind die Grundfilichen keine
regelmfissigen Sechsecke, sondern als durch Abstumpfung der
spitzen Ecken congruenter Rhomben durch zu der betreffenden
Diagonale parallele Linien entstanden zu denken. Die durch die
Ebene der beiden Axen halbirten Seitenflichen gehen durch die
abstumpfenden Grundkanten. Man bestimme Gestalt, Grosse der
Oberfliche und Volumen des beiden Prismen gemeinschaftlichen
Kborpers, wenn die Diagonalen der rhombischen Grundfiiche be-
ziiglich gleich ¢ und d sind, und die lingere d durch die Ab-
stumpfung an jedem Endpunkt um } derselben verkiirzt ist.

In welchem Fall geht diese Aufgabe in die unter 19 tiber?

21. a) Zwei gerade Prismen, deren Grundfilichen congruente
gleichseitige Dreiecke sind, durchkreuzen sich so, dass eine
durch eine Seitenkante senkrecht zu der gegentiberliegenden
Seitenfliiche gelegte Ebene des einen Prismas mit einer ebenso
construirten des anderen in dieselbe Ebene fillt, so dass also zwei
Seitenflichen beider Prismen und ebenso zwei Seitenkanten der-
selben sich rechtwinkelig schneiden. Man berechne aus der Grund-
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kante 4 der Prismen die Oberfliche und das Volumen des beiden
gemeinsamen Kdrperstiicks.

b) Wie gestalten 'sich”'die’ Resultate dieser Aufgabe, wenn
die Prismen sich so rechtwinkelig durchkreuzen sollen, dass eine
Seitenflliche des einen Prismas mit einer solchen des anderen in
dieselbe Ebene fillt?

22. Zwei gerade Cylinder mit gleichen Radien durchdringen
sich so, dass ihre Axen sich rechtwinkelig schneiden. Wie gross
ist die Oberfliche und wie gross der Rauminhalt des beiden Cy-
lindern gemeinschaftlichen Korperstiicks ?

23. Zwei einander von innen beriihrende Kugeln, deren
Volumina sich wie m:n verhalten, seien durch eine Ebene ge-
schnitten, welche auf der Centrallinie senkrecht steht und von
dem Berithrungspunkt um die Strecke p entfernt ist. Wie gross
ist der Korper, welcher von den um den Bertihrungspunkt liegen-
den Calotten und der schneidenden Ringfliche begrenzt wird,
wenn seine krumme Oberfiliche gleich O ist? Insbesondere sei
m:n=8:1.

24, Zwei Kugeln mit den Radien B und r, welche einander
von aussen bertihren, werden von einem gemeinsamen Bertihrungs-
kegel umhiillt. Wie gross ist der Inhalt des zwischen den drei
krummen Flichen enthaltenen Korpers?

25. In einem geraden Kegel liege eine Kugel, welche den
Kegelmantel in einem Kreise beriihrt, und deren Mittelpunkt von
der Spitze des Kegels den Abstand a hat, Die Radien der Kugel
und der Grundfliiche des Kegels seien gegeben. Man berechne
die Volumina der ausserhalb der Kugel tiber und unter der-
selben liegenden Theile des Kegels. Wie gross muss @ sein, damit
beide Riume einander gleich sind?

26. Es sei in ein regelm#ssiges Oktatder, dessen Kante
gleich @ gegeben ist, sowie um dasselbe eine Kugel beschrieben;
wie verhalten sich die Volumina zweier Kugeln zu einander, von
denen jede die grossere der beiden ersteren Kugeln von innen
bertihrt, wihrend die kleinere der ersteren von der einen von
ihnen von aussen, von der anderen umschliessend bertihrt wird?

27. Ebenso fir a) einem Wiirfel, b) ein regelmissiges
Tetra&der.

28. Zwei gleiche Wiirfel sind so in einander gesteckt, dass
die Diagonalen zweier parallelen Flichen des einen zu den ent-

ok AN A B k. . .
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sprechenden Seiten zweier in dieselben Ebenen fallenden Flichen
des anderen in deren Halbirungspunkten senkrecht stehen. Man
berechne’ das’ Volumen -des 'entstandenen Kérpers aus der Wiirfel-
kante a. Ebenso berechne man den Inhalt seiner Oberfliche und
construire sein Netz.

29. Ein Wirfel und ein regelmissiges Oktaéder sind so in
einander gesteckt, dass die durch die Ecken gehenden Axen des
letzteren mit den durch die Mittelpunkte der Grenzflichen gehen-
den Axen des ersteren zusammenfallen, und die Halbirungspunkte
der Wiirfolkanten auf den Kanten des Okta&ders liegen. Man
berechne aus der Wiirfelkante @ das Volumen und die Oberfliche
des so entstandenen Korpers.

30. Ein regelmiissiges Oktadder und ein Wtirfel, welche
gleiche Kanten haben, durchdringen sich so, dass jede Diagonal-
axe des Oktatders auf zwei Flichen des Wiirfels in deren Mittel-
punkten senkrecht steht. Man berechne aus der Linge a der
Kanten die Oberfliche und das Volumen des so entstandenen
Kbrpers.

81. Zwei einander diametral gegenfiberliegende Ecken eines
Wiirfels mit der Kante @ seien so abgestumpft, dass die Ab-
stumpfungsfitichen gleiche gleichseitige Dreiecke sind. Der iibrig-
bleibende K&rper sei durch ein Prismatoid ausgehthlt, dessen
Grundflichen diese Dreiecke, und dessen Seitenflichen sechs ein-
ander congruente Dreiecke sind. Man berechne das Volumen des
ausgehthlten Korpers, wenn die Seite der Abstumpfungsfliche
gleich der Wiirfelkante ist.

32. Aus einem geraden Cylinder seien zwei Halbkugeln
herausgeschnitten, deren Grundflichen beztiglich die des Cylinders
sind, und die beiden Halbkugeln sollen sich von aussen berithren.
Der iibriggebliebene Korper soll durch eine um den Berithrungs-
punkt beschriebene Kugelfliiche so getheilt werden, dass das inner-
halb der letzteren fallende Stiick gleich dem nten Theile des
ganzen Korpers sei. Wie gross muss der Radius dieser Kugel-
fliche sein? 7 =2 oder n = 4.

33. + Ein gerader Kegel ist schief durchschnitten, und in
den der Spitze anliegenden Abschnitt ist eine Kugel beschrieben,
welche den Mantel und die Schnittfliche bertthrt, und deren Radius
gleich r gegeben ist. Wie gross wird der Radius derjenigen
Kugel sein, welche die Erweiterung des Mantels iber die Schnitt-
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fiiche sowie die letztere bertihrt, wenn der Winkel an der Spitze
eines Axenschnitts, des Kegels gleich o, und der Neigungswinkel
der Kegelaxe gegen die Schnittfliche gleich ¢ gegeben ist? r=35,
=30, =45

34. Durch eine Diagonale der oberen Grundfliche eines ge-
raden quadratischen Prismas mit der Grundkante a4 und der
Seitenkante b seien zwei ebene Schnitte gelegt, von denen jeder
eine nicht anliegende Seitenkante in gleicher Hohe ¢ tiber der
Grundfiiche schneidet. Es entsteht ein Korper, welcher als Diffe-
renz des Prismas und zweier abgeschnittener dreiseitiger Pyra-
miden, oder als Summe zweier dreiseitiger Prismenstumpfe, oder
als Summe eines quadratischen Prismas und eines Prismatoids
(Sphenisk) betrachtet werden kann. Man berechne hiernach sein
Volumen auf drei Arten.

35. Durch den Mittelpunkt der oberen Grundfiiche eines
geraden quadratischen Prismas mit der Grundkante a und der
Seitenkante b seien vier ebene Schnitte gelegt, von denen jeder
eine Seitenkante in derselben H8he ¢ tber der Grundfliche
schneidet, und dessen Ebene durch die beiden anliegenden Seiten-
kanten geht. Es ist ein prismatischer Ktrper mit pyramidaler
Zuspitzung entstandén. Man berechne sein Volumen.

36. Auf drei abwechselnden Seitenkanten eines geraden,
regelm#ssig-sechsseitigen Prismas seien von der Grundfliche aus
gleichlange Strecken abgeschnitten; ihre Linge sei gleich a. Es
sei ferner durch einen Punkt S auf der Axe des Prismas und je
zwei Endpunkte jener Strecken eine Ebene gelegt. Man berechne
das Volumen des entstandenen prismatischen K8rpers mit pyra-
midaler Zuspitzung und zeige, dass dasselbe bei constantem
Werthe von @ unabhiingig von der Lage des Punktes S auf der
Axe ist. '

37. Durch den Mittelpunkt der oberen Grundfliche eines
geraden, regelmissig-sechsseitigen Prismas seien sechs Ebenen
gelegt, von denen jede eine Seitenkante in derselben Hohe a tiber
der Grundfliche schneidet und gegen die beiden anliegenden
Seitenflichen unter gleichen Winkeln geneigt ist. Die Grund-
fliche des Prismas hat den Inhalt G, die Hohe desselben ist
gleich . Man berechne das Volumen des entstandenen prisma-
tischen Korpers mit pyramidaler Zuspitzung.

38. Zwei Kugeln, deren Radien gleich R und r gegeben

Bzror, Aufgaben. II. 12
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sind, schneiden einander so, dass das innerhalb beider Kugeln
liegende Sttick .der Centrallinie gleich d ist. Man berechne das
Volumen des beiden Kugeln 'gemeinsamen linsenformigen Korpers,

Wieviel betriigt insbesondere der Rauminhalt dieses Korpers,
wenn der Mittelpunkt der kleineren Kugel in der Oberfliche der
grosseren liegt?

39. Eine Anzahl gleicher Kugeln ist in Form einer drei-
seitigen Pyramide aufgeschichtet; in der obersten Schicht liegt
eine Kugel, in der zweiten liegen drei, in der dritten sechs
Kugeln, u. s, w. An die drei Seiten dieses Haufens seien Be-
rithrungsebenen gelegt; dieselben bilden mit der Horizontalebene,
auf welcher die unterste Schicht ruht, ein regelmissiges Tetratder.
Wie verhilt sich der durch die Kugeln ausgefiillte Raum dieses
Tetraéders zu dem ttbrigbleibenden leeren Raum, wenn der Kugel-
haufen z Schichten hat? Welches ist der Grenzwerth dieses
Verhiltnisses, wenn n bis in’s Unendliche wiichst?

§. 33. Themata zu grosseren Arbeiten.

1. Die Hauptgestalten des regelmiissigen oder die des hexa-
gonalen Krystallsystems in stereometrischer Behandlung.

Aus dem Wiirfel lassen sich durch gleichmtissige Abstumpfung
der Ecken oder Abstumpfung der Kanten, Zuschérfung der Kanten,
Zuspitzung der Ecken von den Flichen oder von den Kanten aus
oder von beiden zugleich die folgenden Korper und ihre Combi-
nationen ableiten: Regelmiissiges Oktatder, Rhombendodeka&der
oder Granatotder, Tetrakishexaéder oder Pyramidenwiirfel, Deltoid-
ikositetratder oder Leucitoid, Triakisoktagder oder Pyramiden-
oktatder und Tetrakontaoktatder oder Achtundvierzigflichner. Man
bestimme fiir diese K6rper die Anzahl und Lingen der Kanten
(z. B. aus der L#nge ¢ der Kante des urspriinglichen Wiirfels),
die Anzahl und Beschaffenheit der Ecken nebst den Kanten-
winkeln und Flichenwinkeln derselben, die Anzahl, Beschaffen-
heit und den Flicheninhalt der einzelnen Grenzflichen, den Inhalt
der gesammten Oberfliche und das Volumen. Endlich construire
man ein Netz des Korpers behufs Anfertigung eines Modells. —
In gleicher Weise wie von dem Wtirfel kann hierbei von dem
Okta&der ausgegangen werden, auch kann man zugehdrige halb-
flichige (hemi¢drische) K&rper, wie das regelmissige Tetratder,
das Trigondodekadder u. a. heranziehen,
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Hierher gehtren u. a. die vorhergegangenen Aufgaben: §. 13,
Nr.1-—5, 10, 11, 14, 16 —20, 45, 48, 53, 54; §. 15, Nr. 23,
25—27; § 22)V\Nr.!'t)[6) 8,30,-33—35, 37, 38; §. 32,
Nr. 12, Ausserdem mdge die folgende Auswahl leichterer Auf-
gaben aus diesem Gebiete beispielsweise im Einzelnen angefiihrt
werden:

a) Den Winkel zu berechnen, den die Fliche eines regel-
missigen Oktagders mit der Ebene zweier Axen bildet.

b) Ebenso den Winkel zwischen einer Axe desselben Korpers
und der vom Axendurchschnitt auf eine Fliche desselben gefallten
Senkrechten zu berechnen.

o) Ebenso den Winkel zwischen der Okta&der- und der Wiirfel-
fliche und den Winkel zweier in einem Eckpunkt (nicht einer
Kante) zusammenstossenden Oktatderfiichen.

d) ‘Den Winkel zwischen einer Rhombendodeka&der-
und einer anstossenden Okta&derfliche zu berechnen.

6) Das Volumen eines Rhombendodeka&ders aus seiner Kante
zu bestimmen.

f) Den Winkel an der Spitze der gleichschenkeligen Dreiecke
zu berechnen, welche das Tetrakishexasder 2000 begrenzen.
Ebenso fiir 3000,

g) Man berechne den Winkel, welchen die vom Axendurch-
schnitt auf die Fliche des Tetrakishexatders 2 0oco gefillte Senk-
rechte mit der durch einen Eckpunkt der Fliche gchenden Axe
bildet und aus demselben den Winkel zweier einander in einer
Wiirfelkante schneidenden Flichen des Korpers. Ebenso fir
3000c.

h) Den an der Oktaderecke liegenden Winkel eines das
Ikositetrasder 202 begrenzenden Vierecks zu berechnen.
Ebenso fur 303. (Erweitere die Fliche des Vierecks bis zum
Durchschnitt mit den drei Axenebenen.)

i) Man berechne den Winkel, welchen die vom Asxendurch-
schnitt auf eine Fliche des Ikositetratders 202 gefillte Senk-
rechte mit der durch einen Eckpunkt der Fliche gehenden Axe
bildet, ferner den Winkel zweier in einer Oktatderecke (nicht
Kante) zusammenstossenden Flichen dieses Kborpers und die
Winkel zwischen einer Fliéche desselben und der Wiirfel- und
Oktagderfliiche.

k) Den Winkel zu berechnen, welchen die Fliche des

’ 12¢
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Triakisoktasders 20 mit der Ebene der beiden Axen bildet,
von denen sie gleiche Stlicke abschneidet. (Durchschnittslinie ist
eine Oktadderkante.) | Ebenso fir §0.

1) Den Winkel an der Spitze der die hexagonale Pyra-
mide begrenzenden Dreiecke zu berechnen. (L#nge der Neben-
axen = 1, der Hauptaxe = c.)

m) Den Winkel zu berechnen, den eine Grenzfliche der
hexagonalen Pyramide mit der Ebene der Nebenaxen bildet.
Vergl. 1).

n) Das Volumen eines Rhombo&ders aus den Diagonalen
einer Grenzfliche zu berechnen. (Man unterscheide ein spitzwinke-
liges und ein stumpfwirkeliges Rhombo#der.) Vergl. §. 19, 44u.45.

0) Den Winkel zweier aneinanderstossenden Flichen eines
Rhombendodekaders zu berechnen. (Anwendung der rechiw.
Ecke, deren Kanten die vom Axendurchschnitt auf die beiden
Flichen gefillten Senkrechten und die Axe sind.)

P) Ebenso den Winkel zweier einander in einer der lingeren
Seiten schneidenden Flichen des Ikositetratders 202, oder 303.
Vergl. i).

q) Ebenso den Winkel zweier Flichen des Tetrakishexasders
2000, die einander in einem Schenkel eines begrenzenden gleich-
schenkeligen Dreiecks schneiden. Ebenso filr 30o0o. Vergl. g).

r) Ebenso den Winkel zweier Flichen eines Rhombo#ders,
die einander in einer Endkante schneiden. Vergl. m).

8) Ebenso den Winkel zweier Flichen des Triakisokta&ders
20, die in einem Schenkel eines begrenzenden Dreiecks zu-
sammenstossen. Vergl. k).

Die Aufgaben o)—s) sind mittelst sphiirischer Trigonometrie zu
behandeln.

2) Die Archimedischen Kérper.

Ein Archimedischer oder halbregelmissiger Korper ist ein
Polyeder, dessen Seitenflichen regelmiissige geradlinige Figuren,
jedoch nicht, wie bei einem regelmissigen, von gleicher Seiten-
zahl, und dessen Ecken congruent sind. Zur Bestimmung der
Anzahl und Beschaffenheit der archimedischen Korper findet
namentlich der Euler'sche Lehrsatz ¢ 4 f = k& -+ 2 Anwendung.
Da alle Ecken dieselbe Seitenzahl m haben und also & = § me
2 (f—2) k_m(f""2)
m—2 " :

ist, so folgt zuniichst aus diesem Satze ¢ = oy
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Man zeige ferner, dass ein archimedischer Kérper nicht mehr
als drei Arten von Seitenflichen zugleich, und dass keine Ecke
eines solchen mehi\als/ funf(Kanten haben kann. Man kann die-
selben also eintheilen in solche mit zweierlei und solche mit
dreierlei Seitenflichen, sowie in solche mit dreiseitigen, vier-
seitigen und fiinfseitigen Ecken. Es giebt im Ganzen 15 Arten
archimedischer Korper, n#mlich 12 mit zweierlei und 3 mit
dreierlei Seitenflichen. Man kann dieselben nach der Beschaffen-
heit ihrer Ecken und Flichen, wie folgt, gruppiren:

a) mit dreiseitigen Ecken: Jede Ecke wird e.mgeschlossen
o) von einem @-Eck und zwei b-Ecken, und zwar kann 1) @ =n,
b=4; 2)a=3,b=06; 3)a=3, b=28; 4)a=38, b=10;
5)a=4,b=26; 6)a=>5, b= 6 sein. B) von einem a-Eck,
einem b-Eck und einem ¢-Eck, und dannist 7) ¢=4, b =6,
c=28, oder 8)a =14, b=26, ¢ =10.

b) mit vierseitigen Ecken: Jede Ecke wird eingeschlossen
a) von drei a-Ecken und einem b-Eck: 9) a =3, b = n;
10)a =4, b=23. f) von zwei a-Ecken und zwei b-Ecken:
11) a=3,b=4; 12) a=3, b=2>5. y) von einem a-Eck,
zwei b-Ecken und einem c-Eck: 13)a =3, b =4, ¢ = 5.

¢) mit filnfseitigen Ecken: Jede Ecke wird von vier a-Ecken
und einem b-Eck eingeschlossen: 14) =3, b = 4; 15) a =3,
b==5.

Will man sich fir die Berechnung der Winkel, Flichen,
Axen, des Volumens und die Construction der Netze dieser
Korper auf die einfacheren derselben beschriinken, so kann man
Nr. 1—6, 9, 11 und 12 auswihlen. Fiir diese sind folgende
Bemerkungen beachtenswerth: Nr. 1 ist ein regelmissiges 7-sei-
tiges Prisma, dessen Seitenflichen Quadrate, Nr. 9 ein Prisma-
toid, dessen Seitenflichen gleichseitige Dreiecke sind (ein regel-
miisgiges Antiprisma). Die tibrigen lassen sich aus den regel-
missigen Polyedern ableiten. Durch Abstumpfung der Ecken
eines solchen bis zur Mitte der anliegenden Kanten erhilt man
Nr. 11 und 12; stumpft man dagegen alle Ecken nur soweit ab,
dass aus den n-seitigen Seitenflichen regelmissige 2n-Ecke ent-
stehen, so erhélt man die Korper Nr. 2 bis 6. — Durch gleich-
zeitige Abstumpfung der Ecken und der Kanten lassen sich aus
den regelmiissigen K¢rpern die archimedischen 10, 11, 13, sowie
bei weniger tief einschneidender Abstumpfung 5, 7 und 8 ableiten.
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3) TUntersuchung der verschiedemen (senkrechten) Projec-
tionen regelm#ssiger Polyeder auf eine Ebene.

4)//Ueber 'Tetra¥der!/(dreiseitige Pyramiden) und ihre
merkwiirdigen Punkte. — Analogon zu den sogenannten merk-
wiirdigen Punkten des Dreiecks.

5) Die Elemente der Theorie der Potenzen, Pole und
Polaren, sowie der Aehnlichkeitspunkte in der Ebene auf die
Kugel tibertragen.

6) Das Apollonische Bertihrungsproblem fiir den
Raum.

Es soll eine Kugel construirt werden, welche vier gegebene
Kugeln bertihrt, wobei an Stelle einer jeden der letzteren auch
eine zu berihrende Ebene oder ein Punkt fir die Oberfliche der
gesuchten Kugel treten kann. Die Aufgabe zerf§llt hiernach in
finfzehn einzelne. Anhaltspunkte flir ihre Behandlung geben u. a.
das entsprechende Problem fir den Kreis in der Ebene und die
Resultate der vorhergehenden Aufgabe 5.

7) Untersuchung der Eigenschaften sph#rischer Vier-
ecke und Polygone.

Lassen sich Analoga zu den verschiedenen Arten der ebenen
Vierecke und zu Sitzen tiber dieselben finden? Ebenso fiir regel-
missige Polygone. Erweiterung von Sitzen tber sphirische
Dreiecke.

8) Ueber die Schwerpunkte der Figuren und
K38rper. .

a) Begriff und Bestimmung des Schwerpunkts eines Systems
von Punkten. Annahme von Cobfficienten (Gewichten) der ein-
zelnen Punkte. Allgemeine Eigenschaften eines solchen Schwer-
punktes. Bestimmung des Schwerpunktes eines Systems von
Strecken, der Umfinge geradliniger Figuren, des Kreises und
der Kreisbogen. Schwerpunkte der Flichen ebener Figuren. Be-
stimmung der Schwerpunkte der einfacheren Kdrper.

b) Die Guldin’sche Regel (vergl. § 30, Nr. 3) und An-
wendung derselben zur Bestimmung der Oberflichen und der
Volumina von Rotationskérpern, sowie umgekehrt zur Bestimmung
der Schwerpunkte von letzteren aus der Oberfliche und dem
Volumen. .

¢) Ueber Prismen- und Cylinderhufe, d. h. die zwischen
zwei einander nicht parallelen Ebenen eingeschlossenen Theile



