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ein Unterrichtsmitte! beschaitt werden, weicnes ums xindringen
in die Wissenschaft gleichzeitig belebt und vertieft. Dasselbe ist
aber auch ein Forschungsmittel von grosser Bedeutung. Denn
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche
inzwischen sich entwickelt und Friichte getragen haben, sondern
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, die noch der Ent-
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschopfliche Fundgrube
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissensch aften sollen
ihrem Namen gemiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen
ausden Gebieten derMathematik,Astronomie,Physik,Chemie
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Redaktion fithrt von jetzt ab Professor
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig:; die einzelnen Ausgaben

~ werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen-
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen
dbernahmen: fir Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), fir Mathe-
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), fir Krystallkunde Prof. Dr.
Groth (Miinchen), fir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), fir Chemie Prof. Dr. W. Ostwa ) wileaing

e tr”

~
<
N




Physics Lib
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Mathematik:

gerin., (628S) 4 —.80.

C. F. Gauss, 'Die 4 Beweise' der-Zerlegung ganzer algebr. Functio-
nen ete. (1799—1849.) Herausg. v. E. Netto. Mit 1 Taf. (81 8.)
4 1.50.

A. Bravais, Abhandlungen iiber symmetr. Polyeder. (1849.) Ubers.
und in Gemeinschaft mit P. Groth herausg. von C. w. E. Blasius.
Mit 4 Taf. (508.) & 1.—.

Ub. d. Anziehung homogener Ellipsoide. Abhandlungen von Laplace
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» 47,

» 60,

» 65.

» 67.

» T4.

» 78,
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lungen von Joh. Bernoulli (1696), Jae. Bernoulli (1697) und
Leonhard Euler (1744), Herausgegeben von P. Stickel. Mit
19 Textfiguren. (144 8.) 4 2.—.

—— II Theil: Abhandlungen von Lagramge (1762,
1770), Legendre (1786) und Jacobi (1837), Herausgegeben von
P. Stickel. Mit 12 Textfiguren. (110 8.) .# 1.60,

Jacob Steiner, Die geometr. Constructionen, ausgefiihrt mittelst der
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf
hoheren Unterrichts - Anstalten und zur praktischen Benutzung.
(1833.) Hersusgegeben von A. J. v. QOettingen. Mit 25 Text-
figuren. (8D 8. 4 1.20.

. €. 6. J. Jacobi, Uber die vierfach periodischen Functionen zweler

Variabeln, auf die sich die Theorie der Abel'schen Transcenden-
ten stiitzt. (1884.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem
Lateinischen fibersetzt von A. Witting. (40 S.) .4 —.70.

Georg Rosenhain, Abhandlung iiber die Functionen zweier

Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultra- -

elliptischen Integrale erster Klasse. (1851.) Herausgegeben von
H. Webeér. Aus dem Franz§sischen iibersetzt von A, Witting,
(94 8.) . 1.50.
A. Gopel, Entwurf einer Theorie der Abel'schen Transcendenten
erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem
Lateinischen iibersetzt von A. Witting. (60 S.) 4 1.—.
N. H. Abel, Untersuchungen iiber die Reihe:
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1+—1-z+ T2 ._»,;2+ 1 9 .3 .33-*_ .....
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Mit 6 Figuren im Text. (65 8.) 4 1.—.
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(138]
Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Ars conjectandi)

yon

Jakob Bernoulli.
Basel 1713.

Dritter Theil.

Anwendungen der Combinationslehre auf verschiedene
Gliicks- und Wiirfelspiele.

[139] I

Aufgabe. Jemand setzt, nachdem er zwei Steine,
einen schwarzen und einen weissen, in eine Urne
gelegt hat, fiir drei Spieler 4, B, C einen Preis aus
unter der Bedingung, dass ihn derjenige erhalten
soll, welcher zuerst den weissen Stein zieht; wenn
aber keiner der drei Spieler den weissen Stein
zieht, so erhilt auch keiner den Preis. Zuerst
zieht 4 und legt den gezogenen Stein wieder in
die Urne, dann thut B als Zweiter das Gleiche,
und schliesslich folgt C als Dritter. Welche Hoff-
nungen haben die drei Spieler?

Lésung. Offenbar ist diese Aufgabe nur ein besonderer
Fall des bei Gelegenheit der verallgemeinerten Aufgabe XI in
dem ersten Theile gelosten Problems, dessen Lisung auf Seite 37
gegeben worden ist. Es wurden dort die Hoffnungen mehrerer
Spieler bestimmt, welche mit gleicher oder unmgleicher Anzahl

1*
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der von den einzelnen hintereinander zu thuenden Wiirfe ein
Vorhaben zu erreichen suchen, und es wurde fiir die Hoffnung
irgend einesSpiélers)diecallgemeine Formel
ac’s — oS
an+s

gefunden. In dem vorliegenden Falle hat nun der Buchstabe a
(die Anzahl aller Fille) den Werth 2 wegen der zwei Steine,
¢ (die Anzahl der ungiinstigen Fille) den Werth 1 wegen des
einen schwarzen Steines, » (die Anzahl der jedem Einzelnen
zustehenden Spiele) den Werth 1 fir alle drei Spieler und
s (die Anzahl aller schon erledigten Spiele) fiir 4 den Werth 0,
fir B den Werth 1 und fir C den Werth 2. Die Formel
liefert dann fiir die Hoffnungen von A, B, C bez. die Werthe
1, 1, §. TFolglich bleibt fir den Veranstalter des Spieles
die Hoffnung 4 tbrig, dass er seinen ausgesetzten Preis zuriick-
erhilt.

[140] 1.

Aufgabe. Die Spielbedingungen bleiben dieselben
wie bei der vorigen Aufgabe; nur verzichtet der Ver-
anstalter des Spieles von vorn herein auf seine Ge-
winnaussicht zu Gunsten der drei Spieler, welche
den Preis unter sich theilen sollen, wenn keiner von
ihnen den weissen Stein zieht. Welche Hoffnungen
haben jetzt die Spieler?

Losung. Da jetzt der ganze Anspruch auf den Preis
den drei Spielern zusteht, so wird offenbar die Hoffnung jedes
Spielers -um i besser, d. h. um den dritten Theil der Hoff-
nung, welche in der vorigen Aufgabe dem Veranstalter des Spieles
zukam. Addirt man also gy zu 4, , 4, so erhdlt man fiir
die jetzigen Hoffnungen von 4, B, C' die Werthe 13, o, <.

III.

Aufgabe. Sechs Personen 4, B, C, D, E, F, be-
theiligen sich an einem Glicksspiele, dessen Ver-
anstalter den letzten Theilnehmern wohlwollender
gesinnt ist, als den ersten: Zuerst sollen 4 und B
allein mit einander spielen; derjenige von ihnen,
welcher gewinnt, soll dann mit C spielen. Wer von
diesen beiden Spielern gewinnt, soll mit D spielen,



Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi). 5

und so fort bis zum letzten Spieler 7. Der Gewinner
des letzten Spieles erhilt den ausgesetzten Preis.
Vorausgesetzt/wird dabei; dass in jedem einzelnen
Spiele die beiden Theilnehmer gleiche Aussicht auf
Gewinn haben. Wie gross sind die Hoffnungen der
sechs Spieler?

[141] L6sung. Der erste Spieler .4 kann den Preis nur
dann bekommen, wenn er iiber die andern fiinf Spieler siegt,
d. h. wenn er finfmal hintereinander gewinnt; dasselbe gilt fiir
B. Der dritte SBpieler ' kann nur dann den Preis bekommen,
wenn er einen seiner Vorginger 4 und B und die drei letzten
Spieler besiegt, d. h. wenn er viermal hintereinander gewinnt;
D muss, um den Preis zu erhalten, einen seiner drei Vor-
ginger und seine beiden Nachfolger besiegen, d. h. dreimal
hintereinander gewinnen, und #hnlich fiir die iibrigen Spieler.
Die Aufgabe ist also ein besonderer Fall der allgemeineren,
welche nach den Hoffnungen der Spieler fragte, wenn sie in
einer bestimmten Anzahl von einzelnen Spielen irgend etwas
bestimmt oft erreichen wollen. Die Lbsnng dieser allgemeineren
Aufgabe habe ich bei der Aufgabe XII im ersten Theile (8. 47)
gegeben; nach dieser smd die Hoffnungen von .4 und B glelch

& und die Hoﬁ'nungen von C, D, E, F bez. glelch b

a5
b b
22 sind, wo @ die Anzahl aller Fille und 4 die Anzahl
a.ller giinstigen Fille in jedem Spiele sind. Da nun ebenso-
viele Fille fir Gewinn wie fiir Verlust in jedem Spiele vor-
handen sein sollen, so ist @ = 254, und folglich haben die
sechs Spieler 4 bis F der Reihe nach die Hoffoungen 'y, +',
15 4 1 1 Mit Ausnahme der beiden ersten Spieler, welche
gleiche Hoffnungen haben, besitzt jeder folgende Spieler eine
doppelt so grosse Hoffnung als der ihm vorangehende. Die
Summe aller Hoffnungen aber ist, wie es sein muss, gleich 1,
dem ausgesetzten Preise.

?oe3?

Iv.

Aufgabe. Die sechs Personen spielen in der
gleichen Weise, wie bei der vorigen Aufgabe, mit
einander; in jedem einzelnen Spiele, mit Ausnahme
des ersten, aber haben die beiden Theilnehmer nicht
gleiche Gewinnaussichten, sondern jeder Spieler hat,
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wenn er gegen seinen zweiten Gegner spielt, zwei-
mal, wenn er gegen seinen dritten, bez vierten
Gegner spielt)iwigrmal, chez. achtmal soviele Fille
fir Gewinn als fir Verlust. Nur 4 und B spielen
also anfangs mit gleichen Gewinnaussichten gegen
einander. Erhalten auf diese Weise alle sechs
Spieler gleiche Hoffnungen?

[142] Losung. Wegen der verschiedenen Gewinnaussichten
bei den einzelnen Spielen gestaltet sich hier die Berechnung
etwas verwickelter. Man benutzt am besten die am Schlusse
der Aufgabe XII im ersten Theile (8. 47) - gegebene Regel

be

und die dort abgeleitete Formel ;——.%, wo die Buchstaben

dg -
b, e, k, ... die Zahlen der giinstigen Félle und q, d, g, . ..
die aller moglichen Fille bezeichnen; diese Formel giebt die
Hoffoung eines Spielers, welcher eine bestimmte Anzahl aunf-
einanderfolgender Spiele gewinnen muss, wenn bei jedem Spiele
die Zahl der ihm gtinstigen Fille nicht die gleiche ist. Die

b h
schliessliche Hoffnung P 3 . .; - - - entsteht aber offenbar

durch Multiplication der einzelnen Hoffnungen, welche der Spieler
fir das Gewinnen der einzelnen Spiele hat (vergl. Satz III,
Zusatz 1 des ersten Theiles).

Um also eine methodische Lisung der vorliegenden Auf-
gabe zu erhalten, muss man allm#hlich die Hoffnungen des
ersten Spielers 4 bestimmen, wenn er erst B allein, dann
B und C, dann drei, vier und schliesslich alle fiinf Gegner
besiegen will; alle diese Hoffnungen mtissen bekannt sein,
um die Hoffnungen der anderen Spieler berechnen zu kénnen.
Die Hoffnung des A4, tiber B zu siegen, ist gleich 4; will 4
itber B und C siegen, so ist seine Hoffnung gleich 4 - § =1;
will er iber B, C und D siegen, so ist seine Hoffnung gleich
}-2.4 =4, und wenn er iber B, C, D, E siegen will,
so hat er die Hoffoung - 4 -4 - § = %%. Schliesslich findet
man, dass die Hoffnung des A, iiber alle seine Mitspieler zu
siegen und also den Preis zu erhalten, gleich ist:

3481 =0
Dieselben Zahlen geben die Hoffnungen, welche B hat, um
iiber 4, iber 4 und C, u. s. w. zu siegen.
C muss mit einem seiner Vorgiinger, A oder B spielen
— welcher kurzweg mit P bezeichnet werde — und hat die
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Hoffnung 4, ihn zu besiegen. Will C' auch noch D, bez. 1)

und E besiegen, so hat er die Hoffnungen 4 -4 = 4, bez.

%% -4 =% i/Und schliesslich, um P, D, E, F zu be-

siegen und den Preis zu gewinnen, hat C' die Hoffnung:
-3-4-8=2o%

[148] Muss D mit C spielen, so hat er die Hoffnung §,
tiber ihn zu siegen; muss er aber mit 4 oder B spielen, so
hat er nur die Gewinnhoffnung 4. Nun hat aber von .4, B und -
C jeder dieselbe Hoffnung, nimlich 4, dass an ihn die Reihe
kommt, mit /) spielen zu milssen; daher kann D mit gleicher
Wahracheinlichkeit jeden der drei Spieler zum Gegner haben,

und folglich ist (nach 8atz III des ersten Theiles) seine Hoffnung,
diesen vom Zufall ihm gegebenen Gegner zu besiegen, gleich

Lj—:?’t—z——i =44. Will D ausserdem noch seinen Nach-

folger E besiegen, so hat er die Hoffnung {4 - 2 = A%, und
wenn er auch noch Z besiegen und den Preis gewinnen will,
80 hat er die Hoffnung

H-i-i=4d%

In gleicher Weise kann man die Hoffnungen von E und F'
berechnen; nur ist dabei zm beachten, dass sie beide nicht
gleich leicht einen jeden ihrer Vorginger zum Gegner er-
halten konnen. Denn nach dem Vorhergehenden hat A die
Hoffnung % = 1%, B ebenfalls 5 =13, C ¢ = }§ und
D 34, um hintereinander zu gewinnen, bis die Reihe des
Spielens an £ kommt. Es sind also je 12 Fille vorhanden,
in welchen £ mit 4 oder B spielen muss, 10 Fille, in
welchen er C' zum Gegner hat, und 11 Fille, in welchen ihm
D gegentibersteht. [144] Folglich ist (nach Satz III des ersten
Theiles) die Hoffnung des E, den seiner Vorginger, welchen
ihm der Zufall entgegengestellt hat, zm besiegen, gleich

24-% + 1(:5% + 1 '%= o%. Will £ auch noch den letz-

ten Spieler besiegen und den Preis gewinnen, so hat er die
Hoffnung .
4=t

Um fortgesetzt zu gewinnen, bis die Reihe des Spielens
an F kommt, haben die Spieler 4 bis E die Hoffnungen
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9% T15 15 = 135 195 T35 folglich hat F dafiir, dass
er gegen A, B, C, D, E zu spielen hat, bez. 32, 32, 24,
22, 25 F4lle, Daher ist seine Hoffnung, den Preis zu er-
halten, gleich

64 -4 4 24-§+22- 4+ 25}
135 = 175

.Bringt!) man nun die fir die sechs Spieler gefundenen
Hoffnungen auf den gemeinsamen Nenner 34425, so ergiebt
sich, dass sie sich verhalten wie 7680 :7680:5440: 4488:
4250 : 4887. Addirt man die sechs Hoffnungen zu einander,
so erhdlt man 1, was die Richtigkeit der Methode und der
Rechnung bestitigt. Die Gewinnhoffnungen fiir die sechs Spieler
sind also micht gleich.

V.

Aufgabe. A wettet gegen B, dass er aus 40 Spiel-
karten, von denen je 10 von gleicher Farbe sind,
vier verschiedenfarbige Karten ziehen wird. Wie
verhalten sich die Hoffnungen Beider zu einander?

Losung. Die Losung dieser Aufgabe haben wir schon in
dem Anhange zu dem ersten Theile (Aufgabe III, 8. 70) ge-
geben. Hier wollen wir zeigen, wie dieselbe mit Hiilfe der
Combinationslehre geldst werden kann.

Zu diesem Zwecke untersucht man, wie oft aus 40 Spiel-
karten je vier gezogen werden konnen, d. h. wieviele Quater-
nionen sich aus 40 Dingen bilden lassen. Diese Zahl ist (nach

Kap. IV des zweiten Theiles) [145] gleich (440) — 91390,

und ebensoviele gleich mogliche Fille des Spieles sind vor-
handen. Unter diesen befinden sich aber 10000 Fille, welche
die Spielbedingung erfilllen und aus jeder Farbe eine und nur
eine Karte liefern, was sich folgendermaassen zeigen lisst.
Statt der vier Sorten von Kartenblittern nehme ich vier
Wiirfel an, deren jeder 10 Flichen, entsprechend den 10 Karten
jeder Farbe, besitzt. Dann sind mit diesen Wtirfeln ebenso-
viele verschiedene Wiirfe moglich, als es Quaternionen von den
40 Karten giebt, welche die gestellte Bedingung erftillen; denn
ebenso, wie von jeder Farbe nur eine Karte gezogen sein soll,
zeigt bei jedem Wurfe jeder einzelne Wiirfel eine und nur
eine Fliche oben. Aus der von Huygens der Aufgabe X des
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ersten Theiles vorangeschickten Untersuchung li#sst sich ent-
nehmen, dass mit den vier gleichen Wiirfeln 10* = 10000
Wiirfe méglich sind.

Da nun ebensoviele Fille ftir .4 giinstig sind, wihrend
die dbrigen 81390 Fille fir B gtinstig sind, so verhilt sich
die Hoffnung des 4 zu der des B wie 10000 zu 81390 oder
wie 1000 zu 8139.

VI.

Aufgabe. In einer Urne befinden sich 12 Steine.
4 weisse und 8 schwarze. A4 wettet gegen B, dass
er blindlings 7 S8teine, von welchen 3 weisse sein
sollen, herausziehen wird. Wie verhalten sich die
Hoffnungen Beider zu einander?

Losung. Diese Aufgabe ist die vierte der von Huygens
im Anhange zum ersten Theile (8. 71) gestellten Aufgaben; wir
hatten ihre Losung auf diesen Theil verschieben miissen, weil
sich dieselbe ohne Hillfe der Combinationslehre nur schwer
hitte geben lassen.

Die Anzahl der hier moglichen Fille ist offenbar gleich
der Anzahl aller Combinationen von 12 Dingen zu der 7%"

Classe, [146] d. i. gleich (172) — (152) — 792. Fragt man

nun weiter, wieviele dieser Fille fir 4 giinstig und wieviele
unglinstig sind, so kommt dies auf dasselbe hinaus, als wenn
man fragt, in wievielen dieser Combinationen zu der 7'°" Classe
gich von 4 bezeichneten Dingen 3 beliebige, aber ohne das
vierte finden lassen; die Losung dieser Frage ist in Kap. IV
des zweiten Theiles (8. 105) durch die allgemeine Formel:

(m) ( n—m
bl \e—1b
gegeben, wo 7 die Anzahl der zu combinirenden Dinge, 7 die
- Zahl der bezeichneten Dinge und & die Anzahl der letzteren,

welche in den Combinationen zu der c'*" Classe zusammen
vorkommen sollen, bezeichnet. Setzt man also n =12, ¢ =171,

m=4, b =23, so erhilt man (;) (Z) =4 .70 = 280 Fille,

in welchen A drei und nur drei weisse Steine zieht und mit-
hin gewinnt. Die ilbrigen 512 Fille sind fiir B giinstig, und
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folglich verhilt sich die Hoffnung des .4 zu der des B wie
280 zu 512 oder wie 35:64.

Hierbei, ist, zu ibeachten; dass 4 nur 3 weisse Steine —
nicht mehr und nicht weniger — herausziehen soll. Wire
der Sinn der Aufgabe, dass 4 mindestens 3 weisse Steine
herausnehmen soll, aber anch noch gewinnen wiirde, wenn er
alle vier weissen Steine zieht, so ist die Anzahl der fir 4
giinstigen Fille um die Zahl der Combinationen zu der 7%e»
Classe griosser, in welchen alle vier weissen Steine vor-
kommen. Setzt man in der obigen Formel m =— & = 4, so

findet man diese Zahl gleich (g) = 56, und addirt man diese

Zahl zu 280, so hat man jetzt 336 fiir 4 giinstige und 456
fir B ginstige Fille. Folglich verhilt sich bei dieser An-
nahme 'die Hoffnung des 4 zu der des B wie 336 zu 456
oder wie 14:19.

: VIL.

Aufgabe. Beliebig viele Spieler 4, B, C, ... heben
von einem Haufen Spielkarten, von welchen eine
darch ein Bild ausgezeichnet ist, [147] wahrend die
anderen ohne Bilder (cartes blanches) sind, die Blitter
der Reihe nach ab; derjenige Spieler hat gewonnen,
welcher die ausgezeichnete Karte abhebt. A4 be-
ginnt, dann folgt B, auf diesen C und so fort bis
zum letzten Spieler; nach diesem kommt die Reihe
zu ziehen wieder an A4 und so fort bis zur Be-
endigung des Spieles. Wie verhalten sich die Hoff-
nungen der Spieltheilnehmer?

Lésung. Offenbar sind ebenso viele Fille iiberhaupt mog-
lich, als Kartenblitter vorhanden sind, da die ausgezeichnete
Karte sowohl an erster, als an zweiter, als an dritter, .
Stelle liegen kann. Jeder Spieler hat daher ebenso viele
giinstige Fille, als er Blitter aufheben kann.

Wenn die Zahl der Karten ohne Rest durch die Zahl der

Spieler getheilt werden kann, so erhalten alle Spieler die -

gleiche Anzahl Karten, und folglich sind die Hoffnungen
aller gleich. Ist also @ die Anzahl der Spieler und ma die
der Karten, so erhilt jeder Spieler m Karten, welche ihm

die Hoffnung 7’% =% geben; die Reihenfolge des Aufhebens

bringt in diesem Falle keinem Spieler einen Vortheil.

<R

¢

by >
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Wenn aber die Zahl der Karten nicht ohne Rest durch
die Zahl der Spieler getheilt werden kann, so erhalten nicht
alle Spieler, diéselbe-Anzahl -Karten, und folglich sind auch
ihre Hoffnungen nicht simmtlich einander gleich. Ist jetzt
die Anzahl der Karten gleich ma + &, wo b < a ist, so ent-
fallen auf jeden der ersten & Spieler 7 - 1 Karten und auf
jeden der tibrigen nur = Karten; es verhilt sich also die
Hoffnung eines der ersteren Spieler zu der Hoffnung eines
der letzteren wie m -~ 1 zu m. Z. B.: Fiir ¢ = 10, ma 4 b
= 64 =6 (10 + 4) verhilt sich die Hoffnung eines der
ersten vier Spieler zu der Hoffnung eines der letzten sechs
wie 7 zu 6.

[148) - viIII,

Aufgabe. Das 8piel geht in der gleichen Weise,
wie bei der vorigen Aufgabe, vor sich. In dem
Haufen Spielkarten befinden sich aber mehrere mit
Bildern bezeichnete Blitter, und derjenige Spieler
hat gewonnen, welcher die erste mit einem Bilde
bezeichnete Karte zieht. Wie verhalten sich die
Hoffnungen der Spieler zu einander? _

Losung. Hier sind die Hoffnungen der Spieler nicht
einander gleich, sondern jeder vorhergehende Spieler hat
bessere Gewinnaussicht als irgend einer seiner Nachfolger —
gleichgilltig ob die Zahl der Karten ohme Rest durch die
Anzahl der Spieler getheilt werden kann oder nicht — und
zwar aus dem Grunde, weil die erste bezeichnete Karte,
welche allein den Sieg verleiht, leichter an erster als an
zweiter Stelle und wieder leichter an zweiter als an dritter
Stelle u. 8. w. liegen kann. Denn je weiter vorn diese erste
Karte liegt, um so mehr Plitze sind fir die andern bezeich-
neten Karten hinter ihr ilbrig. Da das Verfahren immer das
gleiche bleibt, so wollen wir annehmen, dass unter 12 Karten
sich 4 mit Bildern verseheme befinden.

Liegt die erste Bildkarte an erster Stelle, so bleiben fiir
die drei andern Bildkarten 11 Plifze, da nun diese drei
Karten an beliebigen drei von diesen elf Plitzen liegen
konnen, so entstehen ebensoviele Fille als es Ternionen von

11
11 Dingen giebt, also ( 3 ) = 165. Wenn die erste Bildkarte

an zweiter Stelle liegt, so nehmen die drei andern drei
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beliebige von den 10 iibrigen Plitzen ein; hieraus ergeben
sich ebensoviele Fille, als es Ternionen von 10 Dingen giebt,

also ('30) wo/y20] D Nishmat)dieCérste Bildkarte die dritte Stelle
ein, so bleiben fiir die tibrigen noch 9 Plitze tibrig, woraus
sich (g) = 84 F#lle ergeben. So fihrt man fort und erhilt

die Zahlen der folgenden Tafel, deren erste Zeile die Reihen-
folge angiebt, in welcher drei Spieler .4, B, C' abwechselnd
ziehen, deren zweite Zeile den Platz der ersten ausgezeich-
neten Karte und deren dritte Zeile die Zahl der Fille an-
giebt, welche dem dariberstehenden Platze dieser ersten Karte
entsprechen. [149] Diese Fille sind durch die Ternionen von
11, 10, 9 ... Dingen bestimmt; sie wiirden durch die Binionen,
bez. Unionen dieser Dinge bestimmt sein, wenn nur 3, bez.
2 Bildkarten vorhanden wiren.

Reihenfolge der Spieler: 4. B. C. A. B. C. A B.C.A.B. C.
Platz der ersten Bildkarte: 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112
Anzahl der Fille: 16512084563520104 1 0 0 0

Alle diese Fille aber konnen gleich leicht eintreten, und
ihre Summe ist gleich der Anzahl der Quaternionen von 12

Dingen: (142) = 495. Jeder dieser Fille schliesst eine sehr

grosse Anzahl von anderen, secundiren Fillen in sich, welche
durch Umstellung der vier bezeichneten Blitter und der acht
nicht bezeichneten unter sich entstehen. Jeder dieser secun-
dsiren Fille kann ebenso leicht wie der primire Fall ein-
treten, und zu jedem der letzteren Fille gehdren gleich viele
secundsire, nimlich (nach Kapitel I des zweiten Theiles)
1-2:3-4%1-2-3.-4-5-6-7-8=24-40320= 967680
Falle. Die Zahlen der dritten Zeile der obigen Tafel wiirden
daher mit dieser Zahl zu multipliciren sein, um alle Fille zu
erhalten; bei der Bestimmung der Hoffnungen von 4, B, C
aber konnen Zihler und Nenner durch diese Zahl gekiirzt
werden, und folglich konnen (nach Satz III, Zusatz 2 des
ersten Theiles) die obigen Zahlen der Fille ohne weiteres
benutzt werden.

Um nun die Hoffnungen der drei Spieler zu finden, hat
man zundichst die jedem Spieler zugeordneten Zahlen der Fille

[

e
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zu addiren, um die ihm ginstigen Fille zu finden; es sind
also giinstig fir 4: 165 + 56 4+ 10 = 231 Fille, fiir B:
120 - 35/4-/4 =5159 Falle and fir C: 84 + 20 + 1 = 105
Fille. Daher verhalten sich die Hoffnungen der drei Spieler
zu einander wie 231:159:1056 = 77:53: 35.

Wie noch bemerkt sein mag, ist diese Aufgabe identisch
mit der zweiten Huygens'schen Aufgabe im Anhange zum
ersten Theile (8. 63); statt der Steine sind hier nur Spiel-
karten genommen. Auf welche Weise die Loésung jener Auf-
gabe, anders als frither, mit Hilfe der Combinationslehre ge-
funden werden kann, haben wir soeben gezeigt. Verwickelter
als diese ist die folgende Aufgabe.

(150] IX.

Aufgabe. Die Anordnung des Spieles bleibt die
gleiche wie bei der vorigen Aufgabe. Die Spieler
sind aber dahin dbereingekommen, dass derjenige
gewinnt, welcher die meisten Bildkarten =zieht.
Wenn zwei oder mehr Spieler die gleiche Anzahl
Bildkarten ziehen, so sollen sie den Einsatz gleich-
m#ssig unter sich theilen, wihrend alle ibrigen
Spieler, welche eine kleinere Anzahl Bildkarten
ziehen, nichts erhalten. Wie verhalten sich die
Hoffnungen der einzelnen Spieler zu einander?

Lésung. Wenn die Anzahl der Karten ein genaunes Viel-
fache der Anzahl der Spieler ist, so bedarf es keiner beson-
deren Bestimmung der verschiedemen F#lle; ohne jede Rech-
nung vielmehr ist klar, dass — wie gross auch jede von
beiden Zahlen und die Zahl der Bildkarten sein mag — die
Hoffnungen der einzelnen Spieler gleich sein miissen. Da
nimlich jedem derselben die gleiche Anzahl Karten zufillt,
und da jede Bildkarte an einer beliebigen Stelle liegen kann,
so ist kein Grund vorhanden, warum ein Spieler mehr oder
weniger Bildkarten als ein anderer von vornherein erwarten
sollte.

Wenn aber die Anzahl der Karten kein genaues Vielfache
der Anzahl der Spieler ist, oder auch wenn nicht allen Spielern
die gleiche Anzahl Karten zu ziehen gestattet ist (wobei die
Karten entweder abwechselnd von den einzelnen Spielern oder
in der jedem Spieler zugestandenen Anzahl auf einmal von diesem
gezogen werden konnen, da die Reihenfolge hier nicht von
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Einfluss ist), so sind ihre Hoffnungen sicher einander nicht
gleich und um so schwieriger zu ermitteln, je grosser die Zahl
sowohl der Spielerals| auch,der Bildkarten ist.

Sind nur zwei Bildkarten vorhanden, so verhalten sich
fir beliebig viele Spieltheilnehmer ihre Hoffnungen wie die
Zahlen der Karten, welche jeder einzelne ziehen darf (also
genau wie in der Aufgabe VII, wo nur eine bezeichnete
Karte vorhanden war). Es mag a die Anzahl aller Karten
bezeichnen, von welchen der erste Spieler &, der zweite c,
der dritte d Karten ziehen darf. Dann ist zu bedenken, dass
unter den & Karten des ersten Spielers [161] sich keine,
eine oder beide Bildkarten befinden kénnen. Ist nur eine
Bildkarte darunter, so kaun sie den ersten oder zweiten
oder dritten . .. Platz unter diesen b Karten einnehmen,
wihrend die andere Bildkarte an jeder beliebigen der
iibrigen @ — b Stellen liegen kann; dies giebt also &(¢ — b)
Fille. Kommen beide Bildkarten unter den Karten des
ersten Spielers vor, so nehmen diese entweder den 1. und

2. oder den 1. und 3. oder dem 2. und 3. ... Platz

ein; daraus ergeben sich so viele verschiedene Fiille, als es
2—b

Binionen von & Dingen giebt, nimlich (2):9-—2— « Aus

dem gleichen Grunde ist die Anzahl aller moglichen Fille
gleich der Anzahl der Binionen aus allen a Karten, d. i
2
gleich (;): 4 5 a’ wohlverstanden mit Vernachlissigung
der secundiren Fille, welche sich durch blosse Vertauschung
der beiden Bildkarten unter sich und der nicht bezeich-
peten unter sich ergeben, da zu allen primiren Fillen die
gleiche Anzahl secundirer Fille gehoren. Dies ist auch
weiter unten, bei der folgenden Aufgabe und #hnlichen an-
deren Beispielen immer zu beachten, wenn es auch nicht aus-
driicklich hervorgehoben wird. Nun erh#lt der erste Spieler
laut der getroffenen Uebereinkunft den halben Spieleinsatz,
wenn er eine Bildkarte gezogen hat, und den ganzen Ein-
satz, wenn ihm beide Bildkarten zugefallen sind. Er hat

mithin ab — * Falle for }, b—;—b Fille fir 1 und die

tbrigen Fille, welche die Summe der beiden vorhergehenden
2

Arten von Fillen zu a

—2 ergiinzen, fiir nichts. Daher ist
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— b 3
(@—B)+3E =) _ b,
(a® — a) a -
gleiche Weise findet manfiir) die Hoffnungen der beiden
andern Spieler, welchen ¢ und d Karten zu ziehen gestaitet

seine Hoffnung gleich %

sind, die Werthe% und ‘—Z - Die Hoffnungen der drei Spieler

verhalten sich also wie 4:c:d, d h. wie die Zahlen der
Karten, welche ihnen zu ziehen gestattet sind.

Von diesem Falle abgesehen, wird die Rechnung ermilden-
der und langweiliger, besonders bei einer grisseren Anzahl
von Bildkarten und von Spielern, wo die vielfache Mannig-
faltigkeit von Combinationen nur schwer unter eine allgemeine
Regel gebracht werden kann. Das Verfahren ist indessen
immer dasselbe und besteht darin, dass man zunichst er-
forscht, in wie verschiedenartizer Weise die Bildkarten unter
die Spieler vertheilt sein konnen, d. h. auf wieviele mog-
lichen Arten die Zahl der Bildkarten in soviele Sum-
manden, als es Spieler sind, [152] zerlegt werden kann,
wobei kein Summand grésser sein darf, als die dem betreffen-
den Spieler zmstehende Zahl von Karten. (Dies lisst sich
etwa in der Weise bewirken, welche wir frither [erster Theil,
8. 21)) benutzt haben, um zu bestimmen, mit wievielen Wiirfen
eine bestimmte Anzahl Augen mit einer gegebenen Zahl von
Wirfeln geworfen werden kann; nur muss hier auch die Null
als Summand zugelassen werden, da es stets moglich ist, dass
der eine oder der andere Spieler keine der Bildkarten er-
hilt.) Darauf hat man die Anzahl der Fille zu bestimmen,
welche jeder einzelnen Zerlegung entsprechen; diese Zahl ist
gleich dem Producte der Combinationszahlen von so vielen
Dingen, als jeder Spieler Karten hat, zu der Classe, welche mit
der Zahl der darunter enthaltenen Bildkarten ibereinstimmt.
Wenn z B. von 40 Karten, unter denmen 10 mit Bildern
versehene sind, einer der Spieler 16, ein zweiter 10, ein
dritter 8 und der vierte 6 Karten gezogen hat, und man
fragt, in wievielen Fillen der erste 4, der zweite und dritte
je 3, der vierte Spieler 0 Bildkarten unter den seinigen
haben kann, so hat man das Product der Anzahl der Qua-
ternionen von 16 Dingen, der Ternionen von 10, bez. 8 Dingen

. 0 ]
und der Nullion von 6 Dingen zu bilden, was (146) (13 )(:) (g)
== 1820 - 120 - 56 - 1 = 12230400 Fille ergiebt.
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Da aber bei der Losung einer bestimmten Aufgabe sich
zuweilen die Rechnung bedeutend abkiirzen lisst, so ist es
am zweckmiissigisten; das ganze | Verfahren an einem speciellen
Beispiele zu erldutern. Es sollen 20 Karten, von denen 10
mit Bildern versehen sind, abwechselnd unter drei Spieler A,
B, C vertheilt werden, sodass also der erste und zweite
Spieler je 7, der dritte aber nur 6 Kartenbliitter erhilt;
welche Gewinnhoffnungen haben die drei Spieler? -— Unter
den 7 Karten des .4 konnen sich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oder
7 Bildkarten befinden; 4 muss unbedingt verlieren, wenn er
nur 0, 1, 2 oder 3 Bildkarten unter den seinigen hat, da
dann einer der beiden andern Spieler mehr als 3 Bildkarten
haben und mithin nach der getroffenen Uebereinkunft ge-
winnen muss. Deshalb kann man sich ersparen, auf die
Zahl dieser Fille niher einzugehen, und sofort annehmen, dass
A vier Bildkarten zieht; dann konnen einem der beiden andern
8pieler 6, 5 oder weniger mit Bildern bezeichnete Karten zu-
fallen. Da aber A4 verliert, sobald einem seiner Mitspieler
6 oder 5 Bildkarten zufallen, so kann man auch diese beiden
Fille iibergehen und sogleich die Fille erledigen, dass B 4
und C 2 oder B 2 und C 4 oder schliesslich B 3 und C 3
Bildkarten erhilt. Die beiden ersteren Fille lassen 4 den
halben Einsatz gewinnen, [153] wihrend der letzte Fall ihm
den ganzen Einsatz einbringt?). Nach der im vorigen Abschnitte
gegebenen Regel giebt es 18375, 11025 und 24500 Fille,
welche den drei Spielern 4, B, C bez. 4, 4, 2; 4, 2, 4 und
4, 3, 3 Bildkarten zufallen lassen. Ferner muss man an-
nehmen, dass dem Spieler 4 5 und entweder B allein 5,
C 0 oder B 0, C 5 Bildkarten zufallen; diese Moglichkeiten
konnen in 441, bez. 126 Fillen eintreten und in allen
diesen 567 Fillen erhilt 4 nur den halben Einsatz. Ebenso
konnte man auch die Anzahl der Fille berechnen, in welchen
A4 5 Bildkarten erhilt, wihrend dem einen seiner Mitspieler
4 und dem andern 1 oder dem einen 3 und dem andern
2 derartige Karten zukommen; man kann aber schneller zum
Ziele gelangen, ohne so weit in das Einzelne gehen zu
miissen. Man kann piimlich an Stelle von B und C einen
Spieler annehmen, welcher 13 Karten — soviel als B und

1%

C zusammen — ziehen darf und 5 mit Bildern bezeichnete
. 7\ (138
darunter erhilt; es ergeben sich dann (5) (5) = 27027

Fille, in welchen 4 5 und B und C zusammen 5 Bildkarten
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erhalten. Von diesen sind aber die 567 Fille zu subtrahiren,
in welchen B allein oder C allein die 5 ibrigen Bildkarten
erhilt; esbleiben)also 26460, Fille, in welchen .4 mehr
Bildkarten hat als einer seimer Mitspieler und folglich den
ganzen Einsatz gewinnt. Wenn A4 schliesslich 6 oder 7 Bild-
karten erhilt, so gewinnt er unbedingt, da er damn schon
mehr als die Hilfte der mit Bildern bezeichneten Karten hat.
Deshalb kann man wieder die specielle Vertheilung der tthrigen
4 oder 3 Bildkarten unter B und C vernachlissigen und an-
nehmen, dass einem Spieler, welcher 13 Karten ziehen darf, 4,
bez. 3 mit Bildern bezeichnete zufallen; daraus ergeben sich
5005, bez. 286 Fille, in welchen 4 den vollen Einsatz ge-
winnt. In der folgenden Tafel sind die Gewinnaussichten des
A zusammengestellt.

(154]

= A

S ¢ ow oy

Fiille

18375
11025
24500
441
126
26460
5005
286

o

Anzahl aller Karten:

e

L B - R R

whm{

Anzahl der
Bildkarten:

= R I )

— ek ek D N e R

Addirt man hierauf die Zahlen aller Fille, welche den Spieler
A den ganzen Einsatz gewinnen lassen, und dann die Zahlen
aller Fille, welche ihm den halben Einsatz gewihren, so er-
hilt man 56251 Fille fir 1 und 29967 Fille fir 1. Die
Anzahl aller Fille, welche fir die 10 bezeichneten Karten

unter allen 20 Karten moglich sind, ist gleich (?g) = 184756,

Folglich ergiebt sich fir 4 die Gewinnhoffnung }4§4$%; B
hat dieselbe Gewinnhoffnung, da ihm ebenfalls 7 von allen
20 Karten zukommen. Fiir C bleibt mithin die Gewinnhoff-
nung 84374 tibrig, welche amch direct, auf gleiche Weise
hiitte ausgerechnet werden kénnen. Die Hoffnungen der beiden
ersten Spieler verhalten sich daher zu der des letzten wie

Ostwald’s Klassiker. 108. 2
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142469 zu 84574; dieses Verhiiltniss ist viel grosser als 7
zu 6, d. i. als das Verhiltniss der den Spielern zufallenden
Karten. ,

X.

Aufgabe. Vier Spieler 4, B, C, D spielen unter
denselben Bedingungen, wie in der vorigen Auf-
gabe, indem sie abwechselnd aus einem Haufen von
36 Karten, unter denen 16 mit Bildern bezeichnete
sind, je eine Karte ziehen. Nachdem 23 Karten ge-
zogen sind, hat 4 vier, B drei, C zwei Bildkarten
und D nur eine Bildkarte erhalten, sodass also noch
~ 13 Karten, worunter 6 mit Bildern bezeichnete, vor-
handen sind. Der vierte Spieler D, welcher die
nichste Karte zu ziehen hat, [155] sieht, dass fir
ihn fast jede Aussicht auf Gewinn dahin ist, und
will sein Anrecht irgend einem Andern verkaufen.
Welcher Preis ist angemessen und welche Hoffnungen
haben in diesem Augenblicke die einzelnen Spieler?

Losung. Die Aufgabe unterscheidet sich von der vorher-
gehenden nur dadurch, dass die Spieler bereits eine Zeit lang
das Spiel betrieben haben. Da nach der Annahme noch
13 Karten ibrig sind und D am Zuge ist, so fallen auf D
noch 4, auf jeden der drei andern Spieler noch 3 Karten; es
kann also D hochstens noch 4 und jeder der andern Spieler
hochstens noch 3 Bildkarten erhalten. Dies ist im Auge zu
behalten, wenn man alle moglichen Arten, wie die noch
iibrigen 6 Bildkarten unter die vier Spieler vertheilt sein
konnen, ermitteln und die zugehorige Anzahl der Fille be-
stimmen will, was genau so wie bei der vorigen Aufgabe
geschieht. Die Zahlen,. welche die Vertheilung der noch ib-
rigen 6 Bildkarten unter die vier Spieler D, 4, B, C angeben,
hat man noch bez. um die Zahlen 1, 4, 3,72 (d. h. um die
Zahl der Bildkarten, welche jeder der Spieler besitzt, ehe 1)
'sein Anrecht verkauft) zu vergrossern, um die Vertheilungs-
arten aller 16 Bildkarten, von welchen die Grosse des den
einzelnen Spielern zufallenden Gewinnantheiles abhingt, zu
erhalten.

Addirt man hierauf alle Fille, welche einem der Spieler

den vollen Einsatz bringen, dann die Fille, welche ihn den
halben, den dritten und den vierten Theil des Einsatzes
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gewinnen lassen, so erhilt man fiir die vier Spieler die folgen-
den Zahlen3):

Anzahl der Fille, welche
den Spielern A B C D

von dem Einsatze
zukommen lassen:
1035 188 22 12
399 342 66 21
9 9 9 0

36 36 36 36
237 | 1141 | 1583 | 1647

Summe aller Fille: | 1716 | 1716 | 1716 | 1716

Oajtharths bt

[156] Die Anzahl aller moglichen Fille ist (163) = 1716.

Folglich erhilt man (nach Satz III nebst Zusitzen des ersten
Theiles) fiir die gesuchten Gewinnhoffnungen der vier Spieler
A, B, C; D in dem Augenblicke, ehe /) sein Anrecht ver-
kauft, die Werthe '

#id S e sty

sodass sich die Hoffnungen zu einander verhalten wie
2493:742:134:63.

Der von D fiir sein Anrecht zu fordernde Preis ist daher
3$%y des ganzen Spieleinsatzes.

Anmerkung. Wire die Anzahl der noch ubrigen Karten
nicht so gering und also. die Zahl der Fille nicht so leicht
aufzufinden gewesen, so hitte man mit Vortheil das bei der
vorigen Aufgabe benutzte abkilrzende Verfahren anwenden
konnen; besonders empfiehlt sich dies, wenn nur die Hoff-
nung des /) zu bestimmen gewesen wire. Dann hiitte man
néimlich alle Vertheilungsarten der noch ibrigen 6 bezeichne-
ten Karten, bei welchen D nicht mehr als 2, also im ganzen
(mit Einschluss der einen Bildkarte, welche er schon hat) nicht
mehr als 3 Bildkarten erhilt, iibergehen kénnen und von den
tibrigen nur die zu betrachten brauchen, welche keinem der
andern Spieler mehr Karten als /) zukommen lassen; denn in
allen diesen Fillen geht ) des ganzen KEinsatzées verlustig.
Es ergeben sich somit die folgenden Fille:

2%
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[1567]
Vertheilung [der Anzahl Vertheilung aller D
6 Bildkarten unter dzr 16 Bildkarten unter zg:{'lvqnder
" inn-
D 4 B c| File |p- 4 B ¢ antheil _
3 0 1 2 36 4 4 4 4 1
4 0 2 0 3 5 4 5 2 )
4 0 0 2 3 5 4 3 4 1
4 1 1 0 9 5 5 4 2 ¥
4 1 0 1 9 5 5 3 3 3
4 0 1 1 9 I 5 4 4 3 1

Schliesslich sei moch bemerkt, dass die Aufgabe ganz die-
selbe ist, wenn man statt der Spielkarten Steine, Papierstreifen
oder #hnliche Dinge, von denen einige bezeichnet sind und
die tbrigen nicht, in einem Kistchen oder in einer Urne ver-
birgt und von beliebig vielen Spielern daraus jeden eine be-
stimmte Anzahl, entweder auf einmal oder abwechselnd mit
den anderen Spielern, ziehen lisst; wer am meisten bezeich-
nete Dinge gezogen hat, soll Sieger sein und den vollen Ein-
satz erhalten. Die Art der Berechnung ist immer dieselbe,
und es thut auch nichts zur Sache, ob die Dinge abwechselnd
von den einzelnen Spielern genommen werden oder nicht.

[158] XI.

Aufgabe. Jemand will mit einem gewdhnlichen
Wiirfel auf 6 Wiirfe erreichen, dass alle sechs Wiir-
felflichen nach oben zu liegen kommen; es soll also
jede Augenzahl einmal und keine zweimal erschei-
nen. Wie gross ist seine Hoffnung?

Losung. Fir jeden Wurf sind entsprechend den 6 Flichen
des Wiirfels 6 Fille moglich. Keiner dieser Fille ist ftir den
Spieler bei dem ersten Wurfe ungiinstiz. Bei dem zweiten
Wurfe darf die mit dem ersten Wurfe erreichte Augenzahl
nicht wiederkehren; es sind also dem Spieler noch 5 Fille
gtinstig. Bei dem dritten Wurfe schaden ihm die Augenzahlen
der beiden vorigen Witrfe, und es sind nur die tibrigen vier noch
giinstig. Ebenso findet man, dass der Spieler beim vierten,
fiinften, sechsten Wurfe bez. noch 3, 2, 1 giinstige Fille hat.
Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, die Hoffnung eines
Spielers zu bestimmen, welcher sechsmal hintereinander etwas
erreichen will, weun bei jedem einzelnen Male 6 Fille tiber~
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haupt‘ vorhanden sind, von demen ihm beim ersten Male 6,
beim zweiten Male 5, u. s. w. ginstig sind. Daftir ist (am
Schlusse derVAufgabe(XIIO/des lersten Theiles, Seite 47) all-

beh

gemein der Ausdruck a—— gefunden worden; hier haben

dg ..

b, e, A, ... bez. die Werthe 6, 5, 4, ..., und a, d, ¢, ...
simmtlich den Werth 6. Daraus folgt fir die gesuchte Hoff-
. 6-5-4-3-2-1_ 5

) 6° T 324

nung

X1I.

Aufgabe. Jemand will mit 6 Wiirfen die 6 Fliichen
eines Wiirfels der Reihe nach werfew, sodass er mit
dem ersten Wurfe ein Auge, mit dem zweéiten zwei
Augen, u. 8. w. erzielt. Wie gross ist seine Hoffnung?

Lgsung. Da die sechs Flichen der Reihe nach obenauf
zu liegen kommen sollen, so hat der Spieler bei jedem ein-
zelnen Wurf nur eimen ihm giinstigen Fall. Hier haben also
die Buchstaben b, e, %, ... simmtlich den Werth 1, und die
1

. 0 1 —_—
gesuchte Hoffnung ist gleich &5 = oo -

(159) XIII.

Aufgabe. Drei8pieler 4, B, C, von welchen jeder
die Zahlen 1 bis 6 vor sich hingeschrieben hat,
spielen abwechselnd mit einem Wiirfel unter der
Bedingung, dass jeder die von ihm geworfene
Augenzahl aus seinen hingeschriebenen Zahlen
streicht; ist die geworfene Zahl aber schon ge-
strichen, so setzt der nichstfolgende das Spiel fort;
bis einer der Spieler zuerst alle sechs Zahlen ge-
strichen hat. Nachdem das Spiel eine Zeit lang be-
trieben ist, hat 4 noch 2, B noch 4 und C noch 3
Zahlen nicht gestrichen; an A4 ist die Reihe zu
wiirfeln. Wie gross sind die Hoffnungen der drei
Spieler?

Losung. Diese Aufgabe fordert zu ihrer Losung mehr
Miihe und Geduld, als Scharfsinn; denn wegen der grossen
Mannigfaltigkeit der Fille wachsen die Zahlen in dds Unge-
heuerliche. Ich weiss keinen besseren Ausweg, das Verfahren
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abzukiirzen, als von den sich bei jedem Wurfe #ndernden
Hoffnungen der Spieler nur die zu bestimmen, welche 4, B
und C nieh'je |3 Wiirfen 'haben, wenn die Reihe zu spielen
wieder an A ist. Zu dem Zwecke ist zn bedenken, dass,
wenn jeder der Spieler einen Wurf thut, entweder kein oder
ein oder zwei oder alle drei Spieler eine ihrer noch nicht
gestrichenen Zahlen werfen. In wievielen Fillen aber jede
dieser Moglichkeiten eintreten kann, lisst sich mit Hilfe der
am Schlusse von der Aufgabe XII des ersten Theiles ge-
gebenen Regel ermitteln, in welcher an Stelle von 6, ¢, 4 die
Anzahl der von den Spielern A4, B, C noch nicht gestrichenen
Zahlen, an Stelle von ¢, f, ¢ die Anzahl der bereits aus-
gestrichenen und b+ c=¢e 4 f=~4 4+ ¢=a = 6 zu setzen
ist. Nach dieser Regel ist die Anzahl aller Fille, in welchen
keiner der Spieler eine Zahl streichen kann, gleich ¢f4, und
die Anzahl aller Fille, in welchen A4 allein eine Zahl streichen
kann, gleich b f7, und so fort, wie in der folgenden Tafel an-
gegeben ist.

(160] Die Anzahl der Fille, in welchen eine Zahl ge-
strichen werden kann von

Keinem. 4. B. C. A&B. A.&C. B.§C. A.,B.&C.
ist gleich: cf7 bf% cei cfh bei  bfh™ ceh  bekh.

Die Zahl aller Fille aber ist a®=63=216, und da die
Fille, in welchen die Hoffnungen der Spieler unverindert
bleiben (nach Satz III, Zusatz 4 im ersten Theile), nicht be-
riicksichtigt zu werden brauchen, so ist die Zahl aller andern
Fille gleich a® — ¢ fe.

Nun berechnet man die Hoffnungen der Spieler fiir alle
Fille, welche eintreten konnten, wenn das Spiel bis zum Ende
fortgesetzt wiirde. Hierbei muss man mit dem einfachsten
Falle beginnen und zu allen folgenden in der unten ange-
gebenen Ordnung fortschreiten, bis man schliesslich zu dem
in der Aufgabe angenommenen Falle kommt. Die Hoffnungen
fiir irgend einen Fall lassen sich nur finden, wenn die Hoff-
nungen fiir alle vorhergehenden Fille bereits gefunden sind.
Die Reihenfolge der Fille ist (die drei Zahlen jeder Columme
gehdren zusammen):

A 1,1,1|1,1,1|1,1,1‘1,1,1|2,2,2|2,2,2 2,2,2(2,2,2,
Bl11.1,2,2,2133314,4,411,1,1]2,2,2|3,3,3 |4, 4,4,
cli2s|t2s|tas| e8| 28]123|123]12s
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Im ersten Falle, in welchem jeder der Spieler noch eine
Zahl nicht gestrichen hat, haben die Zahlen b, e, 2 den
Werth 1 'andVe, | f;(Z0dén)/Werth 5. Nun gewinnt 4, wenn
er allein oder mit einem der andern oder mit den beiden
andern Spielern bei den n#chsten drei Wiirfen die letzte Zahl
streichen kann; B aber kann nur gewinnen, wenn er allein
oder mit C dies thun kann, und C kann nur gewinnen, wenn
er allein seine Zahl streichen kann. Daraus ergeben sich die
Hoffnungen:

. . 2 »
bfitbeitbfhtbeh a3

a3 —cfi a“—cfz'=—97
cet + ceh ace 30
@ —cfi @ —ecfi 91 tr B,
cefh - 25
ai :-_‘0.72.——;9—1 fir C.

Dann nimmt man an, dass sowohl 4, als B noch eine
Zahl, C aber zwei Zahlen nicht. gestrichen hat; hier ist
h=2, =4 zu setzen. Bei den nichsten drei Wiirfen
konnen nun dieselben Moglichkeiten eintreten, wie bei der
vorigen Annahme; der einzige Unterschied liegt darin, dass,
wenn C allein eine Zahl streichen kann, alle drei Spieler die
eben berechneten Hoffnungen erlangen. Folglich ergeben sich
jetzt .die Hoffnungen: [161]

a’b-14cfh-3$ 36-1450-3¢ 2538

@ —cfi it~ —szis 0 4
ace-1+ofh-4§ "30-1450-4¢ 215
@ —cfi 116 T 5278 !

ofh -3 50 - 3 25
ofh- 3 _ L)

a® —cf 116 5278

In gleicher Weise kann man fortfahren und fiir die fibrigen
oben angegebenen Fille die Hoffnungen -berechnen, bis man
schliesslich zu dem in der Aufgabe angenommenen Falle
kommt. Die vollstindige Ausrechnung iberlassen wir aber
Leuten, welche Zeit reichlich iibrig haben; wir, bei denen
das Gegentheil der Fall ist, eilen zu Anderem zu kommen.
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XIV.

Aufgabe.  |Zwei| Spieler A4 und B kommen mit
einander tberein, dass jeder soviele Wirfe thun
soll, als ein auf das Wirfelbrett geworfener Wiirfel
Augen zeigt, und dass derjenige gewinnsn soll, wel-
cher insgesammt die meisten Augen geworfen hat;
wenn sie aber dieselbe Zahl von Augen werfen, so
soll der Einsatz gleichm#ssig unter sie getheilt wer-
den. Sofort nach getroffenem Uebereinkommen wird
aber B des Spieles iiberdriissig und will statt des
ungewissen Ergebnisses lieber eine bestimmte An-
zahl von Augen annehmen. 4 ist einverstanden,
wenn B sich mit 12 Augen begniigen will. Es wird
gefragt, welcher von beiden Spielern mehr Hoffnung
auf Gewinn hat und wieviel?

Losung. Vor allem ist festzusetzen, ob der erste Wurf
(welcher die den Spielern zustehende Anzahl von Wiirfen be-
stimmt) zu den Wiirfen des .4 hinzugezihlt werden soll
oder nicht.

{162] 1. Dieser Wurf soll nicht mitgezihlt werden.
Hat dieser Wurf ein Auge gezeigt, so hat 4 nur einen Wurf
noch zu thun, welcher ihm hochstens 6 Augen einbringen
kann. Da dem B aber 12 Augen zugestanden sind, so ver-
liert A unter allen Umstéinden und erhilt nichts vom Einsatze.

Fallen bei dem ersten Wurfe zwei Augen, so kann 4
zwei Wiirfe mit einem Wiirfel oder auch (was nach der An-
merkung zu der Aufgabe XII des ersten Theiles auf dasselbe
hinauskommt) mit zwei Wiirfeln einen Wurf thun. Bei zwei
Wirfeln sind 36 Fille moglich, von welchen nur ein einziger
zwOlf Augen aufweist und 4 den halben Einsatz gewinnen
l4sst; alle iibrigen Fille geben weniger Augen und lassen A4
1-44350

36

Wenn beim ersten Wurf drei Augen fallen, so kann 4,
statt drei Wirfe mit einem Wirfel, einen Wurf mit drei
Wiirfeln thun. Bei drei Wiirfeln sind 216 Fille moglich, von
welchen 25 Fille 12 Augen, 135 Fille weniger als 12 Augen
und die itbrigen 56 Félle mehr als 12 Augen ergeben; 4 hat
also 25 Fille fir §, 135 Fille fiir 0 und 56 Fille fiir 1.

25-4456-1_ 137

Folglich ist seine Hoffnung gleich 16 — 132

1
nichts gewinnen. Daher hat 4 die Hoffnung: =
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In der gleichen Weise findet man die Hoffnungen des
Spielers 4, wenn ibhm der erste Wurf vier, fiinf oder sechs
Wiirfe zuertheilt) nndozwanhater

bei vier Wirfen o 1+ 861-1_ 1847

die Hoffnung: 1396 = 5593
bel fanf Wirfon 505 . 4+ 7014.1_ 14333
(die HoFune: 7776 = 15552
bei sechs Wirfon 456. 4+ 45738 - 1_ 45966 _ 7661
& 46656 = 16656 7776

Nun konnen aber bei dem ersten Wurfe gleich leicht 1,
2, 3, 4, 5 oder 6 Augen fallen, also ist die Hoffnung, welche
A bei Beginn des Spieles hat, gleich dem sechsten Theile der
Summe aller ebenberechneten Theilhoffnungen:

1 1 137 1847 14333 7661 15295
6 (0 + 73 T e T o502 T 15552 7776)_ 31104’
und folglich bleibt fir B die Hoffnung 43§$% tbrig.

2. Der erste Wurf, welcher die Zahl der Wirfe
bestimmt, wird den Wiirfen des 4 zugez#hlt. 4 ver-
liert dann uwnbedingt, wenn ihm der erste Wurf ein Auge oder
zwei Augen bringt; [163] denn der im letzteren Falle ihm
zustehende zweite Wurf kann ihm hochstens 6 Augen bringen,
sodass er im ganzen hdchstens 8 Augen erhalten wiirde,
wihrend dem B 12 Augen zugestanden sind.

Fallen beim ersten Wurfe drei Augen, so hat A noch
zwei Wirfe zu thun, welchen 36 Fille entsprechen. Unter
diesen sind 4 Fille, welche ihm 9 Augen (also mit den 3 Augen
des ersten Wurfes 12 Augen) bringen, 26 Fille mit weniger
und 6 Fille mit mebr als 9 Augen. Da A mithin 4 Fille
fiir 4, 26 Falle fir 0 und 6 Fille fir 1 hat, so ist seine
Hoffnung gleich 44461 1};;6 l=%-

Wirft 4 beim ersten Wurfe vier Augen, so hat er noch
3 Wirfe, welche 216 Fille darbieten. Von diesen bringen

« ihm 21 Fille 8 Augen (also mit den 4 Augen des ersten

Wurfes 12 Augen), 35 Fille weniger und 160 Fille mehr als
8 Augen. Daraus folgt fir 4 die Hoffnung:

21-44160-1_ 341
216 T 432
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In der gleichen Weise findet man fiir die Hoffnung, welche

A hat, wenn er beim ersten Wurfe filnf Augen wirft,
20 - 4 4126110100271
1296 1296’

und fir seine Hoffnung, wenn er

5.447770-1_ 15545
A 7776 15552

Da nun beim ersten Wurfe jede der Augenzahlen von 1 bis
6 gleich leicht fallen kann, so ist die Hoffnung des .4 bei

Beginn des Spieles gleich dem arithmetischen Mittel aus den
sechs Theilhoffnungen, d. i. gleich

beim ersten Wurf sechs Augen wirft,

341 1271 15545)_ 46529
432

1 2
§(0+0+§+_—+1296+ 15552) 93312’

fir B bleibt mithin die Hoffnung 4$1$8 iibrig. B hat also
in beiden Fillen etwas giinstigere Gewinnaussichten als A.

Damit aber die Leser sehen, wie vorsichtig man bei der-
artigen Berechnungen verfahren muss, um nicht den Schleier
statt der Juno zu fassen, so halte ich es nicht fiir iiberflilssig,
hier eine Probe einer falschen und triigerischen Lisung dieser
Aufgabe mitzutheilen; man wiirde auf die Richtigkeit dieser
Losung leicht einen Eid schworen, wenn man nicht die wirk-
lich richtige Losung schon gefunden hitte. Hat 4 (bei der
ersten Annahme) einen Wurf zu thun, so kann er durch
denselben 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 Augen bekommen, von denen
jede Zahl ihm mit gleicher Leichtigkeit zufallen kann; folglich
ist (nach Satz II des ersten Theiles) seine Erwartung gleich
14+24+3+4+44+546

6
metischen Mittel [164] zwischen 1 und 6. Wenn A4 zwei
Wiirfe zu thun hat, so erzielt .4 durch dieselben 2, 3, 4, ...,
11 oder 12 Augen. Nun giebt es je einen Fall fir 2 und
12 Augen, je 2 Fille fir 3 und 11 Augen, je 3 Fille fiir 4
und 10 Augen, u. s. w.; folglich hat 4 (nach Satz III des
ersten Theiles) die Hoffnung:

= 31 Augen, also gleich dem arith-

1(2412)42(3 4+ 11)43(4 4 10)+4(549) 4 5(6-4-8) +6-7
36
_18-14
36

=17 Augen
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zu erhalten, welche Zahl wiederum das arithmetische Mittel
zwischen den Grenzzahlen 2 und 12 ist. Hat A aber
3 Wiirfe, zu, thun) se kann-er-mit diesen 3 bis 18 Augen er-
zielen, von demen je zwei, von den Gremzen 3 und 18 gleich
weit entfernte Zahlen dieselbe Anzahl Fille darbieten. Daraus
folgt auf gleiche Weise, dass .4 auf 10§ Augen hoffen darf,
welche Zahl wiederum das arithmetische Mittel zwischen 3 und
18 ist. Ebenso ergiebt sich, dass 4 auf 14, 17§ und 21 Augen
hoffen darf, wenn er 4, 5 und 6 Wiirfe zn thun hat; denn
die hierbei sich ergebende Anzahl von Augen muss bez.
zwischen 4 und 24, 5 und 30, 6 und 36 liegen, und die Hoff-
nungen sind die arithmetischen Mittel aus diesen Grenzzahlen.
Da nun alle sechs Fille gleich leicht eintreten kionnen, so hat
A die gleiche Hoffnung, 3§, 7, 104, 14, 17} und 21 Augen.
Diese Zahlen bilden eine arithmetische Progression, und der
Mittelwerth zwischen den beiden #ussersten Zahlen giebt die
Hoffnung des 4, welcher also 124 Augen zu werfen
hoffen darf.

Auf ganz #hnliche Weise konnte man bei der zweiten
Annahme vorgehen wollen. Denn wenn der Spieler A4 mit
dem ersten Wurfe ein Auge wirft, so hat er ein Auge. Wirft
er 2 Augen, so hat er 2 Augen und ausserdem moch einen
Wurf, welcher ihm, wie oben angegeben, 34 Augen werth ist;
A kann also auf 5§ Augen hoffen. Wenn A4 drei Augen
wirft, so hat er 3 Augen und noch 2 Wiirfe, welche ihm nach
dem Obigen 7 Aungen werth sind; seine Hoffnung ist also,
10 Augen zu werfen. In gleicher Weise findet man, dass A4
hoffen darf, 14%, 19, 23} Augen zu werfen, wenn ihm der
erste Wurf 4, 5, 6 Augen bringt. [165] Da wieder alle sechs
Fille gleich leicht eintreten konnen, so ist seine Hoffnung auf
(14354 10 4 14% + 19 + 23§) = 12} Augen gerichtet.

Da also bei beiden Annahmen sich ergeben bhat, dass 4
auf 12} Augen hoffen darf, wihrend dem B nur 12 Augen
zugestanden sind, so wiirde daraus folgen, dass die Hoffnung
des 4 besser ist als die des B. Aus der ersten Losung,
deren Richtigkeit ganz vollig evident ist, folgt aber das
Gegentheil. Es ist schwierig zu sagen, warum A4 auf mehr
Augen als B, aber nur auf einen kleineren Theil des Ein-
satzes hoffen darf, wihrend doch die Erlangung des Gewinnes
von der grosseren Anzahl Augen abhiingt?).
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XV.

Aufgabe. Das Spiel ist dasselbe wie bei der vori-
gen Aufgabe.l|[BOverlangtiaber, dass ihm das Qua-
drat der Aungenzahl des ersten Wurfes zugestanden
wird. Wie verhalten sich jetzt die Hoffnungen bei-
der Spieler zu einander?

Losung. Es mdgen auch hier die beiden Annahmen der
vorigen Aufgabe gemacht werden.

1. Der erste Wurf wird nicht zu den Wiirfen des
A hinzugezihlt. Zeigt dieser Wurf ein Auge, so erhilt B
nur ein Auge, wihrend 4 mit seinem Wurfe einmal ein Auge
und fiinfmal mehr als ein Auge werfen kann. .4 hat also
einen Fall fir § und 5 Fille fiir 1; folglich hat er die Hoff-
1-44+5-1_ 11

6 12

Fallen beim ersten Wurfe 2 Augen, so werden dem B
nach der Uebereinkunft 2* — 4 Augen angerechnet, wihrend
dem A zwei Wirfe zustehen. Diese liefern 36 mogliche Fille,
von welchen 3 Fille ebenfalls 4 Augen, 3 andere Fille weniger
als 4 Augen und die itbrigen 30 Fille mehr als 4 Augen er-
geben. Folglich resultirt fir 4 die Hoffnung:

3-34+30-1_63 7
36 7278
Wenn beim ersten Wurfe 3 Augen fallen, so werden dem
B jetzt 3*=Y Augen angerechnet, und dem 4 stehen 3 Wiirfe
zu, welche 216 Fille darbieten. [166] Unter diesen sind
25 Fille mit 9 Augen (d. h. mit ebensovielen Augen, als B
hat), 56 Fille mit weniger und 135 Fille mit mehr als 9 Augen.
Folglich hat 4 die Hoffnung:
25§+ 135-1_ 295
216 T 432
In der gleichen Weise findet man die Hoffnungen des A4,
wenn ihm der erste Wurf vier, fiinf oder sechs Wiirfe zu-
ertheilt, und zwar hat er

nung:

125 - 310 . 1 745
bei vier Wiirfen die Hoffnung: - $+ =

1296 T 2592
26 - 126 - 7

bei finf Wiirfen die Hoffnung: 126 %7';';6 6-1_ 585 "
1-% 1

bei sechs Wiirfen die Hoffnung: 16656 =g3312
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Da aber alle sechs Fiille gleich moglich sind, so ist die
Hoffnung des A gleich dem sechsten Theile der Summe aller
dieser einzelnen Hoffmungen;) &i. gleich 3§3§84, und folglich
die Hoffnung des B gleich $33§73.

2. Der erste Wurf wird den Wtirfen des 4 zuge-
zihlt. TF4llt beim ersten Wurfe ein Auge, so haben beide
Spieler ein Auge und theilen sich in den Einsatz.

Wenn zwei Augen fallen, so erhilt B vier Augen an-
gerechnet. 4 hat noch einen Wurf zu thun, welcher ihm
6 Fille darbietet. Einer dieser Fille giebt ihm 2 Augen (also
mit den 2 Augen des ersten Wurfes 4 Augen) und folglich
den halben Einsatz; ferner sind vier Fille fir mehr und ein
Fall fir weniger als 2 Augen vorhanden. Seine Hoffnung ist
1-4+4-1_ 3

6 T4

Fallen 3 Augen, so erhilt B 9 Augen angerechnet; 4
aber hat noch zwei Wiirfe zu thun, welche ihm 36 Fille dar-
bieten. Von diesen liefern ihm 5 Fille 6 Augen (also mit
den 3 Augen des ersten Wurfes 9 Augen), 10 Fille weniger
und 21 Fille mehr als 6 Augen; daraus folgt, dass er die
5.44-21-1 47
3¢ b
Fiir die drei letzten Fille findet man ebenso, dass A

35-4+56-1 137

daher gleich

Hoffnung

bei vier Wiirfen die Hoffnung:

216 432!
s . . 35 . .& +35-1 35
bei fiinf . 35-4+35-1_ 35
ei fiinf Wiirfen die Hoffnung 1296 or
bei sechs Wiirfen die Hoffnung: 1-% 1
e 7776 15552

hat.
Hieraus folgt schliesslich fir A die Hoffnung $§33§ und
fir B die Hoffoung 3§437.

[167) XVI.

Aufgabe. Es sind die Gewinnhoffnungen der Spieler
in dem Cinq et nenf genannten Glicksspiele
zu berechnen.
In Frankreich, Dinemark, Schweden, Belgien, Nieder-
deutschland und den angrenzenden Gebieten ist ein Glicks-
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spiel, welches Cing et neuf genannt wird, sehr iiblich. Das-
selbe wird von zwei Spielern A4 und B mit zwei Wiirfeln
gespielt, wobei, der. eine yvon ihnen, A fortwihrend wirft. Die
Spielgesetze sind folgende: Wirft 4 mit dem ersten Wurfe
3 oder 11 Augen oder einen beliebigen Pasch (un doublet,
z. B. zwei Einsen, zwei Zweien, u. s. w.) so gewinnt er;
wirft er aber 5 oder 9 Augen, so gewinnt B. Wirft 4
irgend eine andere Anahl, also 4, 6, 7, 8 oder 10 Augen,
ohne dass der Wurf zugleich ein Pasch ist, so gewinnt keiner
von beiden Spielern; das Spiel muss vielmehr fortgesetzt
werden, bis entweder wieder 5 oder 9 Augen von A4 ge-
worfen werden, in welchem Falle B gewinnt, oder die Anzahl
Augen, welche beim ersten Wurfe gefallen war, wiederkehrt
und dadurch dann 4 gewinnt. Nur beim ersten Wurfe zihlen
3 oder 11 Augen oder ein Pasch zu Gunsten des 4. Es
sind die Gewinnhoffnungen zu bestimmen, welche die Spieler
unter diesen Bedingungen haben.

Lésung. Da.d, wenn er mit dem ersten Wurfe 4, 6, 7, 8 oder
10 Augen wirft, zu Hoffnungen kommt, welche ebenfalls noch
unbekannt sind, so sind diese vor allen Dingen zu bestimmen.

Es werde daher angenommen, dass 4 mit dem ersten
Wurfe 4 Augen geworfen habe und im Begriffe sei, den
zweiten Wurf zu thun. Nun giebt es aber bei zwei Wiirfeln
3 Fille, welche wieder 4 Augen bringen und also 4 ge-
winnen lassen, und 8 Fille, welche 5 oder 9 Augen ergeben
und A verlieren lassen; alle anderen Fille dagegen ver-
pflichten 4, von neuem zu werfen, und konnen daher (nach
Satz III, Zusatz 4 im ersten Theile) als nicht vorhanden an-
gesehen werden. Folglich hat 4 die Hoffnung él—j—rﬂ

= % Ebenso gross ist seine Hoffnung, wenn er beim ersten

Wurfe 10 Augen wirft, da bei zwei Wiirfeln 4 und 10 Augen
gleichviele Félle entsprechen. ‘

[168] Zweitens werde angenommen, dass 4 mit dem
ersten Wurfe 6 Augen geworfen habe. Es giebt dann 5 Fille
welche ihm beim zweiten Wurfe wiederumn 6 Augen liefern,
und 8 Fille, welche 5 oder 9 Augen ergeben. Daher hat 4

5-14+8:0 5 . .
— 1 =713 Da zu 8 Augen die gleiche
Anzahl Fille gehoren, so hat 4 ebenfalls die Hoffnung %,
wenn er mit dem ersten Wurfe 8 Augen geworfen hat.

die Hoffnung
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Schliesslich werde angenommen, dass 4 mit dem ersten
Wurfe 7 Augen erhalten, habe. Der niichste Wurf kann ihm
in 6 Fillen ,wiederum 7 -Augen bringen und in 8 Fillen
5 oder 9 Augen. Folglich ergiebt sich fir 4 die Hoffnung
6-148-0 3

14 T

Nachdem man diese Hoffnungen berechnet hat, ist zu er-
wiigen, in wievielen Fillen 4 durch den ersten Wurf zu
diesen Hoffnungen kommen kann. Nun giebt es bei zwei
Wiirfeln 6 Fille dafiir, dass .4 einen Pasch wirft, und 4 Fille
dafiir, dass er 3 oder 11 Augen wirft, das heisst zusammen
10 Fille, welche A sofort mit dem ersten Wurfe gewinnen
lagsen. Ferner giebt es, wie schon erwihnt, 8 Fille fir 5 oder
9 Augen, in welchen Fillen 4 das Spiel verliert. Bertick-
gichtigt man, dass von den 6 Fillen fir 4 und 10 Augen
die beiden Fille des Zweier- und Fiinferpasches auszuschliessen
gind, so bleiben 4 Fille, welche dem .4 die Hoffnung %
bringen. Ebenso sind von den 5 Fillen fiir 6 und 8 Augen
die beiden Fille des Dreier- und Viererpasches auszusondern,
und folglich bleiben 3 Fille, welche dem .4 die Hoffnung
geben. Schliesslich sind 6 Fille fir 7 Augen ibrig, welche
A die Hoffnung # einbringen. Folglich hat 4 bei Beginn
des Spieles die Hoffnung

1°"+8'°+4;;T+8'1”+6"7 — 4443 und BdieHoffoung 4334

{169] B hat also giinstigere Gewinnaussichten als 4, wie hier-
aus klar hervorgeht, wenn es auch Leute geben mag, welche
der entgegengesetzten Ansicht sind und lieber die Rolle des 4
tibernehmen. '

XVII.

Aufgabe. Es sind die Gewinnhoffnungen der Spieler
.in einem andern Gliucksspiele zu berechnen.

Ich erinnere- mich, dass ich in fritherer Zeit auf einem
Jahrmarkte einen Gaukler gesehen habe, welcher das folgende
Gldcksspiel aufgestellt hatte, um die Voriibergehenden anzu-
locken. Eine kreisrunde, nach der Mitte etwas ansteigende
Scheibe war mit Hillfe der Wasserwaage genau horizontal
aufgestellt. An ihrem Rande trug sie 32 Vertiefungen, welche
in vier Gruppen getheilt und mit den.Nummern I bis VIII der
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Reihe nach in jeder Gruppe bezeichnet waren. In dem Mittel-
punkte der Scheibe befand sich ein kleiner Becher. Wer nun
sein Glick versmchen, wollte, warf vier kleine Kugeln in den
Becher, welche durch denselben auf die Scheibe hinabrollten
und von ebensovielen Vertiefungen derselben aufgenommen
wurden, und erhielt dann den Gewinn ausgezahlt, welcher fiir
die Summe der diese Vertiefungen bezeichnenden Zahlen auf
dem unten folgenden Spielplane angesetzt war. Jeder ein-
zelne Wurf mit den vier Kugeln musste mit vier Pfennigen
bezahlt werden. Es wird nach der Hoffnung des Spielers
gefragt.

Losung. Zun#chst ist klar, dass der Spieler bei jedem
Einwurfe der vier Kugeln mindestens 4 und hochstens 32
Punkte erzielen kann, welche Grenzzahlen nur in je einem
Falle sich ergeben, nimlich 4, wenn die vier Kugeln in
die ersten Vertiefungen jeder Gruppe fallen, und 32,
wenn sie in die letzten Vertiefungen jeder Gruppe fallen.
Dann ist zu beachten, dass es umsomehr Fille fir die
zwischen 4 und 32 liegenden Zahlen von Punkten giebt,
je weiter diese von jemen Grenzen entfernt sind, und dass es
filr die Zahl 18 am meisten Fille giebt. Zu je zwei Zahlen,
welche von 18 gleichweit nach beiden Seiten entfernt sind,
gehoren gleichviele Fille. Schliesslich muss man bedenken,
dass von den Vertiefungen, welche bei jedem Wurfe die vier
kleinen Kugeln aufnehmen, alle vier mit derselben Zahl, oder
3 mit derselben [170] und die vierte mit einer andern Zahl,
oder 2 mit derselben und 2 mit der gleichen andern Zahl,
oder 2 mit derselben und die iibrigen mit zwei verschiedenen
Zahlen, oder endlich alle vier mit verschiedenen Zahlen be-
zeichnet sein konnen. So ist nur ein Fall moglich, dass z. B.
die Kugeln in die vier mit I bezeichneten Vertiefungen fallen.

Ferner sind offenbar (;) — 4 Fille moglich, in welchen drei
von den Kugeln in Vertiefungen mit der Nummer I zu liegen
kommen, und (Z:) = 4 Fille, in welchen die vierte Kugel in

eine Vertiefung mit der Nummer II fillt; d. h. es giebt 4 - 4
= 16 Fille, dass die vier Kugeln in drei Vertiefungen I und

eine Vertiefung II rollen. Es giebt (;) (;) =—6-6 =36 Fille,

in welchen zwei Kugeln iy Vertiefungen I und die beiden andern
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in Vertiefungen II zu liegen kommen; dagegen giebt es
( ) ( ) ( ) = 6,:,4 -4 = 96 Fille, in welchen zwei Kugeln
in Vertiefungen I, die dritte in eine Vertlefung II und die
vierte in eine Vertiefung III rollen, und ( 1) (1) ( 1) ( 1)

= 4% = 256 Fille, in welchen je eine Kugel in eine Ver-
tiefung 1, II, III und IV rollen. Es ist noch zu bemerken,
dass die 24 Fille, welche aus jedem Falle durch wechsel-
seitige Vertauschung der vier Kugeln sich ergeben, ausser
Betracht gelassen werden, da diese als ebensoviele secundire
Fille, aus welchen ein jeder primire Fall zusammengesetzt ist,
angesehen werden konnen.

[171] Nun muss man die Zahl der Fille bestimmen, welche
jeder moglichen Anzahl von Punkten entspricht, was etwa
in derselben Weise geschehen kann, wie oben (nach der Auf-
gabe IX des ersten Theiles, S. 27) die Anzahl der Wiirfe mit
verschiedenen Wiirfeln ermittelt wurde. Wenn man hier die ge-
gebene Zahl von Punkten auf alle méglichen Arten in 4 Theile
wegen der 4 Kugeln zerlegt, deren keiner grdsser als 8 sein
darf (weil die Nummern der Vertxefungen nicht hoher gehen),’
und dann den einzelnen Arten die im vorigen Abschnitte er-
mittelte Anzahl der Fille zuertheilt, so giebt die Summe dieser
letzteren die gesuchte Zahl. Da aber auf diese Weise die
Zahl der Fille nur fiir eine gegebene Punktzahl gefunden
wird, uns aber die Zahlen der Fille fiir alle Punkte néthig
sind, so schlagen wir den folgenden kiirzeren Weg ein, um
alle Zahlen auf einmal zu bekommen. )

Wir bilden uns eine Tafel mit 15 Columnen, welche wir
mit den Zahlen 4 bis 18 iberschreiben. Es gentigt fiir diese
Zahlen die Falle zu bestimmen, da jede Zahl iiber 18 mit
einer unter 18 die gleiche Anzahl Fille darbietet, wie oben
angegeben ist.

Nehmen wir nun am, dass alle vier Kugeln in Vertiefungen
mit der gleichen Nummer rollen, so haben diese entweder simmt-
lich die Nummer I oder II oder ..., und die Summen dieser
Nummern sind daher 4, 8, 12, 16, . ... Deshalb schreiben
wir in die erste Zeile an den linken Rand der Tafel I, I, I, I
(wozu man sich im Geiste II, I, II, II; ... hinzudenkt) und
in die mit 4, 8, 12, 16 bezeichneten Columnen je eine 1.

Ferner nehmen wir an, dass drei Kugeln von gleichbezeich-
neten Vertiefungen und die vierte von einer Vertiefung mit

Ostwald’s Klassiker. 108. 3
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anderer Nummer aufgenommen werden. Die Nummern  der
ersteren Vertiefungen sind entweder drei I, oder drei II,
oder . . ., Sind;es drei-1,; 80-ist die vierte Nummer eine der
Zahlen II bis VIII, welche in Verbindung mit den drei I die
Summen 5, 6, 7,..., 11 geben; wir schreiben in der zweiten
Zeile an den linken Rand der Tafel I, I, I, II (wozu man
sich die tbrigen Verbindungen I, I, I, IIL; . .., I, I, I, VIII
im Qeiste ergéinzt) und in die mit 5, 6, 7, . . ., 11 bezeichneten
Columnen je eine 16. Sind die Zahlen der gleichbezeichneten
Vertiefungen drei II, so ist die vierte Nummer I, III, IV, .. .,
VIII, und folglich die Summen aller vier Zahlen 7, 9, 10, ..., 14;
wir schreiben dann in die dritte Zeile der Tafel an den linken
Rand I, II, II, I (wozu die ibrigen Verbindungen hinzuzu-
denken sind) und in die Columnen 7, 9, 10, . .., 14 je eine 16.
In #hnlicher Weise bilden wir uns noch 3 Zeilen [172] mit
den nun leicht verstindlichen Bezeichnungen III, III, II, I;
IV, IV, IV, I; V, V, V, I am linken Rande der Tafel und
der Zahl 16 in den betreffenden Columnen.

Weiter nehmen wir an, dass je zwei Vertiefungen dieselbe
Nummer tragen. Die Nummern sind entweder zwei I mit
zwei II, 111, . . ., VIII, welche die Summen 6, 8, 10,..., 18
liefern, oder zwei II mit zwei III, IV, . . ., VII, welche die
Summen 10, 12, 14, 16, 18 liefern, oder zwei III mit zwei
IV, V, VI oder zwei IV mit zwei V, welche bez. die Summen
14, 16, 18 und 18 liefern. Wir bezeichnen deshalb die fol-
genden vier Zeilen der Tafel am linken Rande mit I, I, IL, IT;
I, I, III, IO IO0, OO0, IV, IV; IV, IV, V, V und schreiben
in die betreffenden Columnen dieser Zeilen die Zahl 36.

Wir nehmen nun wieder zwei Vertiefungen mit gleicher
Nummer, die beiden ibrigen aber mit von dieser und von
einander verschiedenen Nummern. Dann konnen wir zundichst
zwei I und eine II verbinden mit III, IV, ... VII, wodurch
wir die Summen 7, 8,..., 12 erhalten, ferner zwei I und
eine III mit IV, V, ..., VIII, wodurch wir die Summen 9,
10, ..., 13 erhalten, und so fort bis zur Verbindung I, I,
VII, VI mit der Summe 17. Nehmen wir dann zwei II, so
kann entweder eine I mit einer I, IV, ... VIII, oder eine
I mit einer IV, V, ..., VII, oder eine IV mit einer V,
VI, ..., VII, oder ... hinzutreten. In gleicher Weise fahren
wir fort und bilden uns 24 weitere Zeilen in der Tafel, welche
wir am linken Rande mit I, I, II, II; I, I, IL IV; .. .;
I, I, VII, VIII; II, II, I, IL; . . .; I, II, VI, VII; III, I,
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Lu;...; IL I, V, VI; IV, IV, I, IT; . . .; IV, IV, III, V;
v, V, L IO;...;V, V, III, IV; VI, VI, I, IT; VI, VL, II, III;
VII, VII,VI)\Il/ analog) der/friiheren Bezeichnungsweise kenn-
zeichnen; in jede dieser Zeilen wird in die durch die beziig-
lichen S8ummen angegebenen Columnen die Zahl 96 eingetragen.

Schliesslich nehmen wir an, dass alle vier Vertiefungen
mit verschiedenen Zahlen bezeichnet sind; dann kdénnen wir
I, I, IIT mit IV, V, ..., VII oder I, III, IV mit V, VI, ...,
VIII, oder ... combiniren. [173] Wir bezeichnen dann die
letzten 15 Zeilen der Tafel am linken Rande mit I, II, III,
v, ... I, I, VIO, VIII; I, ITT, IV, V; .. .; I, III, VI, VII;
L Iv, Vv, VI; I, IV, VI, VII; II, III, IV, V; .. .; II, III, VI,
VII; II, Iv, V, VI; III, IV, V, VI und tragen in jede Zeile
unter die betreffende Summe die Zahl 256 ein5).

Nachdem wir uns auf diese Weise die Tafel angefertigt
haben, brauchen wir nur noch die Zahlen jeder Columne
zu addiren, um alle Fille zu erhalten, welche die am Kopfe
der Columne stehende Anzahl von Punkten ergeben. Diese
Zahlen finden sich in der mittleren Columne des hier folgen-
den Spielplanes, dessen dusserste Columnen die Anzahl Pfennige
angiebt, welche der Spieler bei der Erreichung der neben-
stehenden Anzahl Punkte erhilt.

Pfennige | Punkte d%:%’;lﬁle Punkte |Pfennige
120 4 1 32 180
100 5 16 31 32

30 6 52 30 25
24 7 128 29 24
18 8 245 28 16
10 9 416 27 12
6 10 - 664 26 8
6 11 976 25 6
6 12 1369 24 4
5 13 1776 23 4
3 14 2204 22 3
3 15 2560 21 3
3 16 2893 20 3
2 17 3088 19 3
2 18 3184
Summe aller Fille: 35960 = (?;2) .

Nachdem die Zahlen aller Fille bestimmt sind, ist die ge-
suchte Gewinnhoffnung leicht (nach Satz III des ersten Theiles)

3%
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zu finden, indem man die einzelnen Zahlen der Fille mit den
zugehorigen Geldprimien multiplicirt und durch die Anzahl
aller Fille/\dividittOODaOzu.C4) und 32 Punkten, zu 5 und
31 Punkten dieselbe Anzahl Fille gehort, so ldsst sich die
Rechnung vereinfachen, indem man die zwei zugehdrigen Geld-
primien addirt und in die einfache Anzahl Fille multiplieirt,
also (180 - 120)-1 = 300 - 1, (100 4 32) - 16 = 132 - 16,
u. 8. w. Man findet auf diese Weise, dass ein Spieler [174)
eine Gewinnhoffoung von 4.3%%% Pfennigen hat. Wenn er
also nach der Annahme seinen Wurf mit 4 Pfennigen erkauft,
so hat er offenbar giinstigere Aussichten auf Gewinn als der
Jahrmarktsgaukler, welcher das Spiel veranstaltet, und der
letztere kann mit diesem Gliicksspiele nichts gewinnen, wenn
er die Geldprimien nicht herabsetzt.

XVIIl.

Aufgabe. Es sind die Hoffnungen der Spieler in dem
gewdshnlich Treschak genannten Kartenspiele
zu berechnen.

In Deutschland ist ein Kartenspiel sehr gebriuchlich,
welches gewshnlich Treschak®) genannt wird und eine ge-
wisse Aehnlichkeit mit dem franzosischen Spiele Brelan hat.
Aus einem Spiele Karten werden 24 Blitter, von jeder Farbe
6 genommen (und die ibrigen fort gelegt) und zwar die Neuner,
Zehner, Buben, Damen, Konige und Asse, welche wir kiinftig
durch ihre Anfangsbuchstaben N, Z, B, D, K und A4 be-
zeichnen wollen. Die Karten sollen nach ihrem Werthe in der
absteigenden Reihenfolge aufeinanderfolgen: Ass, Konig, Dame,
Bube, Zehner; alle aber werden an Bedeutung durch die
Neuner und den Treffbuben (welchen wir deshalb den Neunern
zuzihlen, sodass wir 5 Neuner und drei Buben haben) iiber-
troffen. Und zwar besteht die hervorragende Wichtigkeit der
Neuner, welche sehr derjenigen der Matadore genannten
Karten im spanischen L’hombre-Spiele #hnlich ist, darin, dass
sie zu den Karten beliebigen Werthes und beliebiger Farbe
hinzugezihlt werden diirfen. So geben zwei Neuner mit einem
Ass oder ein Neuner mit zwei Assen zusammen drei Asse oder
eine Triga (Dreigespann, un tricon) von Assen; ein,
zwei oder drei Neuner geben mit drei, zwei oder einem Konig
zusammen eine Quadriga (Viergespann) von Konigen; ein
oder zwei Neuner zusammen mit drei oder zwei Blittern
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gleicher Farbe werden als vier Blitter dieser Farbe gezihlt,
z. B. als vier Herzkarten, 4 Treffkarten, u. s. w. Jede der-
artige Combination/wvon Kartem) nennt man gewdshnlich einen
Fluvius (einen Fluss), welcher ansserdem durch eine Anzahl
Punkte bewerthet wird, und zwar fiir ein Ass 11 Punkte, fiir jede
andere Karte 10 Punkte. Die Spielregeln sind die folgenden:

Jedem Mitspieler werden der Reihe nach zwei Blitter zu-
getheilt. Dem ersten Spieler steht es frei, eine beliebige Geld-
summe einzusetzen, nachdem er seine zwei Karten verstohlen
betrachtet hat. Will ein zweiter Spieler mit ihm spielen, so
setzt er ebensoviel oder, wenn es ihm gutdiinkt, auch mehr
ein; im letzteren Fall muss der erste Spieler [175] noch den
Differenzbetrag seinerseits hinzufiigen, wenn er nicht ohne
weiteres seinen Finsatz verlieren will. Hierauf erhalten die
Spieler, welche das Spiel begonnen haben, wiederum je zwei
Karten, welche aber vor Aller Augen offen auf den Tisch
gelegt werden, sodass jetzt die vier Karten jedes Spielers zur
Hilfte allen Mitspielern bekannt und zur Hilfte unbekannt
sind. Dann setzen die Spieler von neuem Geldsummen in der
vorigen Weise ein, wobei es einem andern Spieler immer frei
steht, mehr als der erste einzusetzen und der letztere in diesem
Falle seinen Einsatz wieder auf den gleichen Betrag erhohen muss.
Darauf legen schliesslich simmtliche Mitspieler ihre vier Karten
offen auf den Tisch, und es erhilt derjenige von ihnen den ganzen
Einsatz, dessen Karten den héheren Werth haben. Hierbei wird
eine Quadriga hoher als ein Fluvius und dieser hoher als eine
Triga bewerthet, den hochsten Werth hat eine Neunerquadriga.
Ueber den Werth der iibrigen Quadrigen und Trigen ent-
scheidet die Werthfolge der sie bildenden Karten, bei den
Fluvien die Anzahl der Punkte; so ist eine Quadriga, bez.
Triga von Assen mehr werth als eine solche von Konigen
und ein Fluvius von 43 Punkten mehr werth als ein solcher
von 42 Punkten. Hat kein Mitspieler eine Quadriga, eine
Triga oder einen Fluvius, so erhilt derjenige den Einsatz,
welcher die meisten Punkte einer Farbe zihlt. In dem Falle
aber, dass zwei Spieler vollig gleiche Karten haben, z. B. wenn
sie Quadrigen oder Trigen von gleichem Werthe oder Fluvien
mit gleichvielen Punkten haben, gewinnt gegebenen Falles der-
jenige von ihnen, welcher der Reihe nach der erstere ist, d. h.
welchem friiher als dem andern seine Karten gegeben sind.

Jeder der Spieler kann nun, wenn er seine ersten zwei
Karten erhalten hat, seine Gewinnhoffnung berechnen und nach
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dieser dann sein Verhalten einrichten. Denn wenn er auch
seinen Einsatz nicht immer im Verhiltnisse des Werthes seiner
Karten erhohen darf; um,den Mitspielern diesen nicht zu ver-
rathen — denn die Seele dieses Spieles ist die Heuchelei und
es gilt oft gute Miene zum bisen Spiele zu machen, damit die
Andern, welche vielleicht bessere Karten erhalten haben, durch
seine erheuchelte Zuversicht getiuscht, davon abgeschreckt werden,
ihn zu diberbieten —, so kann man doch nicht leugnen, dass die
vorausgehende Kenntniss der Gewinnhoffnung ein nicht unwesent-
liches Hiilfsmittel ist, um den Grad dieser Verstellung zu bemessen.
Losung. Ich will die Art der Berechnung nur an einem
Beispiele zeigen, und zwar, da ich mich erinnere, oft die
Wahrnehmung gemacht zu haben, dass derjenige, welcher im
Anfange zwei Neuner erhielt, doch noch verlor, will ich be-
stimmen, um wieviel mehr ein solcher Spieler Hoffnung hat
zu gewinnen, als zu verlieren. [176] Um aber die Frage
ganz bestimmt zu stellen, nehme ich an, dass ich als der erste
von zwei Spielern zwei Neuner und der andere (was ich
irgendwie erfahren habe) einen erhalten hat; ich wiinsche die
Gewinnhoffnungen von uns Beiden kennen zu lernen.
Zunéichst betrachte ich alle moglichen Fille, in welche ich
wiihrend des Spieles kommen kann. Es kann der Fall eintreten,
dass die tibrigen beiden Karten, welche ich erhalte (wie aus
der ersten Columne der unten folgenden Tafel ersichtlich ist),
entweder noch zwei Neuner sind, oder ein Neuner mit einer an-
dern Karte, oder zwei andere Karten gleichen Werthes oder
zwei andere Karten verschiedenen Werthes, welche derselben
oder verschiedenen Farben angehoren; in dem letzteren Falle
ist noch zu unterscheiden, ob eine der beiden Karten eine Treff-
karte ist oder nicht, da wegen des zu den Neunern geziihlten
Treffbuben dieser Unterschied die Gewinnhoffnungen beeinflusst.
Zweitens untersuche ich, wie oft jeder dieser Fille ein-
treten kann, indem ich bedenke, dass, ausser meinen beiden
Neunern und dem Neuner meines Gegners, noch 21 Blitter
vorhanden sind, unter welchen noch zwei Neuner, vier Asse,
Konige, Damen, Zehner und drei Buben sind. Da mein
Gegner ebenfalls zwei Karten erhalten hat, so sind eigentlich
nur noch 20 Karten iibrig; da aber seine zweite Karte mir
unbekannt ist, so kommt es in Riicksicht auf meine Unkennt-
niss auf dasselbe hinaus, als wenn er diese Karte nicht ge-
nommen hitte und ich auf zwei beliebige der iibrigen 21
Kartenblitter gleiche Hoffnung haben wiirde. Es lassen sich
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nun leicht die einzelnen F'ille aufziihlen; es sind deren insgesammt
nimlich ebensoviele als sich Binionen aus den iibrigen Karten-

blittorn ‘Bilden tadken) a 1. (22’) — 210 Falle. Zwei Neuner

konnen zusammen nur einmal vorkommen; ein Neuner mit
einem Ass kann 2 - 4 = 8 mal combinirt werden, ebenso oft
ein Neuner mit einem Konig, einer Dame oder einem Zehner;
ein Neuner mit einem Buben kann dagegen nur 2 - 3 = 6 mal
combinirt werden. [177] In gleicher Weise lassen sich die
Zahlen der Fille fir eine der iibrigen Zusammenstellungen
zweier Karten berechnen; diese Zahlen finden sich in der
zweiten Columne der untenstehenden Tafel.

Drittens berechne ich die Hoffnungen, welche ich und
mein Gegner in den einzelnen angegebenen Fillen haben. Habe
ich meine weiteren zwei Karten erhalten, so sind noch 19
Karten iibrig, von welchen mein Gegner drei erhilt; daher
ist sein Spiel ebensovielen Moglichkeiten unterworfen, als es

1
Ternionen von 19 Dingen giebt, nimlich (39) = 969, und

ich muss fiir jede mogliche Zusammenstellung meiner vier
Karten untersuchen, wieviele dieser 969 moglichen Fille fiir
meinen Gegner giinstig und wieviele fiir ihn ungiinstig sind.
Erhalte ich zu meinen zwei Neunern noch zwei weitere Neuner
oder einen Neuner und ein Ass, so muss mein Gegner unbe-
dingt verlieren, da ich eine Quadriga von Neunern oder Assen
habe und mein Gegner hichstens eine solche von Assen besitzen
kann; nach den Spielbedingungen gewinne ich aber in beiden
Fillen. Kommt zu meinen Neunern ein Neuner und ein Konig
hinzu, so habe ich eine Quadriga von Konigen und kann von
meinem Gegner nur besiegt werden, wenn er eine Quadriga
von Asgen erhilt. Nun sind unter den 19 Kartenblittern 5,
néimlich ein Neuner und vier Asse, von denen irgend drei
mit dem Neuner, welchen mein Gegner schon besitzt, eine
Quadriga von Assen bilden; von 5 Dingen lassen sich aber
(Z) == 10 Ternionen bilden, und folglich sind meinem Gegner
10 von den simmtlichen 969 Fillen giinstig, weshalb er die
Hoffnung 4% hat. [178] Erhalte ich noch einen Neuner und
eine Dame, so habe ich eine Quadriga von vier Damen, und
mein Gegner gewinnt, wenn er eine Quadriga von Assen oder
Konigen erhdlt, wofiir ihm 20 Fille giinstig sind; seine Hoff-
nung ist also gleich 2%.
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[179] Die Hoffnungen meines Gegners kann ich fiir sile
moglichen Combinationen der mir noch zufallenden zwei Karten
in gleicher, Weise: bestimmen;es erfordert ihre Berechnung
aber um so mehr Mithe, je grosser die Hoffnung meines Gegners
auf Gewinn ist. Da es viel zu weitschweifig werder wiirde,
wenn ich simmtliche Berechnungen hier bis in alle Einzel-
heiten mittheilen wollte, so bestimme ich die Gewinnhoffnung
meines Gegners nur fiir den Fall, dass ich einen Buben und
einen Zehner von zwei verschiedenen Farben, aber nicht Treff,
z. B. den Herzbuben und die Piquezehn erhalten habe, also
nur eine Triga von Buben besitze. Mein Gegner gewinnt dann
mit jeder Quadriga und jedem Fluvius, ebense mit einer Triga
von Assen, Konigen oder Damen. Um die Anzahl der Quadrigen
zu besdtimmen, erwige ich, dass die iibrigen 19 Karten aus
2 Neunern, 4 Assen, 4 Konigen, 4 Damen, 2 Buben und 3
Zehnern bestehen oder dass aus ihnen (wenn ich die beiden
Neuner den andern Karten jedes Mal zuzihle) 6 Asse, 6 Konige,
6 Damen, 4 Buben und 5 Zehner genommen werden kiénnen.
Ich erhalte non alle Quadrigen von Assen, indem ich je 3
Asse mit dem - einen Neuner meines Gegners verbinde, was

ich (g) = 20 mal thun kann. Ebensoviele Quadrigen von
Konigen und Damen giebt es. Die Anzahl der Quadrigen von
Buben ist (;) = 4 und der Quadrigen von Zehnern (g) =10;

es giebt also insgesammt 74 Quadrigen. — Die Anzahl der
Fluvien ermittele ich folgendermaassen. [180] Unter den tibrigen
19 Karten befinden sich ausser den beiden Neunern 4 Pique-,
5 Carrean-, 4 Herz- und 4 Treff-Karten. Zur Bildung eines
Fluvius muss mein Gegner zu seinem einen Neuner entweder drei
Kartenblitter derselben Farbe oder wenigstens zwei von derselben
Farbe und einen der beiden iibrigen Neuner erhalten; folg-
lich ist die Anzahl der Fluvien gleich der Anzahl aller Ter-
nionen vermehrt um die doppelte Anzahl aller Binionen von

4, 5, 4, 4 Dingen, d. i. gleich 3 (;) =+ (g) +2 [3 (i) + (Z)]

=224+ 2.28 =178, — Um schliesslich die Anzahl der
Trigen zu bestimmen, muss ich bedenken, dass zur Bildung
einer Triga von Assen (Konigen oder Damen) mit dem einen
Neuner, welchen mein Gegner schon hat, entweder zwei Asse
(Konige oder Damen) oder einer der beiden ibrigen Neuner
mit einem Asse (Konige oder Dame) verbunden werden mtissen.
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Treten zwei gleiche Karten hinzu, so kann das vierte Blatt
ein beliebiges aus den iibrigen 13 Karten sein; da aber 4 Asse
(Konige oder,Damen)6 mal zu-je zweien genommen werden
konnen, so entstehen dadurch jedesmal 78 Fille. Wird mit
einem der ibrigen Neuner ein Ass (Konig oder Dame) ver-
bunden, so kann das vierte Blatt ein beliebiges einer anderen
Farbe und geringeren Werthes séin. Es konnen also ver-
bunden werden mit dem Carreau-Ass 9 Blitter und mit jedem
andern Asse 10 Blitter, was 39 Fille giebt; mit dem Carreau-
Konig 6 und mit jedem andern Komnige 7 Blitter, was 27
Fille giebt; mit der Carreau-Dame 3 und mit jeder andern
4 Blitter, was 15 Fille giebt. Diese letzteren Zablen sind
wegen der beiden noch ibrigen Neuner doppelt zu nehmen
und zu ihnen einzeln noch die 78 oben gefundenen Fille zu
addiren; man erhilt dann 156 Trigen mit Assen, 132 Trigen
mit Konigen und 108 Trigen mit Damen, also insgesammt
396 Trigen, welche meinen Gegner gewinnen lassen. Addire
ich nun die Anzahl der: Quadrigen, Fluvien und Trigen zu
einander, so erhalte ich 74 |- 78 4 396 = 548 Fille, welche
ftir meinen Gegner gilnstig sind, und daher ist hier seine
Hoffnung gleich £4§. In der dritten Colummne der auf der
folgenden Seite stehenden Tafel finden sich die Hoffnungen
meines Gegners, welche allen Moglichkeiten betreffs der mir
noch zufallenden zwei Karten entsprechen, in der Weise an-
gegeben, dass dort die Anzahl der meinem Mitspieler gtinstigen
Fille angegeben sind; diese sind zugleich die Zihler seiner
Hoffnungen, deren gemeinsamer Nenner 969 ist.

[181] Die Gewinnhoffnungen von uns Beiden, bevor ich
meine letzten zwei Karten erhalte — und nach diesen war
gerade gefragt — lassen sich nun leicht berechnen. Zuniichst
finde ich mit Hillfe der Zahlen der zweiten und dritten Columne
(nach Satz III des ersten Theiles, wobei zur Vereinfachung
der Rechnung alle Zahlen der dritten Columne, zu welchen in
der zweiten Columne die gleiche Zahl von Fillen gehort, vor-
her addirt worden sind) fir die Hoffnung meines Gegners

3-190244-4984-6-4614+8-64 35894 17947
210 - 969 77203490 101745 .

und mithin fir meine eigene Hoffnung , welche also

379
101745
nahezn fiinfmal so gross ist als die Hoffnung meines Gegners.
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[Die Tafel steht im Original anf 8. 178).

T. IL.{"HIL. I II. | III.
2N 1) o0 A& K| 6153
. A& D 6 | 153
Ng4ls 0 Belge Karten 4& B | 3157
NEK|s 10 smd‘ von A& Z 6| 153
N&D|s| 2 verschiedener K& D 6 | 309
N&B|s| 30 Farbe; eine K& B 3| 313
| N&z|s| 34 derselben ist K& Z 6| 309
: eine Treffkarte || p & B 3| 445
| D& Z 6 | 441
| 24 6 0
24 ol 20 B&Z | 3|55
2D 6 40 48§ K 6 | 148
2B 3| 60 . A& D 6 | 148
27 6| 70 Beide Karten A& B 6 | 152
| — sind von 4% Z 6 | 148
| A& K |4 70 verschiedener K& D 6 | 304
Sll4& D 4| 70 Farbe; kéine || g & B 6 | 308
Zll4&B |3 14 derselben ist K&z 6 | 304
|| 4&2Z (4 70 eine Treffkarte || p & B 6 | 440
gllk&D|4a| % D& Z| 6]436
K& B |3, 100 Bé& Z 6 | 548
S KE&Z |4 9
>l D& B |3]100 Summe: | 210
S|lD&zZ |4 96
| B& 2z |3]100

Uebrigens bieten sich fiir denjenigen, welcher die Tafel
priift, auf den ersten Anblick noch viele andere Siitze dar,
wie z. B, die folgenden. Ich komme durch einen Neuner und
eine Dame zu der gleichen Hoffnung wie durch zwei Konige,
durch zwei Zehner zu der gleichen Hoffnung wie durch ein
Ass und einen Konig, eine Dame oder den Zehner gleicher
Farbe. Ein Neuner mit einem Buben oder Zehner ist mir
‘mehr werth als zwei Damen. Zwei Blitter von verschiedenem
Werthe und verschiedener Farbe sind immer dann ein wenig
besser, wenn keine Karte davon eine Treffkarte ist, als wenn
dies der Fall ist. Eine Dame und ein Zehner anderer Farbe
sind mir vortheilhafter als ein Bube und ein Zehner, welche
fiir meinen Gegner mehr werth sind; u. s. w,

Alles Bisherige gilt nur fiir die Annahme, dass ich bei
Beginn des Spieles zwei und mein Mitspieler einen Neuner
hat. Ist mir aber kein Blatt meines Mitspielers bekannt, so

-
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komme ich zu ganz anderen Hoffnungen und zu einer ganz
anderen Tafel, welche der fleissige Leser nach dem gleichen
Verfahren; nur, mntatis| mutandis aufstellen mag. Wenn er die
Rechnung richtig durchfiihrt, so findet er, dass sich in diesem
Falle meine Hoffnung zu der meines Gtegners wie 346988 zu
26077 verhilt, dass sie also mehr als 13mal grosser ist
als diese.

Es war urspriinglich meine Absicht gewesen, hier noch
einige andere Fragen, welche hiufiz unter den Mitspielern
discutirt werden, zu beantworten; z. B.: Ist es bei Beginn des
Spieles vortheilhafter, [182] einen Neuner und einen Buben
oder Zehner zu haben, als zwei Asse? Welcher von zwei
Spielern, von denen der eine zwei Asse, der andere einen
Neuner und einen Buben oder Zehner erhalten hat, besitzt die
grossere Gewinnhoffnung? und #hnliche Fragen. Da es aber
schon den Anschein haben kaunn, als hitte ich auf Nichtig-
keiten zu viel Zeit verwendet, so will ich diese und andere
diesbeziigliche Fragen dem wissbegierigen Lesel zu 1dsen und
zu berechnen tiberlassen.

XIX.

Aufgabe. Bei irgend einem Gliicksspiele ist der
Bankhalter (le banquier du jeu) dadurch im Vortheil,
dass die Zahl der Fille, in welchen er gewinnt, ein
wenig grosser ist, als die Zahl der Fille, in welchen
er verliert, und dass zugleich die Zahl der Fille, in
welchen er auch bei dem folgenden Spiele Bankhalter
bleibt, grosser ist als die Zahl der Fille, in welchen
sein Amt an einen Mitspieler iibergeht. Wieviel sind
diese Vorrechte des Bankhalters werth?

Liésung. Die Anzahl der Fille, in welchen der Bank-
halter gewinnt, moge sich zu der Anzahl der Fille, in welchen
er verliert, verhalten wie p zu ¢, wo also p >> ¢ ist, und
die Anzahl der Fille, in welchen er sein Amt behilt, zu der
Anzahl der Fille, in welchen er es verliert, wie m zu », wo
m > n ist. Wirde man nun auf das gerade im Gange be-
findliche Spiel nur und nicht zugleich auf das nichstfolgende
Spiel Riicksicht nehmen, so erhielte man fiir die Hoffnung des

Bankhalters p—_’:_—q (wegen der p Fille fir den Einsatz 1| und

q; beide

dor ¢ Fulle fur 0) und for die des Mitspielers j_
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wiirden sich also wie p zu ¢ verhalten. Berticksichtigt man
aber auch die ferneren Spiele, so gestalten sich die Verhilt-
nisse verwickelter, mund. es -ist nicht sofort in die Amgen
springend, wie die Prirogative im gegenwirtigen Spiele und
die Hoffnung auf die Priirogative [183] im folgenden Spiele
zusammen zu Schitzen sind; man kommt sehr leicht zu triige-
rischen Schlussfolgerungen, wenn man nicht genau Acht giebt.

Ich hatte frither die Aufgabe folgendermaassen angefasst.
Bliebe der Bankhalter immer in seinem Amte, so hitte er die

Hoffnung 2; wenn aber Gefahr fiir ihn vorhanden ist, sein
Amt zu verlieren, so muss seine Hoffnung geringer sein.
Bezeichne ich die Hoffnung des Bankhalters mit z und die
seines Mitspielers mit y, so wiirde ich finden (wegen der p Fille
fiir 1, der ¢ Fille fir 0, der m Fille Bankhalter zu bleiben
und der n Fille die Stelle des Mitspielers zu erhalten):
P+ mz -+ ny g+ my 4+ nzx
g=-2*———""und ebenso y =-*——F———
pHg+m+n Y =p+qg+m+tn
z:y=p-+n:9-+4n, also kleiner als p:¢. Oder: da dem

, oder

P . - q .
Bankhalter und seinem Mitspieler des Einsatzes
+ R

P19
gebiihrt, und da der Bankhalter in m Fillen sein Amt behilt
und in » Fillen es verliert, so wiirde sich fiir ihn die Hoff-

P q
m + n——
. _pPt+gqg p+q mp + ng
nung ergeben: — - = und
& e M+n+ (m +2)(p+q)’
. . mq -+ np . o . .

fiir seinen Mitspieler ——=———=—— iibrig bleiben; es wiirde

P ) (ptg °

also das Verhiltniss (mp + nq): (mq - np) resultiren, welches
zwar kleiner als p:g, aber von dem zuerst gefundenen Ver-
hiltnisse verschieden ist. In der That verwarf ich auch bald
beide Losungen als unrichtig, da es vollig widersinnig erscheint,
dass die grossere Wahrscheinlichkeit, welche der Bankhalter
hat, sein Amt zu behalten, den mit diesem Amte verbundenen
Vortheil verringert statt vergrossert. Ich neigte dann lingere
Zeit der Ansicht zu, dass die Hoffnungen aus den beiden

P

m . .
Briichen =~ und — zusammengesetzt seien und sich verhalten
n

wie pm:gn, welches Verhiltniss grosser als p:g oderm:n
ist. Aber auch diese Losung ist unrichtig. Ich will aber
nicht zeigen, worin der Fehler bei diesen Berechnungen liegt,
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sondern unverzilglich die richtige Lidsung ableiten, welche jene
durch ihre augenscheinliche Wahrheit sofort in den Schatten stellt.

Wer die/richtige) (Losung. (finden will, muss zwei Dinge
beachten. Nimlich erstens muss er bestimmen, wieviel dem
Bankhalter nicht von dem ganzen Einsatze, [184} sondern nur
von dem Einsatze seines Mitspielers gebiihrt (was nach Satz III,
Zusatz 5 im ersten Theile zu bestimmen ist); zweitens muss
er diesen dem Bankhalter gebiihrenden Antheil fiir die ein-
zelnen aufeinander folgenden Spiele berechnen, aus deren
Summirung sich dann die Gesammthoffnung ergiebt.

Es mogen die beiden Spieler unter sich festgesetzt haben,
dass nach jedem Spiele der Sieger von dem Unterlegenen die
Summe @ erhilt. Mithin ist der dem Bankhalter gebiihrende
Antheil von der Summe ¢ seines Mitspielers bei dem ersten
Spiele (wegen der p Fille, @ zu gewinnen, und der ¢ Fille,
a zu verlieren), gleich

patyg(—a __p—gq _ 7
p+q pt+q $ :
wobei p — ¢ =17, p -+ g ==s gesetst ist; folglich gebiihrt

)

dem Mitspieler — Z-.a. Da nun der Bankhalter zugleich m Fille
hat, in welchen er auch beim n#chsten Spiele sein Amt be-
hilt, d. h. zu der Hoffnung ga kommt, und » Fille, in welchen
er sein Amt verliert und also die Hoffnung —ga erhilt, so

hat der Bankhalter, beim zweiten Spiele die Summe @ zu
erhalten, die Hoffnung:

ra
m— —+n
s 8 ”r m—n rt

= - a=—a
m—+ n s m—4n sv

wobei m — n = {, m + n = v gesetzt ist; folglich gebiihrt
t .
dem andern Spieler —%a. In gleicher Weise findet man,

dass der Bankhalter, um beim dritten Spiele die Summe «
zu erhalten, die Hoffnung hat:
ré —ri

m—a ” 1]
s? + sV rt

m - n T osor !
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2 ’
und der andere Spieler — %;,—a. Ebenso ergeben sich fiir

den Bankhaltér 'beimCvierted, finften, ... Spiele die Hoff-
re rit
nungen —s 4, —g
Werthe mit negativen Zeichen. [185] Die Summe aller dieser
Hoffnungen giebt nun die Gesammthoffnung des Bankhalters,
bez. seines Mitspielers. Haben Beide z einzelne Spiele ver-
abredet oder so viele thatsiichlich gemacht, wenn sie zu spielen
aufhoren, so ist die Hoffnung des Bankhalters gleich

@, ... und fiir seinen Mitspieler dieselben

C+ t’—‘r _ra,1 i
- t

05— .s- $

r
8§

t
.a+;

CYR

¢ r
a+—,;

27 2no— |’

a4 -
__?a[m+n t ]

. Folgerung 1. Ist die Differenz zwischen 7 und 7z im
Verhiltniss zu ihren Werthen und also auch % sehr klein

oder wenigstens die Anzahl z der einzelnen Spiele sehr gross,
80 kann man ohne merklichen Fehler das zweite Glied in der
vorstehenden Formel vernachlissigen und die Hoffnung des

Bankhalters gleich armtn
s 2n

Folgerung 2. Wenn in kurzer Zeit eine grosse Anzahl

von Spielen gemacht werden kann, der Bankhalter aber nicht

mehr am Spiele theilnehmen und sein Vorrecht einem andern

setzen.

Spieler verkaufen will, so muss ihm dieser die Summe °

ar m +n
s 2n
Spiele theilnehmen, jedoch sein Amt einem andern Mitspieler
ilberlassen, so muss dieser ihm die doppelte Summe, also
ar m-+n
s
Bankhalter, wenn das Spiel ganz aufgegeben wird, und die
andere Hilfte, wenn er dann mit seinem Gegner das Spiel
wieder aufnimmt und diesem zugleich das Amt des Bank-
halters iberlisst.

geben. Will der Bankhalter aber zwar noch am

geben; denn die Hilfte dieser Summe gebiihrt dem

.
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Folgerung 3. Fir m = p und n == ¢ reduecirt sich der

Werth arm+n auf a(p—q).
s W\2an 2ig

[186] XX.

Aufgabe. Es sind die Gewinnaussichten in dem gew6hn-
lich Bockspiel genannten Kartenspiele zu bestimmen.

Dieses Spiel ist in unserem Lande sehr dblich. Es wird
mit Spielkarten von zwei oder mehr Theilnehmern gespielt.
Einer von ihnen, welcher das Amt des Bankhalters versieht
(welcher den Bock hat), mischt die Karten und vertheilt
sie dann in so viele Hiufchen, als — ihn selbst mitgezihit
— Personen am Spiele theilnehmen. Darauf kauft jeder Mit-
spieler sich ein H#ufchen um einen beliebigen Preis, wihrend
das ibrig bleibende Hiufchen der Bankhalter erhilt. Dann
kehrt der Bankhalter simmtliche H#ufchen um, wodurch die
unterste Karte ‘jedes Hiufchens (und sonst keine) sichtbar
wird,. Der Bankhalter hat nun allen Mitspielern, deren
Karten hoheren Werth haben als die seinige, so viel auszu-
zahlen, als jeder von ihnen eingesetzt hatte; die ibrigen Spiel-
theilnehmer aber, welche Karten von niedrigerem oder gleichem
Werthe als der Bankhalter haben, verlieren ihren Einsatz an
diesen. In seinem Amte verbleibt der Bankhalter so lange,
als er auch nur einen der Mitspieler besiegt, und er verliert
es nur, wenn er von allen zugleich besiegt wird.

Lésung. Um die Gewinnhoffnung des Bankhalters zu be-
stimmen, braucht man nur zu ermitteln, welche Werthe die

Verhsltnisse £ nnd% der vorigen Aufgabe hier haben, und
diese Werthe dann in die dort gefundene Formel einzusetzen.
Die Anzahl der Farben des Kartenspiels sei gleich f und die
der Blitter in jeder Farbe gleich ¢, sodass das Kartenspiel
insgesammt fg Blitter enthilt.

1. Wenn nun zwei Hiufchen gebildet werden, so
kénnen ihre beiden untersten Blitter so oft verschiedene sein,
als sich von den simmtlichen fg Karten Binionen bilden

lassen, deren Anzahl gleich ‘fl(‘f;—_l) ist. Von diesen Bi-

nionen bestehen einige aus Karten gleichen Werthes, andere
aus Karten verschiedenen Werthes. Da je f Blitter von
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—1
gleichem Werthe, welche f—(f—2—) Binionen liefern, und g

verschiedene/ WertheOvorbanden sind, so ist die Anzahl aller
Binionen, [187] welche zwei Blitter gleichen Werthes ent-

—1
halten, gleich f —(‘g—) ; subfrahirt man diese Zahl von

der Anzahl aller Binionen der fg Karten, so bleiben
tg(g—1
f_9—(52’——) Binionen tibrig, in welchen die beiden Karten
von verschiedenem Werthe sind. Sind die beiden untersten
Karten gleich, so gewinnt der Bankhalter nach der Spiel-
ordnung, was fir ihn den Werth 1 hat; haben sie aber ver-
schiedenen Werth, so hat jeder der beiden Spieler die gleiche
Hoffnung auf Gewinn wie auf Verlust, da jeder gleich leicht
eine minderwerthige oder eine mehrwerthige Karte als der
andere ziehen kann; dies ergiebt fiir jeden den Werth 1. Der

-— 2 —
Bankhalter hat also ﬁ(_é;) Fille fiir 1 und f_-q («g 1)

Falle fir 1; folglich ist seine Hoffnung gleich ‘%f—*;—f—rl-?
. . o . f9—f . .
und die seines Mitspielers gleich =% — —. Die gleiche

pioters EO 2 (fg—1) 8

Hoffnung wiirde der Bankhalter (nach der Anmerkung() zu der
Aufgabe XI im ersten Theile, 8. 31) haben, wenn er fg - f — 2
Fille fir Gewinn und fg — f Fille fiir Verlust hitte; folg-

lich ist

prg=U9+1—2):(f9 )
Da er nun sein Amt amch in dem nichsten Spiele behiilt,
wenn er gewinnt, und es verliert, wenn er besiegt wird, so
ist hier aueh m = p und n = q.

Bemerkung. Fir f=4wird p:g=2g+41:29—2; -
nimmt man noch ¢ = 9 an, so erhilt man p:¢g = 19 : 16.
Setzt der Mitspieler die Summe a fiir jedes Spiel ein, so hat
(nach der vor. Aufgabe und der Folgerung (3)) der Bankhalter
fir das erste Spiel die Hoffnung %@ und fiir alle Spiele die
Hoffnung % @, wobei, wenn nur 7 Spiele im (anzen gemacht
werden, der letztere Werth nur um yyg54bgogs @ vom wahren
Werthe?) abweicht. Wenn also der Bankhalter das Spiel auf-
geben will, so kann er seine Stclle um 4% @ an einen Dritten
verkaufen; will er aber das Spiel fortsetzen und nur seinem
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Mitspieler das Amt des Bankhalters iiberlassen, so muss er
5@ von jenem erhalten.

2. Wenn,drei Hiufchen gebildet werden und drei
Spieler, einschliesslich des Bankhalters, sich an dem Spiele
betheiligen, so sind die untersten Blitter irgend zweier der
drei Hiufchen so vielen Moglichkeiten unterworfen, als Binionen
aus simmtlichen Karten gebildet werden konnen; denn man
kann das dritte Hiufchen als gar nicht vorhanden [188] und
seine Karten unter die iibrigen vertheilt annehmen. Daraus
folgt, dass der Bankhalter soviele Fille hat, in welchen er
jeden einzelnen seiner Mitspieler oder dieser ihn besiegt, als
gich bei der Annahme von nur zwei Hiufchen ergeben hatten,
d. h. es verhilt sich auch hier p: ¢ ={fg -+ f—2):(fg —f).
Fiir f=4, auf welchen Fall ich mich, der kiirzeren Rechnung
wegen und weil nur Kartenspiele mit 4 Farben in Gebrauch
sind, beschriinke, verhilt sich also

pig=0(29+1):(29—2)
Das Verhiltniss 7 : » dagegen indert seinen Werth mit der
Anzahl der Spieler und der Hi#ufchen; je mehr es deren sind,
um 80 schwerer nur kann der Bankhalter sein Amt einbiissen.
Bei drei Hiufchen képnen die drei untersten Blitter so oft
verschieden sein, als es von 4¢ Dingen Ternionen giebt, deren

s 2
Anzahl gleich (439 ) = 329 2; g+2g ist. Einige von
diesen Ternionen enthalten drei Blitter gleichen Werthes,
andere nur zwei Blitter gleichen Werthes und ein drittes Blatt
von anderem Werth, noch andere drei Blitter, deren Werthe
simmtlich von einander verschieden sind. Die vier Blitter
jedes Werthes lassen 4 Ternionen und 6 Binionen zu; da
es nun g Werthe giebt, so ist die Anzahl aller Ternionen
gleichen Werthes gleich 4¢g und die aller Binionen gleich
6g. Zu jeder Binion kann man ein beliehiges von den
4g — 4 Blittern der ibrigen g — 1 Werthe hinzunehmen; dies
giebt 249®*— 24 ¢ Ternionen, welche zwei gleichwerthige
Karten enthalten und hei deren einer Hilfte, 12g* — 12,
die dritte Karte eine mehrwerthige, bei deren anderer Hilfte
diese eine minderwerthige Karte ist. Subtrahirt man nun 4¢
und 24g® — 24¢ von der Anzahl aller Ternionen, so bleiben
32¢g° — 964* 4 64¢g
3
Karten gleichen Werth haben.

Ostwald’s Klassiker. 108, 4

Ternionen iibrig, bei welchen keine zwei
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Nach der Spjelordnung kann der Baunkhalter sein Amt
nicht verlieren, wenn die drei untersten Kartenblitter gleich-
werthig sind oder, wenn zwei gleichwerthig sind und das dritte
hoheren Werth “hat.” Ist"das “dritte Blatt aber minderwerthig
oder haben alle drei BLitter verschiedenen Werth, so kann er
sein Amt nur verlieren, wenn ihm die Karte mit dem gering-
sten Werthe zufillt, was in einem Falle geschehen kann,
wihrend zwei Fille fiir das Gegentheil vorhanden sind; dies
giebt ihm jedes Mal die Hoﬁ'nung 4. Der Ban.ldwl;ter hat
daher 4¢ Falle fir 1, 12g°—12g weitere Falle fir 1,
12g* — 12 g Fille fiir § und [189] nochmals 329° Qgg +6g
Fille fur §; daraus folgt fir seine Hoffnung, das Amt des

16g*— 39— 4
Bankhalters zu behalten, der Werth W
8g° — 15g + 17

24g* — 189+ 3
wiirde der Bankhalter haben, wenn er 16¢g* — 3¢ — 4 Fille
fiir Beibehaltung und 8¢* — 159 + 7 Fille fir Verlust seines
Amtes hitte. Folglich verhilt sich

und fiir

das Gegentheil

Die gleichen Hoffnungen.

m:n=(16g"—3g—4): (8¢ — 159+ 17).

Bemerkung. Fir g=—9 verhilt sich p:¢g=19:16
und m :n = 253 : 104. Betzt nun der erste Mitspieler die
Summe @, der zweite & ein, so hat der Bankhalter (nach der
vorigen Aufgabe und Zusatz 1)) in Bezug auf den ersten Mit-
a(p—gq)(m<-n) 153 .

Ptq 2m = 10,40“ und in Be-
blp—g) m+n) 153 ,

p+gq) -2n 1040
also in Bezug auf Beide 14%% (a-t-5); hierbei ist die Ab-
weichung vom wahren Werthe bei 11 Spielen kleiner als
{—lo—;‘—o—obo- Deshalb wird der Bankhalter seine Stelle irgend
einem Vierten um den Preis von ,%%% (e -4 b) verkaufen; will
er aber nur mi{ einem der Mxtspleler, z, B. mii demjenigen,
welcher ¢ eingesetzt hat, seinen Platz tauschen, so mmss er
von jemem %3 (2@ - b) erhalten, da nach dem eben Ge-
sagten ihm 23 (2 + B) gebuhren, wenn er das Spiel ab-
brechen wiirde, und noch %3 a dafiir, dass er das Amt des

spieler die Hoffnung

zug auf den zweiten Mitspieler
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Bapkhalters an seinen Mitspieler abtritt und sich so zu dessen
Schuldner fir diese Summe macht.

3. Wenn, vier Hiufchen gebildet werden und ein-
schliesslich des Bankhalters ebensoviele Spieler sich betheiligen,
so giebt es wieder ebensoviele Fille, in welchen der Bank-
halter jeden einzelnen seiner Mitspieler besiegt oder von ihm
besiegt wird, wie bei den vorigen zwei Annahmen. Dies gilt
auch fiir jede beliebige Anzahl von H#ufchen, da man immer
je zwei so ansehen kamn, als ob sie allein vorhanden wiiren.
Daher behilt das Verhiliniss p : ¢ immer seinen Werth:

pig=(2g9+1):(29—2)

Das Verhiliniss m : 2, welches mit der Anzahl der Hiufchen
wiichst, ermittele ich folgendermaassen. In Bezug auf die
untersten Blitter der vier Hiufchen sind die Fille moglich:
I. Alle vier Karten haben denselben Werth; II. drei Karten
haben gleichen Werth und die vierte hoheren; III. drei Karten
haben gleichen Werth und die vierte geringeren; IV zwei
Karten haben gleichen Werth und die beiden ibrigen gleichen,
aber von dem ersteren verschiedenen Werth; V. zwei Karten
haben gleichen Werth und die beiden andern unmter sich [190]
und von dem ersten verschiedene Werthe, welche beide hoher
sind als der erstere, oder VI. welche beide niedriger sind,
oder VII. von denen der eine hoher, der andere niedriger
ist; VIIL. alle vier Blitter haben von einander verschiedene
‘Werthe.

Tritt von diesen Fiéllen I, II, IV oder V ein, so kann
-der Bankhalter sein Amt nicht verlieren. In den Fillen III,
VI, VII und VIII kann er es nur verlieren, wenn er die
minderwerthigste Karte erhilt, also in einem Falle, wihrend
er in drei Fillen sein Amt innebehilt; dies giebt ihm jedes-
mal die Hoffnung §. Nun kann die Moglichkeit I in ¢ Fillen
eintreten, II in 8¢ — 8¢ Fillen, III in ebensovielen Fillen,
IV in 18¢* — 18g Fillen, V in 16¢° — 48¢* - 32¢ Fiillen,
VI und VII in ebensovielen Fillen und VIH in 22-¢* — 64¢°
-+ 2339% — 64¢ Fillen; die Anzahl aller Fille ist gleich der

Anzahl der Quaternionen von 4¢ Blittern, also gleich (449 )

= 32 g* — 16934 32 g — ¢g. Die nihere Begriindung dieser

Zshlen iiberlasse ich, um Worte zu sparen, dem Leser. Der

Baukhalter hat mithin [g 4 (8¢g° — 8g) + (18¢® — 189)

+ (16¢g° — 48¢® + 32¢)] = 16¢° — 22¢* + 7g Fille fir 1
4%
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und [(89* — 8¢) 4+ 2(169° — 48¢" + 329) 4 (4g* — 64¢°
+ 332¢% — 64g)] =3 g* — 32¢° + 8P-¢° — 8¢ Fille fiir };
folglich hat,seine| Hoffnung,das Amt zu behalten, den Werth
249% — 24g* + 3
329% — 48¢% 4 229 — 3’
8g° — 24g* |- 229 — 6
32¢° — 48¢® + 229 — 3

m:n=(24¢° — 249 4 3): (8¢g° — 249* 4 229 — 6).

Bemerkung. Fiir g==9 verhilt sich p:¢g=—19:16 und m:»
= 15555 : 4080 =— 61 : 16. Hat nun der erste Mitspieler q,
der zweite & und der dritte ¢ eingesetzt, so ist die Hoff-

nung des Bankhalters gleich ( (;_z) ;;n ;';”) (a4 b+¢)
= 3% (@4 b 4 ¢), wobei der Fehler kleiner als drowre _li_()f)(.)-:)— ¢
bei 15 Spielen ist. Will der Bankhalter das Spiel aufgeben
und seinen Platz an irgend einen Fiinften verkaufen, so kann
er den Preis % (@ 4 b + c) beanspruchen; will er aber
nur mit einem seiner Mitspieler [191] seinen Platz vertauschen,
8o muss er von demselben % (2a + b 4+ ¢), 3% (@ + 26+ ¢)
oder 3 (2 + & 4 2c) erhalten, je nachdem derselbe a, b
oder ¢ eingesetzt hat.

Ganz #hnlich lisst sich der Werth des dem Bankhalter ein-
gerdumten Vorrechtes berechnen, wenn noch mehr Spieler theil-
nehmen und die ihnen entsprechende Anzahl Hiufchen gebildet
wird 8).

und die, es zu verlieren, den Werth

Hieraus findet man

XXI1.
Aufgabe. Das Bassette-Spiel

Dieses Spiel ist sehr beriichtigt in Folge der zahllosen
Streitigkeiten und tragischen Ausginge, zu welchen es, von
hier ausgehend, hauptsichlich in Italien und Frankreich, Ver-
anlassung gegeben hat; deshalb wurde das Spiel in jenen
Lé#ndern auch bald verpont und unter Androhung schwerer
Strafe verboten. In der Zeit, in welcher die Ausiibung des
Spieles besonders am franzosischen Konigshofe blithte, unter-
warf der franzosische Mathematiker und Hofmeister des da-
maligen Dauphin, Joseph Sauveur?), die Gewinnhoffnungen
der Spieler seiner Berechnung; die berechneten Gewinnhoff-
nungen verdffentlichte er dann, in- Tafeln kurz zusammengestellt,
in dem Pariser »Journal des Scavans« im Februar 1679.
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‘Aus dieser Zeitschrift geben wir dasjenige ilber die Natur
dieses Spieles und seine Gesetze wieder, was zur Priifung der
Tafeln und'zur 'Auffindunig!.des von dem Verfasser nicht mit-
getheilten Rechnungsverfahrens zu wissen nothig ist.

Nachdem der Spieler, welcher das Amt des Bankhalters
versieht, ein vollstindiges Kartenspiel genommen und gemischt
hat, legen die iibrigen Spieler vor sich auf den Tisch je ein
Kartenblatt von beliebigem Werthe, welches jeder aus irgend
‘welchem anderen Kartenspiele genommen hat, und belegen
dasselbe mit einer Geldsumme von willkiirlicher Héhe. Darauf
-dreht der Bankhalter sein ganzes Kartenspiel um, sodass die
unterste Karte offen obenauf zu liegen kommt. "Mit diesem
Kartenblatte beginnend, hebt er der Reihe nach jedesmal zwei
Blitter ab und setzt dies so lange fort, als Karten noch vor-
handen sind; dabei wird von jedem Paare die obere Karte
zu Gunsten des Bankhalters und die untere Karte zu Gunsten
der Spieltheilnehmer gezihlt. Ist z. B. die obere Karte ein
Kinig, so streicht der Bankhalter alle Einsitze ein, welche auf
Konige gemacht sind; ist dagegen die untere Karte ein Konig,
.80 muss der Bankhalter so viel an die betreffenden Mitspieler
auszahlen, als von ihnen auf Konige gesetzt worden war.
[192]) Bis hierher hat noch Keiner vor irgend einem Andern
. einen Vortheil voraus. Es gelten aber ausserdem noch die fol-

genden Spielregeln.
- 1. Haben die beiden Blitter eines Paares den gleichen
‘Werth — welche man dann doublets nennt und welche wir
ein Zwillingspaar (gemella) nennen wollen —, so soll,
statt dass sich Gewinn und Verlust aufheben, wie es nach
den obigen Regeln der Fall sein wiirde, der Bankhalter allein
gewinnen und also die Einsitze, welche auf Kartenblitter des-
selben Werthes gemacht waren, einstreichen diirfen.

2. Jeder Spieler darf auch mitten im Spiele sich um
einen beliebigen Preis irgend eine Karte neu kaufen. Dann
konnen unter den tibrigen Karten des Bankhalters noclt 1, 2,
3 oder alle 4 Karten sein, welche denselben Werth haben
wie die neu hinzugekaufte Karte des Mitspielers: jedem dieser
Fille entspricht aber eine andere Gewinnhoffnung. Das
Kartenpaar, dessen obere Karte fiir alle Mitspieler offen liegt,
kommt in Bezug auf die in diesem Augenblicke neuerworbene
Karte eines Mitspielers nicht in Betracht; und zwar erwirbt
diese Karte, wenn sie mit der unteren Karte des Paares
gleichen Werth hat, ihrem Besitzer als verfritht (praecox,
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trop jeune) nicht nur nichts, sondern sie zwingt ilm, sich
eine neue Karte auszuwihlen. Hat aber die obere Karte des
niichsten Paares | gléichen Werth ) mit der nenerworbemen Karte
eines Mitspielers, so hat sie fir den Bankhalter verminderten
Werth (¢’est une face) und erwirbt ihm nur  vom Einsatze
des betreffenden Spielers.

3. Auch das obere Blatt des ersten Paares hat vérmin-
derten Werth, da der Verdacht bestehen kann, dass es vom
Bankhalter vorher gesehen worden ist, und lisst ihn ebenfalls
nur § von den betreffenden Einsitzen gewinnen.

4. Ist, wenn sich der Mitspieler seine Karte kauft, nur
noch eine Karte desselben Werthes vorhanden, so kann kein
Zwillingspaar, in welchem gerade der Vortheil des Bankhalters
liegt, vorkommen. Deshalb ist zu seinen Gunsten festgesetazt,
dass in diesem Falle die letzte von allen seinen Karten, welche
sonst dem Mitspieler Nutzen bringen kdnnte, nichts gilt.

Losung. Nunmehr gehe ich dazu itber, die Gewinnhoff-
nungen des Bankhalters genau zu berechnen. - Bezeichnet man
die Anzahl der noech tdbrigen Kartenpaare mit », also die
Anzahl der Kartenblatter mit 22, und setzt man den Einsatz
irgend eines Mitspielers gleich 1, so muss man zun#chst be-
achten, dass von jedem einzelnen Paare entweder kein Blatt
oder ein Blatt oder beide Blitter den gleichen Werth haben
kionnen, welchen die Karte dieses Mitspielers besitzt. Wenn
keine Karte des Paares diesen Werth hat, so kann der Bank-
halter durch dasselbe nichts gewinnen und nichts verlieren.
Hat nur eine Karte diesen Werth, so kann sie ebenso leicht
an erster wie an zweiter Btelle liegen, (193] und es giebt
daher ebensoviele Fille, in welchen der Bankhalter gewinnt
und den Einsatz 1 des Mitspielers erhilt, als Fille, in welchen
er verliert und daher (— 1) erhilt. Da sich somit diese Falle
gegenseitig aufheben, so vereinfacht sich die Rechnung sehr
erheblich, und es bleiben nur die Fille zu betrachten #brig,
in welchen das Kartenpaar ein Zwillingspaar ist, beide Blistter
also den betreffenden Werth haben.

I. Hat der Bankhalter unter seinen 2% Karten nur noch
eine Karte des streitigen Werthes, so kann von demselben
kein Zwillingspaar vorkommen. Er hat also in Bezug auf jedes
folgende Paar, dessen obere Karte nicht verminderten Werth
hat, die Gewinnhoffnung 0 (siche Taf. 5); ausgenommen da-
von ist das letzte Paar, in welchem hier gerade sein ihm ein-
gerdumter Vortheil liegt. Denn die untere Karte des letrien
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Paares, welche denm Mitspieler gewinnen lassen kénnte, z3hlt
fir ihn nach der vierten Spielregel nicht mit. In Bezug auf
alle Paare/hat ' daheér .deér 'Bankhalter einen Fall mehr fir Ge-
winn als fir Verlust, und da im Ganzen 2n Fille fir die
mogliche Lage der streitigzen Karte vorhanden sind, so ist
seine Gewinnhoffnung in Bezug auf alle Paare, wenn sie un-

verminderten Werth haben, gleich % (s. Taf. 1). Wenn aber

das niichstfolgende Paar fir den Bankhalter verminderten
Werth hat, so giebt es unter allen 22 F4llen einen, durch
welchen er 1 von dem Einsatze seines Mitspielers auf Grund
der dritten Spielregel verliert, was eine Verminderung seiner

1

Gewinnhoffnung um = o (s. Taf. 2) bedeutet. Sub-

2n
. . 1

trahirt man diesen Werth von on und von 0, so erhilt man

1

1
n und — 7y welche Werthe die Gewinnhoffnungen des Bank-

halters in Bezug auf das ganze Spiel und in Bezug auf das erste
Paar angeben (s. Taf. 3 und 6).

II. Wenn der Bankhalter noch zwei Karten des strei-
tigen Werthes hat, so sind fir ihre Lage so viele Moglich-
keiten vorhanden, als es Binionen von 22 Blittern giebt,

2n(2n—1) (2; —1) +  Unter diesen Fillen befindet sich ein

einziger, in welchem die beiden Karten des streitigen Werthes
mit einander combinirt sind. Es giebt also in Bezug auf jedes
vollwerthige Kartenpaar, welches der Bankhalter noch hat,
eittet Fall und in Bezug auf alle » Paare, wenn sie vollwe1th1g
sind, » Fille, in welchen der Bankhalter durch das Zwillings-
paar gewinnt. In Bezug auf das erste Paar, wenn es vollen
Werth hat, ist mithin die Gewinnhoffnung des Bankhalters

nimlich

. 1 1 .
gleich SR PA—1)  Iw—n und in Bezug auf =z voll-
werthige P32 leich L Taf. 5 und 1)
ge Paare gleic: 2n’—n_2n—1(s' . .

Ist die eine Karte des streitigen Werthes die obere Karte des
ersten Paares und deshalb also nach der dritten Spielregel
von geringerem Werthe, so erhilt man, da die zweite Karte
[104] an jeder der 27 =1 fibrigen Stellen — gleichgtiltig
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an welcher Btelle — liegen kann, ebensoviele Fille, in welchen
der Bankhalter den dritten Theil des Einsatzes seines Mit-
spielers einhiisst, | und folglichvermindert sich seine Gewinn-

hoffnung um Grn—1)4 = 51; (s. Taf. 2). Subtrahirt man

2n(2n—1)

2 :
diesen Werth von ! und von -—5——, so bleibt fiir

2n — 1 2n° — n

. 1 .

seine Gewinnhoffnung in dem ganzen Spiele 'Gn’—i3;t ibrig -
und fiir seine Hoffnung mit dem ersten Paare zu gewinnen
—2n 414
m (S. Taf. 3 u 6).

III. Sind noch drei Karten des streitigen Werthes. vor-
handen, so giebt es fiir ihre Lage ebensoviele Fille, als es
2n (2n—1) (2n — 2)

6 .
Aus diesen Fillen suche ich diejenigen heraus, in welchen der
Bankhalter durch ein Zwillingspaar gewinnt. Haben die beiden
Blitter des ersten von 7 noch ilbrigen Paaren den streitigen
Werth, so kann das gleichwerthige dritte Blatt an jedem der
ibrigen 2m — 2 Plitze liegen, und es giebt mithin ebenso-
viele zugehorige Fille; setzt man nun fir 7 nacheinander die
Zahlen 1, 2, 3, ..., m, so erhilt man 0, 2, 4, ... 27 — 2
zugehorige Fille. Folglich giebt es in Bezug auf alle z Paare
0+4+2+444--- 4 (2» — 2) =n (» — 1) Fille, in welchen
der Bankhalter durch ein Zwillingspaar gewinnt und das
8piel beendigt. Daher ist seine Gewinnhoffnung in Bezug
auf das erste Paar, wenn es vollwerthig ist, gleich

Ternionen von 27 Blittern giebt, also

2n — 2 3
= i 1~
Taln — 1) (2n —32)  2n —n und in Bezug auf » voll
6
ot . n(n — 1) 3
werthige Paare gleich wPr— 1 BA—2  in_32
5 .

(s. Taf. 5 u. 1). Wenn aber eine der drei Karten die obere
Karte des ersten Paares ist und deshalb nach .der dritten
Spielregel verminderten Werth. hat, so kommen die beiden
andern Blitter soviele verschiedene Lagen einnehmen, als
die ilbrigen 27z — | Blitter Binionen. zulassen, nimlich
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(2n — 1) (2n — 2),

; in ebensovielen Fillen ermedngt sich der

Gewinn des Bankhalters- “am '-den dritten Theil, und folglich
(2n — 1) (2n — 2) 1
2 3
2n(2n—1)(2n—2)
6

— L (s Taf. 2). Subtrabirt man diesen Werth von
2n 4n—2

vermindert sich seine Gewinnhoffnung um

3 .
und I = % bleibt fiir seine Gewinnhoffnungen in Bezug

auf das ganze. Spiel und in'Bezug auf das erste Paar allein

n + 1 —2n 41
in—2n und I —n tbrig (s. Taf. 3 u. 6). :

(195] IV. Wenn sich- noch alle vier Karten des strei-

‘tigen :Werthes unter den Karten des Bankhalters befirden, so
giebtes: fiir ihre Lage ebensoviele Moglichkeiten, als - Qua-
ternionen ' aus- allen 27 Karten sich bllden lassen, also
2n(2n—'1) (20 — 2) (2n—3) -
. .24

Bltter in'démselben Paare vor, welches das erste von m noch
iibrigen sein mag, so konnen dle iibrigen beiden gleichwerthigen
Blitter so oft ihre Plitze unter den iibrigen 2, — 2 Karten
wechseln, ; als‘diese Binidnen zulassen; [196] es ergeben sich
(2m—2) (2m — 3)

2

gehonge Falle ~ Setzt man nun filr ‘m nacheinander die Zahlen

1,2,3, ..., m, so erhilt man 0, 1 6, 15,28, . (_2”—‘2;(2"_3)

Fille, und es giebt daher im Ganzen 041 +6+ 1 5+28+
4 @n 2)2(2" 3) Falle, in welchen der Bankhalter durch
ein Zwillingspaar gewinnt. - Die Summe der vorstehenden
Reihe, welche _jetzt zu bllden ist, kann auf verschiedene
Welsen gefunden werden. ’

a) Die zweiten Differenzen der Glledel der Reihe sind
einander gleich, und folglich ist sie eine den figurirten Zahlen-
reihen #hnlich gebaute Reihe. Wie derartige Reihen aber zu
summiren sind, habe ich am Ende des Capitels III im zweiten
Theile (Seite 100) gezeigt.

Kommen nun zwei dieser

also fiir das betrachtete. Zwillingspaar
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b) Da die Zahlen der obigen Reihe offenbar mit der Reihe
der Dreieckszahlen iibereinstimmen, nachdem man in der letz-
téren eine um die andere Zahl ge-

strichen hat, so zerlegt man diese
A B C D Reihe A, welche mit zwei Nullen

beginnt, in zwei andere Reihen B
3 2 g g und C, von denen die erstere alle
1 6 | 10 1 an ungerader Stelle stehenden
3 15 | 21 6 Dreieckszahlen enthalt und mit der
6 | 28 | 36 8 obigen Reihe tibereinstimmt, wih-
}g : : : rend die letztere Reihe alle an ge-
2 rader Stelle stehenden Dreiecks-
28 zahlen umfasst. Die Reihe C wird
36 dann nochmals in zwei Reihen
: zerlegt, niimlich in eine Reihe B

und in die Reihe /). Nimmt man
nun aus den Reihen B, C, D die ersten » Glieder und aus der
Reihe 4 die ersten 27 Glieder und bezeichnet man deren Summen
mit den betreffenden Buchstaben, so folgt A=B+4+ C=28
~+ D; also ist B=4 (4 — D). Nun ist (nach Kap. III des

zweiten Theiles) 4 =(2;’) und D = n (n— 1), folglich ist

B— 4n’—96n’ +5n

¢) Das allgemeine Glied der Reihe B ist gleich

(2m_2)2(2m—3)=4m(m2-— D 3pm— 1)=4(’;') _3(’:').

Die Summe der ersten 2 Glieder ist also gleich der vierfachen

Summe aller Zahlen m(m_2—1_) vermindert um die dreifache Summe

aller Zahlen (7 — 1), wobei fiir . nacheinander die Zahlen 1, 2,
3, ... n zu setzen sind. Nach Kap. III des zweiten Theiles

ist {197] die erste Bumme gleich (”_:i_ I)A und die zweite
Summe gleich (Z) Folglich ist B gleich 4 (” _;_ l) — 3(:).
4 —9n* 4 Bn

= 5 , wie vorher.

Es giebt also in Bezug auf das erste Paar

(2n—2) (20— 3)
2
Fille und in Bezug auf alle » Paare, wenn sie vollwerthig
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3 __ gnt = ) -
an 9: + on Fille, in welchen der Bankhalter

durch ein Zwillingspaar gewinnt; diesen beiden Fillen ent-
sprechend haben seine Gewinnhoffnungen die Werthe:

(2n — 2) (21 — 3)

sind,

2 6
2n(2n—1) 2n—2)(2n — 3] 2n* —n
24
und
478 — 9n* 4 5n
6 . 4n — 5
2n(2n—1) (28— 2) (28— 3)  (2—1)(20—3)
24
4n — 5

4n* — 8n 3

(s. Taf. 5 u. 1). Wenn aber eine Karte des streitigen Werthes
die obere Karte des ersten Paares ist und dadurch fiir den Bank-
halter nach der dritten Spielregel verminderten Werth hat, so
konnen die ibrigen drei Blitter so oft verschiedene Plitze ein-
nehmen, als sich Ternionen aus 27 — 1 Bliittern bilden lassen.
(2n— 1) (2n —2) (22— 3)
6
der Bankhalter nur 2 vom Einsatze seines Mitspielers erhilt,
und folglich erfihrt seine Gewinnhoffnung eine Vermmdelung
(2n — 1) (28 — 2) (20 —3) 1
6 3 2
Sw R =1 @ =2 @n —3] —3n & Tafel 2).
24

Subtrahirt man diesen Werth von den beiden vorher gefun-
denen Hoﬁ‘mmgen, so erhilt man fiir die Gemnnhoﬁ'nungen
des Bankhalters in Bezug auf das ganze Spiel und in Bezug
auf das erste Paar die Werthe:

Folglich giebt es

Fille, in welchen

um

4n’—|—n—6 and —4n 4 20
127° — 240" 497 "0 T6n' —3n

(s. Taf. 3 und 6),
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Tafeln fiir den Bankhalter. [Auf 8. [195] des Originals.].

Die 'Anzahl 'der  Blitter: des streitigen - Werthes unter den
noch itbrigen 27 Karten ist

L 1L - IIL - INA

Gewinnhoffnung in Bezug auf alle Paare, wenn diese
als vollwelthlg gezihlt Werden B
1 1 3 - 4n—5
2n’  2n—1’ in—2" 4 —8n+3’ "

2. Kann das erste Paar verminderten Werth haben, so
erniedrigt sich die Gewinnhoffnung um:-
I T 1 : 2
67’ 3n’ 2n’ 3n’
3. Gewinnhoffnung im ganzen Spiele, wenn das erste Paar
minderwerthig sein kann:

1 n+1 |  4n’4n—6
3n’ 60— 3n Ant —2n . 127 —24n* 9%’

4. Gewinnhoffnung im ganzen Spiele, wenn das erste Paar
nicht berucksmhtlgt wird: )

2 n n'—2n ‘ 4n’—'7n'——3"_
6n—3 60'—9n+3 4n'—12n'f11n—3 12n°—36n°+33n—9’

5. Gewinnhoffnung in Bezug auf das erste. Paar, wenn es
als vollwerthig' gezéhlt wird, ohne Riicksicht auf die folgen-
den Paare: _
' 1 3 6

0 —a T : ——
20t —n 20t —n 20t —n’

’

6. Gewmnhoﬁ'nnng in Bezug auf das erste Paar, wenn es
minderwerthig sein kann, ohne Rucksmht anf die folgenden
Paare:

1 —2n-4-4 —2n4+7 ——4n—l—20
67 6n°—3n a0t — 22 - 6n —3n

*) Dies ist der Fall, wenn ein Mitspieler wiihrend des Spieles
ein Blatt neu kauft (2te Spielregel). H.

€.
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8o haben wir von den sechs Tafeln, welche der fran-
zbsische Verfasser gegeben hat, bereits fiinf aufgestellt, und
es bleibt \nur, noch: die vierte-Tafel zu begrinden, welche
den Vortheil des Bankhalters fiir den Fall angiebt, dass
gein erstes Kartenpaar, da er dessen oberes Blatt schon ge-
gehen hat*), nicht berilcksichtigt wird. Diese vierte Tafel
ligst sich aber mit Hiilfe dessen, was in den vorhergehenden
vier Abschnitten gezeigt worden ist, leicht aufstellen, nur muss
man dabei die folgenden zwei Punkte beachten:

1) Das untere Blatt des ersten Paares hat entweder den
streitigen Werth oder nicht. Im ersteren Falle kann der
Bankhalter weder Vortheil noch Schaden haben, da nach der
zweiten Spielregel dieses Blatt als verfrithtes das Spiel be-
endet. [198] Im letzteren Falle dagegen bleibt filr den Bank-
halter die Zahl von Fillen, den Einsatz ganz oder zu 3} zu
erhalten, ilbrig, welche er gehabt hitte, wenn das erste Paar
iiberhaupt nicht vorhanden gewesen wire und er statt » nur
n — 1 Paare gehabt hitte.

2. Nachdem das obere Blatt des ersten Paares gesehen
worden -ist, bleiben nur noch 27 — 1 Karten iibrig, sodass
die Anzahl aller Félle mit der Anzahl der Combinationen
von 22 — 1 Dingen, nicht von 27 -Dingen ithereinstimmt.

Beachtet man diese beiden Punkte, so erkennt man leicht
die Berechtigung des folgenden Verfahrens. Man schreibt
aus den vorhergehenden Abschnitten I bis IV die Briiche der
ersten und zweiten Tafel heraus, wie sie vor ihrer Reduction
lauteten:

L n . nin — 1‘) %n(n— 1)(4n-—5)-
N 5 I 3 R
2. é %(272_1 ; 27&;—1) __1~(27.2—1)

G

*) Dies ist der Fall, wenn ein Mitspieler wahrend des Spieles
ein Blatt neu kauft (2te Splelregel) H.
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Dann ersetzt man in allen Zihlern » durch 2 — 1t und in
allen Nepnern 27z durch 2# — 1 und erhiilt:

1. .
1 n—1 (n—1)(n—2) ?(n—l)(n—2)(4n—9)'

2n—1’ (2n—1)’ (2%—1) ! (2n—1) ’
2 3 4
2. 1 1 1 (2n—3 _1_(27:-—3)

3 3= S, -3\ s

2n—1"’ 2n—1\ ’ 25— 1) '’ 2n—1
5 ¢ (7))
Subtrahirt man nun die Werthe unter (2) von denen unter (1),
8o erhilt man, nachdem man noch die nothigen Reductionen
ausgefithrt hat, die Werthe der obigen Tafel (4).

(199] Vergleicht man nun die Tafeln des Herrn Suwveur
mit den unserigen, so wird man finden, dass jeme an nicht
wenigen Stellen der Verbesserung bediirfen. Was dort aber
tiber das Verhiltniss gesagt wird, in welchem der Vortheil
des Bankhalters mit der zu- oder abnehmenden Kartenzahl
zu~ oder abnimmt, ist auf den ersten Blick aus den ver-

stehenden Tafeln zu ersehen, und deshalb braucht dariiber kein
Wort verloren zu werden.

XXII.

Aufgabe. In irgend einem Glucks- oder Wiirfel-
spiele sei die Anzahl aller Fille ¢, die Anzahl ge-
wisser Fille unter ihnen & und die Anzahl aller
ibrigen Fille a — b = ¢. Titius kauft sich von Qajus
jedes einzelne 8piel oder jeden einzelnen Wurf um
einen Pfennig. Tritt einer der 4 Fille ein, so erhilt
er seinerseits von Cajus m Pfennige; er erhilt da-
gegen nichts, wenn sich einer der ¢ Fille ereignet.
Wenn aber n-mal hintereinander einer der ¢ Fille
eintritt, so erhilt Titius von Cajus seine #» Pfennige
zurtick. Welche Gewinnhoffnungen haben Titius und
Cajus?

Loésung. Diese anscheinend ziemlich verwickelte Aufgabe
bietet keine besondere Schwierigkeiten dar, wenn sie richtig
angegriffen wird1?). Ich fange von rilckwirts an, indem ich an-
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nehme, dass Titius bereits » — 1 Pfenpige verbrawcht, d. h.
schon (# — 1)-mal einen der ¢ Fille erlangt hat und jetzt im
Begriffe ist, den |ine® Wurf zu thun. Dann kann emtweder
einer der & Fille oder nochmals einer der ¢ Fille eintreten.
Titius kann also entweder von Cajus s Miinzen erhalten, von
welchen er n» an ihn bezahlt hatte, [200] sodass er m — n
Pfennige gewinnt, oder seine n Pfennige zurtick erhalten,
sodass er weder Gewinn, noch Verlust hat. Folglich hat Titius
b(m—mn)+4c 0=(m—n)i-
a a
Nun nehme ich an, dass Titius {# — 2)-mal einen der ¢
Fille erlapgt hat und im Begriffe ist, den (% — 1)t® Wurf zu
thun. Erbilt er (wenn er einen der & Fille wirft) von Cajus
m Pfennige, so befriigt sein Gewinn 7 — % + 1 Pfennige, da
er » — 1 Pfennige an Cajus gezahlt hatte. Wirft Titius aber
wieder einen der ¢ Fille, so kommt er zu der eben berech-
neten Gewinnhoffnung der vorigen Annahme. Daher ist jetzt
seine Gewinnhoffnung

b(m—n—+1) + chy_q _ (m—n+1)ab -+ (m—n) cb.

a a?

die Gewinnhoffnung 4, 4 =

kn-2 =

Ferner nehme ich an, dass Titius (= — 3)-mal einen der
¢ Fille erreicht hat und jetzt den (n — 2)'*® Wurf thun will.
Dann hat er b Fille, m Pfennige zu erhalten, also m —n 4 2
Pfennige zu gewinnen, und ¢ Fille, die vorige Gewinnhoffnung
zu bekommen. Folglich ist seine Gewinnhoffnung

bim — 1+ 2)+ chy_s

a
_(m—n+2)a*b4-(m—n-1)acd+ (m—n)cb
p— as . .

Ist (» — 4)-mal einer der ¢ Fille eingetreten, so ergiebt
sich die Gewinnhoffnung #%,_4, welche Titius fiir den niich-
sten Wurf hat, in gleicher Weise:
bim—n+3)+ chy

a
_ (m—n+3)a*b+ (m—n+2)a* cb+-(m—n--1) ac b+(m—n)c*b
ad

hn—3 =

]'m—4 -

So konnte ich fortfahren, die Gewinnhoffnungen des Titius
zu berechnen, wenn (» — 5)-, (m— 6)-, .. .. mal einer der



64 Jakob Bernoulli.

c Fille von ihm erlangt ist. Dies ist aber nicht néthig, da
aus den vorstehenden Werthen das Bildungsgesetz der Ge-
winnhoffnungen ;leicht zu, erkennen ist. [201] Es ergiebt sich
fiir die Gewinnhoffnung des Titius bei Beginn des Spieles
der Werth:

(m—1)a" 1+ (m—2) a"-% b+ (m—3) a3+ - -+ (m—n)cn—1)
an

mb ¢ , c? o1
=—a—[1+ ;+;§+"'+—]

a1

—é[1+2—+3 4. +nc”1]

m(a® — ") [a"—c" nc"
- n a1} a®

a

Dieser Ausdruck giebt die Gewinnhoffnung des Titius und
die Verlustbefiirchtung des Cajus an, wenn der zweite Theil
kleiner als der erste ist, und umgekehrt die Verlustbefiirchtung
des Titius und Gewinnhoffnung des Cajus, wenn der zweite
Theil grosser als der erste ist. Sollen Titius und Cajus nun
gleiche Hoffnungen haben, so miissen 7 und » so bestimmt
werden, dass beide Theile einander gleich werden; es muss
also sein:

at—c* a"—c"  nct
a® - a1} a® ?

woraus, wenn 2 gegeben ist, folgt:

m

a nc?
m=——= — — -
b a*—c"

Ist aber m gegeben, so folgert man aus der letzten Gleichung:
[R02] (a"—c":c"=10bn:(a — bm)
oder a": " = (a — bm + bn): (@ — bm).
Folglich ist:
__log(a — bm +- bn) — log(a — bm)
loga — loge

?

und speciell fiir § = 1:
__log(a — m +- n) — log(a — m)
o loga — loge

e e o e
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Man kann den Werth von » mit Hilfe der logarith-
mischen Linie auf folgende Weise leicht graphisch bestimmen.
In einem ‘willkiirlich (gew#hlten_Punkte A irgend einer logarith-
mischen Curve FADE zieht man die Ordinate AC und
theilt sie in einem Punkte B so, dass sich AB: BC=1b:¢c
verhilt. Ferner bestimmt man den Punkt M auf 4C so, dass
sich AM: AB = mb: b verhilt, und wihlt dann A B als

'3

4 c H
Fig. 1.

Lingeneinheit. Durch die Punkte B und M zieht man darauf
Parallelen zur Axe G'CH, welche die Curve in den Punkten
D und E schneiden. Zu der Verbindungsgeraden A DD zieht
man eine Parallele durch den Punkt E, welche die Curve in
dem Punkte F schneidet. Die Ordinate #'H wird dann von
der Linie EM in dem Punkte IV so geschnitten, dass FN
gleich » Lingeneinheiten ist.

Zahlenbeispiel. Titius will mit 2 Wiirfeln den Sechser-
pasch werfen. Es ist also a =36, d =1, ¢ = 35. Fir
m und » sind die Zahlen [R08) 7 = 6, n = 20 gegeben.
Es ergiebt sich mit Hiilfe der obigen Formel, dass Titius die
Gewinnhoffnung 2,5842 — 4,1192 = — 1,5350 hat; er kann
also nur mit der Befiirchtung zu verlieren das Spiel beginnen
und thut besser, sich gleich vor Beginn desselben mit 1§ Pfennig

Ostwald’s Klassiker. 108. 5
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von seiner Spielverpflichtung loszukaufen. Soll die Hoffnung
beider Spieler anndhernd gleich sein, so findet man, wenn man
den Werth\/7/==20(beibehalt) fir 2 den Werth 9343¥, und,
wenn man den Werth m = 6 beibehilt, fiir » einen zwischen
11 und 12 gelegenen Werth.

Ich bemerke im Allgemeinen zu einem derartigen Glicks-
spiele noch Folgendes:

1. Wenn bei fest gegebenen Werthen von a, b, ¢, m dem
Buchstaben 7z nacheinander die Werthe 1, 2, 3, 4, ... bei-
gelegt werden, so wiichst die Gewinnhoffnung des Titius zuerst
fortwihrend (schon fiir » — 1 ist sie grésser als die Hoffnung
des Cajus).

2. Titius hat die giinstigsten Annahmen fir n =m — 1
und # = m, welche beide denselben Werth filr seine Gewinn-
hoffnung ergeben.

3. Wichst » noch weiter, tiber s hinaus, so nimmt der
Woerth der Gewinnhoffnung des Titius fortwihrend ab, bis sie
schliesslich in Verlustbeftirchtung iibergeht, withrend die Hoff-
nung des Cajus zunimmt.

4. Die Gewinnhoffnung oder Verlustbefiirchtung, welche
Titius hat, wenn » ausserordentlich gross wird, verhilt sich
zu derjenigen, welche er bei einem einzigen Wurfe hat (bei
welchem auf die Bedingung, dass Titius seine # Miinzen zuriick-
erhilt, wenn er in # aufeinander folgenden Wiirfen keinen
der 5 Fillé erzielt, keine Riicksicht genommen wird), wie @ : 4.
Denn die letztere Hoffnung ist (nach Satz III, Zusatz 6 im

ersten Theile) gleich bim — l):— dbnll) = bm:a; [204]

die erstere Gewinnhoffnung ist nach der obigen Formel aber
bm —a
b

oder Verlust, dem Cajus also umgekehrt Verlust oder Gewinn
in Aussicht, je nachdem &m grosser oder kleiner als a ist.

gleich Beide Werthe stellen dem Titius Gewinn

XXIIT.
Aufgabe. Das Spiel mit blinden Wirfeln.

Blinde Wiirfel nennt man die sechs, bei unseren Jahr-
marktsgauklern hiufig zu findenden Wiirfel, welche zwar die
Gestalt gewshnlicher Wiirfel, aber auf fiinf Seitenflichen
keine Augen haben. Auf der sechsten Seitenfliche trigt der
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erste Wiirfel ein Auge, der zweite zwei Augen, ..., der sechste
sechs Augen, sodass die Summe aller Augen auf dem sechs
-Wiirfeln gleichy/210istO] Solche |Wiirfel legen jene Schwindler,
welche die Jahrmarktshesucher prellen wollen, zusammen mit-
einer Liste auf, in welcher die fiir alle Augenzahlen von 1
bis 21 zu gewinnenden Geldpreise verzeichnet sind, wie dies
z. B. auch die weiter unten folgende Tafel zeigt. Wer nun
sein Qlick versuchen will, zahlt dem Gaukler einen Pfennig
-und wirft dann jene sechs Wiirfel anf das Spielbrett; wirft
er eine bestimmte Anzahl Augen, so erhilt er den ansgesetzten
Preis, wirft er aber kein Auge, so ist sein Einsatz verloren.

Losung. Will man die Hoffnungen der Spieler berechnen,
so hat man Folgendes zu beachten.

1. Die Zahl aller Fille bei sechs derartigen Wiirfeln ist
genau so gross wie bei gewohmlichen Wiirfeln, also gleich
‘(erster Theil, 8. 21) 6% = 46 656.

2. Die Anzahl aller Fille, in welchen kein Auge fillt,
ist gleich 5° = 15625; denn da auf jedem Wiirfel fiinf blinde
Seitenflichen sind, so kann jede dieser fiinf Flichen des
ersten Wiirfels mit jeder der fiinf blinden Flichen des zweiten
Wiirfels combinirt werden und jede dieser Combinationen
wiederum mit jeder der fiinf blinden Flichen des dritten Wiirfels,
und so fort, |{205] sodass die Zahl der vorhergehenden Fille
durch den Hinzutritt eines neuen Wiirfels verfiinffacht wird.

3. Jede mogliche Augenzahl wird entweder von einem
oder von zwei oder von noch mehr Wiirfeln erzeugt. Wenn
ein Wiirfel die Zahl liefert, so zeigen die andern finf Wiirfel
blinde Seitenflichen, und folglich sind hier 5° = 3125 Fille
moglich. Wird die Augenzahl von 2, 3, 4, 5, 6 Wiirfeln er-
zeugt, so ergeben sich in gleicher Weise fiir die Anzahl, in
welchen dies geschieht, bez. die Zahlen 5' = 625, 5° = 125,
5% = 25, 5! =5, 5% =

4. Dxeselbe Augenzahl kann im Allgemeinen nicht nur
von mehr oder weniger Wiirfeln, sondern bisweiler auch von
derselben Anzahl Wiirfel aunf mehrfache Weise hervorgebracht
werden. So konnen 12 Augen auf drei Arten von drei Wiirfeln
(14546, 24446, 3+4-}-5) und auf zwei Arten von vier
Wiirfeln (142436, 1 4244 5) erzeugt werden.

Damit nun keine der Arten, auf welche eine der Zahlen
0 bis 21 erzeugt werden kann, iibersehen wird, bedient man
sich annihernd des gleichen Verfahrens, welches oben bei Auf-
gabe XVII angegeben worden ist. Man schreibt der Reihe

5%
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nach die Zahlen 0 bis 21 an den linken Rand ebensovieler
Zeilen, bildet dann die Combinationen ohme Wiederholung der
sechs Zahlen/ 1j|bis6 zuallen Exponenten 1 bis 6 und ver-

" bindet in jeder dieser Combinationen die einzelnen Zahlen durch

Pluszeichen. Schliesslich ordnet man diese Combinationen in
die 22 Zeilen so, dass ihre Semmen mit der Zahl der Zeile
am linken Rande iibereinstimmen. Darauf kann man leicht
die Anzahl der Fille, welche jeder Anzahl Augen entspricht,
bestimmen, ‘indem man die den einzelnen zugehdrigen Er-
zeugungsarten entsprechenden Zahlen von Fillen summirt. So
z. B. erhiilt man fiir die Zahl 12 im Ganzen 425 Fille; denn
da sie auf drei Arten von 3 Wirfeln erzeugt werdem kann
und jeder Art 125 Fille entsprechen, so erhilt man zuniichst
3 - 125 = 375 Fille, und da sie anf zwei Arten von 4 Wiirfeln
gebildet werden kann und jeder Art 25 Fille enmtsprechen, so
kommen noch 2-25 = 50 Fille hinzu, was insgesammt 425
Fille ergiebt. Verfihrt man nun fiir alle Zahlen ven 0 bis 21
in gleicher Weise und addirt man dann alle so erhaltenen
Fille, so muss, wenn keine Art itbersehen und richtig ver-
fahren ist, jhre Summe gleich 46656 sein. [206]

Angzahl Zugehtrige Anzahl | Geldpreise
der Augen Wiirfelcombinationen der Fille|in Pfennigen
0 ... 15625 0
1 T ... 3125 1
2 2 L 3125 1
3 3, 12 ... .. .... 3750 1
4 4 13 .. ... .. .. 3750 1
5 5, 14, 23 .. .. L. 4375 1
6 6, 15, 24, 123. . .| 4500 1
7 16, 25, 34, 124. . . 2000 1
8 26, 35, 125, 134. . .| 1500 1
9 36, 45, 126, 135, 234 1625 2
10 46, 136, 145, 235, 1234 1025 2
11 56, 146, 236, 245 1235| 1025 2
12 156, 246, 345, 1236, 1245] 425 2
13 256, 346, 1246, 1345. . . 300 2
14 356, 1256, 1346, 2345. . . 200 3
15 456, 1356, 2346, 12345. . .| 180 3
16 1456, 2356, 12346 . . . . . . 55 3
17 2456, 12356 . . . . . . . . . 30 4
18 3456, 12456 . . . . . . . . . l 30 5
19 13456 . . . . . . ... ... i 5 12
20 23456 . . ... ... .. .. z 5 45
21 123456 . . . . . .. ... .. . 1 90

Summe: 46 666
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[807) Nachdem man diese Tafel aufgestellt hat, bleibt
nichts weiter zu thun tibrig, als die Zahlen der Fille in den
zugehorigen) Geldpreis ozn-(multipliciren und die Summe der
Produete durch 46656 zu dividiren, um die Hoffnung des
Spielers zu berechnen, filr welche man so den Werth $§31#
erhilt. Der Spieler hitte also nur den §§§Zg!™ Theil eines
Pfennigs einzusetzen, wenn er dieselben Gewinnaussichten wie
der Unternehmer haben sollte; da er aber einen ganzen Pfennig
eingesetzt hat, so bemisst die Differenz nimlich %78}, seine
Verlustbefiirchtung und die Gewinnhoffnung des Unternehmers.

[208] XXIV.

Aufgabe. Bei dem gleichen Spiele, wie in der
vorigen Aufgabe, einigt sich der Unternehmer mit
dem Spieler- dahin, dass dieser seine eingesetzten
Pfennige zurfickerhilt, wenn er fiinfmal hinter ein-
ander kein Auge wirftt Welche Hoffnungen haben
jetzt Beide?

Losung. Ich sah einst auf einem Jahrmarkte einen Gaukler,
welcher den Umstehenden, um sie anzulocken, noch die ge-~
nannte Verginstigung anbot und mich dadurch veranlasste,
tiber die oben behandelte Aufgabe XXII nachzudenken. Da
deren Losung ganz allgemem gegeben worden ist, so bleibt
mir hier nur noch tibrig, in derselben an Stelle der Buch-
staben die betreffenden Zahlen zu setzen. Wie aus der vorigen
Aufgabe klar ist, haben hier die Buchstaben @, 4, ¢ und »
der Aufgabe XXII die Werthe:

a = 46656, b= 31031, ¢ = 15625, n = 5.

Da die Anzahl der Miinzen, welche der Spieler in den ein-
zelnen Fillen gewinnt, verschieden ist, so muss man fiir m
seinen zu erwartenden Gewinn setzen, welcher gleich den
arithmetischen Mitteln aus simmtlichen einzelnen Gewinnen
ist, also

m= 4§14t -

‘In der That geben 31031 Fille fir $$373 und 15625 Fille
fir 0 dem Spieler die gleiche Hoffnung 3§8Z%, welche bei
der vorigen Aufgabe sich fiir ihn ergeben hatte.
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[209]) Setzt man diese Zahlenwerthe in die erste Formel
auf Seite 64 ein, so findet man*) fiir die Gewinnhoffnung des
Spielers; 0,314,620 4-0,02239 = — 0,29281,

Da nun die Verlustbefiirchtung des Spielers in der vorigen
Aufgabe gleich #5784 — 0,20964 gefunden wurde, also fast
nur zwei Drittel der jetzt gefundenen 0,29281 betrigt, so ist
klar ersichtlich, dass die Bedingung der Zuriickgabe des Ein-
satzes an den Spieler, welche der alte geriebene Gauner
scheinbar zu dessen Gunsten hinzugefiigt hat, nur zn dessen
grosserem Nachtheile ist. Ich bemerke noch, dass der Gaukler,
selbst wenn er schon nach zwei erfolglosen Wiirfen den ganzen
Einsatz zuriickzugeben sich verpflichtete, noch griossere Gewinn-
hoffnung haben wiirde, , als wenn er diese Bedingung gar nicht
hinzugefiigt hitte. '

*) Die von Bernoulli ansfiihrlich mitgetheilte Rechnung ist wegen
des zu geringen Interesses, welches sie darbietet, unterdriickt.
H.
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Vierter Theil.

Anwendung der vorhergehenden Lehre auf biirgerliche,
sittliche und wirthschaftliche Verhéltnisse.

Kapitel L.

~ Einleitende Bemerkungen ilber Gewissheit, Wahrschein-
lichkeit, Nothwendigkeit und Zufilligkeit der Dinge.

Die Gewissheit irgend eines Dinges ldsst sich entweder
objectiv, d. h. an sich betrachten und bezeichnet in diesem
Falle nichts anderes als das wirkliche gegenwirtige oder zu-
kiinftige Vorhandensein jenes Dinges, oder subjectiv, d. h.
in Bezug auf uns und besteht dann in dem Maasse unserer
Erkenntniss hinsichtlich dieser Wirklichkeit.

Alles, was unter der Sonne existirt oder entsteht, das
Vergangene, das Gegenwirtige und das Zukiinftige hat an
sich die hochste Gewissheit. Hinsichtlich der gegenwiirtigen
und vergangenen Dinge ist diese Behauptung von selbst ein-
leuchtend, da eben jene Dinge dadurch, dass sie vorhanden
sind oder gewesen sind, die Moglichkeit, dass sie nicht exi-
stiren oder existirt haben, ausschliessen. Auch hinsichtlich
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- der zukilnftigen Dinge ist nicht daran zu zweifeln, [211] dass

sie vorhanden sein werden, wenn auch nicht mit der unab-
wendbaren Nothwendigkeit irgend eines Verhingnisses, so doch
auf Grund gottlicher)Voraussicht und Vorherbestimmung. Denn
wenn das, was zukiinftig ist, nicht sicher sich ereignet, so ist
nicht einzusehen, warum dem hgchsten Schopfer der unein-
geschrinkte Ruhm der Allwissenheit und Allmacht zukommen
sollte. Dariiber aber, wie sich diese Gewissheit des zukiinftigen
Seins mit der Zufilligkeit und der Unabhingigkeit der wir-
kenden Ursachen vertriigt, mogen andere streiten; wir wollen
hieranf, da dies unserem Ziele fern liegt, nicht eingehen.

Die in Bezug auf uns betrachtete Gewissheit der Dinge
ist nicht bei allen die gleiche, sondern variirt vielfach nach
oben und unten. Jene Dinge, von welches es uns durch
Offenbarung, Ueberlegung, sinnliche Wahrnehmung, Erfahrung,
Autopsie oder irgendwie anders gewiss ist, dass wir an ihrer
gegenwirtigen 'oder zukiinftigen Existenz nicht Zweifel haben
diirfen, besitzen fiir uns die hochste und absolute Gewissheit.
Alle iibrigen Dinge erhalten ein, gemiss unserer Erkenntniss
unvollkommneres Maass der Gewissheit, welches grosser oder
kleiner ist, je nachdem mehr oder weniger Wahrscheinlich~
keiten dafiir vorhanden sind, dass irgend ein Ding ist, sein
wird oder gewesen ist.

Die Wahrscheinlichkeit ist némlich ein Grad der Ge-
wissheit und unterscheidet sich von ihr wie ein Theil vom
Ganzen. Wenn z. B. die volle und absolute Gewissheit, welche
wir mit @ oder 1 bezeichnen, aus fiinf Wahrscheinlichkeiten
oder Theilen bestehend angenommen wird, von denen drei fiir
das gegenwiirtige oder zukiinftige Eintreten irgend eines Er-
eignisses und die fibrigen beiden dagegen sprechem, so soll
das Ereigniss 3 a oder § der Gewissheit besitzen.

Es wird also von zwei Dingen dasjenige wahrschein-
licher sein, welches den grosseren Theil der Gewissheit be-
sitzt, wenn aunch im gewdhnlichen Sprachgebrauche nur das
wirklich wahrscheinlich genannt wird, dessen Wahrschein-
lichkeit merklich grosser als die Hilfte der Gewissheit ist.
Ich sage: merklich; denn das Ding, dessen Wahrscheinlich-
keit annihernd nur der Hilfte der Gewissheit gleich ist, wird
zweifelhaft oder schwankend genannt. Es ist also das, was
4 der Gewissheit besitzt, wahrscheinlicher als etwas, was 4y
der (ewissheit fir sich hat; keines von beiden ist aber that-
sichlich wahrscheinlich.
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Moglieh ist das, was einen, wenn auch sehr kleinen Theil
der Gewissheit fiir sich hat; unmdoglich ist dagegen das, was
keinen oder einen; mnendlich kleinen Theil der Gewissheit be-
sitzt. Moglich ist also z. B. das, was 4y oder 4 der Ge-
wissheit fiir sich hat.

Moralisch gewiss ist etwas, dessen Wahrscheinlichkeit
nahezu der vollen Gewissheit gleichkommt, sodass ein Unter-
schied nicht wahrgenommen werden kann. Meralisch un-
moglich dagegen ist das, was nur so viel Wahrscheinlichkeit
besitzt, als dem moralisch Gewissen an der vollen Gewissheit
mangelt. [212] Wenn man also das, was %% der Gewiss-
heit fiir sich hat, als meralisch gewiss betrachtet, so ist das,
was nur gy der Gewissheit fiir sich hat, moralisch un-
moglieh.

Nothwendig ist das, was sein, werden oder gewesen sein
muss, und zwar ist die Nothwendigkeit entweder eine
physische — wie es z. B. nothwendig ist, dass das Feuer brennt;
dass das Dreieck drei Winkel besitzt, deren Summe gleich zwei
Reehten ist; dass eine Mondfinsterniss eintreten muss, wenn
sieh der Mend zur Zeit des Vollmondes in einem Knoten-
punkte befindet —, oder eine hypothetische, in Folge
deren jedes Ding, so lange es ist oder gewesen ist oder als
seiend oder gewesen seiend angenommen wird, existiren oder
existirt haben muss — in diesem Sinne ist es nothwendig,
dass Peter, von welchem ich weiss und annehme, dass er
schreiben wird, auch wirklich schreibt —, oder schliesslich
eine durch Uebereinkommen vereinbarte — z. B. muss ein
Wiirfelspieler, welcher mit einem Wirfel sechs Augen ge-
worfen hat, nothwendiger Weise gewonnen haben, wenn unter
den Spieltheilnehmern vorher vereinbart worden war, dass der
Sieg an einen Wurf von sechs Augen gekniipft sein soll.

Zufillig (sowohl insofern es von der Willkiir eines mit
Vernunft begabten Wesens, als auch insofern es von einem
zufilligen Ereignisse oder vom Schicksal abhingt) ist das,
was nieht sein, werden oder gewesen sein konnte, wohl-
verstanden in Folge einer entfernten, nicht der nichsten Mog-
lichkeit; denn nicht immer schliesst die Zufilligkeit die Noth-
wendigkeit bis zu Ursachen von untergeordneter Bedeutung ganz
aus, wie ich an Beispielen erliutern will. Ganz gewiss ist es,
dass ein Wirfel bei gegebener Lage, Geschwindigkeit und
Entfernung vom Wiirfelbrette von dem Augenblicke an, in
welchem er die Hand verldsst, nicht anders fallen kann, als
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er thatsichlich auch fillt. Ebenso kann das Wetter bei einer
bestimmten gegenwiirtigen Beschaffenheit der Atmosphiire, bei
bestimmter Menge, Lagerung, Bewegung, Richtung, Geschwin-
digkeit der 'Winde, Diinste und Wolken und bestimmten
mechanischen Gesetzen, nach welchen sich diese simmtlich
untereinander bewegen, morgen nicht anders sein, als es wirk-
lich sein wird. "Diese Wirkungen folgen aus ihren nichsten
Ursachen nicht weniger nothwendig, als die Erscheinungen der
Finsternisse aus der Bewegung der Gestirne. Und dennoch
hilt man an der Gewohnheit fest, nur die Finsternisse zu den
nothwendigen Ereignissen, die Fille des Wiirfels und die zu-
kiinftige Gestaltung des Wetters aber zu den zufilligen Er-
eignissen zu rechnen. Der Grund hiervon liegt ausschliesslich
darin, dass das, was zur Bestimmung spéterer Geschehnisse als
gegeben angenommen wird und in Wirklichkeit auch gegeben
ist, uns noch nicht hinreichend bekannt ist; wiire es uns aber
hinreichend bekannt, so ist das Studium der Mathematik
und Physik gentigend weit ausgebildet, damit wir aus gegebenen
Ursachen die spiteren Wirkungen ebenso berechnen konnten,
wie wir z. B. aus den bekannten astronomischen Gesetzen
die Finsternisse berechnen und voraussagen koénnen. Bevor
aber die Astronomie zu solcher Vollkommenheit gelangt war,
musste man die Finsternisse deshalb genau so wie die beiden
andern oben angefithrten Ereignisse zu den kiinftig zufillig ein-
tretenden zihlen. Daraus folgt, dass einem Menschen und zu
einer bestimmten Zeit etwas als zufillig erscheinen kann, was
einem andern Menschen [213] (ja sogar auch demselben) zu
einer andern Zeit, nachdem die Ursachen davon erkannt sind,
als nothwendig erscheint. Daher hingt die Zufilligkeit vor-
nehmlich auch von unserer Erkenntniss ab, insofern als wir
keinen Grund wahrnehmen kénnen, welcher dagegen spricht,
dass etwas nicht ist oder njcht sein wird, trotzdem es auf
Grund der nichsten, uns aber noch unbekannten Ursache noth-
wendig ist oder sein wird.

Ein Glick oder ein Ungliick nennt man das Gute oder
Schlimme, was uns widerfihrt, aber nicht jedes beliebige
Gute oder Schlimme, sondern nur das, was wahrscheinlicher
oder mindestens gleich wahrscheinlich uns nicht hitte zu-
stossen konnen; das Glick oder Unglick ist daher um so
grosser, je weniger wahrscheinlich es war, dass das Gute oder
Schlimme sich ereignen wiirde. So ist derjenige besonders
vom Gliick begiinstigt, welcher beim Graben in der Erde einen
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Schatz findet, da dies in tausend Fillen nicht einmal eintritt.
Wenn von zwanzig Fahnenflichtigen einer, welcher zum ab-
schreckenden Beispiele ftx1Alle gehingt werden soll, aus-
geloost wird, so konnen die neunzehn iibrigen, welchen das
Schicksal hold gesinnt war, nicht eigentlich gliicklich genannt
werden, sondern nur jener zwanzigste, welchen das verhing-
nissvolle Loos getroffen hat, ist der ungliicklichste. Kehrt
dein Freund auws einer Schlacht, in welcher nur ein kleiner
Theil der Kimpfer fiel, unverletzt zuriick, so kannst du ihn
nicht gliicklich nennen, wenn du ihn nicht vielleicht deswegen
so nennen willst, weil er durch das Gliick, welches in der
Erhaltung des Lebens liegt, ausgezeichnet ist.

Kapitel II.

Wissen und Vermuthen. Vermuthungskunst. Beweis-
grimde fir Vermuthungen. Einige allgemeine hierher-
gehorige Grundsiitze.

Wir sagen von dem, was gewiss und unzweifelhaft ist,
dass wir es wissen oder kennen, von allem andern aber,
dass wir es nur vermuthen oder annehmen.

Irgend ein Ding vermuthen heisst soviel als seine Wahr-
scheinlichkeit messen. Deshalb bezeichnen wir als Ver-
muthungs- oder Muthmaassungskunst (ars conjectandi
sive stochastice) die Kunst, so genau als mdglich die Wahr-
scheinlichkeiten der Dinge zu messen und zwar zu dem Zwecke,
dass wir bei unseren Urtheilen und Handlungen stets das aus-
wihlen und befolgen konnen, was uns besser, trefflicher,
sicherer oder rathsamer erscheint. Darin allein beruht die
ganze Weisheit des Philosopben und die ganze Klugheit des
Staatsmannes.

[214] Die Wahrscheinlichkeiten werden sowohl nach der
Anzahl als auch nach dem Gewichte der Beweisgriinde
geschitzt, welche auf irgend eine Weise darthun oder anzeigen,
dass ein Ding ist, sein wird oder gewesen ist. Unter dem
Gewichte aber verstehen wir die Beweiskraft.

Die Beweisgrinde sind entweder innere, schlechthin
kiinstliche, genommen aus den beweisenden Punkten der Ur-
sache, der Wirkung, des Subjectes, der Verbindung, des An-
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zeichens oder eines beliebigen anderen Umstandes, weleher
irgend einen Zusammenhang mit der zu beweisenden Sache zn
haben scheint,, oder,dussere  und nicht kiinstliche, hergemom-
men aus der Autoritit und den Zeugnissen der Menschen.
Z. B. Titius wird unterwegs ermordet aufgefunden, Maevius
wird des vollbrachten Mordes beschuldigt; die Beweisgréinde
der Anklage sind: 1. Maevius hatte bekanntermaassen eimen
Hass auf Titins geworfen (ein Beweisgrund hergenommen von
der moglichen Ursache, denn dieser Hass komnte Maevius zu
dem Morde veranlasst haben); 2. Maevius erbleichte beim
Verhore und antwortete #ngstlich (ein Beweisgrund hergenom-
men von der Wirkung, da das Erbleichen und die Angst durch
das Bewusstsein des verfibten Mordes hervorgerufen sein
konnen); 3. im Hause des Maevius wurde ein blutiger Dolch
gefunden (hier liegt ein Anzeichen vor); 4. an demselben Tage,
an welchem Titius getidtet wurde, war auch Maevius den
gleichen Weg gegangen (hier liegt ein Umstand des Ortes und
der Zeit vor); 5. Cajus sagt aus, dass am Tage vor dem
Morde zwischen Titius und Maevius ein Streit stattgefunden
hat (dies ist ein Zeugniss).

Bevor wir aber zu unserer eigentlichen Aufgabe, zu zeigen,
wie man diese Beweisgriinde fiir Vermuthungen zur Messung der
Wahrscheinlichkeiten verwenden muss, ilbergehen, sei es uns
gestattet, einige allgemeine Regeln oder Axiome hier voraus-
zuschicken, welche die blosse Vernunft jedem Menschen mit ge-
sundem Verstande diktirt und welche auch im gewdhnlichen Leben
von den einsichtsvolleren Menschen immer beobachtet werden.

1. Bei Dingen, itber welche man volle Gewissheit
erlangen kann, sind Vermuthungen unzulissig. Es
wire also widersinnig, wenn ein Astronom, welcher weiss,
dass jdhrlich zwei oder drei Mondfinsternisse eintreten, von
irgend einem Vollmonde vermuthen wollte, ob er verfinstert
sein werde oder nicht, da er ja die Wahrheit durch sichere
Berechnung ermitteln kann. Ebenso wiirde der Richter, welcher
auf seine Frage nach dem Verbleibe des gestohlenen Gutes
von dem Diebe die Antwort erhilt, dass er dasselbe an
Sempronius verkauft habe, thoricht handeln, aus der Geberde
oder aus dem Tone des Diebes oder aus der Beschaffenheit
des gestohlenen Gutes oder aus anderen Umstinden bei dem
Diebstahle Vermuthungen itber die Wahrscheinlichkeit dieser
Antwort zu folgern, wenn Sempronius zugegen ist und er von
ihm alles gewiss und leicht erfahren kann.
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2. Es geniigt nicht nur den einen oder den anderen
Beweisgrund zu erwigen, sondern man muss alle Be-
weisgrinde untérsnchen, welche zu unserer Kenntniss
kommea konnen [215] und in irgend welcher Beziehung
dem Beweise der Sache dienlich zu sein scheinen.
Z. B. Es fahren drei Schiffe aus dem Hafen fort; nach einiger
Zeit wird gemeldet, dass eines von ihnen durch Schiffbrauch
zu Grunde gegangen ist, und wir stellen nun Vermuthungen
an, welches von den dreien es sei. Wiirden wir nun allein
die Anzahl der Schiffe in Betracht ziehen, so miissten wir
schliessen, dass das Unglick jedem von ihpen gleich leicht
zugestossen sein konnte; da wir uns aber erinnern, dass eines
der drei Schiffe morsch und alt und schlecht mit Segeln und
Raaen ausgeriistet war, auch einen jungen, unerfahrenen Steuer-
mann hatte, so ist es uns wahrscheinlicher, dass dieses Schiff
zu Grunde gegangen ist, als eines der beiden anderen.

3. Man muss nicht nur alle Griinde beachten,
welche fiir eine Bache sprechen, sondern auch alle,
welche gegen dieselbe angefihrt werden konnen,
damit nach genauer Abwigung beider klar ersicht-
lich ist, welche tiberwiegen. Hinsichtlich eines sehr
lange schon von . der Heimath abwesenden Freundes wird
gefragt, ob man ihn fiir todt erkliren kinne. Fiir die Be-
jahung der Frage sprechen folgende Griinde: Trotz aller
aufgewendeten Mithe hat man innerhalb voller zwanzig Jahre
keine Nachricht tiber ihn erhalten kénnen. Reisende sind sehr
vielen Lebensgefahren ausgesetzt, vor demen die zu Hause
Bleibenden bewahrt sind; vielleicht ist er also in den Wellen
umgekommen, vielleicht ist er unterwegs ermordet worden,
vielleicht ist er im Kampfe oder durch eine Krankheit oder
durch irgend einen Ungliicksfall und an einem Orte, an welchem
ibn niemand kannte, um das Leben gekommen. Wire er noch
am Leben, 8o mitsste er schon ein Alter erreicht haben,
welches sogar zu Hause nur wenigen Menschen zu erreichen
vergonnt ist. Er wiirde geschrieben haben, wenn er auch an
den entlegensten Kiisten -Indiens wire, da er wusste, dass
ihm zu Hause eine Erbschaft in Aussicht stand; und sonstige

-Griinde. Mit diesen Beweisgriinden darf man sich aber nicht

begniigen, sondern man muss diesen die folgenden, welche fiir
die Verneinung der aufgeworfenen Frage sprechen, entgegen-
stellen: Es ist bekannt, dass er ein leichtsinniger, nachlissiger
Mensch war, dass er ungern zur Feder griff, dass er auf
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Freunde nichts hielt. Vielleicht ist er von Wilden gefangen
fortgeftihrt worden, sodass er nicht schreiben konnte; viel-
leicht hat)er/ ané¢h)aus|Indien ceinigemal geschrieben und sind
die Briefe entweder durch Nachlissigkeit der Boten oder
durch Schiffbruch verloren gegangen. Schliesslich sind Viele
noch linger ausgeblieben und doch endlich unversehrt noch
in die Heimath zurtickgekehrt.

4. Zur Beurtheilung allgemeiner Dinge geniigen
allgemeine und generelle Beweisgrinde; um aber
Vermuthungen iiber individuelle Dinge sich zu bilden,
muss man auch besondere und individmelle Griinde,
wenn man sie irgendwie nur haben kann, heranziehen.
Handelt es sich ganz allgemein nur darum, anzugeben, um
wieviel wahrscheinlicher es ist, dass ein junger Mann ven
zwanzig Jahren einen sechzigjihrigen Greis tiberlebt, als dieser
jenen, so giebt es ausser dem Unterschiede des Alters und
der Jahre nichts, was man in Betracht ziehen kann. .Wenn
aber von zwei bestimmten Personen, dem jungen Peter und
dem alten Paul die Rede ist,.so muss man auch noch den
Gesundheitszustand beider und die Sorgfalt, [216] welche jeder
auf seine Gesundheit verwendet, beriicksichtigen; denn wenn
Peter krank ist, wenn er seinen Leidenschaften die Ziigel
schiessen lisst und unmissig lebt, so kann Paul, trotzdem er
weit dlter ist, demnoch mit vollstem Rechte hoffen, Peter
tiberleben zu kénnen.

5. Bei ungewissen und zweifelhaften Dingen muss
man sein Handeln hinausschieben, bis mehr Licht
geworden ist. Wenn aber die zum Handeln giinstige
Gelegenheit keinen Aufschub duldet, so muss man
von zwei Dingen immer das auswihlen, welches pas-
sender, sicherer, vortheilhafter und wahrscheinlicher
als das andere erscheint, wenn auch keines von bei-
den thatsichlich diese Eigenschaften hat. So ist es
bei einer ausgebrochenen Feuersbrunst, aus welcher du mnicht
anders entrinnen kannst, als dass du entweder hoch oben
vom Dache oder aus irgend einem unteren Stockwerke herab-
springst, fir dich besser, das Letztere zu wihlen, weil es
grossere Sicherheit bietet, wenn auch keines von Beiden-véllig
sicher ist und ohne Gefahr, sich zu verletzen, ausgefiihrt
werden kann.

6. Was in irgend cinem Falle niitzen und in keinem
Falle schaden kann, ist dem vorzuziehen, was in

-,
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keinem Falle niitzt oder schadet. Hierher gehtrt das,
von welchem unser Spriichwort gilt:

»Hilft es mnicht, so schadet es nicht!<

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn das, was
niitzen kann, ist unter somst gleichen Umstinden besser,
sicherer und wiinschenswerther als das, was nicht niitzen kann.
7. Den Werth menschlicher Thaten darf man nicht
nach ihrem Erfolge schétzen. Denn die thorichtsten Hand-
lungen haben zuweilen den besten Erfolg, wihrend die kliigsten
dagegen den schlechtesten haben. Daher sagt der Dichter:

Careat successibus, opto, quisquis ab eventu
facta notanda putat*).

Wenn es z. B. ein Spieler unternimmt, mit drei Wiirfeln auf einen
Wurf dreimal sechs Augen zu werfen, so wird man von ihm,
selbst wenn er zufillig gewinnen sollte, sicherlich sagen, dass
er thoricht gehandelt habe. Verkehrt sind die Urtheile des
Volkes, welchem ein Mensch um so hervorragender erscheint, je
mehr er vom Gliicke begiinstigt ist, von welchem sogar ein
gilnstiges Verbrechen oft noch als gute That angesehen wird;
hieriiber sagt wieder Owen!!) treffend:

Epigr. Iib. sing., Num. 2186.

Quod male consultum cecidit feliciter, Ancus
Arguitur sapiens, qui modo stultus erat;
Quod prudenter erat provisum, si male vortat,

Ipse Cato populo judice stultus erit**).

8. Wir miissen uns bei unseren Urtheilen hiiten,
‘Dingen mehr Gewicht beizulegen, als ihnen zukommt,
und etwas, was wahrscheinlicher ist, als etwas An-
deres fiir ganz sicher zu halten oder Anderen als
solches aufzudringen. Wir miissen nimlich unser Ver-
trauen, welches wir in Dinge setzen, (217] dem Grade ihrer

*) Mag Jeder des Erfolges entbehren welcher meint nach
ihrem Erfolge die That schitzen zu miissen. H.
**) Etwas, das schlecht iiberlegt war, glﬁckte dem Ancus,
.d’rum wird er
Plotzlich ein Weiser genannt, eben noch galt er fiir dumm;
Ist aber etwas klug iiberlegt, doch iibel der Ausgang,
Hilt das thorichte Volk selbst einen Cato fiir du}}m
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Gewissheit proportional und um ebensoviel kleiner nehmen, als
die Wahrscheinlichkeit des Dinges selbst kleiner als seine Gewiss-
heit ist, \was,/wirhdurchCdas) Spritchwort auszudriicken pflegen:

sMan muss ein jedes in seinem Werth und
Unwerth beruhen lassen.«

9. Weil aber doch nur selten volle Gewissheit
erlangt werden kann, so wollen es die Nothwendig-
keit und das Herkommen, dass das, was nur moralisch
gewiss ist, fir unbedingt gewiss gehalten wird. Es
wiirde also niltzlich sein, wenn auf Veranlassung der Obrig-
keit bestimmte Grenzen fiir die moralische Gewissheit fest-
gesetzt wiirden, wenn z. B. entschieden wiirde, ob zur Er-
zielung dieser &% oder %% der Gewissheit verlangt werden
miissen, damit ein Richter nicht parteiisch sein kann, sondern
einen festen Gesichtspunkt hat, welchen er beim Fillen des
Urtheiles bestindig im Auge behilt.

Noch mehr derartige Axiome kann jeder, welcher im ge-
wohnlichen Leben bewandert ist, auf eigene Faust aufstellen;
wir konnen nicht alle, zumal uns die passende Gelegenheit
fiir ihre Anwendung mangelt, im Ged#chtnisse haben.

Kapitel III.

Verschiedene Arten von Beweisgriinden; Schitzung ihres
Gewichtes fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
von Dingen.

Derjenige, welcher die Beweisgriinde eines Urtheils oder
einer Vermuthung priift, wird drei verschiedene Arten unter-
scheiden: einige Beweisgriinde sind nothwendig vorhanden
und zeigen die Sache zufillig an, andere sind zufillig
vorhanden und zeigen die Sache nothwendig an, und
endlich noch andere sind zuf#llig vorhanden und zeigen
die Sache auch zufillig an. Ich erliutere den Unterschied
an Beispielen: Mein Bruder hat mir schon lange Zeit keinen
Brief geschickt; ich bin nun im Zweifel, ob seine Triigheit
oder Geschiifte daran schuld sind, befiirchte aber auch, dass
er vielleicht gar gestorben ist. Hier sind also drei Griinde
fir das Ausbleiben von Briefen: Triigheit, Tod und Geschifte.
Der erste dieser Griinde ist nothwendig vorhanden (in Folge
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hypothetischer Nothwendigkeit, weil ich von meinem Bruder
weiss und annehme, dass er triige ist), aber er zeigt das Aus-
bleiben der) Briefe| nur)zufillig-an, da diese Trigheit meinen
Bruder nicht hitte am Schreiben zu hindern brauchen. Der
zweite Grund ist zufillig vorhanden (denn es kann mein Bruder
noch am Leben sein), aber er zeigt das Ausbleiben der Briefe
nothwendig an, da ein Todter nicht schreiben kann. [218]
Der dritte Grund ist zufillig vorhanden und zeigt auch das
Ausbleiben der Briefe zufillig an, da mein Bruder Geschiifte
haben oder auch nicht haben kann, und da sie im ersteren
Falle nicht so umfangreich zu sein brauchen, dass sie ihn
vom Schreiben abhalten. — Ein weiteres Beispiel ist das
folgende: Ein Spieler soll nach den getroffenen Vereinbarungen
gewinnen, wenn er mit zwei Wirfeln sieben Augen wirft,
und ich will vermuthen, ob er Hoffnung auf Gewinn hat.
Hier ist der Beweisgrund fiir den Sieg der Wurf von sieben
Augen, welcher den Sieg mit Nothwendigkeit anzeigt (nimlich
kraft der von den Spieltheilnehmern getroffenen Vereinbarung),
aber dieser Grund ist nur zufillig vorhanden, da ja ausser
den sieben Augen auch eine andere Anzahl von Augen fallen
- kann.

Ausser dieser Verschiedenartigkeit der Beweisgriinde mag
man noch einen weiteren Unterschied zwischen ihnen beachten,
insofern als einige derselben reine, andere gemischte sind.
Reine Beweisgrilnde nenne ich solche, welche in einigen
Fillen eine Sache so beweisen, dass sie in anderem Fillen
nichts posjtiv beweisen; gemischte Beweisgrinde aber
nenne ich solche, welche in einigen Fillen eine Sache so be-
weisen, dass ‘sie in anderen Fillen das Gegentheil derselben
beweisen. Z. B. In einem Haufen von sich Streitenden wird
einer derselben mit einem Schwerte erstochen und durch das
Zeugniss vertrauenswiirdiger Menschen wird festgestellt, dass
der Thiter einen schwarzen Mantel getragen hat. Wenn
nun von den Streitenden Gracchus und drei Andere mit
schwarzen Minteln bekleidet waren, so wird dieses Kleidungs-
stiick einen Beweisgrund dafiir abgeben, dass der Mord von
Gracchus vertibt wurde, aber nur einen gemischten; denn in
einem Falle beweist der Mantel seine Schuld, in drei Fillen
aber seine Unschuld, je nachdem der Mord von ihm selbst oder
von einem der drei Andern vertibt worden ist, und er kann
nicht von diesem Letzteren ausgefithrt sein, ohne dass Gracchus
unschuldig ist. Ist aber in dem angestellten Verhore Gracchus

Ostwald's Klassiker. 108. 6
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erbleicht, so liefert dieses Erbleichen einen reinen Beweis-
grund; denn es beweist die Schuld des Gracchus, wenn es
von dem,bosen | Gewissen herkommt, es bezeugt aber nicht
seine Unschuld, wenn es durech irgend eine andere Ursache
veranlasst ist, da Gracchus sehr leicht aus einer solchen er-
bleicht und dabei doch der Morder sein kann.

Aus dem bisher Gesagten ist klar ersichtlich, dass die
Beweiskraft, welche irgend ein Beweisgrund hat, von der
Menge der Fille abhiingt, in welchen dieser vorhanden oder
nicht vorhanden sein kann, eine Sache anzeigen oder nicht
anzeigen oder auch ihr Gegentheil anzeigen kann. Daher kann
der Grad der Gewissheit oder die Wahrscheinlichkeit, welche
dieser Beweisgrund liefert, aus jenem Fillen mit Hiilfe der.
Lehren des ersten Theiles genau so berechnet werden, als
wie die Hoffnungen der Theilnehmer an einem Gliicksspiele
gefunden zu werden pflegen. Um dies zu beweisen, nehmen
wir an, dass die Anzahl der Fille, in welchen ein Beweis-
grund zufillig vorhanden sein kann, [219] gleich 5, die der
Fille, in welchen ein Beweisgrund nicht vorhanden sein kann,
gleich ¢, und die Anzahl beider Fille 4 4 ¢ = a ist. Ferner
sei die Anzahl der Fille, in welchen der Beweisgrund eine
Sache zufillig anzeigt, gleich @, in-welchen er sie nicht oder
ihr Gegentheil anzeigt, gleich y und die Anzahl beider Fille
g+ y=a Wir_nchmen noch an, dass glle Fille gleich

oglich sind, d. h. dass jeder Fall mit derselben Leichtigkeit
%m&ere eintreten kann. Im andern Falle nehmen
wir eine Abinderung vor, indem wir an Stelle eines jeden
leichter eintretenden Falles soviele Fille zihlen, als dieser
Fall leichter als die iibrigen eintritt; so z. B. zihlen wir statt
eines dreifach leichteren Falles drei Fiille, welche mit der
gleichen Leichtigkeit wie die iibrigen eintreten konnen.

1. Wenn nun ein Beweisgrund zufillig vorhanden sein
kann und nothwendig eine Sache anzeigt, so giebt es
nach den eben getroffenen Festsetzungen & Fille, in welchen
er vorhanden sein und also auch die Sache (oder 1) anzeigen
kann, und ¢ Fille, in welchen er nicht vorhanden sein und
also auch nichts anzeigen kann. Dies giebt (nach Satz II,

-1 -0 b
Zusatz, im ersten Theile, S. 7) das Gewicht b——-j;—cn-— =
sodass ein solcher Beweisgrund % der Sache oder der Ge-

?

wissheit der Sache beweist.
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2. Ist der Beweisgrund nothwendig vorhanden und
kann er zufillig eine Sache anzeigen, so sind nach den
obigen Aunahmen/BOF#lle) vorhanden, in denen er die Sache
anzeigen kann, und y Fille, in welchen er diese nicht oder
sogar ihr Gegentheil anzeigt. Daraus folgt filr diesen Beweis-

B 1+7 o_8

grund die Beweiskraft <! und es beweist da-

her ein solcher % der Gewissheit der Sache; ist der Beweis-

grund ein gemischter, so folgt (was aunf dJeselbe Weise su:h
ergiebt) fiir die Gewissheit ihres Gegenthelles +‘8 0 _‘.x_.

3. Wenn ein Beweisgrund zufillig vorhanden sein und
zufillig eine Sache anzeigen kann, so nehmen wir zu-

nichst an, dass er vorhanden ist, in welchem Falle er, wie

eben gezeigt ist, ﬁ der Sache, und wenn der Beweisgrund

ein gemischter ist, 1hres Gegentheiles beweist. Da es nun

b Fille giebt, in denen der Beweisgrund vorhanden sein kann,
und ¢ Fiille, in denen er micht vorhanden sein, also auch nichts
beweisen kann, so hat dieser Beweisgrund fiir den Beweis der

b- Z +c-0 3 b8

Sache das Gewicht ——— , und, wenn er ein
a T aca
b- % +ec-0

gemischter ist, den Werth —a—-=a—£ fir den Be-

weis ihres Gegentheiles.

[220] 4. Wenn ferner mehrere Beweisgriinde fiir den Be-
weis ein und derselben Sache vorhanden sind, und wenn wir
fiir den

y 2., 3., 4., 5., ... Beweisgrund
die Anzahl aller Fille mit @, d, g, p, s, ...

die Anzahl aller beweisen- ) A ‘
den Fille mit » & b
die Anzahl aller nicht be-
weisenden oder dasGegen-¢ ¢, f, ¢, 7, , ...
theil beweisenden Fiille mit

6%
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" bezeichnen, so wird die aus dem Zusammenwirken aller Be-
weisgriinde resultirende Beweiskraft folgendermaassen geschiitzt.
Alle Beweisgriinde -seien- erstens reine. Dann ist das Ge-

wicht des ersten Beweisgrundes fiir sich allein gleich %

a—c b . . .
(statt — miissen wir B schreiben, wenn der Beweis-
a o

b
grund zufillig die Sache anzeigt, und £, wenn er zugleich

noch zufillig vorhanden ist), wie wir gezeigt haben. Nun
tritt ein zweiter Beweisgrund hinzu, welcher in e=d — f
Fillen die Sache oder 1 beweist und in f Fillen sie nicht
beweist; in diesen letzten f Fillen bleibt daher nur das eben

-gefundene Gewicht a%(: des ersten Beweisgrundes als wirk-

sam iibrig. Beide Beweisgriinde zusammen haben mithin das
Gewicht:
a—c
— f) -1 o
@—f)-1+f a __cul—cf__l cf
d - ad ad
Nehmen wir jetzt noch den dritten Beweisgrund hinzu, so
sind A ==g — ¢ Fille vorhanden, in welchen er die Sache
beweist, und ¢ Fille, in welchen er sie nicht bewelst und nur
ad —cf
" ad

wirksam bleiben. Folglich haben alle drei Beweisgriinde zu-
sammen das Gewicht:

die beiden ersten Beweisgriinde mit ihrem Gewichte

ad—cf
lg—1)- R ad adg— cfi cft
= =1 .
g adg adyg

Und in der gleichen Weise miissen wir weiter vorgehen, wenn
noch mehr Beweisgriinde vorhanden sind. Offenbar ist die
Wahrscheinlichkeit, welche alle Beweisgriinde zusammen liefern,
von der volligen Gewissheit oder der Einheit nur um den
Bruchtheil der Einheit entfernt, welcher gleich dem Producte
aller nicht beweisenden Fille dividirt durch das Product aller
Fille von allen Beweisgriinden ist.

5. Zweitens seien alle Beweisgrtinde gemischte. Da nun
die Anzahl aller beweisenden Fille des ersten Beweisgrundes
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gleich b, des zweiten gleich e, des dritten gleich A, ... und
der das Gegentheil beweisenden Fille bez. gleich ¢, f, ¢, ...
ist, so verhilt/ sichOdie CWahrscheinlichkeit der zu beweisen-
den Sache zu der ihres Gegentheiles kraft des ersten Beweis-
grundes allein wie & :c, kraft des zweiten allein wie e : f,
kraft des dritten allein wie A :¢. Nun ist es aber augen-
scheinlich genug, dass sich die gesammte Beweiskraft, welche
aus dem Zusammenwirken aller Beweisgriinde resultirt, zu-
sammensetzt aus den Beweiskriften aller einzelnen Griinde,
(221] d. h. dass die Wahrscheinlichkeit der Sache zu der
Wahrscheinlichkeit ihres Gegentheiles sich verhilt wie
beh...:cft...; folglich ist die Wahrscheinlichkeit der Sache

be
le'ch
B Te ----|-f
Cft...

beh---+ecft...

6. Es seien drittens einige Beweisgriinde reine (z. B. die
drei ersten von fiinfen) und einige gemischte (z. B. die
beiden tibrigen). Ich betrachte zunichst die reinen allein,

und die ihres Gegenthelles gleich

welche (nach Nummer 4) a_d_ga_;yc;fz der Gewissheit der
Sache beweisen, sodass also noch %; an der Einheit fehlt.

Wir haben also gleichsam adg — cf+ Fille, in welchen die
drei reinen Beweisgriinde zusammen die Sache oder 1 be-
weisen, und ¢f7 Fille, in welchen sie nichts beweisen und
nur den gemischten Beweisgriinden ihren Platz einréumen.
Diese letzteren beiden aber haben (nach Nummer 5) fﬂl die
. qt

Sache das Gewicht 7T+ ru und fiir ihr Gegentheil gt + ol
Folglich ergiebt sich aus allen Beweisgriinden fiir d1e Sache
die Wahrscheinlichkeit 12) :

adg — cfi) -1 + cfo + ru __ adg(gt 4 ru) — cfiru
adg adg (gt + ru)
cfiru
T adglgt +ru)’
cft ru
ﬁ; ' gt 4 ru

Diese Wahrscheinlichkeit ist um kleiner als
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die Gewissheit oder Einheit; der erste Bruch dieses Productes
ist aber genam der Bruchtheil, um welchen die aus allen reinen
Beweisgriinden (nach-Nr. 4) resultirende Wahrscheinlichkeit der
Sache kleiner als die Gewissheit ist, wihrend der zweite Bruch
gleich der ganzen Wahrscheinlichkeit des Gegentheils ist, welche
gich (nach Nr. 5) aus den gemischten Beweisgrinden ergiebt.

7. Wenn ausser den Beweisgriinden, welche der zu be-
weisenden Sache forderlich sind, sich noch andere reine Be-
weisgriinde darbieten, durch welche ihr Gegentheil bezeugt
wird, so miissen die Beweisgrinde beider Arten naeh den
vorstehenden Regeln einzeln abgewogen werden, damit das
Verhiiltniss ermittelt werden kann, welches zwischen der Wahr-
scheinlichkeit der Sache und der Wahrscheinlichkeit ihres
Gegentheiles besteht. Hierzu ist noch zu bemerken, dass,
wenn die beiderseitigen Beweisgriinde gentigend stark sind,
beide Wahrscheinlichkeiten die Hilfte der Gewissheit merklich
iibertreffen konnen, d. h. also dass jede der einander ent-
gegengesetzten Moglichkeiten wahrscheinlich ist, wenn auch
die eine relativ weniger wahrscheinlich ist als die andere.
So ist es moglich, dass eine Sache % der Gewissheit und ihr
Gegentheil § der Gewissheit hat; dann ist jede der beiden
sich gegeniiberstehenden Moglichkeiten wahrscheinlich, dennoch
ist die erstere Moglichkeit weniger wahrscheinlich als die
letztere und zwar im Verhiltniss $: 3 = 8:9.

Ich sehe voraus — wie ich nicht in Abrede stellen kann —,
dass sich bei der speciellen Anwendung dieser Regeln [222] viele
Umstéinde darbieten werden, welche schuld daran sein konnen,
dass sich Jemand oft schmiblich irrt, wenn er bei der Unter-
scheidung der Beweisgriinde nicht vorsichtiz zu Werke geht.
Denn zuweilen konnen Beweisgriinde verschiedene zu sein
scheinen, wihrend sie thatsdchlich nur einep und denselben
Beweisgrund vorstellen, oder umgekehrt konnen thatséichlich
verschiedene Beweisgriinde nur einen zu bilden scheinen;
bisweilen werden auch solche Beweisgriinde verwendet, welche
den Beweis des Gegentheils vollig unmoglich machen; und
so fort. Zur Erliuterung dieser Verhiltnisse fiige ich noch
einige Beispiele an. Ich nehme in dem oben angegebenen
Beispiele des Gracchius an, dass die glaubwiirdigen Leute,
welche die Streitenden beobachtet haben, bei dem Mirder
noch rothe Kopfhaare wahrgenommen und dass Gracchus und
zwei Andere rothe Haare haben, dass aber keiner der beiden
Anderen einen schwarzen Mantel trug. Wenn nun hier Jemand
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aus den Indicien, dass ausser Gracchus noch drei Andere
schwarze Mintel trugen und zwei Andere ebenfalls rothes
Haar haben, schliessen-wollte, dass die Wahrscheinlichkeit
von Gracchus’ Schuld zu der Wahrscheinlichkeit seiner Un-
schuld sich (nach Nr. 5) wie 1:2-3 = 1:6 verhalte und
dass Gracchus also viel wahrscheinlicher unschuldig als schuldig
ist, so wiirde er einen sehr falschen Schluss ziehen. Denn
hier sind eigentlich nicht zwei Beweisgriinde vorhanden, sondern
nur ein einziger, welcher aber von zwei Umstinden zugleich,
der Mantelfarbe und der Haarfarbe gestiitzt wird. Da diese
beiden Umstinde allein bei Gracchus zusammentreffen, so be-
zeugen sie, dass kein Anderer als er der Morder sein kann.

Hingichtlich eines schriftlichen Vertrages erheben sich
Zweifel, ob das der Urkunde beigefiigte Datum in betrij-
gerischer Absicht vorweggenommen sei. Ein Beweisgrund,
dass dies nicht der Fall ist, kann der sein, dass die Urkunde
von einem Notare, d. i. einer offentlichen und vereidigten
Person, eigenhindig unterzeichnet ist, von welchem es un-
wahrscheinlich ist, dass er einen Betrug veritbt hat, da er
dies nicht ohne die grosste Gefahr fir seine Ehre und seine
Stellung hiitte thun konnen, und dass ferner unter fiinfzig
Notaren kaum einer sich findet, welcher so weit die Schlech-
tigkeit zu treiben wagen wiirde. Dafiir kénnen die Beweis-
griitnde sprechen, dass der Ruf dieses Notars ein sehr schlechter
ist, dass er aus dem Betruge fiir sich einen sehr grossen
Gewinn erwarten konnte, und zumal dass er etwas bezeugt
hat, was keine Wahrscheinlichkeit besitzt (z. B. wenn er be-
zeugt hiitte, dass Jemand einem Andern 10000 Goldstiicke
geliehen hiitte zu einer Zeit, wo er nach allgemeiner Schitzung
kaum 100 Goldsticke in seinem ganzen Vermogen gehabt
haben konnte). Betrachten wir hier den Beweisgrund allein,
weleher aus dem Amte und der Stellung des Unterzeichners
folgt, [228] so konnen wir die Wahrscheinlichkeit der Echt-
heit des Datums anf 4§ der Gewissheit schitzen. Wenn wir
aber die Beweisgriinde filr das Gegentheil erwiigen, so werden
wir zugestehen miissen, dass die Urkunde kaum ungefiilscht
sein kann, und dass also ein in ihr begangener Betrug fast
moralische Gewissheit, d. h. gleichsam 2% Gewissheit hat.
Daraus aber diirfen wir nicht folgern, dass die Wahrschein-
lichkeit der Echtheit der Urkunde sich zur Wahrscheinlichkeit
der Filschung (nach Nr. 7) verhilt wie #3 :1%%%, d. h. dass
beide fast gleich sind. Wenn wir nidmlich annehmen, dass
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der Notar iibel beleumundet ist, so nehmen wir damit zugleich
an, dass er nicht zu den 49 rechtschaffenen Notaren, welche
Betriigereien verabscheuen, gehort, sondern dass er jener
fiinfzigste ‘ist|''welehel sich 'kein Gewissen daraus macht, in
seinem Amte treulos zu sein; damit aber verliert jener Be-
weisgrund, welcher sonst fiir die Echtheit der Urkunde hiitte
zeugen konnen, seine ganze Beweiskraft und wird vollig
nichtssagend.

Kapitel IV.

Ueber die zwei Arten, die Anzahl der Fille zu ermitteln.
Was von der Art, sie durch Beobachtung zm ermitteln,
zu halten ist. Hauptproblem hierbei, und anderes.

In dem vorigen Kapitel wurde gezeigt, auf welche Weise
aus den Zahlen der Fille, in welchen Beweisgriinde fiir eine
beliebige Sache vorhanden oder nicht vorhanden sein konnen,
sie anzeigen oder nicht anzeigen oder auch ihr Gegentheil
anzeigen konnen, ihre Beweiskrifte und die diesen proportionalen
Walrscheinlichkeiten sich bestimmen und schitzen lassen. Wir
sind also dahin gelangt, dass zur richtigen Bildung von Ver-
muthungen iber irgend eine Sache nichts anderes zu thun
erforderlich ist, als dass wir zuerst die Zahl dieser Fille
genau ermitteln und dann bestimmen, um wieviel die einen
Fille leichter als die anderen eintreten konnen. Und hier
scheint uns gerade die Schwierigkeit zu liegen, da nur fir
die wenigsten Erscheinungen und fast nirgends anders als in
Gliicksspielen dies moglich ist; die Gliicksspiele wurden aber
von den urspriinglichen Erfindern, damit die Spieltheilnehmer
gleiche Gewinnaussichten haben sollten, so eingerichtet, dass
die Zahlen der Fille, in welchen sich Gewinn oder Verlust
ergeben muss, im voraus bestimmt und bekannt sind, und dass
alle Fille mit gleicher Leichtigkeit eintreten konnen. Bei den
weitaus meisten andern Erscheinungen aber, welche von dem
Walten der Natur oder von der Willkiir der Menschen ab-
hingen, ist dies keineswegs der Fall. [224] So sind z. B. bei
Wiirfeln die Zahlen der Ille bekannt, denn es giebt fiir
jeden einzelnen Wiirfel ebensoviele Fille als er Flichen hat;
alle diese Félle sind auch gleich leicht moglich, da wegen
der gleichen Gestalt aller Flichen und wegen des gleichm#ssig
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vertheilten Gewichtes des Wiirfels kein Grund dafiir vorhanden
ist, dass eine Wiirfelfliche leichter als eine andere fallen sollte,

was der Fall sein wiirde, wenn die Wiirfelfliichen verschiedene

Gestalt bestissen und ein Theil des Wiirfels aus schwererem
Materiale angefertigt wire als der andere Theil. So sind
auch die.Zahlen der Fille fiir das Ziehen eines weissen oder
eines schwarzen Steinchens aus einer Urne bekannt und kinnen
alle Steinchen auch gleich leicht gezogen werden, weil bekannt
ist, wieviele Steinchen von jeder Art in der Urnme vorhanden
sind, und weil sich kein Grund angeben lisst, warnm dieses
oder jenes Steinchen leichter als irgend ein anderes gezogen
werden sollte. Welcher Sterbliche kionnte aber je die Anzahl
der Krankheiten (d. i. ebensovieler Fille), welche den mensch-
lichen Korper an allen seinen Theilen und in jedem Alter
befallen und den Tod herbeifihren kionnen, ermitteln und an-
geben, um wieviel leichter diese als jene Krankheit, die Pest

als die Wassersucht, die Wassersucht als Fieber den Menschen

zu Grunde richtet, um daraus eine Vermuthung iiber das Ver-
hiltniss von Leben und Sterben kiinftiger Geschlechter abzu-
leiten? Oder wer konnte die unzihligen Fille von Verinde-
rungen aufzihlen, welchen die Luft tiglich unterworfen ist,
um daraus schon heute vermuthen zu wollen, welche Be-
schaffenheit sie nach einem Monate oder gar nach einem Jahre
hat? Oder ferner, wer diirfte die Natur des menschlichen
Geistes’ oder den bewunderungswiirdigen Bau unseres Korpers
so weit erforscht haben, um bei Spielen, welche ganz oder
theilweise von der Verstandesschiirfe oder von der korper-
lichen Gewandtheit der Spieler abhingen, die Fille bestimmen
zu wollen, in welchen dieser oder jemer Spieler gewinnen
oder verlieren kann? Da diese und #hnliche Dinge von ganz
verborgenen Ursachen abhingen, welche iiberdies noch durch
die unendliche Mannigfaltigkeit ihres Zusammenwirkens unsere
Erkenntniss bestindig tiuschen, so wiirde es vollig sinnlos
sein, auf diese Weise etwas erforschen zu wollen.

Aber ein anderer Weg steht uns hier offen, um das Ge-
suchte zu finden und das, was wir @ p7r¢ors nicht bestimmen
konnen, wenigstens @ postertore, d. h. aus dem Erfolge, wel-
cher bei #hnlichen Beispielen in zahlreichen Fillen beobachtet
wurde, zu ermitteln. Dabei muss angenommen werden, dass
jedes einzelne Ereigniss in ebenso vielen Fillen eintreten oder
nicht eintreten kann, als vorher bei eimem gleichen Stande
der Dinge beobachtet wurde, dass es eingetreten oder nicht
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eingetreten ist. Denn z. B. wenn man beobachtet hat, dass
von 300 Menschen von dem Alter und der Constitution des
Titius 200, vor| Ablauf (vom) 10, Jahren gestorben sind, [225]
die tibrigen aber linger gelebt haben, so kann man mit hin-
- reichender Sicherheit folgern, dass es doppelt 8o viele Fille
giebt, in welchen auch Titius innerhalb des nichsten Decen-
niums der Natur den schuldigen Tribut leisten muss, als
Fille, in welchen er diesen Zeitpunkt iiberleben kann. Ebenso
wenn Jemand schon seit langen Jahren das Wetter beobachtet
und sich angemerkt hat, wie oft es heiter oder regnerisch
war, oder wenn Jemand zwei Spielern sehr oft zugeschaut
und gesehen hat, wie oft dieser oder jemer gewinnt, s0 kann
er gerade dadurch das Verhiltniss bestimmen, welches die

Zahlen der Fille, in denen dieselben Ereignisse unter den

vorangegangenen gleichen Umstinden auch nachher eintreten
oder nicht eintreten konnen, wahrscheinlicher Weise zu einan-
~der haben. :
Diese empirische Art, die Zahl der Félle durch Beobach-
tungen zu bestimmen, ist weder neu noch ungewdhnlich; denn
schon der berihmte Verfasser des Werkes »L’art de penser«13),
ein scharfsinniger und talentvoller Mann, hat in Kapitel 12
und folg. des letzten Theiles seines Werkes ein ganz #hn-
liches' Verfahren beschrieben, und alle Menschen beobachten
im tiglichen Leben dasselbe Verfahren. Auch leuchtet jedem
Menschen ein, dass es nicht geniigt, nur eine oder die
andere Beobachtung anzustellen, um auf diese Weise
iber irgend ein Ereigniss zu urtheilen, sondern dass
eine grosse Anzahl von Beobachtungen erforderlich
sind. Zuweilen hat auch schon ein recht einfiltiger Mensch
in Folge irgend eines natiirlichen Instinktes von sich aus und
ohne jede vorangegangene Unterweisung die Erfahrung gemacht
(was wirklich wunderbar ist), dass man, je mehr diesbeziig-
liche Beobachtungen vorliegen, um so weniger Gefahr lduft, von
der Wahrheit abzuirren. Obgleich nun dies aus der Natur der
Sache heraus von Jedem eingesehen wird, so liegt doch der auf
wissenschaftliche Prinzipien gegriindete Beweis durchaus nieht
auf der Hand, und es liegt mir daher ob, ihn an dieser Stelle
zu erbringen. Ich wiirde aber glauben zu wenig zu leisten,
wenn ich bei dem Beweise dieses einen Punktes, welchen
Jeder kennt, stehen bleiben wollte. Man muss vielmehr
noch Weiteres in Betracht ziehen, woran viel-
leicht Niemand bisher auch nur gedacht hat. Es

N
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bleibt ndamlich noch zu untersuchen, ob durch
Vermehrung der Beobachtungen bestindig auch
die WahrscheinlichkeitC/dafir widchst, dass die
Zahl der giinstigen zu der Zahl der ungiinstigen
Beobachtungen das wahre Verhdltniss erreicht,
und zwar in dem Maasse, dass diese Wahrschein-
lichkeit schliesslich jeden beliebigen Grad der
Gewissheit ibertrifft, oder ob das Problem viel-
mehr, so zu sagen, seine Asymptote hat, d. h. ob
ein bestimmter Grad der Gewissheit, das wahre
Verhdltniss der Fdlle gefunden zu haben, vor-
handen ist, welcher auch bei beliebiger Ver-
mehrung der Beobachtungen niemals iiberschritten
werden kann, z B. dass wir niemals iiber 4, 4 oder §
der Gewissheit hinaus Sicherheit erlangen konnen, das wahre
Verhiltniss der Fille ermittelt zu haben. Damit noch durch
ein Beispiel deutlich werde, [226] was ich meine, nehme ich
an, es seien in einer Urne ohne dein Vorwissen 3000 weisse
und 2000 schwarze Steinchen und du wollest durch Versuche
das Verhiltniss derselben bestimmen, indem du ein Steinchen
nach dem andern herausnimmst (jedoch so, dass du jedes
gezogene Steinchen wieder zurticklegst, ehe du ein neues
herausnimmst, damit die Zahl der Steinchen in der Urne nicht
kleiner wird) und beobachtest, wie oft ein weisses, wie oft
ein sechwarzes Steinchen herauskommt. Es fragt sich nun, ob
du dies so oft wiirdest thun kénnen, damit es zehn-, hundert-,
tausendmal u. 8. w. wahrscheinlicher (d. h. schliesslich moralisch
gewiss) wird, dass die Zahl der Ziige, mit welchen du ein
weisses Steinchen ziehst, zu der Zahl derer, mit welchen
du ein schwarzes ziehst, dasselbe Verhiltniss 14, welches die
Zahlen der Steinchen (oder der Fille) selbst zueinander haben,
annimmt, als dass diese Zahlen irgend ein anderes, davon
verschiedenes Verhiltniss bilden. Ist dies nicht der Fall,
80 gestehe ich, dass es um unsern Versuch, die Zahl der
Fille durch Beobachtungen zu ermitteln, schlecht bestellt ist.
Wenn es aber der Fall ist und man schliesslich auf diese
Weise moralische Gewissheit erhilt (dass dies wirklich so ist,
werde ich in dem folgenden Kapitel zeigen), so konnen wir
die Zahlen der Fille @ posterior: fast ebenso genau finden,
als wenn sie uns @ prior: bekannt wiren. Und dies ist fir
das biirgerliche Leben, wo das moralisch Gewisse als ab-
solut gewiss angesehen wird, nach Axiom 9 des Kapitels IL
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hinreichend, um unsere Vermuthung in jedem beliebigen
Zufallsgebiete nicht weniger wissenschaftlich zu leiten als bei
den Glicksspielenh)i(DénnOwenn) wir an Stelle der Urne z. B.
die Luft oder den menschlichen Korper uns gesetzt denken,
welche eine Unmenge der verschiedenartigsten Verinderungen
und Krankheit gerade so in sich bergen, wie die Urne die
Steinchen, so werden wir auch in gleicher Weise durch
Beobachtungen bestimmen konnen, um wieviel leichter auf
diesen Gebieten dieses als jenes Ereigniss eintritt.

Damit aber diés nicht unrichtig verstanden werde, ist
noch zu bemerken, dass wir das Verhdltniss zwischén
den Zahlen der Fille, welches wir durch Beobach-
tungen zu bestimmen unternehmen, nicht absolut
genau (denn so wiirde ganz das Gegentheil herauskommen
und desto unwahrscheinlicher werden, ‘dass das richtige
Verhiltniss gefunden sei, je mehr Beobachtungen gemacht
wiren), sondern nur mit einer bestimmten An-
niherung erhalten, d. h. zwischen zwei Grenzen
einschliessen wollen, welche aber beliebig nahe
bei einander angenommen werden kénnen. Wenn
wir in dem oben angefithrten Beispiele der Urne mit den
Steinchen zwei Verhiltnisse, z. B. $33} und 333, oder §§34
und £34§, oder u. s. w., annehmen, von denen das eine wenig
kleiner, das andere wenig grosser als 1} ist, so zeigt es
sich, dass es mit jeder beliebigen Wahrscheinlichkeit wahr-
scheinlicher wird, [227] dass das durch hiufig wiederholte
Beobachtungen gefundene Verhiltniss innerhalb dieser Grenzen
des Verhiltnisses 14 liegt, als ausserhalb derselben.

Dieses ist das Problem, welches ich an dieser Stelle zu
verdffentlichen mir vorgenommen habe, machdem ich schon
seit 20 Jahren dasselbe mit mir herumgetragen habe; seine
Neuheit sowohl als auch sein ausserordentlich grosser Nutzen
in Verbindung mit seiner ebenso grossen Schwierigkeit lisst
alle iibrigen Kapitel dieser Lehre an Wichtigkeit und Bedeu-
tung gewinnen. Bevor ich aber auf seine Liosung eingehe, will
ich kurz die Einwinde widerlegen, welche einige Gelehrte !4)
dagegen erhoben haben.

1. Zuerst machen sie den Einwurf, dass das Verhiltniss
zwischen den Steinchen von anderer Beschaffenheit sei als
dasjenige zwischen den Krankheiten und den Luftveriinderungen;
die Zahl jener sei bestimmt, die Zahl dieser aber unbestimmt
und unsicher.
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Darauf antworte ich: Beide sind hinsichtlich unserer Er-
kenntniss gleich ungewiss und unbestimmt. Dass aber irgend
ein Ding an/sich urd seiner Natur nach ungewiss und unbestimmt
beschaffen sei, kann von uns ebenso wenig verstanden werden,
als wir verstehen konnen, dass Gott etwas zugleich erschaffen
und nicht erschaffen hat; denn alles was Gott geschaffen hat,
hat er gerade dadurch, dass er es geschaffen hat, auch be-
stimmt.

2. Zweitens werfen sie ein, die Zahl der Steinchen sei
endlich, die der Krankheiten aber unendlich.

Ich erwidere hierauf: Die letztere Zahl ist eher erstaun-
lich gross als unendlich; aber zugegeben, dass sie unendlich
gross sei, so ist bekannt, dass auch zwischen zwei unendlich
grossen Zahlen ein bestimmtes Verhiltniss bestehen kann,
welches sich durch endliche Zahlen entweder genau oder
wenigstens 30 genau, als nur irgend wiinschenswerth ist, aus-
driicken lisst. So hat immer die Peripherie eines Kreises
ein bestimmtes Verhiltniss zu seinem Durchmesser, welches
zwar nur durch unendlich viele Decimalstellen der Ludolph’-
schen Zahl genau angegeben wird, aber doch von Archimedes,
Metius und Ludolph selbst in Grenzen eingeschlossen ist,
welche fiir den Gebrauch vollig ausreichen. Daher hindert
nichts daran, das Verhiltniss zwischen zwei unend-
lich grossen Zahlen, welche durch endliche Zahlen
sehr annihernd genau dargestellt werden kénnen,
durch eine endliche Anzahl von Beobachtungen zu
bestimmen.

3. Drittens machen sie den Einwand,.dass die Zahl der
Krankheiten nicht bestindig dieselbe sei, sondern dass tiig-
lich neue entstehen.

Darauf entgegne ich: Dass sich im Laufe der Zeiten die
Krankheiten vermehren kénnen, leugne ich nicht, und sichor-
lich witrde derjenige, welcher aus heutigen Beobachtungen
auf antediluvianische Zeiten zuriickschliessen wollte, gewaltig
von der Wahrheit abirren. Daraus folgt aber nichts weiter
als dass bisweilen neue Beobachtungen angestellt
werden miissen; [228] auch bei den Steinchen wiirden neue
Beobachtungen nothwendig werden, wenn man annehmen
miisste, dass ihre Anzahl in der Urne sich geindert hitte.
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Kapitel V.
Liésung des vorigen Problems.

Um den weitliufigen Beweis mit moglichster Kiirze und
Klarheit zu fithren, versuche ich alles rein mathematisch zu
formuliren und schicke zu dem Zwecke die folgenden Hiilfs-
sitze voraus; sind diese bewiesen, so besteht alles Uebrige
in ihrer blossen Anwendung.

Hilfssatz 1. Es sei die Reihe der natiirlichen Zahlen

0,1,2, ..., r—1, r,r41, ..., r+s

gegeben, wo 7 irgend eine mittlere Zahl und » — 1 und 1
die dieser links und rechts benachbarten Zahlen bezeichnen.
Diese Reihe werde fortgesetzt, bis ihr letztes Glied ein be-
liebiges ganzzahliges Vielfaches von » +4-s, z. B. nr 4 ns ist,
wodurch die neue Reihe entsteht:

0, 1,2, ...,%r—mn, ..., nr, ..., 87 40, ..., 7 -4ns.

Mit wachsendem 7 steigt auf diese Weise sowohl die An-
zahl der zwischen 77 und nr - n, bez. nr — n gelegenen
Glieder, als auch die Anzahl der Glieder, welche sich von
den Grenzgliedern nr -} 7, bez. »r — » bis zu den &Husser-
sten Gliedern n7 - 7»s und 0 erstrecken. Niemals aber, wie
gross auch die Zahl » gewihlt werden mag, iibertrifft die An-
zahl der Glieder, welche grosser als n7 -~ sind, mehr als
(s — 1)-mal die Anzahl der zwischen %7 und 7n7r 4+ n ge-
legenen Glieder und die Anzahl der Glieder, welche kleiner
als nr — # sind, mehr als (» — 1)-mal die Anzahl der zwischen
nr —n und nr gelegenen Glieder.

Beweis. Die Anzahl der Glieder, welche grosser als
nr +n sind, ist gleich #(s — 1) und der Glieder, welche
kleiner als n»r — » sind, ist gleich »(r — 1). Die Anzahl
der zwischen 77 (ausschliesslich) und einer der beiden Grenzen
(einschliesslich) gelegenen Zahlen ist gleich n. Es verhilt
sich aber stets .

73(341):n=s—1:1
und n(r—1)in=r—1:1.

Paraus folgt, u. s. w.
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(229] Hulfssatz 2.  , Wenn das Binom r -+ s in irgend
eine ganzzahlige Potenz erhoben wird, so hat die Entwickelung
immer ein,Glied| mehs| als)der Potenzexponent Einheiten.

Denn es besteht die Entwickelung eines Quadrates aus
drei, eines Cubus aus vier, eines Biquadrates aus finf Gliedern,
und so fort. -

Htlfssatz 3. In der Entwickelung einer Potenz des
Binoms 7 - s, deren Exponent irgend ein ganzzahliges Viel-
faches von » 4+ s = ¢, z. B. n (r 4 s) = n¢ ist, hat erstens
ein Glied M dann den' grossten Werth von allen” Gliedern,
wenn die Anzahl aller ihm vorangehenden zu der aller ihm
folgenden Glieder sich wie s zu r verhilt, oder — was auf
dasselbe hinauskommt — wenn in ihm die Exponenten von
r und s sich wie » zm s verhalten und jedes dem Gliede
M auf der rechten oder linken Seite niherstehende Glied
einen grosseren Werth als ein entfernteres Glied auf der
gleichen Seite. Zweitens hat das Glied M zu einem niheren
Gliede ein kleineres Verhiltniss, -als — bei gleichem Ab-
stande der Glieder — dieses letztere zu dem entfernteren 15).

Beweis. 1. Den Mathematikern ist wohlbekannt, dass
die (nt)t® Potenz des Binoms » -4 s sich durch die folgende
Reihe darstellen liisst:

(r+8)nt'=;nt + (”1[) =t 5 4 (r;t) -t gty

+ (n2t) i sni—? (nlt) remt=t |- gnt,

in welcher die Exponenten von 7 fortwihrend abnehmen,
wihrend die von s wachsen, und die Coefficienten des ersten
und letzten, zweiten und vorletzten Gliedes, u. s. w. mit
einander ibereinstimmen. Da nun die Anzahl aller Glieder
ausser M (nach Hiilfssatz 2) gleich #n¢=nr + ns ist und
nach der Voraussetzung sich die Anzahl der M vorangehen-
den Glieder zu der ihm nachfolgenden wie s zu r verhilt, so
muss die Anzahl der vorangehenden Glieder gleich 72s und
der nachfolgenden gleich 77 sein. Mithin ist nach dem Bil-
dungsgesetze der Reihe:

M= (ﬂ t) ynr NS — (" t) ynrgns.
nr

ns
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Bezeichet man mit L,, - L,, L,, ... der Reihe nach die
links von M stehenden Glieder und mit R,, R,, R,, .
die entsprechendeni Glieder rechts, so folgt weiter: [230]

nt ) _ nt
Ll =(n3_1) pnrdd gns—i , Rl — (”r_l) rnr—l sns+i ;

._.( )rnr+‘l 3”3—’ . p— ( ynr—2 sna+!
ns—2 nr—2

Hieraus ergiebt sich durch Division:
M (_74?‘:{—& M _ (ns+1)r,

L, nsr ' R, nrs
_L_ (nr—42)s R, __ (ns+2)
L, (ns—1)r’ R, (nr—1)s’

Nun ist aber

(nr41)s >nsr , (ns4-1)r>>mnrs ,
(nr4-2)s>(ns—1)r, (ns+2)r>(nr—1)s,
folglich ist

M>L,, M>R,;

L,>L,, R>R,;

e e e e e W.z b w.

2. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass

nr+1 _nr—+2 ns+ 1<ns+2
ns ns—1’ nr nr— 1
ist, folglich ist auch
(nr+-1)s <(nr+2) (_n.?'-{—l)r<(ns+2)
nsr (ns—1)r’ nrs (nr—1)s

oder, was dasselbe ist,

.= __l_ —_— .S
L, <L¢, R, <R,
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In gleicher Weise lisst sich zeigen, dass
Li LI ‘Rl ‘Rl
L <" p<E<

ist. Folglich hat das grosste Glied M zu einem niherstehen-
den Gliede ein kleineres Verhiltniss als dieses zu einem ent-
fernteren auf der gleichen Seite, wenn die beiden Intervalle
gleich sind. W. z. b. w.

[231]) Hilfssatz 4. In der Potenz eines Binoms mit dem
Exponenten 7z kann die Zahl » so gross genommen werden,
dass die Verhiltnisse des grossten Gliedes M zu zwei anderen
Gliedern L, und R,, welche die nt*" links und rechts von
M stehenden Glieder der Potenzentwickelung sind, grossere
Werthe haben, als irgend ein gegebenes Verhiltniss.

Beweis. Da nach dem vorhergehenden Satze M den
Werth hat:

_ntwt—1)(nt—2)---(nr41)
M= 1-2-3----ns e
nt(nt—1)(nt—2) .. (ns+41)

= 1.-2:3:-.-mr ™ 8,

80 haben nach dem Bildungsgesetze der Reihe die Glieder

L, und R, die Werthe:

nt(nt—1)(nt—2).-- (nr4+n+1)"
1:2:3:.--.(ns—n)

nt(nt — 1) (nt—2) - (ns+n -+ l),M_” snatn.
1-2-3. (nr— n)

Hieraus folgt, nachdem die gemeinsamen Factoren durch Divi-.
sion entfernt sind:

Ln——'—

rnr+n gns—n ,

R, =

M_ (pr+m) (nr4+n—1) (pr 4+n—2) .- ;e”
L, (ns—n-+1) (ns —n+2) (ns—n+3) ns rm’
_}i_ (rs+-n)(ns4n—1) (ns4+n—2) .- ™

R, (nr —n—41) (nr —n42) (nr—n+3) nr s

oder, nachdem 7" und s” auf die einzelnen Factoren der
Coefficienten gleichmiissig vertheilt sind, was moglich ist, da
die Zihler und Nenner der Coefficienten gerade je » Factoren
besitzen :

Ostwald's Klassiker. 108. 7
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L, (nrs—nr-r)(nrs—nr-+2r)(nrs—nr-3r)...nrs
M __ (nrs+nr) (nrs+-nr—r) (ars4-nr—2r)...(nrs+r)
R,  (nrs—ns—+s)(nrs—ns+2s)(nrs—ns—+3s)...nrs

M  (nrs+ns) (nrs+-ns—s) (nrs+-ns—2s)...(nrs+s)

Die Verhiiltnisse erhalten aber einen unendlich grossen Werth,
wenn 7 unendlich gross wird; denn es verschwinden dann die
Zahlen 1,2, 3, ... gegen n, und die Factoren nr =n1,2,3,...
haben denselben Werth wie nr =% und ns =2+ 1, 2, 3,...
wie ns 3= n, sodass man, wenn man noch Zihler und Nenner
durch » dividirt, erhalt1s):

(232] M (rs4s)(rsts)(rs+s)...7s
f,. T (rs—r)(rs—r)(rs—r)... 758

_(rstr)rs41)(rs+17)..

R T (rs—s)(rs —s)(rs —s)... 78

Die beiden Grossen sind offenbar aus ebensovielen Briichen
rs 4+ 8 rs~-r
, bez.

rs —r rs —

(oder Nenner) vorhanden sind, deren Anzahl gleich #, d. h.
unendlich gross ist. Daher sind jene beiden Verhiltnisse die
rs+ s and rsr
. r§s—r rs — s
und folglich selbst unendlich gross. Wer diesen Schluss be-
zweifeln sollte, nehme zwei unendliche fallende geometrische

Reihen mit dem Quotienten s—r und u; in diesen
rs -+ s rs +r
ist das Verhiliniss des ersten zum dritten, vierten, fiinften, . . .,
letzten Gliede gleich dem zwei-, drei-, vier- . .., unendlich
oftmal in sich selbst multiplicirten Bruche + : bez. :—;——__'__—2 .
Offenbar aber ist das Verhiltniss des ersten zum letzten Ghede,
welches in einer unendlich fallenden Reihe gleich Null sein
muss, unendlich gross. Daher folgt, dass auch die unendlich
rets und = +r
s—r rs — 8
grossen Werth haben. Mithin ist nachgewiesen, dass in der
Entwickelung der unendlich hohen Potenz eines Binoms das
grosste Giied M zu zwei Gliedern L, und R, Verhiltnisse

zusammengesetzt als Factoren im Zghler

unendlich hohen Potenzen der Briiche

hohen Potenzen von einen unendlich
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hat, welche grosser sind als jedes angebbare Verhiltniss.
W.z b w,

Htilfssatz 5.  In der Potenz eines Binoms mit dem Ex-
ponenten n¢ kann die Zahl » so gross gewihlt werdem, dass
die Summe aller Glieder von dem grossten M an nach beiden
Seiten bis zu den Gliedern L, und R, (einsohliesslich) zur
Summe aller itbrigen Glieder, welche nach beiden Seiten ausser-
halb dieser Grenzen L, und R, liegen, ein Verhiltniss von
grosserem Werthe als irgend ein gegebenes bildet.

Beweis. Da nach der zweiten Behauptung des Hiilfs-
satzes 3

M L L
L, ~ Ly L,
ist, so ist aueh

M _ L L, _ I

Ln+4 Lg L.n+!

Luys' Ly ~Luys’

<

Ln Ln+4 Ln-H Ln+8
Nach Hillfssatz 4 wird aber fiir einen unendlich grossen Werth
von n der Werth von x unendlich gross [288] und folglich
"

L
haben umsomehr die Verhiltnisse L, , L, , L, y e
Ln+l n+42 Ln+a

unendlich grosse Werthe. Daraus folgt aber weiter:

L{+L‘+L’+.-.+L"
Ln+4+Lu+!+Ln+3+"'+Lin

d. h. die Summe aller Glieder zwischen dem grossten Gliede
M und dem Gliede L, (einschliesslich) ist unendlich oft grosser
als die Summe ebensovieler Glieder, welche nach links auf L,
folgen. Da aber nach Hillfssatz 1 die Anzahl aller Glieder
links von L, die Anzahl der zwischen L, und M gelegenen
Glieder nur (s — 1)-mal (d. h. eine endliche Anzahl mal) tiber-
trifft, und da nach Hiilfssatz 3 die Glieder um so kleiner
werden, je weiter sie von L, nach links abstehen, so iiber-
treffen alle Glieder innerhalb L, (einschliesslich) und M (auch
wenn dieses nicht mitgerechnet wird) zusammen doch noch
unendlich oftmal alle links von L, stehenden Glieder.

Auf gleiche Weise wird auch gezeigt, dass alle- zwischen
R, (einschliesslich) und M (auch wenn dieses nicht mitge-

7%

=m,

-
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rechnet wird) gelegenen Glieder zusammen unendlich oftmal alle
Glieder tibertreffen, welche rechts von R, stehen und deren
Anzahl die’''der ' ersteren-nur-'(r — 1)-mal (nach Hilfssatz 1)
tibertrifft. Daher iibertrifft schliesslich die Summe aller zwischen
den Grenzgliedern L, und R, gelegenen Glieder, wobei die
Grenzglieder mitgerechnet werden, das grosste Glied M aber
weggelassen ist, unendlich oftmal die Summe aller ausserhalb
dieser Grenzen stehenden Glieder; und um so mehr gilt dieser
Satz, wenn zu der ersten Summe das Glied M noch hinzu-
genommen wird. W.z. b. w.

Anmerkung. Gegen den vierten und ftinften Hiilfssatz
konnte von demen, welche sich nicht mit Unendlichkeits-
betrachtungen befreundet haben, der folgende Einwurf gemacht
werden: Wenn auch in dem Falle eines unendlich grossen
Werthes der Zahl » die Factoren der Ausdrticke, welche die

Verhiltnisse %I: und% darstellen, nmlich nr =7 = 1, 2, 3,...
und 8 =n %=1, 2, 3, ... den gleichen Werth wie nr =2
und 7ns 7= » haben, da die Zahlen 1,2, 3,... in den ein-
zelnen Factoren gegenilber dem ilbrigen Theile verschwinden,
so liefern doch alle diese Zahlen in einander multiplicirt
(wegen der unendlich vielen Factoren) auch eine unendlich
grosse Zahl und also wird von den unendlich hohen Potenzen

der Briiche —> + s und 2 +r unendlich viel subtrahirt,
rs —r rs — s

wodurch sich endliche Zahlen ergeben konnen. Diesen Be-
denken kann ich nicht besser entgegentreten, als dass ich
jetzt die Berechnung fiir einen endlichen Werth von » wirk-
lich durchfiihre; ich werde zeigen, dass auch in einer end-
lich hohen Potenz des Binoms die Summe der innerhalb der
Grenzglieder L, und R, (einschliesslich) stehenden Glieder
zur Summe aller iibrigen Glieder ein Verhiltniss hat, welches
jedes beliebig gross gegebene Verhiltniss ¢ an Werth iibertrifft.
Ist dies aber gezeigt, so muss der Einwand nothwendiger Weise
in sich zusammenfallen.

[284] Zu dem Zwecke nehme ich (ftir die links von M
stehenden Glieder) irgend ein beliebiges Verhiltniss, welches
kleiner als — +s ist, also z. B. rets 74t

rs —r rs r
tiplicire dieses so oft (m-mal) in sich, dass das Product gleich
oder grosser als c(s — 1) ist, also

und mul-
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m
U )
rm -

Um m zu/bestimmen,) hat men:
mlog(r + 1) — mlogr = log[c(s — 1)],
also ist
= loglo(s — 1))
=log(r + 1) — logr
zu wihlen. Nun wurde in dem vierten Hilfssatze das Ver-

hiltniss _Jl! aus dem Producte der Brtiche: -

Ly
nrs-tns nrstns—s nrs—ns-4 2s nrs-s
nrs—nr—r' nrs—nr-4-2r' nrs—anr+-3r° ' ars

bestimmt; jeder einzelne dieser Factoren ist aber kleiner als
rs 4+ s
rs —r
n genommen wird. Folglich muss einmal, wenn » nur passend

r+41
r

und kommt diesem Bruche um so n#her, je grosser

werden. Be-

gewihlt wird, einer dieser Brﬂéhe-gleich.

zeichnet man den Platz dieses Bruches in der Reihe der
Factoren mit m, so ist:

r4+1_nrs4ns—(m—1)s

r  nrs—anr-+ms °’
folglich:.
ms — s
rEmt YT
mst — st
nt=mi 4+ 2

Ich behaupte nun, dass dieser fir ¢ gefundene Werth den
Exponenten der Potenz angiebt, auf welche man das Binom
(r 4+ s) erheben muss, wenn das grisste Glied M in der Ent-
wickelung das Grenzglied L, mehr ¢(s — 1)-mal iibertreffen
goll. Durch diese Annahme wird nimlich der m! Bruch in
dem oblgen Producte gleich +

ist r 1) + "~ =c(s — 1); [285] alle Briiche aber, welche dem

und nach Voraussetzung
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mb® in dem Producte vorausgehen, sind grosser als #

und alle, ihm, nachfolgenden sind mindestens grésser als 1.
Folglich iibertrifft das Product aller Glieder sicher (r_—:;;)_"'
und umsomehr c¢(s — 1), und da dieses Product gleich M
ist, so folgt: "
M>c(s—1)L,.
Ferner ist, wie oben gezeigt war:
M L, L, L, L,

I ST ST s < < Lo’
folglich ist auch: ‘

L, >c(s—1) Lyy,,
Ly>c(s— 1) Lyys,
L, >0(8— l) Lu.'.s,
L,>c(s—1) L,,,,
und summirt:
L, +L3+L3+ o +Lﬂ>6(8-— 1)[Ln+ |+Ln+! +Ln+ s+ +L !n] .

Da aber die Glieder von M an fortwihrend abnehmen und
da die Anzahl der links von L, stehenden Glieder nicht mehr
als (s — 1)-mal die Anzahl der Glieder L,, L,, ..., L,
tibertrifft, so folgt weiter, dass

L AL+ Ly+---+ L, > ¢[Lp4s 4+ Lopys + Logs + - ]

ist, wo jetzt in der Klammer der rechten Seite alle links von
L, stehenden Glieder vorkommen.

In gleicher Weise verfahre ich in Bezug auf die rechts
von M stehenden Glieder. Ich nehme jetzt das Verhiltniss:

s+1<rs+r

8§ ré§ —s

und finde, indem ich m so bestimme, dass

M 2 c(r— 1)
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ist:
= log [c(r— 1]
o dog (s+1) — log s
Darauf setze ich in der Reihe der Briiche:

nrs4+nr nrst-nr—r nrstnr—2r nrs-tr

nrs —ns-+s’ nrs—mns-+2s' nrs—ns-3s’ ' nprs ?

M
welche das Verhiltniss —— bestimmen, den m'%" Bruch, also

R,
nrs4-nr —(m—1)r s+ 1
nrs —ns+ms s
woraus sich ergiebt:
mr —r
=l T
und
mrt — ri
t=m —_—
n t+ s 1

Hierauf wird genau auf dieselbe Art wie vorher gezeigt, dass
in dem zu dieser Potenz n»¢ erhobenmen Binome 7r - s das
grosste Glied M das rechte Grenzglied R, mehr als ¢ (r — 1)-mal
tibertrifft, und weiter dass die Summe aller zwischen M (aus-
schliesslich) und R, (einschliesslich) befindlichen Glieder die
Summe aller tbrigen Glieder, deren Anzahl nur gleich
(r— 1)-mal der Anzahl der ersteren Glieder ist, mehr als
c-mal ibertrifft.

Daher folgere ich schliesslich, dass die Summe aller Glieder
zwischen L, und R, (einschliesslich) um mehr als c-mal grosser
ist als die Anzahl aller ibrigen Glieder, wenn das Binom
r -} s zu der Potenz erhoben wird, deren Exponent gleich der
grosseren der beiden Zahlen [236]

mst—st mrt—ri
mit 4 F 1 und m ¢+ py)
ist. Es ist also eine endlich hohe Potenz gefunden, welche
die gewiinschte Eigenschaft besitzt. W. z. b. w.

Nun folgt endlich der Satz, wegen dessen alle bisherigen
Betrachtungen angestellt worden sind und dessen Beweis nur
die Anwendung der aufgestellten Hiilfss#tze erfordert. Um aber
lastige Umschreibungen zu vermeiden, nemne ich die Fille, in
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welchen irgend ein Ereigniss eintreten kann, fruchtbare oder
ginstige und die Fille, in welchen dasselbe Ereigniss nicht
eintreten kann, unfruchtbare oder ungiinstige. Ebenso
nenne ich'die'Versuchel und ' Beobachtungen fruchtbare oder
glnstige, in welchen einer der gtinstigen Fille eintritt, und
unfruchtbare oder ungtinstige jene, in welchen der Ein-
tritt eines der ungiinstigen Fille beobachtet wird.

Satz. Es mége sich die Zahl der giinstigen

#.Zl Fdalle zu der Zahl der ungiinstigen Fille genau

—

oder ndaherungsweise wie %, also zu der Zahl aller

r r

= — — wenn ?» + 8 =1 gesetzt
+ 8 t
wird — verhalten, welches letztere Verhdltniss

z-wischen den Grenzen r:- 1 und r t_ 1 enthalten

ist. Nun kénnen, wie zu beweisen ist, soviele
Beobachtungen gemacht werden, dass es beliebig
oft (z. B. ¢-mal) wahrscheinlicher wird, dass das
Verhiltniss der ginstigen zu allen angestellten
Beobachtungen innerhalb dieser Grenzen liegt
als ausserhalb derselben, also weder grosser als

r+1 , noch kleiner als r—1

Fille wie

ist.

Beweis. Man setze die Anzahl aller anzustellenden Beob-
achtungen gleich »¢ und frage, wie gross die Hoffnung dafiir
ist, dass alle Beobachtungen, dann alle Beobachtungen bis auf
eine, bis auf zwei, drei, vier, ... giinstige sind. Da aber
nach der Voraussetzung bei jeder Beobachtung ¢ Fille mog-
lich sind, von welchen r giinstige und s ungiinstige sind, und
da jeder Fall einer Beobachtung mit jedem Falle einer zweiten
Beobachtung combinirt werden kann, die combinirten Fille
aber wieder mit jedem Falle einer dritten, vierten, ... Beob-
achtung verbunden werden konnen, so ist klar ersichtlich, dass
hier die Regel, welche auf die Anmerkung [237] zu der Auf-
gabe XII des ersten Theiles (8. 47, 48) folgt, und deren zweiter

Zusatz zur Anwendung kommen miissen. Darnach findet man,
ni

dass die Hoffnung auf keine ungtinstige Beobachtung gleich %T: R

auf eine ungiinstige Beobachtung gleich (”lt) r”—tﬂt—
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zwei, drei, ... ungtinstige Beobachtungen bez. gleich
nt rnt—l 8 nt\ -3 sa
( ( ) - ist. Es werden also (indem
man den gemeinsamen Nenner it fortlisst) die Wahrschein-
lichkeitsgrade 1) oder die Zahlen der Fille, in welchen es
sich ereignen kann, dass alle Beobachtungen giinstige, dass
alle bis auf eine, zwei, drei ... nngunstige Beobachtungen
giinstige sind, gleich

) ) (e

Diese Ausdriicke sind aber gerade die Glieder der ntten
Potenz des Binoms r 4 s, welche in unseren Hiilfssiitzen be-
trachtet worden ist, und deshalb liegt alles Weitere klar zu
Tage. Aus der Beschaﬂ'enheit dieser Reihenentwickelung ist
sofort ersichtlich, dass die Zahl der Fille, in welchen n7r
Beobachtungen gtinstige und die ibrigen 7s Beobachtungen
ungtinstige sind, nach Hiilfssatz 3 genau gleich dem grdssten
Gliede M ist, da ihm ns Glieder vorangehen und nr Glieder
folgen. Ebenso ist klar, dass die Anzahl der Fille, in welchen
von allen n¢ Beobachtungen 7nr 4 », bez. nr — n gtinstige
und die tbrigen ungiinstige sind, durch die Glieder L, und
R, gegeben werden, da diese ja um 7z Glieder von dem
grossten Gliede M nach beiden Seiten hin abstehen. Folglich
ist die Anzahl aller Fille, in denen nicht mehr als nr + 2
und nicht weniger als 77 — » giinstige unter allen n¢ Beob-
achtungen sind, gleich der Summe aller Glieder der Ent-
wickelung von (r - s)*!, welche zwischen L, und R, (ein-
schliesslich der Grenzen) liegen. Die Anzahl aller tbrigen
Fille, in welchen mehr als nr - » oder weniger als nr —»
Beobachtungen giinstige sind, ist gleich der Summe aller
dbrigen Glieder der Potenzentwickelung, welche ausserhalb
des Intervalles L, bis R, stehen. Da nun der Potenzexpo-
nent des Binoms so gross genommen werden kann, dass die
Summe der Glieder, welche von den beiden Grenzen L, und
R, (diese mitgerechnet) eingeschlossen sind, mehr als c-mal
grosser ist als die Summe aller iibrigen Glieder ausserhalb
dieser Grenzen (nach Hilfssatz 4 und 5), so folgt: Es
konnen so viele Beobachtungen angestellt werden,
dass die Anzahl der Fille, in welchen das Verh#lt-
niss der ginstigen zu allen iberhaupt angestellten
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Beobachtungen [238] die Grenzwerthe nrtn und
nr—mn r-4-1 r—1 nt

v oder Tietc und y nicht ttberschreitet, mehr
als c-mal grosser ist als die Summe der idbrigen
Fille, d. h. dass es mehr als c-mal wahrscheinlicher
wird, dass das Verhiltniss der Anzahl der giinstigen
zu der Anzahl aller Beobachtungen die Grenzen

1 —

r—lt— und 7
dberschreitet W. z. b. w.

Bei der speciellen Anwendung dieses Satzes auf Zahlen
erkennt man leicht, dass, je grossere Zahlen filr », s und ¢

1 . .
nicht iiberschreitet, als dass es sie

genommen werden (wobei jedoch % denselben Werth behalten

r—It-l und r—tl des Ver-

hiltnisses % aneinanderriicken. Wenn also das Verhiltniss

muss), um so enger die Grenzen

% z. B. gleich —g— ist, so setze ich nicht » =3 und s=2,

sondern r =30 und s=20, also =745 =50 oder
r = 300 und s = 200, also ¢{= 500. Im ersteren Falle
sind die Grenzen

r+1 31 r—1 29
=5 " T T
Nehme ich noch ¢ = 1000, so bestimmen sich 7 und »¢
nach der Anmerkung (Seite 101) fiir die Glieder auf der
linken Seite von M: '
log [c (s — 1)] 4,2787536
= 301
m=log(r+l)—logr 0,0142405 < 31

nt=mt 4 or 5% +1 ¢ < 24728
und fiir die Glieder auf der rechten Seite von M:
log [ (r — 1)) 4,4623980
> = 211
"= iogs+ 1) —logs  0,0211893 <z,

nt=mt+1£:j_-;—-1Lt=25550.

e
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Daher ist es, nach dem oben bewiesenen BSatze, mehr als
1000-mal wahrscheinlicher, dass bei 25550 angestellten
Beobachtungen  das Verhiltniss der gtinstigen zu allen Beob-
achtungen innerhalb der Grenzen $} und 3§ (diese einschliess-
lich) Liegt als ausserhalb derselben. Setzt man ¢ = 10000
oder ¢ = 100000, so findet man auf gleiche Weise, dass
31258 Beobachtungon nothwendig sind, damit es 10000-mal
wahrscheinlicher ist, dass das angegebene Verhiltniss innerhalb
der genannten Grenzen liegt als ausserhalb derselben, [239]
und dass, damit es 100 000-mal wahrscheinlicher wird, 36966
Beobachtungen nothig sind, und so fort in das Unendliche, in-
dem man immer ein Vielfaches von 5708 Beobachtungen zu
25550 hinzuaddirt. '

Wenn also alle Ereignisse durch alle Ewigkeit hindurch
fortgesetzt beobachtet wiirden (wodurch schliesslich die Wahr-
scheinlichkeit in volle Gewissheit iibergehen milsste), so wiirde man
finden, dass Alles in der Welt aus bestimmten Grinden und in
bestimmter Gesetzmé#ssigkeit eintritt, dass wir also gezwungen
werden, auch bei noch so zufillig erscheinenden Dingen eine
gewisse Nothwendigkeit, und sozusagen ein Fatum anzunehmen.
Ich weiss nicht, ob hierauf schon Plato in seiner Lehre vom
allgemeinen Kreislaufe der Dinge !8) hinzielen wollte, in welcher
er behauptet, dass Alles nach Verlauf von unz#hligen Jahr-
hunderten in den urspriinglichen Zustand zuriickkehrt.



(1] Brief an einen Freund
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das Ballspiel
(Jeu de Paume)
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Jakob Bernoulli.

Sie theilen mir mit, mein Herr, dass Sie eine meiner
Schriften, in welcher ich neue Sitze tiber das Ballspiel auf-
gestellt habe, zu Gesicht bekamen, und Sie fragen mich, ob
diese Sitze sich wirklich streng beweisen lassen, oder ob sie
sich nur auf unbewiesene Vermuthungen, welche keinen festen
Untergrund haben, stiitzen; Sie begreifen — nach Ihren eigenen
Worten — nicht, dass man die Krifte der Spieler durch
Zahlen messen, und noch weniger, dass man dann alle von
mir gezogenen Schlussfolgerungen daraus ableiten kann. Ich
werde dadurch veranlasst, Ihnen alle Betrachtungen mitzu-
theilen, welche ich tiiber diesen Gegenstand angestellt habe
und welche nun den Inhalt dieses Briefes bilden sollen; ich
schreibe Ihnen den Brief in franzosischer Sprache, damit Sie
in seiner Lecttire nicht durch die Uebersetzungen der unter
den Spielern iblichen Kunstausdriicke gestort werden, welche
in eine andere Sprache tbersetzt weniger verstindlich sind.
Auch halte ich mich nicht damit auf, Ihnen die Spielregeln
auseinanderzusetzen, ebensowenig wie den Grundsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, welcher meiner Untersuchung zu Grunde
liegt, da ich weiss, dass Beides Ihnen wohlbekannt ist!?).
[2] Im Uebrigen aber werde ich auf alle Einzelheiten meines
Gtegenstandes ausfithrlich eingehen, ohne von Ihnen den Vor-

——

————_ ar—
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wurf zu beftirchten, Sie zu lange von einer Lappalie unter-
halten zu haben; denn Sie wissen, dass dieses edle Spiel stets
zur Belustigung’ von''vernehmen' Leuten gedient hat, und Sie
werden bald erkennen, dass es, wenn schon zur Leibestibung
niitzlich, ganz hervorragend fihig und auch wiirdig ist, den
Geist zu fesseln und das Nachdenken anzuregen.

Dass man in den Gliicksspielen genau die Gewinnhoffnungen
und Schadenbefiirchtungen der Spieler berechnen kann, ist,
wie ich vor allen Dingen bemerke, darin begriindet, dass man
meistens genau die Anzahl der Félle, welche den Spielern
glinstig oder ungiinstig sind, kennt. Dies ist aber nicht der
Fall bei den Spielen, welche ganz oder doch theilweise von
der Klugheit, dem Eifer oder der Geschicklichkeit der Spieler
abhiingen, wie es bei dem Ballspiele, dem Schachspiele und
den meisten Kartenspielen der Fall ist. Man kann bei diesen,
ohne vollkommene Kenntnis von dem Wesen des Geistes und
der Beschaffenheit der Organe des menschlichen Korpers zu
haben, nicht die Ursachen oder — wie man sich ausdrtickt —
nicht @ priors bestimmen, um wieviel kliiger, eifriger und
gewandter ein Spieler als ein anderer ist; diese Kenntniss zu
erlangen aber ist in Folge der tausend verborgenen Ursachen,
welche hier zusammenwirken, vollig unmoglich. Diese Unvoll-
kommenheit unserer Erkenntniss hindert aber nicht, dass man
die Zahlen der Fille fast ebenso genau a posterior: er-
mitteln kann, nimlich durch die Beobachtung des oftmals
wiederholten Ereignisses; dasselbe Verfahren kann man auch
bei den blossen Gliicksspielen anwenden, wenn man die An-
zahl der Fille, welche eintreten konnen, nicht kennt. Z. B.
in einem S#ckchen sind eine Menge weisser und schwarzer
Zettel enthalten, und es ist mir unbekannt, wieviele von jeder
Art es sind; was werde ich thun, um das Verhiltniss dieser
Zahlen zu ermitteln? Ich werde einen Zettel nach dem andern
ziehen in der Weise, dass ich den gezogenen Zettel stets in
das S#ckchen zuriicklege, ehe ich den folgenden ziehe, damit
die Gesammtzahl der Zettel im Sickchen nicht kleiner wird.
Wenn ich dann hundertmal beobachte, dass ich einen schwarzen
Zettel, und zweihundertmal, dass ich einen weissen Zettel er-
griffen habe, so werde ich kein Bedenken tragen, hieraus zu
schliessen, dass die Anzahl der weissen Zettel annihernd
doppelt so gross ist als diejenige der schwarzen. Denn es
ist ganz sicher, dass, je mehr ich in dieser Art Beobachtungen
anstelle, ich um so mehr hoffen darf, dem wahren Verhilt-
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nisse, welches zwischen den Zahlen [3] der weissen und
schwarzen Zettel besteht, nahe zu kommen. Man kann ni#m-
lich, wie/\sich/ sogavvolligiisttéeng beweisen lisst, stets soviele
Beobachtungen anstellen, dass es schliesslich mit jeder be-
liebig gegebenen Wahrscheinlichkeit wahrscheinlich und mithin
schliesslich moralisch gewiss wird, dass der durch Beobach-
tungen gefundene Werth des genannten Verhiltnisses von dem
wahren Werthe nur beliebig wenig abweicht. Auf diese Weise
kann man auch bei Spielen, welche von dem Verstande und
der Gewandtheit der Spieler abhingen, bestimmen, um wieviel
ein Spieler geschickter als ein anderer ist. Ich sehe z. B. zwei
Personen Ball spielen und beobachte sie lange Zeit; dabei
nehme ich wahr, dass der eine der beiden Spieler 200 oder
300 Schlige gewinnt, wihrend der andere nur 100 gewinnt,
und urtheile infolgedessen mit geniigender Sicherheit, dass
der erstere doppelt oder dreifach so gut als der andere spielt,
da er, so zu sagen, zwei oder drei Theile der Geschicklich-
keit, als ebensoviele Fille oder Ursachen, welche ihn den
Ball gewinnen lassen, und der letztere nur einen solchen
Theil besitat.

I. Nachdem wir dies vorausgeschickt haben und nun an
den eigentlichen Gegenstand herantreten, nehmen wir an, dass
zwei gleich gewandte Spieler 4 und B (d. h. zwei Spieler,
welche wir dieselbe Anzahl von Gingen haben gewinnen
und verlieren sehen) Einstand oder Beide 30 oder 15 oder
noch nichts haben; offenbar hat in diesen Fillen jeder der
beiden Spieler die gleiche Hoffnung, die ihm noch fehlenden
Ginge und damit das Spiel zu gewinnen, und folglich hat jeder
von ihnen die Hoffnung auf die Hélfte des Spieles oder § S.

" Dann nehmen wir an, dass 4 30 und B 45 hat oder —
was auf dasselbe hinauskommt — dass B im Vortheil ist.
Sie erkennen, dass A gleich wahrscheinlich den n#ichsten Gang
gewinnen oder verlieren kann; gewinnt ihn A4, so zihlen beide
Spieler Einstand, und jeder von ihnen hat nach dem eben
Gesagten die Hoffnung 4 §, verliert er ihn aber, so verliert
er zugleich auch das ganze Spiel. Folglich hat 4 nach der

Ihnen bekannten Regel die Hoffnung l—i-;ﬁ §=18.

Nehmen wir weiter an, dass 4 15 zu 45 hat, so kann
er gleich leicht 30 zu 45 und damit die vorher gefundene
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Hoffnung { S erreichen oder das Spiel verlieren (je nachdem
er den niichsten Gang gewinnt oder verliert) Folglich hat 4

die Hoffnung 1—*-:;—-—1—0 §=1%8.

Wenn 4 15 zn 30 hat, so kann er entweder ebenfalls
30 oder 15 zu 45 erhalten; im ersteren Falle kommt er zu
der Hoffnung ¢ S, im letzteren zu der Hoffnung § &. Folglich

. . 1
ist seine Hoffnung gleich l—i—-;—-l—r §=%78

. (4] In gleicher Weise findet man fir die anderen mog-
lichen Annahmen die Hoffnungen des .4, wie sie in der fol-
genden Tafel sich verzeichnet finden; aus ihnen kann man
leicht die Hoffoungen des B finden, da sie jene zu 1 ergiinzen
mtissen.

Tafel I.
Punkte des Hoffnung des
A B . A
45 45 3+ 8
30 45 18
15 45 18
0 45 15 S
30 30 18
15 30 S
0 30 2 S
15 15 | 8
0 15 s
0 o | s

II. Ebenso ist klar, dass, wenn man 8pieleinstand ziihlt,
jeder der beiden Spieler in gleichem Grade hoffen kann, die
ganze Partie zu gewinnen, indem er zwei Spiele hintereinander
gewinnt. Folglich hat jeder Spieler die Hoffnung auf eine
halbe Partie oder § P.

Wenn aber — es mag die Partie anf vier von einem
Spieler gewonnene Spiele gehen — A4 2 und B 3 Spiele ge-
wonnen und letzterer mithin den Vortheil fiir sich oder Spiel-
vor hat, se ist es gleich wahracheinlich, dass das nichste
Spiel beiden Spielern wieder Spieleinstand verschafft oder
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dass es A die Partie verlieren lisst, je nachdem er dieses
Spiel gewinnt  .oder verliert. Folglich hat A4 die Hoffnung

1-44-170" "
22— P=¢P

Ebenso findet man, dass A4 die Hoffnung § P hat, wenn
ihm noch 3 Spiele, um die Partie zu gewinnen, fehlen, wih-
rend B nur noch ein Spiel zu gewinnen braucht; u. 8. w.
Die nachfolgende Tafel II giebt die Hoffnungen des A4 in
Bezug auf die ganze Partie fiir alle mdglichen Annahmen an,
und Sie sehen aus derselben, dass die hier fir die Hoffnungen
des A gefundenen Zahlen mit denen der ersten Tafel tiber-
einstimmen, wie es auch der Fall sein muss, da die vier
Giinge eines Spieles fiir dasselbe ebensoviel bedeuten, als die
vier Spiele fir die ganze Partie.

Tafel II.

Spiele des Hoffnung des
A

l |

IIL. Ferner betrachten wir die beiden Spieler, wenn sie
Spieleinstand zihlen und ausserdem 4 30 und B 45 hat.
Wenn A den nichsten Gang gewinnt, so haben beide Spieler
wieder Einstand und also auch [6] gleiche Hoffnung; verliert
A aber diesen Ball, so erhilt B Spiel-vor, in welchem Falle
A die Hoffnung } P hatte. Es hat also A jetzt im Ganzen
die Hoffnung: O _; 14 P = } P, die Partie zu gewinnen.

Nehmen wir weiter an, dass 4 zwei Spiele (oder ein Spiel),
B drei Spiele gewonnen hat und beide entweder Einstand

S |om o= ([empew ||
S | oo |wwwe || by
[ v o il e e S ST
NN | (N

|
|
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oder 30 oder 15 z#hlen, so ist klar, dass jeder gleich leicht
das nichste Spiel gewinnen kann. Die Hoffnungen beider
Spieler sind/\also| diéselbeny als-wenn sie nur ihre vollen Spiele
und noch keine Punkte daritbér hinaus gewonnen hiitten. Daher
hat 4 die im vorigen Paragraphen gefundene Hoffnung, n#m-
lich 4 P (oder } P).

Wenn 4 2 gegen 3 Spiele und 30 gegen 45 gewonnen hat,
8o kann er gleich leicht 45 erlangen oder das Spiel und mit
ihm die ganze Partie verlieren, je nachdem er den nichsten
Gang gewinnt oder verliert. Folglich ist der Werth seiner

Hoffnung gleich # P=}P

Wenn A 2 gegen 3 Spiele gewonnen hat und das neue
Spiel 15 zu 45 steht, so kann ihm der nichste Gang ent-
weder 30 zu 45 bringen oder ihn das Spiel und zugleich die
Partie verlieren lassen. Seine Hoffnung hat also den Werth

1.341-0 5
—2—P=4P.

Auf diese Weise fortfahrend habe ich die folgende Tafel IIT
berechnet, welche die Hoffnungen des A fir alle bei zwei
Spielern mdglichen Fille enthilt, wenn jeder von beiden ausser
seinen vollen Spielen noch eine gewisse Anzahl Punkte ge-
wonnen hat. In der letzten Zeile umfasst diese umstehende
Tafel die ganze Tafel II.

Wenn 8ie sich die Mithe nehmen, diese Tafel genauer zu
betrachten, so konnen Sie mehrere bemerkenswerthe Beobach-
tungen machen. Sie sehen z. B., dass 15 zu 30, wenn die
Spieler Spieleinstand zi#hlen, ebensoviel werth ist als 30 zu 0
bei 2 zu 3 Spielen oder 45 zu 30 bei 1 zu 2 Spielen oder
schliesslich 30 zu 45 bei einem zu einem Spiele; dass 1
zu 2 Spielen mit 45 zu 15 filr A4 ein wenig giinstiger ist als
wenn jeder der beiden Spieler noch kein volles Spiel und
A 0 und B 15 hitte, da zwischen den Hoffnungen, welche
diesen beiden Annahmen entsprechen, die Differenz }y be-
steht; u. s. w.

Ostwald's Klassiker. 108. 8
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IV. Jetzt sollen die Hoffnungen der Spieler fiir den Fall
gefunden werden, dass beide nicht die gleiche Kunstfertigkeit
besitzen. 'Um''die ‘Rechnung'labzukilrzen, nehmen wir sofort
allgemein an, dass man den gewandteren Spieler 4 habe 7
Ginge gewinnen sehen, wihrend B in dieser Zeit nur einen

einzigen gewann; [7] dann bezeichnet also %dasVerhﬁltniss,

welches zwischen den Kunstfertigkeiten der beiden Spieler
besteht.

Wir nehmen zunichst an, dass die Spieler Einstand zihlen
und wir ihre Hoffnungen finden wollen. Wiirde ein Gang aus-
reichen, um einen von beiden das Spiel gewinnen zu lassen,
S0 wiren ihre Hoffnungen schon gefunden, da sie sich ebenso
zu einander verhalten wiirden, wie ihre Fertigkeiten, also wie®
n zu 1. Weil aber die Spielregeln verlangen, dass ein Spieler
zwei Ginge hintereinander gewinnen muss, um das Spiel zu
gewinnen, so ist das gesuchte Verhiltniss der Hoffnungen von

ji‘— verschieden und muss mit Hilfe der Analysis berechnet

werden. Wir bezeichnen die gesuchte Hoffnung des 4 mit z
und beachten, dass der erste Gang einen von beiden Spielern
in den Vortheil bringen muss, wihrend der zweite Gang beiden
wieder Einstand geben und somit dem A seine urspriingliche
Hoffnung 2 zurtickgeben kann. Was tritt nun ein, wenn einer
von beiden Spielern den Vortheil fir sich erhdlt? Ist A,
welcher der n-mal geschicktere der beiden Spieler ist, in den
Vortheil gekommen, so hat er » Wahrscheinlichkeiten fir sich,
~ das Spiel zu gewinnen, und eine Wahrscheinlichkeit, wieder

die Hoffnung z zu bekommen, je nachdem er den zweiten

Gang gewinnt oder verliert. Folglich ist seine Hoffnung in

. L 01412 ni4z
diesem Falle gleich P S| Wenn aber B durch
den ersten Gang in den Vortheil gekommen ist, so sind » Wahr-
scheinlichkeiten fiir 4 vorhanden, durch den niichsten Gang wieder
Einstand und also z zu erhalten, und eine Wahrscheinlichkeit,
das Spiel zu verlieren; daher ist in diesem Falle die Hoff-
n-z+4+1-0 nz
n+1 ~ ni1
wo beide Spieler gleich stehen, hat .4, welcher #-mal mehr
Wahrscheinlichkeit hat, den Vortheil zu erhalten, als ihn
nicht zu bekommen, die Hoffnung:

nung des A4 gleich

- Urspriinglich nun,

8%

-\
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n—+t+z nx
n.n+l +1.n+1_ n® 4 2nz
71 Tt 42n417
und da seine urspriingliche Hoffnung gleich = gesetzt wurde, so ist
nt4-2nz
=
nt+2n-41"’
woraus folgt: n
TR

1
Fir B bleibt also die Hoffnung pr tbrig, sodass sich

die Hoffnungen beider Spieler wie %#* zu 1 verhalten, d. h. das
oVerhilltniss ihrer Hoffnungen gleich dem Quadrate des Ver-
hiltnisses ihrer Kunstfertigkeiten ist.

Nachdem man diese Hoffnungen berechnet hat, kann man
nacheinander fiir alle Annahmen, welche in den vorhergehen-
den Paragraphen gemacht worden sind, die Untersuchung
durchfihren, wobei man nur stets zu beachten hat, dass A4
jeden Gang 7z-mal wahrscheinlicher gewinnt als verliert. [8] Es
habe z. B. 4 30 und B 45: Dann giebt es » Fille, welche
das Spiel wieder auf Einstand bringen, und einen Fall, welcher
A verlieren lisst; folglich hat A4 die Hoffnung

n!
Al e
n—+1 T (1) (e 4 1)
Steht fir 4 das Spiel 15 zu 45, so hat er » Fille, welche

ihm 30 zm 45 ergeben, und einen Fall, welcher ihn das Spiel .
o verlieren lisst; folglich ist seine Hoffnung gleich

na
n.(n’+1)(n+1)+1'0_ nt .
n41 T w4 1) (n 12

Auf gleiche Weise findet man den Werth von A’s Hoffnung,
wenn er 0 und B 45 hat. Haben beide Spieler 30, so
haben sie dieselben Hoffnungen, als wenn sie Einstand er-
reicht haben, da jeder von ihnen, um das Spiel zu gewinnen,
zwei Gi#nge hintereinander gewinnen muss. Dann bestimmt
man ferner die Hoffnungen, wenn A4 15 oder 0 und B 30,
A 45 und B 30, 15 oder 0, .4 30 und B 15 oder 0, 4 15
und B 15, A 0 und B 15, A4 15 und B 0 und schliesslich
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beide 0 haben. Die folgende Tafel IV enth#lt fir alle diese
Annahmen A’s Hoffnungen in Bezug auf jedes einzelne Spiel
fiur ein beliebiges Verhiltniss, » zwischen den Kunstfertigkeiten
der Spieler?),

Tafel IV.
P;nkte d;s Hoffnungen des .4
n? ” 7 v
45 | 45 AT
3
45 S —
0 BFD@F+D
n‘
B FIP@FD
. n®
0] % SIS
15 0 n(n® 4+ n -4 1)
3 TR
n*nt 42041  n?
0% BT D) wrd
nin?43n+41)
e CES )
n'(n? 4 4n 4 1)
0] 3 GRS
nn® 4+ 20 4 2n 4 2)
N CESRCESY
n?(n® + 3n? 4 4n 4 3)
S ESHGES)
15 15 ndn® 4+ 4n* +Tn+4) n*(*43n+4)
(4 1)* (n* 4 1) T+ 1P +1)
0 15 n'(n® 4 502 4+ 11n 4 5)
(n41)*(n* 4 1)
45 0 n(n'+ 3n+ 4n?+ dn4 3)
(n =+ 1)° (n* + 1)
w0 | o [Pot+an+1n+8nt6)
(n 4 1)* (n* 4 1)
15 0 73 (n®+4-5n°+-11n24- 152 4-10)
(n+1° (n* 4 1)
0 0 n'(n'4-6n°4-16024-26n4-15)  n'(n®4-5n*4-11n4-15)
(n 410 (n* 1) T (a1 @4
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(9] V. Wie Sie richtig erkennen, muss aus der vorstehen-
den Tafel die Tafel I fir zwei Spieler von gleicher Kunst-
fertigkeit wieder .entstehen, wenn man 7 = 1 setzt. Fiir
n=2, 3, 4, ... liefert die Tafel IV die Hoffnungen zweier
Spieler, von welchen der eine zwei-, drei-, viermal ... ge-
schickter ist als der andere. Ist .4 z. B. zweimal geschickter
als B, so finden Sie fir seine Hoffnungen die Werthe: 45,
wenn Beide Einstdand z#hlen, und 8, wenn 4 30 und
B 45 hat; in diesen beiden Fi#llen bleiben mithin fir B die
Hoffnungen 1S und ;%S tibrig, sodass sich die Hoffnungen
der beiden Spieler verhalten wie 4 zu 1, bez. wie 8 zu 7.
Die Tafel V giebt die Verhiltnisse der Hoffnungen beider
Spieler fir jeden Stand eines Spieles und fir n = 2,
3, 4.

[10] Tafel V.
Verhidltniss ihrer Hoffnungen,
Punkte des wenn 4 kunstfertiger ist als B
und zwar
A B zweimal dreimal viermal
45 45 4: 1 9: 1 16: 1
30 45 8: 17 27: 13 64: 21
15 45 16: 29 81: 79 256: 169
0 45 32:103 243 : 397 1024 : 1101
45 | 30 14: 1 | 39: 1 84: 1
30 30 4: 1 9: 1 16: 1
15 30 88: 47 513:127 1856 : 269
0 30 208:197 891 : 389 8448 :2177
45 15 44: 1 | 159: 1 424: 1
30 15 124: 11 621: 19 2096: 29
15 15 112: 23 297: 23 2048: 177
0 15 176: 67 891:133 |49408:3717
45 0 134: 1 639: 1 2124 : 1
30 0 392: 13 1269: 11 |10592: 33
15 0 224: 19 999: 25 |52608: 517
0 0 208: 35 243: 13 | 51968 :1157

Sie beachten jedoch, dass die beiden letzten Tafeln nur die
Hoffnungen in Bezug auf jedes einzelne Spiel angeben. Es wiirde
nun nock eine Tafel aufzustellen sein, welche die Hoffnungen
der Spieler in Bezug auf die ganze Partie enthilt, wenn A4
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und B auf mehrere Spiele spielen, von welchen sie einige
und ausserdem mnoch eine bestimmte Anzahl Punkte bereits
gewonnen haben; diese Tafel wilrde der Tafel III entsprechen,
welche die Hoffnungen zweier gleich tiichtigen Spieler angiebt.
Weil aber die Fortfihrung der Untersuchung in Buchstaben
#usserst mithsam werden und eine gewaltige Rechnung erfor-
dern wiirde, so begniige ich mich an einem speciellen Bei-
spiele zu zeigen, wie man verfahren muss, um auf abgekiirztem
Wege die gesuchten Hoffnungen zu finden.

Angenommen, die Partie gehe auf 4 Spiele, .4 habe ein
Spiel und noch 15, B aber zwei Spiele und 45 gewonnen
und A habe die doppelte Spielfertigkeit wie B; welche
Hoffnungen, die Partie zu gewinnen, haben die beiden Spieler ?
Zun#ichst bemerke ich, dass die Hoffnungen, welche die beiden
Spieler bei Beginn eines Spieles haben, dasselbe zu gewinnen,
sich verhalten (nach Tafel V) wie 208 : 35 = 388 : 1; es
kann also der Spieler, welcher zweimal geschickter als der
andere ist, 2%%°- (d.i. fast 6-)mal leichter dieses Spiel ge-
winnen als der andere. Ferner beachte ich, dass nach Be-
endigung des gerade im Gange befindlichen Spieles [11] ent-
weder 4 2 und B 2 oder 4 1 und B 3 Spiele z#hlt (je
nachdem A4 oder B es gewonnen hat), und also entweder
beiden Spielern noch je 2 Spiele oder 4 3 Spiele und B ein
Spiel fehlen. Nun ist aber klar, dass die Hoffnungen der
Spieler, die noch fehlenden Spiele und damit die Partie zu
gewinnen, dieselben sind, welche sie haben, ein einzelnes Spiel
zu gewinnen, wenn ihnen noch ebensoviele Giinge fehlen,
(d. h. wenn sie entweder 30 zu 30 oder 15 zu 45 Punkte
haben), wobei allerdings angenommen ist, dass der geschicktere
Spieler A ebensovielmals leichter als B ein ganzes Spiel ge-
winnen konne, als er einen einzelnen Gang gegen B gewinnen
kann, welches Verhiltniss mit » bezeichnet worden war. In
Wirklichkeit kann 4 aber, wie ich angegeben habe, %%5-mal
leichter als B ein ganzes Spiel gewinnen, und folglich ist
dieser Werth an Stelle von #z in die Ausdriicke:

n? d nt
Al 1)

welche (nach Tafel IV) 4’s Hoffnungen angeben, wenn er 30
zu 30, bez. 15 zu 45 hat, einzusetzen, um seine Hoffnungen
zu erhalten, wenn 4 gegen B 2 gegen 2 oder 1 gegen
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3 BSpiele gewonnen hat; man erhdlt so die Hoffnungen:
43264 1871773696

24489 ) |2627030961
dass A4 gegen .B in dem gerade im Gange befindlichen Spiele
15 gegen 45 z#hlt; bei diesem Stande des Spiels aber hat A
(nach Tafel V) 16 Fille, in welchen er das Spiel gewinnt,
und 29 Fille, in welchen er es verliert. Folglich hat 4 16
Fille, um 2 gegen 2 Spiele, und 29 Fille, um 1 Spiel gegen
3 Spiele zu erlangen, und hieraus ergiebt sich fiir seine Hoff-
nung der Werth:

P. Es war aber angenommen,

43264 1871773696
16- 12189 T 2% 3627030961 p__ 19031314432
45 T 23643278649 " °
4611964217
, e s )
Fir B’s Hoffnung bleibt mithin der Werth: 33643275649 P.

Es verhalten sich also die Hoffnungen beider Spieler zu ein~
ander wie 19031314432 zu 4611964217, welches Verhiltniss
ein wenig grosser als 4 : 1 ist. Aber ich will weiter gehen.

VI. Ist das Verhiltniss der Spielfertigkeiten der beiden
Spieler bekannt, so kann man berechnen, wieviel der eine
Spieler dem andern vorgeben muss, damit beide gleiche Ge-
winnhoffnungen in jedem einzelnen Spiele haben.

Man braucht nur einen Blick auf die Tafel V zu thun
und nachzusehen, an welchen Stellen das Verhiltniss der Hoff-
nungen von 4 und B den der Einheit am niichsten kommenden
Werth hat. Ist z. B. 4 zweimal geschickter als B, so sind
die Hoffnungen beider Spieler am wenigsten von einander ver-
schieden, wenn 4 0 und B 30 hat, sodass also 4 dem
B 30 vorgeben kann und dabei noch ein wenig im Vortheil
bleibt, da seine Hoffnung, das Spiel zu gewinnen, ein wenig
grosser als die des B ist. Wenn aber A ein dreimal ge-
schickterer Spieler als B ist und ihm 45 vorgiebt, so hat B
offenbar einen merklichen Vortheil voraus; giebt 4 dem B
aber nur 30 vor, so behi#lt er ftir sich einen weit grosseren
Vortheil voraus; [12] wenn aber fiir Beide das Spiel moglichst
gerecht sein soll, so muss 4 dem B 45 vorgeben wund fiir
sich 15 zihlen. Ist aber 4 viermal geschickter im Ballspielen
als B, so kann er B 45 vorgeben, wobei B ein klein wenig
im Vortheile ist. Wenn .4 endlich fiinfmal dem B iberlegen



Brief tiber das Ballspiel (Jeu de Paume). 121

ist, so kann er ihm 45 vorgeben und beh#lt ftir sich noch
einen betriichtlichen Vortheil voraus, da sich seine Hoffnung
zu der des B\ wié)3125-2zu2491 verhilt; und so fort.

VIL. Es fragt sich nun umgekehrt, um wieviel .4 dem B
an Spielfertigkeit tiberlegen sein muss, um ihm 45, 30 oder
15 vorgeben zu kdnnen.

Um diese Frage zu beantworten, muss man beachten, dass
A dem B, um das Spiel gerecht werden zu lassen, soviel
vorgeben muss, als néthig ist, jedem von Beiden die Hoff-
nung § zu geben. Man wird also aus der Tafel IV die Werthe
entnehmen, welche 4’s Hoffnungen angeben, wenn er 0 und
B 45, 30 oder 15 hat, und diese gleich % setzen, was die
drei Gleichungen liefert:

n® 1
n® 4 3n0 47 + 4n* + 3n 4 1 -2
7n® 4 4n° 4 nt 1
S 4 4nS 4 Tnt 4 87 + Tn + dn 4 1 2!
n' =4 5n° 4~ 112" 4 5nt 1
2 508 4 11n° 4 1528 4 15m3 4 11nd 4 5n4 1 2°
oder )
n®—3n'— 473 — 4n* —3n—1 =0,

nt 4 4AnS—b5nt— 83— Tn*—4n—1=0,
n! 578 4 117" — 50 — 157° — 110 — 52 — 1 = 0.

Weil die Wurzeln dieser drei Gleichungen, welche den Werth
von 7 bestimmen, irrationale Zahlen sind, so folgt, dass die
Fertigkeiten der Spieler, von denen der eine dem andern eine
gewisse Anzahl Punkte vorausgiebt, unter sich incommensurabel
sind. Die Wurzel der ersten Gleichung ist 4,216 (oder un-
gefihr 4}), der zweiten Gleichung 1,946 (oder ungefihr 1.%)
und der dritten Gleichung 1,313 (oder ungefihr 14%); es muss
also derjenige Spieler, welcher seinem Gegner 45 vorgeben
kann, 4}-mal geschickter als dieser sein; will er ihm aber
30 oder 15 vorgeben, so muss er 1% bez. 1,%-mal geschick-
ter als dieser sein, [13] d. h. er muss im ersten Falle 42,
im zweiten 19 und im dritten 13 Giinge gewinnen, wihrend
sein Gegner 10 Ginge gewinnt.
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Wenn 4 dem B aber soviel bei jedem Spiele vorgiebt,
als nothig ist, um das Spiel fir Beide gleich zu machen, -
so ist es gleichgiltiz, ob sie auf ein Spiel, auf zwei, drei
oder beliebig viele Spiele spielen. Denn es ist dann ebenso
wahrscheinlich, dass 4 ein Spiel gewinnt, als dass er es ver-
liert; dass er zwei Spiele hintereinander gewinnt, als dass er
sie verliert, wenn die Partie auf zwei Spiele gespielt wird;
dass er drei Spiele gewinnt, als dass er sie verliert, wenn
die Partie auf drei Spiele gespielt wird; und so fort.

VIII. Wieviel mehr Spielfertigkeit als B muss 4 besitzen,
wenn er ihm ein halb funfzehn oder ein halb dreissig oder
ein halb fiinfundvierzig vorgeben will21).

Angenommen, A4 gebe dem B ein halb finfundvierzig vor,
die Partie werde auf zwei Spiele gespielt und B nehme im
ersten Spiele 30, im zweiten 45 voraus; falls die Partie wieder
auf gleiches Spiel kommt, so nehme B von neuem zuerst 30
und dann 45 voraus und in dieser Weise abwechselnd fort.
Ferner verhalte sich B’s Hoffnung, das Spiel zu gewinnen, zu
der des 4 wie b zu @, wenn B 30, .und wie d zu ¢, wenn
B 45 vorausgenommen hat. Die Gewinnhoffnung des .4 bei
Beginn der Partie sei gleich z. Was tritt ein, wenn B das
erste Spiel gewonnen hat? Dann nimmt B 45 voraus, und
es hitte 4 nach der Voraussetzung ¢ Wahrscheinlichkeiten,
das zweite Spiel zu gewinnen, gegenitber d Wahrscheinlich-
keiten, es zu verlieren. Gewinnt es 4, so sind die Hoffnungen
beider Spieler wieder dieselben, wie bei Beginn der Partie;
verliert es .4 aber, so verliert er zugleich die ganze Partie.

Folglich hat in diesem Falle 4 die Hoffuung * 2+ %
cz c + d‘
=m . )

Hat aber 4 das erste Spiel gewonnen, so nimmt B dann
45 voraus und 4 hat ¢ Wahrscheinlichkeiten, das Spiel und
mit ihm die Partie zu gewinnen, und & Wahrscheinlichkeiten,
es zu verlieren und seine urspriingliche Hoffnung z zuriickzu-

erhalten. Mithin hat dann seine Hoffnung den Werth %4—32 .
Bei Beginn der Partie, wo B zunichst 30 vorausnimmt,
hat 4 fir sich @ Wahrscheinlichkeiten, in den Vortheil zu

cP+4dz

kommen und damit die zuletzt berechnete Hoffnung —c—_m—
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zu erlangen, und & Wahrscheinlichkeiten, B in den Vortheil

kommen zu sehen und selbst die Hoffnung zu bekommen.

cz
c+d
Folglich ist seine Hoffnung z bei Beginn der Partie:
[14] cP+dz
a et d + 5

a4+ b

__acP - (ad 4 be)z
T (@4 b)c+d) O’

__ ac

F= ac+ bd

cz2

c+d

g =

woraus

P

folgt. Da nun vorausgesetzt war, dass die Partie mit 0 zu
145 fiir beide Spieler gleiche Gewinnaussichten darbietet, also
jeder von ihnen im Anfange die Hoffnung § P hat, so muss

ac P

117P=ac—{—bd .

sein, worauns folgt:
ac=2>bd oder a:b=d:c.

Es ergiebt sich also, dass die Partie gerecht ist, wenn die
vier Grossen @, b, d, ¢ zu einander in Proportion stehen,
d. h. die Hoffnung des geschickteren Spielers, das Spiel zu
gewinnen, wenn sein Gegner 30 voraus hat, zu seiner Hoff-
nung in diesem Spiele sich verhilt, wie des Gegners Hoff-
nung, wenn er 45 voraus hat, zu seiner eignen in dem zweiten
Spiele, oder auch wenn es zwei-, drei-, viermal, ... wahr-
scheinlicher ist, dass der schwichere Spieler das Spiel verliert,
wenn er nur 30 voraus hat, und wenn es im Gegentheil eben-
sovielmal wahrscheinlicher ist, dass er das Spiel gewinnt,
wenn er 45 voraus hat.

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass es ganz gleich-
giiltig ist, ob B beim ersten Spiele 30 und beim zweiten 45
oder ob er umgekehrt beim ersten Spiele 45 und beim zweiten
30 vorausnimmt. Denn mit Hiilfe einer der -obigen ganz #hn-
lichen Rechnung finde ich:
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aP+4 b2 az
o Taxs MY
o] (0]¢ @+ b

__acP+ (bcH- ad)z
T (a4 b)(c+a)

also schliesslich wiederum:

ac

P -+ bd P,
wie vorher. Folglich sind diejenigen im Irrthum, welche sich
einbilden, dass es vortheilhaft ist, beim ersten Spiele die ge-
ringere und erst beim zweiten die grossere Anzahl der vor-
gegebenen Punkte zu nehmen.

Weil dieselbe Rechnung stets giiltig bleibt, welche Werthe
auch die Verh#ltnisse @ : & und ¢ : d haben mbgen, so folgt
daraus, dass dieselbe Beziehung

a:b=d:c
auch bestehen muss, wenn bei einer Partie ein halb dreissig
oder ein halb filnfzehn vorgegeben wird. Die Partie ist immer
gerecht, wenn abwechselnd die Hoffnung des 4 in Bezug auf
ein Spiel die des B iibertrifit und im folgenden Spiele von
ihr in demselben Maasse iibertroffen wird.

Um von dem eben gefundenen Resultate eine Anwendung
zu machen, [15] wollen wir fiir jede mogliche Annahme die
Werthe der Buchstaben a, &, ¢, d bestimmen, was sich mithe-
los ausfithren lisst. Man hat nur der Tafel IV die Gewinn-
hoffnungen des 4, wenn er 0 und B 45, 30, 15 oder 0 hat,
zu entnehmen und durch Subtraction dieser Werthe von 1 die
entsprechenden Gewinnhoffnungen des B zu bilden, um schliess-
lich durch Division fiir die Verhiltnisse der Gewinnhoffnungen
beider Spieler die Werthe zu finden:

A B n®
0 45: ,
3n' + 4n° 4 4%° + 371 + 1
0 30: 7 - 4n° 4 nt
TR 87  Tn' +4An 4+ 1’
0 15 n' + 5n° + 115° 4 52!
"10n* + 15%° + 112° + 55 4 1’
0 0 n' 4+ 5n% 4 1125 4 157

157% 4 110 4 57 + 1
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Hieraus aber ergiebt sich unmittelbar: Soll die Partie mit
einer Vorgabe von {45 gespielt werden, so muss

a 7S 4+ 4n® 4 nt

b 6t 8 T+ 4An+ 1
c ns

d 30 + 47° + 4n* + 3n + 1

sein; wird 430 vorgegeben, so muss
[16] _ n! 4 578 4 11n5 + 5nt
Tt + 158 - 11t 5417
n® 4 4n° 4 nt
6n 4 87° + Tn' + 4n + 1

sein; und wird schliesslich {15 vorgegeben, so muss

/e oa

a n' 4 578 4 11n° 4 1574
b 15%° + 115® + 57 + 1 ’
c 7" 4 570 4 112° 4 5n '
d ™~ 10n' + 15%° + 115%° + 57 + 1

sein.
Setzt man nun diese Werthe in die Gleichung

) ac = bd
ein und multiplicirt dann die Producte aus, so erhilt man
nach gehoriger Reduction die drei Gleichungen:
#4470 — 1808 — 487" — 7 Tn®—90ns
— 7T —4903—23n —Tn—1=0,

n'34-9n'2 4320 4547104~ 3 129 — 5508 — 1707’
—2561°—2631n°—1937n*—102%3—38%*—9n—1=0,

210543 4-4771%4-130% 2217142201547 5n8
—150n"—3357°—3801°—281%*—1401°—4 Tn*—10n—1=0,

worin die Unbekannte » das Verhiltniss zwischen den Fertig-
keiten der beiden Spieler angiebt. [17] Wer Musse genug dazu
hat, mag die Wurzeln dieser Gleichungen genau ermitteln; ich
vermuthe, dass sie ungefihr die Werthe 2%, 1% und 15
haben. Es muss also derjenige Spieler, welcher dem andern
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145 vorgiebt, 27 Ginge, derjenige, welcher 430 vorgiebt, 16
Génge und derjenige, welcher {15 vorgiebt, 11 Ginge gegen
10 Ginge/ seines | Gegneérs gewinnen.

Bevor ich diesen Paragraphen schliesse, bemerke ich noch
Folgendes: Wenn der dem Spieler B abwechselnd eingeriumte
Vortheil so, wie eben angegeben, beschaffen ist, d. h. wenn
die beiden Spieler durch denselben in jedem Spiele einen be-
stindigen Austausch ihrer Hoffnungen erleben, so ist die Partie
immer gerecht, nicht nur wenn man sie auf ein oder mehrere
Paare von Spielen spielt, wie man denken konnte, sondern
auch wenn man sie auf eine ganz beliebige Anzahl von Spielen
spielt. Dies scheint aus der folgenden Tafel VI hervorzugehen,
welche die Hoffnungen des Spielers 4 in jédem Falle und
die bei ihrer Berechnung innezuhaltende Reihenfolge angiebt,
wenn die Partie auf 3, 4 oder 5 Spiele gespielt wird und 4
dem B abwechselnd einen kleineren und einen grosseren Vortheil
einriumt, nimlich den kleineren, wenn die Anzahl der von
beiden Spielern noch zu gewinnenden Spiele eine gerade Zahl
ist, und den grosseren, wenn diese Anzahl eine ungerade Zahl
ist; im ersteren Falle soll es doppelt so wahrscheinlich sein,
dass 4 das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und im
letzteren Falle umgekehrt doppelt so wahrscheinlich, dass A
das Spiel verliert, als dass er es gewinnt.

(18 und 19] Tafel V1.
Spiele, i Spiele, Di
welche sull)nlsle Hoffnung | welche Sumlsle Hoffaung
noch dieser des noch dieser des
fehlen: | Zghlen fehlen: | Zahlen
4 B ist A A B ist A
2 2 | Gerade ¥ 2 3 U. .
2 1 |Ungerade # 2 4 G. &1
3 1 G. ) 2 5 U 3t
4 1 U. gy 3 3 G. ¥
5 1 G. & 4 3 U. Hi
1 2 U. 3 5 3 G.
1 3 G. £ 3 4 U. ﬁg
1 4 U. 3% 3 5 G. H
1 5 G. B 4 4 G. i
3 2 U. 13 5 4 U. i
4 2 G. 14 4 5 U. EETE]
5 2 U. o 5 5 G. 3
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Die Hoffnung jedes der beiden Spieler scheint also immer
gleich { P zu sein, wenn ihnen noch gleichviele Spiele fehlen,
um die Pattie'/zu/gewinnen ??)

IX. A giebt 430 dem B und 45 dem C vor; wieviel
kann B dem C vorgeben?

Da nach dem vorigen Paragraphen die Spielfertigkeit des
B sich zu der des 4 wie 10 zu 16 und die Fertigkeit des
A zu der des C wie 42 zu 10 (nach § VII) verhilt, so muss
man folgern, dass die Fertigkeit des B zu der des C sich
wie 42 zu 16 oder annihernd wie 26 zu 10 verhilt; folglich
kann nach dem vorigen Paragraphen B dem C 145 vorgeben.

X. A giebt 3§30 dem B und 445 dem C vor; wieviel
Punkte kann 4 dem C vorgeben?

Da sich die Spielfertigkeit von A4 zu der von B wie 16
zu 10 und die von B zu der von C wie 27 zu 10 (nach
§ VII) verhilt, so folgt durch Multiplication dieser Verhilt-
nisse, dass sich die Spielfertigkeit von 4 zu der von C wie
432 zu 100 verhiilt, d. h. dass 4 (nach § VII) dem C 45
vorgeben kann. '

XI. A ist zweimal gewandter als B und filnfmal gewandter
als C. Folglich ist B §mal gewandter als C und kann ihm
(nach § VIII) fast 445 vorgeben.

[20] XII. A ist §mal geschickter als B und B §mal ge-
schickter als C. Folglich ist 4 %P mal geschickter als C' und
kann ihm mithin mehr als {45 und weniger als 45 voll vor-
geben.

XIIT. Kennt man die Verhiltnisse zwischen den Spielfertig-
keiten dreier Spieler A, B, C, wenn jeder von ihnen gegen
jeden andern spielt, so kennt man auch das Verhiltniss ihrer
Fertigkeiten, wenn zwei dieser Spieler gemeinschaftlich gegen
den dritten spielen. Wir nehmen an, dass die Fertigkeiten
der drei Spieler durch die Buchstaben /, m, n bezeichnet werden,
und dass 4 gegen die beiden andern und zwar nach Belieben
bald gegen B, bald gegen C spielt. Wenn er gegen B spielt,
so hat er / Wahrscheinlichkeitsgrade, den Gang zu gewinnen,

und m, ihn zu verlieren, mithin die Hoffnung 7—4{—"—% ; wenn



128 Jakob i}ornonlli.

er gegen C spielt, so hat er wiederum / Wahrscheinlichkeits-

grade, den Gang zu gewinnen, aber », ihn zu verlieren, und

mithin die 'Hoffnung T+n

gleich moglich ist, dass 4 den Ball dem B oder dem C zu-
. ! . I

schligt, so hat er einen Fall fir T*m und einen fiir

Da es nun nach der Annahme

I+ n
folglich hat A4 in Bezug auf diesen Gang die Hoffnung:
l !
Y ixm TV T artimtn)
2 T 2(4m(l4n)’

und mithin bleibt fir die Hoffnung der beiden andern Spieler
B und C tbrig:

2mn+1(m—+n)

20+ m) T+ 7)

Verhalten sich also z. B. die Hoffnungen der drei Spieler zu
einander wie 3 zu 2 zu 1, so hat 4 die Hoffnung 27 und
haben B und C zusammen die Hoffnung 4#; es kann A also
27 Bglle gewinnen, wihrend die beiden andern zusammen nur
13 Bille gewinnen konnen, und folglich kann ihnen A4 noch
mit einem kleinen Vortheile fiir sich 30 Punkte vorausgeben,
wie aus Tafel V ersichtlich ist. Wenn man

20 4-l(m4-n) 2mn—-I(m+n)
20+ m (+n) 20+m(+n)
setzt, so folgt

B = mn.

Es bietet also die Partie ohne jede Vorgabe voéllig gleiche
Gewinnhoffnungen, wenn die Fertigkeit des Spielers, welcher
gegen zwei andere spielt, die mittlere Proportionale aus deren
Spielfertigkeiten ist.

Dass aber 4 dem B oder C gleich wahrscheinlich den Ball
zuspielt, ist nur eine willktirliche Annahme; in Wirklichkeit wird
A, je geschickter er ist, um so ofter dem schwicheren seiner
Gegner den Ball zusenden. [21] Um dies zu berticksichtigen,
nehmen wir an, dass, so oft 4 dem gewandteren Spieler B
p Bille zuschligt, er dem schwiicheren C eine grossere An-
zahl, ¢ Bille zuspielt; er hat also dann p Fille, die Hoffnung
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l . )
Im und ¢ Fille, die Hoffnung TXn zu erlangen, woraus
gich fir ihn//die Hoffaunglergiebt:

! ! .
P ixmt I _(p+ P+ ilpndgm)
p+gq (P49 (+m)(l+n)

Setzt man wieder, wie oben, fir /, m, n die Zahlen 3, 2, 1
und ausserdem p = 1, ¢ = 3, so ist die Hoffnung des A4

in Bezug auf jeden Ball gleich §7, also grosser als 4%, welche -

Hoffoung er hat, wenn er den Ball ganz willkirlich dem' einen
oder dem andern seiner Gegner zusendet; .4 kann seinem
Gegner jetzt annihernd 445 vorgeben. Wenn man A’s Hoff-
nung gleich § setzf, also

. plt 4 qlt 4 glm 4 pin _ 1
Pl ql* +plm +qlm~+pln+ gln+tpmn—t-qmn~ 2’
oder
plm — pln -+ pmn —plt=gqlm — qln — qmn 4+ qI*,

so folgt, dass beide Parteien gleiche Gewinnhoffnungen haben,
wenn die Proportion besteht:

p:q=(lm—ln—mn+l’):(lm—ln+mn——l’),.

aus welcher man ersieht, dass zu dem Zwecke stets
mn > I}

sein muss.

Aber noch ein Umstand ist zu beachten, welcher einiger-
maassen den Vortheil des Spielers 4, dass.er den Ball ofter
dem schwicheren Spieler zuschlagen kann, aufwiegt. Da er
néimlich allein gegen zwei Gegner spielt, so ermiidet er auch
mehr als jeder von ihnen, und diese Ermiidung wird seine
Spielfertigkeit und seine Hoffnung betriichtlich verringern.
Wenn von drei gleich tiichtigen Spielern einer gegen zwei
spielt, so bietet nach der obigen Rechnung die Partie ihm
dieselbe Gewinnaussicht, wie seinen Gegnern; es ist aber
wahrscheinlicher, dass diese gegen ihn die Partie gewinnen,
wenn man berticksichtigt, dass sie nicht so sehr ermiiden und
jeder nur die halbe Partie vertheidigt. Um nun diesen Um-
stand zu beriicksichtigen, muss man die Fertigkeiten der Spieler

Ostwald's Klassiker. 108. A 9
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B und C nach der Zahl der Schlige beurtheilen, welche sie
gewinnen oder verlieren, wenn sie vereint gegen 4 spielen,
nicht wenn, jeder- filr sich gegen 4 spielt. Beobachtet man,
wenn B und C vereint gegen A spielen, dass von den
zwischen A und B gespielten Billen die Anzahl der von A
zu der von B gewonnenen Bille wie / zu r und [22] von
den zwischen A4 und C gespielter Billen die Anzahl der
von A zu der von C gewonnenen Bille wie / zu s sich ver-
hilt, so verhalten sich die thatsiichlichen Fertigkeiten der drei
Spieler in diesem Sinne zu einander, wie / zu r zu s. Die
Hoffnungen der drei Spieler ergeben sich dann genau wie
oben, sodass man nur 7 und s an Stelle von 7 und % in die
obigen Formeln einzufithren braucht.

XIV. Kennt man die Verh#ltnisse zwischen den Fertig-
keiten von vier Spielern 4, B, C, D, wenn jeder von ihnen
gegen jeden anderen spielt, so kennt man auch das Verhilt-
niss ihrer Fertigkeiten, wenn zwei gegen zwei, z. B. 4 und
B gegen C und D spielen. Wir nehmen an, dass ihre Spiel-
fertigkeiten durch die Zahlen %, /, m, » gemessen werden,
und dass A4 (ebenso wie B) gegen C oder D spielen kann.

Wenn A gegen C spielt, so hat er Tm wenn er gegen D
spielt, l?%z Wahrscheinlichkeiten, den Gang zu gewinnen,
deshalb hat er die Hoffnung

k k
1 k+4+m +1- k4+n_ 2k +k(m+n) ‘
2 T 2(k+m) (k+n)
Auf dieselbe Weise findet man fiir die Hoffnung des B:
l +1 l

NET I+n_20+1im+n)
2 T2l 4m)(l+n)
Nun ist es aber gleich moglich, dass 4 oder B spielt, und
folglich giebt es einen Fall, welcher ihnen die erstere Hoff-
nung, und einen, welcher ihnen die letztere Hoffnung bringt;
daher haben Beide in Bezug auf einen Gang die Hoffnung:
2% 4k (m +n) 20 +1l(m+n)
T+ m Ftn) A0+ m(+n)
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Verhalten sich z. B. die Fertigkeiten der vier Spieler zu
einander wie die Zahlen 1, 5, 2, 3, so ist die Hoffnung von
A4 und B\in'Bézug (auf jeden |Gang gleich §23 und die von
C und D gleich $43; es kimnen also C' und D den beiden
Spielern 4 und B fast 115 vorgeben.

Multiplicirt man die Nenner der vorstehenden Briiche aus

und ersetzt dann 4mn durch 4%7, so erhdilt man

284k (m+n) 20841 (m—+n)
Pt akmydbntdkl AP FilmFalnt ikl
_ 2k4m—4n 2l4+m-4+n
_4(k+m+n+l)+4(k+m+n+l)
1

=—2—-

Daraus folgt, dass die Gewinnhoffnungen der beiden Parteien
einander gleich sind, wenn die Producte aus den Spielfertig-
keiten der beiden Spieler jeder Partei einander gleich sind.
Auch hier muss man die im vorigen Paragraphen gemachte
Bemerkung beriicksichtigen, [23] dass nidmlich die geschickteren
Spieler immer bemitht sein werden, die Bille dem schwiicheren
ihrer Gegner zuzuschlagen, wenn man wiinscht, dass die Ge-
winnaussichten ganz gerecht auf beide Parteien vertheilt sind.

XV. Von zwei Spielern A4 und B kann der eine dem
anderen eine gewisse Anzahl Punkte vorgeben, er will ihm
aber diesen Vortheil lieber in ganzen Spielen als in Punkten
geben; man will wissen, wieviele Spiele kann er ihm geben?
Z.B. A kann B 45 vorgeben, will aber lieber mit ihm jedes
Spiel von 0 an spielen und ihm daftir eine gewisse Anzahl
voller Spiele vorgeben; auf wieviele Spiele kann er ihm alle
Spiele bis auf eines vorgeben ?

Um diese Frage zu beantworten, muss man Folgendes
beachten:

1) Das mit » bezeichnete Verhiliniss der Spielfertigkeiten
beider Spieler (nach § VII) ist gleich $3}§, da 4 dem B
45 vorgeben kann;

2) Bei Beginn eines Spieles, wo also jeder von beiden
Spielern 0 hat, ist das Verh#ltniss ihrer Gewinnhoffnungen
beziiglich dieses Spieles (vgl. 8. 124) gleich

n' 4+ 5n° 4 11n° 4 1574
1573 + 110 450 4 1

9*
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3) Um den Zahlenwerth dieses Verh#ltnisses zn bestimmen,
wenn man darin # = $}}§ setzt, kann man sich der Loga-

rithmen bedienen und findet dann leicht den Werth %4%

filr dasselbe, welchen wir mit m bezeichnen wollen.

Nun bestimmen wir der Reihe nach die Hoffnungen, welche
A in Bezug auf die ganze Partie hat, wenn ihm, um zu ge-
winnen, noch 1, 2, 3, 4, ... Spiele fehlen, wiihrend dem B
stets nur ein Spiel noch fehlt; aus dem leicht erkennbaren
Gesetze, nach denen die Werthe dieser Hoffnungen fortschrei-
ten, ergiebt sich der Werth von .4’s Hoffnung, wenn ihm noch
z Spiele fehlen. Wenn dem A, ebenso wie dem B nur ein
Spiel fehlt, Beide also Spieleinstand zihlen, so ist nach dem
im § IV Gesagten leicht zu schliessen, dass A’s Hoffnung
gleich

ml
mi41

ist. Fehlen 4 noch zwei Spiele, so hat er offenbar m Fille,
durch welche er wieder Spieleinstand, ebenso wie B zihlt,
indem er das nichste Spiel gewinnt, und einen Fall, welcher
ihn dieses Spiel und zugleich die Partie verlieren lisst; folg-
lich hat seine Hoffnung den Werth:

m? .
ﬂlm—'—lo_ m? .
m4 1 T (m*41) (m41)

Wenn A noch drei Spiele fehlen, so ist ebenso klar, dass m
Fille vorhanden sind, welche ihn das nichste Spiel gewinnen
lassen, sodass ihm also nur noch zwei Spiele fehlen, und dass
es einen Fall giebt, welcher ihn das n#chste Spiel und mit
ihm die Partie verlieren lisst; [24] folglich ist seine Hoff-
nung gleich

m'(m’+1)(m+1)+l'°= m .
m—+4 1 (m* 4 1) (m 4 1)

Bei vier noch fehlenden Spielen hat 4 wiederum = Fille,
welche ihm die eben berechnete Hoffnung geben, und einen
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Fall, welcher ihn die Partie verlieren l4sst; folglich ist seine

Hoffnung: .
ml
m'(m’+1)(m+l)’+l.0__ ms .
m -+ 1 T (mP 1) (m 4 1)°

Mit einem Worte: Wieviele Spiele auch A4 noch fehlen mogen,
geine Hoffnung ist immer gleich einem #hnlich gebauten Bruche,
in welchem der Exponent von 72 um eine Einheit grdsser und
der Exponent von (m -+ 1) um eine Einheit kleiner als die
Anzahl dieser Spiele ist. Folglich ist, wenn 4 noch 2 Spiele
und B noch 1 Spiel fehlen, d. h. .4 seinem Gegner B (z — 1)
Spiele vorgiebt, seine Hoffnung gleich

met+i
(m* 1) (m+ 11

Da bei diesem Stande die Partie fiir beide Spieler nach un-
serer Annahme die gleichen Gewinnaussichten bieten soll,
80 muss

me+ 1
m* 4 1) (m 4+ 17—~ 2

sein, woraus, indem man beiderseits die Logarithmen nimmt,
fir = der Werth folgt:

z__log(m+1)+logm+log2—log(m’+ 1)
- log (m + 1) — log m

Um nun die Frage vollstindig zu beantworten, braucht

7114529
h i i = ——— M
man nur noech in dieser Formel m 134167 zu setzen;

man findet, dass z ein wenig grosser als 38 ist*). [25] Es
kann also derjenige, welcher dem Andern 45 in jedem Spiele
vorgeben kann, ihm bis zu 37 ganzen Spielen auf 38 Spiele
vorgeben, wenn Beide jedes Spiel von 0 an spielen wollen.
Hieraus ist ersichtlich, dass es einen wesentlichen Unter-
schied ausmacht, ob Jemand einem Andern auf vier Ginge

*) Bernoulli giebt die ausfiihrliche Berechnung von z, welche
aus Raumersparniss hier unterdriickt ist; aus derselben folgt

3089892 6686
=537 — ®8r137 " H.
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drei Ginge oder auf vier Spiele drei Spiele vorgiebt; denn
wie wir eben gesehen haben, kann derjenige, welcher seinem
Gegner 45,,,d, h.|drei,Géinge ven vieren vorgeben kann, ihm
weit mehr als drei Spiele von vieren vorgeben.

XVI. Wenn der Spieler 4 seinem Gegner 45 vorgeben
kahn, so lisst sich auch die Frage aufwerfen, auf wieviele
Spiele er ihm alle Spiele bis auf ein einziges und ausserdem
noch in jedem einzelnen Spiele 15 oder 30 vorgeben kann?

Um diese Frage zu beantworten, brauchen Sie nur an
Stelle von

n' 4 50 4+ 112° 4 1574
152° + 1172° + 52 + 1

(dem Verh#ltnisse der Hoffnungen beider Spieler, wenn beide
mit 0 Punkten beginnen) zu setzen:

n' 4 57n° 4+ 11n° 4 52t
10n* 4= 157%% 4 115 4 5n -+ 1

7n® 4 4n° 4 nt
67t 4 80 4+ Tnt 4 4n 4+ 1
(die Verhiltnisse der Hoffnungen beider Spieler, wenn B 15
oder 30 und 4 0 hat, wie man aus der Tafel IV findet).

diesen Ausdriicken setzen Sie wieder » = {§4§ und finden
dann fiir das mit 7 bezeichnete Verh#ltniss:

oder

_ 6798590 . 1125963
= 50105 % T 96374t

Hieraus berechnen sich, ganz wie oben, die Werthe von z,
welche angenihert sind:

z=12 oder z=14,

sodass 4 seinem Gegner B elf von zwolf Spielen und noch
15 in jedem Spiele oder drei von vier Spielen und noch 30
in jedem Bpiele vorgeben kann.

XVII. Wenn 4 dem B 30 vorgeben kann und man wissen
will, wieviele ganze Spiele er ihm vorgeben kann, so muss
man nur den Werth von #» in }§4§ (nach § VII) umindern
und dann wie oben verfahren, um den entsprechenden Werth
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von z zu finden. Man findet, dass er ihm ungefihr vier von
fiinf Spielen vorgeben kann, wenn Beide jedes Spiel von 0
an spielen, oder;dass,er zweivon drei Spielen und noch 15
in jedem Spiele vorgeben kann. Wenn 4 dem B nur 15
vorgeben kann, so hat » (nach § VII) ungefihr den Werth
1343, und [26] man findet, dass er ihm nur ein Spiel von
zweien vorgeben kann, wenn er mit B jedes Spiel von 0 an
spielen will.

XVII. Man kann verschiedene Fragen ilber die Bisques23)
aufwerfen, welche von der. einen Partei der anderen vor-
gegeben sind und von dieser, wann es ihr gutdinkt, benutzt
werden. Z. B. kann man fragen: Ist es in einem bestimmten
Falle vortheilhafter, seine Bisque zu nehmen oder sie nicht zu
nehmen? Sind zwei Bisques auf vier Spiele vortheilhafter
als élf)? Oder sind 15 und zwei Bisques mehr werth als
1307 und #hnliche Fragen. Da uns diese Fragen aber zu
weit filhren wiirden, so will ich sie nicht alle aufnehmen und
mich begniigen, nur ein wenig bei der ersten zu verweilen.

Wir nehmen an, dass die beiden Spieler nur auf ein Spiel
gpielen, dass die Geschicklichkeit von A zu der von B sich
verhalte wie » zu 1, wo 7 gleich 1 oder von 1 verschieden
gein kann, und dass B dem A eine Bisque vorgiebt (demn
obschon dies nicht iiblich ist, wenn man weiss, dass die
Spieler gleichwerthig sind, so kann es oft geschehen, dass B
die Spielfertigkeit des .4 nicht kennt, weil dieser vorher sein
Spiel verstellt hatte, oder dass A sie unbedingt zu erhalten
verlangt, oder dass A sie erhiilt, weil er das vorhergehende
Spiel, welches ohne jede Vorgabe gespielt wurde, verloren hat,
obgleich beide Spieler, wie man weiss, sonst einander gleich
sind); weiter nehmen wir an, dass 4 und B Einstand
haben, und dass 4 seine Bisque noch nicht genommen hat.
Wir fragen dann nach seiner Gewinnhoffnung und ob er besser
thut, seine Bisque zu nehmen oder sie lingere Zeit aufzuheben.

Zu dem Zwecke stellen wir die folgende Ueberlegung an.
Nimmt A4 seine Bisque, so ist er im Vortheile, hat aber dann
keine Bisque mehr; folglich ist seine Hoffnung (nach Tafel IV)
gleich

n4nttn A 4ntd4n
W+ ta+l (@ )n41)
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Nimmt er seine Bisque nicht, so kann er den niichsten Gang
gewinnen oder verlieren. Wenn er ihn gewinnt, so hat er auch
das Spiel , gewonnen, denn da er dann im Vortheile ist, so
wird er nicht siumen, seine Bisque noch hinzuzunehmen; ver-
liert er den niichsten Gang, so hat er zwar noch seine Bisque,
aber B ist im Vortheile, und da uns bei dieser Lage der
Dinge A’s Hoffnung wegen der Bisque noch unbekannt ist,
so nennen wir dieselbe y. Da nun A4 nach der Voraussetzung
n Fille hat, welche ihn den Gang gewinnen lassen, und einen
Fall, welcher ihn desselben verlustig gehen lisst, so ist seine
Hoffnung, wenn er seine Bisque nicht nimmt, gleich

n-141-y n+ty
n+1 ~ a1
Wegen des Vorrechtes, welches die Bisques besitzen, kann
aber A nach Willkiir seine Bisque nehmen oder nicht nehmen,
. . nd 4 nt4n n—+ty
[27] & h. er kann gleich leicht P e e oder g
erwerben. Deshalb hat, ehe er sich entschieden hat, seine
Hoffnung, welche wir 2z nennen, den Werth:

- n+n+n Loty
T 203 4 22 + 25 + 2 + 274 2
Um die Hoffnung y zu finden, muss man eine #hnliche Ueber-
legung anwenden. Wenn A seine Bisque nimmt, so haben
beide Spieler Einstand, und .4 hat keine Bisque mehr; folg-
lich hat er (nach Tafel IV) die Hoffnung:

n!
n 1
Nimmt A4 seine Bisque nicht und gewinnt er dem nichsten
Gang, so gewinnt er die Hoffnung 2, weil das Spiel auf Ein-
stand steht und er noch seine Bisque hat; verliert aber 4
diesen Gang, so verliert er auch zugleich das Spiel. Folglich
ist seine Hoffnung in diesem Falle gleich
n-z+1-0  nz
n+1 ~ nft

Da nun A seine Bisque nach seinem Belieben nehmen oder
2

oder erlangen kann, so

nicht nehmen, d. h. n,:_ T n'_’: 1
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ist vor dieser Entscheidung seine Hoffnung, welche wir mit y
bezeichnet hatten, gleich

n? nz

Y= xr2 Ty’

Setzt man diesen Werth von y in die oben fiir z gefundene
Gleichung ein, so ergiebt sich schliesslich:

»— (n 4 1)(47° 4 3n* 4 4n)
T 1)t T4 4)
und folglich aus der letzten Gleichung:

_ n*(4n® 4-5n 4 4)
VS = W F )@ +in+4a)

Wenn also das Spiel auf Einstand steht, so bieten sich die
-drei Grossen dar:

w4nr+n w4ty d(n—{-l) (4n® 4 3n* + 4n)
W Om+1) s+t @ 1)@n F 0 +4)

welche die Hoffnung des A fiir die drei Annahmen bezeichnen,
dass er seine Bisque nimmt, dass er sie nicht nimmt, und
dass er noch unentschieden ist, ob er sie nimmt oder nicht
nimmt (der Werth dieser letzteren Hoffnung liegt in der Mitte
zwischen den Werthen der beiden anderen) Da nun, nach-
dem man die drei Grossen auf den gemeinsamen Nenner ge-
bracht hat, sich zeigt, dass die erste derselben grisser als
die dritte ist, so folgt, [28] dass sie um so mehr grosser als
die zweite ist, und dass mithin 4 besser thut, seine Bisque
zu nehmen, als sie fiir eine spiitere Gelegenheit aufzuheben.
Untersucht man die drei folgenden Grdssen

-+

n? ne_ 4 n*(4n® 4 5n + 4)
41" n41 (n* 4 1) (4n* 4 Tn + 4)’

welche bei dem obigen Verfahren gefunden wurden und die
Hoffnungen des A fiir die drei genannten Annahmen darstellen,
wenn B im Vortheile ist oder (was dasselbe ist) 45 gegen 30
hat, so bemerkt man, dass der erste Werth ebenfalls grosser
als die beiden andern ist; amch bei diesem Stande des Spieles
thut also .4 noch besser, seine Bisque zu nehmen.
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Sie konnen endlich durch dieselben Ueberlegungen die Hoff-
nungen des Spielers A4 fiir jeden anderen Stand des Spieles
finden, also) wenn B 45 gegen 15, oder 45 gegen 0, oder 30
gegen 15 hat; die Mithe ist sogar geringer als vorher, wenn
Sie der Reihe nach diese Berechnungen ausfithren, da Sie bei
dem Verfahren dann nur auf schon berechnete und daher be-
kannte Hoffnungen zurtickkommen. Ich begniige mich damit,
Thnen in den drei, mit I, II, IIT tiberschriebenen Columnen
der folgenden Tafel VII die Hoffnungen fiir zwei gleich
geschickte Spieler anzugeben, und zwar in der ersten Columne
fir den Fall, dass 4 seine Bisque nimmt, in der dritten, dass
er sie nicht nimmt, und in der mittleren, dass er noch un-
entschieden ist, ob er sie nimmt oder nicht. Man bemerkt,
dass die Briiche der ersten Columne durchweg ein wenig
grosser als die der beiden andern sind; daraus ldsst sich
schliessen, dass es fiir A4 stets vortheilhafter ist, seine Bisque
zu nehmen, als sie lingere Zeit aufzuheben.

[29] Tafel VII.

A und B sind zwei gleich geschickte Spieler, und 4 hat eine
Bisque zu nehmen.

Punkte des Hoffnungen des 4

4 | B | 1L IL. IIL

45 45 2 +§ 1 1%
30 45 i 1 ,jg 4
15 45 ¥ 30 1
0 45 & pex To 3
30 30 3 + i 1
15 30 3 T30 &3 $
0 30 7% o e 1%
30 15 % 33 1t H
15 15 13 48 133 H
0 15 ¥ 8 538 1
30 0 +3 §83 Frid 8
15 0 13 $33 EH] 143
0 0 Ir H8 s E117

XIX. Die Berechnung des vorigen Paragraphen setzt vor-
aus, dass der Spieler 4 seiner Bisque vollig indifferent gegen-
iibersteht und also immer ebenso geneigt ist, sie zu nehmen,
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wie sie nicht zu nehmen. Obgleich es nun vollig in A4’s Be-
lieben steht, bei welchem Gange er seine Bisque nehmen will,
so ist es, wie/\hervorgehobeu werden muss, nicht immer gleich
wahrscheinlich, dass er sie nimmt, da es Gelegenheiten giebt,
bei denen er sie besser als bei anderen verwerthen kanm.
Dies ist vielleicht nicht der Fall, wenn man spielt, ohne
Schassen zu machen, wo ich keinen Grund entdecken kann,
welcher ihn veranlassen sollte, die Bisque nur um einen Gang
aufzuschieben. Wenn aber Schassen gemacht werden, so giebt
es Gelegenheiten, bei welchen man die Bisque so ntitzlich*ver-
werthen kann, dass sie fast die Stelle von 30 vertritt. Denn
wenn A eine schwierige Schass zu gewinnen hat, so ist sie
so gut wie verloren fiir ihn; indem er also seine Bisque
nimmt, hindert er nicht nur seinen Gegner, 15 zu gewinnen,
sondern er gewinnt selbst 15, was ihm mithin 30 werth ist.
Da also die Bestimmung der Hoffnungen der Spieler, welche
die Betrachtung der Bisques erfordert, von der besonderen
Beschaffenheit des Spieles, von der Mannigfaltigkeit der Schassen
und selbst von der Laune der Spieler, welche Regeln nicht
beachten, abhingt, so ist es schwierig, sich zuverldssige Werthe
fir diese Hoffnungen zu verschaffen. Hier lasse ich das Ver-
fahren folgen, dessen ich mich bedienen wtrde, wenn auf
Schassen Ricksicht zn nehmen ist.

Wir nehmen an, dass die Spieler entweder beide 30 oder Ein-
stand z#hlen und dass es eine filr den einen Spieler schwieriger
als fir den andern zu gewinnende Schass giebt (die Anzahl
der Male, welche man 4 eine Schass hat gewinnen sehen, soll
sich zu der Anzahl der Male, welche man B eine solche hat
gewinnen sehen, verhalten wie m zu 1, wo m von 1 ver-
schieden ist), obschon sonst beide Spieler gleich geschickt sind.
Es ist zu beachten, dass 4, wenn er ohne seine Bisque zum
nehmen, die Schass gewinnt, auch das Spiel gewinnt, da er
nicht versiumen wird, nach gewonnener Schass seine Bisque
zur Geltung zu bringen; wenn A4 die Schass verliert, so z#hlt
B vor fir sich, aber 4 hat noch seine Bisque zurtickbehalten,
welche ihm (nach der Columne II der Tafel VII) die Hoff-
nung 43 giebt. Da nun der Spieler 4 nach der Annahme
m Wahrscheinlichkeitsgrade hat, die Schass zu gewinnen, gegen
einen, sie zu verlieren, [30] so ist die Hoffnung, welche er
besitzt, wenn er seine Bisque nicht nimmt, gleich

m-141-43 30m 4 13
m -1 T30 m -+ 30
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Nimmt er aber seine Bisque, so ist keine Schass mehr vor-
handen und seine Hoffnung findet sich (in der Columne I der
Tafel VII) gleich|$:,Ich-hahealso nur zu ermitteln, welcher
von den beiden Briichen,

30 m 4 13 3

30 m o+ 30 °2' 3
grosser als der andere ist. Setzt man beide Briiche einander
gleich, so ergiebt sich filr 7 der Werth }§. Fir A4 ist es
also gtinstiger, seine Bisque noch aufzuheben, wemn m > 1§
ist, und sie zu benutzen, wenn m < }§ ist; ist aber m = 13,
so ist es filr A4 gleichgiiltig, ob er sie nimmt oder nicht.

Nehmen wir dann an, dass 4 30 zu 45 z#hlt, d. h. also

B im Vortheil ist, und dass dieselbe Schass zu gewinnen ist,
so z#hlt 4 offenbar Einstand, wenn er sie gewinnt, ohne seine
Bisque zu verwerthen; folglich hat er (nach Columne II der
Tafel VII) die Hoffnung 4§. Verliert .4 aber die Schass, so
verliert er auch das Spiel. Da er nun 2 Fille hat, sie zu
gewinnen, und einen, sie zu verlieren, so hat er, wenn er die
Bisque nicht benutzt, die Hoffnung:

m.H—i—l-O_ 11m
m-+1  15m—4 15

Nimmt andernfalls A4 seine Bisque, so zi#hlen beide Spieler
Einstand, und da keine Schass mehr da ist, so hat jeder von
ihnen die Hoffnung §. Aus

11m _ 1
15m—+15 2

ergiebt sich m = 43-. Ftr A4 ist es mithin vortheilhafter,
seine Bisque aufzuheben oder sie zu verwerthen, je nachdem
m grosser oder kleiner als AJ- ist; filr m = -4 ist es gleich-
gilltig, was er thut. Wird die Wahrscheinlichkeit, welche der
Spieler 4 fiir das Gewinnen einer Schass hat, durch eine
zwischen }§ und 45 gelegene Zahl dargestellt, so ist es fiir
ihn gtinstiger — wie man aus dem Obigen noch weiter folgern
kann —, seine Bisque noch aufzuheben, wenn Spieleinstand
gezihlt wird, und sie zu nehmen, wenn B im Vortheil ist.
Auf diese Art habe ich alle andern Zahlen der letzten Columne
der Tafel VII bestimmt, mit Hiilfe deren sich also entscheiden
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l#sst, wann der Spieler 4 seine Bisque verwerthen oder noch
aufheben muss. Ist A’s Wahrscheinlichkeit, eine Schass zu
gewinnen ;) /griosser)als) diese) Zahl, so thut er besser, seine
Bisque aufzuheben; ist sie dagegen kleiner, so ist es fir ihn
vortheilhafter, seine Bisque zu benutzen; ist seine Wahrschein-
lichkeit gleich dieser Zahl, so kann er ohne Schaden thun,
was er Lust hat.

(81] XX. Es ertibrigt mir noch, von den Services zu
sprechen und von dem Vortheile, welchen man davon hat,
sie zu geben. Sie wissen, dass der erste Schlag bei jedem
Balle, welchen man auf das Dach spielt, Service (Aufschlag)
heisst. Der Spieler, welcher ihn thut, scheint einen Vortheil
gegeniiber dem, welcher ihn empfingt, zu haben und zwar
aus zwei Griinden: erstens weil der Service-Schlag, bei welchem
man den Ball aus der Hand giebt, ein sicherer Schlag ist, wih-
rend die weiteren Schlige, bei welchen der Ball dann in der
Luft getroffen werden muss, leicht missgliicken kénnen; zweitens
weil derjenige, welcher den Ball aufschliigt, seinen Gegner eine
Schass machen 14sst, wenn er ihn bei den ferneren Schligen fehlt,
wihrend der Riickschliger, wenn er ihn fehlt, 15 verliert (wenig-
stens, wenn der Ball in das Spiel eintritt, denn ich will aus Furcht,
zu weitschweifig zu werden, nicht tiber die Schassen de vers
le jeu?!) sprechen; es gentigt mir, Thnen im Grossen und Ganzen
den bei dieser Untersuchung einzuhaltenden Weg zu zeigen).

Wir nehmen an, dass zwei Spieler .4 und B vorhanden
gind, dass A4 aufschligt, und dass man 4 einen Fehlschlag
‘auf p gelungene Schlige und B einen Fehlschlag auf ¢ ge-
lungene Schlige hat thun sehen, ferner bezeichnen wir mit
y die Hoffnung, welche .4 hat, den Ball zu gewinnen, wenn
die Reihe zu spielen an ihn kommt, und mit z die Hoffnung,
welche er hat, wenn B spielen muss. Zuniichst sehen wir
zu, was aus diesen Hoffnungen wird, wenn ohne Schassen zu
machen gespielt wird, d. h. wenn der Gang unbedingt fiir
denjenigen, welcher den Ball spielen sollte, ihn aber gefehlt
hat, verloren ist. Nach den soeben getroffenen Festsetzungen
erkennt man leicht, dass 4, wenn er spielen muss, einen Fall
hat, welcher ihn den Gang verlieren lisst, und p Fille, welche,
da sie ihm seinen Schlag gelingen lassen, B in die Noth-
wendigkeit zu spielen versetzen und folglich A’s Hoffnung y
in die Hoffnung z verwandeln. Wenn dagegen die Reihe zu
spielen an B kommt, so giebt es einen Fall, welcher 4 den
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Gang gewinnen lisst (dadurch dass B ihn verliert), und g Fille,
welche wieder A zu spielen néthigen und ihm die Hoffnung
y zuriickgeben! | DIch) habemithin einerseits

1-0+p-2_ pz
1+p ~1+4p

1-1+g-y_1+49y
1+9¢ 1+g’

_t+p

l4+p+9¢

Da nun aber [32] dem Spieler A4 sein Service-Schlag nicht
missglicken kann, so folgt, dass man diesen Schlag nicht mit-
zéhlen darf und bei der Berechnung seiner Hoffnung, bevor er

ihn thut, denken muss, B sei an der Reihe zu spielen. Folg-
lich ist A’s anfingliche Hoffnung, den Ball zu gewinnen, gleich

1+4p "
g und daher B’s Hoffnung glelch TFp +
dass sich dle Hoffnungen Beider zu einander verhalten wie
14 p zugq.

Wenn z. B. bei zwei gleich geschickten Spielern auf 10 gelun-
gene Schlige ein Fehlschlag zu treffen pflegt, so ist p = ¢ = 10,
und folglich ist der Aufschliger dem Riickschliger gegeniiber
im Verhiltniss 11 zu 10 im Vortheil. Dieser Vortheil ist um
80 grosser, je weniger geschickt die Spieler sind, und um so
kleiner — ja er kann sogar vollig verschwmden — JB ge-
schickter die Spieler sind.

und andrerseits

3

woraus folgt:

z =

y 80-

XXI. Nun verbinden wir hiermit noch die Betrachtung der
Schassen, aber ohne uns um ihre Verschiedenheit zu kiimmern,
indem wir annehmen, dass alle Schassen unten im Ballhause
gemacht werden und dass alle Bille, welche ilber das Netz
weggehen, sie gewinnen kionnen. Sie wissen, dass die Spieler,
wenn es Schass giebt, ihre Plitze vertauschen, und dass der-
jenige, welcher die Bille aufgeschlagen hat, verpflichtet ist,
sie nachher zuriickzuschlagen, nachdem jeder auf die andere
Seite des Spielhauses gegangen ist. Es sollen nun die vier
Buchstaben v, z, y, z die Hoffnungen des 4 in den vier ver-
schiedenen Momenten bezeichnen: nimlich die beiden ersten
Buchstaben v und z, bevor die Schass gemacht wird, die andern



Brief iiber das Ballspiel (Jeu de Paume). 143

y und z nach der Schass, wenn die Spieler ihre Plitze ge-
wechselt haben; der erste Buchstabe » und der dritte y, wenn
A zu spielen;hat, und| der,zweite z und der vierte z, wenn
B spielen muss. Wenn Sie die Schlussfolgerung des vorigen
Paragraphen verstanden haben, so werden S8ie ohne Mithe die
Richtigkeit der folgenden vier Gleichungen einsehen, auch ohne
dass sie hier niher begriindet werden:

p Ly tP 2_ytpz

i+p — 1+4p’
z = 1-14¢9-0  1+49¢gv

14+¢ ~ 1+4g¢’
__1.04pz  pz
T 14p  14p’
_1-1+49-y 144qy,
1+¢ 1+g¢
Hieraus finden Sie
[38] y—— P
l+p+gq’

g — LH2P+9+p'+2pg
(1+p+g? 7

_9+q
(1 4+p+9q)

Mithin muss man schliessen, dass A’s Hoffnung zu der Zeit,
in welcher B von ihm den Service-Schlag erhalten muss, sich
zu der von B verhilt wie 1 4 2p 4 ¢ + p* 4+ 2p¢ zu
¢+ ¢'. Wenn p = ¢ ist, so bemerken Sie, dass dieses
Verhiltniss sich umsomehr dem Werthe 3 annsthert, je grosser
der Werth von p = ¢ ist; von zwei Spielern, welche gleich und
vollkommen gut spielen, hat also der Aufschliger ungefihr
dreimal mehr Hoffnung, den Gang zu gewinnen, als der Riick-
schliger. Dies gilt aber nur, wie Sie wohl beachten miissen,
unter der Annahme, dass kein Unterschied zwischen den
Schassen gemacht wird und dass solche, welche man de vers
le jeu nennt, nicht zugelassen werden; ldsst man diese beiden

also

1l—2z=
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Annshmen fallen, so wird A4’s Vortheil betrichtlich ver-
mindert.

XXII. Ich darf diesen Brief nicht schliessen, mein Herr,
ohne gewissen falschen Schlussfolgerungen, auf welche man
bei diesem Gegenstande verfallen kann, vorgebeugt zu haben
in der Befiirchtung, dass sie durch ihren triigerischen Glanz
blenden und an der Zuverlissigkeit der oben aufgestellten
Principien Zweifel entstehen lassen konnten.

In dem Paragraphen VII wurde gefragt, wieviele Male .4
geschickter als B sein muss, um ihm 45 vorgeben zu konnen.
Es konnte nun Jemand folgendermaassen schliessen wollen:
Wenn B gegen einen dritten Spieler C, welcher dieselbe
Spielfertigkeit wie er selbst besitzt, spielen und 45 zu 0 z#hlen
wiirde, so verhielten sich die Hoffnungen beider Spieler B
und C nach Tafel I wie 15 zu 1, d. h. B wiirde 15 mal
das Spiel gewinnen kionnen, wihrend C' es nur einmal konnte.
Wenn A dem B eine Vorgabe von 45 giebt, so ist aber die
Partie gerecht, d. h. wenn B 15 mal das Spiel gewinnt,
so kann auch A4 es 15 mal gewinnen. Wiirden nun 4 und
C von 0 an spielen, so kionnte 4 15 mal das Spiel gewinnen,
wihrend es C nur einmal kann; folglich mtisste .4 15 mal
geschickter im Spielen sein als C oder (was auf dasselbe
hinauslduft) als B, wihrend durch das obige Verfahren ge-
zeigt wurde, dass A nur 4} mal geschickter als B sein muss.
— Hierauf antworte ich, dass diese Ueberlegung, wenn sie
ebenso einleuchtend ware, [84] als sie es nicht ist, die falsche
Folgerung zieht: »folglich milsste 4 15 mal tﬂchtiger im Spielen
sein . . .«. A, welcher B 45 Punkte vorzugeben im Stande
ist, kann, wie ich zugebe, 15 Spiele gegen ein Spiel seines
Gegners gewmnen, wenn Beide von 0 Punkten an spielen,

1
denn A kann sogar (nach § XV) %%%272, d. h. mehr als

50 Spiele gewinnen. Aber es folgt daraus nicht, dass er 15 mal
spielgewandter als B ist, da es sehr wohl sich ereignen kann,
dass er 15 oder sogar, wenn Sie wollen, 50 Spiele gegen
eines gewinnt, ohne dass er mehr als 4 oder 5 mal mehr
Génge gewonnen hat; dies hat darin seinen Grund, dass alle
Ginge, welche B wnhreml eines fiir ihn ungﬂnstlg ausgehen-
den Spieles gewinnt, nicht gezihlt worden sind, wihrend sie
gleichwohl zusammen den vierten Theil der von .4 gewonnenen
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Ginge ausmachen konnen. Beachten Sie daher, dass die
Fertigkeiten der Spieler besser durch die Anzahl der Ginge,
welche jeder/gewinnt,)gemessen) werden als durch die- Anzahl
der von jedem gewonnenen Spiele oder Partien, wenn jedes
Spiel von 0 Punkten an gespielt wird.

In dem Paragraphen XIII wurde untersucht, um wieviel
spielgewandter 4 geschiitzt werden muss, wenn er gegen zwei
andere Spieler B und C spielt und ihre Fertigkeiten sich
verhalten wie die Zahlen 3, 2, 1. Es dirfte sehr wohl Leute
geben, welche sich hier eines aus der Mischungsrechnung her-
genommenen Analogieschlusses bedienen wtirden. Wenn man
z. B. drei Sorten Wein hat, deren Preise sich wie die Zahlen
3, 2, 1 zu einander verhalten, so ist sicher, dass der Preis
einer aus gleichen Theilen der beiden billigeren Sorten her-
gestellten Mischung gleich 14 ist, und dass folglich der Preis
der besten Sorte zu dem dieser Mischung sich verhilt wie
3 zu 14 oder wie 2 zu 1. Ebenso, sage ich, wiirden jene
Leute denken, dass die zwei Spieler B und C, welche ge-
meinschaftlich gegen den dritten Spieler A spielen (indem
gich ihr Spiel gleichsam mischt), fir einen Spieler angesehen
werden kdnnten, und dass folglich die Spielfertigkeit von .4
auch das doppelte von derjenigen der beiden andern Spieler
zusammen sein mtisste. Noch Andere wiirden vielleicht so
schliessen: Da nach der Annahme A drei Ginge gewinnt,
wo B nur zwei gewinnt, und nochmals drei da gewinnt, wo
C nur ein Spiel gewinnt, so folgt, dass er sechs Spiele ge-
winnen muss, wenn die beiden andern zusammen 2 4 1 =3
Spiele gewinnen. Folglich muss auch seine Spielfertigkeit
doppelt so gross sein als die der beiden andern Spieler zu-
_sammen, wie soeben schon durch die andere Schlussfolgerung
gefunden wurde. Dem aber steht die Berechnung des Para-
graphen XIII entgegen, welche ergab, dass A4’s Hoffnung mehr
als doppelt so gross wie die seiner beiden Gegner ist. —
(85] Auf die beiden obigen Ueberlegungen kann ich mit
wenigen Worten antworten: Erstens beweisen Analogien nichts,
wie Sie wissen. Zweitens widersprechen diese Ueberlegungen
der Annahme, welche man verniinftigerweise machen muss,
dass A ebenso viele Male oder ofter gegen C als gegen B
spielt; bei diesen obigen Ueberlegungen ist aber ganz das
Gegentheil der Fall, weil dort 4 in fiinf Gingen, von denen
er drei gewinnt, gegen B und nur in vier, von denen er
ebenfalls drei gewinnt, gegen C' spielt. Unsere Rechnung

Ostwald's Klassiker . 108. 10
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dagegen berticksichtigt vollstindig die erw#hnte Annahme.
Denn wenn 4 20 Ginge gegen B spielt, so gewinnt er da-
von 12, mnd wenn cer| noch, 20,Géinge gegen C spielt, so ge-
winnt er davon 15, d. h. er gewinnt im Ganzen 27, wihrend
seine Gegner 13 gewinnen. Wenn A aber dreimal soviele
Ginge gegen C als gegen B spielt, also 60, so gewinnt er
von diesen 45, welche mit dem 12 Gingen, welche er gegen
B gewinnt, 57 Ginge ergeben; fir B und C bleiben mithin
23 Qinge tibrig. Diese Resultate sind aber s#immtlich in
volliger Uebereinstimmung mit denen, welche in dem Para-
graphen XIII gefunden worden sind.

Ich schliesse, mein Herr, mit der folgenden Bemerknng:
Es ist ausserordentlich leicht, sich in seinem ganzen Forschen
und Erkennen sehr zu irren, wenn man nicht stets die strengste
Aufmerksamkeit austibt. Denn die Schlussfolgerungen, welche
man gewohnlich im Leben anstellt, sind nicht besser als jene,
welche ich soeben angefithrt habe, oft aber viel schlechter.
Man sieht jeden Tag, dass die gelehrtesten Leute auf Grund
von blossen Analogien Schliisse ziehen; da wo sie sich ein-
bilden, in die Dinge klare Einsicht zu haben, betrachten sie das
als hochst evident, was es gar nicht ist. Und daher kommt
es, dass nur diejenigen, deren Verstand durch mathematische
Studien geschirft ist, fihig sind, den Irrthum zu entdecken.

Ich bin u. s. w.




Anmerkungen.
(Mit 2 Abbildungen.)

1) Zu §.8. In der Originalausgabe sind die Werthe aller
Hoffnungen, deren Berechnung zur Losung dieser Aufgabe
nothig war, nochmals in einer Tafel zusammengestellt, welche
hier ihres geringen Nutzens wegen fortgelassen ist. Infolge-
dessen waren im Texte unbedeutende Aenderungen nothig.

2) Zu S. 16. Auch hier sind, um die Weitschweifigkeit
des Textes im Originale etwas abzuschwichen, unbedeutende
Aenderungen und Umstellungen einiger S#tze vorgenommen
worden.

3) Zu den S. 19 und 20. Bernoully giebt in dem Ori-
ginale eine ausfithrliche Tafel fir die Berechnung der Anzahl
der Fille, welche jedem der Spieler den Einsatz ganz oder
theilweise oder auch nichts von demselben gewinnen lassen.
Mir schien es vollig ausreichend, von dieser Tafel nur eine
Probe mitzutheilen, welche sich auf Seite 20 oben befindet
und zugleich dem in der Anmerkung verfolgten Zwecke dient.
In Bernoull's grosser Tafel sind diese Fille durch ein da-
nebenstehendes NV ausgezeichnet.

4) Zu S8. 27. Nach diesen Schlussworten muss man wohl
annehmen, dass Bernoulli sich selbst iilber den Grund, warum
die zweiten Losungen falsch sind, nicht klar gewesen ist; nur
weil die Richtigkeit der zuerst gegebenen Lisungen evident
ist, mitissen sie falsch sein: »Man wiirde auf die Richtigkeit
dieser Ligsungen leicht einen Eid schworen, wenn man nicht
die wirklich richtige Lisung schon gefunden hitte.«

Der Grund, warum die zweiten Liosungen ein anderes Re-
sultat als die ersten liefern, liegt aber einfach darin, dass sie
nicht die Losungen der in XIV gestellten, sondern der fol-
genden Aufgabe sind:

A thut mit einem Wiirfel so viele Wiirfe, als der auf das
Spielbrett geworfene Wiirfel Augen zeigt; wieviele Augen darf

10*
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A insgesammt zu erhalten hoffen? Wihrend also bei der
Aufgabe XIV es sich darum handelt zu ermitteln, wieviele
Wiirfe zwolf oder mehr und wieviele Wiirfe weniger als zwolf
Augen liefern, 8o fragt die 80 eben formulirte Aufgabe nach
der mittleren Anzahl von Augen, welche 4 zu erreichen
hoffen darf. Dass bei der Aufgabe XIV der Spieler A eine
etwas kleinere Hoffnung als B hat, wihrend er bei der letzteren
Aufgabe auf mehr als zwdlf Augen hoffen darf, also eine etwas
grossere Hoffnung als B, welchem nur zwolf Augen zugestanden
sind, hat, erklirt sich dadurch, dass fir die Berechnung der
mittleren Augenzahl auch die Fille, welche bei der Auf-
gabe XIV A4 nichts oder nur den halben Einsatz gewinnen
lassen, ebenso schwer in das Gewicht fallen, als die Fille,
welche ihm den ganzen Einsatz einbringen.

5) Zu 8. 35. In dem Originale findet man zwischen den
Seiten 172 und 173 eine Tafel eingeheftet, welche die Be-
rechnung der Anzahl aller verschiedemen Fille in extenso
enthdlt. Da aber die Aufstellung dieser Tafel auf den Seiten

©33—35 ausfithrlich geschildert ist, sodass sie sich leicht
reproduciren l4sst, sie sonst aber kein besonderes Interesse
darbietet, so habe ich den Abdruck derselben fiir #berfltissig
gehalten und deshalb unterlassen, zumal die Anzahl der Fille
gelbst in der Tafel auf 8. 35 zu finden ist.

6) Zu S. 36. Bernoulli bezeichnet das Spiel mit dem
franzosischen Namen Trijaques; ich habe den in Deutsch-
land tiblich gewesenen Namen Treschak gewihlt. Das Spiel
ist wohl auch unter den Namen Bretling oder Krimpel-
spiel bekannt gewesen.

In der Losung dieser Aufgabe sind unwesentliche Kiir-
zungen vorgenommen.

7) Zu den Bemerkungen auf den S. 48, 50, 52. In der
Bemerkung auf 8. 48 ist die Abweichung des Werthes %a
vom wahren Werthe etwas grosser als Bernowlli angiebt,
nimlich gleich 0.000 000 032 a; in der Bemerkung auf 8. 50
ist fir die Abweichung vom wahren Werthe der richtige Werth
0.00 001 (@ + &) angegeben. Die Abweichung des Werthes
4 (@ + b + ¢) vom wahren Werthe ist in der Bemerkung
auf 8. 52 mit 0.0001 (@ 4 b + ¢) etwas zu gross angegeben,
da sie nur gleich 0.000 065 ist.

8) Zu 8. 52. Bringt man die fur m bei zwei, drei und
vier Hiufchen gefundenen Werthe nicht auf ihre einfachsten
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Formen, sondern schreibt man dieselben so hin, wie sie
entstehen, so erkennt man leicht das Gesetz, nach welchem
diese Werthe/\gebildet) sind,).and kann dann den Werth von
m fir eine beliebige Anzahl % von Hiufchen hinschreiben.
Fir zwei, drei und vier H#ufchen hat m bez. die Werthe:

={)E0)+30) G)-(7).
m={l )+ a) o) &)+ 5[0 G+ )(9)]} ()
G+ EYCIE)+CIE)+CICIE ).
+REE)+CT R+ E

Hierbei giebt in den Binomialcoefficienten (Z) die untere Zahl

7 stets an, wieviele verschiedene Werthe die untersten Blitter
der % Hiufchen (A = 2, 3, 4) zeigen. Die Anzahl der vor

(g ) stehenden Binomialcoefficienten ( A ) ist stets gleich 7, die

Summe der unteren Zahlen A, in denselben ist gleich 2 und
die Zahlen %, geben an, dass die unteren Karten von
/o Hiufchen gleichen Werth haben. Ferner sind diese Binomial-
coefficienten in den obigen Ausdriicken so geordnet, dass,

wenn @ > ¢ ist, der voranstehende Binomialcoefficient (2 )

von den %, Hiufchen herrtihrt, deren unterste Karten niedri-
geren Werth haben als die untersten Karten der 4, Hiufchen,

welche dem nachfolgenden Binomialcoefficienten ( A ) ent-
o

sprechen. Der Bankhalter kann nun sein Amt iberhaupt nur
verlieren, wenn %, = 1 ist, und zwar kann ihm diese Karte
des niedrigsten Werthes nur in einem Falle und seinen Geg-
nern in 2 — 1 Fillen zufallen.

Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich ohne weiteres die

folgende Regel, um den Werth von m fiir eine beliebige An-
zahl A (A =2, 3, ..., 4g) von Hiufchen zu finden:
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Man zerlege % auf alle moglichen Arten so in positive
Summanden:

AL AR R + -+ by,

dass keiner derselben grosser als 4 ist, und kein voran-
gehender Summand grosser als ein folgender ist; 7 ist fir
die einzelnen Zerlegungen verschieden und = g. Dann be-
stimme man die Anzahl p, aller Permutationen der Elemente
hyy hyy ..., h,. Kommt unter diesen Elementen die 1 vor,
so ermittele man noch die Zahl 7z, der Permutationen, deren
erstes Element 1 ist; sz, ist gleich 0 zu setzen, wenn kein
Element den Werth 1 hat. Dann ist die Hoffnung des Bank-
halters, sein Amt zu behalten:

m=‘2 (pe = (Z,) (2,) o (Z) (Z) : (49)
+5 3= () 6) - GO
=2 = 57)0) G GIEN+ (),

wo die Summe iiber alle Zerlegungen von % zu erstrecken ist.
Da n =1 — m ist, so ist damit auch das Verh#ltniss m : n
bestimmt. Ist A =49 — 2, 4g — 1 oder 4g, so kann der
Bankhalter sein Amt nie verlieren.

Die Formel l#sst sich sofort noch verallgemeinern auf
Kartenspiele, welche nicht aus vier, sondern aus f verschie-
denen Farben bestehen. Man hat in der obigen Formel dann
4 nur durch f zu ersetzen und die Zahl % auf alle Arten so
in Summanden zu zerlegen, dass keiner derselben grosser als
f ist. Beachtenswerth ist die unmittelbar sich ergebende Be-

S0 06~ )

9) Zu S. 52. Joseph Sauveur (1653—1716) hatte im
Journal des Scavans von 1679 die Resultate seiner Unter-
suchungen tiber die damals gebriuchlichsten Gliicksspiele ver-
offentlicht und dadurch die Aufmerksamkeit des koniglichen
Hofes auf sich gelenkt, sodass er seine Ergebnisse Ludwig XIV.
vortragen musste und dann Hofmeister des Dauphin wurde.



.Anmerkungen. 151

Bernoulls tibertreibt offenbar ein wenig, wenn er behauptet,
dass die Tafeln von Sawveur an nicht wenigen Stellen der
Verbesserung) hedtirfen. (Fodhunter hat nimlich Bernowlls’s
Tafel mit der von Sauveur in der Amsterdamer Ausgabe des
Journal des Sc¢avans verglichen und giebt an, dass die ersten
finf Reihen, welche gerade die wesentlichen sind, in beiden
Tafeln vollig mit einander tibereinstimmen und nur die sechste
Reihe, welche einfach durch Subtraction der zweiten von der
finften Reihe entstanden ist, bei Sauveur Irrthtimer aufweist.

10) Zu 8. 62 und den folgenden. Die Bezeichnung der
einzelnen Gewinnhoffnungen mit A,_,, Ay—g, ... findet sich
in dem Originale nicht, empfahl sich aber hier, um eine prig-
nantere Darstellung der Lsung zu erreichen. —

Wihlt man in der Figur auf 8. 65 die Linie G H als
z-Axe und G F als y-Axe, so ist die Gleichung der Curve:

a z
y=(a—md) (2)"
Nach Construction verhilt sich aber

DB: BA=EN: NF,

woraus, wenn man fir DB und EN mit Hilfe der Gleichung
der Curve die Werthe berechnet und BA = b setzt, folgt:

log(a —mb + NF)— log(a — mb)

1:6= :NF,
loga — log ¢
NF __log(a —mb + NF)—log(a — md) .
b loga — logc
Durch Vergleich mit der Formel fiir # erhiilt man also
NF =nb=n,

d. h. NF ist gleich », wenn AB als Liingeneinheit benutzt
wird. —

Die Bemerkungen auf 8. 66 lassen sich folgendermaassen
beweisen. Bezeichnet man die Gewinnhoffnung des Titius bei
fest gegebenen Werthen @, 4, ¢, m und verinderlichem Werthe
n mit H(n), so ist, wie aus der Formel aus 8. 64 sofort folgt:

a c™
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Setzt man in H(n) nun #» = m - ¢, wo & alle positiven
ganzen Zahlen und die negativen Zahlen — 2, — 3, ...,
— m -+ 1 durchliuft, so folgt:

= =t~ {3 (2] 2}

Es ist nun nachzuweisen, dass fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von ¢ der Klammerausdruck, welcher mit A bezeichnet
werde, positiv ist. Fdr positive Werthe von & ist

)~ G)-)
S TG o) )
=5 () G+

also stets positiv. Durchliuft ¢ die negativen Werthe, so setzt
man & = — 1), w017__2 3, ..., m— 1 zu setzen ist, und

o )
[l—(w—)]ﬂ—(wf)"‘
e SO e S
=%g(z)w—n(~;)

also fiir alle in Betracht kommenden Werthe von 7 ebenfalls
positiv. Folglich hat H(n) seine grossten Werthe fiir n=m —1
und 2 =1, und je grosser &, bez. 7 ist, um so grosser ist A.
Damit sind die drei- ersten Bemerkungen bewiesen. Die
Richtigkeit der vierten Bemerkung ist aber ohne weiteres klar.

11) Zu 8. 79. John Owen wurde 1563 in Caernarranshire
geboren, "studirte die Rechte in Oxford, wurde 1594 Leiter

K
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der Schulen in Warwick und starb 1622 in London. Bekannt
geworden ist er durch seine Epigramme, welche er in gliick-
licher Weise Mantial nachahmte. Diese Epigrammsammlung
scheint sich — mnach der grossen Zahl von Auflagen, welche
sie erlebt hat — grosser Beliebtheit erfreut zu haben; mir
lagen nicht weniger als fiinf Auflagen aus den Jahren 1617,
1620, 1628, 1647 und 1679 vor. Die Sammlung besteht aus
drei Biichern, aus einem einzelnen Buche, in welchem das von
Bernoully citirte Epigramm mit der Ueberschrift: »Sapientia
duce, comite Fortuna. In Ancum« zu finden ist, und
aus nochmals zweimal drei Biichern Epigrammen. Da ein
Epigramm eine Spitze gegen Rom enthielt, so wurde die
Sammlung von der romischen Kirche auf den Index gesetzt.

12) Zu 8. 85. Lambert erhebt in den Mémoires de
I’Acad. de Berlin von 1797 folgenden Einwand gegen die
Richtigkeit der Formel. Ist ¢ = 0, so beweist der eine
Beweisgrund streng das Gegentheil der Sache, da die Anzahl
p aller Fille dann ibereinstimmt mit der Anzahl r aller das
Gegentheil beweisenden Fille. Mithin muss die Wahrschein-
lichkeit der Sache gleich Null sein, da ihr Gegentheil absolut
sicher ist; die Formel liefert aber nicht diesen Werth, son-
dern l#sst noch die Wahrscheinlichkeit

eft

adg
tibrig. Der Einwand scheint mir jedoch nicht zul#issig zu sein.
Ist ¢ =0 oder ¢t =0, d. h. ist das Gegentheil der Sache
absolut sicher, so konnen die reinen Beweisgriinde daran
nichts #ndern, sondern werden durch den betreffenden ge-
mischten Beweisgrund vollig entkriftet und miissen daher un-
berticksichtigt bleiben. Folglich ist nicht die Formel unter (6),
sondern die unter (4) anzuwenden, welche den richtigen Werth 0
fir die Wahrscheinlichkeit der Sache ergiebt. Folglich sind
die Werthe ¢ =0 oder =0 unter (6) auszuschliessen.
Dagegen sind die Werthe » = 0 und % = 0 zulissig, da
dann die reinen Beweisgrinde die gemischten noch unter-
stiitzen, und in der That liefert die Formel unter (6) fiir
7 =0 oder » = 0 den richtigen Werth 1.

13) Zu den S.90 und 91. Dieses Werk, dessen voll-
stindiger Titel lautet: »La logique ou 1’art de penser,
contenant outre les régles  communes plusieurs ob-
servations nouvelles, propres & former le jugement«,
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erschien anonym im Jahre 1664 in Paris; lateinische Ueber-
setzungen erschienen 1666 in Utrecht, 1704 und 1708 in Halle.
Eine neue franzésische ~Amsgabe mit Anmerkungen und Zu-
sitzen gab Alfred Fouillée (Paris 1879) heraus. Wie man
heute weiss, ist dieses Werk, welches gewdhnlich als »L.g_
logique _de Port Royal« bezeichnet wird, von dntoine
rnauld, Peter Nicole und vielleicht unter Mithiilfe noch
anderer Jansenisten vom Kloster Port Royal, mit Benutzung
einer Abhandlung von Pascal verfasst. Sie vereinigt die
Aristotelischen Lehren mit Principien von Descarfes, und es
beginnt mit ihr eine zweite Epoche in der Geschichte der
Logik, welche bis zu ihrem Erscheinen trotz zahlreicher Bear-
beitungen keinen wesentlichen Fortschritt seit 4ristoteles auf-
zuweisen hatte. Noch heute ist das Werk nicht antiquirt. Vgl
F. Ueberweg, Grundriss der Geschichte der Philosophie
der Neuzeit, 1. Band (8. Auflage von M. Heinze, Berlin
1896) und E. Reinhold, Geschichte der Philosophie
nach den Hauptmomenten ihrer Entwickelung. 1. Band
(5. Auflage. Jena 1859). In dem letzteren Werke findet sich
eine ausfithrlichere Inhaltsangabe auf den Seiten 125 und 126. —
Hier sind noch zwei zu Bernoulli’s Lebzeiten erschienene Ab-
handlungen zu nennen, in welchen eine empirische Bestimmung
von Wahrscheinlichkeiten versucht worden war. Beide Arbeiten
enthalten Anliufe zur Aufstellung von Sterblichkeitstafeln. Ber-
nowllt hat beide Arbeiten nicht kennen gelernt; das Erscheinen
der zuerst zu nennenden Arbeit hatte er zwar erfahren, konnte
aber dieselbe nicht erhalten, wie aus seinem Briefwechsel mit
Letbniz hervorgeht; von der anderen Arbeit hat er aber
wahrscheinlich gar nichts gehort. Die beiden Abhandlungen
sind »Waerdye van lyfrenten nar proportie van los-
renten« von dem bertthmten Grosspensionir Jokann de Witt
(ermordet 1672 bei einem Aufstande), welche 1671 im Haag
erschienen und 1879 nach dem sehr selten gewordemen Ori-
ginale neugedruckt ist, und » An Estimate of the Degrees
of the Mortality of Mankind, drawn from curious
Tables of the Births and Funerals at the City of
Breslaw; with an Attempt to ascertain the Price of
Annuities upon Lives< von dem bekannten englischen
Astronom Edmund Halley (1656—1742), welche 1693 in
den Philosophical Transactions erschienen ist.
Johann de Witt nimmt an, dass ein Mensch, welcher
zwischen 4 und 54 Jahren alt ist, die gleiche Wahrscheinlichkeit
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habe, in dem nichstfolgenden Jahre leben zu bleiben oder zu
sterben, dass aber das Verhiltniss zwischen den Wahrschein-
lichkeiten\ fiir, Sterben undLieben in dem n#chsten Jahre fiir
die Lebensalter von 54-—64, 64—74 und 74—81 Jahren
bez. gleich §, 2, 3 sei und dass im Durchschnitt niemand
das 81 Jahr tlberschreite. Eine Rechtfertigung dieser An-
nahmen giebt de Witt nicht.

Edmund Halley legt seiner Abhandlung, von welcher
Cantor (a. a. 0., Bd. 3, 8. 46) sagt, dass sie »auf verhiltniss-
missig kleinem Raume eine grosse Menge der fruchtbarsten
Gedanken mehr angedeutet als entwickelt« enthilt, die An-
nahme zu Grunde, dass die Bevdlkerungsziffer stationir sei,
d. h. jihrlich ebenso viele Geburten als Todesfille vorkommen,
und dass jedes Jahr gleichviele Todesfille in einem bestimmten
Alter eintreten. Halley war auf Grund von Geburts- und Todes-
listen der Stadt Breslau, welche fir die 5 Jahre 1687—1691
verdffentlicht worden waren, zu seinen Annahmen gefithrt worden.
6193 Geburten standen 5869 Todesfillen gegeniiber; der
jéhrliche Ueberschuss der Geburten betrigt also ungefiihr 64,
konnte aber schwerlich eine Zunahme der Bevilkerungsziffer
hervorbringen, da ungefihr ebenso viele Erwachsene j#hrlich
zum Kriegsdienste ausgehoben wurden. Nach Halley's An-
nahmen stellt also die Todesliste eines Jahres zugleich eine
Sterblichkeitstafel dar. Seine so erhaltene Sterblichkeitstafel
benutzt er dann zur Beantwortung verschiedener Fragen iiber
Lebenswahrscheinlichkeiten, welche er in die Wissenschaft ein-
gefihrt hat und welche Wahrscheinlichkeiten a posteriori
sind. Die Annahme einer stationdren Bevilkerungsziffer ist
aber durch die Volksz#hlungen als falsch nachgewiesen worden.
[Vgl. Cantor, a. a. O., Bd. 3, 8. 45—49 und die »Politische
Arithmetik « desselben Verfassers (Leipzig, 1898), in welcher
sich auf 8. 87 u. folg. eine kurze Uebersicht der Weiter-
entwickelung dieser Fragen findet.]

14) Zu S. 92. Dass gegen Bernoulls’s gewaltige Ideen
Einwéinde erhoben wurden, kann nicht Wunder nehmen, eher
freilich, dass sie von Letbniz herrthrten, und ihn wird Ber-
noulli hauptsichlich im Auge gehabt haben, wenn er an
dieser Stelle die Einwiinde anfiihrt und sie widerlegt. Denn
alle diese Einw#nde hatte Lesdniz brieflich erhoben, nach-
dem ihm Bernoulli seine Ideen mitgetheilt hatte. Das Bei-
spiel der Ludolph’schen Zahl lisst Letbniz nicht gelten, da
bei dieser Zahl jede neue Decimalstelle eine grossere
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Anngherung bringe, wihrend man aber von jeder meuen Er-
fahrung nicht wisse, ob sie die frilhere Annahme um so
richtiger \erscheinén (lasseq)Imletzten Briefe geht Bernoull
auf eine weitere Vertheidigung seiner Wahrscheinlichkeit a
posteriori gar nicht ein, sondern bittet nur um Zusendung
der Abhandlung von de Witt. —

Archimedes (ca. 287—212 v. Chr.) schloss 7z zwischen
die Grenzen 34 und 34% ein, Adriaen Anthonisz mit dem
Beinamen Mefius (1527—1607) gab die Gremzwerthe 3%
und 3%, aus denen er durch Addition der Zihler und der
Nenner den auf 6 Decimalstellen genanen Werth von 7z erhielt:

15 4 17
7 =3 106 + 120

Ludolphvan Ceulen (1540 —1610) berechnete 7z auf 35 Decimal-
stellen genau. Bernoulls hiitte hier noch verschiedene andere
Autoren mit dem gleichen Rechte wie Mettus anfithren konnen.
(Vgl. Cantor a. a. 0., Bd. 2, 8. 549 u. folg.)

15) Zu S. 95. Die simmtlichen Kapitel dieses vierten Ab-
schnittes sind wortgetreu wiedergegeben, um Bernoulli’s Ge-
danken auch nicht im geringsten zu ver#indern. Nur in for-
maler Beziehung habe ich in den Beweisen der Hillfssitze (3),
(4) und (5) kleine Aenderungen vorgemommen, welche die
Uebersichtlichkeit derselben wesentlich erleichtern diirften, und
welche vornehmlich in der Ersetzung von L und .Z (ohne
Index) durch die mit Indices versehenen Buchstaben L, und
R, und der Ersetzung von Worten durch Formeln bestehen.
Bernoully ist, da ihm eine geeignete Bezeichnung mangelt,
oft gezwungen, weitlfufig und schwer verstindlich mit Worten
Schliisse beschreiben zu miissen, welche sich durch Formeln
knapp und ibersichtlich darstellen lassen.

16) Zu S. 98. Bernoulli verwendet statt = und == die
Zeichen R und ¥, welche sich in dieser Bedeutung sonst
bei keinem Mathematiker zu finden scheinen. Letbnez hat
zwar das letztere Zeichen in seiner Characteristica geo-
metrica von 1679 benutzt; dort bedeutet es aber congruent.

Dass M und M fir » = oo unendlich grosse Werthe

L, R,
haben, lisst sich mit Hilfe der Ungleichungen (auf 8. 96):
(nr 4+ 1) s >mnsr, ..., (ns+ 1) r >nrs, ... leicht und
streng zeigen; Bernoullt’s hierfir (auf 8. 98) gegebener

= 34% = 3,141592...
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Beweis ist mindestens in formaler Beziehung unbefriedigend. Der
in der Anmerkung (8. 100 u. folg.) gegebene Beweis der
Hiilfssétze (4) und)(5) istOdagegen vollig streng.

17) Zu §. 105. Unter Wahrscheinlichkeitsgrad eines
Ereignisses versteht also Bernoulli die Zahl der demselben
ginstigen Fille. Dagegen gebraucht er nirgends fiir den
Quotienten aus der Anzahl der giinstigen Fille dividirt durch
die Anzahl aller moglichen Fille den jetzt allgemein tiblichen
Ausdruck Wahrscheinlichkeit des betreffenden Ereignisses,
sondern stets Hoffnung, indem er das zu erwartende Er-
eigniss gleich 1 setzt. Hoffnung hat also bei Bernoulli ganz
die jetzige Bedeutung.

Bérnoulli’s Beweis seines Satzes ist vollkommen streng
und hat vor allen spiter gegebenen kiirzeren Beweisen, welche
die Stirling’sche Formel: n! = n"e¢—"V27mn (n eine sehr grosse
Zahl) benutzen, den Vorzug, dass in ihm nur elementare
Hiilfsmittel und Betrachtungen verwendet werden.

In den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
als Bernoulli’sches Theorem gewshnlich nicht das urspriing-
liche Theorem, wie es sich auf 8. 104 findet, angefiihrt,
sopdern das folgende, welches eine Umkehrung des urspriing-
lichen vorstellt:

»8ind p und ¢ die einfachen und constanten Wahrschein-
lichkeiten zweier entgegengesetzten Ereignisse A und B (also
2+ ¢g=1 und also p = —, q= 7111.(101‘ Bernoulli’schen
Bezeichnung), so ist die Wahrschemhchkelt dafiir, dass das
Ereigniss 4 in einer sehr grossen Anzahl u von Versuchen
in einer zwischen up 4 4 und up — A liegenden unbekann-
ten Anzahl 7 von Malen eintrifft, gleich

— o=pp+ u!
= —_ n
'—;42'11—}.9| (e — o)t P

oder es ist ¥ die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichung
A
% — p zwischen — " und +f—L enthalten ist.«

Wenn sich diese Umkehrung des Bernowlli’schen Theorems
auch nicht im Originale der Ars conjectandi in dieser Formu-
lirung findet, so ist der Ausdruck fir die Wahrscheinlichkeit
W in Bernoulli’s Beweise seines Satzes (8. 105) implicite
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enthalten, wenn auch nicht als Formel geschrieben. Aus dem
Kapitel IV geht aber deutlich hervor, dass Bernoulls gerade
die Bedeutung, dieger)[Umkehrung voll erkannt hat, welche
erst die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf alle
verschiedenen Gebiete des tiglichen Lebens ermdglicht -hat
und es rechtfertigt, wenn man sich durch zahlreich wieder-
holte Beobachtungen Klarheit iiber ein Ereigniss und die es
bestimmenden Ursachen verschaffen will. Die ganze Statistik
hat erst durch dieses Gesetz ihre wissenschaftliche Grundlage
erhalten. Sicher hatte Bernoulli diese weiteren Untersuchun-
gen in den fehlenden Kapiteln des IV. Theiles durchzuftthren
beabsichtigt.

An diesen Summenausdruck kntipft die analytische Weiter-
entwickelung des Bermoulli’schen Theorems an, um welche
sich de Moivre und Laplace die hervorragendsten Verdienste
erworben haben. Letzterem verdankt der Ausdruck fir die
Wahrscheinlichkeit 77 seine heutige Integralform:

2 o1
W = e df 4+ ——
Vﬂ:,/ Vemupg’
wo .
P
V2upg

ist. Wie Eggenberger neuerdings in den Mittheilungen der
natnrforschengen Gesellschaft in Bern aus dem Jahre 1893,
8. 110—181 (Beitrige zur Darstellung des Bernoulli’schen
Theorems, der Gammafunction und des ZLaplace’schen In-
tegrals) gezeigt hat, l4sst sich die Restfunction noch mit dem
Integrale vereinigen in der Form:

J
2
W= — —& d‘.
an/.e 8

wo jetzt aber

1
2upg

ist. Dort findet sich auch eine historische Untersuchung iber
die analytische Entwickelung des Bernoullt'schen Theorems,
in welcher vor allem die Verdienste von de Mosvre und die

d=(h+4)
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indirecte Mitwirkung von Stirling gewtirdigt werden. Leider
ist die Darstellung nicht klar und tbersichtlich. :

Wihrend'/alsol [dieOobige/ Umkehrung des Bernoulls’schen
Theorems in den Lehrbiichern der Wahrseheinlichkeitsrechnung
gowohnlich als Bernowlli'sches Theorem selbst bezeichnet
wird, findet man als Umkehrung desselben ein anderes Theorem,
den Satz von Bayes bezeichnet: »>Bezeichnen z und 1 — z
die unbekannten Wahrscheinlichkeiten zweier entgegengesetzten
Ereignisse 4 und B, und ist in einer sehr grossen Anzahl
uw=a 4 b von Versuchen das Ereigniss A4 a¢-mal, das Er-
eigniss B b-mal eingetroffen, so liegt der Werth von z mit
der Wahrscheinlichkeit

_2 f,=
W_V;%/'e d&

zwischen den Grenzen

2ab

= — &
[ w

Fir das Integral ¥ sind Tafeln berechnet, aus denen man
den Werth von W fir jeden Werth von ¢ entnehmen kann,
und welche in jedes grossere Lehrbuch der Wahrscheinlich-
keitsrechnung aufgenommen sind. —

Das Bernoulli'sche Theorem wird hiufig auch als das
Gesetz der grossen Zahlen bezeichnet, welcher Name von
Poisson (Recherches sur la probabilité, Paris 1837)
herrithrt.
~ In historischer Beziehung sei noch eine Aeusserung Car-
dano’s angefiihrt, welche an das Bernowlli’sche Theorem
denken lisst. Cardano in seinem Buche De ludo aleae
sagt, dass man im Verhiltnisgse 1 : (2 — 1) darauf wetten
konne, n-mal nach einander gerade Zahlen zu werfen, und dass
bei unendlicher Anzahl der Wirfe das Ergebniss mit der Er-
fahrung tbereinstimmen werde, denn die Linge der Zeit sei
es, welche alle Moglichkeiten zeigt (Vgl. die citirte Aeusserung
und eine zweite Hhnlichen Sinnes bei Cantor, a. a. 0., Bd. 2,
8. 495).

18) Zu §. 107. Wahrscheinlich hat Bernoullt das so-
genannte grosse Weltjahr im Auge, nach dessen Ablauf alle
Dinge wiederkehren sollen. Das von ihm gebrauchte Wort
apocatastasis scheint sich bei Plato nicht zu finden, sondern
nur in der pseudoplatonischen Schrift Axiochos vorzukommen,

g2 4+,
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Die Lehre von dem Kreislaufe aller Dinge war im Alterthume
sehr verbreitet und findet sich schon bei Heraklettos von
Ephesus \\and Empedokles;) besonders entwickelt wurde sie
von den Stoikern, woftir sich zahlreiche Belege bei Zeller,
Philosophie der Griechen (Bd. 3, Theil 1, 8. 141) finden..

19) Zu §. 108. Der Brief tiber das Ballspiel bietet, ab-
gesehen von seiner mathematischen Bedeutung, imsofern noch
besonderes Interesse dar, als die in ihm entwickelten Methoden
und Resultate fast ohne weiteres auf das jetzt sehr beliebte
Lawn-Tennis tibertragen werden konnen; man hat nur die
einzige Modification einzufithren, dass bei diesem jede Partie
aus 6 Spielen besteht. Zum Theil kénnen die Untersuchungen
principielle Fragen des Lawn-Tennis entscheiden, weshalb
die Resultate jeden Lawn-Tennis-Spieler interessiren miissen,
gelbst wenn er nicht im Stande ist, die mathematischen Ent-
wickelungen zu verstehen. Die Paragraphen XVIII und XXI
sind dabei auszuschalten, da die Bisques und die Schassen
beim Lawn-Tennis abgeschafft sind.

Der deutschen Wiedergabe dieses Briefes stellten sich nicht
unbedeutende Schwierigkeiten entgegen, welche einerseits be-
reitet wurden von den franzbsischen Spielausdriicken, um
derenwillen nur Bernoulli den Brief in franzosischer Sprache
geschrieben hatte, und andrerseits von der Unkenntniss der
Spielregeln, welche Berroullt zu seiner Zeit als wohlbekannt
voraussetzen durfte, wihrend es heute viel Mithe verursacht,
sie ilberhaupt kennen zu lernen.

In ersterer Hinsicht habe ich mir dadurch geholfen, dass
ich die von R. v. Fichard in seinem »Handbuche des
Lawn-Tennis-Spieles« (Baden-Baden, 1895) fir dieses
Spiel eingefihrten deutschen Spielausdricke benutzte, was
schon deshalb gerechtfertigt war, weil das moderne Lawn-
Tennis von dem viel complicirteren und schwierigeren jeu
de Paume abstammt. Fir die Spielregeln und alles, was
sonst mit dem jeu de Paume zusammenh#ingt, fand ich ausser
dem eben genannten Buche als Quellen: »Le jeu de Paume,
son histoire et sa description«, herausgegeben von Edouard
Fournter (Paris 1862) und »die Kunst der Ball- und
Raquettenmacher und vom Ballspiele« (Uebersetzung
einer von Garsault herrithrenden Abhandlung) in dem Werke
Schauplatz der Kinste und Fertigkeiten, ibersetat und
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herausgegeben von D. G. Schreber, 7. Band, 8. 225—276
(Leipzig u. Konigsberg 1768). Auch das Fournier’sche Buch
enthilt \als/ wésentlichen)Theil die Abhandlung 1’art du
paumier-Raquetier et de la Paume von Garsault aus
dem Jahre 1767, welche jetzt sehr selten geworden ist. Die
Darstellung in den beiden letztgenannten Bichern ist leider
ziemlich unklar und schwer verstindlich.

Das Paume genannte Ballspiel ist seit dem 13. Jahr-
hundert bekannt und erfreute sich in den folgenden Jahr-
hunderten bis zur franzésischen Revolution grosser Beliebtheit,
hauptsiichlich in den vornehmen Kreisen. Das Spielen war
nicht nur sehr theuer, da um hohe Summen gespielt wurde
und die Miethe fir das Ballhaus eine hohe war, sondern er-
forderte viele Uebung und also sehr viel Zeit. Darin aber
liegt der Grund, dass unser Jahrhundert keinen giinstigen
Boden fiir das Spiel darbot und dasselbe jetzt nur ganz selten
noch gepflegt wird. Der Name des Spieles rithrt davon her,
dass der Ball urspriinglich mit der flachen Hand (palma) ge-
schlagen wurde; erst vom 15. Jahrhundert an bediente man
gich dazu des Schligers (racket, raquette).

Ursprtinglich wurde das Spiel im Freien oder in unbedeckten
Riéumen gespielt; vom 14. Jahrhundert an baute man Ball-
spielhdiuser oder Ballhiiuser (tripots, spiter jeux genannt),
welche in grosser Zahl (1657 z#hlte man in Paris 114) ent-
standen und von denen das in Versailles durch die Sitzung
der Nationalversammlung vom 20. Juni 1789 zu historischer
Berithmtheit gelangte. Durch diese Ballhiiuser wurde das Spiel
von der Witterung unabhéingig und erlangte, vornehmlich durch
Mithenutzung der Winde bis zu einer bestimmten Hohe, ausser-
ordentliche Mannigfaltigkeit und Abwechslung. Man unterschied
die Ballhiuser in jeux carrés undin jeux du dedans oder du
tambour. Die auf 8. 162 stehende Figur giebt den Grundriss
eines jeu du dedans. Die Umfassungsmauern, welche min-
destens 7 Meter Hohe bis zum Dache hatten, umschlossen ein
Rechteck von ca. 30 Meter Linge und 10 Meter Breite. In
dieses waren an drei Seiten Wandelginge von ca. 11/3 Meter
Breite eingebaut, deren vordere Winde etwas tiber 2 Meter
Hohe hatten und welche von unter 45° nach dem Innern ab-
fallenden Dichern bedeckt waren. Diese Wandelginge hiessen
Gallerien (kleine, grosse Gallerie und Gallerie du dedans) und
umschlossen das eigentliche Spielfeld F'G' M K, welches durch
das in ca. 1 Meter Hohe gespannte (Seil oder) Netz 4.4’ in

Ostwald’s Klassiker, 108. 11
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zwei gleiche Hilften getheilt wurde. Das Dach der grossen
Gallerie wurde auf der Strecke EE von den Siulen A4, B,
C, D getragen,  zwischen welchen sich die beiden Thiir-
offnungen B C und die mit niedrigen Briistungen versehenen
fensterartigen Qeffnungen AB, CD, DE (1., 2., 3. Oeffnun-
gen genannt) befanden. Auch die Gallerie du dedans gestattete
durch eine solche fensterartige Oeffnung LM Einblick in das
Ballhaus, wihrend die kleine Gallerie keine derartige Oeffnung
besass. In ihrer Vorderwand befand sich nur dicht unter dem
Dache die kleinere rechteckige Oeffnung G', la grille ge-
nannt, von ca. 3/, Meter im Geviert. Solche kleinere Oeffnungen
fanden sich oft noch mehrere vor und hiessen zusammen
hasards. Hinter den grossen Oeffnungen der beiden andern
‘Gallerien hielten sich die Zuschauer auf, welche durch Ab-
schliessen von Wetten auf die Spieler eifrigst am Spiele theil-
nahmen.- Die vorspringende Mauer G H hiess le tambour und
diente zur Erschwerung des Spieles. Das folgende Bild,
welches eine Verkleinerung eines Kupferstiches aus dem
»Schauplatze der Kiinste und Fertigkeiten« ist, gewihrt einen
Einblick in das Innere eines Ballhauses von der Gallerie du
dedans aus, auf deren Briistung der Korb mit den Spielbillen
zu sehen ist, und diirfte die vorstehenden Angaben wesent-
lich illustriren.

Fig. 3.

Die geschilderte Einrichtung eines Ballhauses unterlag bei
den einzelnen Spielhiusern mannigfachen kleinen Abinderun-
gen. Das jeu carré unterscheidet sich von dem jeu du
dedans dadurch, dass die Gallerie du dedans und die Mauer

11%*
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G H (le tambour) fehlen, dafiir aber mehrere derartige Oeff-
nungen wie die Grille vorhanden sind.

Auf dem Fussboden, welcher mit 90 Reihen quadratischer
Steinplatten ausgelegt war, befanden sich eine Anzahl von
schwarzen Linien. Eine der L#ngsseite parallele Linie halbirte
das Spielfeld, ihr parallel war noch die Linie ¢, welche mit
der Linie & (dem Passestriche) im oberen Theile des Ball-
hauses das Aufschlagfeld abgrenzt. Sowohl in dem oberen
Theile A FG A', als auch in dem unteren Theile 4 KM A’
waren eine Anzahl von der Breitseite parallelen Linien a, b,
¢, d, 1, 2,..., 14 gezogen, welche zum Markiren der
Schassen, von denen weiter unten die Rede sein wird, dienten;
solche Linien gab es im unteren Theile des Ballhauses mehr als
im oberen (in dem Grundrisse sind nicht alle gezeichnet). —

Nahmen an dem Spiele 2 oder 4 Personen Theil, 8o ver-
theilten sie sich gleichm#ssig auf beide Seiten des Spielhauses;
waren nur 3 Theilnehmer vorhanden, so spielten zwei oben
und der dritte unten. Derjenige Bpieler, welcher das Spiel
zu beginnen und den Ball aufzuschlagen (den Service zn
geben) hatte, stand unten im Ballhause. Sollte sein Auf-
schlageball gilltig sein, so musste er iiher das Netz fliegen,
auf das Dach der grossen Gallerie und nur auf dieses auf-
treffen und von diesem in das Aufschlagfeld E Fed hinein-
springen; jeder andere Ball war ungiiltig,. War dem Auf-
schliger der erste Ball missglickt, so durfte er noch einen
Ball aufschlagen; erst wenn ihm amch dieser misslang, hatte
er einen Gang verloren. Der Gegner hatte jeden giltigen
Ball entweder im Fluge oder nach seinem ersten Aufsprunge
zurtickzuschlagen, worauf ihn der Awufschliger in gleicher
Weise zuriickspielen musste. Da hierbei der Ball auf die
Gallerien, Dicher und Winde (bis zu einer bestimmten Hohe)
aufprallen durfte, so boten sich die mannigfaltigsten Ab-
wechslungen dar. Fehlte einer der Spieler den Ball, so wurde
dadurch der Gang beendigt.

Die Anzahl der Spiele, aus denen eine Partie sich zu-
sammensetzte, wechselte in den einzelnen L#ndern im Laufe
der Zeiten; gewthnlich waren es 4, 6 oder 8 Spiele. Jedes
Spiel wurde auf 60 Punkte gespielt, welche zu je 15 zu-
sammengezihlt wurden. Warum man gerade 15 z#hlte, ist
schwer zu sagen; jedenfalls hing diese Zahl mit der Zahl der
Felder zusammen, in welche Fussboden und Winde getheilt
waren und deren man 15 auf jeder Seite des Netzes zihlte.
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Diese Zahlen waren bald einfach zu Namen geworden und
man liess dann das Wort »Punkt« fort. Man z#hlte »15 zu
15« ‘oder; kurzwegol5zu«;wenn jede Partei 15 Punkte,
»30 zu 15«, wenn die eine Partei 30, die andere 15 Punkte
gowonnen hatte, u. 8. w. Wenn eine Partei vier Ginge ge-
wonnen hatte, so war das Spiel von ihr gewonnen, ausser in
dem Falle, dass die andere Partei 45 Punkte fiir sich zithlte.
Stand jedoch das Spiel auf »45 zu«, so musste eine Partei
noch zwei Ginge hintereinander gewinnen, um das Spiel
gewonnen zu haben. Statt »45 zn« z#hlte man >3 deuxc
{englisch deuce), was ich durch das beim Lawn-Tennis tibliche
deutsche Wort » Einstand« wiedergegeben habe. Diejenige
Partei, welche dann den nichsten Gang gewann, zihlte »vor«
fir sich oder war »im Vortheil« (franz. avantage, engl.
advantage). Gewann dieselbe Partei noch den nichsten
Gang, 8o hatte sie, wie schon erwihnt, das Spiel gewonnen; ver-
lor sie diesen aber, so zihlten beide Parteien wieder Einstand.

Ging die Partie auf m Spiele, so hatte die Partei ge-
wonnen, welche zuerst 7 gewonnene Spiele fiir sich zihlte.
Hatten aber beide Parteien je 7 — 1 Spiele gewonnen, so
zéhlte man »Spieleinstand« (A deux de jeu). Diejenige
Partei, welche das niichste Spiel gewann, ziihlte dann »Spiel-
vorc; gewann sie auch das folgende Spiel, so war damit die
Partie zu ihren Gunsten entschieden, andernfalls aber zihlten
beide Parteien wieder Spieleinstand.

Die in der unteren Hilfte des Ballhauses spielende Partei I,
welche also den Aufschlag zu geben hatte, gewann 15 fir
sich, 1) wenn die Gegenpartei II den Ball in das Netz 4.4,
an die Decke oder in die Lichtsffnungen schlug, 2) wenn sie
selbst eine Schass zog oder die Gegenpartei II sie nicht
zog, 3) wenn es ihr gelang, den Ball in die letzte Oeffnung
D E auf der oberen Seite des Ballhauses oder in die Grille
zu spielen, 4) wenn die Gegenpartei II den Ball nicht im
Fluge oder nach dem ersten Aufsprunge und den Serviceball
nicht nach dem ersten Aufsprunge zurtickschlug; die oben
spielende Partei II dagegen gewann 15 in den gleichen Fillen
1) und 2) wie vorher, 3) wenn es ihr gelang, den Ball in' die
Oeffnung du dedans LM zu spielen, sie machte aber 4) nur
eine Schass, wenn ihre Gegenpartei I den Ball nicht im
Fluge oder nach dem ersten Aufsprunge zurtickschlug. Von
diesen Regeln fanden oft in dem oder jenmem Punkte Ab-
weichungen statt, welche hier aber kein Interesse darbieten.
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Die oben spielende Partei Il machte eine Schass (ital.
caccia, franz. chasse), wie erwihnt, wenn die Gegenpartei I
den Ball zweimal| lsufspringen coder sie den Ball in die letzte
Oeffnung D E der unteren Seite fliegen liess. Die Schass wurde
urspriinglich da markirt, wo der Ball nach seinem zweiten
Avufsprunge zu rollen aufhdrte oder erjagt (cacciata, daher
der Name) wurde; bald aber war es Regel geworden, sie an
der Stelle des zweiten Aufsprunges zu markiren. Galten die
vorstehenden Regeln, so fanden die Schassen nur unten im
Ballhause statt und, um sie zu markiren, dienten die dem

Netze parallelen Linien @, 4, ¢, d, 1, 2, ..., 14 (man be-
zeichnete sie darnach als Schass der ersten, zweiten, Thir-
und letzten Oeffnung und als Schass %, 1, 2, ..., 14).

Mit der Schass hatte aber die Partei II, welche sie gemacht
hatte, noch nicht 15 gewonnen, sondern sie musste nun die
Schass vertheidigen, und die Gegenpartei I hatte die Schass
zu ziehen. Der letzteren Partei gelang dies, wenn sie eine
bessere Schass machte, indem sie ihren Schlag so einrichtete,
dass der zweite Aufsprung des Balles jenseits des Ortes lag,
an welchen die von der Partei II gemachte Schass markirt
war. Die Partei II suchte ihrerseits das Ziehen der Schass
dadurch zu verhindern, dass sie den Ball vor seinem zweiten
Aufsprunge auffing oder wegschlug. Eine Schass war um so
schwieriger zu gewinnen, je n#her an der Gallerie du dedans
sie gemacht war. Bevor die Schass gezogen wurde, wechsel-
ten beide Parteien ihre Plitze. Man liess aber die Partei II
erst zwei Schassen machen, ehe die Plitze gewechselt und
die Schassen von der Partei I zu ziehen versucht wurden;
nur wenn die eine Partei 45 oder vor fir sich zihlte, wech-
selte man bereits nach einer gemachten Schass die Plitze.
Hatte die Partei I die Schass richtig gezogen, so gewann sie
15; sie verlor aber 15, wenn die Partei II das Ziehen der
Schass verhindert hatte. Hatte z. B. die Partei II zwei
Schassen, die eine auf der Linie d, die andere auf der Linie
10 gemacht, so konnte die Partei I nur dann zweimal 15 ge-
winnen, wenn sie zwei bessere Schassen machte, z. B. in
Bezug auf die erste Schass auf der Linie 14 oder zwischen
14 und 4 und in Bezug auf die zweite auf der Linie 9 oder
zwischen 9 und 10.

20) Zu S.117. Die Tafel IV findet sich in dem Originale
in etwas anderer Form, indem dort simmtliche Zihler und
Nenner ausgerechnet sind; weil dadurch die Tafel aber sehr
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untibersichtlich ist, so habe ich die hier gegebeme Form be-
vorzugt.

21) Z4'S." 122.”"Wenn' A"'dem B ein halb finfundvierzig
vorgiebt, so bedeutet dies, dass er dem B entweder in den
ungeradzahligen Spielen 45 und in den geradzahligen 30 vor-
giebt oder umgekehrt; von beiden Arten kann sich B die
ihm passende nach Belieben auswihlen. Ein halb dreissig
bedeutet die Vorgabe von 30 in jedem zweiten Spiele und 15
in den dazwischen liegenden Spielen und ein halb funfzehn die
Vorgabe von 15 in jedem zweiten Spiele und 0 in den anderen
Spielen. :

Bei Lawn-Tennis ist noch ein ganz #hnliches Vorgabe-
system in Gebrauch.

22) Zu 8. 127. Die von Bernoulli hier ausgesprochene
Vermuthung ist in der That vdllig zutreffend und zwar nicht
nur in dem Falle, fir welchen die Tafel VI berechnet ist,
dass 4 in einem Spiele doppelt soviel Wahrscheinlichkeit hat,
es zu gewinnen, als es zu verlieren, und in dem n#chsten
Spiele umgekehrt doppelt soviel Wahrscheinlichkeit hat, es zu
verlieren als es zu gewinnen, sondern ganz allgemein fiir jedes
Verhiltniss. Ein Beweis hierfiir existirt aber meines Wissens
bis jetzt nicht, weshalb ich den folgenden hier mittheile.

Es werde angenommen, dass .4 dem B abwechselnd einen
kleinen oder einen grdsseren Vortheil einrfiumt, je nachdem
die Anzahl der von beiden Spielern noch zu gewinnenden
Spiele eine gerade oder ungerade Zahl ist; im ersteren
Falle soll es z-mal (» eine positive Zahl) wahrscheinlicher
sein, dass 4 das Spiel gewinnt, als dass er es verliert, und
im letzteren Falle soll es umgekehrt xz-mal wahrscheinlicher
sein, dass A das Spiel verliert, als dass er es gewinnt. Be-
zeichnet man nun die Hoffnung des A4, die Partie zu ge-
winnen, wenn er noch g und sein Gegner B noch /4 Spiele
zu gewinnen hat, mit 4, so ist, wenn g 4+ % eine gerade
Zahl ist, immer

Agn + Apy, = 1. (X

Dies lisst sich folgendermaassen leicht zeigen.
Aus den Voraussetzungen ergeben sich die folgenden Re-
cursionsformeln :
n

1
Ayn = ey A + a1 Agr— s
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wenn g -+ % eine gerade Zahl ist, und

1 n

91h=n+1A9—'yh+n+l

wenn g -} & eine ungerade Zahl ist. Wendet man auf
Ay—yp und Ay, in der ersten Formel die zweite und auf
dieselben Grossen in der zweiten Formel die erste an, so er-
hilt man die fir gerade und ungerade Werthe von g 4 %
giltige Formel:

Aﬂ» h—1)

1

Ag,h = (n—_*_'T)i{”Ag—!,h'*‘(n,"l-l)Ag—l,h—l+nAg.h—!}' (H)
Beachtet man nun, dass auf Grund der Definition von A4, ,
und der Spielbedingungen die Gleichungen bestehen:

Ay 6=0, fir ¢ >0, 6=0,

Aps=1, fir =0, 0> 0,

'A!,! == Al,i )

da ein Spieler zwei Spiele hintereinander gewinnen muss, um
die Partie zu gewinnen, wenn jedem der Spieler nur noch

2 Spiele fehlen, so findet man aus der Recursionsformel zu-
nichst:

1
Al,l =”§‘,
1
Bk
n—42
A"’—Z_(n—i——l)’
1
A:,|=‘2—:
n
A = sy
25t 4 3n + 2

A =Ty

Auf der rechten Seite der Formel (II) stehen nun lauter
Hoffnungen A,,,, deren Indicessumme ¢ 4 ¢ um zwei Ein-
heiten kleiner ist als die Indicessumme der auf der linken

——tr e
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