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ERRORI ED ANNOTAZIONI

ERRORI CORREZION}
Pag. Lin,
1 ultima f(=) F(z)

3. La dimostrazione del teorema n. 3 va modificata nel modo seguente:
Poiché f(x) é continua in (a,b), dato e, esisteranno infiniti intorni
(a,d’), alla destra di a, per tutti i punti » dei quali sara

I[Ff(x)—r(a)| < —;— . Sia a, il limite superiore dei valori @', cosiché sia

If(2)—1(a)l <—:- per tutti i punti = dell’intorno (a, a,), escluso
al pia il punto a,. Indicando con (a,,d,) il limite superiore degli

intorni alla destra di @, nei quali & If(x)—/'(a,)l<—;—,sara

1f(x)—fla) < —:- per tutti i punti « dell'intorno (a,, a,), escluso al

pitu il punto a,. E cosi di seguito, otterremo una successione comple-
tamente determinata di numeri crescenti a,a,,a,,a;,... Sia ¢ il
loro limite superiore. Per la cootinuitd di f(x), esiste un intorno
(c=a,c), alla sinistra di ¢, per tutti i punti @ del quale &

-] . . .. .
If () —f(c)l<§ , ed in questo intorno cadranno tuttii punti a; ,
A4ty Aigey... & cominciare da a; , ¢ essendo numero ftinito ; avremo

quindi If(a.)—f(c)l<%, ed in conseguenza per tutti i punti 2

dell'intervallo (a:,c) sara lf(w)—-f(a;)l<%. Quindi ¢ ay41=c.

D'altra parte dev’essere c=b, perché se fosse ¢<ll, i numeri
Qi+, i3, - - Supererebbero il loro limite superiore c. Dunque, dato
o, possiamo dividere I'intervallo (a,b) in un numero finito di in-
tervalli parziali (as,asy1), in ogni punto z dei quali, escluso al

piu 1'estremo superiore asgr, & If () —/ (a,)(<% .

Sia & I'ampiezza del pil piccolo di questi intervalli. Siano ', 2"
due punti qualunque di (a,t) tali che [@'—@"|<8. O essi appar-

tengono ad un intervallo (@s—1, a5) ed allora & |f(«)— f(ag~1)! <%~



vI

Pag.

15

16

17
18
22
23
26

49

57
80
>
84
85

92

93

Lin.

\f(#")—f(as—D! < e quindi ancora If(z)—f(a")I< 5 <93 op-

pure non potranno appartenere che a due intervalli consecutivi,
poniamo 7' ad (ds-1,as) ed o ad (as ,asp), ed allora abbiamo

|f(w')—f(03_|)l<%1 lf(«l'")—/'(ﬂs)l<-%. Prendiamo un punto a'

[

in (as—1,as) tale che sia If(a’) —/(as)| < yabl abbiamo inoltre

1f(@) = (as=1)} <%. Dalle quattro precedenti disuguaglianze rica-

viamo |f(2')—7 (")) <o.
26,28
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Pag Lin.
97 7 4 2
5 5
0 2 7 -
Vit +y2E l/l+w‘+wV2
100 1 2= T ¥= yr'&-rrrrve
I —a* 1 —ot
L /T+Vigsa LI/ (1+Vi¥a )
101 6 -—3-V Vw+ _il’( Vw+ )
2z + -V_L
Vityr+a® 1+V1+a?
102 2 dy *ay
Y
114 9 sen bx xdx sen bx dx
128 11 a>b a<lbdb . i
> 12 a<d a>b
» 15 a>b a<b
> 17 a<<b a>b
138 16 14-¢2 14-tg2t
153 11 &s k?
> 12 o x?
) »
174 ultima f'F(a).. SF@)...
a a
175 11 Vi—a® Vi—a®
1 1
204 4 f . S
¢ v
» 6 qualunque ’ se ¥y >0 e qualunque
» 7 arc sen a arc tg a
278 23 L'y =LB L"yZ_Ls
> 24 zero zero o negativi
> 25 kalLB L-,I ' ka(Lﬁ—L )
> 26 lzhsL.—'vh le, Zth,—zh L.< S+n LEA'
» 26 , ed in conseguenza , dove S mdlca la somma dei pre-
cedenti termini negativi, ed in
conseguenza

Alla dimostrazione data nel n. 97 a pag. 279%si aggiungano le
seguenti considerazioni:
Per f/‘(.v,y)dac intendiamo una qualunque delle infinite fun-

zioni che per ogni valore di y tra « e 8 hanno un valore com-
preso tra My) e A(y); le quali, come si & detto, almeno per un
punto ¥’ in ogni tratto p, coincidono con My')=A(y); dimodoche
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Pag. Lin.

chiamando genericamente y(y) una qualunque di queste funzioni,
che hauno tutte lo stesso integrale tra a e B, si pud porre f f(xyy)dC

fx,(y)dy'-fdyff(l yy)z.
303 27 Vl+«'+y* V(l+r’+./”)’
314 5 nt,_, F /oY
» ]6 —-;1"",. P —-l'gn—l
x x,
2 4
B4 13 f J
x -X
2 . 4
399 18 Y v
401 10 o 6
421 4 ,,c’ N
422 cos sen
424 2 f'(a) f(a) f(a)
424 14 sen a sen a
443 10 si aggiunga: dove w & una radice primitiva xnesima dell'unita,
488 14 ela(l) ela p=0
493 ultima funzioni frazioni
3 5
527 18 z° zt
IR IR
594 5 +P Fm +P3!—/-
> 6 —R —E-
CRELE U S L
> 8 % {Dy or Q Voy THar T
R R
g KX 2
> Q Q
598 8 x z
602 16 [ F
i A PLNFY)
> ' dy 3, " Jy
> 18 1 F
625 8 :C, 2C,
a0 %) 9P _ 29 2a, __
653 6 1+ (-t'g aa2 ‘a—az+ 2 —;l——O
. 1_0_« ¥ g 2 2y
14 (J‘s—- Ja, = 3a3+m3 >, =0
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. Integrali indefiniti

Oalcolo integrale. — Oondizioni di integrabilité di una
funzione in un dato intervallo.

I. Il calcolo integrale é un metodo per lrovare, da una
dala relazione i(ra ¢ differenziali (o le derivate) di dale
quantila, la relazione ira le quantita stesse,; e !’ operasione,
colla quale cio viene effeltualo, suole chiamarsi integra-
zione (EULERO).

Il primo problema che si presenta nel calcolo integrale, e
che ora ci proponiamo di risolvere, & il seguente: Dato dy =f(x)d=
trovare ¥, ossia, piu esattamente: Dala una funzione f(x) uni-
valente finila tn un intervallo (a,b), delerminare una fun-
zione (x) tale che in tulli { punti dell inlervallo sia
() =1(x) ). |

Il quale problema & I'inverso di quello che risolve il cal-
colo differenziale determinando la derivata di una funzione data
in un intervallo,

La funzione ¢(r) chiamasi funzione primitiva o inlegrale
della f(r) nell’intervallo (a, &). Cosi ad es: la funzione cosz
é I'integrale della funzione — sen x per tutti i valori finiti di 2.

Si scorge subito che, se esiste una primitiva, ne esiste un
nuimero infinito, perché se tale & ¢(x), lo & ancora la ¢(x)+C,
dove C indica una costante qualunque. La funzione f(z)=¢(x)+C

i) Ricordiamo che per derivata nell'estremo superiore (inferiore) del-
I’intervallo intendiamo la derivata a sinistra (a destra).
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chiamasi ancora infegrale generale, e integrali particolari
chiamansi quelli che da esso si ottengono attribuendo alla co-
stante particolari valori.

2. Per tracciare la via, che conduca alla primitiva di una
data funzione f(x), giova esaminare prima cid che avviene se si
suppone esista questa primitiva ¢ (), cioé se ¢/(x)=f(x) per tutti
i punti x dell’ intervallo, e se inoltre la f(x) ¢ continua in tutto
I'intervallo (a, ), dove supponiamo ora e nel seguito a < &.

Sia z un punto qualunque di esso. Dividiamo I’intervallo
(a,z) in intervalli parziali, le cui ampiezze indichiamo con
hy,hy,.. h,, mediante i punti corrispondenti ai numeri r,—a,
&,,&.. %p,, Xy—2wx, cosichd sia

h—x,—a,...hy—a,—x,_,, ..hy—x—2,,.
Abbiamo allora
Uzxy) — Y Xpms) = by & (@pey + 5 )= by [( @y + 5, By),
dove 0<%,.<1, e quindi, per »—1,2.. n—1,
y(&)—¢(a)=hr(a+5hh)
$(72) — 9(2) = o (%, + 5, hy)
$(®@) — {Bn) = hon [ (@ + Gphn),

le quali, sommate, danno
=n
(M Ho)—¢@)= Z A f(zr+ 0 ha)s

formola che ha luogo qualunque sia, e comunque grande, il
numero n degli intervalli parziali nei quali abbiamo diviso
I’ intervallo (a,x), e comunque piccole siano le loro ampiezze A,.

s=n
Sia S— 2 h,y,, dove y, indica un valore qualunque com-
=1

preso tra il massimo e il minimo (questi inclusi) dei valori che

mE
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la f(#) assume nell’'intervallo 4,'). Noi diciamo che, col dimi-
nuire indefinitamente di tutte le A,, S ha un limite L, quando,
ad ogni numero arbitrariamente piccolo e positivo & corri-
sponde un numero positivo J tale che, per qualunque di.
visione dell’intervallo, per la quale siano tutte le A,<d, e
qualunque sia la scelta delle quantita y,, & |S —L|<g, e scri-
viamo lim S=L.
La stessa definizione, sopprimendo le parole «e qualunque
sia la scelta delle quantitd y,», poniamo relativamente alla
quantita 3A,f(a,_, + %h,), e la formola (1) ci dice quindi che

lim‘j‘.’: R (Xyr + 5h) = o(x) — ¢(a), e percid

d% flim }:;'.”"f (Lot Sh) } = ¢ (@) =/ (@)

per tutti i punti o dell’intervallo (a,b).
Vogliamo ora dimostrare che

@ lim { Zh,y, — Sh, f(@ey + 500} =0,
ciod
3) lino 2 Ay, = lim 3 h, (@, + 95h,) = (%) — (a).

3. A questo scopo premettiamo il seguente teorema:
Se f(x) & funzione conlinua nell’intervallo (a,b), dato
s, esiste un corrispondente numero d positivo tale che é

If(x") —f(x")| < g,

essendo x',x" due punti qualunque dell’ intervallo pei quali
sia |x' —x"| <0.

Infatti, poichd la f(x) é continua in (a, d), dato o, potremo
determinare A, in guisa che pei punti z dell’intervallo (a,a,),

dove a,=a + h,, sia [f(:v)—-/(a)|<%; poi A, in guisa che

1) Per brevita scriviamo intervallo k4 in luogo di intervallo (25— ,x3).



4 .
pei punti = dell’intervallo (a,,a,), dove a,—a,+ h,, sia

[ (@) — f(a)l< %. e cosi proseguendo otterremo una serie

a,a,,a,,0a,,... di quantitd crescenti, le quali, dico, cresceranno
in modo da raggiungere 1 estremo & dell’intervallo (a,?d). In-
vero, se cid non fosse, esse, mantenendosi sempre minori di 5 e
crescenti, avrebbero un limite ¢<&. Essendo la /(«) continua
in ¢, esiste un intorno (¢c—=,¢) di ¢ per tutti i punti a del

quale & |f(x)— f(c)I< —g—, ed in questo intorno cadranno tutti
i punti a,,a4,,... & partire da un certo punto a,, dove ¢ & finito.
Avremo quindi |f(a,)—f(c)I< %,e se z indica un punto qua-
lunque dell’intervallo (a,,c), che appartiene a (c—a,c), &
if@)—ro)< % e quindi ancora |f(2)— f(a,)|< %. Quin-

di potremo prendere a.,=c, cosiché, il valore ¢ pud es-
sere raggiunto e poi superato dalla serie di quantita a,a,,a,...,
le quali percid raggiungeranno il valore 4. Dunque, dato 7,
possiamo dividere !'intervallo (a,d) in un numero finito di
intervalli parziali, mediante i punti a,,a,,... in modo che,in

ciascun intervallo (a,,a,4.), sia |f(x)— f(a,)|< _;_

Sia J I'ampiezza del piu piccolo di questi intervalli.
Siano x', 2" due punti qualunque di(a,d)tali che |2’ — 2”| <.
O essi appartengono ad un intervallo (a,_,.a,), ed allora &

(&) — gl < 1(@")—f(@,.)] < 5. e quindi ancora
2

|fle')-f (")) < To < 3; oppure non potranno appartenere che a

due intervalli consecutivi, poniamo «'ad (a,—,a,) ed 2" ad (2, @,3.).

ed allora essendo |f(z')— f(a,—)| < %—, 1 (@) — flag)| < —% )

(@) —F(&")| < 5, & ancora |fl&)—f(@)| <o.

4. Ritornando ora alla nostra principale ricerca, dato o, fis-




3
siamo & in modo che, nei punti a’,2” pei quali & |x' —x"| <3,
e quindi anche nei punti & ,x" di qualunque degli intervalli
parziali di ampiezza minore di J, nei guali si possa scomporre

I'intervallo (a,%), sia |f(z')—F(")I< z: e

Avremo allora

lzha Ys— zhtf(xn—l + 9: hs)l = |2hc (y. - f(zl—l + 61 "a»'

ag <
< 2h, Iyl_f(za—l +5 ks)l < m 2h,—g3,

ciod hanno luogo le formole (2), (3) del n. 2.

Noi vediamo adunque come, se la f(z) & funzione continua
nell’intervallo (a,b) ed ammette in esso una funzione primi-
tiva ¢(z), allora, formata per la funzione f(x)la somma 2k, y,
dei prodotti delle ampiezze A, degli intervalli, nei quali si di-
vide I'intervallo (a,«), per uno qualunque dei valori y, che
la f(x) assume nell’intervallo 4,, ciod per uno qualunque dei
valori compresi tra il massimo e il minimo (questi inclusi) dei
valori che essa assume nell'intervallo 4,, questa somma ha
limite determinato, quando tutte le 4 diminuiscono indefinita-
mente, e questo limite & una funzione di z per la quale &

< lim 3k, )= 1(e).

5. Data ora una funzione finita f(«) nell’intervallo (a,?d),
¢ naturale di formare per essa una somma analoga alla pre-
cedente, e vedere se e quando essa gode delle stesse proprieta.

Dividasi, adunque, I'intervallo (@, x) in parti A, ed indi-
chi ora y, un valore qualunque compreso tra il limite in-
feriore ed il limite superiore (questi limiti inclusi) dei valori
che la f(x) prende nell'intervallo %,, e si formi la somma
S=2A,y,. )

Essendo, qualunque siano le A,, (r—a)m<S<(zx— a)M,
dove m ed M indicano il limite inferiore e superiore di f(x)
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in (a,@), si scorge che se esiste il limite di S, quando tutte
le h, decrescono, questo limite & finito.

Ora, ammesso che questo limite esista per tutti i valori di
& dell’intervallo (a,b), esso ¢ una funzione di = che chiame.
remo g¢(x); dico che ¢(#)=lim S & funzione continua di = in
tutto I'intervallo e che nei punti @, ove f(«) & continua, la
¢(z) ammette derivata ed & ¢'(z)—/(%).

Infatti abbiamo

@+ h) —¢(x) =lim Zh,y,,

la somma del secondo membro essendo estesa ai termini Ay,
che corrispondono agli intervalli A, nei quali & diviso I’inter-
vallo (x,z+ k). Ma poiché & /A<2h,y,<L#%, qualunque siano
gli intervalli &,, essendo /,L il limite inferiore e superiore
di f(z) nell’intervallo (@,z+ &), e quindi ancora

h<limZh,y, <Lk, limZh,y,=2rh
dove {<A<LL, si ha
1) Yo+ k) — 9(2)=Ah;
ed analogamente la formola
A& — h)— g(z)=— {4(x) — o — h)} =—lim 2, y,,

dove la somma & estesa agli intervalli b, nei quali & diviso
)’ intervallo (z—4,2), ci da

(@) ¢z —h)—g(x)=— LA

essendo ;<A\, <L,, dove /, e L, sono i limiti inferiore e
superiore di f(z) nell’intervallo (x — %, #). Cosiché si ha
lg(z -+ h) —¢(z)| <M,A, lg(@ — A)—g(x)] <M,/ dove M, & il limite
superiore dei valori assoluti di f(x) in (a,), o quindi la ¢(z) &
continua nel punto qualunque @ dell’intervallo (a,bd).

Supponiamo ora f(x) continua alla destra del punto , co-
siche, per A positivo, sia }.i[? [(x+h)y=/[(x).
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Dato o, potremo determinare % in modo che per A'<h

sia |/ (z+R)=f(T)|< .—;—, ¢ quindi anche |f(z+k)—/(z+A")|< 2%

per k' <h, h"<h.

La oscillazione di una funzione in un intervallo, ossia la
differenza tra il limite superiore ed il limite inferiore dei va-
lori della funzione nell’intervallo, stesso, & sempre maggiore
o uguale al valore assoluto della differenza tra due valori qua-
lunque della funzione nell'intervallo o, pii generalmente, tra
due numeri qualunque compresi tra il limite superiore e I’ infe-
riore; cosiché avremo, nell’intervallo (z,z + %),

|Fx +k)— A<D,

dove D=L—1? e W'<h.
D’altra parte vi sono sempre due punti z+h,, x5, del-
I’intervallo (x,z+ k) nei quali

f@+h)>L—3, [flz+h)<Ii+3,

e quindi f(x+h)— f(z+hy)>D —23, essendo J un numero
prefissato positivo arbitrariamente piccolo; ma

fath)— e+ h)< -,

quindi D<%1+ 2J e percid ancora ') DS%’—.

. . 2
In conseguenza per A<k & |f(z+A)—12< —3i, ed essen-
do ancora |f(z+ k) — f(x)|< —;— , & |[f(®)—1} <o cioé
1) Se ¢ A<B+3, dove 3 ¢ piccolo a piacere, deve essere A <B; perché

se potesse essere A> B, prendendo s <A — B, sarebbe ancora A>B+-e,
il che non pud essere.
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lim 2=f(x), Ja formola (1) ci da

3z + k;l—— ¢(2) —7(@).

lim

h:o

In modo analogo si vedrebbe che, supposta la continuitd
della f(z) nel punto x a sinistra, sarebbe, dalla (2),

lim ?(x—h)_?(w) )

h=0 —h

=f(x).

Cosiché se nel punto # la f(@) & continua alla destra o
alla sinistra, la ¢(x) ammette derivata a destra o a sinistra e
questa derivata & f(x); e percid se la f(z) & continua nel punto
x, la ¢(r) ammette ivi derivata, e questa & uguale a f(z), ciod
si ha, nel punto z, ¢'(x)=/f(x).

La funzione ¢(z) & quindi il richiesto integrale o primitiva
della f(x) nell’intervallo (a,d), quando la f(x) & continua in
tutto 1’intervallo.

11 limite della somma S=2h,y,, estesa agh intervalli A, nei
quali si divide I’intervallo (a,d) si chiama ¢’ integrale definilo
della f(x) nell’intervallo (a,d) e si indica colla notazione

] / [(x)dz

che si legge integrale definilo (o semplicemente integrale) da
aabdif(x)dr; aebdsono i limiti dell’integrale, (a,d) I’ in-
tervallo di inlegrazione. Quando per la f(z) esiste il limite
di S, all'impiccolire indefinitamente di tutte le A,, la f(z) si
dice atia alla integrazione definita o, semplicemente, alla in-
legrazione, o che & tnlegrabtle nell’ intervallo (a,d).

La notazione precedente ha avuto origine nel seguente
modo. Se esiste il limite di S, potremo supporre tutte le %,
uguali tra loro ed uguali a Ar, e potremo prendere y,— f(,..,),

]
cosiché allora é S=23 f(z,_,)A®, e I'integrale f/(@)dz & il li
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mite della somma degli elements f(x)Ax ossia f(x)dx cor-
rispondenti ai, valori @ ZoiTsss.. Taey di %; il segno [ &
I'iniziale della parola somma.

K quasi superfluo notare che il valore dell’ integrale de-

finito f b/(a:)dz dipende dalla natura della funzione f(x) e dai

limiti a,b, non dalla variabile z, che comparisce come una
variabile corrente di inlegrazione, cosiché &

ff(x)dxsz(y)dy =ff(z)dz=...

E quando I'intervallo di integrazione sia (a,r) si suole
scrivere f;‘(z)dz. (anziché fa;‘(y)dy o simile), indicando colla

stessa lettera tanto il limite dell’integrale, quanto la variabile
corrente di integrazione.

6. 11 prublema che avevamo in vista di risolvere nel n. 2,
e che & risoluto per le funzioni continue in (a,), quando per
ogni punto z di (a,?d) esista (il che per esse avviene, come ora
vedremo) il limite della somma S relativa all’intervallo (a,z). ci
ha condotto allo studio delle somme S, ed al concetto di integrale
definito. Vediamo ora quale sia la condizione necessaria e suffi-
ciente affinché per la funzione finita /(@) nell’intervallo (a, d),
esista il limite, preso come & stato detto, della somma S, re-
lativa all’intervallo (a,d), cioé affinché la f(z) sia atta alla
integrazione nell’intervallo (a,d).

Indichiamo con m,M il limite inferiore e superiore di f(x)
in (a,d), con {,,L, i limiti inferiore e superiore di f(z) in
un intervallo A, appartenente ad (a,d), con /,/,L,’ gli stessi
elementi relativi nd un intervallo A4,’, ecc.

Eseguiamo una divisione qualunque di (a.d) in intervalli
h, e consideriamo le somme

=3hL,. I=3h,1,,
1 1
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che sono il massimo ed il minimo dei valori di S relativi a
questa . divisione. Variando la divisione di (a,b) in intervalli
parziali, variano L ed /, ma in modo che qualunque L & mag-
giore di qualunque /.

Invero, consideriamo un’altra divisione qualunque di (a,b)
in n’ intervalli %,” e paragoniamo tra loro le quantitd

L:.? AL, I'—= 'f h'l,.

Indichiamo con &,,%,,...%, gli intervalli .nei quali & di-
viso (a,bd) dalle due precedenti divisioni, considerate come for-
manti una unica divisione dell’intervallo (a,b). Ogni intervallo
k, sara contenuto in un certo intervallo Ag della prima ed in
un certo intervallo A’y della seconda divisione, cosiché potre-
mo scrivere

a=m x=m a=m
= 3 R Lg, U= 2 kyly L—0U= 2 ky(Lg—1y).
a=l a=1

a=1

Ma se La, /, indicano i limiti superiore ed inferiore di
[(2) in kg, osservando che k, appartiene a Ag e 'y, & LB > Leg,
la> ly; e, poiché L, > /5, & ancora Lﬁ> ly, cosiché L > 7, co-
me avevamo asserito.

Da cid ricaviamo che le quantitd /, che variano al variare
delle divisioni di (a,b) mantenendosi sempre minori di una
qualunque delle L, devono ammettere un limite superiore 2,
e che le L devono ammettere, per ragione analoga, un limite
inferiore A; e le quantitd variabili L,/ e le fisse A, A stanno
tra loro nella relazione

(1) L>A>A>1

Cid posto, la condizione necessaria e sufficiente affinché
la f(x) sia alla alla inlegrazione nell’ inlervallo (a,b) éche
sia A—14; ed allora il valore comune di quesle quantili
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é ¢l limite di S, quando tutle le h, impiccoliscono indefi-

nitamente, cioé ¢ 1" f bf‘(z)dw.

b
La condizione & necessaria. Invero, sia lim S—I1=[7(a)d=.

Dato o, esiste un J tale che, qualunque siano le A, <J, &
IS—I| <o, ossia I—a<S<I+0. In particolare, quindi, é

lms i<l 40, |—a<L<]I+0,

intendendo con ! il minimo dei valori di S relativi ad una
qualunque delle divisioni di (a,b) per le quali le %, sono <9,
e con L il massimo relativo ad un’altra qualunque (in parti-
colare anche alla stessa} di tali divisioni di (a,d).

Avuto riguardo alle relazioni (1) & quindi

[—o<ISASALLLI+o,
ciod
l—e <A <AL +0;

ma I,A, A sono quantitd fisse, e ¢ & piccola ad arbitrio; deve
dunque essere

A=A=I

La condizione & sufficiente. Sia, per ipotesi, A—=A. Desi-
gnato con I, questo comune valore di A e A, poiché I, & il
limite inferiore dei valori di L, dato o,, esisterda una divisione
h' hyyo.. Wy di (a,b) per la quale L'—1I, <43, essendo
L'= %h’. L',. Eseguiamo ora una scomposizione qualunque di

1

(a,d) in intervalli A,,A,,..A,, le cui ampiezze A, siano tutte

minori di un dato numero J, e consideriamo la relativa somma
»

S, S=2A,y,. Indicando con %, , k,...%,, gli intervalli provenienti
1

dalla sovrapposizione delle due precedenti divisioni, avremo,
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come precedentements

L=> kL’ , S= Ekayﬂ,L s__dku, )
=1

o=l

Ora per gli intervalli &g, che sono contenuti in qualche in-
tervallo &'y, & L'y >yged i corrispondenti termini ka (L'y — y8)
di L'—S sono positivi o nulli; gli altri intervalli 48 conter-

" ranno uno o pit punti della prima divisione A',,h's,..; questi

intervalli 2g non possono essere in numero maggiore di n'—1,
ed essendo tutte le » di ampiezza minore di J, la somma delle
ampiezze di tali intervalli hg & <n'd. I corrispondenti termini

ka (L'y — yg) potranno essere negativi; ma L'y— yﬂ<M-—m,

quindi il valore assoluto della somma di questi termini nega-
tivi & <n'd(M—m), e quindi

L'—S>—n'dM~—m),
e poiché L'—I, <, ossia I, >L'—gq,, & ancora:
) I+ 9, +02'd(M—m) > S.

D’ altra parte I, essendo il limite superiore dei valori di /
esisterd una divisione A",,A";... A", di (a,bd) per la quale sard
[—{"<g,, essendo l’:ﬁk”, U',. Ragionando come preceden-

: 1

temente in relazione a questa divisione ed alla &%,,%,.. A,, si
trovera

(3) S>3, —n"dM—m).

Sia ora assegnato un qualunque numero 7, positivo e co-
. . . g
munque piccolo; nel procedimento precedente prendiamo g, <72-,

poi d minore della pia piccola delle due quantita

g g

M —m) ' 20"M —m)’
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]

=7 n"&(M—m)(%, e le formole (2),

per cui n'd(M—m) <
(3) ci danno
I,—3<S<I,+9, ossia |, — S| <a.

In conseguenza, dato ¢, possiamo fissare d in modo che,
per tutte le divisioni di (a,d), per le quali le ampiezze de-
gli intervalli parziali sono minori di 4, & |I,—S|<s, cioé
limS=I,.

La f(@) é quindi atta alla integrazione nell’intervallo (a,b)
ed &

A=)r=]= f;"(a:)dx,

come volevasi dimostrare.

7. La precedente condizione di integrabilita puod trasfor-
marsi nelle seguenti:

La condizione necessaria e sufficienle affinché f(x) sia
atla alla integrazione tn un iniervallo (a,b) é che, dalo
5, possa decomporsi (a,b) in due sislemi speciali d’inter-
valli (che potranno anche essere uguali) tali che sia |1, —-L,| <3
essendo 1, 1l valore di | corrispondente ad uno, L, il valore
di L corrispondente all’ altro di tali sistemi. I valore del-
Uintegrale é compreso tra |, ed L,

Si vede subito che la condizione & necessaria, perché, am-
messo che lim S—I, dato 7, per tutte le 4, minori di un cor-

rispondente J & [S—I|< %, e quindi, dalle due Il—I|<%,

|L-—l|<-3-, risulta |/—L|< o, non solo per due speciali si-
D) p p

stemi d’intervalli, ma per tutti quelli le cui ampiezze sono
minori di d.

La condizione & sufficiente, perchs, ammesso |I, — L,| < s, sara
ancora |2—A|<4, e quindi A=A, ciod pel teorema al n. 6
la f(x) & integrabile.

Poniamo D=2A,L,— 2h,!,—Zh(L,— {,) = 2A,D,, essendo
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cosi L, ed /; il limite superiore e 1'inferiore e D, I'oscillazione
dei valori di /(z) nell’ intervallo A,. Allora, se nel teorema prece-
dente facciambo'l"ipotesi che le due speciali divisioni dell’inter-
vallo (a,d) siano una stessa, abbiamo il teorema:

La condizione necessaria e sufficiente affinché f(x) sia
tnlegrabile in (a,b) é che, per ogni numero positivo s, esi-
sla un sistema speciale d intervalll h ,h,...h, lali, che per
esst sia D=23h,D,<a, od in altre parole, é che il lmite
inferiore dei valori di D sia zero.

Osservando poi che, se & lim S=1I, 8 limD =0 al diminuire
di tutte le A, e che la condizione, che il limite inferiore dei
valori di D sia zero, & contenuta nella condizione lim D =0,
abbiamo ancora:

La condizione mecessaria e sufficiente affinché f(x) sia
inlegrabile in (a,b) é che sia lim D=0, al diminuire indefi-
nilamente di tutle le h.

8. Da quanto precede ricaviamo subito che: se una fun-
zione é integrabile in un inlervallo (a,b), lo é pure in qua-
lunque parte (a',b’) dell’ intervallo (a,b).

Infatti, dato o, dividiamo !’intervallo (a,5) in intervalli A,
tali che D<a. Se due punti di divisione coincidono uno con
a' e I'altro con &', indicando con D' la parte di D che corri-
sponde ad (a',8), 8 D'<D e quindi D'< 3. Se poi il punto a’
cade nell’ intervallo %, e &' nell’intervallo 4,,, allora, chiamando
con k e p le parti di 4, e di A, che appartengono ad (a',?’),
poniamo

, 8--'!"—'
D' =k(Ly— ) +s=%+| hc(Ls —) +p(Lp - lp)i

e poiché
hy(Ly=1) > k(Ly — &), Bn(Lm — lw) > (L, — &)
e
s=n s=i—1 s=m—1
D=2 hs(l-‘s - ls) =2 ks(Ls - ls) + hi(Ll - l() + 2 hs(Ls ""ls)
8=l =1 s=iful

+ hm(Lm - lm) + sfnhs(Ls - lc) ’
S=mfel :

& ancora D'<D <.
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Lo stesso si proverebbe, se uno dei punti a',d coincide
con uno dei punanti |di divisione dell’intervallo (a,b) e I’altro
cade in un intervallo A.

Percid, dato o, esiste una divisione dell’intervallo (a’,d'),
per la quale il corrispondente valore di D é minore di g, e
la funzione & integrabile in (a’,%).

9. Finora abbiamo supposto a<b; se fosse a>¥&, divi-
dendo !’intervallo (@,b) mediante i punti ,,&,... in inter-
valli parziali, A, =2,—x,, sarebbe negativa, e si avrebbe su-
bito S=23h,y,—— Z(x,, — L, y,==—S,, essendo S, la somma
S relativa all’intervallo (,a), dove b <a, scomposto dai punti
Tty Ly gre Ty &yyy.. Ly, @ Degli intervalli h,,..Ah,,.. 0, A,

Se esiste il limite di S,, quando tutte le 2 convergono a
zero, esiste anche quello di S ed inversamente, e si ha

a 4
limS=—lim$,, limS,=_ff(2)dz, limS=_f flx)dx
b a

e quindi
[ [
f f(z)dx—— / [ (@)da,
a b

la quale ci mostra inoltre come in un integrale definito si pos-
sano invertire i limiti dell’integrale purché si cambi il segno
all’ integrale stesso.

10. Ogni funzione continua tn un intervallo (a,b) é atla
alla integrazione in questo iniervallo, e quindi anche in
ognt parle di esso.

Infatti pel teorema al n. 3., dato o, possiamo dividere !’in-
tervallo (a,d) in intervalli A,, di ampiezza minore di un certo

numero ¢, in modo che |f (@) — f(a")| < E(_b_:-_a-i’ essendo «/,x"

due punti qualunque di A,; ossia, poiché vi saranno sempre
g

in A, dei punti @, ,, pei quali & L,—/ (w')<——2(b—a) ,
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flzp—1,< é(b—f—‘a")’ in modo che L,—{, < 75—“ , ed allora &
D=2Ah(L, =)< 37— b Zha—“-

ossia limD—0, e la funzione & integrabile.

Da questo teorema risulta subito che: una funzione con-
linua in un inlervallo é sempre la derivala di una fun-
3tone conilinua nell inlervallo stesso.

E risulta ancora subito la esistenza del limite, che ave-
vamo ammessa, al n. 182 del primo volume di quest’opera,
e che tal limite, cioé 1'arco di curva piana, di cui ivi si

tratta, & f Vi+ y(®) dz; e che esiste pure il limite, relativo
@

0
alle curve gobbe, al n. 200, e che esso, cioé l'arco di curva
[-4

gobba, & / V1+y @) +7(z) de.
%o

Il. Ogni funzione finita e discontinua in un numero
finilo di punti in (a,b), é integrabile nell’ intervallo (a,b).

Sia la f(a) discontinua nei punti ¢,,c,,..C,, @ siano M, m
i suoi limiti superiore ed inferiore in (a,¥b).

Assegnato il numero s, formiamo degli intorni :,¢,,..¢,

g

(n+2)(M—m)

Tolti questi intorni da (a,5), negli »+1 intervalli rima-
nenti la f(z) & continua e potremo dividere ciascuno di que-
sti in parti tali che il D corrispondente a ciascun intervallo

di ¢,,c,..C, tali che ¢, +6+...4+¢,<

risulti minore di

a, ; cosiché se consideriamo la quantitd
n+2

- D relativa agli intervalli nei quali viene scomposto (a,b) da

questa divisione e dagli intorni ¢, &

g
n+z (n+2)(M—

D<(n+1) ) (M—m)=1,

e percid la funzione & integrabile.
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Sono ovvie le modificazioni da introdursi in questa dimo-
strazione se il punto ¢ coincide con a,o0 il punto ¢, con 4, o
¢, con @ e ¢, con b,

In modo analogo si dimostra che: ogni funzione finita e
discontinua n un numero infinilo di punti di (a,b), che
costituiscono un gruppo di punii avenle un numero finito
di punti limits, & inlegrabile in (a,b).

Infatti, dato o, si formino degli intorni ¢, ,¢,,..¢, dei punti
limiti ¢,,¢,...c, del gruppo dei punti, nei quali f(x) & discon-

tinua, in modo che sia ¢ +&+..+ €, < Tolti que-

g
2(M—m)’
sti intorni da (a,b), negli intervalli restanti cade un numero
finito di punti del gruppo '), cioé di punti nei quali f(z) & di-
scontinua. Potremo allora dividere ciascun intervallo in parti
tali che la somma delle corrispondenti quantitd D sia minore

di —c-, ed allora la quantitd D, corrispondente agli intervalli

nei quali viene scomposto (@,b) da queste divisioni e dagli in-
torni ¢, risulterda minore di %+—‘,2Tbi—o—-_nT)(M_m) ciod mi.
nore di 7, e la funzione f(x) sarid percid integrabile in (a,d).

12. Se la f(x) é finita e alla alla integrazione in (a,b),
cambiando il suo valore in un numero finilo di punti di
(a,b), 0 anche in un numero infinito di punti costituenls

1) Cid risulta dal fatto che, se in un intervallo (¢,d) cadono infi-
niti punti di un gruppo, vi deve essere in (c,d) almeno un punto li-
mite del gruppo; il che si vede subito dividendo I'intervallo successi-
vamente in 2, 22, 23,... parti uguali e prendendo a considerare quella
parte, o una di quelle parti, nelle quali deve necessariamente cadere un
numero infinito di punti del gruppo; i numeri corrispondenti agli estre-
mi di questi intervalli definiscono con-numero, cui corrisponde un punto
limite.

In conseguenza, dopo aver tolto cogli intorni s i punti ¢ da (a,b),
se negli intervalli restanti cadesse ancora un numero infinito di punti
del gruppo, dovrebbe in questi intervalli esservi qualche punto limite,
i} che non é&.

2
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un gruppo con un numero finito di punti limiti, indicata
con f,(x) la funzione che cosi si ottiene, é fy(x) integrabile

d b
in (a,b) e si ha f f,(x)dx = f f(x)dx, o, pits generalmente,

v ?'
ﬂ(x)dx: / f(x)dx, essendo a',b’ due punti qualunque di

(a,b).

Siano ¢,,¢C,,...Cn i punti limiti del gruppo di punti di (a, ),
nei quali viene cambiato il valore della /(). Sard f\(2)—=/f(®)
per tutto in (a,d) fuori che nei punti del gruppo,

Assegnato un numero g, formiamo degli intorni ¢ dei punti

¢, in guisa che sia ¢, + ¢y +... + ¢, < EGL-’ dove con L intendia-

mo il limite superiore dei valori assoluti di f(x) e di fi(x) in
(a,b). e sia p il numero dei punti d del gruppo che ancora
appartengono ad (a,d), dopo averne tolti questi intorni. Essen-
do f(x) integrabile in (a,d), esiste un numero d, che pos-

. . . g
siamo supporre minore di TRm+pL" tale che, per tutte le
h,<d, sia
> g
M IZh,y.—;ff(w)dw <z

Sia ora 2hy’, la somma S relativa alla funzione fj(), do-
ve prenderemo y’,—y,, fuori che negli intervalli A, cui ap-
partiene qualche punto c. Indichiamo con A, Ay, ... A, quelli
tra gli intervalli 42 che sono completamente contenuti nell’ in-
torno ¢, di ¢, con A, I'intervallo che precede 4,, con A,
I"intervallo che segue A,,.i quali potranno in parte apparte-
nere a ¢,, e con Aq gli intervalli cui appartiene qualche punto
d, i quali intervalli potranno essere al piu 2p, e saranno 2p
nel solo caso che ogni punto d sia estremo di qualche inter-
vallo A, Allora le due somme 2A,y,, 2h,y, potranno differire
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al pit per la quantitd

=n , =np , =y
2'}'u(?l w—Yu)+ Z AV —Yu)t. oot 2 Re(Y s — ¥ri)
=1 8=l =1
+ M —=yn) + oy Y, —Yx )+ + 2R (Y a—ya).

Ma il valore assoluto di questa quantitd & minore di

g

(&4 €s+ ...+ £) 2L+ 2m32L + 2pd2L < %+ =

cosiché ‘
, 20
Izhsy s ZhsyJ < ‘3—

e quindi ancora, per la (1),

< a.

Zhayla —ff(x)dx

Dunque, poiché, dato s, possiamo determinare un numero
d tale che, qualunque siano le A, minori di J, sia verificata la
precedente disuguaglianza, &

b
lim 3h,y/, = ff(m)da:,

ciod la f(#) & integrabile in (a,d); e poichd, d'altra parte,
b
lim 2h,y,, quando esiste, & f f\(z)dz, cosi & ancora

f;}(z)dx = f;‘(x)dz.

La medesima dimostrazione vale evidentemente per 1’inter-
vallo (a',b).
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I13. Dalla precedente proprietd ricaviamo subito che: Se la
f(x) ha una discontinuild di prima specie da una parte di
un punto x di (a',b), poniamo alla desira, la [funzione

@
¢x) = /'f(x)dx ammette derivala a destra nel punio X, e

quesia é f(x+0), inlendendo con f(x +0) ¢/ liﬂ f(x+h),h>0.
=

Per provare cid, basta semplicemente assumere f(z+0) in
luogo di f(x) come valore di f(z) nel punto x (il che non

cambia il valore di f;‘(x)dm) nel procedimento, tenuto al n. 5,

per dimostrare che, se nel punto o la /() & continua alla de-
stra, la ¢(x) ammette derivata a destra uguale a f(z).
14. Ilustriamo ora la teoria con alcuni

-EsEMPI

1) La funzione f(x)—ax & atta alla integrazione in qua-
lunque intervallo finito (a,#). Quando una funzione f(w) &
integrabile, poiché il limite di S—=2h,y, & indipendente dal
modo col quale viene scomposto 1'intervallo (a,2) in inter-
valli parziali A,, dal modo col quale questi intervalli conver-
gono a zero e dal valore y, che si sceglie in ogni intervallo
h,, si potra usare quella scomposizione e quella scelta dei va-
lori y,, che pill facilmente permettano di calcolare il limite
della somma S. '

Nel caso attuale, f(r)=ux, giova scomporre I intervallo

(@.z) in n intervalli uguali tra loro, A=""2, poi far cre-

scere n indefinitamente per numeri interi positivi, e prendere
ye=r(a+(s—1)h)=a + (s = 1)k. Avremo allora

f;d:czlim r—

= lim ——;l—a na+h -——D)—(w—a)a+hm

n=e

2 [a+@+h) +(a+2R)+...+(@+(n —1)k)]

(= a)’ (n—I)
n 2
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:(z—a)a+ a) lm(l-—)

e E—af 2 &
(:v a)a+ ) _—-2—-——5-.

2) Sia f(@) =x*. Per calcolare I’ f}dz giova assumere in

progressione geometrica i numeri #,,,,...2,_, interpolati tra

. @ .
a e z, cosichd, posto o — V—a-, sia z,—ag', h,—ap*™ (p—1),
z=ap".
Allora, preso y, —=f(x,.,), abbiamo

fw‘da:__hm ) aH‘ P(‘—!Hl‘"l) (F l)

a n=w =1

ty)
=1lima*(p— 1)1+ pM 4 g0 4 4 g obf

Se % & diverso da —1, &

n(b-i-l)__]
/a:"da‘—hm a”'(p— ])-T__l—

=lim -ﬁ— 7 [(@™)** — o] = (2" — o) lim P—f"'_'i 13

ma lim p—1, perché logp:—::-log —Z—’- e lim logo=0. Ap-
plicando poi la regola di I'Hospital, si ha il limite di {%_‘:—:_—}1

quando n cresce indefinitamente comunque, e quindi anche
quando cresce per interi positivi, che & il caso nostro; cosi fa-
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cendo otteniamo
dp
llm =lim a-'_' ! lim -l- = —-1—
£y 71:——,._.(,‘ g , B TS Ty

Cosiché

w“‘t“_aw

formola che vale qualunque siano a ed = se £k >0; ma se k&

negativo, dovremo supporre a e & diversi da zero e dello stesso

segno, affinchd il punto zero non appartenga all’ intervallo (a, @),

poiché, ove cid fosse, la funzione da integrarsi, qualunque va-

lore le venisse pure assegnato nel punto zero ove x* non

avrebbe piu significato, non sarebbe finita nell’ intervallo stesso.
Se poi 8 k——1, allora la (1) ci da

. - 1
z __ .. et =1 dn
57_!..-_'-1.].”(9 1)_11m———_l_ = lim 1
n T
1
W PR e
=lim ———-l——=log E—hmp:log-a—,
T

dove si suppongono a e x diversi da zero e dello stesso segno.

e . ., gk __gvH @

Qui poi si verifica subito che le funzioni %1 log -
hanno rispettivamente per derivata z*, '—;l”—.

3) La funzione f(x) sia data nell’intervallo (0,1) nel modo

seguente: sia f(z)— ;— pei valori di @ da zero a -;- , -;—
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. R ‘o 1 2 2
escluso, sia f(@)— opel valori di x da 255 esclu-

s0, etc. ciod sia

__ 1 m—1 m .
f'(w)_m+2per po- 5w<7n—+-l—,(m_l,2,3...)

e sia f(1)=0. La f(x) & integrabile nell’intervallo (0,1) per-

ché finita, e continua fuori che nei punti del gruppo m—1 ,
(m=1,2,...), che ha il solo punto limite .
Sia z un punto dell’ intervallo ( m—]1 , )dove in-
m+ 1

tendiamo ora con m un intero positivo fisso qualunque. Divi-
diamo comunque !’intervallo (a,z) in parti %, in modo che,

1 2
anche quando faremo xmplccohre tutte le A,, i punti - SRR
—3—-..... siano sempre punti di divisione. Allora &

' 1
/' f(x)de =5~ lim Z,h,+ 4 lim Z,h,+F lim 3,4, +..

+ —!+— lim 2,,_,A, + 5 lim 2.4, ,

2

dove intendiamo che la somma Z2, corrisponda all’intervallo

2 m—2 m—1
(,2) laz,a(z , ),,laz,,,_,a( n_2 w—]

la 2, a (mm . a:); cosiché, osservando che ciascuna di quelle

somme & uguale all’ampiezza dell’intervallo corrispondente, &

/ 11,111 111,
fRdr=5 g+og 3 g7+t3 735"

+ 1 1 1 + 1 (z_m—l)
m—1)m m+1 m+2 m /'




Ma
1 __l_{ 11 ;
(r=Drlr+1)— 2 {(r—1)r rEr+1)
quindi
[- 4
JSr@iz
o
1 1 1 1 1 1 1
=?{1 2_2.3+2.3—3.4+"'+(m—l)m—rr¢(m+l)}
1 m—1\_ o 1 1
@) toai2\" " m )“m+2+T—2m(m+l)
- m—-1 = +_l_+ 1 3
mm+2)" m+2 4 2m+1) Zm+2)
che vale per m—1cpng ™.
m = —m+]1

Chiamando ¢(x) I’ f, ;(w)dz, ciod quella funzione che per
[

m—1 << m ha il valore
m — —m+l
x 1 1 3

m+2 T T T m) 2m+oy

possiamo verificare subito che la ¢(x) & continua anche nei

m— .1

punti l; basta osservare che, se si fa z=—=—— npella

precedente espressione, o, cid che & lo stesso, nel penultimo
1

. H l A ————
membro della (1), si ottiene T " 2mm+1)

, il quale valore



otteniamo pure facendo e=" ! nella espressione

L@ +_l_+ 1 3
m+1' 4  2m 2Am+1)

—2 m—l)-

che da i valori di ¢(z) nellintervallo (2_1 ’

m—1) 1 1
od & f( m )“"T"‘ 2m(m + 1)
Si vede subito che nei punti interni all’intervallo

m—1 . m I |
( m m+1) 8 ?(z)—m+2

la derivata di ¢(z), a destra, &

=r),

e che nel punbo

m+2

ciod

ciod f(m';_ l), o la derivata a sinisira & —

/(252 -0)

Poiché lim 2—1, la formola (2) ci dd ancora
m=w

-o—l‘

l 1
f f@)da=lin {m+z + ) i) =

1

ciod ¢(1)= e

! ,saram—l<l—h
m+1 m =

Osserviamo poi che, se -})—;2’:2

m -
~“m+1

-]
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W—h—ol) _1(A—h 1 3 }
—h T R lmy2 T 2m+1) 2(m+2)

1 1
“m+2  2hm+1)(m+2)’

e, poichd A(m+1)<1, sard ancora

g1 —h)—gl)| 1 1 3
—%

Seretom+2)- Zm+oy

Facendo diminuire A, m cresce indefinitamente, e quindi
abbiamo

1imM— D _ o — 71 —o0)

4) Procedendo in modo analogo per la funzione f(«), che

1 1 1
é uguale a mT Per -;5:0(7—"—_—1 (m—=—2,3,4....... )

od & f(l):—;— , £(0)=0, abbiamo
1 1

ﬁ M= D+ D T =D =D T

n

1 1
+ (m+1)(m+2) (m+3) + mmr DN m+2)  mrl w——r;)

essendo 7 intero positivo e >m, e —l- <z< -—l—; ossia
m = —m—I]

v z 1 141 1
‘lff(x)dxzmﬂ mm+1) " {m(m+l) n(n+l)}’

ed al limite, per » crescente indefinitemente,




$ ] 1
of f@de = oy — 5oy

che vale per —-_<_x< ! .
~m—I1

Facendo m =2, =1, ricaviamo
. 1
Jr@de=—.
[ ]

5) Come vedremo ancora altrove, avviene che riesca agevole
il calcolo dell’ integrale definito di una funzione, ciod il limite
della somma §, non per qualunque intervallo nel quale la /()
sia integrabile, ma solo in speciali intervalli. Sia, ad esempio,
la funzione di @, log (1 —2acosx + o).

Se « & diverso da =1, la quantitd sotto il segno logaritmo
é sempre positiva qualunque sia a7, e la funzione & percid fi--
nita, continua, e quindi integrabile, in qualunque intervallo fi-
nito. Ma non sappiamo calcolare facilmente che I'integrale esteso

ad alcuni intervalli, come ad es. all’intervallo (0,r). Per que-

sto, dividendolo in n parti uguali a -fn—, abbiamo
T
ﬁog(l —2xcosz + o*)dr =
0
i .E. —_— ) — T 2
l”l-_il'l’ . {log(l 22+ o)+ log (1—22« cos il a)
+log(l —2zcos-——+a )+ +log(l-—2zcos )}

T L _ . L _ _71'_ 2
= lim *— log (1 —)*+lim - log{(l 2008 = +¢)

(1 — 22 008 2% 4 a’)... (1 — 22 cosur+a’)§.
n n :
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Osserviamo ora che le radici della equazione in «, a**—1=0,
si/ottengono dalla espressione

2kn . 2kn __ _km . kr .
€08 —5—-+18en - — == €08 -—”——-Hse.n-;- W(i=V 1),

attribuendo a % i valori 0,1,2,...2n — 1, ovvero esse sono +1,
—1 e i valori che si ottengono dalle due espressioni

ke kr kn . krn
cos — 4 £sen — , COS ~— — ¢ 560 —,
" n n n

attribuendo in esse a % i valori 1,2,...n—1; e, poichd

( kn , kn) ( kr 23
n n n n)

— (az — €08 ’ﬂ) +sen"-‘£=l—2¢cos’£r—+a',
n ” n
avremo

a —1=(x—1)(a+1) (l—2acos =+ a’)

(I—Za cosz—:-+a’)....(l-2acoe (”-;l)“+ a').

Quindi

A
ﬁog( 1 —2acos@+ o*) do=1log(l —a*) lim %
[) n=e

1i n 1 a’”-—l_nlim 1 lo atr —1
o B AT T e BT
‘ . atm—1 1 . 3s
Se |x|<1, & lim pe o i g S quindi




1 —1 .
lnlgl-;log ] =0;

se a> 1, allora lim o™=, e la regola di I'Hospital ci da

n=w
hmll —1 2log ali o = log »*li
lim = log —— =2logalim —7— =logx lml T
asn

= log «*,

NI | at—1 . .
e quindi lim — log —; —loga*; cosiché abbiamo
n=e N at—1
flog(1 —22cosz+ a%dw=0 s |a| <1,
[}

frog(l —2zco8@ + 2*)dr =mlog o* se |x|>1.
(]

EsERcCIZI
. _ m m+1
1. Sia f(x)—=(m+ 1)(m+2) per prr S“’<m+2-d°"°
m prende i valori 0,1,2,3,. :
m+l
Allora se <1l e -+—l$:v SmT2 é
[F@)dz=(m+1)[(m+2) 2 — m).
0
2. Si —-1— 1 <w<—1- m=0,1,2 ) e
. Sia f(w)_zmper gk S 2.,.( =0,1,2,....

riy=1;a

o 1
] z 1 1 2
‘./ﬂ”d‘”:F— 3.4 P 2~+ Szl 5 -/("’)d"’=‘§'



2 Sia f(x)=—~wm §0 2—,.—1._,_75“’<2‘*lam'
1 1
f(@)=w 8 s ST< e

dove m—0,1,2,3...., e f(0)=0, F(1)=1.
Allora &

4. Sia f(@) uguale alla differenza tra = ed il numero in-
tero pil vicino ad @, quando x non & della forma m + -;—,
dove m & intero, zero compreso, e sia /(m+%—)= 0;allora &

. .
f/'(ﬁ)d"":(z 2m) 8o (m'—l)+—%-§z$m+—l—,
[ .

qualunque sia I’ intero m, anche zero.
®
T 0 se |«|<1,
5. — Ndx —
‘{]og(l 2zsenz + o«*)dx 3“030" s |a> 1.

Per provarlo si osservi che le radici complesse della equa-
zione x‘™*— 1 =0 si ottengono dalle espressioni

——-kn +17 ke sen -—-—kﬁ t o8 ——kn
sen ™ £cos o , o om
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facendo k—=—(m —1), —(m—2),...—1,0,1,2,...m—1.

®
.
6. ﬁogs%fdw:_g_(l—logn),
[}

dove per z =0 si intende attribuito a s_e;: il suo valore limi-

te uno.
Si faccia uso della formola

1
Verenn/n<) .2.3...n<[/2—1re—"+mn"l/n,

valevole per quanto grande sia I'intero positivo n (Vedi SERr-
RET, Cours d'Algébre supérieure, Sezione 3*, cap. 4°).

Integrall indefiniti. — Metodi di integrasione.
I15. Sia f(x) funzione finita e continua in un certo inter-

vallo, a un punto fisso qualunque e @ un punto generico di
esso. La funzione

f flx)dz+C (C costante)
& I'integrale generale o completo di f(x), ossia quella fun-

zione, la cui derivata & f(x); Ia si indica col simbolo ff(x)dx,
preponendo il segno f al differenziale f(a)dz, cioé

) ff(z)dw:_[f(w)da:-fc
e si chiama anche integrale indefinito o semplicemente inte-

grale della funziona f(x) o del differenziale f(@)dz.
Da questa posizione risulta subito che

aff(@dn=re)ds, 5 f{lelz=[(z), [ (=)dz= fayz)=3(z).
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La formola (1) ci da I'integrale indefinito mediante un in-
tegrale definito, Notiamo subito che se si trova in un modo
qualunque I"integrale indefinito f [(x)dz = ¢(z)+ C, per quanto
vedemmo al n. 2, &

St @)do =[4(z)+ Cl— [3(a) + C] = ¢2) — ¥(a),

formola che ci insegna a calcolare I’ integrale definito mediante
I’ indefinito. .
6. Noi diciamo che I’ f [(@)da & espresso in termini finiti,
quando si riesca ad esprimere con un numero finito di opera-
zioni analiliche, sopra le funzioni elementari, quella funzione,
la cui derivata & f(z) nell’ intervallo che si considera. Ora la
formola (1) del n. precedente ci indica, che la via diretta per
conseguire 1’'integrale, in termini finiti, sarebbe il calcolo, in

termini finiti, dell’ f{;’(z)dz, ciod del limite della somma S rela-
P ;

tiva ad f(«) ed all'intervallo generico (a@,z): ma tale calcolo
riesce solo in pochissimi casi. K percid che la via diretta non
viene quasi mai battuta pel conseguimento della integrazione,
e si cerca invece, data la funzione f(z), di arrivare indiretta-
mente a scoprire una funzione g(x), espressa in termini finiti,
che derivata riproduca f(w), ed allora & f[/(x)dz=¢(z)+C.
Se riconosciamo, seng’ altro, in uvna funzione f(z) la derivata
di un altra funzione ¢(z), la integrazione di f(x) & immedsata,
cosi abbiamo immediatamente le seguenti formole fondamentali :
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dw dx ¢ - VIR
— — l/ ) = e——
Ve ZV;’f Y Ve, fx V3+1

JF == m$]:

_q.x_=l T
f z e
fe"da:e‘. fwdxzﬁ,

m
fcoswd.r:senx, fcosmwda: =sex:nma:,
fsena:dw——-—cos'v, fsenma;dw:—cojnmw,

dae _ dr _ tgma
cosz __f(l+tg'z)dz_tgx, cos’mz ~ m ’
(%% — _ ootz dz ___ coimz
fsen'a: - J.sen'mz - m
f—gw——arcsenm ——id—w—-—arcsenl
V1—o ’ fl/a'—-w’_ a’
dz ax 1 @
S =rus Jara=amng

nelle quali formole abbiamo omesso, per breviti, di aggiun-

gere in ciascuna la costante C.

17. Per conseguire un integrale in termini finiti non pos-
sediamo una via sicura, tranne quella del calcolo del limite
della somma S, che in pratica non riesee; vi sono perd degli
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speciali ‘artifizii e dei metod: d¢ mtegraztone che abxlmente

adoperati, conducono spesso allo scopo. :
Osserviamo ' primieramente che una costante a pub portarsn

fuori del segno f, ciod

faf(w)dw=aff(w)dw

a meno di una costante addittiva C, giacché le due funziomi
Jaf(z)dex, af f(x)dx hanno la stessa derivata af(®).
Inolire I ¢ntegrale dells somma di un numero finito di
funzioni é uguale alla somma degli integrali delle fun-
zion?, ciod :

[ [r@=na=.. =@ do

_—_fﬂ(m)dw-_»ff.(w)dw:...:ff,(w)dw

a meno d'una costante addittiva, giacché la funzione nel primo
membro e quella nel secondo hanno la stessa derivata fi(z)=*
@)= .. = fo(2).

18. Clb premesso, i metodi soliti a usarsi per la integra-
zione di un differenziale sono i seguenti.

Integrazione per decomposizione. — Consiste nel decom-
porre il differenziale integrando in altri il cui integrale sia noto,
o facilmente determinabile.

EsEMPI

1) Si voglia integrare il differenziale en Tz oosta ) Osser
1 1 . .
vando che o'z 0otz — oovas T sz , applicando il pre-




%
cedente teorema e rammentando le formole fondamentali testd
determinate, &

dz dz dx
f e’ Zcos T f ootz T ) sniw =tgz - cotw+C,(C costante),

2)fcos’zdw=f-%— (1 -+ cos2a)da

x son 2z
—-fdz+2fcos2zdx—7+ ==+,

fsen’mdw:f(l —-cos’z)da::—‘:—;— —_— 8912'” + C,

dz

3) a'—:v’ 2a

2la{ 6—a +fa?w}
% f d log(a — ) + f dlog(a+w)}

= 2-1;{— log(a — =) + log(a + x)} +C

a—@ a+w

1 a+ o
_ga-log

+C,
a—&

dove si suppone Ziz > 0, ed eseguendo il calcolo si suppone

pure a+2>0, a —a>0. Se fosse a+2>0, a —x <0, os-
servando che

fa-—z I—dx——fdlog(‘”—a)=—105(x—a)
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81 troverebbe

dr 1 a+x
f——a'—w'_ﬁlog_-w—a + C.

Procedendo in modo analogo se a + <0, a —- >0, op-
pure se a +z <0, a —x <0, si conclude

1 a+
o S%log +Csea a:>0
fa’ —z \
a a+x
5o l0g 5= +C, 8 <0,
ossia gz _ 1 lo Iu che noi, seguendo I’ uso co-
fal__wz_za ga—:c’ .Seg
a+t+x
mune, scriveremo semplicemente 5— log = colla conven-

2a
zione che della quantitd sotto il segno logaritmo si intenda
preso il valore assoluto.

T+z 14+ dx xde
4Ide — = _&raxw
) l—a dxl/l-— [/l—-x' Vi—a?

=amsenx—del—m‘=amsenxf V1T =2+C.

19. Integrazione per soslituzione. — Avendosi da calcolare
I'integrale [ f(#)dzx, si ponga &= ¢(y), essendo ¢(y) funzione
univalente continua insieme alla sua derivata ¢'(y), e si consideri
I’integrale f Me(N19'(y)dy ottenuto da f [(z)dz ponendo ¢(y)
in luogo di x in f(x) e ¢'(y)dy in luogo di dz. Sia

f Flel¢@)dy = §(y), cosichd  (y) = Fla(y)] ¥)-

Dalla eguaglianza = ¢(y) supponiamo ricavato y per =z,
cosiché siano y — ¢,(@), ¥ = ¢4(), ... i diversi rami univalenti
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della funzione y di z definita dalla x—=g¢(y), essendo cosi

He:(2)] = 2,/9[4s(2)) == x;5000.cTra essi prendiamo quello, po-
niamo sia y = ¢,(z), che si suppone considerato nelle :formole

precedenti, cosichd sia qa’(y)%‘g— = ¢'(y) ¢',(x) = 1, dovendo

percid supporre ¢',(x) sempre diversa da zero. Allora abbiamo:

= fle ¢ ¢:(@) = Fle)] = F{ slp@)) = F (@),

e quindi ¢[¢,(2)] e [/ (x)dz non potranno differire altro che per
una costante, sicché

J 1@z =yl + .

Da quanto precede si scorge che, I'integrazione del diffe-
renziale f(z)dx & ridotta a quella del differenziale /T¢(y)] ¢'(y)dy,
il quale, presa convenientemente la funzione @ = ¢(y), o la
y = ¢|(z), potra riuscire pii agevolmente integrabile del dif-
ferenziale f(x)dx. Non vi sono regole che indichino in ogni
caso la scelta di tali opportune funzioni, e solo la pratica e
I’ abilitd potranno guidare I'accorto analista. Intanto abbiamo
la regola seguente:

Stano x =4¢(y), y = @(x) funzioni univalenii continue
insieme alle loro derivate e sia o( ,(x)) =1x, ¢(y) ¢1(x)=1;
allora, lrasformato il differenziale f(x)dx in f(y(y))¢(y)dy
mediante le posiziont precedenii, se st trova

f o] ¢y = 4(y)

f f(x)dx = ¢[p:(x)] + C,
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e scriveremo

f f(x)dx = f f{e(y)]¢'(yMy = ¢(y) + C = ¢[{n(x)] + C.
EseMpi.

. , dx . _
1) Sia da calcolare 1 f 5 1 g« boniamo z= logy,e*=y,

da cui dw=-%'£—; avremo

Fres —f( )fr/ FT —aeigy+Omarcig .

o*dx
; dobbiamo supporre « appartenente al-
Vi=a'

2) Sia I’
I'intervallo (—1,+1), gli estremi esclusi Poniamo z=seny, e sup- ‘
poniamo y compreso tra — %— e -2—-, allora & cos y=|/1—2*,

y= arc sen z, o dx == cos y dy, cosichd

ade . Yy sen 2y
i sen’y dy = ) ——4——+C |
=-y2——ﬂ-3§28—y—+0 =§l-arcsenz——%-a: I —2*+C.

T 3n
5 e 5 sarebbe cosy=

—V/1—2*, y=n —arcsen 2, indicando ,con arc sen z il pil
piccolo arco il cui seno & =z, essendo cosi anche adesso
¢(y)¢'(x) =1, e si avrebbe lo stesso risultato

Se prendessimo y compreso tra

sen2y

—_— tydy = —-2L +
fl/l_—-—- fsen ydy = 2. — +C,



3

—%+%—am sena:-é—;— a:‘l/l—x’+0,

—

1 1 —_
=g arcsens — = l/l—-a:’.-{-c.

3) Posto y = ¢(x) abbiamo
[fiseN @ = [riseNdsia= [rwna

ese & [f(y)dy)={(y), si ricava ‘
ff [¢()] ¢ (@)dx = ﬂq»(x)] +C.

Questa formola, che pud riuscire spesso utile, serve subito
a generalizzare gli integrali semplici immediatamente otte-
nuti al n. 16.

Cosi &

ST 1ot = r FETES s,

ar(z) _
f f(l') - log f(x) + C)

nella quale formola intendiamo preso, sotto il segno logaritmo.-
il valore assoluto di f(@); giacché se fosse f(x) <O, osser-
vando che ' :

—df@)__df(a)
—fz) - fl@)’

dlog [— fla)] =
sarebbe' 4

SR —log [— flall + G

Questa convenzione vale adanque per tutti i logaritmi che
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provengono da qualche integrazione, e noi non staremo pilu a
ripeterla generalmente.

af(z)
V1—7@r

ff(x)ia_;_=Larctg 1@ + C, ete. ‘
at+f(zf @ l

|
|
= arc sen f(x) + C, |

Ad es.:

3a'2* + b)da ‘
ﬂm—‘°8(a’w'+bz+c)+c

a‘+z‘ 2fa‘+a:‘ 2a' rotg oy

fsen'zcosda:= fsen‘zdsen w=—l—sen‘w+c,

JVTTzar= [VTF2d0 + 5= 2 (1 +2)° +C.

20. Integrazione per part:. Siano u, v funzioni univalenti
continue e che ammettano derivata; allora dalla formola

d(uv) = u dv + v du
abbiamo

uv= judvo+ |vdu
ossia '

fudv =uyp — | vdu,

che riduce la integrazione di udv a quella di vdw, ed osser-
vando che v =< fdv, possiamo enunciare la regola:

L’ integrale del prodotto di un fattor finito u per un
fattore differenziale dv é uguale al fattor finito per ! in-
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tegrale del fattor differensiale, meno I'integrale dell in.
legrale trovaio'pel differensiale del fattor finito.

Per applicare questo metodo, detto di #ntegraszione per
parti, si decomponga il differenziale integrando nel prodotto
di un fattore finito per un fattore djfferenziale, il che pud farsi
in infiniti modi, e si scelgano in modo che del fattore diffe-
renziale si conosca, o si calcoli facilmente, I'integrale,. e che
il nuovo integrale, che ancora rimane da calcolare, sia pil
facilmente integrabile del proposto. Sta all’ abilita del calcolatore
il trovare convenientemente questi due fattori.

Esemp1.

1) Prendendo log = per fattore finito e dz per fattore dif-
ferenziale abbiamo, integrando per parti,

floga;dm:nwloga;-— fda;:x(logw—l)+ C.

2) Cosi pure abbiamo, se mz -1,

™
f x™ log xdx = floga:dm+l

™+
-m_Hlogw f”"da:— +l[loga: 1 +C;

%8 m — - 1, abbiamo, senz’ altro,

flogw——-l =flogwdlogm=—l—(lgar'+0.
' 2
dx
3) fcos(loga:)dw: zcos(logx)—x—: adsen (logx)

(1) = sen (logz) — fsen (log z) de,
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e, analogaments,

fsen (lo.gw) dw:—fwdcos (lo‘gw)_-—; »—‘z;cos('loga;)
+ f cos (log ) de, |
cosiché 1a (1) divjene
f cos (log @) dzz = & [sen (log z) + cos (log z)],'— cos (log z)dx
da cui
fcos (log @) dov = -;— @ [sen (iog ) + cos (log )] + C;
e da;lla (2), in virtﬁ della (1), ricaviamo |
f sen (log «) dz = —:12— avl[s:gn (log @) — cos (log @)] +C.

2l. Una formola, che contiene come caso particolare quella
della integrazione per parti, e che puo riuscire utile, si ottiene
nel modo seguente.

Indicando con %' ,v',u",v",... le derivate dl,u,o, abbiamo

f wol™ dy = dd(v““")=uv""" — ¥ o™ Vde;

applicando I'integrazione per parti all’integrale dell’ ultimo
membro abbiamo ancora

f w0™ dop = wp™ — w9 4 (o0 g,
e, integrando per parti I’integrale del secondo membro,

f wo™ dop = uo" — Wit 4 ¢ pin=d — f w"v"Vdz,




6, cosi di seguito, otteniamo la formola

f uo M dr = up"™ N — '™ 4w S— 4 (—1)" yip
+ (=1 f wp dr,

Cosi, ad esempio, se u=f(a:),v=%, dove f(x) & un

polimonio razionale intero in « di grado (n — 1), essendo al-

abbiamo .

1

e%®
lora “f”, =[f"z)=0, o= av '

f & £ () d =
?[ﬂw)————-—f,ff) + -——f:ff) et (=D Yt ﬂ (z) +C;

in particolare

» fe“w'“da::

L - m m(m—l) " m(m-1)..2.1
T[a: — g A " () ——Z..—] +C.

22. E quasi superfluo avvertire come i metodi suesposti
possano venire successivamente e ripetutamente usati pel cal-
colo di un integrale, e come spesdo giovi ricorrere a speciali
trasformazioni ed artifizi.

‘E_SEMPI.

)

@ .
1). Per calcolare [ arc sen l/mdx, possiamo osservare

T _ —arctg V 2, cosiche abbiamo, in-
+ ‘a

prima che arc sen Va



o

s-:?';_wg“‘.‘:?v.,‘ ag

[RIY S EE S
o

j‘l/;da: y'dy 2fa+y —ady __2y_2af ay
J a+e a+y a+y a+y

14
tegrando per parti,

farcsenl/ +xdw=farctg V—dm._
T @ z dz
=a:arcth—;-—V—§- PN

Per calcolare I’ integrale dell’ ultimo membro poniamo

z=y?* ed allora

=2y — 2)/a arc tg%=2l/—x—-—2|/;'arctg‘/%.
e quindi

@ = .
farcsen dew =(w+a)arctgl/7—|/aw+ C,

x  ——
od anche = (z + a) arc sen Vm —Vax +C
2) Volendosi I’ integrale

= [([—%
—fam'+ba;+c ’

4ac — b']

si osservi che aa:’+ba>+c=a[(a}+-—)+ -
4a

_1 f dz
T a b\* dac—p*"
($+27) + 4a®

cosiche




S
So dac — 8> 0, poichd dw = d( + 2-), Vintegralo del

dy ..
secondo membro & della forma f A e quindi

b
&+ =
1 1 2a
] = ——— ———————arc
a 4ac — b‘a '8 4ac — b*
4q* 4q®

2ax + b

_ 2
=i Vame

Se 4ac — b* <0, l'integrale & della forma 7 _"_’ U quindi

/] " " dac

oV

b’—4ac b — dac
2l/ +V 4a'

S S 2aa:+b-—|/5
l’ 2aa=+b+|/b’—4ac

Se dac—5*=0, &

=L
—'a

l__l_ dx _ 1 1 _ 2
=2 V7 &tV " a > — Z2ax+b
@*Eﬂ @ +5g
Cosichs, riassumendo,
2aa:+b
I,___-—— +Cse4ac——b’>0 ;
= 2 +C
faa:'+ba;+c—_2aa;+b » 4dac—b*=0

1 205+ b/ F—4as
log C» dac-8
a0 Cazrbr) vtae | U<
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In particolare, se a—1, ¢c=1, a =2cos¢, 4dac— b =
4 sen® 9, abbiamo la formola alcune volte utile

dx .1 m.ctg:v+cosq>

l+2xcos<p+:c’_senqa sen ¢

Ma;+N zdz dz
3) fax’+bw+cd _'Mfax’+bz+c Nfam'+bx+c

_ M ax+b—b
—2a ax’+bx+cdw+Nfaz’+bz+c

— M '_z_afidﬂ(N_Z‘:!) 95
T 2a ) ax*+bax+c 2a faz’+bx+c

+C.

—_— M 7
-—%108(aw’+b“'+°)+(N— )faw’+ba:+c
1 d(ax
N __da —f =___f_i__")_£
@+daT 7 Nz (a2~ +B)?
1
1 (az*+b) d
—_—— C—= ————— +C
2a _1 + al/a + bx*
2

dx ITye+l—=
) = dz
) fl/1+m—1/1-w fv 2w

_fl+w fl—:c
- z 21/1+= z 2)/T—s

dove supponiamo z diverso da zero e |z |<1.

dx =dl1+a, e = _
2Vl +a "TeYT—az

Osservando che
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-d)/T—uw, siamo indotti a provare le sostituzioni |/Ixz=—y
nel primo, |/1—@=x2 nel secondo integrale dell’ ultimo mem-
bro della formola precedente. Cid facendo, il primo integrale
diviene S

vdy _ (=141, 1 y—1
1T ) T Tl Ty
ed il secondo ) ’
ztdz 1 z2—1
fz may Rt
o perciod
fVl % =|/1+z-l;l/T:5;+ 2llog (Vli"'l)-(l/_l;”-l)_}_c
tz—V1—z VTrar 1))/ T-z+1)

=V 1%z +V1=a + log |[V1Fe-DV1-2-1)| ¢,
&

EsBRCIZI

dw 2 2 3
L e T e T @] O

1—senz

. . w+co”dw=log(x+cos:c).

| , , o
3. | VZ—3z+ 7@ (1a* — 1)dz_—_—9-(2—-3m+w)%.

1— 62+ 152° 1

)T 2w+3w‘—5z‘dw:l°g1/7—2x+ i

(*) Tralasceremo, per brevita, di aggiungere la costante arbitraria,
tranne in qualche caso speciale ove cid sia opportuno, come si inten-

dera subito eseguendo il calcolo.



5 dz 1
'fsenwtgz— senz

6 — 1
’ fsen‘xtgx_' asen® z

oSN (2 — o)ty = i e

f +b'/l°3 z -;- [4a-+3b}/log =) log @ -

_zdz 1 —5 arcsen —- @
Va‘—:c‘ a* ’

zdz __ 1 lo a' + o*

0 o= w e

11. fe“log(l+e“)dw=(l+e“)log(l+e‘°)—e"+C.

dz
12. f T =a —log(l +¢%).

gdr _ , x o .
13. fm__a arctg-7l-+-—3—-—aw.

dx o x— x? .
14. f&"-—_?—'é'l gx+a+—.3’-+ax

15, (o8, glisenz
l1—senx cos X

16. fl arctga:dx-[x--—l-arctgx]arctgw-log[/l+x'

xe“dx _ e®
(+x) 7 1+x”
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18. f dx = z (n qualunque diverso

'i-l
(a+bx™) " “ala + bx*)»

19. | arc sen'—z- dx — x arc sen %+ Va*—xt.
20. f:carcsen %d:p:%—[%’—'a’)arcsen-%+a:|/a‘-a:’].

21. farctg-i:— dx:arctg—z——%log(a'+x’).

w
[}

. fa: are tg—g-da:.: -21—-[(a:'+a‘)arctg-7;f- -—aa;] .

23. f——iw-—-—-=—-l—arcsen —a—+ C=lamcosi +C
al/ ot —a* a x a xz .

at—at

1
= -a—arctg + G,.

r—a :
24, j‘—/ﬁ'-i—‘idm:[/z'—a’-!-a arcsen% .

dz 1 Va=xo
gs'fm’l/_a’_—_'-m"— @z

dz T
28, | —=— =12arcsenj/ *
fl/aw—m' l/ a’

. L ]
21. [/a’-—w’dm:-;—zl/a’—x’ + -%-arcsen—z- .




50

28, fz‘l/ a'—xtda = [a‘ arcsen — +.v(2a"—-—a‘) Va* — .c'].

29. f (a* — x')%dx:‘ﬂ“’_':_‘”‘_)?

3a’ a* x
5 xl/a'——:n’ + —-arcsen; .

" de 1 2 el | i
%- f @+b2)™* ~ m+Da\a + bx) per n qualunque di-

T

1
verso da —1; se n—=—1 & fm__a_loga_m,

» _ gtz
3l. f(tg z+tgmio)de= £

per n qualunque diverso

1
da —1;88 n——1 éf(—tﬁ+tgw)dz_logtg;c.

32. Se n & intero positivo si ha

1 n=3, "—35
ftg"a}dw—tg“—w tg w+tg x

—1 n—3 n—5
i—%f;(tgm-—w) se n & pari

82
=72

*logcosz se m & dispari,

33. Se f(x) é funzione razionale intera, abbiamo

ff(x)cosaxda— nm’[f() f’(x) +C f:;(e@+ ]

al

cosa:x:[f() f’”(x) [—v-g—-—...]‘

ali




-mv——w—rr e e T

51
cos a:r[

fi#) —

ff(w)senazdz:l-— /”(a;) f"(a;) ]

, senaz [/( @) — f"’((“’) f:l(f)-—...] .

34. Se f(«) & funzione razionale intera di grado » — 1, ab-

biamo
[ (@) _ 1 1 n—1 [r—2
(== Tz T /@~ g —ap= @
|n— ,( 1=t 1 (%—2) l)n-l "'"(x)]-
+ (l——r.:sf B)— ot () = TR

35. | xamtg'/%—dw:}?(x'—a')arctgl/%

T

f:c'arc"s V%dﬂ: __}3_(3’4—[!3) am'tgl/_f—
V“-’” [5 xt._—-a:v+a]

L3

fx"arcth_:..d.v—-% zvH (—-l)"a"""]arctgl/%

__l aw[ ” l 7s—]1
ArilenrTy TIm=T® t5—3

a’mH

1 9~3 . o aq-l__l___ =1 (—1\* a®
"27,'_'.'5“"” 4.0+ (—=1) 3a o+ ( l)a].



Integrazione delle funzioni raszionali.

23. Si posseggono metodi certi per la integrazione di al-
cune classi di funzioni; tra esse si presentano prime le fun-
zioni razionali.

Le funzioni razionali intere si integrano senz’ altro, giacché

LA

f(aow"‘+ BE oo+ Gy + G) O

_ a.,a:"‘""+ az™ I A &*

T m+ 1 m 2

24. Passando alle funzioni razionali fatte (w) dove F ¢

(@)

¢ sono funzioni intere, se il grado di F(sr) supera o uguaglia
quello di ¢(x) & opportuno (ma anche per le considerazioni che
segniranno non necessario) eseguire la divisione di F(®) per
¢(@), ottenendo cosi

F(z) [z)
Fo) = A0+ gy

dove Q(x) & funzione intera ed il grado di f(x) & mmore di
quello di ¢(z); allora, poiché

2 fomie i

il problema & ridotto alla integrazione della frazione pia sem-

plice %, che possiamo supporre inoltre irriduttibile.

La integrazione di questa si opera integrando altre frazioni
pil semplici, corrispondenti alle radici della equazione ¢(z) =0,
(=)

nella cui somma si decompone la
9(@)
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Se a é radice della equazione ¢(x) =0, « il suo grado di

moltiplicila, cosiché sta $(x) == (x — a)%¢\(x), allora esisiono
delle costants A,,Aq,.... A, tali che

f(x) __Ax | _Aaa A LX)
M T Emar e T a  a)

dove f,(x) indica funzione razionale inlera.
Cominciamo dal provare che si pud determinare A, in guisa
che risulti

@ [@_ @ _ A f(@)

W{P)  (@—a)*e(r)  (x—a)* " (@— a)* ¢ (z)

dove fi(x) & funzione intera,
Invero, abbiamo identicamente

4 (3') _ A, Vi (a’) Ay Aa.

ox)  (z—a)P  (r—aPe() (@—aP® (c—a)*

, [ —Aup@
(x—a)* ¢\(x) ’

che diviene la (2) se assumiamo A, — ;;((%, dove f(a) e g,(a)
1

sono certamente entrambe diverse da zero per le ipotesi fatte,

poiché allora f(w) — A, ¢\(2) risulta divisibile per z —a, e

possiamo porre

f(a)
f@) =A@ O o 7O
0\—-:1— - X-—Qa

= fi(z),

essendo cosi fi(z) funzione intera.

fi(x)

Applicando lo stesso procedimento alla frazione —————,
PP P (#-aP~ (@)
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ed alle analoghe che successivatmente si presentano, si arriva
evidentemente alla formola (1).

La determinazione effettiva delle costanti A & riassunta
nelle formole seguenti:

_Na __[(x)—Asp(x)
o=t 0 fo="0T
__l\a) _ h(x)—As 1 9i(2)
a1 ——%—(a-) . f@)= ~— o—a

@ {pp =D | iy — BO—Awssla)

ot — ®(a)’ r—a

_ [a—(a) _fa—l(x)_Al‘Pl(‘”)
VA, = @’ f“(x)_'_—w———T_’

ed & a notare che le operazioni indicate si eseguiscono con
relativa celerita, giacché i quozienti delle divisioni per ¢ —a
si ottengono subito colla tavola del Rujfini, e si ha anche il
vantaggio di avere un controllo della esattezza dei valori delle
A nel fatto, che se qualche valore non & ben calcolato, la suc-
cessiva divisione per & —a non da pilt zero per resto.

Osserviamo ancora che, se ¢,(x) fosse una costante, sarebbe
allora f(z) di grado al piu «-1, la fi(z) di grado al pit -2, ecc.
cosichd, la f, (=) riducendosi ad una costante, la f,(x) sa-
rebbe zero.

Se poi 4,...c sono le altre radici della equazione ¢(x)—0,
fy...7 i loro gradi di moltiplicita, poiché esse sono radici,
collo stesso grado di moltiplicitd, della ,(z)==0, si vede che,
(@)

applicando alla lo stesso procedimento, e tenendo pre-




sente I'ultima osservazione, si giunga aila formola ®
o = ap o et wi‘a
(:cEBb)ﬁ G %‘E_—,+...+ :c-lzb
+ . . s . .
+ (x-(—:-.'c)'t + (xﬁ’c—)‘;“ Feeet zgc ’

ed otteniamo cosi la decomposizione della f ( —— in frazioni sem-
plici.
f(x)

25. La frazione —— ) non pud decomporsz i frazion?

semplici della precedente forma che tn un sol modo.
Invero se, procedendo in altro qualunque modo, si trovasse

Vi (x) Ay Algy BB
(@) (w—a)¢'+ (2—a)*! et r—-b—ﬁ’_+

si avrebbe

Aq Ay
(:c-—-a)“+"' @—af +.

per tutti i valori di = diversi da @, &,... ma prossimi quanto
si vuole ad a, b,...

Dico primieramente, che « — a'; giacché se fosse « > «/,

ricavando dalla formola precédente il valore di e ri-

a
(@—a)*
ducendo il secondo membro al denominatore comune (z-a)*~* {(z),
dove (z) non si annulla per x = a, avremmo

Ay ()
(z—a)* " (z—a)*{(x)

4 (@)
)|

da cui |A,l=|z—al
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Prendendo & convenientemente vicino ad a possiamo ret-
dere; il secondo membro minore di qualunque quantitd prefis-
sata positiva 7, e quindi la costante A, deve essere zero; e
cosi pure si vedrebbe che devono essere zero le costanti A,_,
Aps . Apae

Dimostrato cosi che « = «/, la formola

(1) —a)®
ci da
Ag—A'a — $e()
@—a)*  (x—a)*" §a) '

dove {,(x) non & annullata da x=a, da cui

lha—Kol=le—al[14D)],
e qui pure si vedrebbe, come precedentemente, che A,—A', =0,
ossia A,=A',. .

Sopprimendo allora dalla (1) i due termini uguali nei due
membri, si dimostra, nello stesso modo, che A,_,—=A',_, etc.;
e poi che =, Bﬂ:=B'B, Bﬁ_,:B'B_,, etc.

()

26. Decomposta la frazione Fe) in frazioni semplici, la
integrazione del differenziale g—:—))dx ¢ immediatamente ese-

guita, giacché abbiamo, supposte reali le a, ,...,

flx) _ —Aq _ Ao A,
E(?)' e = (z—1) (z—a)*?  (2—2)(x—a)** " zat A, log (z-a)

Bg Bg, B,

N S e T e S = AL

- . . - . . . . .
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Se a & radice semplice la parte di integrale che da essa
proviene & 'semplicemente”Allog(xz —a), dove A,— gl(aal)'
1

Osservando che dalla eguaglianza (@)= (z—a) ¢(2) si ri-
cava ¢(z)=q(x)+ (z — a) ¢\ (z) e quindi ¢'(a)= g¢,(a), abbiamo

ancora A._f—‘z—%, e cosi pure se b fosse radice sempllce si
avrebbe B, =f () ecc. Se le radici della ¢(w)=0 sono tutte

¢()

semplici, giovera, per determinare i coefficienti corrispondenti
A,, B,..., far uso di queste formole.

27. La decomposizione precedente in frazioni semplici vale
in ogni caso, anche se la ¢(@)= 0 ha delle radici complesse.

Ma noi, almeno per ora, ciod fino a che non siano trat-
tate convenientemente le funzioni di variabili complesse, non
possiamo eseguire la integrazione, a meno che non si possa li-
berare dagli immaginari il secondo membro dello sviluppo di
g(%}))-. Cio riesce facilmente se i coefficienti di /(z) e ¢(x) sono
reali. Allora le radici di ¢(w)==0, ove siano complesse, sono

coniugate.
Supponendo a e & radici semplici complesse coniugate,

a=g+1y, b=p—iv (i=|/—1), abbiamo A, = =le+o)

(u.+u)
o ) o A, B,
+7H,B;, = =) =G—¢H, e la parte P + ~—73 dello

sviluppo di %%a—)’ che da esse proviene, riducesi a

G+H G—+H 2G(z— ) —2Hy
- -+ — ==
T—up—ty Z-—p+w (x—uw)+*

[}

che & scevra da immaginari; e la corrispondente parte di in-
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- [z}
tegrale di de é

26(z —p)—2Hy 2z —p) H, dzx
(@ —pf+st Gf(w e f(m—y)’+v’

=G log[(z — p)*+ +] —2H arctg z

28. Supponiamo ora a—=p.+ v, b—p— v radici coniugate,
il cui grado di moltiplicita sia «, cosiché ¢(x) = (%y,(z), avendo
posto, per brevitd, ¢ == (¥ —u)*+ 1% Dico che allora esistono
delle costanti reali Pa, Qqy Pyty Qay. .. lali che
[@) _Pe+Qa Porr®+Quy  _ PtQ fula)

, — Fotr——m + —,

W@ e T P n(z) |
dove fu(x) € funzz‘one inlera. ‘

Infatti, avremo

f®) _ fl@) _ Paz+Qq f(x)
al@) T Pa(e) T g o)’

M

@

dove fi(z) & funzione intera, poich®, se nella identita
f(x)._— PGI+Q¢ + f(w) _Pa.x+Qa__P¢x+Qa
uz) e £2o(@) P
4 [® — (P +Qq) ()
£%p(®)
determiniamo P, e Q, dalla equazione
3) [(v 4 8)—[Py(u+¢v) + Qg] (e + 2¥) =0,

risulterd f(x)— (P r+Q,) divisibile per 2 —u—zv e per
«—u+1v, e quindi per p, ed essa diviene appunto la (2).
Dalla (3) si possono effettivamente determinare le quantita reali
P, e Qq, giacchd la (3) & della forma

Lp+d) =G, +iH,,

G(f"+‘v)+Q ?(y..*_’y)



59
dalla qiale Pyp+Q,=tG,, P,y=H, e da quests

P,=—e, Q,=Jw—Ha

- /(=) '
Operando allo stesso modo sulla frazione @) e sulle

analoghe -che successivamente si presentano, si giunge alla for-
mola (1).

La determinazione delle costanti P, Q é riassunta nelle for-
mole seguenti:

Mprv) oo
P+ ) =0 +ila,
Paz—Hﬂ‘— R
Y /;(Z) o f(w) —(Pa,w + Qa.)?l(x)
__Ggv—H,p, 4 ’
J Q, = -2 5 a
' f}(y.+ iy) _ .
W—— Gq,-l""Ha-l .
Par=22, X
) * fiw) = L Pan+Qaa)pi(s)
= Ga-l""Ha-lP', P
a v
Tai(v+v) :
ey ot
Pl — l?l s . ..
Y fa(®) = fa(2)—(P,2+Q,)3:().
«(T) = .
Q = Gy —Hp £
1 v ’
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Aunche qui pud essere opportuno, per eseguire le divisioni
per. o, ciod per dividere successivamente per z — y. —#v e per
2 —u.+ 1v, di far uso della tavola di Ruffin:; e si osservi an
che qui che, ove ¢,(z) fosse una costante, /() risulterebbe zero.

f(x)

29. La funzione —— mon puod deeomporsz‘ che in un sol

9(x)
modo in frazioni semplici della forma (——' 3 x +Q
Infatti se
Nz) __  Bg Pa+Q, _Be__
P'“lw + Q,a’

e A

si dimostrerebbe, come al n. 25, I’ identitd delle parti dei due

B
membri che contengono frazioni della forma ———. Per di-
8 (z—D)B

mostrare ancora |’'identitd delle parti restanti, cominciamo dal
provare che «=12'. Invero, se fosse a>a, ricaveremmo dalla
formola precedente,

Paz+ Qg — Wz $(@)
¢ £* (=) Yx) '

dove {(z) non si annulla per z=p =14, L’ ultima formola vale
per valori di z diversi, ma vicini quanto si vuole a g3y, co-
@) oy
¢z

ossia P, (p+9v)+Q,=0, da cui P,p+Q,=0, P,v=0, e,
poiché v & diverso da zero, avremo P,=0 e quindi anche
Q. =0. Allo stesso modo si dimostrerebbe che P,,=0, Q,.=0
Pyga =0, Qu4a=0, e percid a—=d'. Cid posto, dalla (1) ri-

ossia Paxr+Q,=p

siché potremo dire che lim (Pez+Q,) =limp ——
a=phfdy

1) Verra in seguito esattamente definito il limite nel caso di varia-
bili complesse.
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caviamo

(Pa.‘P'd)x"'Qg.: Qq __ $a(@) - ' Pe )
¢* T (@) da oui (Pa-Pa)o+QuQa f gy

e da questa, come precedentemente, Py — P’y ==0, Qu —Q', =0.
Tolti dalla (1) i termini uguali, si dimostra, al modo stesso,

che P,_,—Py_,, Qu-1=Q ¢, © poi che P, ,=P _,, ecc.

30. La parte dell’integrale di % da@ che proviene dalle

radici p=+iv, il cui grado di moltiplicita é «, & composta, in
seguito alla (1) n. 28, di integrali della forma [('_:%’T‘dw’
dove m & intero positivo, il cui calcolo si effettua nel modo

seguente.
Se sn—1 abbiamo

Pz+Q P r2(x—un)dz dx
f (z—u)'+l —Z2) = +Q+ Py )f (® —p)+
= ;— log [(z—p)*+:*] + (Q+ Py) IT arc tg i—v_—’i .

Se m & diverso dall’ unita, abbiamo

Px+Q 2(@—p)da dw
S =7 [ i @) f e

- l +(Q+Pyu d
=7 2m—) G ) | =
. s o dz
e rimane cosi da calcolare I’ ultimo integrale I — f [————(a:-y)’+v'] =

A tale scopo, pongasi £ — p—=vy ed allora

I:v’"{“f(lw’)"‘ ;
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ma
dy _ (l+'—y¢
a+y _J Trr?
tY)
— *dy
f(l+y’ m—1 (T+yo)» ’

ufz?)' —f y "( B =10 +y*r"-')’

da cui, integrando per parti,

y'dy y 1 dy

(l+y‘)"‘—'_2(m——-l)(l+y')""" 2m—1) (l+y‘)"""

e la (1) diviene

dy __ 1y . m 3 dy
A+y™ " 2m —2(1+ )™  2m—2 ) (1 + 9y’

4y
(1+yH"
ridotto a quello di f md_;l'T"T Applicando la stessa formo-

dy
(A +y)™*

formola di riduzione, colla quale il calcolo di é

la, il calcolo di questo si riduce a quello di e

cosi di seguito, finché si giunge a f —l-i—‘-'/ﬁ-:arc tgy.

Cosi si verifichera subito che

dy 1 g ]
THdF — 2 Toy T O
dy 1 v 3 Y
TF =7 A7 78 Tay TE RN
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e in generale
dy 1 Yy + 2m—3 Y
f I+ " 2m-2 1+  2m—2)@m—4) (1 +y)™*
(2m —3) (2m —5) vy ., ’
(@m—2)2m —4)@m —6) I+ "
(2m — 3)(2m —5)...3.1 y
t em—=2)@m—1).,42 \T+g7 ¢ tgy)'

. . dy
. , l ,
Per tal modo si riesce a calcolare I ln.tegra e f———( T+

e quindi I'integrale I.

Trascriviamo qui, per comodo del lettore, le parti di
f ((::)) dx che nascono dalle radici » =3, quando il grado
di moltiplicitd sia 2 o 3. Nel primo caso esse danno origine
alla espressione

1 + P, — u)—Pyt P,
g (LRGP S toglla— i+ 1)

1 1 -
+—[(Q+Pip)+ 55 (Q+Pyp)] arc tg - ” =

e nel secondo a questa stessa espressione cui si aggiunga la

1 (Qs"‘PsP')(-"’—#)—P v
4° [(@—u)'+ v']'

3 y(x—p)
+ g QP [(7:;3?

+ are tg z:—“],

nelle quali i valori delle P e Q sono quelli che competono a
ciascun caso, e che abbiamo imparato a determinare.



64

3I. Da tutti gli sviluppi fatti fin qui si raccoglie infine che:

Litniegrale d'un differenziale razionale é esprimibile
in termint finili mediante funzioni algebriche, circolari e
logaritmiche.

32. Diamo ora alcuni

EsEMPI.

1) Sia da calcolare 1= | w,_aiﬁ}w_“ da.

Abbiamo f(7)=2z+1, o(z)=a*—6x+112—86.

Si riconosce subito che 1 & radice della ¢(2)=—=0, e quindi
le altre due radici sono quelle della #* — 52 +6 =0, cios 2 e 3 ;

pereid

#(2) = (@ — 1) (z—2) (@—3)
¢(@)=(@—2) (@—3)+@—1)(@—3) + (@ — 1) (c—2).
Cosiché avremo (caso delle radici della ¢(x)=0 semplici)

I—=A log(z—1)+B log(@ —2) + C log (xr — 3)+cos t,

dove
A=~£,((—ll))—= %, B:—;%;—:—& C= %
e percid
w‘—'ﬁiw:i}w—ﬁ d“=%'°3(”—')“5‘°8(x—2)
+TZ‘ log (z —3) + C = -:lé—log ‘”7;_’_'_‘;);‘ ¥ L.
2) 1= or+2 dw,

2 — @z —1
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f(x) =3a;-§.-2, $@) =2"— 2+ z— 1l =(w—1) (x—1) ( +1)

ol

=(x—1)@*+1), @) =2*+1+2a(r—1),
per cui

I=Alog(x —1)+Glog(a*+1)—2Harctga+C

!
3
dove g
_rm _5 _f() _ 3i+2 __ 2438 y
=7 =3 0= e =TT e g

_ (2439 (—2+2) __f»_'__l_t.

8 =773 4 "

e perciod
I= é—log(x—l)——log(a:’+l)+—arctga:+C
5 z—1 1
= - lo + arctgx+C
2 Bt 2 8
Si giunge allo stesso risaltato, forse pit presto, osservando ]
che (vedi n. 24) ¢, (@)=2*+1, e quindi £i(x)= ;S;Ll. e
percio '
5a:+l 5 j
log(.x:—-l)+ f e} _?log(w-—l) i
5 1
— — log(+*+ 1)+ - arctigz+C.
4 2
. =5+ x—1

3) I__f e e 1

Essendo ¢(@)=(x —1)¥x+2), abbiamo la radice 1, il cui i
grado di moltipliciti & 3. Ponendo, nelle formole (3) del n. 24 :
5
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2a=3, a=1, ¢(@)=ux+ 1, f(x) =2*—5x*+ z — 1, otteniamo
successivamente .

A=1, 4@ =—a+],
e quindi

1 1 —x+1
==+ 727 +log(.v-—])+f o du

1
(z—1) *ta

i+ log(z —1)— -%— log (#*+ 1)+ arctgz+C

+ log 1 + arctgz+ C.

1)=

l/

x4+l
9 I_f(rz; 1) .'16'—2a:+2)x

Abbiamo una radice, 1, e due radici, 1=+, complesse con-
iugate il cui grado di moltiplicitd é 3 per tutte.
Ponendo

p=1ly=1,2=3 f(w)—w+1,<p,(x)__(w—-l)’ ¥*—37*+ 3r—1
nelle formole (4) del n. 28, otteniamo successivamente

Gy=—1, H;=2, P;=2, Q=—3, fi(z)=—22*+5x — 1,

Gy=—1, H,=4, P,==4, Q= —05, filr)=—42*+ 92 —3,

G, =—1, H,=6, P,=6, Q;=—7, fi(#) =—6z*+13x —5,

ed allora rimane da integrare I’integrale —62'+132z—-5 dz,

=1
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pel calcolo del quale, ponendo a=1,2=3, ¢(x)=1, fl@)=
— 62+ 13w/~ 5/ nélle formole (3) del n. 24, otteniamo suc-
cessivamente

A =2, filx)=—62+17, A,=1, fi(@)=—6, A,=—86,
f(2)=0;

per cui sostituendo questi valori delle A nella formola (1) del
n. 26, e i precedenti valori delle P e delle’Q nelle formole
trovate in fine del n. 30, abbiamo:

_ 1 1 | 1 —(z—1)—4
I=- = =1 8lel—+5 o557

+3log (x* — 2w +2)— %— arctg(z—1)

1 —@—1)—2 3 [ @—1 _
YT =%+ 8% l#—2z+2 +arctg (@ l)]+c

@ _ 1 z+1 _ T +9
4 (P —2z+2 2 —2x+ 2

= T @—1y

i LA A enta)

2 __ < )
o —20+2 Ea.rctg(-.z:-—-l)-i-C.

+ 3 log =1 8

5) Trattandosi di integrali semplici, si pud alcune volte .
procedere per mezzo di speciali ripieghi, suggeriti dalla pra- i

tica. Cosi, volendosi calcolare f z’da: 1’ si osservi che

P—1==(z—1)(a"+ 2 +]1),

e poi mediante semplicissimi tentativi si trova

1 _L( 1 z+2
@—1p 3 \z—1 z+z+1/
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per cui

dg'c 1 [ (@+2)dx
fx’—l =g lg@—N- 5 Jagoar

e ricorrendo alla formola dell’esempio 3) al n. 22, si ha

dx 1 : 1 .
f.v‘—-— = -g—log(.v—l)— Tlog(z +z+1)

_.V;__ arctg ;‘%—F] '+ C.

Cosi pure si vede subito che

de 1 dx 1 dx —l—lo z—1
fa:‘—l—f& F—1 2 ) Fx1 1 %8 g+l

—,—l, arctgz+C.

EsERCIZI.

e _ 1, o—a
fa:(w’—a‘)—:aa' 8 -

) dx _ 1 2t 1
2. fx(w’-—2m+2) - Tlog Py + ?arctg(a;_])'
3 'd—x'_— 1 1 lo x+c
. f(a:—-b)'(x+c)_ (b+c)(x__b) +(b+0)' gw_b.
32+ x—2 _ 4—5=x 3 2*+1
5 f dz 1 (w—1) 2t — 4z +5

@—=D@—2+2f 2 l0g =5tz t I —2at0y
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o f(m-l)‘(afﬂ)d”— Be—1y * 8 81

1 1
+§log(z+l) — —3—log(a:’—w+ 1).

(22*+ 3x)dx 1 _
a:’+ll:c’+38w+40""—3‘l°g(‘”+2) 10 log (z +4)

=

+ 375 log (x + 5).

dr 2? bt
8. fw’-’-b:r’— dr—ab 2 —bzr — a—b log (z+b)

a' a'
-+ mlog(x+a) + wlog(&:— a).

(42°— 632+ 338z — 619)dz _ 3z—16
(@ —7)@—5) - (&b

+4log(z —7).

10 dz _ —5z*—2x+2 +1 r+1
. fa:'+a:’—m‘—w*—‘ (@ +1) o8

1 at—1 |
+ ? ]08 m —Tarctgx.
1 (Ca*+1023+92*+3x+-4)dz __ ((3z'+102°+92 + 32 +4)dx
) f (l——at—2a% (I =221 +z+ 2
3 x—1 2. 1+2x
—2(1 —2x) + 3(l+a-.+a:’)+ 33 aretg V3 o

12. Se m & intero positivo o lo zero, n & intero positivo
ed & m<n, posto

PR S G FRE
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By =cos 2____k(m+l)n (w’ 2z cos —2-k—-+ l)
2 1 z—ons A%
— 2sen ﬁ”“;——)famg — krr” ,
é

n—2

=

™dr 1 (—1)m+ 1
f——_—h—log(w—l)+7— log(.1:+])+7 ), R,

rr—1

se n & pari,

] =5

f%%‘%:——log(m—l)q-— 2. B, se n & dispari;

e, posto

D, — — cos ZEFN(m+ 1) log [x,_%m(zk:nn*_ 1]

n

@ —cos ZEH 1T
n

@k+1)(m+ r
n

+2 sen arctg

7) y
sen (~k + l)r:
n

a™dx 1 . .
fEWIT = kzo D, se m & pari,

n—s
grde __ (—1)™ 1 =5 .
fw”+l == log(x+l)+—; 2 D, se n & dispari.
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13. Se n & intero positivo, 7 intero positivo diverso da

uno, che potremo porre sotto la forma m=—rn+s, dove r

avrd uno dei ‘valori'0,1,2,3,.. ed s uno dei valori 1,2,..n,
abbiamo

dz _ 1 + 1
fx"'(a:”—l) T m—=l)z™  (m—n—1)gm"!

1 N 1 N m"""da:
tm =2 T T g T f

da —_— 1 + 1 gm—n—!
fxm(m"+1)" (m—12"" " (m—n—1)

1 1
— .0 -_ +I
(m —2n—1)x™—*"" Fe (1) (m — rn— 1)t

. ;._,_, e d
+(=1) fx"+l’

do
se m—1, a:(a:"——l) logz+f

dz —_——logx—
(x" + 1) g f "+l

2+ ot
14. f =; log l+[/2_w+
o' +1 V2 1—)/2x+x

z
2 l/— arc tg ll/——x' .

a:dx l—x 1
15. f — log m+2—arctgac.



16. - log [(l—’ l1-a+a
l+:c l+z+2°

—— are tg l‘”i/;i .

2%/3

17. 8e f(x) & funzione razionale intera di , di grado ‘
minore di n, &

f @ ape— f(a) _ f'(a)
E—af *  (n—l)z—a)  (n—2)@—a)—
|
re "a)
(”—3)'_2_(-’17-—'0)"_’ e (n—r— l)lr_(x__a)n—r-l ‘
' \
e e
- n—2(@—a) + =1 log (x —a). |
~ |
x*dx 1 r—1 1 xt
18. fa:°+z‘——2= 5 log e31 F 3I/g.arctgl/z_ |
(giova porre a*=y).
(5x® — 2x)dz — 5 s - w’+3

bx®+ x* _ 2 .
20. fx8+xs_2 d"—-g-log(x’——l)+log(x3+z).

f (a'm—l dz__ —;‘-log(a"+:l:"')+ a(3a” + 427) )+ C

a™+ z™)p 2m(a™ + z™)
1 » - Sx™+2a™
.__—”;-log(a + )'—' mm_'_w")z 4'C|.
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22. Se m & intero positivo, abbiamo

e l ™ wm--t wm—4

X
m — -
f:v arctgaodr—= 1 arcige

x* 1 '
=+ —— 5 - log(1+2*)] se m & pari
+ 2 T2 ]

*zarc tgw] se m & dispari,

23. Si dimostrino le formole

_ 1 { x
f (a+bx™"~ mn—1)a a+bx™)*"

+[mn-—1)—1] f(a—+g§=5”_-—} !

xfdz 1 art
(@a+dx™* — mn—1)a {(a + bam)r!

+mn—1)—p—1) [ i),

nelle quali supponiamo n diverso da wno. Se n & intero po-

sitivo, la prima riduce il caleolo di f @ a quello di

ba:"‘)"

f —iw—, che si ricava facilmente dalle formole dell’ eser-
a+ ba™ )

cizio 12, se m & intero positivo; la seconda riduce il calcolo

z*dx . xPdx .
di f(a Yoz quello di fm, che si ricava dalle for-
mole degli esercizi 12 e 13, se, essendo m intero positivo e
p intero, & p <m.

mallm m—2 T m—4
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Integrazione di alcune funzioni irrazionali,
33. I differenziali irrazionali della forma
f[x, (a-l—bw)_ a+bz) ]dz
c+gx c+ gx
dove /' & simbolo di funzione razionale ed n,m,.. sono nu-
meri interi, si riducono razionali, e quindi si sanno integrare,

=y*, dove % indica il minimo

mediante la sostituzione a+bz
c+gx

multiplo comune ai numeri m,n,..., giacché, essendo

cy" —a de— k(ch — ag)y*'dy
b—gy* ' (—gy™

r= ’

il differenziale proposto diviene

, l—ld
k(cb —ag)f ( 3 — gy. Y™ y".--.)(Ty_—gy—y,,—,,

dove m',n/,... sono numeri interi.
Si noti che il caso ¢cb — ag=—0 non pud presentarsi, perché

sarebbe una costante.

a+bx
allora
c+gzx

EseMmPI.

% l——fl+l/_

Posto z—y*, abbiamo

1_4f yidy— 4](—y+y+l—— +"’)d




%

y, !
—4 [__3_ .%..i.y._ar'ctgy——'i-log‘(l +!/’)] +C

—_ 3 — -
=—3i @t +2Var+4l‘/;—-4arctgl‘/z -2log(1+}/= )+ C.

—_ , [(2+ 32) ¥ —zldx
2) I= 3 5
V2+3x —21/ 243z —/243x+2)(3x +2)

Posto 2+ 3z =y% abbiamo

3y*—y*+2
Yy —2y '~y +2)

1= dy =f[3y‘+6y’+14y’+28y+58

116y°+2y'—116y+2] . 3 , 8 . 14 ,

+logy —2logly — 1)— =~ logly +1)+ o logly — 2)+C,

ed otteniamo il valore di 1 espresso per z, ponendo, nell’ul-

(]
timo membro, y=—{}/2+ 3=z.
a+a:
3 1= [V

Posto ata —g¢*, abbiamo
c+7v ¢

—_ 1 1—y dy dy ]
_(c—a)[flog l+y +f(l—.'/')’ _ar°t8y+f<l+y')'
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1 y 1
+5 lTy—,-+-‘2—arctgy]+C

c—a 11—y 2y
= [2 log —— 1 +l—y‘ arctgy]+C,

atx

rimeremo per & ponendo :V .
che esprimeremo per & p Y Py

34. Consideriamo ora i differenziali della forma f(z,}/R )dz,
dove R(»)—=R=—a+2bz +c2*, e dove f & simbolo di funzione
razionale.

1) Se ¢>0 poniamo

Va+2bz+ecx*=z—a)/c,

da cui
. Z—a
T 2@/c+b)
(2*+a)l c+2bz 3+ @)}/ c+2bz
dao=— 2y R—= el ’
N 22/ c+ by VR 2(s}/c +b)

e il differenziale f(z,)/R)de diviene razionale in z.
2) Se ¢<0, a>0, poniamo

Va+2bzx +cxt=}a+ sz

da cui
P )
z —,
c—3
da = Va(c+ 3% — 2bzd VR_[/a(c+z’)'—2bz
(c—2% c—3

ed otteniamo lo stesso scopo.
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Questa trasformazione vale anche se ¢>0, a> 0.

3) Se ¢<0,ax0, e le radici/=,3 della equazione a+2br+cx*=0
sono complesse, allora il trinomio a+ 2bz+ cx® & sempre ne-
gativo per qualunque valore di #; in tal caso & inevitabile la
considerazione di quantitd immaginarie; ma posto |/ R=i}/ =R
ricadiamo nel primo caso.

Supponendo dunque «,f5 reali, poniamo

Va+2bx+ ca* =}/ c(z— 2) (& — B) =(z — )3,

da cui

__Cff—az® dp— 2¢(6 — a)z dz' VR c(f—a)z )

== ==

Notiamo che questa trasformazione, quando =z,/3 sono reali,
pud adoperarsi per rendere razionale in z il differenziale

[,/ R)de, qualunque siano a e c.

35. Per integrare il differenziale f(z,|/R)dz & quasi sem-
pre praticamente pil utile, ed anche teoricamente pii oppor-
tuno come primo passo a ulteriori ricerche, procedere nel
modo seguente.

Si osservi che alla funzione £(z,}/R), razionale in = e |/R,
si puo dare la forma
* @) +a@VR
7s(®) + o(@)/ R

dove le ¢ indicano funzioni razionali intere, che, moltiplicando
numeratore e denominatore per g,(x) — g(@)l/R. pud scriversi

¢(2) + UaV/R,

dove ¢(x), {(x) sono razionali in «; e quindi

JraVRdz = fyla)dz+ fY(@)/ Rdz,

e la questione e ridotta a calcolare
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SHxWRde= (Ao , il cui calcolo, dopo aver decom.

I VR
posto la funzione razionale J(x)R nella sua parte intera ed in
frazioni semplici, & ridotto a quello di integrali della forma

Az+B

f (x—a)'l/— f [G—wr+ " IVR R

z" dx

dove n & intero positivo, o zero.
Il primo integrale f %_!— si riduce a una parte finita e
dx
——; invero abbiamo
Jve

sde __ 1 (. cx+b—b , b . dx
—_— = — fx = A= — — X —_—
VR c VR c VR

all’integrale

1 b " 1
+— ™ 'd R——— dz+——z”"‘ R
VR o VE
n—1 w2t S b e |
-5 fa; VRdz = — = Vﬁdx+—:r VR
__n—lf.v"—'(a+2bw+co‘)dz
c VR
da cui si trae la formola di riduzione
z"dx . v dw
Ve =T VR e [
n—2
—(n—1)a x da:]

dalla quale, ponendo n—=1,2,3,..., si ha successivamente:
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ety fig]

'd” [ wl/RK— 3bf

—f e
=('2% )V— (zc' 2c)f|j_:‘_

1)) z’dx:

rtdx rd®
2YR—6b | == —2a [ —
%[ v b

z* Bb 150 — 4ac
=(%—8% g )VE
(Exba 3ad f
) VR’
L’ integrazione di f __ si riduce a quella di
g @—arV/R ‘

S5

Infatti, partiamoci della formola

__ (n— l)[/— cr+b
[(a:—a)” l] (® —a)* el (w_a)n-ll/ﬁdw

(n—1) (a+2bw+ca®) , cx+b

— —dz,
@ VR @R

la quale, osservando che
a+2bz + c®* —R(z)=R(z2)+ R'(a) (@ — a) + &2{-02 (x—a),

R(@) _ R , R"(a)

cx+b= 5 =% (.‘c— ),
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pud scriversi cosi:

@ d VR l].__(n—l) R(x)de _ (n—3) R(x)da

@71 @w—2R  2e—a™'VR
_(n—2) R'(2)dz

2(x—- 2}/ R’

dalla quale, se R(a) & diverso da zero, otteniamo, integrando,

1 VR (2n-3R(=) dx

(:c-z)"[/R (”’])R‘(") (""_"")”-l 2(n~-1) R(2) (w—z)""[/ﬁ.
__(n-2)R"(a) dz

2n-1)R(2) J (z-2)»4/R’

dx
@—FVR

espresso mediante f ———:, potremo ottenere, usandola
@—2)VR

ripetutamente f ___dr

"J@E—arVR /R

Se poi R(z)=0, cioé se z & radice della a+2bx +cx*=0,
allora la (2) diviene

e, poiché da questa, facendo n=2, ricavi#mo f

espresso mediante f
(=-

d l VR ] __ (2n—3)R(a)dx (n—2)R"(2)dx
(@@= 2w— /R z—a"Y R ’

da cui, cambiando # in »n+1 ed integrando, otteniamo

dz _ 2 VR
® VR @ —DR@E—a

_(n—=1)R'(a)
(2n—1) R’(a)f (x—a)'R’
dalla quale, poiché facendo » =1 ricaviamo | ————— in

(z—a)/R
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termini finiti, possiamo, adoperandola ripetutamente, ottenere

il valore di f———iﬂf‘-—: in-'termini finiti.
@*—a)"/R
In quanto agli integrali

zdx

S
(e—up+ VR J [z —u)+TV/R'

che provengono dal supporre che il denominatore di ()R,
uguagliato a zero, abbia delle radici complesse essi si riducono
zdx

agli integrali f —, f f —, avendo posto
sV R VR J VR

p= (@ — uf+'. Le formole che servono a tale riduzione
sono piuttosto complicate, e in pratica, supposti noti gli ele-
menti delle funzioni di variabili complesse, non sarebbe oppor-
tuno servirsi di esse poiché si potra\ allora supporre o numero

)"I/R

Accennerd dunque solamente al modo con cui si giunge ad
eseguire la detta riduzione, lasciando al lettore la cura di eser-
citarsi ad effettuarla.

Si calcoli il differenziale d( VRI' ) procedendo come
P”—

complesso nell’ integrale f Pr—

precedentemente e poi si integri; si troverd cosi uua formola

. :cdx
che esprime una certa somma M f

diante f f si caleoli il differenziale
¢ lV R n—-ll/R

(u—@VR

) e poi si integri, e si avrd una formola che

esprime una altra somma M f f mediante
VR
zdz dx
) =, ; da queste due for-
f Pw—xl/R P»—-ll/R Pu—zl/ﬁ q

6
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ciascuno

mole si ricavano i valori di f @ dr d
B F”VE’ P”Vﬁ 9
espresso mediante f zd do ds e poi
’ VR’ J R J evw
chd in queste formole cosi ottenute si pud fare-n=2, si
vede come in ultimo quei valori possano esprimersi solo per

mezzo difwdm f f VR

Cosichs, da quanto abblamo esposto, si vede come I’inte-

grazione del differenziale f(z,}/ R)dx sia ridotta al calcolo degli
integrali

f(w—a)l/- fmdz pl/T?»

dei quall, per le ragioni precedentemente accennate, i pii im-
portanti, e da considerarsi veramente come tipici, sonoi due
primi.

36. Diamo ora alcuni

EsEMPI.

Comincieremo dal calcolare i due integrali tipici trovati nel
numero precedente.

1) sz—ix;——
Va+2bx + cx®

Se ¢>0 facendo uso delle formole 1) del n. 34 abbiamo

1= (% _ =1 1gp+s1/0)+0

l/—+bl/"

.—_llog (b+cz+VclVa+2bz +ca')+C.
Ve '

In particolare

————log(z+|/a+2*)+C.

l/a+
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Se ¢ <0, a>0, usando le formole 2) n. 34, abbiamo

I_zf — = f(l/-c)'+z' l/_arctgl/__

2 2br +cx* — |/ a
:——_—arctgl/a+ b.r + cx l/a+C

-C )/ =c

Se ¢<0, a<0 e le radici x,5 della a+2br-+cx*=0
sono reali, usando le formole 3) del n. 34, otteniamo

)
[=— ———arctg [/a+~bm+_cm‘ +0C.
—c (@—a))/—c

Pero, quando ¢<0, giova calcolare il nostro integrale senza far
uso delle formole precedenti, ma semplicemente osservando che

1— 1 dx |
T V—c V_(z+%)’+ b’-;.-ac

,
1 Sare
= ——— arc¢ sen ———— + C,
V—c l/b’—ac
) ==

dove & 5 —ac> 0, altrimenti le radici «, 5 essendo complesse,

si avrebbe da integrare —l— f gz
: V=

= che appartiene al pri-

mo caso in cui & ¢> 0.

do
l—f )
(x— 2)/a+2bx+cx*



84
Per integrare giova scrivere cosi:

| — dx
—f(z-— AV R(z)+ R(2)(z —2)+ c(@ — «)*

cosiché, posto z —a—y, é

dy

I= —
| f WW/R(=)+ Ro)y +cy*

Se ¢>0, la sostituzione 1) n. 34 ci da

1 z—)/R(=)
1 —_ 2
‘VW) € VR >0

D dz —
= z’—R(a)—{ 2 3
V—T@am tg V—:—T(—a_—)' se R(a)<0,
e percid
1 @-2 e+ VR -VR(»)
—lo T — “+ Cse R(2)>0
f Cdw VR(2) g(:v-st)l/c+ VRHV/R(=) v M
@—a VR )] _
2 (z—a)Ve+V/R
t —— + Cse R(2)<0.
\V_R(a)arc g VRa) se R(z)<

Se ¢<0, R(z)>0, la sostituzione 2) n. 34 ci da, in modo
analogo,

1 VRRVE—R@—22 @)
+

VG ¢ ¢

1=

X—x

che vale anche se ¢<0.
Se ¢<0, R(x)<0, indicando con 7,9 le radici reali della
R(«) + R'(2)y + ¢y*=0, ricordando che y—2 —« e quindi
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— f d‘t{ —, la sostituzione 3) n. 34 ci da
WMR(@ R )y eyt

I=2 —_——
fco—~/z‘ f“c‘j_,_,: ’
e poiché y e d devono avere lo stesso segno e ¢ <0, avremo

I=—=—

2 -
———— arctgz V;
V—cyd g —cd +C

=— arctg (V VR )+C
[/—-—L/ —cd B—y—u

Se, infine, R(z) =0, la formola (3) n. 35, posto n—=1, ci da

2/R_

- R'(z) (@ —«) +C.
3) I=fVa+2bx+ca® dz;
osservando che I = ﬁzbl/'ﬁ{—__ﬂdx, e adoperando le formole

(1) del n. 35, abbiamo subito:

1= o @+ VR + 5 (ac—b*)flji_.

4)

I__f (3% — 2 — Y2+ 6) dr
- (@ — 3+ 2/ + 2+ 2
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Giova adoperare il metodo indicato al n. 35. Cid facendo
ayremo, posto R —a*+2x 42,

1y 1=3[-% +f dx +2f——-~d“’
T Jay/R J@—1)VR (z —2/R
La formola che segue alla (2) n. 35, facendo in essa 2 —0,
n=2, R=x2*+2x+2, da
de._ VR 1 rdx
v 2) zi/R’
che in virtu delle formole dell’ esercizio 2) diviene:

dz __lili._ 1 o z+V/R—)2
/R 2 22 C atVR+VZ

ed abbiamo analogamente, osservando che R(1)==35, R(2)=10,

1 og a+/R—)5
f(x—-l)[/_ V5 a:+l/R+l/o

d _1y z+)/R—)10
f(m—z)l/ﬁ_l/ﬁ) 8 /R + V10

sostituendo i valori di questi integrali nella (I) otteniamo il
valore di I.

37. Dopo avere studiato gli integrali f, f(x,V/R)dz, dove R
é un polinomio di secondo grado ed f & simbolo di funzione
razionale, si presentano naturalmente gli integrali della stessa
forma, dove R & un polinomio di grado qualunque. Senza en-
trare in proposito in particolari, accenneremo solo che quelli
fra essi, pei quali R & di terzo o quarto grado diconsi integrals
ellittici, e integrali iperellittici di p—1 ordine quelli nei
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quali R & di grado 2p+1 o 2p+ 2. In particolare gli integrali
ellittici, pei quali; R ¢ di quarto grado, si riducono a quelli
in cui R & di terzo grado, e questi, procedendo in modo com-
pletamente analogo a quello sviluppato nel n. 35, si riducono
a funzioni algebriche e logaritmiche, ed ai tre integrali fonda-
mentali o tipici

dx rdx

dz
VR’ VR f(x—z)[/ﬁ"

che diconsi integrali elliltict di prima, seconda e terza spe-
cie; e, quantunque questi integrali non si sappiano conseguire in
termini finiti, poich® altri integrali, cui essi si riducono, e
che si considerano come normalt, sono stati consitlerati come
nuove trascendenti e largamente studiati, un problema suole
considerarsi come risoluto, allorché & ridotto agli integrali
ellittici.

Qualunque integrale a differenziale algebrico & poi compreso
come caso particolare nell’integrale f f(x.y)dz, dove y &
funzione algebrica di x definita dalla equazione F(z,y)=—0,
essendo /' simbolo di funzione razionale e F di funzione razionale
intera. Cosi, ad esempio, gli integrali f[f(z,}/R)dz, sono della
forma ff(«,y)dz, dove la F(z,y)—0 & la y* —R—=0.

Questi ultimi integrali generali chiamansi anche integrali
Abeliani, dal nome del sommo geometra norvegiano Abel (nato
nel 1802, morto nel 1829) che arricchi la loro teoria delle pi
importanti scoperte.

38. Proseguendo lo studio di alcuni integrali a differen-
ziale irrazionale ci occuperemo ora dei differenziali binomi,
che sono della forma

dl—=a™a+ ba™y dr,

dove uno almeno dei numeri m,n,p é a supporsi frazionario,
altrimenti esso apparterrebbe ai differenziali razionali.
Il numero n pud supporsi positivo, giacche possiamo secri-
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vere, ove n fosse negativo,

dl=a™¥w(ph 4 aa—")? dx,

che & della stessa forma e I'esponente di « entro la parentesi
é positivo.

Gli esponenti 7z ed » possono anche supporsi interi, poiche
se fosse

m s
adl—=z " (a+bx " Jda,
basterebbe porre x—2z™""" per ottenere
dl=m"n"zmV'" V=Yg 4 ba"™'ydz,

che & pure un differenziale binomio, ma nel quale gli esponenti
di 5 fuori e dentro la parentesi sono numeri interi.

Posto p= -g— (il caso di p intero rientra in quello studiato
al n. 33), per integrare il differenziale

dl=x™a + bx")% dzx,
cominciamo dal tentare la sostituzione
a+bx"—=y",

la quale, dandoci

r qdr—1 (o7 2H -
dl=— ¥ (y"—a) = dy,
nb »

riesce a rendere dI razionale in y nel caso che i numeri m

. . m+ 1 . . .
ed n siano tali che risulti un numero intero.

E questo il primo caso di riducibilitd a forma razionale.

Se m+1

non ¢ numero intero, si provi la sostituzione

axr™™ + b—y" ossia a+bxt—zx"y",
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la quale, dandoci

m+l+ q :
_ ra n» r yQ’H—l d
d[—— m--1 +-L+‘ 3/1
n (y"_b)'—n‘—' r
m+1

riesce a rendere dI razionale in y, se +—% é un nu

mero intero. £ questo il secondo caso di riducibilita a forma
razionale, che pud presentarsi se non & verificato il primo.

39. Diamo ora delle formole di riduzione, che servono a
ridurre la integrazione d’un differenziale binomio alla integra-
zione di tipi piu semplici, che potremo ottenere in termini fi-
niti, colle indicate sostituzioni, quando il primitivo differenziale
binomio soddisfaccia ad una delle condizioni di riducibilitd a
forma razionale.

Posto nuovamente 3—:;3, abbiamo, integrando per parti,

(1) f o™a+bapdr = [amH gt banpds

' __z™h(gy prrph _m—n+l
_ n(p+1)d (p+1)nbd

f a™(a + bamp+ dz,
) f @™+ ba"pP do

_z"P(@a+ba)y  pnb
_ m+1 m+ 1

f @™ (0 + bam)p- da,

le quali formole, valevoli sempre, eccetto il caso m——1
per la seconda, opereranno una utile riduzione se nella prima
é lm—n|<|m|, |p+1]<l|p|, o nella seconda |m +n|<|m|,
lp—1<p.

Ma si ottengono formole giovevoli in ogni caso nel seguente
modo.
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Nel secondo membro della (1) poniamo

af 2% Ha+ barPdz+b fo™(a+ ba™) dx

in luogo di fax™ " (a+ bx")*¥ dxr, e nel secondo membro della (2)

% f x™(a+ bx™)Pdx — % f z™(a +bx P~ do

in luogo di fz"+"(a+bo")*~da, e. fatto cid, risolviamo le
(1), (2) rapporto a fa™(a+ba"™)P; otteniamo

@) f x™a + bz"Pdx
__am (g 4 hanp+! (m+1—n)a ——n .
(m+1+np)b (m+ 1+ np)b " ™a -+ ba™Pdx,
(4) f a™a + bz"yPdz
_a™ (g 4 pz)? npa

m n 1
m+1l+np " m+1l+np @™a+ bz")"dx.

Cambiando poi m in m+mn nella (3), e p in p+1 nella
(4), abbiamo '

5) f a™a+ b)Y’ da
L _2"Ha+bxmt (m+lintnpb L n
(m+ha ~  (m+1)a fx @t bapdz,
(©) [aa+barpao

____a™(a+bzmh Lmtitatnp
n(p+1a n(p+ 1)a

a™a -+ ba)rdz.
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Queste formole valgono in ogni caso, solamente le (3) e (4)

1 + p=0, ma al-

non valgono ‘quando’ 7+ 1+ np—=0 ossia

lora siamo nel secondo caso di riducibilitd a forma razionale,
e la (5) non vale quando m +1—=—0, ma allora siamo nel pri-
mo caso di riducibilitd a forma razionale.

Ora ecco come queste formole possono utilmente servire.

1) Sia m+1=h , h numero intero e sia m > 0; allora &

anche £ positivo, qualora n si supponga positivo. La formola (3)
applicata successivamente riduce il nostro integrale ad altri
della stessa forma, nei quali I’esponente di # fuori della pa-
rentesi & successivamenie m—n, m —2n, m—3n,..m—(h—I)n,
I'ultimo dei quali, ponendo nella (3) m — (A —1)n in luogo di
m ed osservando che m+1—nh—0, &

(a+ byt

—(A—1)n ” —_—
fa: (a+bao™Pde — WD)

ed otteniamo cos} il nostro integrale in termini finiti algebrici.
Esempro. — { 2'Y(a + b2%)Pda; qui abbiamo m —14, n =5,

h=3, per cui applicando la (3) otteniamo

z%a+ br® )P+
53+ p)b B+ )b

f ©¥a + bSPdo—= f (a+ br’)"da:

" (a+ byt _ 2a0*(a+ bxyr+!
5GP 5B +pC+ P T Gp) (2+p)b" f #a+ba’pde

_ O+ b 2ax(a + bz®)P+ 2at(a+ babyp+

53+p0 5GP CTpF T 5@ Cp)iipF T

m+1

2) Sia m <0, ed =—h, h intero positivo; la for-

. ST R i, £1 Ao AFL ST

TR

L 2




mola (5) ripetutamente adoperata riduce il calcolo dell’inte-
grale proposto successivamente a quello di integrali della stessa
forma, nei“quali' I’ esponente di @ fuori della parentesi & suc-
cessivamente m +n, m+2n, ... m+nh; perd all’ultimo non
possiamo pil applicare la formola (5), perché m +nkh+1=0,
e lo si dovra percid integrare mediante la sostituzione relativa

al primo caso di riducibilitA a forma razionale.
3
ESEMPIO. — f 2% (1 + bz*) " 5dz

@7(l + br”)S__ 136
27 15

3
f 29 (1 +52°) s dz

. —
(1 +ba)E 1362 (1+b2)"F 52b fm-'°(1+bz')sdz

== 27 270

}
20 (1 + ba%)s L 13b2(1+ batyt 5B (l+ba)F

== 27 270 - 675

525°

3
——— —1 ul
o5 | ® (1+02°) ¢ do.

Per calcolare I'ultimo integrale poniamo m——1,n=—9,

a=1, ’%1-_0 g=3, r=—5, 1+ b6x°=y~® nelle formole

di sostituzione relative al primo caso di riducibililtd a forma
razionale ed avremo

f.'r'(l+ba:9) 5dx—5fya(y
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oppure poniamo ¢ =—3, »=>5, 1+ &2°—=y" ed avremo

3 A : 1
fw"(1+bx’)_5da::]fﬂl=—g,—+—— ydy

B)y—1"6 3 )y—1

_v 1 rody ) oy—1

et o)1 ) Pyt W

—¥v .1, 1 1‘1 thy+1
=% +glgly—1)— qglgl' +y+1)

2y+1
- — are =,
=174 8 V3
che si esprime per z ponendo y={(l+ b:v”)';‘ .
3) Se m: ! +p=——h, k intero positivo, ossia m + 1 +np

+nh=—0, la formola (5) successivamente adoperata riduce il
calcolo del nostro integrale successivamente a quello di inte-
grali della stessa forma, e nei quali gli esponenti di « fuori
della parentesi sono m+n, m+2n, ... m+ (h — )n, I’ ultimo
dei quali, in virti della stessa (5), diviene

aH—lnd (g 4§ gn)r
m+G—n+a

9

fxm-Hl—l”l(a+ bw”)ﬁdx —_

cosiché otteniamo il nostro integrale in termini finiti ed alge-
bricamente per .
Esempio0.

10
fa:(a+bx‘)"7dw, pel quale 8 m—1, n—=6, p = — -:;9,

m+1
—:—+p=—3; avremo
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7
6\—73 10
f.r(a ipy =TT (o by e

7 7
__aa+bat)y"y  3bria+ba’)”v 9B
= 52 + 7 toa | (@ +ba®)~ adx

e+ baT | Brfa+ b | 9ar b v i
=" % i 28

7
__za+bxty" ¥ 3bxt 9b’:v"]
- 2a [l REPT R VYo C.

4) Se m+1 +p=h, h intero positivo, la formola (3) ri-

duce I’ integrale proposto al calcolo di integrali della stessa
forma, nei quali I’'esponente di 2 fuori della parentesi é suc-
cessivamente m—n, m—2n, ... m —Ahn, ma all’ultimo di
questi non & piu applicabile la formola (3), perché m — An +
1+ np=0, e bisogna integrarlo colle formole del secondo caso

di riducibilitd a forma razionale.

EsEmpIo0.
fw‘(a—x");—dx
. 4 . . 3 na
_z (@ Zx’)a + _3_ .z(a—x‘)?dx:z (@ —;m )3 _a(a-;xx )3
w"(a—zs)sLda,

e per calcolare I’ ultimo integrale usiamo le formole del secondo
caso di riducibilitd a forma razionale, le quali, ponendo in esse




+1

3

|
s
I

m=—2, n=3, g=1, r=3, b—=—

a—x®
z

ydy dy
Jrta—erae=— [H=—ys [

1 dy 1 rly—2ay

=1g?, ci danno

=TVt ) yrT T3 ) =yl
1 1 1 2y—1
=—y+—=log(y+1) ———log(y*—y+ 1)+ —=arc -,
y3g(y)ﬁg(yy)l/3tgl/3

@3_‘.

— 3

che otteniamo espresso per # ponendo y=(ﬁ—;)—.

4) In ultimo, se non & verificata alcuna delle condizioni di
riducibilitd a forma razionale, le formole (3) o (4) adoperate 2
volte di seguito riducono I'integrale proposto ad un altro nel
quale I’esponente di & entro la parentesi é m — hn, 0 m + An,
cosichd, se |m|>mn, potremo prendere % in guisa che risulti
|m=hn| <n. Fatto cid, le formole (4) o (6) adoperate /' volte
di seguito riducono I'integrale ad un altro nel quale 1’espo-
nente della parentesi & p — A’ oppure p+A’ e quindi potremo
prendere 2’ in modo che risulti [p=A|<1. Avremo cosi ri-
dotto I'integrale proposto ad un altro della stessa forma, ma
pit semplice, che pert, generalmente, non sapremo conseguire
in termini finiti.

Ad esempio, colla formola (3) riduciamo la integrazione di
fa"’(a+bz’)%'dx a quella di fz'(a+bw‘)?7dx, e colla formola

(4) quella di questo alla integrazione di fx’(a+ba:")?ld1'.
Cosi ancora colle formole (5), (6) il calcolo dell’integrale

4
JaYa+ba*)"3dzx si riduce a quello di f ——dr—,
(@ + ba*)s
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40. 1l differenziale

x™ax® + bx")Pde,

scritto nella forma z™+?(q -+ bx"*Pdx, diventa un differen-
ziale binomio, e si integra coi metodi precedenti.

EsERrcizl.

2 D 2
L fﬂ.’”_—_—_%(sxu 629) (1 — 25 .
x

Vi—
2 f_iz_m
' (a+dz)|/ 1 +a*
N Va+bb)/ 1+2— |/ a* v bt) +a(a+ bx)
Vb hia + bz)
3 - dx
' (a+ba))/i =2
N -
(a+d)(1+x) b
arc ; se |6]< |al
([/a’—-b' 6 (a=-b)(1-x) eI<|
) V F—apl)/ 1——/ F—a")—a(a+bz)
él_/—z —l o8 : a(a + bx) se 6| >]al
_1YlL== se a—b
f dx 1 +2
(@+ba)l/1—a" " Tz
R VA se a——>b.

l—=2
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al/l —«*

da 1
4. e Sl Al
‘ f(a’+w’)[/1—z’ al/l+a“arctg:p[/l+a'

(Giova eseguire una prima sostituzione a®=y).

5 . f dz
) (a*+ 21 + x°
1 2, ¢ T z__
log “1@ +axl/ 1+ —al/ ad—1 o a>l
2al/at --1 +at+a)/1+22 + al/a*-1

2, 2 Tzt
an'cl;gz +attal/ Lo se a<l.

1
(al/ 1—at al/1—a*

6: Posto R=a+2bax+cua® &

= . 2ac—3b+bcx+2c'x*, - blac—bY) (dx
IIVR dz= 6ct VR— 4c* VR’

nA__1° Y X b 2 3 —
fx'l/ﬁ dw____b(lob l.3ac)+(3a(;2 - c::b Jer+2bcta*+6c%x VR

_ (ac—>b*) (ac—58%)  dz
s VR’

de _ b+cex
VR~ (ac-8)/R’

z'dx __ab+ (2b* —adc)x 4 1 razx
fl/l_la T (@—&cyrR c¢J VR’
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adz — 1 [(ac+b’) (b+cx) ab+(2b‘_——-ac)a:]
VRO . Beac-LoY) /'R ac—b* R )

7 f a'dx z*
(a+bx')':' 3a(a+ bz')%

AN

8. f d'b‘ =_]_ I/4+3°u_2
oVitser  n e

9. V'T_J'_ad =1 2% —arc sen -2 .
Y 2 = log(x +|/2* — a¥) —arc sen ~

f[s/:?(a /7 ;—dw = Z@Z‘?_ﬁ.—@(y;_ 5a

*1@33_1%[ mwx p. “”’V”w]

Va
s 2 ° a+¥z 3
—log(l/a+bl/x-l/b)+[/darctg ~ -;-/Ez d
Va V3V B

11, Se m & intero positivo abbiamo

z"dx — Va+ b [zm—l (m—1) L2 ™S
JVarbat  mb T (m—2) b

(m—)(m—3) & . (m—]) (m—3) (m—5) a®
(m—2)(m—4) & (m—2) (m—1) (m—H6) b

™.

+
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[ (m—1)(m~B)5:3 a?“w] fm—1)m—3)..3.1a% [ dx
T (m—2)(m—4).:42 p7 7 |7 mm—2).. .2 e Vatba

+ " sem & pari
L m—1)(m—3)..42a"%
= (m—g)(m—4)...5.3b'1,ﬂ]

se m & dispari;

dx _ l/a+ba:’[ 1 m—2b 1
™

"/ a+ bat — (m—1)a “m—-3 a "

(m—2) (m—4) & 1
(m—3) (m—>) at g™

+

L (m—2)m—4)...253" 1

—— se m & pari
(m — 3)(m—>).. 31 gt &

(m—2) (m—4)..35°T " 1
m —3) (m—5)..2 =I5

v
(

a X
L (m=2) (m—4).. 31b 3 ar & dispari :
F 1) m =3 Vare se m ispari ;
\L log (ba+)/ b/ a+b") se >0
dzx V—5
Varbast | o Vaibe—a
— —— arc — se $<0, a>0;
V-b 8 zl)/—b
— i
\71— log w_-gb_m_l se a>0
f iV a ;—bz‘ Py ) 7
ﬁamtgw se a<0, >0,
V—a V —a




00 °

1o (_(+ahde 1 iia+ )2
DO Ly 1420 Y2 T T—xt

(si i)onga lw Ki, :y) .

e 2
13. _L_.t—__)-(ﬂ”_ = —l arc sen ————-xl/z, .
(1+2Y) V142t V2 1+

[R— PE— | 3
14. Il differenziale f(z, |1+ x%)(x +/ 1+ 2% » dx, dove
m,n sono interi e / & simbolo di funzione razionale, si riduce
razionale in z colla sostituzione z + |/1 + 2* =23".

qw+ |/ T ) m
Es.: j‘a:(a:+ AL P _Z—(J:+l/l+.r’)7‘

Vitat
+Vita) 1 __E]
m+2n (m—=2n) @+ 1+ay)t m

15. Sia il differenziale f(x,y)d.x, dove [ & simbolo di fun-
zione razionale e la y & definita come funzione di « da una
equazione della forma

aoym _,_alym—l‘v + alym_"”"*' e + am—lyzm_l +amzm
=by™ '+ o y™ ' + . .+ by ™ b k™
allora, posto y—uz, si trova

b b L+ b by
T oa™+as™ M . b a2 +a™

y— Bo2™ + 83" Lo+ B3+ B2
Toantt ad™ '+ a5 +a™
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e, preso 4 per variabile, il differenziale proposto diviene ra-
zionale in z. :

CosT" abbiamo, essendo y® —2x*+ 3xy —0,

f!/d‘”—f(l/x’+l/a3+z“+l/r’ m)m_s —"2)1!

3 — 3 —
dove s=V2Va+V/1+z+Va)/s )/ T+ o,
Vx

16. jVT+w I+ 1V1+|/1+ﬁ :
V1+|/1+z-

Integrazione di alcune funzioni trascendenti.

4l. B quasi superfluo notare che i differenziali trascen-
denti della forma f[u(x)] w'(x)do, ove u(z) indica una qua-
lunque funzione trascendente e f & simbolo di funzione razio-
nale, si rendono razionali ponendo w=—wu(+) e prendendo u
per variabile. La stessa sostituzione riesce poi utile sempre
trasformando il differenziale integrando in f(u)dw. Cosi ab-
biamo immediatamente

dx
— log (arcsenz — a)+C,
fl/l——x’(arcsenx—a) °8( z-a)

dz(arctg &)™ __ (arctg z)™+
f (I+a) —~  m+1

+C,

dx
—_—— =log[log z+ |/ 1+(log 2)*] + C.
fa: 1+ (log = g llog (log 2)']

42. 1 differenziali della forma f(e*®)dx, dove f & simbolo
di funzione razionale, si rendono razionali in y ponendo
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e —y, giacché allora

fler)dz=—- fl)dy.

edey 1 dy
EsEmpI0. —cﬁl——_ fy‘—-l
1 . 1 a1 az 1 2e%% 4+ 1
=3 log (e**-1) ba log(e***+e**+1) a3 arctg %3 +C.

43. Sia da calcolare I'integrale 1= fu"Pdz, dove u &
una funzione trascendente e P & una funzione qualunque di x.
Fatte le posizioni

(1) fpdx_P,,fP, ——dx—-P,,fP,-(-lid'v——Pa....

si ottiene, integrando per parti,

I:fu"Pdm::u"P,-—nf u" P, —-gu—dw

du du
n—1 n—1 n—2
fu P, iz doe —=u""'Py—(n l)fu P, 4 dz,

f u"t P, Zif de—=u""*P;—(n—2) f w3 Py %dm,

cosiché, se » & intero e positivo, ricaviamo
[=u"P,— nu""' Pyt n(n —1)u"2Py—n(n-—1) (n—2u>P, +..
+(—=1)nn-1)(n—2)...2.1P,,+C,

e la questione é ridotta al calcolo degli integrali (1).

Ry ol




103

Esemp1.

1) I——f(arc sen z)* dz. Abbiamo » —arcsenz, P—1,
daw S
= (Pdz=z, P :f L VS
I f 2 l/l—_‘ l/ &z

:—fl/l-—,c’ T_::—-’L’, P,= %zvl_w”

5 4z
PS": fl/l—x!l/l—:ﬁ:x,

e in seguito le P si riproducono periodicamente; in conseguenza

I = x[(arcsen z)* — n(n — 1) (arcsen z)*~*
+n(n—1) (n—2) (n—3) (arc sen z)*~* — .. ]

+ /I =z [n(arcsen )" — n(n — 1) (n— 2) (arcsen z)*—*

+n(n— 1) (n—2) (n — 3) (n — 4) (arc sen 2)*>—...] +C.

Questo risultato si pud anche ottenere ponendo arcsenr—y
e poi usando la formola dell’ esercizio 33 a pag. 50.

2) Ja(are sen @) dos;
_ __at 1 1
P=x P,.=, P,_Tarcsenx— 1 z)/1—a,
P,= 1 arc sen X ———— — rdx
3_—4— Ir'cC se -—-a;’ 1 f
— ] ‘1 1 2
_rz—(arcsenm) —3s

P4:—-——4.2.3- (arcsen r)®* — R arcsenx+ m_r [
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P, (arc sen x)* — 1-7!5—2— (arc sen )t + 1 *

1
=123.4 igez™

per cui

f z(arcsen x)* dx — -—;— (a:’ + —2—-) (arc sen z)*

+ z}/1—r* (arc sen x)* + —g— (—x'+ —%) (arc sen 2)*

€

——%acl/l—x'arc sen x + %w’+0.

Si vede da questo procedimento come si possa anche deter-
minare f a(arc sen z)*dxr quando n & intero positivo.

44- | differenziali della forma f(sen®, cos®)dzr, ove [ &
simbolo di funzione razionale, si riducono razionali in ¥ me-

diante la posizione tg %z:y, poiché, avendosi

__ _Rady _ 1 1 2
doe—= T+’ sen z—2sen 5 L COS - r == To
1 1 1—y
— ¢ ] 1=y
cosz=cos' 5 @ —sen’ 2=,

il proposto differenziale diventa
L+’ 149/ 1492

EsgMpPI

1) dzx —o dy _ 2 dy
fa+bcosa:_ a+b+(a—by*” a—b a+b+y,
a—b
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e quindi
/, l/ A
I/a’ B g( btg 2 )+C sela|> (3|
1 e
1 o tg—z- +Vb_a+c wn
—_— »
_ Gz _ Vo-a tg—l—-x-l/a+b
a-fbcosz 2 b—a
-——‘II—cot—;—w+C »a——b

2) I=fasen.c+bcosas+c f(c—b)y 1 2ay+c+b
e quindi

(C—b)tg-2—+a
arctg — +C se ct>at+ b

Vct—b—a*

l/c'-b’ at

1 (c—b)t8—£+a-—l/&'_+-_b"_:c?
Vao—a ¢
(c—b)tg - S ra+laFr—¢

se ct<at+ bt

+C

- 2 +C se ¢*=a'+ b*(escluso a=0, c=b).
P
(c—d)tg 5-+a
Se ¢—=0, abbiamo
d STt
f dz 1 ““btgﬂz‘-fl/a%b o
asenm-%—bcosx“l/m og .

a—btg—,a)i +V @+ B

T ket 7 ekl T A TNl he AL
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Questo integrale possiamo anche ottenerlo direttamente,
- z
senza, usare la sostituzione tg =}, nel seguente modo.

Posto a —pcosk, b—psenk, da cui P:l/a’-!—b’,

k—arctg —Z—-, abbiamo

dv 1 dx
fasenx+ beosx»™ p ) sen(r+k)

z
‘3
@ L2+
1 a5 1 cos* —;
e c+k  z+kT z+k
sen —5— €08 —5— tg P
1 z+k 1 1 b
__-P—-logtg—2-—+C_lmlogtg?(w+arctg-a——)+C.

Se il differenziale fosse della forma f(sen®*z, cos*a)dr,
basterebbe porre tgx—1y, poiché

dr—= lfly’ , sen*x— lfy' , costz— l—-_fl_y;
Esemero. — f cos‘wiﬁen‘x =. _:::-t} dy
= [/l.&_ arctg '/_—V;i +C = Vlz_arctg ll/f_t?; +C
= l/lz_ arctg (tTg/?.) +C.

45. La integrazione dei differenziali della forma Pdx, dove
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P indica un prodotto di seni o coseni di funzioni lineari di
x, si effettua facilmente nel modo seguente.
Supponiamo primieramente sia P —cos (az I d) cos(a'r + b');
poiché, come & noto, si pud scrivere

P= —;—cos[(a+a).1:+b+b]+ ! cos[(a—a')e+b —b'),

abbiamo

fpd‘_sen[a+a)x+b+b]+ sen[(@a—a)z+b—-b'] +C

2(a+ a) 2(a—a))

che vale se a+a', a—a' sono diversi da zero.
Se a —a'=0, oppure a+a'=0, &

dex: sen(2ax+ b+ b') . cos(b--—b) 40
4a . 2
dez:wcos(b+b)+ sen(2az+b—b)+c.
2 4a

Se P ha la forma generale di un prodotto di = fattori

P=cos(ar + b) cos(a'z +&') cos(a’"x+b")....,

si intende come possa ridursi alla somma di 2" termini,

il cui tipo generale sara —2:_—lcos(azw+ f3), e quindi si calcola

immediatamente fPda.
Il caso incui i fattori di P siano tutti seni o in parte seni
e in parte coseni si riduce subito al precedente, osservando che

sen(azx + b)=—cos (am+b—- %)

EsemMP10. — Volendosi fcos®z da, dove n & intero positivo,
nn—1)...(n—k+ 1))
1.2..k

rammentiamo le formole (n,,:
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27— cos™x == COS N + A1, €os(n — )z + nycos(n —4)z -+ .. .

l .
n%_l cos 2z + > n% se n & pari
+
N, 3 c0s3z+mn,_cosx se n & dispari,
T i
ed abbiamo
o (cos® ada = B g, sen(n —2)r i sen(n —4)z .
n n—2 n—4
] .
S 2+ C se n & pari
2

-+

N, senx+C se n & dispari.
Tt

Il valore di [ sen"xdx si ricava da questa stessa formola
. .o . .
sostituendovi T;——a: in luogo di 2.

Troveremo ora altre formole che ci danno gli stessi integrali.
46. 1 differenziali della forma

sen™z cos™xrdz

si riducono a differenziali binomi mediante la sostituzione

1 dy

t | coszde—dy, dr— — >
Q- ®

(1) senx=—y, cosz=(1—y*)

giacché otteniamo
n—1
sen™z cos"zdr—y™(1 —y?) * dy.

Le formole (3), (4), (5), (6) del n. 39, ove in esse si faccia

n=2, a=1, b—=—1, e si sostituisca ¥ in luogo di'a:, 1_2_—3—_]
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in luogo di p, e poi si ripassi alla variabile # mediante le (1),
ci danno le seguenti formole diCriduzione:

(2) f sen™» cos™ x dx
sen®™'xcos"Hae m—1
=— + sen™ %z cos®.xr dx
m+n m+n f ’
(3) f sen™z cos™ 2, d

__sen™'gcos"rx n—1
T m+n m+n

f sen™xcos" r dux,

(4) f sen™z cos" x dx
sen™H rcos"My m+n+2
= -+ + sen™ g cos" xdr,
m+ 1 m+ 1
5) f sen™ x cos*& d.r

sen™H g cos"™+r m+n+2
n+ 1l n+1

f sen™z cos" ™ x dw,

delle quali le due prime valgono sempre, eccetto quando
m+n=—0, che & un caso di riducibilita a forma razionale pel
precedente differenziale binomio, la terza vale sempre, eccetto
quando m+ 1=0, che & pure un altro caso di riducibilitd a
forma razionale pel differenziale binomio, e I'ultima vale sem-
pre, eccetto se n=—1, nel qual caso il differenziale binomio
é razionale.
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Notiamo che nel caso m4-72—0 si ha la formola di ridu-
Zioie

© f tg™ x ds = f tg™ta(l +tg*z) do — f tg™*z dw

"% o
= ftg xdx.

Le precedenti formole di riduzione si adoperano in modo
analogo a quello per gli integrali a differenziale binomio. e
permettono in ogni caso di ridurre I'integrale fsen™zcos™zds
ad un altro in cui gli esponenti 7 ed » siano numeri i cui
valori assoluti siano compresi tra 0 e 1.

Nel caso speciale di m e n numeri interi (caso che & com-
preso in quello trattato al n. 44, ma che giova meglio consi-
derare in questo modo, e cui corrispondono casi di riducibi-
litA a forma razionale pel corrispondente differenziale binomio)
le formole precedenti permettono di ridurre il nostro integrale
ai seguenti, che otteniamo in termini finiti:

fdw:z.fsenxda;:—cosw, fcosa:da;:sen x,

sentz costr " sen2z
2 +C—_T+Cl:'——-4—3—+01,

fsenxcosxdz::

en o . (COS X
dz——logcos@, | —— dx—Ilogsen &,
cos sen x

dr

dz cos® x
f———-— = = log tg x,
SenN & CoOs & tgw




111

dw dx — o 1
fsenx_‘f 1 I ey
2sen - xcos o &

2 2

fég:—x: )—l°gtg( )

sen(w + =

E a notare che alcune volte la integrazione pud compirsi
senza ridurla agli integrali precedenti; cosi se si arriva a un
integrale fsen™xcos@ dz, possiamo sostituirlo subito col suo
sen™+! g

valore .
m+1

EsEwMpI.

1) Ponendo =0 nelle formole (2), (4) e cambiando  in
— m nella (4), supponendo poi 7 intero positivo, ed applican-
do ripetutamente tali formole, si ottengono le seguenti, che
potrebbero anche ottenersi dalle formole dell’ esercizio 11 a
pag. 98, ponendo in esse a—=1, b—=—1, y in luogo di = e poi
y—senxz,

f sen™x dx — — [sen”‘“:r 4 ———sen™ 9y
m— 2
(m—1)m—3) . .
(m_z)(m_4)sen o+, ..

(m-1)(m=3)..3 senx] G (AN T5 SR

(m-2)(m-4).2 m(m-2)(m-4)..4.2

(m-1)(m-3)...2
(m-2)(m-4).3.1

+C se m & dispari,
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dr _  cosz 1 m—2 1
sen™ax TOML.gpd— 1 |sen™ '@ = m — 3 sen™ 32

(m—2)(m—4) 1

+ (m— 3) (m—>5) sen™*x

se m ¢ pari

(m—2)(m—4).2 1
(m — 3)(m —5)...3 sen 1:]

~

+

(m—2)(m—4)..3 1
(m —3)(m —5)...2 sen® z]

(m—2) (m —4)...3.1

(m—1)(m —3)...2

/
l
\n

. . T .
Cambiando in queste formole z in 5tz otteniamo

dx
cos™ x dw, -
cos™x

2) I = fsen'® cos*x dx.
Applicando la formola (2) abbiamo

| — se’ xcos’w 3 son® x cos' & d — sen®x cos’ x
=~ "10 *To f = )
- 3

—_ %_senx cos’z + 50 f cos’zdx,
e quindi, sostituendo per fcos®.cdz il suo valore,

I= sen’zcos’® —— sen & cos’ &

- 10 80
4D seng cos* & + b cos’r+5'3cosw +—3————P'3 t+C

80 6 [ | 4 T Th.2 80 6.4.27

3
3) l:f[/senwcos tzdz.

logtg ;—z+ C se m é dispari.
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Applicando la formola (3) abbiamo

3 1
sen*zrcos tx

) 1 — -1
I= 5 +4—fl/sena:cos T da.

Per calcolare I'ultimo integrale lo trasformeremo nel cor-

rispondente integrale a differenziale binomio col porre y —sen z,
cosiché

—_— -1 L -3
f[/senzcos *zdx:fy’(l—y’) Tdy

. 11—y
Poniamo
¥

—23* (abbiamo il secondo caso di riducibi-

litd a forma razionale, m+ 1 + g _ 3 3—: 0)ed avremo
n r 4 4

1 -3 dz 1 1—z)/2+ 28
1(l—9y®) sdy——2{ =—N1o =
fy =" <y #+1 212 8 1+ 2)/2+2°

1 /2
— V__z arc tg T—2
ed in conseguenza, poiché

4 4
l—u* |/costx _, ,——
2= V 7 Vsen’ =V cot ,

abbiamo in ultimo

3 1 -~ —
2 sen?TzcosTx 1 1-)/2)/ cot z+cot
sen cost xdx= + Io —
f 4 2 8)/2 & 1+}/2)/ cotz+cot z

4|1/— arc tg vz ch):? C.

8
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4) 1= fsen™ g cos*x dw;

applicando-'la''fermola (3) abbiamo

__sen"" g cos*x

sen"xcosx d
m+3 m+ 3 z

__sen™Mgecosta 2sen™t g

m+3 +(m+3) (m+ l)+C'

47. Speciali artifizi, e specialmente la integrazione per parti,
permettono di integrare alcuni differenziali trascendenti.

1) Integrando per parti, prendendo una volta e** e I'altra
cosbax come fattore finito, otteniamo

e%*sen bx a
e cosbrxdr ————— — — | a**senbx w dz,
b b

ax
f e%% cos bz dx — _g___c:;)s_bg_ + Z—fe“‘f sen ba dx,

dalle quali due formole, eliminando prima 1’ integrale dei se-
condi membri, e poi quello dei primi, ricaviamo rispettiva-
mente

bsenbx + a cosbx
J.e""cosb::}da::e"."p po )

asen bx — b cosbx
at+ bt

fe“‘” sen bx do — e°®

2) Si ottengono pure in termini finiti gli integrali

f " e** cos bz dz, f " e sen b da,
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quando n é intero positivo, giacché, integrando per parti, ab-

biamo
f " e** cos bx dx — x" % bsen f::(;:os ba
A x™! e**sen br dz— Jg—fw""e“cos bz dz,
a'+ b1 a+ 8
fx" €% sen b dov— 2" v 2220 b:' :bb’cos bz
- a',-:-ab’ z"! e**sen bw dx + oT'”Tbb" " %% cos b d,

formole di riduzione, che ripetutamente usate riducono i nostri
integrali agli integrali precedentemente considerati. Cosi, ad
esempio, abbiamo

bsen bx + acosbx
a*+o*

fxe“’ cos bz dx — e

— aTbb’ e** sen ba da — ﬁfewcosbxdw

2

z(b sen bx+a cos b:c)+ cos bx — 2ab sen b.t] +C.

e
Ty e T @+ b

3) L’integrale fi°logx)*dz, posto z—¢eY, si riduce a

fyre=tvdy, che sappiamo conseguire in termini finiti se n &
intero positivo (Vedi n. 21), e si ottiene

f z"(loga:)"da:— [(log )t — — (log zy—
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- nn—1) n—t__ e M —1)..2
+ @Iy (log z) ot (—1) @ logz
nn—1)...2.1
+(—1)" (a+1)” ]+C
che vale per a qualunque diverso da — 1, e per a—=—1 ab-
biamo

(loga)" . _ (logay+!
f T+l +0

4) Integrando per parti, prendendo e** per fattore finito,
abbiamo

f— do=— n—l):z:"‘l n—lfa"“

la qual formola, quando 7= & intero positivo diverso dall’ unita,

ripetutamente adoperata, riduce il calcolo del nostro integrale
. (e**dx . .

a quello di f ,» che perd non sappiamo conseguire in

termini finiti.

Posto e*” =y, quest’ ultimo integrale diviene f %, che

suole considerarsi come una nuova trascendente, cui & stato
dato il nome di logaritmo inlegrale o tperliogaritmo.

48. Abbiamo calcolato al n. 21 I'integrale f e**flx)dz, ove
[(x) é funzione razionale intera. Se f(x) é funzione raziona-
le, decomponendola nella sua parte intera e in frazioni sem-
plici, avremo da calcolare integrali della forma f x™e** de, che

ax

. e
conosciamo, e della forma f

, che abbiamo precedentemente con-

i quali, posto » — a —y,

.o e
si riducono a e** f "y

siderati.
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Sappiamo pure conseguire in termini finiti gli integrali della
forma

ff(w , % | @ L. g®) din,

dove f & simbolo di funzione razionale intera, giacché questo
integrale verra a essere composto dalla somma di integrali della
forma

A | aremsz e, oicmgdr—A | z*e* d,
dove A indica una certa costante ed & A—=ma+kb+...+ lc.
Notiamo infine che, se negli integrali considerati compa-

rissero delle esponenziali a”, essi si ridurrebbero ai precedenti
osservando che g*—e®'%8 9,

EsERcIzI

1. fﬁlizi)-d—”z[log(logw)—l]logx.

dz 1 a «
2 [ = [ v+ e e )
1 l/a+be‘“‘

0
el Va+bew+1/' se a>

2 |/ a+bex®
3. f = — arctg " ——— se a<0
l/a+be°”‘ «/—a 8 V —a
—_ 2_ se a—0.
o)/ ber=
sen*« cos® ¢ tg*xr do 1 1

-

(sen*z + cos® z)* = (T+tgztcos’z 3 l+tg’
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I | “a
5 —T+TV a""tg(t/aibtgx) se a_+b>0
z a+b
sen*zdzr 6 8e T—o
fa-i—bcos’a: B
a+bd
_i_l_,/ a+blogtg’— o atb g
b 20 T — se —<{;
\ b “ ge+ |/ _2te @
\ a
x 1
A A 2 arctg(l/&—btg ) se a_+b>0
z 1 a+b
cos‘xdx _ b_+btgw . se T:O
fa—i—bcos’.r -
r_ 1)/ _a log i 8 s 20,
b 20 a+b tg @+ a+b

mediante questi integrali si calcolano subito gli integrali

__dz__ e quindi anche _dx __) sen*z do
fa+bcosix( q fa_‘.bsengx ’ fm R

cos*rdx
fa+bsen’x'
6. coszdxr _ x a dx
fa+bcosx b b Ja+bcosx’

7. Si provi che si possono determinare, quando |a| & di-
verso da |b]. le costanti A. B. C in guisa che risulti identi-
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camente
(h+gcosa)dxr Asenx (B+Ccosz)dr
(a+bcosz)* ~ (a+bcosx)” f (a+bcosz)* *
. ag—bh ah —bg _ (n-1)(ag-bh)
Si trova A— Py o= T =

e quindi la formola di riduzione

(h+gcosz)dx __ ag —bh sen
(@a+bcosa)+ — n(a*—b*) (a+bcosx)”

1 n(ah — bg)+(n-—-l)(ag—bh)cosa:d
n(a® — b f (@ + bcos z)* ©

che riduce infine il nostro integrale a una parte finita e al-

I'integrale noto f

—_— (E .
a+bcosw (EULERO)

Cosi ad es. &
_cosxdr __ 1 asenx _ da ]
(a+bcosz)* ™ at- bt [a+bcosx fa+bcosa: )

h+gcosx
(1 + cos a)™+

Se |a|=1|&| avremo da calcolare dz, o
h+gcosz

. . 1
T—cos o™ dz i quali, osservando che 1+ cos z—2 cos* 5 %

1 1 1
— — 2 -_ — — — -
1 —cosz—2sen 5 — @, CoOST—cCos® 5 & — sen® 5 x, si ridu

cono alla forma di quelli considerati al n. 46. Cosi ad es.: &

cos o dx —-l—t __""___l_tsﬁ
f(l+cosa:)'_2 €3 6 8%

rcos2 sen2x

8 sen(w+l)sen(z'—1)clv__——2——— ry
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9. (sensen 2z sen 3z dp— _[00882 _ cosdz_ cosz,].
8 3 2
b-c)sen(b-c)p+acos(b-c)x
10, [ e I R
e senbxsenczdm z e s

iz (0 +C)sen(b+c)x+acos(d+ c)z
at+ (b+c)

11. | e*®cos(bx + c)dx —= a'e-:b’ [acos(bz + c)+ b sen(bx + c)].

12. Si dimostrino le formole di riduzione

%% cos"hx(a cos bz +nb sen bx)
at +n*h?

f e**cos*bxdx—

n(n —1)5* n—t
mfe‘“’ CoSs b.t dx
e%* sen" bx(asen bz — nb cos b)

a!+nibt

fe“” sen*brdx—

nin —1)0* et
@t fe sen”bs da,
utili se #» & intero positivo.

13. Si provi che, se n ¢ intero diverso da — 1, si possono
conseguire in termini finiti gli integrali fz™arc sen r dz,
Janarctgade; cosi ad es.: &

fx'arc sen & do— :)— [3z*arcsen z + (x* + 2/ 1 — =%,

arcsenxds _ 1—)/1—4* arcsena
f a® =18 x z

—

farc tgedxr lo x arctga
B gl’——l+z' z
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arctgxdw 1+/2x +a
14. —=2/ «w arct .x:+——-l
f A ap e Ve l—l/ 20+ x

— V2x
-— |/2 arc tg m.

logxdz 1 /xlogz log (@ + bx)
15. f = — 222

@+0xf —a \a+bz
log (1 — ) dz 1—)r 2
16. | 22—/ "7 2] ——log(1 — ).
yE TV Va8

17. f(l+tgz)|/1-t“‘gzdx=2|/——1_tgx

—WVZ =110g V2+1—tgz+/2(/2+1)(1-tgx)
V—+ 1—tgo—V2p2+ 1)(1-tgz)

VBT Taretg L2210 —tg)

V2 —l+iga
18. [Vl-;-l/senw = —2log(V/senz+}/1 +senz)
1—}/senx g
—I/‘Zlogl/z<l +senz) —|/sena — l.
[/senxz—1
19 z’dx __ a%(log 2)*+ 3a*(log 2)* + 62 log2+6
) eEm T 25 (log 2)*

3!—2
20. f (1 =232 dr= = [(l0g3)*(+* - )+ 2vlog 3+2].

(log 3
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I1. Intograli definiti

Alcuni teoremi sugli integrali definiti.

49. Riprendiamo ora lo studio degli integrali definiti, che
abbiamo cominciato nei n.! 1 a 14, mantenendo le stesse nota-
zioni allora adoperate.

Dalla definizione stessa di integrale definito si ricava, sen-
2z’ altro,

f Cflw)dz=C fb [(@)dx,

dove C & una costante.
Se ¢ indica un numero compreso tra a e & abbiamo

(1) Il ;(w)da:: f o Il ;mdz,

giacché la divisione dell’intervallo (a,8) in parti pud farsi in
guisa che un punto di divisione coincida sempre con c.
Dalla formola precedente si ha

¢ ]

[ rayio= {r@az— f f(z)dz = f flede+ ) @iz, ‘

c

e, poich¢ il punto & & fuori dell’intervallo (a,c), possiamo
asserire che la formola (1) vale ancora se il punto ¢ & fuori
dell’ intervallo (a2,d), supponendo perd che la f(x) sia data e
sia integrabile anche nell’intervallo che dobbiamo considerare
fuori di (a,b).
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Si ha poi evidentemente ancora, sotto analoghe condizioni
se i punti ¢,, ¢y, .. Cy;-alcuni o tutti, escono dell’ intervallo (a,d),

.f;‘(m)dwz f;’(z)dz + f;‘(z)dx +...+ ff(w)dm.

50. La somma algebrica di un numero finito di fun-
ziont tnlegrabili in un certo intervallo é pure integrabile,
e U'integrale della somma é uguale alla somma degli inte-
grali delle singole funzioni.

Infatti, se

22) = £i(2) £ A2 =. .. = (),

e indichiamo con S, la somma S relativa alla funzione o(x),
con S, quella relativa alla funzione f,(z), la formola

Se=8,%=8,+..%S§,

dimostra il teorema.

5l. I! prodotio di un numero finito di fatlori integra-
bili é integrabile.

Cominciamo dal dimostrare il teorema pel prodotto g(z)—
fi(@) fi(x) di due fattori. Formiamo per la funzione ¢(z) la
somma D—=23A,D,, e indichiamo con L', L", i limiti supe-
riori, con /,,l", i limiti inferiori e con D',,D", le oscillazioni
delle funzioni fi(z), fi(x) nell’intervallo %, e poniamo D'=34,D’,,
D"=Z3haD",.

Se si suppongono le fi(z), fi(x) sempre positive in tutto
I'intervallo d’integrazione, avremo

Ds S. L,s L"a - l’s l"a ossia Dc S LI:(L"a - l"s) + l"s (U: - l's)o
D, < L,v D", + ’aD's ’

e quindi ancora, indicando con K un numero maggiore dei li-
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miti superiori di £(@) e fi(x) in tutto I'intervallo d’integra-
zione,

D, <KD"+ D'y),

da cui ricaviamo

D <K(D"+D’),

la quale, ricordando che per ipotesi D', D" hanno per limite
zero al decrescere delle %,, dimostra il teorema.

Se le fi(x), fi(x) non sono sempre positive nell’intervallo
di integrazione, prendiamo due costanti C,, C,, tali che le
somme C,+ fi(x), C.+ f3(x) siano sempre positive in detto in-
tervallo. Allora il prodotto [C,+ fi(®)] [C.+ fi(x)] & integrabile,
e la formola

¢(@)=[Cy + /()] [C:+ £2(2)] — Cifs() — Csfi(z) — C,Cs

nella quale i termini del secondo membro sono tutti integra-
bili, dimostra che & integrabile la funzione ¢(x).
Dimostrato cosi il teorema pel prodotto di due fattori, si
estende, senz’altro, al prodotto di un numero finito di fattori.
52. Se la funzione f(x) é inlegrabile e si manliene in
tutlo I’intervallo di integrazione numericamente discosia
da zero piv di una certa quantila assegnabile, la sua in-

versa ¢ pure integrabile.

1
f(x)
Supponiamo primieramente la /() sempre positiva nell’ in-
tervallo di integrazione. Allora se L, /, sono i limiti superiore

e inferiore di f(x) in A,, si riconosce facilmente che —;—,—IIT

8 C

sono i limiti superiore e inferiore di F(l;)-in hy, cosichd avremo
1 __L,—{ D,

) .
=TI L SE®

,_ 1
D= —1
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indicando con K un numero minore del limite inferiore di f(x)
nell’ intervallo di integrazione;, dei quali numeri, per le ipotesi
dell’enunciato del teorema, ve ne & una infinita.
Dall’ultima formola si ricava

SAD, < 4 3h, Dy,

che dimostra il teorema.

Se poi f(x) fosse negativa o cambiasse segno nell’intervallo
di integrazione (cid che pud avvenire senza che la funzione
passi per lo zero, giacché pud essere discontinua) allora si os-
servi che

(a;)+l 1
fw) @y Far

e, poiché —— & integrabile e cosi pure il prodotto [f(x)+ 1] _,.
f (@) (f) /(@)

vediamo che & pure integrabile f(z)'

Da questo teorema e da quello al n. 51, osservando che
fta)
f(z)

Se le funzion? fi(x), f,(X) sono integrabili, e la seconda
st mantiene nell’ intervallo di integrazione numericamente
discosta da zero piw di una certa quantita assegnabile, il
f,(x)
(@)
53. Data la funzione f(x) finita e integrabile in (a, ) con-

| S .
= fi(x) G ricaviamo subito che

quoziente é pure integrabile.

n n
sideriamo le somme 2A,y,, 2h',y', relative alla divisione del-
1 1

I'intervallo (@,d) in n parti A,, in n' parti 4, e ai valori
¥s» ¥'s compresi tra il limite inferiore e il syperiore (questi
inclusi) di f() rispettivamente in A,, A';, e siano D,, D'; le
oscillazioni di f(x) in A,, A',. Indichiamo con %, le parti nelle
quali (a,d) & diviso dalle due scomposizioni precedenti, p il
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loro numero, y”, un valore qualunque compreso tra il limite su-

periore e l'inferiore (questi inclusi) di f(z) in %, e D", la
oscillazione di f(x) in %,. Avremo

hy=kogt1+Rata+ .. . +koyg
e potremo scrivere

bty =Rog¥ g1+ Roga ¥ age+ .o + ka+3 Y atg

+ ket — ¥ ag) + kate(Ws— Y ata) + ... + kaq-p('/c — .'/"d-f-B)v
ed in conseguenza

%‘h'y‘ :%kay": +A,
dove A & la somma di tutte le somme

ka-l-l(ys - !/,I¢+l) +...+ ka.-l-ﬁ(ys_ yua-l-ﬁ)

relative agli intervalli 4,, e poiché queste non possono nume-
ricamente superare

|k¢-l-l D' + kw Ds +..,+ ka4'ﬁ D.' ciod lh,D,l,
risultera |AI< |3lhsD,|.
1
In modo analogo avremo

'g;h'.'/':Z-?k,y”ﬁB dove |BIS|'-I§h'aD'aL
e quindi
M I%h,y,-—-%‘:h' W=I1a—B|<I3hD,| + 15K D).
Osserviamo ora che

|hst| > |ka+x D”rj:l + kach D"a-h‘*' coet kaﬁ-ﬁ Dua"‘ﬁl'

L TLaw s

ST
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cosiché
2 ? "
|§h,D,|_>_|2|.k,D o
‘ w
Inoltre, poiché i termini della somma 2#',D’; che non com-
1

. .2 . . . .
pariscono in 2%,D", sono quelli soli che corrispondono a inter-
1

valli 2, nei quali cade qualche punto della divisione di (a,d)
nelle parti &,, e questi termini sono al piti in numero di 7, e
ciascuno di essi non supera d'D,, dove @' & il massimo dei nu-
merl k|, e Dy & la osclllazwue di f(@) in tutto (a,b), avremo

|2h’ D, < |Zk D"| +nd'D,, e quindi ancora

(4 ”n
3#,0,| < 1ZA,D,| + nd'Dy,
1 1

in virtu della quale la (1) diviene

n ”n
13hys— EK /| S213R,D,| + nd D,
1 1 1

Supponiamo ora la scomposizione di (a, d) nelle parti 4, tale
che risulti

<o,

b
’i hl:yl’_ ff(x)dw
1

essendo ¢ un numero posmvo prefissato comunque piccolo ;
avremo allora

d

<2| i’h,D,'+nd'D,,+a,
1

e, poiché possiamo prendere d' e s piccoli come si vuole,
dovra essere

<2|%nD,|,

Shy— [ rps




n
lice che, la somma Xh,y, é un valore ap-
- 1
grale ff (x)dx, con un errore per ec-
a

m superiore al doppio della sommalg.'b,[), \
t

ma formola alla parte (a,a+A+ hy+..+h)
i ha la formola

s
ap-2hs

— [

ae f(x) integrabile in (a,’), ove non -é
tesso segno, cioé f(z) >0, oppure f(x)<0,
Mla definizione stessa di integrale definito,

Szlz‘lh,D,l.
1

b
0 oppure f f(x)dz <0 se a> b,

b
.0 oppure ff(w)dz <0 se a <.

(r) sono integrabili ed é f(x) > ¢(x), avremo

b b
(@))de= f F(2)da — f o(x)dz >0
b
de > f ¢(z)d=x se a>b,

1
dz S fq.(z')dx se a<b.
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Se ¢(x), ove & diversa da zero, ha sempre lo stesso segno

e m,M sonoyil limite| inferiore e superiore di /(@) in (a,d),
il prodotlo f(x) o(x) sard sempre compreso tra le quantita

b
my(®), My(r) o sard uguale ad una di esse, cosiché f [ (@) v (z)dx

4 4
sara sempre compreso tra le quantitd m fq(a;)dz, qu.(z)dz o

uguale ad una di esse, e percid avremo
[ o
(1) f f(c)¢(@)dx—k f ¢(x)dz dove m < k<M.
In particolare se ¢(x)=1,

4
f flz)de—k(b—a) dove m<kK<M.
Se f(x) & continua in (a,d) possiamo scrivere

] b
ff(x)qo(w)dm_—_f(a-l-S(b—a))fq(x)dx, 0<9<1,

]
ff(w)dx—_—r[u 5(—a)|(d—a), 0<5<Z1.

La formola (1) costituisce un teorema che suole chiamarsi
primo leorema della media; e si intende, senz’altro, la ra-
gione di questa denominazione.

55. Se le v,,0,,...0, sono quantitd tali che le somme
§ =0, $ =0, +0;,...8, =0, + V3 +...+ 0,

siano tutte comprese tra due quantitd a, 4, dove a<A, e
9
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se le ¢,¢,...¢, SON0 quantitd positive ed & ¢ >¢> 6> >¢,,
ayremo

0)) 88 <60 F el +, ..+ £,0, < E1A.

Infatti, poich®

Ul=8|, v,:s,——sl,‘03:83—8,,..‘0,,:8,‘—8,,_;,

&

€01+ 60 +evet €40n = {61 = €9) Sy + (3= £3) Sg + oo (Enmy = €) Spt + €nS 1,

e da questa, sostituendo in luogo delle s una volta a, e un’al-
tra A, abbiamo la (1).

Cid premesso, siano f(x), ¢(z) funzioni finite mtegrabnh in
(a,d), e sia ¢(x) mai negativa e mai crescente quando la va-.
riabile z passa da a a b.

Dividiamo !’intervallo (a,5) in parti A, tali che risulti
|§h,D,|<a, essendo ¢ un numero positivo comunque piccolo e

1
D, l'oscillazione di f(@) in A,; indichiamo con y, e z, i soliti
valori di f(«), () compresi tra il loro limite superiore e

inferiore (questi inclusi) in A,, prendendo 2z, —¢(a).
Peor la formola (2) n. 53 abbiamo

[3
a4-2n,

ff(.lt)dx—ﬁ;h,y, <g, (1=1,2,...n),

ossia
4 £
a4-Zh, . a+3n,
1 1
f @ —o<ing, < [rapwta (i=1.2....n),

cosichd, indicati con m, M il minimo e massimo valore di

f }(m)dw, quando @, limite superiore dell’integrale, assume i
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valori da @ a &, avremo ancora

4
m—s<§h,y,<M+1, (F=1,2,...n).

Ma le ¢(a), 3;,..,3, sono quantitd positive non crescenti,
e percid, applicando al caso nostro la formola (1), abbiamo

@)y (m—a) < ?h.y.z. <¢(a) (M +9).

Supponiamo ora la divisione di (a,d) nelle parti A, anche

tale che sia
|

[ 1@ staide — Shya <sta)s,

ossia

b
— o < [ r@)erie—Shya <sar;
. 1
allora avremo
[
Ha)(m—27) < ff (&) g()de < ¢(a) (M + 29),
e, poiché s & arbitrariamente piccolo,

@ wam < [ r@)dela<g(a) M,

ossia

[r@)s@as=rsia) . m<k<M,
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ovvero ancora. ricordando che un integrale definito f b(u) du

& 'funzione contmua di @, abbiamo la formola notevole

a+0p—a)

(3) f £ (@) ¢(z)dz =(a) f fl@)yde, 0<5<I.

Notiamo che, se nel punto a la ¢(x) & discontinua, deve esi-
stere il limite per & convergente a zero di ¢(a+h)se a<do
il limite di p(a— k) se a> b, perchd, per le ipotesi fatte sopra
la ¢(z), in virth del teorema al n. 17 del primo volume di
quest’opera, la discontinuitd non pué essere che di prima spe-
eie; percid le quantitd g¢(a+0), oppure ¢(@a—0) hanno certa-
mente significato. Ora nella (3) possiamo in luogo di ¢(a)
porre g(a+0) o ¢(a—0), giacché se assumiamo ¢(a+0), o
¢(a—0), per valore di ¢(x) nel punto a, il valore dell’inte-

b
grale [f() ¢(x)dz non cambia (Vedi n. 12); cosiché avremo

aq.6(0—a)
(ff‘(w)(p(z)dw—qa(a+0)ff(x)dm 0<9<1 , se a<b.

(4 { oo
( f /(%) 3(a)iz = g(a — 0) f f(@)dz , 0<5<1, se a>b,

le quali, osservando che se in @ vi & continuitd per la ¢(x)
é ¢(a+0)=y(a) o p(a —0)=1g(a), comprendono la (3).

Se la g(x) é anche negativa nell’intervallo (@, b), ma perd
non mai crescente quando 2 varia da a4 a b, allora possiamo
applicare alla funzione ¢(z)— ¢(b), mai negativa e non crescen-
te, la formola (4) avendosi cosi

a40(0—a)

f F () [§(@) - 3(B)] dr = [¢(a=+0) - ¢(8))] f 7 (@)dr
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ossia
a+-6(v—a) a+0ip—a)

f (@) (@)da=1(b) f f @)z — o) f () +o(a==0) f flo) dz

atgiv—a) >
— ¢(a=+0) f F()dz + o(b) f fla)dz,
a-f-B(d—a)
od anche
a4-6p—a)
(5) f f(@) ) = g(a=x0) f @)z + 95 0) f f@)dz , 0<5<1,
a+0(v—a)

nella quale dobbiamo prendere i segni superiori se a <b, gli
inferiori se a > &.

Se la funzione ¢(x) & mai decrescente, applichiamo alla fun-
zione ¢(b0)— ¢(a), non crescente, la formola (5), ed avremo

a4-6(b—a)

f F @0 =0)~¢(@)) do =[50 =0)— @ =0) [/ @)

a

che, come si riconosce facilmente sviluppando, si riduce alla (5).

Cosiché abbiamo il teorema, conosciuto col nome di secondo
leorema della media ')

Se f(x), 9(x) sono finite e integrabili in (a,b), e p(x) é mai
crescenle, 0 é mai decrescente, quando x varia da a a b,
ha luogo la formola (5).

56. Sia () finita in (a,d) ed ammetta derivata continua

1) La formola (2) fu notata dal BoNNET nel vol. 14 del giornale di
Liouville nella nota <Remarques sur quelques intégrales définiess. La
formola (5) ¢ stata pubblicata nel vol. 69 del giornale di Crelle-Bor-
chardt dal Du Bois-RBYMOND, cui la aveva verbalmente comunicata
il WERIBRRSTRASS, che la aveva trovata e se ne era servito nelle sue
lezioni senza pubblicarla.
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4/]’?;); allora, se z, 2+ sono punti di (a,b), avremo
W@+ h) —Y@)=h{(=z+5), 0<5<L],
e, posto -
Y(@+5h) ={/(@)+e,
abbiamo ancora

4’("” + h’)l - ‘P(I) __ ‘pl(x)___ €;

d’altra parte, poichd la /() & continua, in virth del teorema
al n. 3, dato s, esiste un numero positivo ¢ tale che, qualun-
que sia x appartenente ad (@,5) e per |k| <d, e in modo che

x+h appartenga ad (a,bd), & |:|=|{(z+ 9h)-—q/(z)|<%;

cosiché avremo ancora, qualunque sia x e per quei valori di 4,

We+h)—4@ ., 7
—-—,;"“—""—'4’(w) <§“-

e poiché & anche
¥@)— @)l < 5

indicando 2, un punto qualunque dell’intervallo (2, &+ A),
avremo

Cid premesso, abbiamo, relativamente al cambiamento di
variabile di integrazione in un integrale definito, il seguente
teorema :

Posto x=x(t), sia a—x(z), b=x(f3), e sia x(t) una fun-
ztone univalenle sempre crescenle o sempre decrescenle,
e che ammetle derivata conlinua x'(t), cosi che menlre t
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_ sempre crescendo 0 sempre decrescendo passa dal valore «
al valore (3, x sempre crescendo o sempre decrescendo passi
da a a b una sola volla, allora, se f(x) é finila e integrabile
in (a,b), & £[x)]X'(t) fAnita e integrabile in («,P) e si ha

> B
f f(x)ydx = f f[x(¥)] x'(t)dt.

Invero, assegnato il numero positivo s,, interpoliamo tra «
e 3 i numeri

to-:z. ,p tg,---tn—l! tn:ﬁ

in modo che le ampiezze k delle parti, nelle quali si scompone
(«,5), siano minori del numero d, pel quale, prendendo |k| <J
e qualunque sia ¢ appartenente ad («,$3) e qualunque sia ¢
appartenente a (f, ¢+ %), &

o(t+-k) —aft)
k

m'(tl) <a,

ovvero

a:(t+k)-—w(t)Jr 7.

t+k)—a(l '
:i—'%_ﬂ‘)—gl<w(t)< %

Allora abbiamo le disuguaglianze .

E(t,) — x(tl—l)_ o < -T’(t'._l) <

t: - ta—l

MMU (s=1, 2....m),

ts - to—l

dove 7, , indica un qualunque valore di ¢ appartenente a

({51, 1), disuguaglianze che valgono qualunque sia la scompo-

sizione di (z,(5) in parti, le cui ampiezze siano <J.
Consideriamo ora la somma

s:i;y,x'(f._.) (ta— 1),



136

dove y, indica un valore qualunque compreso tra il limite in-
feriore e superiore (questi inclusi) dei valori di f{z(¢)] nell’in-
tervallo (¢,_,,4), o, cid che & lo stesso, un valore compreso tra
il limite inferiore e superiore di f(«) nell’intervallo A, — 2(1,)
—a(1,,), corrispondente all’intervallo (,_,,%); e y,*'(f,—) &
ancora un valore qualunque compreso tra il limite inferiore
e il superiore dei valori del prodotto f{z(f)] &'(¢) in (£, &)

Le differenze t¢,—¢,, hanno tutte il segno di 3 — =z per
ipotesi; per fissare le idee, supponiamole positive. Allora se
Y, ¢ positivo oppure negativo, aumentiamo il valore dei ter-

mini della somma S se in luogo di z'(¢,.,) poniamo 2t) = 2{ts) +3,

ly—tp
Ci0d ———+gq,, oppure Hl) = wlld) a, cioé h 7,
ly= oy ti— et t, = ta—l

cosich® avremo
n n
5< %.’/ahs + “lzl[ *y,(l, — ta—l) 1

ovvero, ponendo in luogo di *y, un numero positivo A mag-
giore dei valori assoluti di f[#(Z)] nell’intervallo (x,f3), ossia
di f(«) in (a,d),

S <Zhy, +aA(B—a);
ed in modo analogo si avrebbe
8>3hy,—7A(B—a),
cosiché

IS - %hsysl < O'[A(ﬁ - a) '

ed in ogni caso, ciod sid a > 3 0 sia a < f3, si arriverebbe alla for-
mola

|S— EIIb,y,I < GA|f—2|.
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. {0 —

_ Dato ora s, prendiamo nelle formole precedenti o, = ZA (Ao
cosi ché

n a
lS - };hcysl <? ’

e supponiamo ¢ anche tale che per |{,—?,_,| <3 i corrispon-
denti A, risultino cosi, che sia

]
Shy,— f f(@)de| <5

allora per tutte le scomposizioni dell'intervallo («,() in parti
di ampiesza <J &

<a,

S — f flz)dz

cioé limS— f }(w)d:c; e, poiché il limite di S & j?[a:(t)] Z'(t)dt,

abbiamo in ultimo

b B
1) Jrepn= [rseewa,

come volevamo dimostrare.

Questa formola vale anche se la funzione (¢) ha nell’in-
tervallo «,3 un numero finito di massimi e di minimi. Invero,
questi massimi o minimi corrispondano ai valori «,, 2,,.,.a, di
{, dove, supposto p. 6.: a<f3, & 2 < <A< v K 2y < f3s
cosi ché negli intervalli («, ,),(2,, a),... 12 2(¢) & sempre cre-
scente o decrescente; indicati allora con a,, a,,...4, i valori



188

di @ corrispondenti a quei valori di ¢, avremo, applicando la (1),

| f flokts = f A0, |

“z as
@) f flw)dz= f fla(] x'(tdt,

> 8
f f(@)dr = f flz(0)] «(t)at,

le quali sommate danno appunto la (1), dove & a notare che
alcuni o tutti i numeri a,,a,,...qa, potranno essere fuori del-
I’intervallo (a,®); solo dobbiamo supporre allora la f(a:) data e
finita e integrabile per i valori di = che occorre considerare
fuori dell’intervallo (a,b).

Il cambiamento di variabile in un integrale definito giova
spesso per I effettivo calcolo dell’integrale stesso.

1
v (log(l+@) , . -
EsgMp1o. — Sia I—= W—dz, poniamo z—tg¢, co-
[]
sich® variando ¢ da 0 a 4 —, la 2 varia da 0 ad 1; abbiamo
allora

LA —

4 4
__ (log(l +tgy) v —
'—f—‘uz* (14 eyar= Llog(1+1g0)at
[}
= T

4
¢
f sen ¢+ cos tdl:flog(sent+cos t)dt-flogcostdt;
cos !
[

[

'S
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ossérvando che

sent+cost=|/§(l71—2. sent+l}§—cost)=£/§eos(%— —-t),

abbiamo -

X
.

—

.4
4
1= f log [l/2_cos(7:— - t)] dt— f log cos td ¢
[] . . 0

=z x x
4 4 4 .
:logVZ_fdt+ flogcos(-i— —-t)dt—flogcostdt.
] [} [

Poniamo nel secondo integrale dell’ ultimo membro

=

vhl 3

—1{,, e allora

3.3

T
T ) “
l:logl/ifdt—flogcost.dll——flogcostdt: L;-logl/f&_
0 =

(]
4

4 4
+flogcost,dl.-'—flogcostdt:-:;— logl/2—= —;— log 2.
[} 0

11 teorema precedente, che suppone univalente la funzione
trasformatrice x=—xz(¢), sussiste ancora, come & naturale, se
per z(f) si prende un ramo univalente di una funzione a piu
valori, purch® tutte le condizioni dell'enunciato del teorema
siano soddisfatte. Ove cid non avvenisse in tutto I’ intervallo
(a,b), se questo potrd spezzarsi in un numero finito di parti
in ciascuna delle quali tutte quelle condizioni siano soddisfatte,
si potrd applicare il teorema a ciascun integrale relativo a cia-

b
scuna di queste parti, integrali la cui somma uguaglia [f(z)de:
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otterremo cosi delle formole analoghe alle (2), ma da esse non
sempre potremo passare alla formola (1). Supponiamo ad es.
a<b, e x,(l), z,(!) due rami univalenti di una funzione pluri-
valente, e sia z\(z)=a, 2,(£) =¥&,, %,(B) =0, x\(7) =ax(y)=¢,
a<b<e<b a<f3<y. Assumiamo per funzione trasforma-
trice z—u(?) la funzione continua costituita da z,(¢) pei va-
lori di ¢ da « a y e dalla x,(¢) pei valori di ¢ da 7 a ;e
questi rami siano tali che, mentre la ¢ sempre crescendo prende
i valori «...3...7, la ¢ sempre crescendo prenda i valori
a...b,...c, e mentre ¢ sempre decrescendo prende i valori da
7 & 3, la 2 sempre crescendo prenda i valori da ¢ a &. Allo-
ra abbiamo

c 7 b B
f f@)ds= f (0] 2, (1) dt, f fl@)ds= f flodn] 2 (0 dt,
a a c ,'
e quindi ancora
> T
[reds= [+ ﬁ[z.(t)] {0 d.
a a 9
e, quantunque si soglia anche scrivere
» ¥ B
f £ (x)de— f Flalt)] (1) di+ f /=020,
a a [
& chiaro che si commetterebbe errore scrivendo

> 8
f f(@)de= f 10 2t dt.

T
Esempio. — Sia I= ff(#)dz, e si ponga z=—arcsen{,
)

prendendo cosi x(f) —arcsen !. Ora, per potersi servire di que-
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sta posizione per trasformare 1’integrale I in altri colla varia-
bile corrente di/integrazione ¢, bisogna non limitarsi a consi-

T
derare i valori di arcsen{ compresi tra — 5 z - come si

& fatto nel Vol. I n. 28, ma bisognerd considerare i valori di
arcsen ¢ compresi tra 0 e m, cosiché indicando con Arcsent il
pitt piccolo arco il cui seno & {, noi considereremo della fun-
zione arcsen? i due rami x,(f}—=Arcsen?, ,({)—nr — Arcsent,
—%—, x,0) =, e
tutte le condizioni richieste sono soddisfatte, avremo

e poichd abbiamo ,(0)=0, z,(1)=x(1)=

[}
I= ff (x) dx + ff (@)dr = i (A"‘l’ si“ hat K n-ATie; 1)t

f(Arc sent)dt + f(rr— Arcsen ) dt

Vi—e ‘ Vi—e¢

87. Facciamo ora alcune osservazioni degne di nota.
Ricordiamo the I’ integrale o(x)= f’ fly)dy. essendo x un

punto qualunque dell’intervallo (a,d), ove la f{y) si suppone
finita e integrabile, & una funzione continua di @ in (a,d), 1
quale, nei punti = ove f(v) & continua ammette derivata
7(x)=/(x). e nei punti x, ove f(y) ha una discontinuita di
prima specie, non ammette derivata ordinaria ma ammette la
derivata a destra e quella a sinistra, che indicheremo con
Fal@) ¢2).ed & ¢ulT)=[(2+0), ¢ (@)=F(z —O); nei punti
x ove la f(y) ha una discontinuitd di seconda specie non pos-
siamo pia asserire subito se la q,(x) ammetta o no derivata, ma
si conoscono dei casi nei quah si trova che la ammette, come
ora vedremo.

Sapponiamo ora che la f(y) non abbia discontinuita di se-
conda specie, e sia F(«) una funzione che nei punti z ove f(y)
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é continua ha la sua derivata uguale a f(x), e nei punti
ove f(y) ha una discontinuitd non ammetta derivata ordinaria
ma ammetta derivata a destra e a sinistra e sia F'y(z) = £(z+0),

F(z)—/f(x —0). Allora la differenza F(z)— f ;’(y) dy ammette

derivata ordinaria in ogni punto di (a, b) e questa & sempre
zero, cosiché .

F(a) — f f(y)dy=C  (C costante),
dalla quale, per z=—=a, si ha F(a)=—=C, e quindi
¥ Jrway=F@—Fa.

Cosi ché, se la funzione f(y) & integrabile e non ha di-
scontinuitd di seconda specie, e si trovasse una funzione F(r)
soddisfacente alle precedenti condizioni, la formola (l) ci per-
metterebbe di calcolare subito il valore dell’integrale definito

j 7(y)dy. Cosi se f(y) & funzione continua, e coi metodi dati

nei capitoli precedentx 8i riesce a trovare I’ mtegrale indefinito

J (@) da=g(x), la formola (1) ci darebbe subito il valore dell'in-

tegrale definito, o, come suol dirsi, servirebbe al passaggio dall’in-

tegrale indefinito al definito. Ad esempio, poichd fsen zdx =-cos =
.3

—

3
si ricava subito | sen® doe—-—cos —;—- + cos 0 =1; poichd &

f dfg-:;logx per « diverso da zero, e i—- 6 continua nel-

I'intervallo (1, 2), si ha

s .
fgwg:logZ— log 1 =log 2.
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Se una funzione ¢(x) ammette derivata continua 7'(x) in
tutto 1’ interyallo (a, ), questa sard integrabile ed avremo

@ ¢z) — ¢la) = f ¢(y)dy.

Ma se supponiamo che la ¢'(x) presenti delle discontinuita,
allora non sappiamo se abbia luogo la formola (2), anzi si pre-
sentano spontaneamente queste due domande: Sard ancora la
¢'(Z) integrabile in (a,d), e se lo & avra luogo ancora la for-
mola (2)? Senza entrare in proposito in particolari, che non
possono trovare luogo in un libro elementare, mi limiterd ad
acceunare che alla prima domanda & stato risposto negativa-
mente, ciod vi sono delle funzioni le cui derivale non sono
integrabili, ed il prof. VoLrerRrA ha dato esempi di tali fun-
zioni !). Per queste funzioni sarebbe sempre vero che f ¢/(x)dx
= ¢{a)+C, ove si intenda con ff(¥)da quella funzione che’
derivata da f(x), ma non avrebbe significato I’ integrale

f;’(y) dy, definito come limite della solita somma S. Alla se-

conda domanda rispose affermativamente il prof. Din1 *), cioé
se la ¢(x) é integrabile ha luogo sempre la formola (2),

dalla quale risulta cosi che I'integrale f ;"(y)dy ammette sem-

pre derivata e questa & ¢(#) anche nei punti ove ¢(x) & dis-
continua, notando che le discontinuita della ¢'(z) non possono
essere altro che di seconda specie (Vedi Vol. 1, esercizio 4, a
pag. 131); cid prova quanto avevamo piu sopra asserito.

') «Sui principi del calcolo integrale », Vol. 19° del Giornale di
matematiche diretto dal prof. G. BATTAGLINI. ™

?) «Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili realis,
pag. 280, numero 199.
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EsERcizI
1. Si dimostri che se /() & finita e integrabile in (a,d)
lo & pure |f(@)|.
1
2. [ze”dae—

[l+5e—1)] 0<I<I,

co|—n

1 1
fm’e”'dw:fe"dw, 0<5<1.

1] 91

3. Osservando che la derivata, rapporto a ¢, della funzione

— floth—t)— i+ h—t)— s @t h—0) — ..

tﬂ-—l

—imon/@+h—=0)

tu—l

é 2w =T [™(x+ h—1), si provi che il resto dellp svilup-
po del Taylor per la funzione f(z+#4) & uguale a

h
l n—14,(n)
T .2..(n—l)ft fi(z + h— by,

e si ricavi da questa forma del resto quella di LAGRANGE
n

i ,2' - [™(x + 5h) dove 0 <5< 1 ') ammesso che f " (z+h —1)

sia continua pei valori di ¢ da 0 ad A.

1) Arrivando in questo modo alla forma del resto di LAGRANGE si
trova propriamente 0 <6<1, ma noi sappiamo, d’altra parte, che 6 ¢
una vera e propria frazione,
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5 ®
z sen & da nt ] T T
4, e (81 (Seriva — + e nell’ul-
T5eows — 4 ,,f ! J
[ T

timo integrale si ponga z—n —y).

‘]
5. fxsenxcoszdr__:_ log 1+ /%),

V1i+cosfx 3

®

6. f [ (sen2®)cos x dz — f [/(cos*x) cos x drx, dove f(sen2ix)
[

indica una funzione qualunque di sen 2z integrabile in (0 ) %)
(si cominci col dimostrare che

ff' (sen 2x) cos z dz — f [ (sen 2x) (sen 2+ cosx)da).

Ad es. fl/senf&x coswdex — cos‘:cdx—_—.:—.

[} [}

7. f[/tgwd.t—2ff;d:‘ = [ +log (V2 — ]

Integrali definiti pel quali la funzione integranda non si
mantiene finita nell’ intervallo di integrazione, e in-
tegrall definiti con limiti infiniti.

58. Nella definizione che abbiamo data di integrale definito,
e nelle successive considerazioni intorno ai medesimi, abbiamo

supposto che i valori della funzione integranda f(x) fossero
10
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compresi, nell’ intervallo (a,5) di integrazione, tra due numeri
finiti- m, M, cioé che essa si mantenesse finita. Supponiamo
ora che cid non avvenga, e non avvenga perché esistano nel-
I'intervallo (@,d) dei punti = (che possano anche coincidere
cogli estremi dell’intervallo) in numero finito, tali che, dato
un numero comunque grande e positivo A, esista un corrispon-
dente intorno di « (alla destra o alla sinistra o alle due parti)
per tutti i punti = del quale (x escluso) sia |f(z)|> A (infinito
propriamente detto), od anche perché in tali intorni senza essere
sempre |/(X)| > A, vi siano dei punti x pei quali sia |/(x)| > A.
Supponiamo inoltre che nelle parti di (@,), cui non apparten-
gono, come punti interni o come estremi, dei punti z, la f(2)
sia integrabile. _
Allora se «,, ,...%,, indicano i punti «, che si incontrano
procedendo da @ verso b, ha un significato completamente de-
terminato la somma

() f;(_;dm ff(x)dx+ ff(w)dH + ff(w)dz

a oy+ey anttin

dove le ¢, ¢ si suppongono tutte positive o tutte negative se-
condoché a < b, oppure a> b, e tali che negli intervalli di in-
tegrazione relativi ai singoli termini non cada alcun punto z,
e detta somma mantiene un significato per quanto piccole si
fissino le ¢, ¢; e notiamo ancora, quantungne sia superfluo,
che se il punto «, coincide con a, o il punto 4, con b, man-
gheranno il primo, o I'ultimo integrale nella sowma (1).
Ora se la somma (1) ha un limite determinato e finito
quando tutte le ¢, ¢, indipendentemente tra loro, convergono

. . 3 . b 3 .
a zero, questo limite si definisce come [f(x)dx, e si dice al-
a

lora che la f(x) & integrabile in (a,b). Ed affinché questo
succeda basta che ciascun termine della (1) abbia limite de-
terminato e finito, e, poiché le ¢, ¢ devono farsi convergere
a zero indipendentemente tra loro, ci6 & anche necessario.
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Sia, per fissare le idee, a <b; e siano a,, 4,,...a,; dei

punti compresi/\rispettivamente traix, e z,, tra x40 z,,... tra
%4 6 @, La somma (1) pud scriversi cosi

a8 ag—8, as—8s

f/(w)dw+ff(m)dx+ff(m)dx+ +ff(w)dx

a.ﬁ-a’

+f;(w)dw+...+f;(=v)d«’v,

a4, Aty

ed affinché essa abbia limite finito, quando le s convergono a

L L
zero, bisogna che lo abbiano i suoi termini f f(x) dx,ff(x)dx.
’“c—l a8,

Ora affinché per ¢, convergente a zero il primo di questi in-
tegrali abbia limite finito, fa bisogno e basta (Vedi Vol. I, n. 20)
che, dato o, esista un intorno di «,, alla sinistra, per tutti i
punti 2,—d,, 2,—d', del quale (=, escluso) sia

ovvero, supposto J,<J e poiché allora

a3

f f(w)dr - f f(x) do= f f(ax) da,

Gs—1
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sia
a =, g3,
' f fa)dar| <o, ciot lim J f(@)dx=0.
a—¥s " a—'y

ag

Analogamente si proverebbe che, affinché f / (x)dx abbia

limite finito per ¢, convergente a zero, fa biso;;:,e basta che
LR
Iig f [(z)dz =0. Cosi che, chiamando integrali singolari
v [T ®s43s
definiti, relativi al punto di infinito «,, gli integrali f f(@)dr,
@y, a3,

f [(x)de, dove d,, J', sono positivi e d, <d',, notando che se

Gl"'as

a, & uno degli estremi a, & dell’intervallo si ha per esso uno
solo di questi integrali singolari, si conchiude che: la condizione
necessaria e sufficienle affinché la f(x) sia integrabile n
(a,b) é che gli inlegralt singolari relativi ai punti di in-
finilo 2, abbiano per limite zero al diminuire di J',.

EsEMPI

dzx

)fl/l—a;’ e=o T— 2

—lim [arcsen(l — ¢) —arcsen O]:—;-.

2 ::ll f——+llm ——-hm(—eS-—_?_)
x 2
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3) PoichéVlim fd( =) _ = lim f
!—-0
= llm(logs—]oga):. —w, lim ‘1_-’{" =
8=0

8
e, dietro la definizione, sarebbe

'8 a
xz '_o xr 6-'-0 4
—a -a e

si vede che la funzione 710— non .& integrabile in qualunque

intervallo cui appartenga il punto zero.

@ @
4) flog:cdw:limflogxdwzlim{z(logm- 1) -z (log e~ 1)
8=0 8=0
8
== (logzx—1).

5) La funzione —,1: sen l—, coll’avvicinarsi di = a zero,
x!

senza che abbia per limite I'infinito, prende anche valori nu.

mericamente maggiori di qualunque numero positivo assegnato.
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