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DISCOURS PRELIMINAIRE.

Le Cours que j’entreprends aujourd’hui a pour objet
principal d’établir la Théoric analytique de la Cha-
leur, sans partir d’aucun principe hypothétique relatif
a la constitution intérieure des milieux solides, sans
présupposer les lois de I’échange calorifique, ou du
rayonnement particulaire, sans adopter aucune res-
triction pour les variations de la conductibilité autour
d’un méme point. Je suis de plus en plus convaincu
qu’en évitant, de cette maniére, toute idée préconcue.
sur les lois naturelles, la Physique mathématique,
aidée par 'expérience et par I’observation, ne tardera
pas a découvrir ces lois mémes.

En effet, la Théorie de I'Elasticité, complétement
dégagée de tout principe hypothétique, peut démon-
trer rigoureusement; en s’'appuyant sur les faits, que,
dans les milieux diaphanes, les particules pondérables
vibrent lumineusement. D’ou résulte cette premigre
conséquence, que les phénomeénes optiques des cris—
taux, uniréfringents et biréfringents, établissent direc-
tement plusieurs lois, primitivement inconnues, de
Iélasticité méme des corps solides. Et cette seconde
conséquence, que le phénomene de la dispersion, celui
de la coloration des milieux diaphanes, celui de I'ac-
tion chimique du spectre solaire, indiquent que, dans
ces circonstances, les distances qui séparent les parti-
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cules pondérables, sont comparables aux longueurs
d’ondulation de la lumiere. La théorie de I'élasticité,
dépouillée des anciennes idées, peut donc découvrir
plusieurs des lois qui régissent les actions molécu-
laires, et donner des indications précises sur la con-
stitution intérieure des milieux pondérables.

Et, la Théorie analytique de la Chaleur, purifiéc de
la méme maniere, s’appuyant aussi sur les faits, con-
duit 2 des conséquences, non moins importantes, sur
la disposition des particules, et sur les variations de
la conductibilité, dans les milieux solides. Consé-
quences, qui conduisent a I’explication physique, des
formes primitives et secondaires des cristaux naturels,
de leurs facettes et de leurs troncatures. Conséquences,

_qui indiquent la cause de I'électrisation par la chaleur

de certains cristaux, et des anomalies que présentent
leurs formes naturelles.

Lorsqu’une branche de la Physique mathématique,
est ainsi parvenue a écarter, tout principe douteux,
toute hypothese restrictive, elle entre réellement dans
une phase naturelle. Et cette phase parait définitive,
car la série historique, et en méme temps rationnelle,
des progres accomplis, signale une tendance constante
vers 'indépendance de toute loi préconcue.

En effet, pour ces diverses branches, la marche
uniforme est celle-ci. On se propose de reconnaitre

les lois qui régissent, a P'intérieur d’un milieu solide

homogene, une ou plusieurs fonctions de trois coor-
données, seules variables dans I'état statique, et du
temps, quatrieme variable lors de I'état dynamique.
On constate, d’abord, que ces fonctions peuvent étre
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considérées comme étant continues, lors méme qu’elles
n'auraient de valeurs que pour les particules, simi-
lairves et solides, disséminées dans le milicu. Car on
peut évidemment lcur substituer les fonctions inter—
polaires qui reproduiraient toutes ces valeurs suppo-
sées connues : puisque, dans les sommations, ces fonc-
tions, de méme espece que le potentiel de Gauss,
seront toujours accompagnées de facteurs analogues a
" la masse; ce qui éloignera I'influence des points géo-
métriques, pour lesquels ces facteurs seront nuls.

Ensuite, l¢ phénoméene qu’on en a vue, devant dé-
pendre des variations des fonctions continues intro-
duites, on peut limiter la premiecre étude, ou la pre-
miere approximation, aux premiers termes de ces
variations, ou & ceux qui s’expriment i Vaide des
dérivées desdeux premiers ordres. Laissant de coté les
termes plus éloignés, et moinsinfluents, pour les évo-
quer, quandils’agira d’cxpliquer les faibles écarts des
lois qu’on aura pu trouver.

Cela posé, il faut chercher comment les dérivées,
seules conservées, peuvent dépendre de la cause spé-
cifique du phénomene; par exemple, ou de I'élasticité,
ou de la conductibilité. Alors, afin de franchir un
premier pas, on simplifie d’abord les données, en con-
sidérant exclusivement les milieux solides d’'une homo-
généité telle, que la cause efficiente agisse avec la
meéme intensité 3 méme distance, sur toutes les direc-
tions autour d’'un méme point; c’est-d-dire, ou que
I'¢lasticité, ou que la conductibilité, soit constante
pour toules les orientations.

Mais, la loi de cette action n’étant que partiellement
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indiquée par certains faits particuliers, on la complete
par une hypothese additionnelle. De 1a résulte un prin-
cipe, quin’est que probable, et d’ol1 I’on déduit, enfin,
un systeme d’équations aux différences partielles, pour
répondre a la question posée. Ces équations expriment,
dans 'hypothese adoptée, la loi différentielle qui régit
les fonctions cherchées, a I'intérieur des milieux so-
lides, d’'une homogeénéité particuliére, il est vrai, mais
qui peut se rencontrer dans les corps non cristallins.
Ayant obtenu cette premitre expression, quelque
peu incertaine, on procede a la recherche de la loi in-
tégrale, pour des corps de formes données, placés dans
des circonstances connues et réalisables; afin de pou~
voir rapprocher les nombres, ainsi calculés, de ceux
que donnera directement l’expérience ou I'observa-
tion; et de pouvoir déduire, de leur coincidence ou de
leur écart, la vérification ou le rejet du principe ad-
mis. Abstraction faite de son principal but, ce genre
de recherche a pour résultat, de familiariser le géo—
metre, avec les difficultés que présentera, dans l€ cas
général, la détermination des constantes introduites
par l'intégration, et de lui faire découvrir la forme
précise, ou méme naturelle, des fonctions inconnues.
Apres cette premiere exploration, on revient au
point de départ, pour tacher d’étendre la théorie inau-
gurée, au cas d’'une homogénéité plus générale du
milieu solide, ou telle, que la cause efficiente du phé-
nomene soit changeante avec la direction autour d’un
méme point. Mais, la loi de ce changement n’étant
aussi qu’imparfaitement indiquée par les faits, on la
compleéte pareillement a I'aide d’une seconde hypo-
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thése. De la résulte un autre principe, qui n’est en-
core que probable, et qui conduit 2 un nouveau sys-
teme d’équations linéaires aux différences partielles,
plus compliqué, mais plus général que le premier.

Or, si I'on examine, avec soin, en quoi consiste la
complication apportée par cette plus grande généra-
lité, quels sont les nouveaux termes, les nouveaux
coefficients, qui apparaissent dans les équations aux
différences partielles, 3 mesure que I'on écarte succes-
sivement diverses restrictions; on congoit que l'on
puisse conclure, d’un pareil examen, la forme que de-
vront avoir, essentiellement, les équations générales,
lorsqu’on aura banni toute hypothese, toute idée pré-
concue, toute restriction relative 2 ’homogénéité. Et
la réussite de cette derniere recherche, sera I’avéne-
ment de la phase définitive que j’ai indiquée. On re-
. connaitra les diverses étapes de cette marche générale
et progressive, dans I'esquisse historique que je vais
tracer, des deux branches principales de la Physique
mathématique.

Le travail primitif de Navier sur I'élasticité, et celut
quim’est commun avec Clapeyron, ne considérent que
le cas de I’élasticité constante, sur toutes les directions
autour d’'un méme point. Le principe admis est ce-
lui-ci : Deux molécules d’un milieu solide, tres-voi-
sines et relativement déplacées, exercent I'une sur
I'autre une action mutuelle, dirigée suivant la ligne
qui les joint, et égale au produit de leur écartement,
par un facteur, qui varic avee la distance des molé-
cules, et qui devient insensible quand cette distance
est appréciable.
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Poisson et Cauchy, par de magnifiques travaux, ont
traité le cas, plus général, ou I'élasticité change avec
la direction autour d’'un méme point. Le second prin-
cipe adopté differe du premier, en ce que le facteur,
qui multiplie P'écartement, dépend a la fois, et de la
distance, et des angles qui assignent sa direction; ce
facteur ayant toutefois la méme valeur pour deux
directions opposées I'une a 'autre.

Ce principe, qui devait paraitre extrémement pro—
bable, ou presque certain, aux illustres géometres qui
Font complété, est devenu trés-douteux, depuis que
d’habiles physiciens ont signalé les écarts qui existent
entre les nombres calculés par la théorie, et ceux que
donne I'expérience directe. D’ailleurs, quand on exa-
mine a fond ce principe, comme je I'ai fait dans un
Cours récemment publié, toutes ses parties paraissent
effectivement tres-incertaines; chaque mot de son
énoncé donne lieu a un doute, déguise une hypothese
restrictive, ou présuppose une loi. La théorie mathe-
matique de I'élasticité ne peut donc continuer a faire
usage de ce principe, sans cesser d’étre rigoureuse et
certaine.

Mais, circonstance remarquable, il esttres-facile d’en
écarter & la fois toute la partie douteuse : car un simple
renversement de 1’ordre des matieres traitées, lors de
I'exposition de la théorie, rend ses lois incontestables.
En effet, dans I'étude mathématique de I'élasticité, les
fonctions 2 déterminer sont de deux especes, les pro-
jections du déplacement moléculaire, et les compo-
santes des forces élastiques. Les forces ayant pour
cause originelle les déplacements relatifs, il avait para
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naturel de partir de ces déplacements, et d’en déduire
les forces, en adoptant ’hypothese de I'attraction, ou
de la répulsion & distance, des molécules relativement
déplacées.

Aujourd’hui, puisqu’il est reconnu, d’apres Cau-
chy, que toutes les lois qui régissent les forces élasti-
ques se déduisent rationnellement des théoremes
généraux de la Mécanique, c’est par établir ces lois
qu’il convient de commencer. Puis, il ne faut chercher,
qu’apres leur établissement, comment les forces peu-
vent, ou doivent, s’exprimer a I’aide des dérivées des
déplacements, sans présupposer aucune loi sur les
actions moléculaires, sans faire aucune restriction
relative & ’homogénéité. Or, Poisson a déduit ces ex—
pressions générales, et certaines, a I'aide de la Méca-
nique rationnelle. Leurs coefficients sont tres-nom-
breux, 1l est vrai, mais pour connaitre leurs relations
naturelles, I’analyse mathématique seule est impuis-
sante; il faut essentiellement interroger les faits, soit
la double réfraction, soit toute autre classe de phéno-
menes.

Il faut le reconnaitre : élevés a ’école de Laplace, ni
Poisson, ni Cauchy, ne devaient penser qu’il fut pos-
sible d’établir une théorie de Physique mathématique,
sans présupposer aucune loi. Mais, doués d’une puis-
sance et d’une fécondité qui n’appartiennent qu’aux
génies, en rgmuant, pour ainsi dire de fond en com-
ble, le sujet qu’ils avaient adopté, ils ne pouvaicnt
manquer de rencontrer les formules pures de toute
hypothese, puisqu’elles existaient. Et peut-¢tre nous
fallait-il le concours et P'autorité de ces deux grands
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géometres, pour amener au jour un tel résultat, si
contraire aux idées recues.

En ce qui concerne le cas de I’élasticité constante,
ui intéresse particulierement la pratique industrielle,
j’ai fait voir, dans le Cours déja cité, qu’en modifiant
convenablement la démonstration des deux lemmes,
dont je me suisservi dansles Lecons sur U'Elasticité, on
déduisait, rigoureusement, les formules qui se rap-
portent a ce cas, des expressions, générales et cer-
taines, données par Poisson. Et ces formules, dont
I’établissement est aujourd’hui complétement dégagé
de toute hypothese, de toute idée préconcue sur les
actions moléculaires, contiennent, essentiellement,
deux coefficients distincts, dont le rapport peut différer
d’un solide 4 un autre, au lieu de 'unique coefficient
déduit forcément de I'ancien principe. Circonstance
fort heureuse, en ce qu’elle écarte, complétement, les
objections qui résultaient des expériences de M. Wer—
theim et d’autres physiciens.

Passons a I'historique de la seconde branche.

Le travail primitif de Fourier, sur la théorie analy-
tique de la chaleur, ne considere que le cas de la con-
ductibilité constante, autour d’un méme point du
milieu solide homogene. Le principe admis conduit &
ce corollaire, que le flux de chaleur, qui traverse un
élément plan, ne contient que la variation, normale a
cet élément, de la fonction cherchée, lguelle n’est
autre que la température. Ce corollaire établit rapide-
ment, I'équation aux différences partielles du second
ordre qui regne & lintérieur du corps, et celle aux
différences partielles du premier ordre qui appartient
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a lasurface; Et telles) sont, les lois différenticlles qui
régissent la fonction.

La recherche des lois intégrales, pour des corps de
formes données, placés dans des circonstances calori-
fiques réalisables, a permis de comparer les nombres
calculés par la théorie, avec ceux déduits de I'observa-
tion; et leur coincidence, dans le cas tres-connu de la
barre, a vérifié le principe admis. Fourier et Poisson,
ont intégré complétement les équations générales, pour -
le prisme rectangulaire, et pour le cylindre droit. La-
place a résolu le ¢as de la sphere. Je suis parvenu &
traiter 'ellipsoide, et tous les corps cylindriques limi-
tés par des surfaces isothermes.

Le résultat principal de ces diverses solutions, con-
siste dans la forme, toujours reproduite, de la fonction
intégrale, laquelle s’exprime par une série de termes
simples, vérifiant chacun séparément toutes les condi-
tions, différentielles ou autres, moins une; et qui ont
4n_’.(:ha(:un un coefficient facteur, d’abord arbitraire, que
“Tomparvienta déterminer, a I'aide de la derniere con-
dition, par une méthode d’élimination, présentant
constamment les mémes caractéres.

Ainsi, la fonction cherchée est toujours exprimée -
par une série de termes simples, desquels chacun pour-
rait exister seul, si la condition finale le permettait.
Cette forme, que I'on peut trouver compliquée, et en
quelque sorte imparfaite, au point de vue purement
analytique, est, en réalité, la forme naturelle de toutes
les fonctions que les mathématiques appliquées se
proposent de déterminer. Elle existait déja dans la
mécanique céleste; elle domine maintenant dans la
théorie analytique de la chaleur; enfin, cn résolvant le
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probleme deol'équilibre intérieur d'une enveloppe
sphérique, je I'ai signalée dans la théorie mathéma-
tique de I'élasticité. .

Mais, sa premiere apparition, sa définition la plus
lucide, et en méme temps la plus complete, appartient
a la théorie des vibrations sonores. La, chaque terme
simple est un son bien nettement défini; la série totale
indique la coexistence de tous les sons que le corps
peut produire; les coefficients-facteurs, isolément dé-
terminés par la méthode générale d’élimination, don-
nent les intensités respectives de ces divers sons; et si
la condition finale le permet, il pourra n’exister qu'un
coefficient, c’est-a-dire que le corps pourra ne pro-
duire qu'un son unique.

11 fallait que cette généralité de forme, des fonctions
naturelles, fit bien vraie, bien essentielle, pour étre
principalement signalée a 'attention des géometres,
par la théorie analytique de la chaleur, dans son pre-
mier état, encore si incomplet. Comme je I'ai dit, Fou-
rier et Poisson ont traité le prisme rectangulaire, placé
dans toutes les circonstances calorifiques imaginables.
Ostrogradski a résolu les mémes problemes, pour le
prisme droit dont la base est un triangle rectangle iso-
cele. Je suis parvenu a traiter le prisme triangulaire
régulier, sa moitié, et deux tétraedres irréguliers pro—
venant de la subdivision du cube. Puis j’ai démontré
que c’étaient la les seuls polyedres, pour lesquels on
pouvait exprimer la loi intégrale de la fonction cher-
chée, ou de la température, par des séries dites pério-
diques, ou sous la forme des solutions précédentes.

Javoue, ici, que cette conclusion, que cet arrét
forcé dans mes tentatives de généralisation, me causa
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une sorteyde|idésespoir; cassez fort pour m’inspirer
des doutes sur la théoric de physique mathématique
que je cultivais, ct dans laquelle je venais de découvrir
une lacune considérable. 11 m’avait semblé que, la na—
ture se montrant particulierement géométrique dans
les phénomenes de la cristallisation, c’était précisé—
ment la que le géometre pouvait triompher. Tout au
contraire, il n’était parvenu qu’a grand’peine, a trai-
ter quelques polyedres, lesquels se rencontrent peu
ou point parmi les cristaux naturels, dont les formes
primitives, convenablement choisies, peuvent cepen-
dant paver tout I’espace, comme I’exigent les séries
périodiques.

Il était donc nécessaire de retourner au point de dé-
part de la théorie analytique de la chaleur, pour tacher
del’étendre aux milieux cristallins. Duhamel a, le pre-
mier, abordé cette importante question, dans son bean
Mémoire : Sur la propagation de la chaleur dans les

~sccorps solides dont la conductibilite n’est pas la méme
dans tous les sens, inséré au tome X1II du Journal de
I'Ecole Polytechnique.

Le principe admis est celui-ci : Lorsque deux mo-
lécules, trés-voisires, d'un milicu solide athermane et
homogene, ont des températures inégales, la plus
chaude cede a la plus froide, une quantité de chaleur
égale au produit, de la différence des températures,
par I'élément du temps, .et par un troisieme facteur
dépendant a la fois, et de la distance, et désangles qui
assignent sa direction; ce facteur ayant toutefois la
méme valeur pour deux directions opposées I'une 2
Iautre.

De la résulte ce corollaire, que le flux de chaleur
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quintraverseam élément—plan quelconque, contient,
non-seulement la variation, de la fonction cherchée,
normale a cet élément, mais aussi ses variations tan—
gentielles; ou, plus simplement, que le flux est obli-
que, et non normal; c’est-a—dire qu’il est proportion—
nel a la variation de la température, prise dans une
certaine direction, oblique a I'élément. .

Mais, il existe, en chaque point, trois éléments—
plans rectangulaires entre eux, pour lesquels seuls le
flux est normal; et si 'on prend les coordonnées rec-
tilignes paralleles aux intersections de ces éléments,
lesquelles ont des directions constantes dans toute
I’étendue du milieu homogene, I'équation aux diffé-
rences partielles dusecond ordre, qui régit la tempé-
rature, a la méme forme que celle de Fourier, mais
avec trois coefficients distincts au lieu d’un seul.

Pour entrer dans la phase définitive que j'ai indi-
quée, il ne reste plus qu’a écarter la restriction

imposée par I'identité admise des valeurs de la fone- -

- tion—facteur pour deux directions opposées I'une 2a
'autre. On y parvient aisément. Alors, il peut se faire
qu’il 0’y ait qu'une seule direction de I'élément-plan,
pour laquelle le flux soit normal, et 'on ne peut plus
employer la méthode, si élégante, de Duhamel, pour
réduire I'équation aux différences partlelles alaméme
forme que celle de Fourier.

Mais, on démontre, d’une-autre mamere que, dans
le cas general, ou sans restriction aucune, il existe
toujours un systeme d’axes rectangulaires, et un seul,
qui reproduit la forme cherchée avec trois coefficients
distincts. En outre, si 'on imagine ui ellipsoide,
avant ses trois axes paralleles a ceux de ce systeme
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orthogonal unique, et proportionnels aux racines car~
rées des trois coefficients trouvés, la méme forme est
conservée, pour tous les systemes de coordonnées
obliques, qui rapportent cet ellipsoide a des diametres
conjugués.

Cette derniere propriété générale, si simple-et si
naturelle qu'on a pu la trouver évidente, est surtout
fortimportante par I’extension qu’elle donne a la théo-
rie. Elle appartient, nécessairement, au cas trées—
étendu considéré par Duhamel. Et I'on peut dire
qu’elle se retrouve aussi dans le cas si restreint traité
par Fourier, car, alors, par I'égalité des trois axes,
Pellipsoide devient une sphere, et les diameétres con-
jugués sont rectangulaires.

En un mot, dans ces cas divers, il existe toujours
une infinité de systemes d’axes, pour lesquels I'équa~
tion aux différences partielles a la forme cherchée. Ces
systemes sont tous rectangulaires, lors d’'une conduc-
tibilité constante. Un seul est rectangulaire, et tous les
autres obliques, lors d’une conductibilité changeante.
Il me semble que ce genre de parallélisme méritait
d’étre signalé; et peut—étre ne lui manque-t-il qu’un
peu de complication pour étre érigé en théoreme im-
portant.

Outre lellipsoide précédent, que j'appellerai princi-
pal, il y a lieu de considérer une autre surface repré-
sentative. Si, a partir d’'un point du milieu, on porte
sur la direction du flux, normal ou oblique, qui tra-
verse tout élément—plan passant par ce point, une
longueur proportionnelle au coefficient, qui mesure la
conductibilité correspondante a cette direction, les

b
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secondes extrémités de toutes les lignes ainsi prises,
forment un second ellipsoide, celui des conducubilites,
lequel se réduit pareillement 2 une sphere, dans le
cas traité par Fourier.

Lors de I’égalité symétrique, considérée par Duha-
mel, les axes de {’ellipsoide des conductibilités ont
mémes directions que ceux de ellipsoide principal, et
sont proportionnels i leurs carrés. De plus, chaque
demi-diametre du premier ellipsoide, représente la
conductibilité correspondante au flux oblique, qui
traverse I’élément—plan parallele au plan tangent de
Iellipsoide principal, au point ot ce demi-diametre le
rencontre.

Lors du cas général, ou sans restriction aucune, les
axes de I'ellipsoide des conductibilités, et ceux de I’el-
lipsoide principal ont des directions différentes. Mais,
on démontre qu'il existe un systeme de coordonnées
obliques, et-un seul, par lequel les deux ellipsoides
se trouvent, 'un et I'autre, rapportés a des diamétres
conjugués. Il résulte de cette propriété, que, pour un
méme ellipsoide principal, une infinité d’ellipsoides
des conductibilités seraient admissibles. Et comme il
n’en saurait exister qu'un seul lors de I'égalité symé-
trique, on a ainsi une sorte de mesure de la restriction
qu’il importait d’écarter.

Dans tous les cas, les propriétés des surfaces du
second ordresuffisent, pour énoncer, trés-simplement,
les lois les plus générales de la conductibilité, les-
quelles rappellent, et celles des moments d’inertie, et
celles des forces élastiques. Et, tout porte 2 penser que
ces rapprochements ne sont pas de simples analogies,
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mais qu’ils indiquent une véritable convergence, d’ou
Pon pourra déduire unc identité. Les vérifications
physiques ne manquent pas a la théorie que je viens
de résumer : car, les anciennes et belles expériences
de Senarmont, signalent bien nettement I’existence de
I’ellipsoide des conductibilités.

On verra, dans le Cours actuel, comment la physique
mathématique, désormais purifiée, parvient a combler
cette lacune, qui me désespérait jadis. Aujourd’hui, et
grace 3 Duhamel, I'horizon est bien changé; car, la
théorie analytique de la chaleur, parvenue 4-sa phase
définitive, peut aborder maintenant tous les polyedres
cristallins, sans exception. A I'aide des coordonnées
obliques, sinon orthogonales, toutes les facettes,
toutes les troncatures, observées sur les cristaux natu-
rels, s’associent de maniere a former, des parallélipi-
pedes, des rhomboeédres, des prismes triangulaires ou
hexagonaux, des tétraedres, des octaedres, des dodé-
catdres rhomboidaux, réguliers ou irréguliers, dont
le refroidissement par communication s’exprime i
'aide des séries périodiques.

Et cette généralisation s’étend immédiatement 2 la
théorie de V'élasticité. En effet, lorsqu’il s’agit des vi-
brations, dites longitudinales, d’un corps solide ho-
mogene, les projections du déplacement moléculaire
sont les dérivées d'une méme fonction, qui doit vérifier
une équation aux différences partielles, aussi simple
que celle de la chaleur. Et, les deux équations, ici
comparées, sont tellement liées 'une & ’autre, qu'il
suffit de remplacer les exponentielles, et les sinus, par
des cosinus, dans la série périodique qui exprime le

b.
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refroidissement par communication d’un polyedre,
pour obtenir la série qui exprime I’état vibratoire du
méme polyedre, lorsque les molécules de sa surface
n’en sortent pas. De la résulte une explication trées-
lucide, et tres—précise, du phénomene de la cristallisa-
tion; théorie physique, que nous aurons I'occasion
d’esquisser.

Jai suffisamment défini, maintenant, le point de
vue nouveau, sous lequel je - présenterai la théorie
inaugurée par Fourier. On pourra me reprocher
d’avoir autant parlé de 1’élasticité que de la chaleur,
d’avoir constamment fait marcher de front leurs deux
théories, quoique ce Cours ne dit s’occuper que d’une
seule. C'est que, en réalité, les deux théories, si diffé-
rentes quand on les prend & I'origine, vont en se rap—
prochant de plus en plus, & chaque nouveau progres.

Leurs marches ont été les mémes. Leurs premiers,
et surtout leurs seconds principes, avaient des analo-
gies évidentes. Et maintenant on découvre entre elles
une multitude de points de contact. L’étude des con-
ductibilités, et celle des coefficients de I'élasticité,
emploient les mémes méthodes, ont recours aux mémes
transformations, nécessitent la solution des mémes
problemes, conduisent a des représentations géomé-
triques identiques. Et si, comme il y a lieu de I'espé-
rer, I'étude des concamérations polyédriques finit par
pénétrer le mystere de la constitution intérieure des
milieux pondérables, ce nouvel instrument, de la
théorie de I'élasticité, aura été découvert par celle de
la chaleur. -
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LEGONS '

SUR LA

THEORIE ANALYTIQUE

DE

LA CHALEUR.

PREMIERE LECON.
FLUX DE CHALEUR 'ELEMENTAIRES.

Principe adopté. — Loi de V’échange de chaleur. — Conductibilité angu-
laire. — Flux élémentaires coordonnées. — Cas général d’un milieu cris-
tallisé quelconque. — Cas de 1'égalité symétrique. — Cas des solides
homogénes non cristallins.

§ L
OBJET DU COURS.

La théorie mathématique, dont le but est de rechercher
et d’étudier, rigoureusement, les lois qui régissent la propa-
gation de la chaleur dans les milieux pondérables, ne peut
aujourd’hui s’occuper activement que des corps solides,
athermanes et homogénes; cest-a-dire des corps qui ne
se laissent traverser par la chaleur rayonnante que sur une
épaisseur trés-petite, ou insensible, et qui sont constitués
de la méme maniére autour d'un point, en quelque lieu
que ce point soit situé.
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11/ shagit} | dans le Gours)actuel, d’établir les formules de
cette théorie, de telle sorte qu’elles puissent s’appliquer aux
milicux solides réguliérement cristallisés; c’est-a-dire d’une
homogénéité telle, que la faculté de propager la chaleur
soit variable avec la direction de cette propagation, bicn
qu'clle reste la méme, pour une méme direction, lorsqu’on
passe d’un point a un autre.

Il est alors nécessaire de modifier, ou d’étendre le prin-
cipe adopté jusqu’ici, tout en admettant : 1° que la tempé-
rature est une fonction continue des coordonnées et du
temps; 2° que la quantité de chaleur cédée, dans un temps
trés-court, par un premier point plus chaud, 4 un second
point trés-voisin et plus froid, est, toutes choses égales
d’ailleurs, proportionnelle a la trés-petite différence des
températures de ces deux points.

Nous poserons, dés I’abord, et en quelque sorte synthéti-
quement, le nouveau principe; puis, aprés avoir déduit ses
conséquences générales, nous le discuterons, afin de con-
stater qu'il embrasse tous les corps solides, athermanes et
homogenes, qu’ils soient, ou qu'ils ne soient pas cristal-
lisés.

§ II.
PRINCIPE ADOPTE.

Soient M et M’ deux points trés-voisins du milieu solide ;
¢ la distance, de grandeur insensible, qui les sépare; ¢ la
latitude et ¢ la longitude, qui assignent la direction de
MM'; V la température actuelle en M; V/ un peu moindre
que V, celle en M'; o et @/, deux éléments de volume,
dont M et M’ font respectivement partie, et qui ont leurs
trois dimensions infiniment petites par rapport a ¢. La
quantité de chaleur cédée, pendant le temps dt, par le vo-
lume @, au volume @', aura pour expression

(1) wa'.(V—V').F.de
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Le coefficient F)lessentiellenient positif, dépend de la
distance ¢, et de ses angles de direction (g, ¢). Il reste le

Fig. 1.

!
!
|
|
!

N T

e

méme en quelque lieu, du corps solide homogéne, que soit
placé le couple défini des points M et M. 1l est nul lorsque
la distance ¢ dépasse une certaine limite supérieure ¢;, et
aussi lorsqu’elle est au-dessous d’une certaine limite infé-
vieure {,. Ces deux limites, du méme ordre de grandeur
que ¢, peuvent différer d’une direction i une autre; c’est-

a-dire que ¢, et ¢, sont, en généra] des foncnons des
angles (9, ¢).

§ IIL.
FLUX DE CHALEUR.

Soit PP une section plane, faite dans le corps solide, et
qui le sépare en deux parties A et B. La seconde partie, B,
étant plus chaude que la premiére, A, lui céde, dans le
temps dt, une certaine quantité de chaleur. C’est le flux
total qui traverse PP, Si I'on divise B en cylindres infini-
ment déliés, ayant chacun sa base w sur PP/, et ses géné-
ratrices normales & ce plan; la quantité de chaleur par-
tiellement envoyée, pendant le temps dt, par un de ces
cylindres, au fragment A, est le flux élémentaire, corres-
pondant 4 sa base . Il s’agit d’évaluer ce flux élémentaire.

A cet effet, transportons successivement le couple (M, M),
défini au paragraphe précédent, de telle sorte que M occupe

1.
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d’abord latrace ded]axe/duccylindre sur sa base w, et qu’il
occupe ensuile un autre point M, du méme axe, situé dans
B, 4 une distance M, M= /, telle, que la seconde extrémité
de ¢, d’abord en M, puis en M, soit toujours dans A.

Fig. 2.

Le plan des xy étant I'équateur, celui zx le premier méri-
dien, désignons, pour simplifier, cos¢ et sing par ¢ et s,
cos( et siny par ¢ et 5'; les projections (g, &, k) de ¢,
sur les axes rectilignes, auront pour expressions

(2) g=ted, h=Zlcs', k=Zs;

de plus (m, n, p) représentant les cosinus des angles que

fait la normale M; M avec les mémes axes, les projections
de la ligne I seront (ml, nl, pl).

§ 1V.
LOI DE L’ECHANGE DE CHALEUR.

Cela posé, les coordonnées de M étant (x,"y, z), celles
de M’ seront (x+g, y+h, z+k), celles de M,
(x—ml, y —nl, z—pl), enfin celles de M’ seront
(x+g—mly y +h— nl, z+k— pl); et si la tempéra-
ture est, Ven M, Ven M, V, en My, V| en M, la séric
de Taylor, réduitc a ses premiers termes, par suite de I’ex-
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tréme petitesse des'(¢, g, /7, k), donnera

d l
V’=V+—Yg+f—!h+-'—i—‘:k,

dz dy d:z
dvVv dV dV
V._V—ml—E—nld—j—plj;y
, dv. v dv
d’ou I'on conclut le théoréme important
eV =V (Ve Y o4V
(3 i—V, =V V_?;( dxcc d_y“ ol

.
C’est-a-dire que I’échange de chaleur (1) sera le méme, non-
seulement par le coefficient F, mais encore par la différence
des températures, pour toutes les positions (M,;, M) du
couple défint, correspondantes i toutes. les valeurs admis-
sibles de la ligne .

On peut adopter, pour , la couche wd/, du cylindre
infiniment délié, ou se trouve M,, et prendre I’élément
sphérique {*cd¢ dopdy, rapporté au centre M,, pour repré-
senter le volume &’ dont M/, fait partie. Ce qui donnera dé-
finitivement

(4) wdl.@cdydedy (_ '% ' — "11—;' o’ — 'fi—‘: s> Fdt,

pour I'échange de chaleur actuel. Le signe (—) qui affecte
les trois termes de la parenthése, tient a cette circonstance,
que la partie B, supposée plus chaude que A, est aussi plus
voisine de I'origine des coordonnées ; car, puisque la tem-
pérature est supposée décroitre quand on s’éloigne de I'ori-
gine, ou de M vers M/, de M, vers M, les dérivées par-
tielles de la fonction qui la représente, prises dans ce sens,
étant négatives, il faut qu’elles soient affectées du signe (—).
pour que I’échange (4) soit définitivement positif. Si la
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fonction V' était’croissante, ses dérivées seraient positives,
et I’échange (4) serait négatif;; c’est-a-dire que ce serait @,
et non @', qui gagnerait de la chaleur ; mais, alors, le coeffi-
cient F, toujours essentiellement positif, correspondrait a
la direction (—g, ® +¢)), et pourrait gvoir une valeur dif-
férente de celle qui correspond i la direction (9, ¢).

§ V.
CONDUCTIBILITE ANGULAIRE.

Il faut soumettre I’échange (4) & quatre intégrations suc-
cessives : la premiére, par rapport a /, depuis zéro, jusqu’a
la projection
(5) ¢ (mec’ + nes' + ps)

de ¢ sur I'axe du cylindre; la seconde, par rapport a ¢,
entre {, et {; fonctions de (¢, ), intégration que I'on peut
indiquer en posant

(6) fg' ¢ F.de=F(p 4) =9
;‘

Puis, si ¢, et 9, Y, et ¢y, sont les limites qu’il faut donner

successivement aux variables ¢ et ), pour parcourir toute la

surface de I’hémisphére de rayon 1, dont le centre est en M,

la base sur PP/, et qui est dans A ; posant encore

= si s=2cc,

¢ P .
(7)f d_rf dg.§.(mcrc' + nes’ + pes).e={=1b si e==cs,
o () .

=T 81 e=sy,
et, remarquant que les dérivées de V restent constantes
lors de toutes ces intégrations, on aura définitivement

adv dv av
(8) wdt(—-d..?i;—ﬂb?-—l‘?z—),
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pour exprimer le lux élémentaire cherché, lequel corres-
pond a la base w, située sur le plan PP, et dont le point M,
aux coordonnées (x, y; z), occupe le centre.

La fonction §(6) mesure, en quelque sorte, la faculté
que posséde le milieu solide, de propager ou de conduire
la chaleur dans la direction (¢, ¢) : car, la quantité de cha-
leur cédée a A, par le prisme de base w, suivant cette seule
direction, est proportionnelle i #, qui entre comme facteur
dans les éléments différentiels (7). Les autres facteurs
étant sans dimension géométrique, ¥ est de méme ordre
de grandeur, ou de méme espéce, que les coefficients, tels
que (&, ¥, I') (7), généralement désignés sous le nom de
conductibilités, on peut donc appeler cette fonction la
conductibilité angulaire.

§ VL

FLUX COORDONNES.

Soient désignés par (v, ®,, ®,), trois éléments plans
en M, respectivement perpendieulaires aux axes; les flux
(ui leur appartiennent aurent les expressions

dt dv dv dV\
O\ dy v le_,)’
dv dv dvVv
(9) w,dt (—— a.ﬂ -_— p'.@-— T E),

dt 1 dv dav dV)
o (_ *dr sz L=

/

(Pour simplifier le texte, j'emploie les notations et les
dénominations suivantes : La lettre i désigne, collective-
ment, plusieurs indices numériques affcctant les mémes
lettres, ou bien 'un quelconque d’entre eux: ainsi, les
intégrales doubles (7) ont pour limites les (¢:, ¢:). La
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lettre u désigne;collectivement, les coordonnées (x, y, z),
ou bien I'une quelconque d’entre elles : ainsi, les flux (g)
correspondent aux éléments »,. Enfin, comme dans un
Cours précédent, J’appelle variation d’une quantité sui-
vant une certaine ligne, la limite du rapport de I'accrois-
sement de cette quantité au chemin parcouru sur la ligne,
abstraction faite du coefficient qui multiplie ce rapport,
et qui peut &tre le chemin lui-méme. Ainsi, les expres-
sions (9) contiennent les variations de la température V
suivant les (x, y, z); les trois coefficients («, 4, 7s) mul-
tiplient les variations respectivement normales aux élé-
ments @,, les six autres les variations tangentielles aux
mémes éléments; tous peuvéni étre appelés des conductibi-
lités résultantes, normales et tangentielles.)

Les coeflicients («;, f;, 7;) se déduisent des intégrales
définies (7), en donnant, successivement aux cosinus
{m, n, p), et aux limites (¢;, ¢§.), les valeurs correspon-

dantes aux trois positions particuliéres du plan PP. On
obtient ainsi le tableau

est = 1,.

T T . Sr=a,
2 2 .
3ol f —
[ v [ a ocs =8,
L T 2 op!
_I _z cise' =
> P 75
ul oeds' =a,,
DT 2
10 . L&, 3l —
(ro) w [*ag Tl e =p,
° _r ciss’ = 9,3
2
T cse’ = a,,
27T 2 2 co! —0
[Taw [Cag @ = s
o
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Les trois cases/de/la premiére colonne indiquent les limites
(9:5 §:) pour les trois w, ; vient ensuite le facteur ¥ commun
a toutes les intégrales; puis la derniére colonne donne
les facteurs trigonométriques qui particularisent les

(“n ﬂi? 7;)-

§ VIL

COMPARAISON DES COEFFICIENTS.

Les derniers facteurs sont les mémes, pour y, et f3,,
pour a, et y, pour 3 et a,; mais il ne s’ensuit pas nécessai-
rement que les coefficients de chacun de ces groupes soient
égaux, car les limites des (¢, ¢) différent d’un coefficient a
Pautre. Cet obstacle 4 leur comparaison disparait, si I'on

-, . . ®
concentre toutes les intégrations entre o et —» pour ¢ et
2

pour ¢, a I'aide des formules générales

©

[ o= [ " (68 + F(— E))uE,

2

'll) n 121
) f f(+)d+=£ [£($) -+ (= —$)] 44,

. fo "t dy =[’ € ()+F (r— )£ () E(— )]

(¢ étant ou g, ou ¢), dans lesquelles on substitue, a f, la
fonction & accompagnée des facteurs trigonométriques, qui
conservent les mémes valeurs absolues, mais avee des signes
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divers, pour toutes les directions (¢, *=¢), (¢, nt¢); -
d’ou résulte

[Flo¥) +Flos — ) + F(— 9 V) +F(— g, — P ¢ =
[ + — + — Jere's =
[ + -+ — _ Jerse’ =
A AR
- (12) [y [ ap{ (50, F0sm— )0 9) + F(— g r )] =
0 ° [ + -+ — —_ letss' =
[ + — — + Jerse’ =
[ + + — — Jetss’ =
[5(?"{‘)"'39(?’ 7‘_"’)‘*‘5(?’7"""‘)"‘5(?’_‘!‘)]“3

Ici, les limites des (¢, ¢) sont partout les mémes, et
dans 1’élément différentiel qui correspond a chaque coeffi-
cient, les facteurs trigonométriques sont conservés ; mais le
facteur primitivement commun, &, est remplacé par une
somme algébrique des valeurs de la fonction (6) apparte—
nant a quatre directions différentes; valeurs qui sont les
mémes, avec des signes divers, pour les trois coefficients

, d’'une méme case, mais qui différent d’une des trois cases
a unc autre.

Toutes les valeurs de la fonction ¥ étant essentiellement
positives et les facteurs trigonométriques ne changeant pas
de signe entre les limites (g;, §:) actuelles, le tableau (12)
montre que les trois coefficients («, B, y:) sont toujours
positifs, tandis que (B, 73 71, @1; s, Bs) sont positifs ou
négatifs, suivant les grandeurs relatives de la conductibilité
angulaire : car, chacune des intégrales définies (12) se dé-
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compose 'en’'quatré¢’intégrales' partielles, toutes positives
pour (2, 2,,7:), dont deux sont positives et deux négatives
pour les six autres coefficients.

§ VIIIL.
CAS DE L’EGALITE SYMETRIQUE.

D’aprés le nouveau tableau (12), pour que les égalités
présumées

=2,
(13) X =17,
B=ua,

aient lieu, il faut que la fonction § vérifie les trois identités

F(@ 7 —4) =F(—p —4¥),
(14) 5(_?’ ""’"’)=§(?s_‘l‘)7
Flogom+4) =F(— o ¥);

c’est-a-dire, plus simplement, qu’'elle ait symétriquement
la méme valeur, p’our' deux directions opposées I'une a
Pautre. Supposer I'existence de ces trois identités, ou de
cette égalité symétrigue, c’est donc restreindre la généralité
de la question traitée, comme si I'on établissait, hypothéti-
quement, trois relations nouvelles, entre neuf coeflicients,
qui, généralement, peuvent étre tous distincts.
Néanmoins, cette restriction paraissant concorder avec
les phénoménes physiques, pour la presque totalité des
milieux cristallins, il convient de traiter particuliérement
le cas qu’elle suppose. Admettant donc les égalités (13),
désignons, respectivement, par (1, g, v) les valeurs com-
munes des trois couples, et par («, (3, y) sans indices
les coefficients (@, B, y:) qui restent distincts. Les trois
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flux (9)'auronv alors des! éxpressions nouvelles

/ dt dVv dv dv
ot (—am =y TR )

(15) dv av dV),

o),dt(—v P TJ'-—AE
( dv ldV dV>

_—— — A —— — p——

Ydx dy dz

dont les coefficients représentent les intégrales définies du

tableau ‘

(9, $) + Flgr — V) +F(— 0, 4) + F(—g, — $\ e =a,

I I I R R DR I . 033'1 =p’

:;f g R R T A S cs? =7;
(16)~/0v d‘l’»/o‘ d'? ( —+ — —_ -+ )c’ss’ :._}’
( + -+ bl —_ )ersc’ =py

( + - -+ — )es'd =v;

la parenthése, ou la somme algébrique des quatre valeurs
de %, étant la méme pour les (a, f3, 7), et différant, par les
signes, pour les (1, u, v).

.

§ IX.
EXPRESSIONS SIMPLES DES COEFFICIENTS.

Autrement : la fonction § peut étre considérée comme
composée de quatre parties : la premiére paire enh ¢ eten ¢,
la seconde paire en ¢ et impaire en ¢, la troisiéme impaire
en ¢ et paire en ¢, enfin la quatriéme impaire en ¢ et
en §; ce quexprime symboliquement la premiére des
quatre équations du groupe suivant:

(- F(e,¥)=pp+pi+ip+i,

s F(o, — ) =pp—pi+ip—i,

7 ( F— g ¥) = PP+ P— =T
F(—o — V) =pp —pi —ip +ii;
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les trois autrés/s’en’déduisant/par les changements de signes
des variables. A I'aide de ce groupe (17), on reconnait
facilement, qu’au tableau (16), la parenthése se réduit,
a 4pp pour («, B, 7), a 47 pour X, & 4ip pour u, a 4pi
pour .

C'est-a-dire, plus simplement, qu’aprés les substitu-
tions (17), chaque parenthése de (16) aura la méme double
parité que le factcur trigonométrique qui I'accompagne.
Les éléments différentiels seront donc tous pairs en ¢ et
en ¢, et I'on pourra étendre les intégrations entre les
limites —g et + 1—;, pour ¢ et pour ¢, puis prendre le quart

des résultats. Or, avec ces nouvelles limites, on peut join-
dre, a celle des quatre parties de la premiére (17) qui rem-
place chaque parenthése, les trois autres parties; ce qui
n'ajoute a I'élément différentiel total que des termes, im-
pairs en ¢, en ¢, ou en ¢ et en ¢, disparaissant par la
double intégration. En un mot, avec les nouvelles limites,
toutes les parenthéses peuvent étre remplacées par la fonc-
tion ¥ (9, ¢) compleéte.

Cela fait : remplagant la fonction § elle-méme par la va-
leur (6); remarquant que, par suite de ’égalité supposée,
le triple signe d’intégration

o
“+ = “+
2 3 .
f dq,f dq»f dg...
_= T %
2 T a

indique la moitié d’une sommation faite dans la couche
comprise entre les deux surfaces définies par les rayons
vecteurs {o et ¢,; sommation que nous indiquerons par

SIE]

2; recomposant 1’élément sphérique {*cd{dody = w;

assimilant la fonction F a une sorte de densité A: puis le
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produit/s A/ |une)sorte demiasse m; les expressions (16)
des six coefficients actuels prennent définitivement la
forme

%2 m (_Z_cc’)’zz.—_-izm-t’,
LS m oy a=i S
X m(es) =g =2 me
éZm.Ccs’.?;s ="A=—;-2m._ﬂ,
-;—Em.t;s.l;cc’=p=-;-2mu,

éZm.tcc’.t;cs': v =i2mzf$

(x, y, z) représentant, ici, les projections du rayon vec-
teur ¢, ou les coordonnées par rapport au point M pris
pour origine.

(18)

§ X.
FLUX ELEMENTAIRES NORMAUX.

Dans le cas actuel, I'enveloppe solide fictive, comprise
entre les surfaces

= Gles¥), t=08(p¥),

a son centre de gravité en M; et la théorie classique des
moments d’inertie donne, pour son ellipsoide central,
I'équation

(B+ )X+ (7 +a) Y+ (a+B)2°
(19) — 2\ YZ—2pZX — XY =1,
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alaide des valeurs (18). Cette équation (17) définit trés-
nettement les six coefficients des flux élémentaires coordon-
nés (15). Ceux relatifs & d’autres axes rectangulaires se
déduiraient des premiers, par les formules de transforma-
tion habituelles. Il suffit donc de connaitre les ‘coefficients
des flux (15) pour un seul syst¢éme orthogonal. Or on peut
choisir celu: des axes de l'ellipsvide (19) pour lequel les
coefficients (A, p, v) sont nécessairement nuls. Et de la
résulte le théoréme suivant :

Lors del'égalité symétrique, il existe toujours un systéme
d’axes rectangulaires, et un seul, pour lequel les flux élé-
mentaires coordonnés (15), ne comprenant, chacun, que
la variation normale de la température, ont des expressions

de la forme
1 dv
w,dt <— aﬂ),

(20) { u,dt(—p%),

dv
‘. Mld‘(-'IE);

tandis que pour tout autre systétme d’axes rectangulaires
les wrois flux (15) comprennent, chacun, outre la variation
normale de la température, %es deux variations tangen-
tielles ; et les six coefficients de ces derniéres variations sont
égaux deux a deux.

- § XL
CAS DES SOLIDES NON CRISTALLINS.

Si I'on considére un milieu solide non cristallin dans son
état d’homogénéité la plus compléte, on ne trouve aucune
raison pour admettre que F (§ II), ct les limites ¢, et ¢,
varient avec la direction (9, ¢). Alors 'intégrale définic (6)

-
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se réduit a une constante absolue . Au tableau (12), les

(By 7> 73> @15 23y Bs) sont nuls, et les (é; Bss71), qui restent _
seuls, ont les expressions

i = | cd? = a,
2 2

(21) /}5 / dx[af de{ &5 =B,
v o o

cs? = q,,

toutes définitivement égales a

(22) ' 2;"7

valeur commune que nous désignerons par g. Ce qui donne
pour le flux correspondant a tout élément plan

dVv
(23) wie. (— g 73 )

d % étant I'accroissement de la normale 4 I’élément, et ¢ la
conductibilité eonstante.

Aiusi, dans un milieu solide homogéne, non cristallin,
chaque flux élémentaire ne comprend que la variation nor-
male de la température, et le coefficient de cette variation
est le méme pour tous les éléments plans, quelle que soit
leur orientation. L’expression (23 ) est identique avec celle
que Fourier a déduite d’une loi physique, prise pour point
de départ. Dans la théorie actuelle, cette expression est ri-

* goureusement établie; et I'on voit clairement qu’elle ne doit
pas comprendre les variations tangentielles de la tempéra-
ture: ce dont on pouvait douter avec 'ancienne méthode.
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DEUXIEME LECON.
PRINCIPE JUSTIFIE. — LOIS GENERALES.

Justification du principe. — Continuité de la température. — Proportion-
nalité de I'échange de chaleur. — Variabilité de la conductibilité angu-
laire. — Lois générales, déduites du tétraédre élémentaire. — Equntions
lors d’un solide non cristallin. — Equations lors de Pégalité symétrique.

§ XIL.
CONTINUITE DE V. — PROPORTIONNALITE.

Discutons maintenant les diverses parties du principe
posé au § lI, pour constater qu’il donne réellement a la
théorie actuelle toute I'extension qu'elle se propose. Rap-
pelons d’abord que la fonction V, qui exprime la tempé-
rature, peut étre regardée comme une fonction continue,
dont les dérivées ou les variations sont toujours assignables.
En effet, lors méme qu’elle n’aurait de valeurs que pour
les points matériels, disséminés et non contigus, consti-
tuant le milieu solide, on congoit que I'interpolation puisse
déterminer une fonction reproduisant les mémes valeurs;

et cette fonction interpolaire, substituée a V, sera conti-

nue, car elle donnera aussi des valeurs pour les points géo-
métriques intermédiaires; puis, lors de toute sommation,
faite a I’aide de cette fonction et de ses dérivées, il existera
toujours, parmi leurs facteurs, un coefficient spécifique ex-
primant une certaine faculté calorifique de chaque point
matériel ; coefficient qui sera nul pour tous les points géo-
métriques, lesquels n’auront conséquem ment aucune in-
fluence ‘sur les résultats de la sommation.
2
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Constatons ensuite'que Péchange de chaleur, qui s’opére
entre deux points, peul étre considéré comme étant propor-
tionnel i la différence AV de leurs températures. En effet,
la quantité de chaleur échangée serait évidemment nulle,
si les deux points avaient la méme température; cette
quantité peut donc étre assimilée 3 une fonction de AV,
qui, développée suivant les puissances entiéres de cette
variable, n’aura pas de terme correspondant 4 la puissance
zéro, et qui se réduira au terme contenant la puissance 1, si
AV est trés-petit, Or, c’est ce qui aura toujours lieu dans
- un milieu §olide athermane, puisque les points, entre les-
quels peut s’opérer un échange de chaleur, y sont extréme-
ment voisins, et que les AV correspondants doivent étre
aussi peu sensibles que les distances qui séparent ces points.

§ XIIL.
VARIABILITE DE F ET DE SES LIMITES.

Justifions maintenant la variabilité des limites &,, ¢,, et

du coefficient F. (1l ne faut pas 'oublier, dans I'étude que-

nous entreprenons, il s’agit d’explorer, non pas ce qui est
le plus généralement, mais tout ce qui pourrait étre, afin
de ne laisser en dehors aucun des cas exceptionnels que la
nature peut réaliser.) D’aprés 'ensemble de ses propriéiés
physiques, on est conduit & considérer un milieu solide,
homogene et cristallin, comme composé de molécules inté-

grantes d’une certaine forme, non sphérique, polyédrique

peut-8tre, toutes égales en volume, et orientées de'la méme
maniére, par les forces qui les maintiennent séparées, mais
de telle sorte que leurs centres de gravité ne sont équidis-
tants que sur une méme direction.

Alors, dans le couple défini au § II, M étant le centre-
de gravité d’'une molécule, il peut se faire que ¢ doive étre -

. Aa
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toujours sapérieur au rayon vecteur {,, mené de son cen-
tre M a la surface qui la limite; distance variable avec la
direction (¢, ¢), puisque cctte surface n’est pas sphérique.
En effet, s’il existe une différence entre les températures
de deux points M et m, de la molécule intégrante, et si
cette différence est essentielle 4 la constitution méme de
cette molécule, elle doit se conserver, et il ne peut s’opérer
d’échiange de chaleur entre M et m’; donc, si le AV n’est
pas nul, le coefficient I doit I'étre.

De plus, le volume total du solide cristallin est divisible
en systémes particulaires égaux, nécessairement polyédri-
ques, et ne contenant chacun qu'une molécule intégrante.
Cela posé, la ligne menée de M dans la direction (¢, ¢)
atteindra la limite supérieure {,, aprés avoir traversé un
certain nombre, JG, de systémes particulaires; si, comme
il est probable, ce nombre 9% est le méme pour toutes les
directions, la distance ¢, sera composée d'un méme nombre
de parties; mais ces parties auront des grandeurs différentes
d’une direction a une autre, d’aprés la forme et la position
relative dés volumes élémentaires; ¢, variera donc avec
(9> ¢). Et il en sera de méme du coefficient F, dont la
pmissance, pour une distance quelconque {, doit dépendre
du nombre des systémes particulaires traversés; nombre
qui, inversement, peut étre différent d’une direction & une
autre pour le méme ¢.

. - § XIV.
EMPLOI DES FONCTIONS DISCONTINUES.

La suite de la discussion actuelle exige quelques ré-

‘flexions préliminaires. Dans les diverses branches de la

physique mathématique, il est souvent nécessaire d’indi-

quer; sinon d’effectuer, la sommation d'une certaine quan-

lité, i ne peul avoir de valeurs que pour des points dis-
2.
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séminés dans un milica pondérable, et non contigus. Cette
(uantité est une fonction aussi discontinue qu'il est pos-
sible, puisque ses dérivées ou ses variations sont compléte-
ment inassivnab]es, et cela pour toutes ses valeurs; le calcul
différentiel n’a donc ancunc prise sur ellg. Mais ll n’cn est
pas de méme du calcul intégral.

En effet, I'existence d’une fonction discontinue de cette
nature dans 1’élément différentiel n’empéche pas une inté-
grale définie, simple ou multiple, d’avoir une valeur assi-.
gnable. Dans cette circonstance, le signe de chaque intégra-
tion peut étre regardé comme étant purement symholique,
ou comme indiquant la sommation a faire d’'un nombre
fini de termes, n, qui peut étre considérable, ou petit,
entre les limites données.

Autrement : les n quantités qu'il s’agit de sommer, ap-
partenant i un néme nombre n de valeurs particuliéres de
la variable, scules efficaces, on peut partager 'intervalle
—ompris entre les limites, en n parties correspondantes, et
distribuer uniformément sur chacune d’clles la quantité
appartenant a la seule.valeur efficace qu’elle contient; puis,
muliipliant par la différentielle de la variable, indiquer ou. .
méme faire I'intégration. Le résultat sera évidemment égal
A celui de la sommation directe des n quantités.

Cela posé, nous avons établi que dans un solide cristal-
lin, si le point M du couple défini au § Il occupe le centre
de gravité d’'une molécule intégrante, il 'y a lieu de consi-
dérer le coefficient F, pour le méme ¢, comme variant avec
(9, ¢), ainsi que les limites (v, ¢y). Or, lorsqu’il s’agit
d’évaluer un flux élémentaire, ou d’effectuer les quatre
sommations indiquées au § V, on peut admettre que les
échanges de chaleur ne s'opérent qu’entre les centres de
gravité des molécules, ou bien considérer le facteur F, de
P’expression (1), comme étant nul, tant que les éléments
@ et &' ne contiennent pas chacun 1'un de ces centres de
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gravitéy vy d'aprés cepuicvient d’¢tre dit, quoique F-soit
alors complétement discontinu, la conductibilité angulaire
¥(6), ainsi que les coeflicients (%, ¥, T') (8), (2, fis 7:) (9),
et aulres, resteront assignables.

§ XV.
JUSTIFICATION DU PRINCIPE.

Les formes de certains cristaux naturels, et entre autres
la cristallisation tétraédrique, indiquent que la surface qui
limite, ou la molécule intégrante, ou le systéme particu-
laire, n’a pas toujours I'égalité symétrique; ¢ est-a-dire
que deux rayons vecteurs, menés du centre de gravité M a
cette surface, dans deux directions opposées 'une a I'autre,
ne sont pas égaux. De la résulte que le coefficient F, les
limites (&o, 1), et conséquemment la conductibilité angu-
laire ¥ >(‘6), peuvent différer pour ces deux directions. Ce
(ue semble confirmer I'électrisation par la chaleur de cer-
tains cristaux, due trés-probablement & I'inégalité des con-
ductibilités angulaires dans deux sens opposés. Ainsi les
relations (14), et ensuite (13), n'ont pas nécessairement
lieu.

En résumé, pour que la théorie actuelle embrasse tous
les cas possibles, il faut et il suffit de considérer les neuf
coefficients, («;, Bi, 7.), des flux coordonnés (g), comme
élant tous distincts et indépendants. Le principe posé au
§ II est donc justifié. Il ne présuppose aucune loi physique.
Le seul fait qu’il emprunte a I'expérience, ou, si 'on veut,
la seule hypothése qu’il admette, peut s’énoncer ainsi: la
quantité de chaleur échangée, dans un certain temps, entre
deux points matériels, est d’autant plus grande, que leurs
températures différent davantage; I'échange étant nul s'ils
ont méme température.

Ce principe ne se prononce pas sur la nature de la cha-
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leur, cette/cause/mystérieuse de la température. Il peuts’ap-
pliquer également aux diverses idées qu'on s’en peut faire :
(fluide rayonnant, absorbé ou retenu par la matiére pon-
dérable; vibrations d’amplitudes variables, propagées par
’éther des systémes particulaires; puissance vive de plu-
sieurs rotations simultanées, constituant les molécules in-
tégrantes, etc.). Il n’assigne pas la grandeur de certains
nombres, tels que 9%, qui définit¢,, et n du § XIV, appli-
qué a la sommation (6) pour la conductibilité angulaire.
Sont-ils considérables, comme le voulait Poisson? se rédui-
sént-ils a 2, 3,..., au plus, comme nous le croyons? Peu
lui importe. Seules, ses propres conséquences, rationnelle-
ment déduites, pourront aborder ces nombres inconnus, en
(établissant des lois que I'expérience vérifiera, et qui res-
trelndrom de plus en plus le champ qu’ils occupent.

§ XVI
RECHERCHES DES EQUATIONS GENERALES.

D’aprés les lois trouvées dans le cas de Pégalité symé-
trique, tous les systémes de trois flux coordonnés (15), en
un méme point M, se déduiront d’un seul d’entre eux, qu’il
suffira conséquemment de connaitre. Il s’agit maintenant
de constater que cette déduction se présente aussi dans le
eas général, ou plus simplement, de trouver la relation qui
fait dépendre un flux quelconque (8) des flux (g); puis de
rechercher la loi qui régit les variations du méme systéme
de flux coordonnés, lorsqu’on passe du pomt M 2 un autre
point voisin.

A cet effet, désignons généralement par

w dt ( - 9:):
(24) oy dt (— Q,),
o, de(— ;)
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les trois flux/coordonnés et par
(25) wdt(— Q),

le flux (8) correspondant a I'élément plan w, situé sur le
plan PP’ dont la normale fait, avec les axes, les angles aux
cosinus (m, n, p); £, ainsi que (2., Q,, £2,), seront des
fonctions de (x, y, z), coordonnées du point M, qui occupe
le centre de chacun des quatre éléments (w,, ), et il s’a-
gira d’établir la dépendance de ces fonctions et les lois qui
les régissent.

Dans toutes les expressions précédemment trouvées du
flux de chaleur correspondant &3 un élément-plan w, les
(x, 7, 2) que contiennent les dérivées de la température
sont les coordonnées d’un point situé sur I'élément, a I'in-
rieur ou sur son périmétre, peu importe quand on ne con-
sidére que des quantités de l'ordre de grandeur de ces
expressions. Bien que le choix soit alors indiflérent, il con-
vient cependant d’adopter exclusivement le centre de gra-
vité de l'aire w, pour le point dont il s’agit. On va voir que
cette adoption permet de déduire d’'une méme recherche,
ou d’'une méme équation, deux relations, la premiére entre
plusieurs flux, la seconde entre leurs variations et d’autres
quantités,d’unordre de grandeur immédiatementinférieur;
seconde relation qui autrement eiit exigé une nouvelle re-
cherche. Cette faculté d’extension parait traduire d'une
maniére nouvelle les propriétés des centres de gravité.

§ XVIIL
EMPLOI DU TETRAEDRE.

Considérons un tétraédre élémentaire, dont trois faces
sont perpendiculaires aux’ axes, et la quatriéme paralléle &
PP’; le point M étant lc sommet de son angle tri¢dre rec-
tangle. Soient (A, B, C) les trois faces rectangulaires et IT
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la face inclinée; un théoréme sur la projection des aires
donne

(26) A=m0l, B=nn, C=pI.
Soient (a, b, c) les trois cdtés du iétraédre paralléles

aux axes, les coordonnées du centre de gravité M, de A
seront

.
(" r+3r+3)

’

celles du centre M, de B
a c
(-l‘+§’ Yy 2+ §>’
celles du centre M; de C
) a b
x - I~
-+ 3’ ry+ 3’ z) )
enfin les coordonnées du centre de gravité M de II seront

P :
(" rrypet3)

comme D'indique la fig. 3. Les (a, b, ) sont des infini-
Fig. 3.

ment petits du premier ordre, les (A, B, C, II) des infini-
ment petits du second ordre, comme tout élément-plan .

De plus, soient désignées par les symboles d,f, df, Jdsf,
df les variations que subit toute fonction f de (x, y, 2)
appartenant au point M, lorsqu’on passe successivement
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de ce point aux/centres (M M). (Ici les variations sont les
rapports-limites définis au § VI, maltipliés par le chemin
parcouru.) D’aprés les expressions (24), (23), et les équa-
tions (26), les flux correspondants aux faces (A, B, C, II)
seront respectivement

mildt (— Q,— d,0,),

nllde(— ﬁ,-—-agﬂ,),

i plde(— 0, — &:0,),
ndi(—a —édQ).

(27)

Les trois premiers entrent dans le tétraédre, le quatriéme
en sort. Le gain de chaleur sera donc égal a I'excés de la
somme des trois premiers flux (27) sur le dernier.

., , - dV
Or, ce gain élévera la température du corps dez dt;

il sera conséquemment égal a cette élévation, multipliée
par le calorique spécifique I" du milieu solide, par sa den-
nH
3
pendiculaire abaissée de M sur II, laquelle est évidemment
liée aux (a, b, c) par I'égalité multiple

sité A, et par le volume du tétraédre; H étant la per-

(28) = ma = nb = pc.

§ XVIIL
EQUATIONS GENERALES.
Egalant les deux expressions trouvées du méme gain de

chaleur, on a définitivement, en supprimant les facteurs
communs II et dt, ’équation

m(—Q, —48,Q,;)
( + (= 9, —&0,) —ra 4vH
29) +P(—9-x—'63“t) - (It 3’

+(2+4-d0)
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qui donne| d’'abord; en mégligeant les infiniment petits,
d; et H, la relation entre quantités finies '

(30): Q=mQ,+ nQ, +pq,,
puis, qui se réduit, d’aprés cette relation méme,

(31) 3Q —mdQ; — ndQ, — pdQ,=TA %t!%

La relation (30) fait dépendre, d’'une maniére trés-sim-
ple, lafonction £ (25) des trois fonctions Q, (24), ou bien,
un ﬂux élémentaire quelconque, des trois flux coordonnés.
La connaissance de ces derniers est donc seule nécessaire.

11 ne reste plus qu’a interpréter 'équation (31). La défi-
nition des symboles d,, les coordonnées des (M;, M), et la

valeur (30) de £, donnent .
8'1)'=%§+d-d—?§’
dQ, ¢ dQ, a
he, =25+ g
639‘=‘_l&£+£)_‘é;
de 3 dy a
/ do, d.Q dQ;\ «
s ( =t TP dx>§
dQ =1+ (mfﬂ—l'+ n@—! +-p (IQ,) b
dy dy dy | 3
+ (,n'&+”£’_&+,,'ﬂ>f.
dz dz dz | 3

Avec ces valeurs, le premier membre de (31) se réduit &

dQ; a dﬂ,b+ dQ; c
=3t @ 3 TP 3

or les produits (ma, nb, pc) sont tous égaux a H (28);
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. H ., .
supprimant ‘donc le’ facteur ‘commun -z, I'équation (31)
devient définitivement
do,  do, do, _ -dV

=Ty TP

(32)

Cette équation (32) exprime la loi générale du mouve-
ment de ha chaleur dans le milieu solide; et, si la fonction
V est indépendante du temps ¢, I’équation réduite

de,  do, do,
=ty T

(33) =o0
exprime la loi de I'équilibre des températures, dans le
méme milieu i I'état stationnaire, ou permanent.

_ § XIX.
EMPLOI DU PARALLELIPIPEDE.

On arrive directemept a I'équation générale (32), en
considérant le parallélipipéde rectangle élémentaire, aux
cotés (dx, dy, dz), dont M est le sommet le plus voisin de
Porigine. Soient (A, B, C) les trois faces du prisme, res-
pectivement perpendiculaires aux (z, y, z), et qui forment
le sommet M, (A’, B', C') les faces opposées; on aura

‘A:A’:dydz, ‘
(34) «B = B' =dzdx,
'C = (' = dzdy.

Les flux élémentaires des faces (A, B, C) entrent dans le
parallélipipéde, ceux des faces (A’, B/, C') en sortent.
L’excés du flux entrant par A sur celui sortant par A’
donnera un premier gain de chaleur. Pour I'évaluer, soient
M, et M, les centres des faces paralléeles A ¢t A'; d, et &'
les symboles des varialions que subit une fonction de
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(x, y, 2)appartenant an point M, lorsqu’on passe succes-
sivement de ce point aux centres M, et M',. D’aprés la pre-
miére expression (24), ct les premiéres valeurs (34), Pex-
cés dont il s’agit sera

dy dzde (8,0, — 3,9,).

Or, la droite qui joint les centres M, et M', élant paralléle

aux x, ct égale en grandeur a dx, les variations totales ¢,

¢t ¢y comprendront les mémes variations partielles suivant

les (y, 2)3 d, n'en aura pas d’autre, mais d, comprendra

en outre la variation partielle suivant x; on aura donc
dQ,

3,0, — 0,0, = —dr;
dr

¢t Pexees cherché est définitivement

dQ,
ﬁ dx l[)’ dz dt.

On trouve, de la méme maniére, pour I'excés du flux entrant
par B sur cclui sortant par B,
dQ '
—2 dxdy dz dt;
dy .

et aussi, pour I'excés du flux entrant par C sur le flux sor-
tant par C/

dQ;

——dzdy dzdt. '

La somme de ces trois excés donne une premiére expres-
sion du gain total de chaleur, qui, occasionnant I'accroisse-

) dVv . .
ment de température ~ dt, dans le prisme dont le calorique

spécifique est T, la densité &, etle volume dix dy dz, a con-
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séquemment pour seconde expression

ra d?-:, cdrdydsde.
Or, si 'on égale ces deux expressions, et qu’on supprime
les quatre différentielles qui multiplient tous les termes,
on retrouve définitivement I'équation (32), et sa ré-
duite (33).

Cette coincidence était nécessaire. Car laloi réelle qui
régit les flux coordonnés lors de I'état stationnaire, ou qui
donne I'échauffement successif des points du milieu, doit
sexprimer analytiquement de la méme maniére, quel que
soit lc polyédre élémentaire que ’on considére pour I'éta-
blir. Et, quand deux polyédres, aussi différents que le
tétracdre et le prisme rectangle, conduisent a la méme loi,
on ne peut plus douter de sa réalité.

Maintenant, si, pour abréger I'exposition de la théorie
actuelle, on voulait employer un scul polyédre élémentaire,
et qu’il falliit choisir, entre le prisme rectangle, introduit
par Fourier, et le tétraédre, imaginé par Cauchy, c’est évi-
demmentledernier qu"il faudrait préférer. Car, outrel’équa-
tion générale (32), il établit la relation (30), au moins aussi
importante, puisqu’elle fait dépendre tous les flux en un
méme point de trois seuls flux coordonnés. Avec le prisme
rectangle, cette relation reste inapergue; et, comme elle est
cssentielle, on w’éviterait pas un double emploi.

Si I'on se rappelle que les relations qui existent entre
les forces élastiques, dans les milieux solides, ont é1é dé-
couvertes a I'aide du téiraédre, on pensera que l'idée d'in-
troduire ce polyédre élémentaire, a peut-étre contribué,
plus que tout autre, aux progrés de la physiquc mathéma-
tique. ‘
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§ XX.
EQUATION A LA SURFACE.

Les fonctions Q, étant exprimées linéairement, a l'aide
des dérivées premiéres de la fonction V, leur substitution, -
dans ’équation (32), la transforme en une équation aux
différences partielles, linéaire et du second ordre, qui régit
la température. Mais si 'on se propose d’intégrer cette
équation générale, ou de déterminer la fonction V, dans
le cas d’un corps solide de forme donnée, il faut connaitre,
et exprimer, la loi particuliére des flux qui traversent la
surface. Et c’est pour cela que la relation (30) est essen-:
tielle.

D’aprés la loi physique du rayonnement de la chaleur, si
le corps est isolé dans une enceinte ayant une température
fixe prise pour zéro, le flux de chaleur

wdi(—Q),

qui traverse, dans le temps d¢, un élément w de la surface,
doit étre égal 4 wdt, multiplié par le pouvoir émissif ¢ de
I’élément, et par ’excés de sa température actuelle V, sur
celle zéro de I’enceinte, ou a

wdt V. N

De la résulte Iéquation, Q +¢V = o, ou, d’aprés (3o0),
celle-ci

(35) (mQ; 420, +pQ,+:V) =o,

laquelle n’a lieu que pour les points appartenant a la sur-
face 7 du corps. C’est-a-dire que, pour en faire usage, il
faut substituer aux (x, y, z) les coordonnées de ces points
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particuliers, dans-V,, 'dans 'ses dérivées qui composent les
{1, dans les fonctions (m, n, pp) qui représentent les cosi-
nus des angles que la normale extérieure fait avec les axes,
et méme dans ¢ si le pouvoir émissif est variable d’un point
a un autre.

Ainsi, la fonction V devra vérifier I'équation géné-
rale (32) transformée, pour tous les points intérieurs au
corps solide considéré, et I'équation (35), pour les seuls
points appartenant a la surface 5. Les formes extrémes de
cette équation (35), dite & la surface, correspondent aux
deux cas ot le pouvoir émissif ¢ est infini, ou nul. Lors du
premier, I'équation se réduit a

V,=o;
c'est celle qu'il faut employer, quand le corps se refroidit
dans un bain, entretenu i une température constante prise
pour zéro. Lors du second cas, la méme équation devient

(mQ; +no, +po,) =o,

ou {1, =o, et exprime que le corps est disposé de telle
sorte, qu’a toute époque, la température étant la méme de
part et d’autre de sa surface, aucun flux de chaleur ne la
traverse. '

§ XXI.
EQUATIONS LORS DES CORPS NON CRISTALLINS.

8'il s'agit d'un corps homogéne non cristallin, ou de
l'unique flux (23). les facteurs £, sont

dV
Q, = r]zt—,
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et ¥i o poselCpour siniplifier, le rapport

P’équation générale (32) devient

30 AV AV AV AV
(37) pr dy? dz ~  dt

Sous cette forme, qui reste la méme pour tous les systémes
orthogonaux d’axes rectilignes, elle exprime la loi qui régit
la fonction V de (x, y, z, t), lorsque le corps s’échauffe ou
se refroidit.

On en déduit I'équation

d'V . AV 4w

Tttt T

(38)
pour exprimer la loi de I'équilibre des tcmpératures, lors-
que le milieu est a Iétat stanonnalrc, ou que V ne varie

pas avec lc temps.
Enfin, posant encore le rapport

(3 i:l,
(39) 7

I'équation a la surface (35) se présente sous la forme

(40) me——n p +p

dv dv dv
dx dy dz

+IV> = o.
7
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§ XXII
EQUATIONS LORS DE L’EGALITE SYMETRIQUE.

Pour les flux coordonnés (15), les fonctions {2, sont

P '
Qe=a ”dy b2z’
. dv dv dv
!4l) ’ny'—“'z‘-l‘-ﬂd—] +XE’
dV+1dV dav
._a'_"rl dy 1z

les axes étant quelconques, et I'équation générale (32)
devient
‘ dv dv dv .

-

o) R e i
2 {
i d>v dy arv dv

-4 — —_—
( Nt T Y g, =

Or, il résulte du § X, qu'il existe, dans le cas actuel, un
systéme d’axes rectangulaires, et un seul,. pour lequel les
coefficients (1, p, v) sont nuls. Alors, prenant ce systéme
pour celui des (x, y, z), si'on pose

(43) a=gqa'y, B=gqb, y=gqc,

afin de rappeler que ces trois coefficients, qui restent seuls,
sont essentiellement posilifs, les £, (41) deviennent

dv dv dv
(44) Q.= qa’z, 07=qu';’ ] =qc’zo

Par lintroduction du rapport k (36), I'équation (42)
prend la forme

(45) w e =k
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et par'ecllé'd@’rapport-I(39), Péquation a la surface est

(46) (ma’%+nb’%+pc’((%+lV)’=o.

Dans les équations posées (43), ¢ est la conductibilité
constante d’un milien homogéne non cristallin, pris comme
terme de comparaison; et, puisque les coefficients (a, 8, y)
sont aussi des conductibilités, ou de méme espéce que g,
les (a®, 5%, c*) sont essentiellement de simples rapports,
des nombres abstraits, ou sans dimensions géométriques.
Lorsque les (a, b, c¢) deviennent égaux entre eux, et a

1’unité, le cas actuel se confond avec le précédent.
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TROISIEME LECON.
ELLIPSOIDE PRINCIPAL.

Equation générale pour un milieu cristallisé quelconque. — Kquation sim-
plifiée, en coordonnées orthogonales, en coordonnées obliques. — Loi de
Vellipsoide principal. — Axes déduits des diamétres conjugués. — Appli-
cation au rhomboéddre, au prisme oblique symétrique.

§ XXIIL
EQUATIONS LORS DU CAS GENERAL.

S’il s'agit d’un milieu cristallin ne satisfaisant pas a I'é-
- galité symétrique, dans les flux coordonnés (g), § VI, les
fonctions {2, sont

dv av av
z +ﬂ;17+7 pgl

, dv av,
(1) . 8, =a - +p. +-;.

Q,—=a

0,4V v dv.
x—a2_+pii’: 1’(13’

dz
les trois coefficients (a, (3, 75) étant essentiellement posi-
tifs, les six autres positifs ou négatifs. Avec ces valeurs
I'équation (32), § XVIII, devient

a*v a2V av
dz,+§. ~+ Y5

dz?

av av

(2) +(n+ ) g + (et ) gom
v dv
+(Ff"“-) proit s
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Il s’agiv/de/rechercheros’ilcexiste un systéme d'axes qui
puisse simplifier cette équation.

Soient (2, y’, z') de nouvelles coordonnées rectangu-
laires, liées aux (x, y, z) par les formules

‘ z’'= mz + ny + p3,
(3) « f'=m'x+n’y+p’z,

Y =m”x+n”y+p"z.
Avec d’autres lettres désignant ses coefficients, I'équa-
tion (2) est la premiére du groupe suivant :
&V arv av @V

Jvd—z;'*‘lﬁ’ —+I‘ z+2Ad——fdz
d‘V

v =

+28o—m 42 2§ — Zdy s |

AL SR ) 4

==l s
, @V @

. +2& dz’d.c’+25 = dy }

dv
TA z,

et doit donner, par transformation, la seconde du méme
groupe, dont les nouveaux coeflicients dépendent des an-
ciens. :

La transformation s’opére a I'aide des expressions sym-
boliques

d._ d. d
pramt = I
d d.

5 Do r v
d. d. +
d——Pda" P dyl+p dz’

déduites des formules (3), et dont les carrés ainsi que les
rectangles, étant développés, donnent les dérivées secondes
en (x, y, z) a I'aide de celles en (&, 5/, #’), de la méme
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fonction V, que I'on place aux numérateurs aprés d*. Sub-
stituant ces valeurs dans la premiére du groupe (4), et éga-
lant le coefficient total de chacune des nouvelles dérivées a
celui qui I'affecte dans la seconde du méme groupe, on a
les six relations "

A = m*d 4 n? o + p'T +2npA + 2pm &+ 2mn 3,

W=mrh+..... =m"p +...
(6) N=m'm'd+... =m"mdb—+...
g mm' A& + nn' A5 4 pp'T

T4 (p’ + pr') A+-(pm’ +mp') € + (mn' +nnt') §.

(Les quatre intermédiaires, qui ne sont qu'indiquées, sc
déduisent facilement des deux extrémes.)
Or, si I'on substitue les valeurs inverses

x=mz'+m'y +~m"z,
(7) y=ni+ny +n"s,
z=pax’ +p 'y +p"7,
dans la premiére équation du groupe suivant :

(A 2+ y 4T +28yz 4283z +28zy =

(8) | M T 2y 2l 2 F Ty = G,

on obtient la seconde, avec les nouveaux coefficients (6).
Donc, inversement, pour transformer la premiére (4), on
peut transformer la premiére (8), qui représente une surface
du second ordre rapporiée a son centre ; et les coefficients
de la seconde (8) donneront ceux de la seconde (4). De la
résulte cette conséquence que, puisqu’il existe un systéme
d’axes rectangulaires, et un seul, pour lequel le premier
membre d’une des équations (8) se réduira a ses trois pre-
miers termes, pour ce systéme il en sera de méme d’une des
équations (4), ou de I'équation (2).
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§ XXIV.
EQUATION GENERALE SIMPLIFIEE.

Prenant ce systéme particulier pour celui des (x, y, z),
on aura nécessairement

(9) y=—Fh=) w=—gy=p, Bp=—a=y;

en représentant, respectivement par (1, u, v), les valeurs
communes, positives ou négatives, de ces trois couples.
Les Q, auront alors la forme

Q,— aﬂ +vﬂ— ~d—‘-r,

* dx dy dz

dv dv dv
(10) nl=_”z+ﬂl;1‘—r‘+)‘z,

dv dv av

Q FE—)E—F'I:z;

d’ou I'an déduit, soit directement par I'équation (32),
§ XVIII, soit par celle (2) réduite :

@&V av av dav

“dw TRt =T

pour I'équation qui régit V; et si I'on pose
(x1) ‘w=gqa*, Pi=qb’, y.=qc,

cette équation deviendra définitivement

: arv da:v av dv
2 1 1 2 T — A —
(£2) “ +b dy? +e -dg? A dr’
en introduisant le rapport & (36), § XXI.
En résumé, dans le cas général, comme dans celui de
I’égalité symétrique, il existe un systéme d’axes rectangu-
laires, et un seul, pour lequel I’équation générale a la forme
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réduite. Mais\idi chacune(desfonctions 2, (10) contient les
variations tangentielles de la température, en méine temps
que sa variation normale. De la résultent de nouvelles lois
régissant les flux élémentaires, et qui seront établies dans
les prochaines Legons.

Les relations (6) sont identiquement les mémes que celles
qui existent entre les composantes normales et tangentielles
des forces élastiques, exercées sur deux systémes de plans
coordonnés différents, dans un corps solide en équilibre
d'élasticité, et d’ont I'on déduit I'existence d’'un seul systéme
pour lequel les composantes tangentielles sont nulles. Cette
coincidence peut établir le théoréme précédent dans le cas
général, comme la coincidence avee Pellipsoide central Pa
établi dans le cas particulier du § X, et il en résulte une
sorte de définition tout aussi simple, quoique différente, des
coefficients ou des conductibilités («,, (i, 3.). Ainsi, dans
son expansion actuelle, la théorie analytique de la chaleur
se rapprochede la théorie dynamique des moments d’inertie
par le cas de I'égalité symétrique, et de la théorie mathéma-
tique de I'élasticité par le cas général d’un milieu cristallin
quelconque. Fi ces rapprochements deviendront p']us in-
times encore dauvs les Lecons qui vont suivre.

§ XXV.
EQUATION EN COORDONNEES OBLIQUES.

Lorsqu'un corps cristallisé est tel, que les trois cogduc-
tibilités principales (ga*, gb*, gc*) sont inégales, outre le
systéme d’axes rectangulaires qui vient d’étre défini, il
existe unc infinité d’axes obliques, pour lesquels I’équation
générale se réduit a la forme (12). Il importe de constater
celte propriété, la plus caractéristique peut-tire des milieux
cristallins.

Soient (x, y, z) les coordonnées rectangulaires du sys-
teme précédent, (', y’, 2') des coordonnées obliques qui
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puissent donner identiquement

av av d’V a*v &v av
i 2 2 — a? 2 adi
(13) A +de,’+c aaw+b y’-f-c prarag
avec de nouveaux coefficients (A?, B*, C*) qu’il faudra dé-
terminer.
Les formules actuelles
z=mz'+m'y +m"sg,
(14) y=nz 4+n'y 4+n"¢,
2=px +p y+p's
donnent le groupe symbolique

(d._ 4. d 4
pr il v
4 4 ,d. ,d.
(15) @——”l E+n zr+p =’
do_ood  ad o d
d? ~  dx dy+p &z

On en déduit.les dérivées secondes de V en (&, y/, #) &
'aide de celles en (x, y, z); et leur substitution dans le
premier membre de I'équation (13) devant reproduire le
second, il en résulte six équations de condition que ’on
peut mettre sous la forme

(B2) -+ (By - (&
)+ () + (5
)

(16)
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D’aprés 'les trois premiéres relations (16), les neuf pa-
renthéses distinctes qui les composent, étant des quantités
moindres que I'unité, désignent les cosinus des angles que
fout, avec les axes (0X, OY, OZ), trois certaines droites
(OX”, OY”, OZ"); et, ces droites étant perpendiculaires
entre elles, d’aprés les trois derniéres (16), si I'on rapporte,
au nouveau systéme d’axes rectangulaires qu’elles consti-
tuent, les anciens axes eux-mémes, on pose immédiatement
six relations inverses des précédentes, qui peuvent les rem-

placer, et que des réductions évidentes permettent d’écrire
de la maniére suivante :

| (@)

L)
—
+
—
SRR
—
I
|-

w\ o (2Y o (EY = &,
a b ¢/ B
2 ”\ 2 3
) () ()5
a c
(17) < 7 ” /4 "
m' m n'n p'p _
a? + b + e =%
m”m n”" P”p
s Tt =%
mm’ nn' rp
a? + _F + ? =0
§ XXVI.

ELLIPSOIDE PRINCIPAL.

Or, ce groupe de relations (17) établit I'identité

3 x2? 2 2? p’2 yla z’z
(17 bis) Sttt a=Gt+EFte

L]
quand on y substitue, dans le premier membre, les va-
leurs (14). Ce qui donne, la condition nécessaire pour que
q ’ P q

2
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I'équation’ genérale” rapportée aux coordonnées obliques
(«/, 9", £') ait la forme (12}, ou bien la loi suivante:

Connaissant les conductibilités (ya®, ¢b?, gc*), qui cor-
respondent au systéme orthogonal unique, défini par le
§ XX1V; si I'on imagine un ellipsoide, que nous appellerons
principal, ayant ses axes paralléles aux (x, y, z), et de
grandeurs proportionnelles aux racines carrées des trois
conductibilités; tous les systémes de diamétres conjugués
de cct ellipsoide, détermineront autant de systémes de coor-
données.obliques, pour lesquels I’éqnation générale aura la
forme (12), et des cocfficients proportionnels aux carrés de
ces diamétres. Cette loi est générale. Elle embrasse évidem-
ment le cas de 'égalité symétrique. Etlors des corps solideg
homogénes non cristallins, clle a encore lieu, car, I'cllip-
svide principal devenant une sphére, ses systémes de dia-
métres conjugués sont tous rectangulaires.

De 1a résulte une conséquence importante. Certaines lois
concernant la propagation de la chaleur dans les solides non
cristallins, ayant été déduites de ’équation générale (37)
§ XXI, rapportée a des axes rectangulaires quelconques, sit
I'on se propose de rechercher ce que deviennent ces lois
dans les milicux cristallisés, il faut prendre essenticllement
1a nouvelle équation géuérale )

2 SIZ.Y + B? (lj.’._’_ci gl‘_, — kﬂ,
dz'? oy’ dz'" et

{(18) A
rapportée a un systéme quelconque de diamétres conjuguds
de Pellipsoide principal. Car, choisir.exclusivement le sys-
1eme des axes de cet ellipsoide, ce serait-la méme chose que
de rapporter I'ancienne équation a des axes rectangulaires
spéciaux; les résultats que I'on obtiendrait ne seraient donc
‘que particalicrs. Et cette nouvelle équation générale (18),
de la théorie analytique de la chaleur, s’étend a tous les
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cristaux athermanes, quelles que soicnt leurs formes primi-
tives adoptées.

D’aprés sa définition, Vellipsoide principal aura une
équation de la forme - -

L
x’ J’ z?
! aTEtYET"
r étant une ligne : car les («*, %, c*) représentent les rap-

ports (;, E, ;) Et, avec ces rapports eux-mémes, I'équa-

tion précedente sera

x! 2 ’2
R
ﬁ- 7 q

La grandeur de la ligne r est d’ailleurs arbitraire.

§ XXVIL

FORMULES DES GOORDONNEES OBLIQUES.

Lorsque la forme primitive, d'un milieu cristallisé, est
le parallélipipéde obliquangle, ou I'unc de ses variéiés, il y
a lieu de présumer que les arétes de ce polyédre forment un
systéme de diamétres conjugués de I'ellipsoide principal, et
sont proportionnelles en grandeur 4 ces mémes diamétres.
S’il en est ainsi, les axes principaux auront des directions
correspondantes et assignables ; et si ces directions théori-
ques coincident avec celles que donnent des expériences
directes, I'idée précongue sera vérifiée. Ce qui conduit a
résoudre cette question : déterminer les grandeurs et les
directions des axes d’un ellipsoide, lorsque I’on connait les
directions et les grandeurs de trois diamétres conjugués.

La solution de cc probléme élémentaire commence par
les formules du § XXV, et peut s'achever comme il suit.
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Les cosinus [ m(i1, nt7) p(/)] doivent vérifier les relations
- m* 4+ n* 4+ p* =1,
m*4-n"*+p't=r1,
. m” 4 n" 4 pr=1;

! W

(19) m'm" 4 n'n"+ p'p"—cos § =,
m’'m—+n"n—+p'p=cost =1,
mm' + nn' 4 pp’ = cos 8" = 9"}
ou (0, ¢, 6") sont les angles plans de I’angle tri¢dre formé par
les diamétres conjugués. Les y'/) étant les cosinus de ces
angles plaus, si I'on pose, en outre,

1—yt=q, 99— =n

(20) l—:‘y”:o’, 'y — =7,
1—9=d"; 9 —q'=<"; -
(21) 14299y —y— 9 — 9" =,

on reconnait que ces fonctions des y(/) vérifient les égalités
multiples '

a4 7"1"+7’1’;_-
7IITI/_'_ a,’ +"f= == a;

. B

(22) 77T+ 94+ =

0" —1'=0d"¢ — 1 =07 — 1" = 5;
7’ —or  r—od'7 o —o"t”

prmnd froand = v,

\ ’ " ’

7 7 K

qui conduisent aisément a I'équation derniére
(23) 066" + 217'7" —ot? — ' — " =

Cette préparation faite, 2 'aide des relations (1g) on
déduit des formules (14) le groupe intermédiaire

mz ny + pz =z +9"y +9'7,
m’.t+n’y+p'z=7”.t’+ J"’ +7z;,
"lllz.+nlly+pllz=7lxl+?yl_:'_zl;
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puis ajoutant ces nouyelles formules, respectivement mul-
tipliées, par (o, t”, /) une premiére fois, par (", @, t)
une seconde, par (7, 7, ¢”) une troisiéme, on isole succes-
sivement les (2, 5/, z’); ce qui donne

[ (om+"m +m")x
+(on+"n +7n")y)=wva,
- (op+ o' ")z
(m+dm +=m")x
(24) +@n+dn + ")y =uwy,
+("p+o'p +xp”)z
(Tm+ vm' +o"m") x
4+ n+ ' 4+6¢"n")y ) =w,
+(@p+ P + Pz

d’aprés la valeur (21) et les égalités multiples (23).
§ XXVIIL
LES AXES DEDUITS DES DIAMETRES.

D’un autre coté, les relations (17), qui expriment la véri-
fication de I'identité (17 bis),.donnent plus simplement

'  Amax An y Apz
AT T e T st
) y Bm' z Bn Bp' z
\25) F iR S8 S S
7 __Cm" x Cn”y+C " z
CT @ atT e

pour les seules valeurs admissibles des (&, y/, 2’). Et ces
valeurs devant étre les mémes aux deux groupes (24) et (25),
I’égalité nécessaire des coefficients de (x, y, ou z), de part
et d’autre, conduit & neuf relations, que 'on peut concen-
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trer (ans le groupe suivant

I A? <, T,
| (z—w)argaror=o.
. =7 ‘G’ B* -
f26: A \;“‘;?\'l’*;q"——“

[ 4 +1 ,+(¢” 2 "—o
S 1t 51 ,m—- q =o,

la lettre ¢ étant successivement, ou m, ou n, ou p, tandis
que u est respectivement, ou a, ou b, ou c.

Ce groupe (26) donne, par I'élimination des ¢'/, 1'é-
quation finale

‘ 0= ‘e A\ [fda B\ [¢” C +o 'z
_(a—u’) —_— (; u T

(27) | . , :

 fac A2 (¢ B 77 ( ¢’ C\

. w'\g & ) o\ o o'\ o u’) ?

¢t on peut le remplacer par I'égalité multiple

A? |
(Beva)o=

¢ | _ g+ 1"rg +1t'q”
=)= ’

B,
(28) .(;z;r + 9

o

~ -~

2
(Gorr)a=

en s’aidant des derniéres (22).

L’équation (27), développée, réduite par les relations
(22) et (23), puis ordonnée en u?, quand on a chassé les
dénominateurs, devient

w — (A'+ B+ C*)ut
(29) -+ (B*C?¢ + C'A’¢’ + A’B’¢”) u* — A’B*C'z = o.
Etant du troisiém_e degré en u®, elle donne par ses racines
les trois carrés (a®, b*, c*) des axes cherchés. Enfin, sur
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les sections principales de I'ellipsoide, on doit avoir respec-
tivement (r =0, y =0, 2 = 0). ou

9=’ +9y +q" =0,
d’aprés les formules (14), ou encore

’ ’ o

z y s .
A’t 4 qu? tEr ' torx e

d’aprés I'égalité multiple (28). Et, si I'on y substitue, suc-
cessivement, a u® les trois racines obtenues (a*, b*, ¢*), I'é-
quation (30) donnera, en coordonnées obliques, les plans
de ces sections principales. Ce qui compléte la solution du
probléme posé. Par suite des proportionnalités supposées,
et de I'homogénéité des équations (29) et (30), on peut
substituer, aux carrés des diamétres conjugués, les coeffi-
cients mémes du premier membre de I'identité (13), et les
racines u* seront ceux du second membre. '

§ XXIX.
AgPLlCATlON AU RHOMBOEDRE.

Appliquons cette solution générale a deux exemples par-
ticuliers. Lorsque la forme primitive du milieu cristallis¢

est un rhomboédre, on a
(30 g C=B=A; ws=1—39+129%

t=y=; ===y —7.
Avec ces valeurs, I'équation finale (29) se réduit a
@ —3A%w+3A 1— ' — A1 — 39+ 29)=0,

et, en cherchant les facteurs de son premier membre, on
parvient i la mettre sous la forme

(= & (r— P[0 — A 1+ 29)} =0,
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ce qui donnejimmédiatement les racines ’
(32) a’=bh=A*(1—v), = A'(1+ 29),

desquelles deux sont égales. L'ellipsoide principal est donc
de révolution.

D’aprés les valeurs actuelles (31), quand «* est ¢* (32),
les dénominateurs sont tous 3 A*y*, dans I'équation (30),
qui se rédu ita

Z+y +d=o0.

C’est I'équation du plan perpendiculaire a la diagonale
principale D du rhomboédre; I'axe ¢ est donc paralléle a
cette diagonale. Quand u* est a* ou 4* (32), les dénomi-
nateurs devenant zéro, I’équation (30) est indéterminée;
mais si 'on remonte 4 I'égalité multiple (28), les trois pre-
miers membres étant nuls, le quatriéme doit I'étre, et
puisque les z¢) sont égaux, on a

9+q+q"=o0;
I’équation du plan de la section principale correspondante
devient donc .
q(xl_zl) + ql(jl_ zl)= o.
C’est celle d’un plan quelconque passant par la diagonale D,

pour laquelle (¥ = y'= #’), ou celle de tout plan méri-
dien de I'ellipsoide principal.

§ XXX.
EQUATIONS POUR LE RHOMBOEDRE.

Ainsi, dans un milieu cristallin dont la forme primitive
est un rhomboédre, si les arétes de ce polyédre constituent
un systéme de diamétres conjugués deI'ellipsoide principal,
Téquation générale en V, étant rapportée aux coordonnéés
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obliques' de ce systéme, sera

av rl‘V (I’V dV
w(Frmrw) =g

et, si on la rapporte au systéme orthogonal des axes de I'el-
lipsoide, elle deviendra

av da*Vv & v dv
’ -
(dx’+d])+ = = Fx
Les z sont paralléles a la diagonale D du rhomboédre. Les -
coeflicients a® et ¢* sont entre eux dans le rapport

a* 1—cosd
e 14 2cosé’

6 étant I'angle-plan du rhomboédre, a son sommet équi-
angle.

Les axes (a, c¢) peuvent étre définis géométriquement. Le
plan mené par les secondes extrémités (A, A’, A”) des trois
arétes égales formant le sommet équiangle S du rhomboédre,
en détache la pyramide réguliére SAA’A”, dont la hau-

Fig. 4.

teur 4 est le tiers de D, et dont la base équilatérale a pour
c1é la diagonale p, opposée a I'angle 6 sur une face primi- -
4



50 TROISIEME LEGON.
tive. On'a

.1 ¢
p=2Asin ;9; A(t— 1) =;=a’.
C’est-a-dire que l'axe @ sera le cd1é d'un carré, ayant sa
diagonale égale a p.
La hauteur » du triangle équilatéral AA’A”, est \/?3 P>

ouy3Asin=6;la projection du cté SA sur la base AA’A”,
. 2
2 2

3 V3

projection forme, -avec la hapteur 4 de la pyramide, un

: , Iy o I
qui est 7, est donc égale a — A sm;G; et comme cette

triangle rectangle dont SA = A est 'hypoténuse, on a
. 142 D?
h’=A’(l—§sm’-;-9)=A’(—31); A’(l+27)=—3-=c’,

puisque % est le tiers de D. C'est-a-dire que I'axe ¢ sera le
coté d’un cube, ayant sa diagonale égale a D.

§ XXXI.
CAS DU PRISME OBLIQUE SYMETRIQUE.

Lorsque la forme primitive du milieu cristallin est un
prisme oblique, A base losange et symétrique, c’est-a-dire
tel, qu'un des plans diamétraux, passant par deux arétes
opposées, soit perpendiculaire au plan de la base : A étant
le coté du losange, et C I'aréte latérale, on a

B=A, 9'=9, d=u9;

T=r=q("—1), T=y—9"

(33)

I

T—29'— 9" 4 297",
(1—2"Y(149"—29").

T =

II
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L’équation’ (29) devient

u— (2A2+4 C*)a‘'+ (2A'C'o + A‘c")u'— A'C'm=0, '

et, ses coefficients élant exprimés en y¥, on voit claire-
ment que [ u*— A* (1 — 9”)] divise son premier membre,
Ce qui donne une premiére racine

(34) w=A(1—9")=a,
et réduit I'équation, ainsi divisée, a
(3) A+ )@= ) =240Cy

pour les deux autres racines (4* et ¢*).

Dans I'égalité multiple (28), si 'on prend u*=a* (34),
les g étant alors les cosinus m(), les deux premiers mem-
bres ’annulent par le facteur.commun (A’z + ya*), tan-
dis que le facteur (C*t”+ y'a%), au troisiéme membre,
n'est pas nul. On doit donc avoir m"=o0; et le qua-
triéme membre devant pareillement s’annuler, se réduit a
m—+ m'=o0, puisque v = 7. De la résulte que le plan,

auquel I’axe a doit étre perpendiculaire, a pour équation
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2 =1y, et n’ést autre que le'plan de symétrie. Si D repré-
sente ici la diagonale du losange opposée a son angle ¢, et
qui est aussi perpendiculaire au plan de symétrie, on a

. D
D=2A sm-&O"; A1 —9j=—=a

2
2
C’est-a dire que I’axe a sera le c6té d’un carré, ayant D pour
diagonale.

Dans le cas actuel, I'équation (30) prend la forme

(36) [Cy'+(w—C) ") (@ +y ) +9[w—A (1—9")] /=0,

lorsqu’on chasse les dénominateurs, desquels deux sont
égaux, et que I'on substitue aux 7 leurs valeurs (33). Si,
u* étant b* ou c*, on multiplie I'équation (36) par 2 A%, et
qu'on remplace, dés 1'abofd, le produit 2 A*C*y? ou le
second membre de (35) par le premier, on pourra diviser

par [u'— A* (1 —")] devenu facteur commun; ce qui
donnera

(36 bis) (w?—.C*) (2’ +y') +2A9.2 =0,
ou bien, multipliant cette derniére équation par
(v — A (1+9")],

remplagant inversement le premier membre de (35) par le
second, et divisant par 2A*y, il viendra

(36 ter) Cy(2'+y')+[uw*— A (1+9")]z =o.

L’une ou l’autre de ces trois formes donnera, en coordon-
nées obliques, le plan de la section principale perpendicu-
laire & I'axe & ou ¢, quand on y substituera I'une des ra-
cines de I'équation (35). Et ce plan passera par la paralléle
a la diagonale D, pour laquelle (x'+ 3= o, z'= o).
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§ XXXIL

PRISME DROIT A BASE LOSANGE.

Particuliérement, lorsque y est nul, la forme primitive
est un prisme droit & base losange. L’axe a conserve sa va-
leur (34) ainsi que sa direction. Mais I'équation (35) de-
vient :

[w*— A2 (14 9")] (w*—C*)=0,

et ses racines sont
(37) Ww=AN149")=b, w=C=c.

D’apres (36 bis), 'axe & (37) est perpendiculaire au plan
¥+ y' =03 y étant zéro, et (u* — C?) ne I'étant pas; c’est
le plan, actuellement perpendiculaire  la base, mené par la
liagonale D. Inversement, & est dirigé suivant la seconde
diagonale A, bissectrice de I'angle 6” du losange, et puis-
qu'on a
A= 2A cos - 0", A(149")= £= b2,
T2 2

et axe b sera le cdté d'un carré, ayant A pour diagonale.
Enfin, d’aprés (36 ter) axe ¢ (37) est perpendiculaire au
plan (2'=o0); y étant nul, et [u*— A* (1+ 9”)] ne I'étant
pas; c’est le plan de la base, comme on devait le trouver.

§ XXXIIL.

EQUATIONS POUR LE PRISME SYMETRIQUE.

Généralement, pour un milieu cristallin dont la forme
primitive est un prisme losange symétrique, si les arétes de
ce polyédre constituent un systéme de diamétres conjugués
de I'ellipsoide principal, I'équation qui régit la tlempérature
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étant rapportée a ce systéme sera

av  av av dv
A (w» 7‘:) +og = =h g
et si on la rapporte au systéme des axes de Dellipsoide, elle
deviendra
LBV BV &V dV
sttt =t
Les x sont perpendiculaires au plan de symétrie. Les coeffi-
cients sont donnés par les relations

b4 = C*+4 2 A? cos®)

a* = 2 A’ sin®), b*c* = 2C?A?(cos?s — cos’p)

A étant 'angle que les cotés du losange font avec le plan de
symétrie, et p celui que ces deux premiéres arétes font avec
la troisi¢me. Les deux derniéres relations sont déduites de
I'équation (35):

Dans les deux équations générales précédentes, ainsi que
dans celles qui concernent le rhomboédre, si 'on prend
pour les coefficients, non les rapports des conductibilités
correspondantes, a celle ¢ prise comme terme de comparai-
son, mais les carrés des diamétres et des axes del’ellipsoide
principal, comme le supposent les interprétations géomé-
triques, il faut regarder la constante kX comme étant égale
aa produit, du rapport (36), § XXI, par r*, § XXVI.
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QUATRIEME LECON.
ELLIPSOIDE DES CONDUCTIBILITES.

Introduction des flux obliques. — Ellipsoide représentatif des conductibi-
lités. — Cas général de la cristallisation cubique. — Flux normal unique.
— Axes de D'ellipsoide des conductibilités. — Systéme unique d’axes obli-
ques, commun aux deux ellipsoides.

§ XXXIV.
RAPPEL DES FLUX NORMAUX.

D’aprés le théoréme établi au § XXIV, lorsqu’un milieu
eristallin quelconque est rapporté aux axes de son ellipsoide
principal, les fonctions £, correspondantes aux flux coor-
donnés, ont la forme

n,=aﬂ+vd—v—-p--d—v7
dx dy dz
av dav av

(1) ﬂr=—'5+53 +r=

dv )dV dav
—+']d—z7

0'=F7¢l—z‘-_ dy

(en supprimant les indices des (f3;, y:), qui sont ici sans
utilité). Pour un flux élémentaire quealconque

(2) wdt.(— Q),

traversant dans le temps dt un élément plan v, dont la ror -
male fait avec les axes des angles aux cosinus (M, N, P), la
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fonction £ est

(3) @ =Ma. +No,+ Pq,,

d’aprés la loi du § XVIII.

. Lorsqu’il s’agit d'un corps solide homogéne non cristal-
lin, tous les flux élémentaires ne contenant que la variation
normale de la température, admettent I'expression

mdt.q-v:v";

n étant I'accroissement de la normale a 'élément w3 V la
température au centre M de cet élément; V, celle qui effiste

" a Vextrémité de la trés-petite ligne 7 ; enfin ¢ étant la
conductibilité, alors constante. Les trois flux coordonnés
principaux, dans les milieux cristallins possédant 1’égalité
symétrique, admettent encore la méme expression, qui
parait exclue du cas général actuel.

§ XXXV.
INTRODUCTION DES FLUX OBLIQUES.

Mais on peut toujours mettre le flux élémentaire (2)
sous la forme

V—V
(4) wdt.p. 7 1;

1 étant une ligne, trés-courte ou insensible, partant de M
dans une certaine direction, obligue i I'élément, et faisant
avec les axes des angles aux cosinus (M/, N', P’); V étant 1a
température en M; V, celle qui existe i I'extrémité M, de la
ligne /; enfin le coefficient p désignant la conductibilité
I esultante, rapportee a cette direction obllque

£n effet, les coordonnées de M étant (x, ¥, z), celles de
M, scront (x+M’l, y+ NI, z+ P}, et la série de
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Taylor, rédnite a ses lcrmes, lindaires, par suite de I'ex-
tréme petitesse de /, donnera

V—V, ,dV  _dV . dV
(5) =—M NP

-

l dx

et substituant cette.valeur dans (4), puis Q (3) avec les
Q, (1) dans (2); égalant ensuite les deux expressions ainsi
{transformées, il faudra que I'on ait identiquement

dv

(a.M—vN+p.P).:l;

dv dV dv dvV

/o —— o— / o = ( — —_—

(6) Wo g +Np o +Pp o =+ M+ pN—AR)

dav

|+ (—pMAAN+yB) s

ou que les quatre quantités introduites, le coefficient p et
les cosinus (M, N, P), vérifient les relations

Mp=E=aM—usN+pP,
(m A Np=n=yM+ gN—iP,
P’P=§=—§LM+)‘N+1P,

(& m, &) représentant, pour simplifier, les coefficients des
variations de V suivant (x, y, z), dans Q (3) ou (6), les-
quels coefficicnts ne contiennent que des quantités con-
nues.

Or, les trois relations (7), jointes a cette quatriéme

(8) M4 N4 Pr=1,

donnent, sans ambiguité, les valeurs réelles, admissibles
ct complétement déterminées,

e JEl L w21 72 ,_E y__" I_c
(9) p= \/Ez"‘ n”+g, M = N == P —;, .

v D

qui assignent le cocfficicnt p, ct la direction de la ligne /.
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Il est donc bien vrai que le flux (2) peut toujours se mettre
sous la forme (4) d'un flux élémentaire obligue.

§ XXXVI.
CONDUCTIBILITE DU FLUX OBLIQUE.

Ainsi, dans un milieu cristallin quelconque, tout flux
élémentaire est proportionnel a la variation de la tempé-
rature, suivant une certaine ligne, en général oblique a
I'élément. Et I'obliquité de cette ligne, ainsi que le coeffi-
cient de la variation, changent avec 'orientation de cet
élément.

Le coefficient p, qui pour une méme variation rend le
flux d’autant plus intense, que sa valeur est plus grande,
assigne réellement la conductibilité du milieu pour ce flux
oblique. Nous le désignerons par le nom de conductibilité,
sans épithéte additionnelle. Mais, quoique chacune de ses
valeurs corresponde a une direction déterminée, cette con-
ductibilité proprement dite ne doit pas étre confondue avee
la conductibilité angulaire de notre I** Lecon : car la
fonction §(9,¢), §V, a la méme valeur, pour une méme
direction, quel que soit le flux élémentaire qu’on évalue,
tandis que la grandeur de p dépend essentiellement de 1'o-
rientation de I'élément w. D’ailleurs, comme on le verra,
les lois qui régissent ces deux conductibilités, peuvent étre:
trés-différentes dans le méme milieu cristallin.

§ XXXVII.

ELLIPSOIDE DES CONDUCTIBILITES.

Si, pour chaque élément-plan, dont le centre est en M,
on prend, sur la ligne Z de son flux oblique, unc longueur L,
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proportionnelle au_cqefficient p qui lui correspond, les
extrémités de toutes les lignes ainsi prises, formeront une
certaine surface représentative des conductibilités. Il s’agit
de trouver I'équation de cette surface.

L’origine des coordonnées étant transportée en M, et
(x, 7, z) représentant les projections sur les axes de la
ligne L, ou les coordonnées de son extrémité mobile, on
aura, d’aprés ces définitions, et les valeurs (g),

x &

. M===2,

L »p

Y n

(10) N=z=-
L p’

3§

P=s=2

L [

d'oti 'on conclut la proportion multiple

—

)

8|

=J

i

" -—
Y 2z

j étant le rapport constant de la quantité p a la ligne L qui
la représente. Ce qui donne les relations
E=jx, n=jy, t=/z,
ou, en substituant aux (£, », {) leurs valears (7),
aM —yN 4 pP=jz,
(12) yM +BN—2P =y,
’ — M + AN+ 9P =jz.
On isolera successivement les (M, N, P), en ajoutant

ces relations (12), respectivement multipliées par les fac-
teurs bindmes de chacunc des trois colonnes du tableau
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suivant :

By ) dp—oy | 9\ + pB
(13) Mt vy | qa4p? | wv —da
h—pf |y 4+ de | af + 7

ct, si Pon introduit les expressions
(l4) apy+al’+py.’+'yv’= E,
(B +3)x+ Op+vy)y + (vo — pB)z =TF,
(18) Qp—w)z+ (ya + p?)y + (pv + da)z =G,
(M +pB)z+ (pv —da)y + (af+) 2 = H;
le résultat de cette opération sera
(16) EM —jF, EN—;G, EP—jH.

Or la somme des carrés des cosinus (M, N, P) doit étre
I'unité; on a donc nécessairement

E2
(17) F*+G*+ H’=7;,

et, avec les valeurs (15), cette équation (17) représente la
surface cherchée. C'est un ellipsoide, que nous appellerons
des conductibilités, dont les axes différent généralement,
et par leurs directions, et par leurs grandeurs relatives, de
ceux de I'ellipsoide principal dont 1'équation est

(l8) —_——t—t—=—

Lorsque le milieu cristallin posséde ’égalité symétrique,
les coefficicents (A, g, v) sont nuls, dans les €2, (1). Les ex-
pressions (14) et (15) sc réduisent a

(19) E=qafly; F=Pyx, G=qgoy, H=afsz;
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et I'équation (17) devient

(20]) -t =+—==

Alors D'ellipsoide des conductibilités a ses axes dirigés
comme ceux dc I'ellipsoide principal, mais de grandeurs
proportionnelles aux carrés de ces derniers.
Remarquonsici que le rapport constant j (11) est en quel-
que sorte arbitraire, puisqu’il dépend de I'échellc qu'on
adoptera pour ellipsoide des conductibilités; échelle qui
n’a aucune liaison nécessaire avec celle de I'ellipsoide prin-
cipal, et que définit la grandeur de la ligne r. Si I'on pre-

nait ]=g, r représenterait la conductibilité constante ¢;

la conductibilité variable p étant représentée par L, on
aurait la proportion trés-lucide o : ¢ :: L :r; le second

Ad - rz ’ .
membre de I'équation (20) devenant —, cette équation
9

retrouverait I’homogénéité de celle (18); et d’autres sim-
plifications résulteraient de ce choix. Mais, comme il n’a
rien d’essentiel, nous laisserons le rapport j indéterminé,
afin qu’il soit bien constaté que les lois qui régissent les
conductibilités sont complétement indépendantes de sa dé-
termination.

§ XXXVIII.

CAS GENERAL DE LA CRISTALLISATION CUBIQUE.

Si les trois coefficients (a, 3, 7) sont égaux, Iellipsoide
principal devient une sphére, ainsi que celui des condur-
uibilités (20) lors de I'égalité symétrique. Mais, dans lc
casgénéral, quand (y = f3 = a), sans que les (1, y, v) soient
nuls, I'ellipsoide (17) n’est_ pas une sphére. En effet, les
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expressions (14) et (15) deviennent
(21) E=c(a®+ M+ p1++);

F=23\z + py +vz)+ a[ax + (vy —p2z)],
(22) G=p(Az+py +vz) + a[ay+ (Az —vz)],
H=v(Az+py+vz) +a[as+ (pz—2y)]

Observant que les trois différences symétriques
(23) (v —pz), (Az—rz), (p2—1y),

additionnées, aprés les avoir respectivement multipliées,
soit par (A, u, v), soit par (x, y, z), donnent zéro dans les
deux cas, et que la somme des carrés de ces mémes diffé-
rences peut se mettre sous la forme

(24) (Vi 9)(@+ 2 +2) — Az +py 4zl

ou reconnait que les nouvelles expressions donnent, au
premier membre de (17), la valeur
(@@ 4+ N p 4 v) (@2 {2+ '+ 2) + (\a + py +v2)']
et, avec E? (21) au second membre, supprimant le facteur
commun (a*—+ A+ p*—¥%), il vient
az(az_’_x:_!_l‘z_'_”z)

(25) 2B+ y+22)+(ha+py+vz)= 7 ’

équation qui représente encore un ellipsoide.
La conductibilité p n’est donc pas constante. Puisque

2
24y 422 = L’:%,
I’équation (25) montre que son maximum a lieu quand la

ligne L est située dans le plan qui a pour équation

(26) Az + py—+vz=o0
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et donne pour ce maximum
p= \/m—:}—_y.’-; vl
Au contraire, p atteint son minimum quand L est perpen-
diculaire au plan (26) : car les (x,y, z), toujours propor-
tionnels aux (M, N, P’) d’aprés le groupe (10), le sont
alors aux (2, u, v); les différences (23) sont donc nulles,

ainsi que la somme (24) de leurs carrés; c'est-a-dire que
(A x 4+ py + vz)* atteint précisément son maximum

(11_._ !‘2+.’2)(z:+yz+z:)’

qui, substitué dans (25), donne inversement le minimum
p = «. De la résulte que la surface (25) est un ellipsoide de
révolution planétaire, dont I'équateur est sur le plan (26),
ou dont I’axe polaire est perpendiculaire a ce plan..

En résumé, dans un milieu cristallin dont la fornte pri-
mitive est le cube, si I'égalité symétrique n’existe pas, la
conductibilité p n’est pas constante pour toutes les direc-
tions. Ainsi la cristallisation cubique n’exclut pas les pro-
priétés qui peuvent dépendre de I'existence des coefficients
(%, p, v), entre autres I'électrisation par la chaleur.

§ XXXIX.

RECHERCHE D'UN FLUX NORMAL.

Silellipsoide (17) donne la grandeur de la conductibilité
ou du coefficient p, pour une direction donnée du flux
oblique, il ne fait pas connaitre celui des éléments -plans,
en M, que traverse ce flux. Cette connaissance exige une
seconde recherche, qui fera ’objet de la prochaine Lecon.
Mais on peut dés a présent chercher s'il existe nn élément-
plan pour lequel le flux est normal.

Les (M, ', P) étant alors respectivement égaux aux
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(M,'N;'P), les'équations ( 7) deviennent

‘p—2)M+yN—pP=o,
(27) —wWM+(p— B)N+iP=o,
pM — AN +(p—9)P =0,

et donnent, par I'élimination des (M, N, P), équation
finale :

(28) (p—2)(p—B) (e —7) +W(p—a)+p*(p—B)+¥'(p—7)=0,

qui, étant du troisiéme degré, et ayant son dernier terme
(—E) (14) essentiellement négatif, montre que la pro-
priété du flux normal appartiendra a trois éléments-
plans au plus et a un scul au moins.

Lors de I'égalité symétrique, les (1, p, v) sont nuls; I’é-
quatign [28) sc réduit a son premier produit; ses trois
racines sont réelles, positives et égales a («, 3, 7); les rela-
tions (27) étant alors

(P—'“)M=0’ (P"B)N-—-IO, (P_'/)P-_—O,

exigent I'annulation de N et Psi p=a, de P et M si
p={,de Met N si p=7y. Les trois seuls plans aux flux
normaux sont donc ceux des sections principales de 'ellip-
soide (18) ; ce que I'on savait d’ailleurs.

Dans le cas du paragraphe précédent, ou (y = =«)
sans que les (3, g, v) soient nuls, I'équation (28) devient

(p—a)[(p—ay+V+w+*]=o,

et n’a qu'une seule racine réelle, p = a, laquelle est pré-
cisément la conductibilité minimum. Pour cette unique °
valeur, les relations (27) donnent

M_N_P

2 [ v

C’est-a-dire que le plan (26), ou celui de I'équateur de
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I'cllipsoide’/(25), ! estseal traversé¢ par un flux normal.
Toutes les autres valeurs de p, surtout la valeur maximum
dirigée dans le plan méme de D'équateur, appartiennent
a des flux obliques.

" Ainsi, dans un milieu cristallin ne possédant pas I'éga-
Kté symétrique, il peut se faire qu’il n’existe qu'un seul
systéme de plans paralléles, pour lequel le flux soit nor-
mal. Cet unique systéme se confond-il avec le seul plan
de clivage que présentent tant de cristaux naturels? L’ex-
périence pourra scule répbudre  cette question.

§ XL.

AXES DE L’ELLIPSOIDE DES CONDUCTIBILITES.

Pour compléter 'étude de 'ellipsoide (17), il convient
de déterminer ses axes, ou les trois coefficients principaux
des flux obliques. Soit u la valeur d’un de ces coefficients,

a . ’ .
— sera I'axe qui le représente. Le sommet S correspondant
J

est un point aux coordonnées (x, y, z), commun a 'ellip-
soide (17) et a la sphére
. .
(29) PAr+E=
De plhs ces deux surfaces doivent avoir méme plan tan-
gent en S; ce qui exige que I'on ait
(.ﬂ"] +3)F+4+ (p—w)G + (N+pf)H=Rx,
(30) ¢ (dp+v)F+ (y2+p )G+ (v —2a) H=QRy,
[ (A — B)F + (4 +29)G -+ (af + ) B =Rz

Le coefficient &, d’abord indéterminé, s’obtient en som-
mant les relations (30), respectivement multiplides par
5
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(ryywz), delqoi donne;WWaprés les valeurs (15),

F'+ G'+ H' == & (224 ' + 37),
et, d’aprés les deux équations (17) et (29),

E?
(31) R = =
On isole, successivement, les (F, G, H) avec le méme coeffi-
cient F. (14), en ajoutant les équations (30) respectivement
multipliées, une premiére fois par (a, v, — ), une seconde
par (—v, 3, 1), une troisidme par (u, — 2, 7); et, si

, E :
P'on remplace le rapport = par %, d’aprés (31), on a le
second groupe

'%F-—a.t--i—vy—pz,

2
(32) '%G:—-v.z+(3_y+)\z,

uz .
' H=pzx—Ily+9z,
plus simple que le premier.

Enfin, si 'on substitue, aux (F, G, H) des premiers
membres (32), les trindmes (15), on isolera, successive-
ment, les (x, y, z) de ces premiers membres avec le méme
cocfficient u*, en ajoutant les équations (32 ), multipliées,
une premiére fois par les coefficients respectifs de x aux
seconds membres, une seconde fois par ceux de y, umc
troisiéme par ceux de z; et sil'on pose

sa’-}-;z’-kv’:%,, w—(B—g)r=r1,
(33) By 4+2=700,, »—(y—a)p=mn,
"[’-{-)\’-i—p’:.m‘,“, p—(a—B)yv=m,,
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le groupe définitif, s'écrivant ainei
(42— ) + 7y +1a2=o0,
(34) { o+ (82— Iy)y +7 2 —o0,
.2 + 7,y + (4 — J,) = o;
posséde la forme symétrique, si souvent rencontrée dans
les recherches précédentes.
L’élimination de (x, y, z) entre les équations (34) con-
duit a I'égnation finale
(w?— 0, ) (u? — I6,) (u? — Ioy) + 27,7275

(35) { :rf(u’—-%-) "“T:(“’_ Jéi)+1: (“,—%3)'

du troisiéme degré en u?, et dont les racines donneront les
carrés des trois conductibilités principales, ou, étant divi-

sées par j*, les carrés des axes de I'ellipsoide (17). Le plan
diamétral perpendiculaire & I'un des axes J:, étant paralléle
au plan tangent en S a la sphgre (29), son équation sera

rX+yY+xrZ=o,

et, d’aprés. le groupe (34), qui se conceptre dans la qua-
druple égalité
(rams~+ (96, — &?)7,) . =
(36) { (mami + (IWa— ?)T2)y =) =T10:& + 73T,y + TN,
| (ti72 + (s — u?)7y) 2 =

cette équation pourra se mettre sous la forme

X Y
‘ "':“';""(%l—'u’)"'l + T+ (%:—u')‘l'z
. z _
+1.1,+(%;—u’)1, =o.

(37)

Elle donnera les plans des trois sections principales, lors-
5.
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(u’on y/substitudra;| snceessivement, les trois racines u* de
I'équation (35). Et les axes de I'ellipsoide (17) seront ainsi
déterminés, tant cn direction qu’en grandeur.

§ XLI

SOLUTIONS PARTICULIERES.. °

Dans le cas de 1'égalité symétrique, les (2, p, v) étant
zéro, les t; sont nuls, les 90, se réduisent respectivement a
(a, £% 7%), qui sont alors les trois racines de I'équa-
tion (35), le groupe (34) devenant

(= a)z=0, (#—B)y=0, (®—9}jz=o0,

exige I’annulation de y et zsi u*=a?, de z et xsi 2*=f3*,
de x et y si u* =9, Et S vient occuper successivement les
sommets de I'ellipsoide (20).

Dans le cas du § XXXVIII, ou (y = = a) 'sans que
les (2, p, v) soient nuls, les (J%,, 7;) se réduisent a
s JFy=0a?— 1A, My=0o*— p?, 9&;: 6% =Y,

(38)

{ ni=pw, T, =), T3 == A,
en posant, dans un but de simplification,
.(39) o = N - p? V2 = g%,

L’équation (35), transformée par ces valeurs, et développée
suivant les puissances de (u* — o?), se réduit a.

(40) (2 — ) (0 — )1 = 0.

Deux racines étant égales, I’ellipsoide est de révolution; et,
la racine inégale étant la plus petite, I'ellipsoide est plané-
taire. Avec les valeurs (38), I'égalité multiple (36), entre
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les coordonnées d’'un sommet S, devient

r
1)
(6" —ul) 5 '

(41) (c’—lt’)%:‘:lx-{— ry +vz.
)2 —
(2w 2=

L’équation (37) des sections principales se réduit a

A Y
(42) X+F.Y+IZ=O

o? — u? ’
quand u® = a*, et donne
AX 4+ pY4rZ=0
pour le plan de I'équateur qui est perpendiculaire au petit
axe ; Quand u®? = ¢, elle est indéterminée, mais alors
le groupe (41) donne I'unique équation
Az 4+ py+vz=o,
et dit que tout point du cercle équatorial est un sommet S

pouf le grand axe ;,--

§ XLIIL

CONCOURS DES DEQX ELLIPSOIDES.

Enfin, il reste & résoudre un dernier probléme, apparte-
nant encore 4 la théorie des surfaces du second ordre. I
s'agit de savoir sl existe un systéme d’axes obliques, par
lequel Dellipsoide principal ct celui des conductibilités se
trouvent tous deux rapportés a des diamétres conjuguds.
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On peut s'appuyer sur un théoréme d’analyse, qui résulte
d’une recherche précédente, et dont voici 1'énoncé :
Théoréme.- Si, avec les six quantités de méme éspécc

Ay b, T,

(a) A, &, §,

et le systéme indéterminé

M, M'; M”,
(s) | N, N, N7,
'p, P, P,

de neuf coefficients, vérifiant les six relations !

\ M4+ M?4+M2=1, MM'4+-N'N'+PP'=o0,
() N4+ N?4N2=1, MM 4+N'N+P'P=o,
PP+ P?P?=j, MM <+ WN' 4+ PP’ =o,

on compose un nouveau groupe

Ay W, T,

’ 4 U
a, ¢, 5,

(a")
a l'aide des six relations

A’ = M? fo 4 N*ob + P:T 4 2NPA 4+ aPMCE + 2N §,

W=MWA+4..., I'=M"2M—+...,
(a”) AM=MMAb+..., C=M"M{+...,
‘ G MM’ & + NN'4b + PP'T

= | + (NP'+ PN’) A+ (PM'++ MP' ) & + (MN'+NM') §,

_le nombre des systémes indéterminés [(s), (§')] étant in-
fini, on aura pareillement an nombre infini de groupes
[(a'), (a”)]; mais i existe un systéme [(s), (5')], et un seul,
pour lequel les (&', &, §') du groupe ('), (a")] sont nuls.

Ce théoréme est un corollaire évident de la proposition
établie au § XXIII, et qui pourrait étre cmpruntée, soit
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direotement, i fa théorie des surfaces du second ordre, soit
a celle des mbments d’inertie, soit a celle de I'élasticité.

§ XLIIL
AXES OBLIQUES COMMUNS.

Cela posé, I'ellipsoide principal est donné par I'équation

, 2 y? 22
(43) ;+F+;2=""

et I'ellipsaide des conductibilités par celle-ci :
E)
(44) . PG =

ou les (F, G, H) sont de la forme

F=Qzx+Ry+Tg,
(45) G=Qz+Ry+Tz,
H=0Q’z+ R’y + T".

Les valurs {1), § XXV, des coordonnées rectangulaires
(x, 7, 2) (':oongonnées obliques (x*, y’, Z’), substituées
dans Péquation {43), rapporteront Dellipsoide principal a
“des diagnétres conjugués (A, B, C), siles (mt), n), p(i)
vérillent les six relations (16), § XXV, inverses des six
é&puations (17) du méme paragraphe. Et si l'on substitue
"les Mémes valeurs dans les (F, G, H) (45), il faudra que
1és coefficignts des terfhes rectangles (y'z', z'2, x'y')
soient nuls dans Féquation (44) tiansformée, pour que
Pellipgotde des cogducgihilités se trouve aussi rapporté a
des diamgtres conjugués. Ce qui donnera trois mouvelles
équatioms, ajomdp aux six équations (16), § XXV, pour
détcrminer les neuf cosinus (m, nt/’, pt’). Or cectie dé-
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termination est toujours possible, et ne dorthe qu 'urfe seule
solution. . .

En effet, si I'on pose

’ "
ﬂ.":M’ .Bﬂzml, L =M,
a a a
An Bn , Cn" ”
7 =N T=N’ - =N
AP _p, ]i’i=p, ﬂ’_=p", *
c (4 C .

les équations (16), § XXV, deviennent les six équations (s')
du théoréme précédent, et si 'on pose encore | .

@(Q+Q + Q) =t

b*(R*+R"? 4 R") =, ®
T+ T?+T"?)=rT, .
be(RT +R'T' 4+ R"T") 24, o

ca(TQ+TQ +T'Q") =&,
ab(QR + Q'R'+ Q”l\") =

on reconnait qu’en introduisant divers facteurs, les trois
nouvelles équations expriment que les (&', &', ) du groupe .
[(a’), (a”)] doivent étre nuls. Or, il existe unsystéme des.
(M@, NG, PU)), et un scul, qui remplit ceite condition : il
existera donc conséquemment un systéme des{m'?, ), p) .
qui résoudra le prohjéme posé. } -

§ XLIV. ° ..

SUR L'ORIGINE DES FORMES PRIMITIVES:

En résumé, dans un milieu cristallip quelconque, qui
ne satisfait pas 4 I'égalité symétrique, pgrmi tous, les sys--
témes d’axes obliques qui conservent a I'équation generale
dc la chaleur la forme (12), § XXI1V, il en existe un, et un
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seul, par. lequel l'gllipsoide des_conductibilités est rapporté
a des diametres oonjllg‘hes, commeg V'ellipsoide principal:
Lorsqué Ia forme primitive du milieu cristallin est le
parallellplpéde obliquangle ou I'une de ses variétés, si,
comgne lesupposent les- appj,u:atmns qai terminent la Legon
précédente, les arétes de ce polyédre forment un des sys-
témes de diamétres conjugués de Vellipsoide principal, ce
syst¢éme unique, préféré par la nature entre une infinité
d’autres, peut étre celui-la méme pour lequel existe la coin-
cidence qui vient d’étre définie. Double prévision que des
expériences directes et de nouvelles conséquences de la
théorie actuelle de la chaleur pourraient seules confirmer.
S’il en était ainsi, le oas de I'égalité symétrique appar-
tiendrait exclusivement aux milieux cristallisés dont la
forme primitive est le paral]ehplpede rectangle; puisque
‘la coincidence dont il s’agit n’a lieu que pour le seul sys-
téme des axes rectangulaires de 'ellipsoide principal et de
Pellipsoide des conductibilités (20). Et, dans le cas du
§ XXXVIII, un des cdtés du cube primitif serait perpen-
diculaire au plan (26) de I'équateur, auquel les deux autres
cOtés seraicng paralléles; car la sphére, qui remplace ici
Pellipsoide principal, n’a pas de diamétres conjugués

obliques. .

On remarquera que ’extension actuelle de la théorie ma-
thg¢matique de la chaleur, aux milieux eristallins, n’exige
pas l'intervention d’une haute analyse, puisque I'étude des
lois qui régissent la conductibilité se confond avec celle des
surfaces du second ordre. Cette circonstance fortuite, ou
plutét non cherchée, cette simplicité élémentaire de I'in-
strument employé, laquelle était devenue si rare dans les
applications, me parait constater, a elle scule, la réalité de
la nouvelle théorie. Car, dussé-je ¢tre accusé de fatalisme,
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J'avoue/ici| lai ferme croyance que les leis naturelles, qui
nous sont inconnues, sont d'une telle simplicité, que les
vérités mathématiques les plus vulgaires suffiront poar les
établir, et qu’il ne sera nécessaire de recourir 2 toute la
puissance de l'analyse, que pour expliquer lés pertuthe-
tions.



LOIS DE LA CONDUCTIBILITE, »5

‘ CINQUHME LECON.

LOIS DE LA CONDUCTIBILITE.

Obliquité et conductibilit¢ du flux, pour un élément-plan donné. — Lois,
lors de I'égalité symétrique. — Lignes représentatives. —-Lois, lors du cas
général. — Symétric de la conductibilité. — Lois des flux coordonnés,
lors des axes obliques.

§ XLV.
PROBLEME DES FLUX OBLIQUES.

La recherche de I'élément-plan w, traversé par le flux
oblique, correspondant a 'un des rayons L de Pellip-
. soide (17), § XXXVH, se réduit a-déterminer les cosinus
(M, N, P) assignant la normale 4 », lorsqu’on connaiy les
cosinus T 4
z

’
b P:—’

L

., x

(1) M':i, N =

i

appartenant  la ligne L.

Ou bien, inversement, si I'on détermine les (M*, N', P/)
a I'aide des (M, N, P), on en conclura la direction et la
grandenr dn rayon L de l'ellipsoide des conductibilités;
c’est-a-dire la diyection du flux oblique qui traverse-l'élé-
ment donné, ct la grandeur correspondante du cocffi-
cient p.

La solution d’un seul de ces deux problémes suffira pour
établir la liaison qui existe entre les conductibilités p et les
éléments-plans .
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§ XLVI.
LOIS LORS DE L’EGALITE SYMETRIQUE.

Résolvons le premier probléme dans le cas particulier de
I’égalité symétrique oun de I'ellipsoide des conductibilités :

x? y*. 2! 1

2) SYErETR x
Les (A, u, v) étant nuls, les équations (7), § XXXV, rap-
prochées des relations (1), donnent immediatement

Jjx Jy Jz
M= = = =
(3) z" N 8’ P ol

et 'équation du plan cherché est
(4) 2L
[(X, Y, Z) étant les coordonnées courantes rapporiées 4 -
Iorigine M]. Pout:_ interpréter cette équation, soit L, la
distance MM, qui sépare M du point M;, aux cordonnées
(1 ¥1, 21) ou la droite L perce V'ellipsoide principat :

X Y x r
5 —+ -+ ==
- « B v 9
le plan tangen't en M, a cet ellipsoide est donné par I'é-
quation

?

(6) ==
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par cellereins
zX yY :Z "L»r~
7 CIM M T
et le plan (4) lai est paralléle.

Ainsi, dans le cas actuel, quand on connait la direction
d’un flux oblique et son coefficient p, ou bien la direction
et la grandeur d’'un rayon vecteur lf.'de Pellipsoide (2), qui
perce en M, l'ellipsoide (5), on aura le plan w, traversé
par ce flux oblique, en le menant paralléle au plan tan-
gent de Vellipsoide principal en M.

Passons a la solution du probléme inverse. Si I'on dé-
signe par p, la perpendiculaire abaissée de M sur le plam (7),
une formule connue donne

L r*\
_ (an) .
————— Y

»

et, puisque les (x, 5, z) vérifient I'équation (2), lc déno-

. (i . 1
minateur de la valeur précédente étant remplacé par i
et jL par g, on a -

(8) p= P',—f" g-

Ainsi, lors de I'égalité symétrique, pour déterminer la
direction du flux oblique qui doit traverser un élément w
donné, et aussi la grandeur du coefficient p corresponidant,
on ménera a V'ellipsoide principal un plan tangent paral-
lele 4 w; le rayon vecteur L, = MM,, allant au point de
contact M, donnera la direction du flux; et le produit de
ce rayon vecteur L,, par la perpendiculaire p, abaissée (e
M sur ce plan tangent, donnera le cocfficient p, cn multi-
pliant ce produit par ¢ et le divisant par r*.
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Particulierementysicl’élément o est sur )’'ane des sec-

tions principales de Vellipsoide (5), la perpendiculaire p,

et le rayon vecteur L, se (onfondeut et ont méme’gran-

deur; leur produit devient, ou G, ou -—q—s ou?Z, d'apr&

Péquation (5), et p (8) est égal, ou & , ou a ﬁ, ou ay.

Si Pon substitue dans les équanons (3), aux (.1:, X1 2),
leurs valeurs en (x,,,, £,) déduites des proportions (6);
que 'on remplace j L par o, puis p par¥a valear {8); on a
définitivement

P-xn pNz__qplfl P plzl

—_

(9) =M=q'— = =9

équations qui expriment tout simplement les cosinus
(M, N, P) des angles que fait, avec les axes, la perpendicu-
laire abaissée sur un plan tangent a ellipsoide principal,
aI'aide de cetie perpendiculaire méme et des coordonnées
du pwint de contact, sans qu’il y reste rien de ce qui se rap-
porte au cas de I'égalité symétrique.

§ XLVIIL.

RETOUR AU CAS GENERAL.

Qr, dans le cas de lellipsoide des conductibilités (17),
§ XXXVII, lelllpsmde principal est encore représenté par
éqition (5), puisque les indices des (3, 7,) sont sup-
primés. Donc, si I'on veut résoudre le second probléme
dans le cas général, c’est-a-dire déterminer la direction
du flux oblique, et le coefficient p, pour 1’élément  paral-
léle aw'méme plan tangent du méme ellipsoide principal (5),
on pourra substituer aux termes (aM, 3N, yP) des équa-
tions (7), § XXXV, les valeurs (9); ce qui les transfor-
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mera aifisd/y
SM’p—q '+ (Pp—Ny),

(10) Np=q&L + My —P2),

'P'P—QP'Z' + (N2 — Mp).

Et ce sont cé trois éqmatiohs (10), jointes a la quatriéme
(11) M:4e N4 P =1,
qui dgterminerent les (™, N, P’).t;'t p> que I'od 'cherciié-
_Siles (4, g, v) redevenaient nuls, faisant la somme des
carrés des équations (10), paisque (x; +y; + z}) est égal
a L?, on retrouverait pour p la valeur (8), que nous dési-
gnerons actuellement par p,. Or la méme opération don-
nera encore p = po, si

. M N P
\12) by

c’est-A-dire si I'élémgent plan o a pour équation
(13) x4+ py +vz=o,
et les équations (10) domnant alors

M’ N P’
;I' Q) k4

le flux sera dirigé suivant le rayon vecteur L,. Donc, pour
un milien cristallisé quelconque, il existe un systéme de
plans paralléles, et un seul, pour lequel I'obliquité du flux
et la conductibilité correspondante sont les mémes que si
les (1, p, v) n’existaient pas, ou que I'égalité symétrique
eit lieu.
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§ XLVIII.
LIGNES REPRESENTATIVES.

Le facteur j étant toujours celui-par lequel il faut mul-
tiplier la ligne L, dont la direction est celle du flux, pour
avoir la conducuhlﬁte p, on aura mon-éeulefhent p — =j 1L,
mais aussi oo = j L, ; la ligne L, étant le rayon vecteur de
Iellipsoide (2) ,de méme direction que L,, et qui seprésente
la conductibilité p,. <

En outre, les coefficients (A, u, v) étant de n‘leme espéce
que ces conductibilités, prenons surla normale au plan (13)
une léngueur. R égale i

04) R=~/_t7v__+_

la direction de cette normale sera donnée par les cosinus

A v 7

45) B R R

[Il importe de remarquer que laJigne fixe et constante R
est portée sur la normale au plan (13), dans le sens défini
par les signes des cosinus (15), et pas dans I'autre. C'est
comme dans la Statique, lorsqu’on représente un couple
par une ligne, proportionuelle 4 son moment, portée sur
la normale a son plan, et cela dans un scul sens, qui est
défini par celui de la rotation. ] .
Enfin, pour simplifier les équations (10), on pourra
poser :
Pp — Nv= M,
My — P) = N’ji,

(16) 1
" NX—Mp=P"jl,
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(M”, N, P) étant les cosinus des angles que fait avec les
axes une nouvelle ligne /; le produit jI étant de méme espéce
que les (A, g, v), ou représentant une certaine conductibi-
lité. La direction et la grandeur de la ligne 7 sont assi-
gnables. En effet, si 'on ajoute les trois équations (16),
aprés les avoir respectivement multipliées, une premiére
fois par (2, u, v), une seconde par (M, N, P), les premiers
* membres donneront zéro dans les deux cas, et 'on aura par
les seconds

17) AM"+pN'4-vP"=o0, MM”"+ NN"+ PP"=o0;

ce qui montre que la droite / est ‘perpendiculaire au plan
qui projette R (14) sur w, et conséquemment paralléle a
cet élément.

De plus, si Uon fait la somme des carrés des mémes
équations (16), (M*+ N*+ P?) étant I'unité, ainsi que
(M”* 4Nt + P"*), le résultat pourra se mettre sous la
forme

(3 4+ 2+ ) — (AM 4 pN P ) =2 0%
or,la premiére partieest j* R?, la secondeest j*R*cos* (R, p,),
en désignant par (R, p,) I'angle que la ligne R fait avec p,;
substituant ces valeurs, divisant par j*, mettant R? en fac-
teur commun, introduisant le sinus de I'angle (R, p,) et
extrayant la racine carrée, il vient définitivement
(18 1= Rsin(R,p));

c’est-a-dire que la ligne / est égale en grandeur 4 la projec-
tion de R sur le plan de I’élément w.

§ XLIX.
LOIS DANS LE CAS GENERAL.
A Taide de ces diverses préparations, les équations (10)

vont prendre une forme nouvelle et trés-simple. Les pre-
6



82 CINQUIEME LEGON.
miers termes des sc¢conds membres sunt évidemment les

produits de p, (8) par les cosinus (%’ %, %) ; substituant
1 1 1

ces produits, ainsi que les valeurs (16), remplagant p par
jL, p, par jL,, et divisant par j, il vient :

/

ML= :Tl Lo+ ML,
1

(19) . N'L=§L,+N”1,

P'L =§ L, +P"l;

\ 1

or, L, ayant la méme direction que L,, ces équations di-
sent que les projections de la ligne L sont les sommes des
projections correspondantes des deux lignes L, et /; c’est-
a-dire que L est le troisiéme coté d’un triangle, dontL, et /
sont les deux autres cdtés.

~ En résumé, dans le cas général, la direction et le coeffi-
cient du flux pour un élément-plan » donné se déterminent
de la maniére suivante : on méne parallélement 4 © un
plan tangent & Vellipsoide principal, et sur lequel on
abaisse la perpendiculaire p,; le produit de cette perpendi-
culaire par le rayon vecteur L, allant au point de contact,
multiplié par ¢ et divisé par jr*, doune une ligne L,, que
'on porte de M en E, sur la ligne L, ; par le point E, on

Fig. 6.

méne une droite E,E, égale a la projection de R oude 94
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sur le plan w, et paralléle a ce plan suivant une direction
perpendiculaire a la projection, dans le sens indiqué par les
signes des premiers membres (16). Cela fait, la ligne JUE -
donne la direction du flux, et cette ligne, multipliée par j,
donne le coefficient p correspondant,

Pour I’élément w perpendiculaire 4 R, la projection est
nulle, ainsi que E,E, et I'on retrouve le systéme unique du
§ XLVII. Dans le cas dé I'égalité symétrique, R est zéro,
EE, est nul partout, le flux a la direction de L, et p = jL,;
cest la solution du § XLVI. Dans le cas du § XXXVIII,
I'ellipsoide principal est une sphére quel’on peut rapporter
a R pour axe polaire et & 'équateur (13); la projection
de R sur o estdans le plan méridien mené par le point de
contact; E, E est perpendiculaire a ce plan; sa plus grande
valeur est R (14) ; elle a lieu pour les éléments-plans méri-
diens sur lesquels le flux, alors dirigé dans le plan de 1’¢-
quateur, a la plus grande obliquité, et ou le coefficient p at-
teint son maximum y2*+ 'R’

§.L.

SYMETRIE DE LA CONDUCTIBILITE .

Dans le triangle M E,E, qui résume la solution précé-
dente, la direction du cété L, est nettement déterminée;
celle du cdté /, opposé au sommet N, dépend des signes des
cosinus (M”,N”,P’) ou de ceux des premiers membres (16).
$’il existe deux milieux cristallins, tels que les coefficients
(@, B, 7) sont les mémes, et que les (1, 1, v) ont les mémes
valeurs absolues, mais de signes contraires : ils ont méme
ellipsoide principal, méme plan tangent paralléle a w,
méme L, sur MM, et quoique R ait deux directions op-
posées, [ a aussi la méme grandcur. Mais, dans la construc-

6.
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tion finale, les denx triangles ne sont pas les mémes, car le
¢c6té 1 a deux dircctions opposées, et fait avee L, deux angles
- différents qui sont supplémentaires. La direction et la
grandeur du coté L seront donc différentes.

Au contraire si, pour un méme milieu, on cherche suc-
cessivement les directions et les coefficients des deux flux,
correspondant aux deux faces d'un méme élément-plan, la
construction finale conduit a deux triangles opposés I'un a
’autre, mais égaux; car L, aura la méme grandeur et deux
directions opposées, et il en scra de méme de /, puisque les
premiers membres (16) changent de signe avec (M, N, P);
donc aussi L aura la méme grandeur et deux dircctions op-
posées.

Ainsi, dans un milieu cristallin quelconque, comme
dans le cas de I'égalité symétrique, la conductibilité résul-
tante p, ou le coefficient des flux obliques, est le méme
pour deux directions opposées I'une a Pautre, tandis que
la conductibilité angulaire ¥ (¢,¢) (I'* Lecon) peut étre
rés-différente. C’est en ne confondaunt pas ces deux genres
~ de conductibilités que la théorie analytique de la chaleur
peut aider a découvrir les véritables lois de la physique
moléculaire. En un mot, quand & n’est pas égal dans les
deux sens, la ligne R existe, et malgré cela lc coefficient o
est le méme pour les deux faces de tout élément-plan.

§ LL
RECHERCHE DES FLUX COORDONNES OBLIQUES.
La différence caractéristique cntre le cas général et celui
de I'égalité symétrique est donc nettement définie par I'exis-
. S X ¥
tence de la ligne R (14), dont les projections <;’ i—f, 5) ’

sur les axes de I’ellipsoide principal, sont proportionnelles
L



LOIS DE LA CONDUCTIBILITE. 85
aux coefficients (4, ¢, %) des variations tangentielles de la
température dans les fonctions ... Lorsque 'équation gé-
nérale dela chaleur, exprimée en coordonnées obliques, a
la forme (18), § XXVI, et que Pellipsoide principal se
trouve conséquemment rapporté a ungsystéme de diamétres
conjugués, les variations qui composent les fonctions Q.
des nouveaux flux coordonnés, ont d’autres coefficients qui
dépendent encore de la ligne R. La loi géunérale de cette
dépendance, qui mérite d’étre signalée, peut s’établir A
laide des formules de transformation du § XXV, que nous
transcrivons ici pour plus de clarté.

Dans le systéme primitif des axes rectangulaires, cn 0 sub-
stituant aux coefficients («, £, 7), les valeurs

(20) a=gqa*, B=gqb? g =qc, .
I'ellipsoide principal est ainsi représenté :
I? 2 zl

(21) -+ i, + S =7
I'équation générale qui régit la température V devient

da:v av av av
{ 2 b? —_ 2 = A ;
(22) T Tt m=hy

et les fonctions €2, des flux coordonnés sont

g @Y AV AV
* =17 2z 'd_y taz’

: dv dVv dv

( ¢ = —y— 2 — —_

(23) Q, v +qb e “+1 7
av dv dv

S=r TG T w

Les formules qui donnent les (x, y, z) en coordonnées
obliques étant

s z=mx'+4m'y'+ m" 3,
24) y=nx'+ny' 4+ n"<,
[

=px'+py ",
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mettent I'cllipsoide principal sous la forme

z y'? 22
(25) X;-i-ﬁ?-l-'az:"',

et 'équation de la chaleur sous celleci

av av av dv
(20 NP omt O =i

si les cosinus (m'/), n?, p'i)), qui donnent

. m' m+ nlnI/+PIpll= cos 9’
(27) - ! m"m+ n"n+ p”p = cost,
mm' + nn' 4 pp’ = cos@”,
Jbour ceux des angles-plans (6, ¢, ¢") de I'angle triédre des
(A, B, C), et qui satisfont aux relations fondamentales

e
(28) m4-r+-pr=1, m"*+n""4p't=1, m"4-n"14p"r =1,

vérifient en outre, conjointement avec les (A, B, C), les
six relations nouvelles

(29) | y ’ 2+(CTP”
|3 (2)+05) (2) () (%) =
10 () 22) () () () =
) (822 )+ () () =

lesquelles établissent directement, pour les inverses des
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équations, (24 )} les formules

SEERES f e
§ LII

FORMULES COMPLEMENTAIRES.

Rappelons en outre que le produit des carrés des axes
et celui des carrés des diamétres conjugués sont liés par
Pidentité
{(31) a*b*c* = A’B*C. w,
ou w représente la somme trigonométrique

(31 bis) 1+42cosf cosb’ cos §”— cos? § — cos? 6’ — cos? 6" = =,

comme cela résulte de équation (29), § XXVIII, dont les
racines sont (a*, b*, ¢*). On peut déduire de la qu'un pa-
rallélipipéde dont les cotés de grandeurs quelconques seront
paralléles aux (&, 5/, 2), aura pour volume le produit de
ces cotés multiplié par y@. Voici d’ailleurs la démonstra-
tion directe de cette proposition. Soient (X, Y, Z) les cotés
du prisme oblique, et ® I'angle diédre dont P'aréte est X3
la base étant XY sin @, la hauteur sera Zsin 6'sin @, et le
volume ‘
XYZ sin ¢’ sin6” sin@;

or la formule principale de la trigonoméirie Sphérigue
donnant

sin 6’ sin6” cos® =y — 9" ",

ou (7, 75 7") sont les cosinus des angles (8, 6/, ¢'), on en
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conclut

sin? 0’ sin?6” sin?@ = (1 — 9"?) (1 —9"*) — (y — "¢ P =w;
" le volume est donc bien réellement XYZ 'w.

Enfin, établissons une derniére formule préparatoire. Le

carré du sinus de I'angle 6, d’aprés la valeur (27) de son

cosinus et les relations (28), devient successivement
-\ : sin?0 =1—cos’§
' (32)‘ — (mlz_’_ nlz_'_Plz) (m”’-{— nllz+Pl/z)_(mlmll_'_”lnll_'_plpll )2

AT 11

‘:_(nlpll_p” )+(lell_ml) )1+(mlnll_nlmll)7.

Or sil’on désigne, comme au § XLIII, par les (M(), N, P(2)
les neuf parenthéses distinctes du groupe (29), qui devient
alors celui (s'), § XLII, I'existence de ce groupe implique,
comme on le sait, celle de neuf autres relations ayant la
forme
. NP — PN =M,

et si I'on restitue, dans trois d’entre elles, aux parentheéses
leurs valeurs, on trouve

v m . abc A'm
7P =P = i e

bc A’n

33 'm” — m’ p” — a_ Pl
( ) pm mp ABC B2 ?
o 7ot abe A:/),
mnp —nm — E '7 3

puis les équations (31) et (32) donnent définitivement la
premiére :
m* nt  p*  sin?f

a Tt T
m'? n'? 2 sin?@’
(34) - T A
a' bt ct B'w
. . ,nllz nllg PII' _ sinz ell .
@ TE T E T

et les deux autres qui sont ses homologues. >+ (- °

~—
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§ LIII. '
LUIS DES FLUX COORDONNES OBLIQUES.

I .
Tout cela étant posé, la fonction Q,, appartenant au
flux qui traverse le plan des v’ z', doit avoir pour expres-
sion .
Q= N Q4 Q,+ £0,,

(o, T, @) étant les cosinus des angles que la normale au
plan &=o0, ou

S+ +E
[d’aprés les formules (30)], fait avec les (x, y, z); cosinus
qui ont pour valeurs

__im in -~ ip
m—;;) "G—Fy Q:Fw

dans lesquelles le coefficient ¢ est

1 A’n-,

m  n p? sinf
- + 5 -+ ey

d’aprés la premiére équation (34). On aura donc la nou-
velle forme

(35) a,:sinozAzﬁ( n,-g-bz , + Pa,),

qu’il s’agit d’exprimer a I’aide des variations de V, suivant
les (&', o', 2').

Les formules primitives (24) donnent la dérivée particlle
d. d d. d.

7 — = m— — —
(36) ' de = " dx +n dy +r ds’
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et les formulesinverses-(30) le groupe complet

. d. __A'm d. Bim' d. Ctm" d.
Z- Tty &
d. A’n d. B*n' d. C:n" d.
- T T e @
d. _Ap d  Bpd  Cpd
dz ¢t dx' e dy dz

(37)

La substitution, dans ’équation (35), des £, (23), conduit
d’abord, d’apreés I’équation (36), a

(38) ﬂ,/San—qA’\/w —|—-A’\/nT

en représentant par T la somme

N ndV pdVv pdvV mdV (m‘dV ndV\
b dz ¢ dy ¢ dxr @' dz Y a*dy b'dz)’
cette somme, transformée a 'aide des formules (37) de-
vient
dV [np' — pr’ pm’ — mp' mn' — nm'
2
B dy ( be? A+ ca 't T e
",dY (n"p—p'n p’'m—m’p m’n—n"m
—Czﬁ( b2 et P+ da Pt v)’

ct, lorsqu'on y substitue aux numérateurs des fractions
qui multiplient les (3, i, v) les valeurs données par les six
homologues des formules (33), on a définitivement

dv d
(39) A T=(m" 4" p+p"v )7—(m A" p+p v) V

De la résulte enfin qu'en posant, dans un but de simpli-
fication,
{ m\ +np + pyv =V,
5 m'\ + Il'y.—l—p.'v =/,

m'\+ n"p+p'v=",

(40)
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I'expression (38)/avecdalvaleur(39) sera la premiére du
groupe

. dv dv dv
— 2 e g =
Q.,/smo_.qA\/——,—;-a o © dz’,
Ry ,dv dv
(41) @y sin 6’ = dx;"'qB’f +' a7’
.o dv ,dv dv
, — ) — — 2
Q,sin @ ¥ I 779 qC \/m —

les deux autres s’obtenant absolument de la méme maniére.

On reconnait maintenant a I'inspection des relations (40),
que, si les anciens coefficients (A, ¢, v) étaient égaux aux pro-
duits dej par les projections de la ligne R (14) sur les axes
de Iellipsoide principal, les nouveaux coefficients (¥, ¢/, '),
sont égaux aux produits de j par les projections de la ligneR
sur les diamétres conjugués du méme ellipsoide. Cette loi,
d’'une généralité remarquable, et qui raméne tomjours la
ligne R comme pour constater son existence, paraitra sans

doute assez importante, pour justifier les calculs qui vien-
nent de I’établir.

§ LIV.

VERIFICATION.

On vérifie les valeurs (41) en établissant directement 1'é-
quation générale (26) en coordonnées obliques. Prenant
pour élément de volume le parallélipipéde obliquangle aux
cotés (dx', dy’,dz’), 'aire commune des deux faces (0, o /)
paralléles au plan des y’ 2’ étant dy’dz’sin6, le flux de cha-
leur qui entre par ., pendant le temps dt, est

dy’ dz' swn 0. dt (— Q),

~
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ct celuj quiysort parn o'y

.

. ; dQy ,
dy’ dz'sin 9.dt ( — Q0 — o dr )

(en négligeant ici Dlinfiniment petit, d’ordre inféricur,
qu'introduirait le transport au centre de gravité de I'élé-
ment). L'excés du premier flax sur le second donnera le
premier terme du groupe total

dQy dQy
’ 3t ' Gk g
dz’dydz.dt(d,sne—k——d], 9+d, ln9>.

les deux autres termes provenant de la méme maniére des
flux qui traversent les faces paralléles aux plans des 2’

ct des 2’y’.
Ce gain total échauffant de % dt degrés, le parallélipi-

péde élémentaire dont le calorique spécifique est I', la den-
sité A, et le volume Yo d2’ dy’ dz’, doit étre égal a

dv
ra — \/;' dx’' dy'dz' dt .
dt
et substituant aux {2, leurs valeurs (41), supprimant tous
ra

les facteurs communs, et introduisant le rapport k = i

on arrive effectivement a I'équation (26).

§ LV.

COROLLAIRES.

Plusicurs propriétés, précédemment signalées, se dédui-
sent directemeut des expressions générales (41). Ainsi, lors
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de I'égalité’symétrique, ‘1 ligne R étant nulle, ainsi que
toutes ses projections, les {2, (f1) se réduisent a |

- Ao dV
Qp— ¢ —— —
w =9 sin0 dz'’
B'Vz dV !
2 Q —qg-Yoir
(42) Y =17 Sne dy” .
0, — o CVedV.
=9 5ne 47

et ne contiennent que la variation de la température sui-
vant I'axe correspondant. C’est-a-dire que le flux oblique
qui traverse un plan diamétral de Dellipsoide principal
est dirigé suivant son diamétre conjugué. Cest la loi du
§ XLVI, avec la valeur du coefficient, ou de la conductibi-
1ité p, exprimée d’une autre maniére. '

Dans le cas général, pour que I'un des Q, (41), par
exemple ., ne contienng que la variation de la tempéra-
ture suivant I'axe x’ correspondant, il faut que les projec-
tions de la ligne R sur y’ et 2’ soient nulles, ou que le plan
des y' 2’ soit perpendiculaire a cette ligne; mais si (¢, V)
sont nuls, ¥ existe et I'on a

! A'Wo dV
.Q.,::(] — ==
sind d.z'
R dv dv
(43) 1 Qpsing’ _qB’\/w—+"A' 7’ -
dv v e
S).,smo _qC’\/a ——-l':w; :

il n’y a donc qu’un seul élément plan pour lequel le flux
oblique soit le méme que si R n’existait pas.

Lorsque R a la méme direction qu’un des axes de I ellip-
soide_ principal, les projections sur les deux autres axes
sont nulles; un seul des coefficients (}, p, v) existe; ct les
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trois forlétions 'Q.0(33)¥eproduisent le groupe (43), dans
le cas particulier de

0=0—=06"= E,
2

ct de (A, B, C) respectivement égaux a (a, b, c).
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SIXIEME LECON.

REFROIDISSEMENT PAR COMMUNICATION.
) PRISME RECTANGLE.

Partie différentielle et partie intégrale en physique mathématique. —
Probléme général du refroidissement des corps solides homogénes non
cristallins. — Refroidissement par communication du prisme rectangle.
— Cas d’un état initial constant.

§ LVI.
PARTIE DIFFERENTIELLE ET PARTIE INTEGRALE.

Toute branche de la physique mathématique se subdi-
vise en deux parties distinctes : la partie différentielle et la
partie intégrale. La premiére comprend la mise en équa-
tions aux différences partielles, et toutes les conséquences
qui se déduisent de I'ordre et des diverses transformations
de ces équations. La seconde s’occupe de I'intégration des
mémes équations dans des cas généraux ou particuliers, et
conduit finalement a I’évaluation numérique des résultats
théoriques. L’étendue ou 'importance relative de ces deux
parties change avec les progrés de la science.

Au début, a I'époque des titonnements et des essais, la
partie difiérentielle, s’appuyant sur une ou plusieurs lois
préconcues, céde rapidement la place a la partie intégrale,
afin d’'obtenir, par les intégrations les plus simples, des
nombres dont la comparaison ‘avec les résultats donnés
par P'expérience, ou I'observation, permette de se pronon-
cer sur la valeur dc l'idée primitive. Aprés un nombre
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suffisant -d'épreavds’ semblables, les équations aux diffé-
rences partielles, successivement modifiées, indiquent une
forme définitive vers laquelle elles convergent. En méme
temps, les procédés de leur intégration se sont étendus et
généralisés, de maniére a indiquer aussi une convergence
vers une marche uniforme.

La science peut alors entrer dans une voie nouvelle, et
chercher a découvrir la loi naturelle du phénoméne étudié,
ou son véritable principe. La partie différentielle devient
prédominante. Elle étudie toutes les conséquences, toutes
les relations qui résultent de la forme définitive des équa-
tions générales. Elle transforme ces conséquences et ces
relations en autant de lois différentielles, dont I'ensemble,
successivement simplifié, doit aboutir a la loi unique ou
au principe que I'on cherche. Quand ce principe sera en-
fin découvert, la partie intégrale dominera a son tour. Elle
calculera les phénoménes, rendra compte des perturba-
tions, et la vérification expérimentale ou naturelle de ses
résultats et de ses explications donnera au principe trouvé
une certitude inattaquable.

Jai fait voir ailleurs que la théoric mathématique de
I'élasticité est actuellement au milieu de sa course. Et tout
porte a penser que si elle y reste stationnaire, ¢’est qu’elle
y attend la théorie analytique de la chaleur, avec laquelle
elle doit désormais travailler pour découvrir en commun le
principe de la mécanique terrestre.

11 importait donc d’accélérer la marche de cette dermere
science, en donnant a'sa partie différentielle, jusqu’ici pres-
que inapercue, toute I’étendue et toute I'activité nécessaires.
Nos cinq premiéres lecons prouvent qu’il suffisait d’entre-
prendre ce travail pour en déduire des conséquences impré-
vues, qui rappellent : la dynamique, I'élasticité, la lumiére,
I'électricité, et qui indiquent méme assez netiement la vé-
ritable cause de la chaleur, quand on rapproche les for-
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mules de la'lecon' précédente, de celles qui régissent les ro-
tations des corps. Mais il serait prématuré de développer
ici ces conséquences. Nous quitterons donc la partie diffé-
rentielle pour ne plus nous occuper que de la partie inté-

grale, qui conduit pareillement i des rapprochements et a
des indications utiles.

§ LVIL

PROBLEME DU REFROIDISSEMENT.

Le probléme général de la théorie analytique de la cha-
leur que nous étudierons principalement est celui du re-
froidissement d'un corps solide, dont les températures ini-
tiales étaient connues, et qui perd actuellement sa chaleur,
soit par communication directe avec une source froide, soit
par le rayonnement de sa surface dans une enceinte i tem-
pérature constante ; cette température, fixe comme celle de
la source, étant prise pour zéro. Nous supposerons d’abord
que la surface totale o du corps comprend deux parties,
I'une ¢’ rayonnant vers Penceinte, I'autre ¢’ en contact
avec la source.

Dans ces circonstances, s'il s'agit d’un corps homogene
non cristallisé, I'équation générale est

d*V 4V d*V dav

o —k

i1) d.t’+?77+dz’_ ar

(§ XXI). L’équation 2 la surface ¢ se décompose ainsi :
(dV _dV dv

, (It-cosi—i- ?J—,cosn + E—cosc + IV q,l_f,,

' V’u =0,

(2)

(&, m, &) étant les angles que la normale extérieure, en
chaque point de @, fait avec les axes coordonnés; /¥tant
7
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AR . .
la fraction -, laquelle peut différer d'un point & un autre
q

par le pouvoir émissif e. L’état initial pour ¢ = o est
(3) Vo=f(z,7,2)=F

11 s’agit de déterminer une fonction V de (x, y, z, t), véri-
fiant I'équation (1) et satisfaisant aux conditions (2) et (3).
Ce probléme d’analyse sc résout comme il suit. -

On prend la fonction V sous la forme

t

(4) V:SMU(:_Q’A

d’une somme de termes simples, qui vérifient tous et séparé -
ment les équations (1) et (2). Chacun de ces termes est le pro-
duit de trois facteurs : d’un coefficientindéterminé M, d’une
fonction U de (x, y, z), et d'une exponentielle ou 6* est
constant. La vérification de I'équation (1) donnant

aru | 4*'U 4%

+ — +60U=o0,

(5) dz* + dy? dz?

et celle des équations (2) exigeant que

dU . dU dUu
\ — 0S¢ + —— cosn+ —cos§{+IU) —o
(6) Ndx dy dz ' ’

-2
Uc,, = o,

la recherche particuliére au corps proposé, et dont la forme
est définie, consiste a trouver tous les groupes (U, 6*), com-
posés chacun d’une fonction U et d'une constante 6*, qui
rendent identiques les relations (5) et (6).

Quand tous ces groupes sont reconnus, il ne reste plus
qu'a 'déicrminer les coefficients M, de telle sorte que 1'on
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ait identiquement

(7) SMU:f,

afin que I’équation (3) soit vérifiée par la fonction V (4).
Or cette détermination s’opére invariablement de la méme
maniére, a I'aide d’un théoréme général, dont voici la dé-
monstration.

§ LVIII.
THEOREME GENERAL.

Les relations (5) et (6) particularisant un groupe (U, 6*),
soient

a2U  4#U &aU

/3 [
= T T TV =0,
8) { (2U g 1 U oy 4 N =
o cosE+.dy cos n —+ 7 cos { + U c,_.o,
\ =0

celles qui particularisent an autre groupe (U', #*). Si 'on
mraltiplie la premiére (8) par Udxdydz, et qu'on I'intégre
dans toute I'étendue du corps, on aura identiquement

oV 2V 2U _
(9) fff(w +g e U)Udzd_ydz_o.

Soient x, et x4 les abscisses des deux points M, et M, ou
une droite paralléle aux x vient percer la surface ¢ du corps
proposé, lesquelles abscisses seront fonctions des deux au-
tres coordonmées (y, z). Le premier terme de (g9) peut se
mettre sous la forme

U
ffd]’dzi' Ud_z’dt’
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ct, intégrant en x, par partie, sous celle-ci:

> ’ I, d l ’
{10) fjrl_rdz [U ‘ﬂ] fff U 4U . dadyda.

Désignons généralement par le symbole

fjdo'
-2

toute sommation faite sur la surface ¢ du corps, décom-
posée en éléments do, infiniment petits du second ordre,
égaux ou inégaux, de méme forme ou de formes différentes,
uniquement assujettis & ne laisser aucun vide entre eux;
¥ étant la valeur de la quantité 4 sommer qui appartient au
centre de gravité de chaque élément do. Dans I'intégrale

double de (10), qui est

ff[d]dz U_')z’-—dyd (_Ulilg’)x,]’

le rectangle dydz est la projection commune, sur le plan
des 7z, d’un élément d o, de la surface en M,, et d’un élé-
ment do, en M, ; et (&,, &) étant les angles que les deux
normales extérieures en M, et M, font avec I'axe des x, on

a identiquement
dydz = do, cos £, = — do, cosk,.

L’intégrale double précédente devient donc

ff[do, U—) cos §;, + do, (U—[Z> cosE‘],

ou, plus simplement, en employant la notation introduite
P P s

du’
[choséd‘a;

la quantité ¥ étant ici la valeur numérique du produit
[ J

iy

e

- .
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v cos £, qui appartient au centre de gravité de I'élé-
dx ? )
ment do.

Pour simplifier, et par analogie, désignons encore par le

nouveau symbole
f Fdw
i~2

toute sommation faite dans le volume & du corps, décom-
posé en éléments d @, infiniment petits du troisiéme ordre;
F étant la valeur de la quantité a sommer qui appartient
au centre de gravité de d . La substitution dans (10), de la
derniére forme de I'intégrale double donnera la premiére

des trois identités

4 r
‘PU dﬂr_.fU—cosEd de U dw,

3% du du’
(11) fUdU —fU—cosndc dU dUd
- ly dy
ay dUu du’
U o dm_fU——costc _/;Zz- zdu,

les deux autres résultant, du second terme (9) intégré
d’abord par rapport a y, et du trofsiéme terme (g) intégré
* d’abord par rapport a z.
A I'aide des valeurs (11), I'équation (9) devient

’ d 7 d ’
fUU’d +f dlcosi—!— dU cosu-f—d—UcosC)

_ dU dU’ dU dU’ dU dU’ d
SI\@E& =t tEE )™

Or, dans la sommation faite sur la surface o, la quantité §
est nulle sur toute la partie ¢”, d’aprés la seconde (6), et
se réduit & — /UU sur toute la partie ¢, d’aprés la se-
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. conde (8)}\on aura don¢ définitivement

olzf UU'de =
(12) ®

‘ dUdU dudU  dUudU

A/:' IU'U’d.a'+ j;(Tz E-F?y.? + = = ) do.

Si, au contraire, on multiplie 'équation (5) par Udw,
et que I'on intégre dans toute I'étendue du corps, la méme
suite d’opérations conduit a une autre équation, qui ne dif-
fére de I'équation (12) que par le coefficient 6* au lieu de §”.
Or, dans les deux équations finales, les seconds membres
sont les mémes, les premiers membres doivent donc étre
égaux; c’est-a-dire que Pon a identiquement '

(13) (9"—-9’)fUU’da=o,
(i~}

~

et, conséquemment, quand 6" et 6* sont différents,
(14) fUU'dw =o.
o

Et tel est le théoréme général (14) qu'il &' aglssait d’établir.
[ 3

§ LIX.
COROLLAIRES GENERAUX.

Maintenant, pour déterminer ou isoler Je coefficient M,
facteur d’une fonction particuliére U, il suffit de multiplier
Iéquation (7) par Udw, et d’intégrer ses deux membres
dans toute 1’étendue du corps : alors tous les termes de la
série, autres que le terme choisi, dlsparalssent d’aprés le
théoréme (14), et l on adéfinitivement

fod:r

”B

fU’(In
o]

(15) M=
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Le plus ordindirement; lactempérature initiale { est con-
stante dans le volume w, ct plus élevée que celle de la source
ou de l'enceinte; on peut donc la prendre pour unité, et

alors
fU do
-——-——.—B .
f Uddw
v

Ceute application du théoréme général (14) sulfit pour
compléter la solution du probléme posé. Mais le méme
théoréme conduit a4 d’autres conséquences, qui pcuvent
servir a I'étude de la solution trouvée. Dans I'équation (12),
le second membre partage nécessairement les propriétés dn
premier, lequel estnul d’aprés I'équation (14) quand les deux
fonctions (U, U') sont différentes, mais qui subsiste quand
U=T, et que conséquemment §* = 6°. D’ou résultent les
deux corollaires

16) M=

dUdU’ L dUdU _dudv
4UdU UUdo=o,
\ Tl T H G T @ dz>"“’+f' e=0

) LY (23 (55 o [
=9’£U’dn,

qui s’étendent a toutes les variétés du partage de la surface
totale ¢ en ¢ et ¢”, et a toutes les grandeurs, constantes
ou variables, de la conductibilité extérieure /. Si le refroi-
dissement du corps s’opére dans un bain a température

zéro, la partie ¢ n’existant pas, I'intégrale double [ dis-

parait. Elle disparait encore si /= o sur ¢’; c'est-a-dire si
cette partie de la surface o est imperméable a la chaleur,
ou si les flux gui lui correspondent sont nuls, pendant
toute la durée du refroidissement.
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§ LX.

REFROIDISSEMENT DU PRISME RECTANGLE.

Lorsqu’on veut trouver la loi intégrale du refroidisse-
ment d’un corps solide de forme donnée, il résulte de la
solution générale, qui vient d’étre exposée, que toute la
difficulté se concentre dans la découverte des groupes
(U, 6%), ou des termes simples, particuliers au solide. Pro-
posons-nous de rechercher quels sont tous les corps de
forme polyédrique, pour lesquels cette difficulté puisse éwre
levée. En ne considérant d’abord que le cas le plus simple
de I'équation a la surface, celui ou la partie ¢/ n’existe pas,
c’est-a-dire le cas du refroidissement, dit par communica-
tion, d’un solide totalement immergé dans un bain a tem-
pérature fixe (par exemple, dans la glace fondante). Com-
mengons par le polyédre le plus anciennement connu, le
seul que Fourier et Poisson aient traité,

Le corps solide est un parallélipipéde rectargle dont les
cotés sont (a, b, c). Prenant I'un des sommets pour origine,
et les arétes qui s’y coupent pour axes coordonnés, I'équa-
tion a la surface devient le groupe

r—0; x=—a,
(18) Ve—=o,quand { y =o0; y=—2=6;
z=0; z=c;
et la vérification des équations (5) et (6) est obtenue par la
fonction et la constante

\
..o, . . 3
U=sinin —smt'-n‘zsm:”n-,
a b c
(lg) 2 ilz il/,
2 o [ — s 2.
o _(a,+b,+ c2)1r ;

(¢, ¢, i") étant des nombres entiers.
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Puisqujona généralement

5

. U 1 i
\20 s jr - dz—=—y
o s 2

;

A étant une longueur constante, et j un nombre entier quel-
conque, autre que zéro, le dénominateur de M (15) est

simplement %‘ et

8 bpea o ooy, S
(21) M=— fsiniz— sini’ = sini" == drdvdz.
abe J, J, Jo a b c

§ LXIL.

THEOREMES SPECIAUX.
Il ne sera pas inutile de vérifier, dans le cas actuel, le
théoréme général (14). Quand (4, j) sont des nombres en-
tiers différents, on a identiquement

(22) f siniz— sinjxfda-:o;
(1 A hy

car le premier membre admet les formes successives

: jo-; [m,(,-_.j)n; —eos(i+j)=§J daz,

sin (i — j RN
_1— ‘—J'l‘i Sln(l+1)ri
2% i—j;  i+Jj o
et j différant de 7, la derniére expression s’évanouit aux

deux limites, par sin o = o, et par sin(i =) =o. Et de
la résulte qu’avec deux fonctions (U. U’) de la forme (19),
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mais différentes, Lintégrale définie triple

ffoU’d.rdjdz,

prise dans toute I'étendue du corps, aura la valeur zéro; car
elle sera le produit de trois intégrales définies simples, des-
quelles une au moins s’annulera d’aprés I'équation (22),
puisque les fonctions (U, U') étant différentes, un an moins
des entiers (7, 7, i”) (19), facteurs respectifs des trois arcs
(11' E, 1:‘%7 T ;) » différe de I'une a I’autre.

Il importe de constater que la méme conséquence s’étend
aux cas ou les deux fonctions emploient les trois mémes
entiers (i, 7/, i), mais avec des places différentes. Par exem-
ple, si i” facteur de I'arc en z étant le méme, i facteur de
Parc en x dans U est facteur de I’arc en y dans U', et qu’en
méme temps ¢’ facteur de I'arc en y dans U soit facteur de
Parc en x dans U, les entiers i et i/ étant diflérents, deux
des trois intégrales définies simples, facteurs de 'intégrale
triple, celle en x et celle en y, s’annuleront i la fois. Et
cela, lors méme que b serait égal a a, et conséquemment
¢'* égal a 6%; d’'ou résulte un théoréme particulier, qui
nous était nécessaire, et qui n’est pas compns dans le théo-
réme général (14).

§ LXII.

LOIS GENERALES POUR LE PRISME RECTANGLE.

En résumé, lors du refroidissement par communication
du prisme rectangle, la température variable V de tous ses
points est donnée par la formule iniégrale

gt

(23) = » MUe *,
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en composant |chaque terme) simple avec les expressions
correspondantes, (19) de (U, 6?), (21) de M, et attribuant
successivement a chacun des trois entiers (i, #/, i) toutes
les valeurs comprises entre zéro et I'infini; d’ou résulte
une série triple.

Si, de méme que U (19), la fonction f est le produit XYZ
de trois facteurs variables chacun avec une seule coordon-
née, X avec x, Y avec y, Z avec z, le coeflicient M (21)
devient pareillement le produit MM'M” de trois facteurs,
qui sont

a
M :lf X sininZdz,
N a o a

- b
(24) M':%f Ysini’n‘%dy,
o

sV (. . .,z
M=- Zsini"m - dz,
cJo c

et, d’aprés la valeur (19) de 6%, si I'on posc

_(m’)’ t »
2 M siniwg-e @ .’;.—_—:V,,

T\t
(25) 2 M’ sini’n%-c— (T) = vV,

- (‘"_7')’.1 .
Swainente 7 ) Fy,
la fonction V (23) pourra se mettre sous la forme
(26) V=V, V,.V,.

On reconnait facilement que chacune des séries sim-
ples (25) donne la 10i intégrale du refroidissement d'un
mur ou d’une couche solide d’épaisscur a, ou b, ou ¢, com-
prisc entre deux plans paralléles ct indéfinis, entretenus
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sur tonte leur étendne a/la température zéro; si tous les
points d’'une méme section paralléle aux faces du mur ont
a toute époque la méme température, c’est-a-dire si I'état
initial est une fonction X de x seul, ou Y de y seul, ou Z
de z seul.

Autrement : chacune des séries (25) donnera la loi par-
ticuliére du refroidissement du parallélipipéde, si les deux
faces perpendiculaires a I'axe des x, ou des y, ou.des z,
sont seules traversées librement par les flux se rendant a la
source froide, tandis que les quatre faces paralléles au
méme axe restent imperméables a la chaleur ; si, en outre,
tous les points d’une section paralléle aux faces froides ont
primitivement méme température. Et, d’aprés (26), les
trois lois” particuliéres donneront, en se combinant par
multiplication, la loi compléte du refroidissement, quand
les flux traverseut librement les six faces du prisme.

§ LXIIIL.

: .+ CAS DE L’ETAT INITIAL CONSTANT.

Ce résultat est remarquable. Il suppose, il est vrai, que
Vétat initial soit un produit XYZ. Mais il a lieu quand
f est une constante, et c’est le cas qui se présente le plus

fréquémmem dans les applications. Alors f, ainsi que ses
trois facteurs, peuvent étre égalés a I'unité. L'intégrale dé-

finie
)
f sinire da,
o A

élant nulle quand i est un entier pair, et ayant la valeur
2) A . .
- quand Zest impair (2j+ 1), chaque coefficient (24) prend

la forme

4

('3j+1)1r’
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et chaque série partielle (25) celle-ci

sin(2j + l)u; _(2i+‘~ﬂ te

. _4 A
(1) V=2 X

laquelle se réduit a zéro sur les faces (u =o, u=1), quel
que soit t, et quand ¢ est nul a

4 sin(zj-l—l)'u'-l;—L

g 2j 41

série classique, dont la valeur connue est ’unité, tant que u
est compris entre o et A, et zéro pour ces deux limites. Ce
qui prouve clairement que la fonction V (26), formée par
le produit de trois V, (27), satisfera a toutes les conditions
qui lui sont imposées.

§ LXIV.

INTERPRETATION ANALYTIQUE.

Analytiquement, la série (23), composée avec les (U, 6*)
{19), doit étre considérée comme exprimant un certain état
calorifique variable d’un milieu solide, indéfini dans tous
les sens, et ou les coordunnées (.r, y, z) peuvent atteindre
toutes les grandeurs comprises entre — o et + o . Alors,
la série s’évanouit, quel que soit le temps ¢, lorsque x, ou y,
ou z, est un multiple, positif ou négatif, de a, ou de &, ou
de c. Cest-a-dire qu’a toute époque, la température V est
nulle sur les trois suites orthogonales de plans paralléles et
équidistants, qui découpent I'espace solide en prismes rec-
tangles égaux.

S$i, n étant un nombre entier quelconque, on fait succes-
sivement x=na+§{ eex=na—§, ony =nb+n et
y=nb —un, ouz=nc+{ et z=nc—{, la série prend
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la inénie valeup! absolue)avec des signes différents. C’est-
a-dire que chacun des plans a zéro partage le milieu en
deux parties, ot les températures sont symétriquement
égales et de signes contraires. Sorte de symétrie inverse, qui
a lieu quel que soit ¢, et d’ou résulie qu’a toute époque, les
températures d'un premier prisme déterminent celles des
prismes qui I'avoisinent, et ainsi de proche en proche.

En un mot, chaque prisme qui se refroidit est entouré par
des prismes qui s'échauffent, ou inversement. Et lorsque le
temps ¢ a atquis une assez grande valeur pour que les expo-
nentielles deviennent insensibles, les prismes chauds ou
froids sont descendus ou remontés a la température zéro,
devenue générale.

L’existence des plans a température fixe prise pour zéro,
et la syméirie inverse exigée par chacun d’eux, réduit
donc I'cspace dans lequel 1'état initial puisse étre quelcon-
que, au volume d’un seul des prismes, qu’il suffit consé-
quemment de considérer pour déterminer les coefficients M.
Et c'est ainsi que la série (23), applicable a tout I’espace,
résout particuli¢rement la question du refroidissement par
communication du prisme rectangle.
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SEPTIEME LECON.
PRISME TRIANGULAIRE

Refroidissement par communication du prisme droit 2 base carrée. — Symé-
trie calorifique, directe, ou inverse. — Plan diagonal a zéro, ou sans flux.
— Prisme triangulaire droit a base rectangle isocéle. — Loi de son re-
froidissement.

§ LXV.

REFROIDISSEMENT DU PRISME CARRE.

Lorsque, dans le parallélipipéde rectangle, le coté & est
égal au cdté a, le polyédre devient un prisme droit & base
carrée. La loi de son refroidissement par communication
est toujours donnée par la triple série (23), (§ LXII). Mais
ilarrive alors que la méme exponentielle peut appartenir
adeux termes : car, puisque b = a, la seconde (19), (§ LX),
devient

o .
(1) 9’:('+' +l—> ™

a? c?

et, si les entiers i et 7 sont différents, 6* est le méme pour
les deux fonctions simples
Z
‘ U= smm- sini’nLsini’n >
a C

(2)

' U= smz’-zr— siniw Zsm iy
\ a a c
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de telle sorte que la fonction intégrale V s’écrira ainsi :

t
=

t
—f —
(3) V=Z(MU+M’U')¢ kY nwe A

la série triple réunissant les termes ou 7 et ' sont diftérents,
et la série double ceux ou i/ = 7. Pour distinguer les termes
généraux des deux sérics multiples, les lettres (M, U, 6*)
du premier, sont remplacées dans le sccoud par (N, W, z%),
d’on résulte

. XL . 2
W = sinim —sin IN'ZSUH”W-’
a a c

; i ,’”2 )
( Tt = \2 ; -+ -c—z-)
Pour que V (3) reproduise I'état initial f, il faut quel'on
ait identiquement

(4)

(5) Z(MU +MU)+ Y NW=F.

La méthode d’élimination du § LIX, permet d’isoler cha-
que coefficient N, qui multiplie le terme correspondant a
une valeur choisie de t*; ce qui conduit 4

(6) N:ﬁ.;fj fWdw;
=

en appliquant la formule générale (20), (§ LX), pour éva-
luer le dénominateur. Quant aux deux coefficients M et M’
qui multiplient deux fonctions U et U’ correspondant a un
méme 6%, il ne semble pas, au premier abord, que la mé-
thode d’élimination citée puisse isoler chacun d'cux.

En effet, si 'on muliiplie successivement 1'équation (5)
par Udw et Udw, Uet U ayant les valeurs (2) qui corres-
pondent a la valeur choisie de 6%, et qu'on intégre a chaque
fois dans toute I'étendue du corps, les termes appartenant a
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toutes les autres'valeurs-dé-6* disparaissent, d’aprés le théo-
réme général (14),§ LVIII, et 'on aura, par les deux opé-
rations successives

‘ lfU’da—I-M'fUU'_dw: fUdw,
] = ©

MfUU'dU—l-M'fU”t{w =fo’dar;
] o o .

ce qui parait faire dépendre la détermination de M et M/,
de la résolution de deux équations du premier degré.
Or, d’aprés les derniéres remarques du § LXI, l'inté-

grale triple
[ UU'dw,
Ja

ot U et U’ sont les fonctions conjuguées (2), a la valeur zéro:
car, bien que U et U’ emploient les mémes entiers, puisque i
et?/, qui ne sont pas égaux, occupent des places différentes,
les deux intégrales définies simples, en x et en y, facteurs
de Pintégrale triple précédente, s’annuleront d’aprés I’i-
_ dentité (22) du paragraphe cité.

" Les deux équations (7) isolent donc réellement les deux
coefficients M et M’, dont les valeurs sont

(7)

‘M = 8 fUdm,

(M’ = f U do,
a’c

car les deux dénominateurs ont la valeur commune ——,

8
d'apres la formule (20), § LX. Avec les valeurs (6) et (8) des
coefficients (N, M, M) 1a série totale (3) exprimera la loi
du refroidissement par communication du prisme droit a

base carrée, quelque compliquée que soit la fonction f.
8

(8)
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§ LXVI.
CARACTERES DE LA SOLUTION.

Il semblera ue le paragraphe précédent pouvait étre sup-
primé: car, I'isolement réel des deux coefficients conjugués
MetM', n’étant qu'’unc conséquence du théoréme particulier
signalé a la fin du § LXI, on pouvait en conclure qu’il suffit
de fairc b = a, dans la valeur de M (21), § LX, et dans la
série (23 ), § LXIIL, appartenant au prisme rectangle, pour
en déduire les valeurs (6), (8), etla série (3), qui ‘appar-
ticnnent au prisme droit 4 base carrée. Mais, I'égalité b=a,
qui introduit une symétrie géométrique particuliére dans
le prisme rectangle, et qui réunit, deux a deux avec le méme
facteur exponentiel, les termes de sa série, donne a cette
séric une propriété qu’elle ne possédait pas, celle de pou-
voir exprimer le refroidissement par communication d'un
nouveau polyédre, qui n’est pas un parallélipipéde. Et c’est’
pour cela que les détails qui précédent étaient nécessaires.

L’égalité b = a établit, en outre, une différence de no-
tation caractéristique entre la’série (3) pour le prisme a
base carrée, et la série pour le prisme rectangle. Dans cette
derniére, I'entier i/ appartient exclusivement aux arcs en x,
et i’ aux arcs en y. Dans la série (3) les deux entiers, 7 eti';
ont absolument des'rdles identiques, .car ils affectent suc-
cessivement, et de la méme maniére, des arcs en’y et en
de telle sorte que, substituer I'un a 'autre, c’est opérer une
simple permutation d’indices ou d’accents, laquel]e ne peut
avoir aucune influence, ni sur I’ elendue, ni sur la valeur
définitive de la série. ,

De la résulte une conséquence importante. Si, pour, trai-
ter certain cas particulier du refroidissement du prisme a
base carrée, il faut que, dans le terme général de la séric
triple (3), I'un des deux entiers ¢ et i’ soit pair et 'autre
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impair, ou/peut/adophery pour le nombre pair, &/ pour I'im-
pair, et la série ainsi modifiée sera aussi compléte qu'il est
nécessaire. Car, prendre au contraire, / pair et i impair,
revient a permuter ’accent, ou a écrire la méme série en y
remplacant 'une par I'autre deux lettres, sans changer les
significations inhérentes aux places occupées. Composer la
série totale de deux séries partielles, I'une avec ¢ pair et i’
" impair, I'autre avec i impair et i’ pair, ce serait doubler
une méme série, absolument comme si 1'on écrivait deux
foisles termes de la série (23), § LXII, appartenant au prisme
rectangle : car, en cherchant ce qu'est devenu tel terme de
cette derniére, par suite de 1’égalité de b a a, on le retrou-
verait dans chacune des deux séries partielles.

§ LXVIL
SYMETRIE CALORIFIQUE DIRECTE.

On peut donner maintenant un exemple remarquable
d'une loi générale, dont voici ’énoncé. Si le polyédre dont
on veut exprimer le refroidissement présente une symétric
géométrique qui ne soit pas altérée par I'équation a la sur-
face, lorsque I'état initial apporte une certaine symétrie
calorifique, en rapport direct ou inverse avec celle du
polyédre, cette symétrie est conservée pendant toute la
durée du refroidissement : les termes de la fonction V
s'associent de maniére a la faire ressortir, et si certains
termes ne peuvent la partager, ces termes disparaissent.

§'il s’agit du prisme a base carrée, quand on change x
eny et y en x, on passe d'un point m a un second point n/,
et ces deux points (m, m/) sont symétriques par rapport
au plan diagonal y = x, qui partage le polyédre en deux
prismes Lriangulaires égaux, a base rectangle isocéle, et

symétriquement placés. Lors du refroidissement par com-
N N . . 8‘
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municalion qag- nous considérons. toute la sarface du po-
lyédre est entretenue a la température zéro, c'est-a-dire de
la méme maniere de part et d autre du plan diagonal.

Supposons que les températures primitives soient symé-
triquement les mémes dans les deux prismes triangulaires,
c’est-a-dire que la fonction f apporte une telle symétrie
directe, que, si l'on remplace x par y et y par r, sa valeur
ne soit pas changée : d'ou résultera qu'a I'origine du refroi-
dissement. le plan diagonal ne sera traversé par aucun
flux, puisque les températures seront les mémes de part et
d’autre.

Alors, dans le terme général de la série triple (3), les
deux coeflicients M et M deviennent égaux. En effet, le
changement de x en y et de y en x transformant U en U’ et
réciproquement. tandis que f reste le méme, la somme des
deux éléments qui comprennent respectivement les points
symétriques (m, m’) sera la méme et égalea f(U+ U')dw,
pour les deux intégrales (8), qui, étant ainsi composées
d’un méme nombre de couples égaux, seront conséquem-
ment égales. Donc M'=M. Quant a 'intégrale (6), W res-
tant le méme, comme f, quand on passe de m a m/, cette
intégrale totale sera la somme de deux intégrales partielles
identiques. La fonction V (3) sera donc

T’

L el
(9) V=ZM(U+U’)L’ Y nwe K

ct reproduira exactement, a toute époque, la symétrie
directe apportée par la fonction f, puisqu'en y rempla-
cant x par y et y par x tous les facteurs (U + U’) et W ne
changeront pas.

On peut constater, en outre, que le plan diagonal restera
imperméable 4 la chaleur pendant toute la durée du refroi-
dissement, comme il I'était a I'origine. En effet, pour tout
¢élément o paralléle au plan y — x = o, la fonction £} fac-
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teur du flux qur l¢ ‘traverse, sera

PYLE (‘ﬁ _ “_V)
TV \dy " dr)’
d’aprés la formule (30), § XVIIL. Or le facteur en (x, 5 )
de (U 4+ U’) est

..., -
sin ix — sin ,',,1 + ﬂn:'r—smnr‘z,
13 a a a a

et ses premiéres dérivées en y et en x deviennent évidem-
ment égales quand y = x, c’est-i-dire lorsque o est sur le
plan diagonal; et il en est de méme des dérivées du facteur
en (x, y) de W, qui est la moitié du précédent écrit avec
!=1; tous les termes de V (g) jouissent donc de cette
propriété. D'ou résulte enfin g = Z—Z, ou  =o, quand
y = x, et cela quel que soit ¢.

§ LXVIIL.

SYMETRIE CALORIFIQUE INVERSE.

Supposons maintenant que les températures initiales
soient symétriquement égales et de signes contraires, dans
les deax prismes triangulaires, c’est-a-dire que la fonction f
apporte une telle symétrie inverse, que, si ’on y remplace x
par y et y par x, elle change de signe en conservant la
méme valeur absolue; d’ou résultera qu’a I'origine du re-
froidissement, le plan diagonal aura la température zéro
dans toute son étendue, cette température étant la seule
qui puisse i la fois étre la méme et avoir des signes con-
traires, quand les deux points symétriques (m, m/') se con-
fondent.

Alors les termes aux coefficients N disparaissent dans
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V (3) ¥/car)/dans Vélément de I'intégrale (6), le facteur W
a la méme valeur avec le méme signe anx deux points
(m, m), tandis que le facteur f a deux valeurs égales et de
signes contraires ; l'intégrale totale sera donc nulle, comme
étant composée d’éléments positifs et négatifs, en méme
nombre, et qui se détruisent. Ainsi la série double dispa-
rait de (3).

De plus, dans le terme général de la série triple, qui reste
seule, les coefficients M et M’ deviennent égaux et de signes
contraires. En effet, I'intégrale totale de la premiére (8)
peut étre répartie en deux intégrales partielles, compo- -
sées d'un méme nombre de termes, I'une pour le prisme
triangulaire dont m fait partie, I'autre pour celui qui com-
prend m’; fU d w étant I'élément correspondant au point m,
si I'on y remplace x par y et y par x, on aura —fU'dw
pour I'élément correspondant au point ‘m/; et il suffira
d’'intégrer la somme f (U— U’) dw de ces deux éléments, chez
le premier prisme triangulaire. Pareillement. dans I'in-
tégrale totale de la seconde (8), I'élément correspondant au
point m étant fU'dw, celui qui correspond au point m'
sera —f Udw; et il suffirad’intégrer la somme f(U'—U) dw
de ces deux éléments, chez le premier prisme triangulaire.
Or les deux intégrales ainsi obtenues seront évidemment

égales et de signes contraires. Donc M/ = — M.
Ainsi la fonction V (3) se réduit dans le cas actuel a
—ot
(10) V=ZM(U——U’)8 k,

Ici, quand on remplace x par y et y par x, la différence
(U—U') change de signe en conservant la méme valeur
absoluc; et quand y =z, cette différence s’annule, puis-
qu'alors U'="U; ces propriéiés communes a tous les
termes s'étendent 4 la série elle-méme. La fontion V (10)
reproduit donc exactement, et & toute époque, la symétrie



PRISME CARKE. gy

inverse,/apportée parlératiuitial f. En an mot. cette sy-
métrie inverse, tradnite analvnquemem a fait disparaitre .
de la série (3) les termes en W qui ne pouvaient I'ad-
mettre, et modifié ceux en (U, U”) de maniére a s’y établir.

§ LXIX.

PLAN DIAGONAL A ZERO.

Si de la symétrie calorifique inverse, introduite par I'état
initial, on conclut que le plan diagonal conserve la tempé-
rature zéro, réciproquement, quand la fonction V (3) ex-
prime que le plan diagonal a la tempérawre zéro pendant
toute la durée du refroidissement, on peut en conclure que
la symétrie inverse a lieu a toute époque, et que consé-
quemment elle existait a 'origine. En effet, pour que V (3)
soit zéro, quel que soit ¢, sur le plan diagonal, il faut que
les facteurs (MU + M'U'), NW, de toutes les exponen-
tielles, deviennent nuls quand y = x; W me peut I'dtre,
donc N =o, et, U’ devenant égal a U, il faut aussi que
M+ M =o. Cequi exige que la fonction V ait la forme (10),
de laquelle on déduit que la symiétrie calorifique inverse
existera, puisque V (10) change de signe, en conservant la
méme valeur absolue, quand on remplace x par y et y
par x.

Pareillement, si de la symétrie calorifique directe, intro-
duite par I’état initial, on conclut que le plan diagonal
n'est traversé par aucun flux, réciproquement, quand la
fonction V (3) exprime que ce plan diagonal reste imper-
méable a la chaleur pendant toute la durée du refroidisse-
ment, on peut en conclure que la symétrie calorifique di-
recte a lieu a toute époque, et que conséquemment clle
existait a l'origine. En eflet, pour que la fonction V (3)
exprime que le flux de chalcur est nul. quel que soit ¢, pour
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tout élément « du plan gy ——x = o, il faut que les dérivées
partielles en x et en y, de chacun de ses termes, deviennent
égales quand y =x. C'est ce qui a déja évidemment lieu
pour les termes de la série double. Mais le facteur en
(=, y) du terme général de la série triple étant

- N ST
(11) M sinix = sin 7L + M’ sin 'z = sin i L,
a a a

ses dérivées en x et en y, qui sont

. .
M cosin S sini'nl 4+ M L% cosi'x Z sin in'z,
a a a a a a
(r2) i'n z y in x r
M —sinir—cosi’s= + M —sini'x — cosin >,
a a a a a a
ne peuvent devenir égales, quand y = x, que si M'=M.
Ce qui exige que la fonction V ait la forme (g), de laquelle
on déduit que la symétrie calorifique directe existera, puis-
que V (g) reste le méme, quand on remplace x par y et y
par x. '

§ LXX.
PRISME TRIANGULAIRE i

La loi du refroidissement du prisme droit a base carrée
n’est exprimable particuliérement par la série (10) que si

Fig. 7.

C - B
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les deux \moitiés))ow les)deux) prismes triangulaires, ont
primitivement des températures égales et de signes con-
traires; les températures primitives d'unec de ces moitiés
étant d’ailleurs quelconques. De la résulte que la méme
série exprimera généralement, ou pouf tout état initial, le
refroidissement d’'un prisme triangulaire droit & base rec-

tangulaire isoc¢le (OC'ACO’ B'), lorsque ses cinq faces
(13) ry=o0, y=x, xz=a, z=0, z=c,

sont entretenues a la température zéro; en bornant au vo-

lume limité par ces faces, les intégrales qui composent les
coefficients.

Et, avec la méme restriction, la série (9) exprimera gé-
néralement, ou pour tout état initial, le refroidissement
du méme prisme triangulaire, lorsque ses deux bases et ses
deux faces latérales orthogonales étant entretenues a la tem-
pérature zéro, sa face hypoténuse est imperméable i la cha-
leur. Ce nouveau polyédre, que nous appellerons prisme

triangulaire 5 @ été introduit en physique mathématique

par M. Ostrogradski.

§ LXXI.

LOI DE SON REFROIDISSEMENT.

Pour appliquer directement au prisme triangulaire a
base rectangle isocéle, la solution générale du § LVII, il
faut substituer aux équations a la surface le groupe

ry=o; y=u;
(14) V,=o, quand r=a;

qui exprimec qu’a toute époque la tcmpératurc doit étre
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zéro \sur led i¢inig faces du prisme. Chaque:- terme simple de
la série

t

(x5) V_—_ZMU.;-O k,
devant vérifier 'équation générale (1), § LVII, et les con-
ditions (14), il faut prendre -

P ey XL, . . o
U= (sln iw— sin z’n‘% —siné'w 2 sin mg) sini’w o
a
(16)

3?4 i"?
0= — + = ) =
a c

Avec lindice donné a U,, la premiére (16) est plus simple-
ment

(16 bis) ’ U=U-1,

U et U étant les valeurs (3).
. La reproduction de Iétat initial exige que I'on ait iden-
tiquement

: ZMU. =T.

La méthode d’élimination du § LIX, fondée sur le théo-
réme général (14), § LVIII, isole chaque cocflicient M, et

donne pour sa valeur
f fU do
o

fU:dw
=

Ici les deux intégrales triples devant s’étendre exclusive-
ment au volume du prisme triangulaire, ont les limites

¢ a’ r
fda...::f dzf d.rf dy....
] 0 o °

(17) M=
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Toutefou, celle "duCdénominateur peut étre obtenue, en
étendant l'intégration a tout le pnsme droit a base carrée,
et prenant la moitié du résultat, puisque le carré U} re-
trouve les mémes valeurs positives dans le second prisme
triangulaire. Or, d’aprés I’équation (16 bis),

(18) U =U" + U — 2 UU;

multipliant par dxdydz, intégrant dans toute I'étendue
du prisme a base carrée, les deux premiers termes du

ac . ey
second membre (18) donnent chacun - et le troisiéme
zéro, § LXV. Le dénominateur de (17) sera donc encore

a‘c .,
5 D’ou résulte

(19) M= dzf dxf dy.fU.

La loi du refroidissement par commumcauon “du prmne
triangulaire droit, & base rectangle isocéle, sera domnc expri~
mée par la série (15); les coefficients M ayant les valiirs
numériques déduites de (19), quand la connalssance de
Pétat initial permettra d’effectuer la triple intégration m-_
diquée.

§ LXXII.
CAS DE L’ETAT INITIAL CONSTANT.
Particuliérement, lorsque I'état initial est constant, ou
que f =1, la formule (19) doune

16

RO A

(20)

ou I représente l'intégrale double -

a x
.. T, 2 .. £
[ dx dy sinin = sini'xL —sini'x = sininL ):
Jo o a a a a
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car, aprés/la sabstitutioncde U, (16), l’intégrale simple en

z, qui est zéro quand ¢’ est pair, a pour valeur quand i

est impair (2j7+1). Il s’agit d’ évaluer M. Eﬂ'ectuam. d’a-
bord I'intégration en y, on a

a L, ox\ ..z
a — |1 —cosi'm =) sinim -
i'n a a

mnm = dz ’
A a z\ ., z
I—cos imr— ) sinimw—
T in a a

premier résultat que I'on peut décomposer ainsi :

/ a? “ irn . . x im, , x
dr|{ —sinir—— —sini'n -
13 1:’ a a a a
/ . « g T . X
(21) M= a i'.2sini'w = cosim —
a a
dx
2111: R ., T L, X
—i.2slniw —cosi' mw—
a a

alntenant, soit posé, pour simplifier,

__~" . cosin=1¢, cosim=x<'.
La valeur de la premiére mtegrale (21) est ev1demment

(¥ —17); celle de la seconde, mise sous la forme

foadz [(i’—-i) sin (¢ + i) w = + (¥ +1) sin (i’—i)n';)

[ en observant que cos (/' =) ® = y'y], est le produit de

i —i 4
(¢+z+"—i>

par (1—¥'y) :—: Substituant dans I’équation (21), il vient

i’ 2 i?

a? P24
M = == [7—7+,, .('—77)]
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derniére éxpression_quel’on. peut mettre sous la forme

_ @i 9 ) (1—9) + 2l149)1—9')]
= W (=)

(23) Mm

Or cette valeur de I sera nulle si 7 et sont tous deux
pairs, par y =7’ =1; elle sera anssi nulle si i et 7/ sont
tous deux impairs, par y=79' = —1. Elle ne subsistera
que si 'un de ces deux nombres est pair et I'autre impair :
sii=n2jet!=12j"+1, elle est
8aj
2 Mo = — ; - 3
=4 (a7 + (27 + 17— (a7
et,sii=2j+1 et '= 2j/, elle devient '
8a2j’
(27 + (27 ) —(2) +1)]=*

(24 bis) M'=

Or, on peut adopter exclusivement le premier groupe de
valeurs des (7, '), d’aprés le § LXVI, et composer M (20)

avec I (24) ; ce qui donnera

_ 4 3 2j o "'
05 = (1) rar e = O

En résumé, dans le cas actuel, la fonction V sera donnée
par la triple série

A 0

~V_(;> Z(2i'+1)[(:l'{+')’—(2f)’]'x

l' . sin(zj”+|)1r§ _[G._,_(ﬁ"-:'-"f)’]%
\ 2741 €

(26)

dans laquelle © et &* sont, pour simplifier,

Q= sin 2jnfsin (24" + l)n‘z—sin(zj’-fo l)wfsinzjvr'za
(27) a a a a
27

(o3 ; L
e =[{2/)+(2/'+ 1)) =
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Cette série/wripleipentéire considérée comme étant le pro-
duit de la séric simple

z )
sin (27 +1)x - 2j"+1m 't
gt (o)

@ v=i3 f

e
2" +1

par la série double

— (&Y 2/ SoF
(29) Veen = <*) Z 7 s+ 7= ]

§ LXXIII.
THEOREMES, ET VERIFICATION.

La fonction V; (28) donne la loi du refroidissement
d’un mur indéfini, perpendiculaire aux z, d’épaisseur c,
ayant primitivement une lempérature constante prise
pour unité, et dont les deux faces sont entretenues i la
température zéro. La fonction V., ,, (29) donne la loi du
refroidissement d’un prisme indéfini, paralléle aux z, et
dont la section droite, B, est un triangle rectangle isocéle
de cbiés (a, a, ay/2) lorsque satempérature primitiveétant 1,
ses trois faces sont entretenues 4 la température zéro. Et
la fonction V, qui donne la loi du refroidissement dans le
prisme actuel, de base B, de hauteur c, est le produit’

(30) | V=V.. Ve,

des deux fonctions appartenant aux deux solides indéfinis -
qui comprennent ce polyédre. : :

L'état initial f= 1, devant étre reproduit, quand on

" annule ¢, V(30) doit se réduire a 'unité, et paisque le fac-

teur ¥, devient 1, § LXIIIL, il faut qu’il en soit de méme du

facteur V., ,). De la résulte ce théoréme d’analyse, que la
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double séric/trigonoméiviqueen (x, y)

25Q
Z(21"+')[('A‘J"+')’--(2J')’] )

(31)

ot © ala valeur (27), est invariablement (%)’ a 'inté-

rieur de la base B (ou du triangle aux cétés, y=0y=5
x = a), tandis qu’elle est essennellemem zéro, sur le péri-
metre de cette base. .
On peut vérifierici la conséquence51gnalée au § LXVI. Si
I’on: adopte exclusivement le groupe de valéurs (i = 2j+ 1,
i’ = 2j'), et que I'on compose M(ao) avec O’ (24 bis),
on arrive a la série . :
1) AL
V=|(-=
() o= <
s 2 -5 x\*
sin(2/"1)m - —[6”+ ((21 +-).‘f) ]f,;
—_— ¢

c

(32)

o — A el

2" 41 -

.

dans laquelle ¥’ et &* sont

O it (o A U 4
't?’__sm('z_/-i-l)nasmzjna smz;wasx_n(zj+l)ua,
2

e=((2) + 17+ (27 V)

Or, cn changeant a la fois les signes au numérateur et au
dénominateur de la fraction

©Q
(2JF—(2/+1)

on voit clairement que la nouvelle série (32) n'est autre
que la premiére (26) écrite avec j’ au lieu de j, et récipro-
quement. Ces deux séries sont donc identiques.

Généralement, la fouction V (15), formée avec les
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U, (16),/exprime I'éiav calorifique d'un milieu solide, in-
défini dans tous les sens. La température est nulle, i toute
époque, non-seulement sur les trois suites de plans ortho-
gonaux qui découpent cet espace en prismes carrés égaux,
mais en outre sur les deux familles de plans diagonaux re-
présentés par les équations

y=—2na—x, y=2na-+x,

ou le paramétre n est un nombre entier. La symétrie in-
verse existe pour tous ces plans a zéro; et I'état initial d’un
seul des prismes triangulaires composants, assigne celui de
tous les autres.
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TETRAEDRES %, ET —-
6 24
Deux plans diagonau: a zéro, ou sans flux. — Prisme triangulaire LN

— Refroidissement du cube. — Trois plans diagonaux a zéro.— Té-
1

tra¢dre §

; son refroidissement® — Six plans diagonaux a €éro. — Té=

1
traédre I’,; son refroidissement.

§ LXXIV.

DEUX PLANS DIAGONAUX A ZERO.

Tout n’est pas dit sur le prisme droit & base carrée: sa
symétrie géométrique, et les diverses formes de la série qui’
exprime son refroidissement, conduisent i d’autres consé-
quences qu'il importe de signaler. Rapprochons ici, pour
plus de clarté, les deux groupes -

- S < 2
U = sinix —sin l'x{ sini’x =,
a a [+

sy T Sy L, B
(1) U =sinin —sinin=sini"n-,
a a c

0’=(i2+i’2) +fﬁ) "
\

a? c?

. S e w2
W=smz1r—smm‘zsmz”1z-,
a a c

(2) ig l-llg
= (2;-{—;)”’;
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des fonctions,| ev des constantes correspondantes, qui ser-
vent & composer les deux séries

(3) V=ZM(U—U’)¢=— ;

Lol

1.1

(4) V—ZM(U+U’ +ZNWe K,

lesquelles expriment le refroxdlssement par communication
du prisme a base carrée, la premiére (3) lorsque le plan
diagonal, y = x, conservela température zéro, la seconde (4)
lorsque ce plan reste imperméable a la chaleur.

On peut limiter le nombre des termes de la série (3), de
telle sorte que V soit nul, quel que soit ¢, non-sculement
sur le plan diagonal y = x, mais aussi sur son conjugué
x +y = a. Lefacteur en (x, y) de (U—U') qui est

e . T . g & .,
(5) Slnl‘l!‘-Slnl"ﬂ'Z—Slnl'ﬂ.’—Slnlﬂ'Z
a a a a

peut se mettre sous la forme
T~ T \
cos = (ix — i'y) — cos — (i i’
l s 05~ (iz — i'y) — cos—(iz + ')
2 T, ., . T, ., .
— cos;(z x — iy) +cos;(z x + iy)

et, remplagant la différence des cosinus de chaque colonne
par le double produit des sinus de la demi-somme et de la
demi-différence des arcs, sous celle-ci :

i oz — L i—i x4y
sin T y-sm k4 J
2 a 2 a

i+ x4+ N B -
— sin w 2. sin ™ J,
2 a 2 a

qui montre que ce facteur s’annulera pour x - ¥y =a, si
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KN
et /' sont, ou tous deux pairs, ou tous deux impairs.

Il suffira donc de supprimer les. termes de la série (3)
dans lesquels Z €t ' ont des parités différentes, pour quele
second plan diagonal aitla température zéro, comme le pre-
mier, pendant toute la durée du refroidissement du prisme
a base carrée. D’ou 'on peut conclure que la symétrie
calorifique inverse existera de part et d’autre du nouveau
plan: car n et n étant deux points symétriquement placés
par rapport au plan x + y = a, si (x, y, z) sont les co-
ordonnées de n, on passe de n a n’, en remplagant x par
a— y, et y par a— x, dans le facteur (5), qui devient

I
sont des nombres entiers; c’est-a-dire si ¢

alors

. ., T . ..z
cosim cosi'm (sm in Y sini'nZ — sini'x Lsinin —)
a a a a

et, cosim cosi’m étant + 1, puisque ¢ et Z/ ont actuellement
méme parité, ce facteur a changé de signe en conservant la
méme valeur absolue.

§ LXXV.

DEUX PLANS DIAGONAUX SANS FLUX.

On peut limiter le nombre des termes de la série {4), de
telle sorte que non-seulement le plan diagonal, y =,
soit imperméable, quel que soit ¢, mais aussi que son con-
jugué, x4+ y = a, le soit pareillement. Pour tout élé-
ment @, paralléle au dernier plan, la fonction {2, facteur

du flux qui le traverse, est

a—_t (dV+dV).
T2 \dz " dy ’

il faut donc que la somme des dérivées en x et en y, de
9.
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V (4)y¢"dnhule’pour'x’ +ly = a, et cela quel que soit ¢; ce
qui exige que cette condition soit vérifiée séparément par
le facteur en (x, y) de chaque exponentielle. Dans la série

, Y
double ce facteur étant ‘sin m’;smm%, la. somme de ses

z +‘7, satisfait a la

deux dérivées, qui se réduit & '7" siniw
condition posée. Dans la série triple, le facteur en (x, y) se
compose des deux termes de (5) réunis avec le signe (+);
a Paide de deux transformations successives, semblables a
celles de (5), la somme de ses dérivées peut se mettre sous
la forme

i+\e . i4+i x4 i—i x—
( ) sin T y-cos ™ 4
a 2 a

(i—i')m , i—i
— sin T » COs
- a 2 a 2 a

qui montre que cette somme s'annulera pour x +y = a, si
i+ i’ i— i

2 et
et i sont, ou tous deux pairs, ou tous deux impairs.

1l suffira donc de supprimer les termes de la série tri-
ple (4), dans lesquels i et i’ ont des parités différentes, pour
que le second plan diagonal reste imperméable comme le
premier, pendant toute la durée du refroidissement du
prisme a base carrée. D’oui I'on peut conclure que la symé-
trie calorifique existera de part et d’autre du nouveau plan:
car, pour passer du point z 4 son symétrique »’, il suffitde
remplacer x par @ —y, et y par a — x; alors le facteur
en (x, y) de W reprend la méme valeur, multipliée par
cos’im ou +1; et le facteur en (x, y) de (U+ U’) reprend
aussi la méme valeur, multipliée par cosim cosi'm ou +1,
puisque # et i’ ont actuellement la méme parité.

sont des nombres entiers, c’est-a-dire si ¢
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ISES

§ LXXVI.
PRISME TRIANGULAIRE ‘—"

La série (3) limitée aux termes dans lesquels les entiers
(7, i) out méme pariié, n’exprime particuliérement le re-
froidissement du prisme a base carrée, que si les quatre
prismes triangulaires, découpés par les deux plans diago-

Fig. 8.

B

naux, ont des températures primitives symétriquement
égales et de signes contraires par rapport a chacun de ces
plans; de telle sorte que I'étatinitial, d’ailleurs quelconque,
de I'un de ces quatre prismes, assigne nécessairement
celui des trois autres. De la résulte, quela méme série ainsi
limitée, exprimera généralement le refroidissement du pre-
mier prisme triangulaire (OT'’AB’CT), lorsque ses cinq
faces

y=o0, =y, ¥*x=a—y, z2=0, z2=cC

sont entretenues a la température zéro; en bornant au vo-
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lumé/que comprennentices faces, les intégrales qui déter-
minent les coefficients.

. . . I
Ce polyédre, que nous appellerons prisme triangulaire 7
aencore pour base un triangle rectangle isocéle; il est donc

\ . . .1 -
_de méme forme que le prisme triangulaire 3’ €t la série

N

actuelle qui exprime le refroidissement du méme corps ne
différera de celle du § LXXI, que par la position des axes

coordonnés, et par -% substitué au coté a. Mais la série
2

particuliére (4), pareillement limitée aux termes dans les-
quels (7, /') ont méme parité, pourra servir 4 exprimer gé-
néralement, ou pour tout initial, le refroidissement du
méme corps dans un cas nouveau : celui ou, les deux
bases et la face hypoténuse étant entretenues i zéro, les
deux faces latérales orthogonales sont imperméables a la
chaleur.

§ LXXVIIL.

REFROIDISSEMENT DU CUBE.

Lorsque, dans le parallélipipéde rectangle, les trois
cdtés sont égaux, le polyédre devient un cube, et la loi de
son refroidissement par communication est toujours expri-
mée par la série (23}, § LXII. Mais il arrive alors que la
méme exponentielle peut appartenir i six termes: car,
puisque ¢ = b = a, la valeur générale de 6* devient
1:2
(6) ¢ = (o e 7)o

a*’

et, si les (z, &/, i) sont différents, cctte valeur est la méme
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pour les six/fonctions’t
N . 2
U, =sinix -sini'n 'Zsmr”w-a
a a a

LI x . . . . z
U, =sini' = - smx”w‘zsmur -
a a a

o X . .., 2 ..
U3=SInl”1r—Slnl1r'Zsml'7r—, B
} a a a

(7) {

s XL ..z
U'I:smz’n—smt’-nzsmur-,
a a a

R S N ]
U',=sma’1r—smm‘zsmz”1r—,
a a a

N S .,z
U, = sinix Zsini”x L sin ’m=;
a a a

de telle sorte que dans la série V mise sous la forme

ot
(8) V= S ve 'k

le facteur U sera le polynéme

MU +MTU,,
(9) U={+MU,+ M, U,,
+ M, U, + M, U},

comprenant, six termes quand (i, /, i¥) sont tous diffé-

rents, trois lermes seulement si deux de ces nombres sont

égaux, un seul terme s’ils ont tous trois la méme valeur.
La reproduction de I’état initial exigera I'identité

(v0) SU:f.

L’isolement du coefficient 9, de tout terme simple I O,
faisant partie d’un polynéme U (9), s'obtiendra toujours en
multipliant I'identité (10) par ©dw, et intégrant dans le
volume & du cube : car, par cette opération, tous les termes
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du premier membre dutrés que le terme choisi, disparai-
tront, ceux appartenant a un autre {* d’aprés le théoréme
général (14), § LVII, ceux groupés sous le méme 6*
, daprés le théoréme particulier du § LXI; et 'on aura

ff"?da
d _Ju

) W—W'

Le signe symbolique des intégrations définies étant

a a a
fdui...:f d-tf dyf dz. ..,
1~ 4] o o

une triple application de la formule (20), § LX, donnera

. . a\? . \
invariablement (;) pour le dénominateur  d’ou

(12) om = (§>3£a£4‘[oaf@¢zdydz.

Avec cette valeur générale de ses coefficients, la série (8)
exprimera le refroidissement par communication du cube
de coté a, quelque compliquée que soit la fonction f.

Dans cette série (8) appartenant au cube, les trois en-
tiers (i, !, i") ont absolument des réles identiques, car
ils affectent successivement, et de la méme maniére, des
arcs en Z, en y et en z. On déduit, de cette identité, la
méme conséquence qu’au § LXVI. Si, pour traiter un cas
particulier du refroidissement du cube, il faut que, dans le
polyndme général U (g), les trois entiers (Z, 7/, i) aient des
parités différentes, que par exemple un seul soit pair et
les deux autres impairs, on peut adoptér exclusivement ¢
pour le nombre pair, /, &, pour les impairs, et la série (8),
ainsi modifiée, sera aussi compléte qu’il est nécessaire..
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§ LXXVIIIL
TROIS PLANS DIAGONAUX A ZERO.

On peut établir, entre les coefficients du polyndme U (g),
de telles relations que la fonction V (8) soit nulle pendant
toute la durée du refroidissement, non-seulement sur le‘
faces du cube, mais aussi sur un des plans diagonaux
(13) r=y, 1=z, y=z,

el méme sur ces trois plans a la fois. En effet, quand
x =y, le groupe (7) donnant

(14) U, =0, U,=U, U,=U,
le polynéme U (9) s’annulera, si
(15) M =—M, M', =—M, M,=—M;

d’ou résulte, qu’en établissant les relations (15) dans tous
les facteurs U de V (8), on exprime que la température
reste & zéro sur le plan diagonal x =y, lequel partage le

. . . 1
cube en deux prismes triangulaires 5 ayant des tempéra-

tures symétriquement égales et de signes contraires. Ces
propriétés appartiendront au plan diagonal z =z, si au
lieu des (15) on prend les relations

(16) M,=—M, M,=—M, M,=—M,

et au plan diagonal y = z, si I'on établit celles-ci :

(17) M=—M, M,=—M, M=—M.
Enfin, si 'on prend

M.:M,:M;,:M, M, ':.M',:M’, = —M,
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les relations des trois groupes (15), (16), (17), étant satis-
faites a la fois, la température sera zéro sur les trois plans
diagonaux (13), et les températures du cube seront symé-
triquement égales et de signes contraires par rapport a cha-
cun de ces trois plans. Posant

, U, —U,
(18) U={+U,-U,
+ U, — U,

la série V se mettra sous la forme

t

(19) V:zMU(:—o‘Zs

ct ne contiendra que des termes ou (Z,7,7") sont diffé-
rents, puisque U (18) est nul quand deux de ces nombres
sont égaux. .

Les trois plans diagonaux (13) partagent le cube cn six
tétraédres équivalents, égaux ou symétriques, ayant pour
aréte commune la diagonale OO/, du cube, menée par I'ori-
gine O. Les quatre faces de ces tétraédres sont des triangles

Fig. 9.
c Bl
A’ () /I'
\ /’
.\
NS
AL
/_/"—'.0 o S A

rectangles, dont deux font partie de la surface du cube, sont
isocéles, égaux entre eux, et a la base B d’'un prisme trian-

1 . .
gulaire 53 les deux autres faces situées sur des plans dia-

gonaux, et pareillement égales entre clles, ont pour hy-
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r
poténuse commune| layrdiagonale OO/, et pour cdiés
(a, ay/2, a\/3). On se figure assez nettement ce genre de
tétraddre, par le procédé suivant : Sur un ‘méme plan, aux
deux extrémités d’une droite LL' égale a a, on éléve, en
sens opposés, des perpendiculaires, LO, L0, égales aussi
4 a; puis, autour de L’ comme charniére, on fait tourner
le plan d’un des triangles rectangles OLL/, O’ L'L, jusqu’a
ce qu'il fasse, avec celui de l'autre triangle resté fixe, un
angle diédre droit; la pyramide OLL'O’ sera le tétraédre

dont il s’agit; et, en changeant le sens de la rotation, on
aura son symétrique.

§ LXXIX.

TETRAEDRE +; SON REFROIDISSEMENT.

La série (19) n’exprimera particuli¢rement la loi du re-
froidissement du cube, que si lasymétrie calorifique inverse
existe par rapport a chacun des trois plans diagonaux (13);
les températures primitives, d’ailleurs quelconques, d’un
seul des six tétraédres que découpent ces plans, assigneront
donc celles des cinq autres. De la résulte que la méme série
exprimera généralement, ou pour tout état initial, le refroi-
dissement du premier tétraéddre (OAC'Q), lorsque ses
quatre faces

(20) z=o0, z=y, y=z, x=a,
wnt entretenues a la température zéro.
. . (g1
Cetroisiéme polyédre, que nous appelleronsletétraédre =,

6
peut-étre traité directement, en appliquant la solution gé-

nérale du § LVIL. La série (19), dans laquelle, le facteur
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U (18) \est composé. javec les fonctions (7), et 6* a la va-
leur (6), vérifie I'équation générale (1), §LVII; tous ses
termes vérifiant’séparément la méme équation. Chaque fac-
teur U satisfait aux conditions de la surface, puisqu’il est
nul sur les quatre faces (20). Le coefficient M a la valeur

générale
f fCdo
o

(21) M=—
fU’dm

ou le signe symbolique des intégrations est maintenant

. na x 13
(22) fdcr...:] dx{r]y[.dz....
i~ 0. o <0

Toutefois, le dénominateur de M (21) peut &tre obtenu en
étendant l'intégration au volume entier du cube, et divi-
sant le résultat par 6 : car, le carré U? retrouve la méme va-
Jeur positive dans les cinq autres tétraédres. Or, en formant
le carré de U (18), le second membre contiendra six carrés

1,U,%,...), etdes doubles produits (2U,U,, —2U, U ,...);
multipliant par dw, et intégrant dans le volume du cube,
a®
8
donneront zéro, § LXI; donc le dénominateur de M (21)

chacun des six carrés donnera —, et les doubles produits

a\® ., .
sera encore | ;d’ou

. . , .3 . . B ,
(23) M= (= dx dy dz.fU.
a o o v 0

Lorsque la connaissance de I'état initial f, permettra
d’effectuer les intégrations indiquées, la formule (23) don-
nera les valeurs numériques dc tous les coefficients de la



TETRAEDRE 5. 141

série (19). Et T'on” connaitra les températures de tous les
points du tétraédre proposé, pendant toute la durée de son
refroidissement.

§ LXXX.

CAS DE L’ETAT INITIAL CONSTANT.

'

Particuliérement, si f est constant, et pris égal 2 I'unité,
il faut évaluer P'intégrale définie triple

(af) ﬁadzﬁxdyljdz.U,

oi U est le polyndme (18) compesé avec les fonctions (7).
En suivant une marche analogue a celle du § LXXII, on éva-
lug trois intégrales partielles, dont la somme donne pour
(24) 1a valeur

"4 i
A m(t—r) (=77
@ it i
) S\ ta=m =)= p

i 4§

+ om0 =) (=)

ou (7, 7', 7") représentent respectivement
(cosim, cosi'm, cosi’=).

Or, cette valeur (25) sera nulle, si les entiers (i, ¢/, "),
lesquels sont essenticllement différents (§ LXXVIII), ont
tous méme parité, par y'y” = y”y = yy'=1; elle sera en-
core nulle, si deux de ces nombres sont pairs et un seul im-
pair, par y'=y"=y'y" =1, ou par y'=y=y"y=1,
ou par y =y’ = yy’=1. Elle ne subsistera que si un seul’
des trois entiers est pair, les deux autres étant impairs.
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D’aprés le § LXXVII, on peut adopter exclusivement le
groupe (I pair =27}, i"et /" 'impairs) ; ct la valeur de M (23)
sera

_(4V 21(1”’ i) )
(26) ’“—(«) T — 47 (P — 47

ce qui donnera définitivement

(27) V= (éyz(' :JZ(Ji")’(“"i) ok e

. . .y . 1
pour exprimer la loi du refroidissement du tétraédre 5

totalement immergé dans un bain entretenu a zéro, lorsque
sa température primitive est constante ct prise pour unité,

Cet état initial devant étre reproduit, quand on annule ¢,
V (27) doit se réduire a I'unité. De la résulte ce théoréte
d’analyse, que la triple série trigonométrique

” 2j (i"*—i"?) U
(28) Z(i"’—til) )T

(U étant le polynéme (18) composé avec les fonctions (7),
ot les entiers /, i, sont impairs, et i pair égal a 2j), est in-

. 7\3 . . re o n e,
variablement (Z) » dans 'intérieur du tétraédre limité par

les faces (20), tandis qu’elle est essentiellement zéro sur ces
faces némes.

§ LXXXI.

SIX PLANS DIAGONAUX A ZERO.

On peut limiter le nombre des termes de la série V (19),

appartenant au cube, de telle sorte que V soit nul, quel que
soit #, non-seulement sur les six faces, et sur les trois plans
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diagonaux (13), mais aussi sur les trois autres plans dia-

gonaux
(29) z+y=a, z+r=a, y—+z=a.

Les mémes transformations qu’au § LXXIV, montrent
que le polynéme U (18) sera nul sur ces trois nouveaux
plans, si les trois entiers (Z, , i”) ont méme parité, c’est-
i-dire s'ils sont, ou tous trois pairs, ou tous trois impairs.
11 suffira donc de supprimer les termes de la série (19) on
les entiers (i, i/, i) ont des parités différentes, pour que les
plans diagonaux (29) aient la température zéro, comme
ceux (13), pendant toute la durée du refroidissement du
cube. D’oit 'on peut conclure, comme au § LXXIV, que
la symétrie calorifique inverse existera pareillement de
part et d’autre de chacun.de ces nouveaux plans (29).

Les six plans diagonaux (13) et (29) partagent le cube
en vingt-quatre tétraédres égaux, ayant pour sommet com-
mun le centre de ce polyédre. Chacun de ces tétraédres a

Fig. 10.

2
pour base le quart d’une des faces du cube, ou I'un des trian-
o . a. ;
gles rectangles isocéles, de coiés (%, T, a), formés par
2 2

. a
les deux diagonales de cette face; sa hauteur 5 part du

sommet méme de 'angle droit ; son symétrique lui est égal.
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§ LXXXII.

TETRAEDRE -, SON REFROIDISSEMENT.

La série (19), limitée aux termes dans lestjuels les entiers
(4, ¢y i") ont méme parité, n’exprimera particuliérement
la loi du refroidissement du cube, que si les températures
primitives sont symétriquement égales et de signes con-
traires, par rapport a chacun des six plans diagonaux (13)
et (29); l'état initial, d’ailleurs quelconque, d’un seul des
vingt-quatre tétraédres découpés par ces plans, assignera
donc celui des vingt-trois autres. De la résulte que la méme
série limitée exprimera généralement, ou pour tout état ini-
uial, le refroidissement du premier tétraédre (OQI'B),
lorsque ses faces

(30) z2=o0, 2=z, y=zx, y—a—xz,

seront entretenues a la température zéro.
Ce quatriéme polyédre, que nous appellerons le tétraé-

dre ﬁ , peut étre traité dffectement, en lui appliquant la
marche générale du § LVII. Chaque terme simple de la
série (19), et conséquemment cette série elle-méme, véri-
fient'équation générale (1) (§ LVII). Chaque facteur U (18),
composé avec des fonctions (7) ou les entiers (i, ¢/, i”) ont
méme parité, satisfait aux conditions de la surface, puis-
qu'il est nul sur les quatre faces (30). Le coefficient M ala
valeur générale (21), ou le signe symbolique des intégra-
tions est actuellement

(51) j;dw... =£§h£a—tdy£1dz....

Toutefois, le dénominateur de M (21) s’obtient plus
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simplement/en/ étéridant/ Tintégration au volume entier du
cube, et divisant le résultat par 24 : car le carré U? re-
trouve la méme valeur positive dans les vingt-trois autres
tétraédres. Or, comme on I’a vu au §{ LXXIX, I'intégration,

faite dans le cube, du carré de U (18), développé et multi-
plié par d &, donne six fois la fraction ‘E; le dénominateur

actuel ne sera donc plus cette fraction méme, mais son
quart; d’ou

a
a a—x z
(32) M=32f-°dxf d_rf dz .fU.
a’ o x [+

Et, avec cette valeur donnée a ses coefficients, la série
'V (19), limitée aux termes ou (i, i/, i") ont méme parigé,
donnera la loi du refroidissement par communication du

Lo 1 .
tétraédre a7 2yant les faces (30), quand la copnaissance

de’état initial f permettra d’effectuer les intégrations in-
diquées.

Il importe de remarquer que cette série limitée comprend
deux séries partielles, I'une ont les (i, , ) sont tous pairs,
l'antre ol ces nombres sont tous impairs. Si la premiére
existait seule, V s’annulerait évidemment, quel que soit z,
pour (x = ‘2-', y= ga z= §>, ou sur les plans menés par
le centre du cube parallélement a ses faces ; et alors le plan

—_—

= —:- partagerait le tétraédre —2;4- que nous considérons en
deux tétraédres symétriques (respectivement égaux a deux
tétraédres :—5 symétriques, du cube de coté 2) » et dont les
températures seraient égales et de signes contraires, par
rapport au plan y = g- D’ou Fon conclut que, si I’état ini-

10
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1
tial du tétraédre — apporte une symétrie calori i-
u 2§ "I y lorifique di

a . , e
recte par rapport au plan y = 3’ la premiére série par-

tielle disparaitra nécessairement [ par Pannulation de
Pintégrale (32)], et il ne restera que la seconde.

§ LXXXIII.

CAS DE L’ETAT INITIAL CONSTANT.

Clest ce qui arrive particuliérement quand f est constant
ct pris pour unité. Il suffit alors d’évaluer I'intégrale

g "a —X .
(33) f drj 4,]“ 4.,
o x o

quand les (7, ,i") sont tous impairs; on y parvient en
la décomposant en trois intégrales partielles, et I’on trouve
sans difficulté, pour la valeur totale,

2a° (o'l"— i’ & — i ei—c’i'>
’

(34) ;2! ! !

il'i"x \e'i' 4+ ¢"i" 6" i" + ai ci+a'i

dans laquelle (o, o, o”) représentent
[ in . ¥xm ., i"n
(SIH—, SIN —y SIN — ] »
2 2 2
ou bien
20 (ai—0d'i")(ai—0"i") (o'i — " i")
i (ai+ o' ¥') (ei + 6"i" ) (¢’ i’ + a”"i")’

(35)

en se fondant sur ce théoréme d’algébre, facile a vérifier,
que (A, B, C) étant quelconques, on a identiquement

B—C C—A A—B_ (B—C)(C—A)(A—B)_
B+rC C+A A+B (B+C) (CrA)(A+B)
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2a°

Substituant lavaleur(35)de I'intégrale (33) dans M (32),
et M dans V (19), on a

t
_ 4)’ (gi—da' i')(si—a"i")(o'i'—a"i") U —9g
(36) v_(; @i+ ) @it PG T+ P) il "

pour exprimer la loi du refroidissement du tétraédreé ﬁ'

primitivement i la température 1, et totalement immergé
dans un bain entretenu & la température zéro.

*état initial f =1 devant étre reproduit, quand on an-
nule ¢, V (36) doit se réduire a I'unité. De 1 résulte ce
nouveau théoréme d’analyse, que la triple série trigonomé-

trique

3) Z o’i'—a”i”+o'"i"— cri+ci—-a'i' U
- —_—

M U’i’-’-d’”i” oll,-ll+°_'- 0’i+0’i’ iilil'

. . (w\® 1 .. ,
a pour valeur invariable (Z> a lintérieur du tétraédre

aux faces (30), tandis qu’elle est essentiellement zéro sur
ces faces mémes [U étant le polynome (18), composé avec

des fonctions (7), ou les entiers (i, /, i”) sont tous trois
impairs; (o, o/, o”) représentant, pour simplifier, les

N2 N & T i )
sin —y SIn —»y 81N — .
2 2 2

Dans la série (36), les termes ou deux des entiers im-
pairs (7, ¢, i”) seraient égaux disparaitront toujours, par
P'annulation du facteur U, car le coefficient général ne peut
pas étre infini. En effet, tous les entiers impairs étant de
deux espéces, ou des deux formes linéaires différentes
4j+1, 4]+ 35 si les entiers (i, ") sont de la méme
espéce, les (o, o/, ¢”) seront tous égaux ou i +1, ou a4 —1,

10,
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et le coefficient devenant ) .

(4) (=) (i= ) (=)

p (i+d)(i+1i) (t+1") i’

pourra étre nul, mais jamais infini; et si les impairs
(7, ', ") sont d'espéces différentes, c’est que I'un d’eux,
" par exemple, sera seul de I'une d’elles; on aura donc
p ple, 3

(¢ =0 =—27d"), et le coefficient, devenant

4 3(i—i’)(i+i”)(i+i‘") 1

n) (i+¥)(i—)( t—x)
pourra étre nul par /=7, mais ne pourra jamais étre
infini, puisque ni Z, ni i’ ne peut devenir égal a i, qui
est d'une autre espéce.
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NEUVIEME LECON.
PRISME TRIANGULAIRE REGULIER.

Symétrie calorifique inverse introduite par tout plan a zéro. — Série pour
le refroidissement par communication du prisme triangulaire régulier. — -
Nouveau genre de coordonnées. — Détermination des coefficients et de
leur dénominateur.

. § LXXXIV.
LOI GENERALE LORS D'UN PLAN A ZERO.

Les séries qui donnent la loi intégrale du refroidissement
par communication, des divers polyédres que nous avons
traités jusqu’ici, sont trigonométriques et périodiques. Con-
sidérées analytiquement comme s’appliquant & I’espace in-
défini dans tous les sens, elles expriment que la tempéra-
ture est zéro, quel que soit le temps, sur plusieurs suites de
plans, paralléles et équidistants, décomposant 1’espace en
polyédres équivalents et symétriquement placés. Cette dé-
composition a une telle analogie avec la constitution des
milieux cristallisés, qu’il importe de cherchersi elle ne s’é-
tend pas 4 d’autres polyédres que ceux qui dérivent du
prisme rectangle, ou de ses variéiés.

Dans les solutions trouvées, chaque plan a zéro, partage
I'espace en deux parties, ou les températures sont symétri-
quement égales et de signes contraires par rapport a ce
plan; symétrie calorifique inverse qui a lieu a toute épo-
que, et conséquemment lors de P’état initial. Or, on peut
démontrer que cette loi est reproduite, quand on exprime,
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a laide\d'une | série trigonométrique, que la température
reste fixée & zéro sur un certain plan P, pendant toute la
durée d’un refroidissement.

En effet, dans toute série, dite trigonométrique, et mise
sous la forme

(1) V=ZU;0‘%

le facteur U est toujours réductible en une somme linéaire
de sinus et de cosinus d’arcs polyndmes

(2) Az +py +vz+p)

différant par les signes, et méme les grandeurs, des coefi-
cients (2, u, v), mais de telle sorte que la somme

(3) 62 =2+ p? vt
de leurs carrés reste la méme, afin que I'égquation
> que l'equ

2 2 2
(4) %]"":17?""‘2_:3"'9’[]:"
soit vérifiée. La série (1) devant exprimer que la tempéra-
tare est zéro, quel que soit ¢, sur le plan P, il faut que tout
facteur U s’évanouisse lorsqu’on établira, entre les coor-
données, la relation qui constitue I’équation de ce plan.
Si 'on passe du systtme des axes (x, y, z) 4 un autre
(«, y's #'), orthogonal comme le premier, et dans lequel
le plan P soit pris pour celui des y’ #/, d’aprés les propriétés
connues des formules de cette transformation, on aura gé-
néralement

dz. da:. dz. d: d*. d.

et les arcs (2) prendront une nouvelle forme

(6) (Y.n/+Pl‘y1+y/zl+Pl)
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telle queV(¥? 4 p25-v2)sera encore égal au méme 0°.
Ainsi, la série (1) exprimera le méme refroidissement, a
I'aide des nouveaux axes, si I'on y transforme le seul fac-
teur U, lequel devra s’évanouir pour ' = o, équation ac-
welle du plan P.

Or, toute somme linéaire (la plus générale) des sinus et
cosinus des arcs polyndémes (6) peut se développer ainsi :

) S W sinw'z’ + S W’ cos) 2';

les (W’, W”) ne contenant que (y’, z’). Chacune des deux
sommes partielles (7), vérifiant separement I'équation (4)
transformée par (5), peut étre prise exclusivement pour le
factgur U, et dans le cas actuel, ou U doit s’évanouir pour
¥ = o, cest la premiére qu’il faut adopter. Donc U sera
une somme linéaire de termes de la forme W/sin¥x' et
changera de signe avec x/, en conservant la méme valeur
absolue. Cette propriété, commune i tous les termes de la
série transformée, s'étend i cette série elle-méme. Donc
la symétrie inverse existera a toute époque de part et d’au-
tre du plan P. :
[ Citons ici, comme un simple corollaire, une seconde
loi. Si la série trigonométrique (1), au lieu d’ mdlquer que
le plan P conserve la température zéro, doit exprimer que
ce plan n’est traversé par aucun flux ou reste 1mpermea.ble,

aprés la transformation précédente, la dérivée 29 77 U devant

sannuler par 2/ = o, c’est la seconde somme (7) qu'il faut
adopter exclusivement: et U étant alors une sommne linéaire
de termes de la forme W” cos)’ &/, conservera la méme va-
leur lors du changement de signe de &’. C'est-a-dire que la
symétrie calorifique directe existera  toute époque de part
et d’autre du plan P. ]
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§ LXXXV.

CONSEQUENCES DE CETTE LOI.

La loi générale, qui vient d’étre établie, indiquait, trés-
simplement, la possibilité de traiter les polyédres définis
dans les lecons précédentes. La série qui donne la loi du re-
froidissement du prisme rectangle, dont les trois cdtés sont
inégaux, quand ses faces sont entretenues a la température
zéro, peut exprimer que la température reste aussi a zéro,
sur d’autres plans, pourvu qu’ils soient paralléles 4 deux
faces, et qu'ils partagent le coté perpendiculaire (a, ou b,
ouc) en un nombre entier n de parties égales; il suffit de
ne prendre pour l'entier (Z, ou ¢/, ou i”) que des multiples
de n. Mais la méme série ne peut exprimer qu’un plan dia-

N x Y , TN .
gonal, tel que !I; ==, reste & zéro; car la symétrie calorifi-

que inverse ne saurait exister de part et d’autre de cg plan,
puisque les faces (x =0, y =o)ou (x = a, y =15), qui
ont la température zéro, ne sont pas symétriquement pla-
cées par rapport a ce plan diagonal. Cela n’est possible que
si b= a, ou si le prisme est & base carrée; alors, les deux
plans diagonaux perpendiculaires a cette base, peuvent con-
server, séparément ou 2 la fois, la température zéro; mais

z _x Jy_ 3 4
pas les autres, tel que -==, ou ==-, a moins que ¢ ne
c a a c

soit aussi égal & «, ou que le polyédre primitif ne soit un
cube.

La méme loi générale établit, clairement, qu’il ne scra
possible d’exprimer la loi du refroidissement par communi-
cation d’un nouveau polyédre, 4 I’aide d’une série trigono-
métrique et périodique, que si ce polyédre est tel, que I'on
puisse paver tout I'espace avec des polyédres de méme forme,
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symétrigaenment)placés)et. de telle sorte que, les plans de
leurs faces ayant la température zéro dans toute leur éten-
due, la symétrie calorifique inverse puisse exister par rap-
port a chacun de ces plans. Or il existe deux prismes trian-
gulaires droits, autres que celui de M. Ostrogradski, qui
satisfont complétement a toutes ces conditions. La base de
I'un d’eux est le triangle équilatéral; celle de I'autre est Ja
moitié du méme triangle, ou bien le triangle rectangle dont
I'hypoténuse est double d’un des c6tés. On peut donc cher-
cher I'expression du refroidissement par communication de
ces deux prismes, par des séries trigonométriques et pério-
diques. 1l suffira, d’ailleurs, d’obtenir la série du premier
" corps, car elle doit comprendre celle du second, comme la
série du prisme & base carrée comprend celle du prisme

- . I
triangulaire .

§ LXXXVI.

PRISME TRIANGULAIRE REGULIER.

1l s’agit d’appliquer la solution générale du § LVII, au
refroidissement par communication du prisme triangulaire
de hauteur %, régulier ou dont la base est un triangle
équilatéral. Prenant I’axe du prisme pour celui des z, et le
centre O de la base pour origine, la fonction V peut se
mettre sous la forme

(8) V=Zusiniw-z-.e_[a’-’_(i%),]%.

h

Pour que chaque terme simple vérifie séparément 1'équa-
tion générale (1), § LVII, il faut que le facteur u, qui ne
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contient que/( iy ¥ )y vérifie diéquation particuliére
d'u du

(9 iy e + 6u=—o.

De plus, le terme simple s'évanounissant déja sur les denx

bases (z=o0, z=~/), par le facteur en z, ou 7 est un

nombre entier, pour qu’il s’évanouisse pareillement sur les

faces latérales, il faut que le facteur u s'annule sur les

cotés de la base.

Telles sont toutes les conditions imposées a la fonction u.

" Afin de les traduire analytiquement : soient, respective-

ment, (a, a', «”) les angles que font, avec I'axe des x, les

perpendiculaires indéfinies, OP, OP’, OP”, abaissées du
centre du triangle équilatéral sur ses cotés; on aura

(10) a’=a+2—3—#a a”:-‘-a-i-%ﬁ
et si, par un méme pointdu plan de la base, on méne trois
droites respectivement paralléles aux cotés, leurs équations
seront
zcosa 4- y sina = P,
(11) xcosa’ + ysine’ = P/,
| zcosa” + ysinae” = P”;

(P, P/, P”) éiant les distances, a I'origine, des points ou

Fig. 11.
vl
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ces droites’ viennent rencontrer les perpendiculaires OP,
OP’, OP”.

On peut regarder ces perpendiculaires comme étant les
axes d’un systéme de trois coordonnées (P, P’, P”), appar-
tenant 4 un méme point du plan de la base, et vérifiant la
relation

Psin(e' —a”) + P'sin(a” —a) + P”sin(a —&') =0
que I'on obtient en éliminant (x, y) entre les équations (11)
et qui se réduit a
(12) P+4+P 4+ P =o;

car, d’aprés les valeurs (10), les trois sinus facteurs sont

V3

égaux entre eux, et a (— Y ) Sur les axes OP'/), qui sont

dirigés suivant les trois hauteurs ou les trois médianes du
triangle équilatéral, les coordonnées P! sont positives vers
les cotés, négatives vers les sommets.

® § LXXXVIL

FORMATION DU TERME SIMPLE.

Maintenant, r étant la distance du centre aux cdtés du
triangle équilatéral, ou le tiers de sa hauteur, ou le rayon
du cercle inscrit, I'équation & la surface est le groupe
complet
z2=0; z=~h;

(13) Vs = 0, quand

P=r; P=r; P'=r;
et, pour que la série (1) vérifie ce groupe, il faut que
(14) u=o,quand(P=1r; P'=r; P"=r).

De plus, pour que cette séric soit trigonométrique, la fonc-
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tion'n'doit' 'étre“une’'somme linéaire de sinus ou cosinus
d’arcs polyndmes de la forme

(15) AP+ mP' + nP”.

différant par les constantes (I, m, n), mais de telle sorte,
que I’équation (g) soit vérifiée avec la méme 6* par tous les
termes de cette somme. .

Or P'arc (15) devenant, 4 I'aide des formules de transfor-
mation (11),

[({cosa =+ m cosa’ + ncosa” )&’ + (Isinx + msin 2’ + nsina”) y],
son sinus ou son cosinus vérifiera I'équation (g) si

ol: l)+m2+”,+
2mn cos(a'— a”) + 2nlcos(e” — a)+ 2lmcos(z —a'),

ou, puisque, d’aprés les équations (10), les cosinus facteurs

. . L, . 1
des trois derniers termes soni €gaux entrec eux, et a (—— ;) ’

.
’

si I'on a
(16) 0= (2 + m*+n*) — (mn—+ R+ Im);

et, cetle expression étant symétrique en (7, m, n), les sinus
ct cosinus des six arcs différents

( (IP+mP' +nP"), (nP—mP + IP"),
(r7) (mP 4+ nP' 4+ IP"), (mP + (P’ 4 nP”),
(rP+IP"' + mP"), (IP+ nP' 4+ mP’),

vérifieront 1'équation (9) avec ce méme 6* (16).

La fonction u sera donc la somme de tous ces cosinus ct
sinus, multipliés par des coefficients indéterminés, et con-
tiendra ainsi douze termes. Il restera a chercher quelles
valeurs des constantes (/, m, n), quels rapports des douze
coeflicients, donnent a cette somme la propriéié (14) de
s'annuler sur-le périmétre de la base. Recherche inévita-
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blement lotigae’ ¢t mifutidusé, ' mais qui ne présente aucune
difficulté particuliére, et que nous supprimerons, en nous
bornant a poser synthétiquement les résultats obtenus, et
a constater qu’ils satisfont complétement aux conditions

imposées.
§ LXXXVIII.

FACTEUR EN (., y) DEFINITIF.

Voici ce que I'on trouve. Les constantes (/, m,n) doivent
. . ) 2
étre respectivement les produits d’'un méme facteur (9—:),

par trois nombres entiers (A, u, v) positifs ou négatifs, vé-
rifiant la relation
{18) P4+ p+v=o.

D’aprés cela, des deux parties de 0* (16), la seconde, avec
son signe, est égale a la moitié de la premiére, et

2 [m)\?
= — (=) (34 p242).
(19) 2 (r) (M+p* 4+
Les douze coefficients s’cxpriment linéairement a I’aide de

deux d’entre eux, lesquels peuvent rester indépendants ; de
telle sorte que la fonction totale u devient

{20) w=Mu + Mu,

les fonctions partielles u, et u, satisfaisant, chacune sépa-
rément, i toutes les conditions.
La fonction (20), ainsi obtenue, est en quelque sorte
indéterminée : car si 'on pose
M=8M + M, M=8M +.M,
u’.=p|u|+ﬂxu‘n _“',='I|"|+'h"2,

(B1, 715 Bs, 72) étant des constantes arbitraires, cette fonc-
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tion\itstales'écriraainsi :
&= M’l ... -_‘) "n

et les nouvelles fomctions partielles u| et u, satisferont en-
core aux équations (9) et (14). Ce qui conduit a une infi-
nité de formes différentes, toutes également admissibles.
Mais, en assignant aux constantes (3;, 7:) des valeurs con-
venables, on obtient une forme qui donne, plus directement
que toute autre, outre la série du prisme triangulaire régu-
lier, celle du prisme dont la base est le triangle rectangle
ayant I’hypoténuse double d’un cété; et c'est sous cette
forme que nous présenterons la fonction totale u (20).
Prenant les six ares polynomes différents

‘9;—12-‘“'.P+PP'—!-7P"+31H=A.,
7

2z (aP+ 9P+ xP"+3pr) =A,,
9gr

-2—“(vP + 2P 4+ uP”+ 3vri=A,,
9r ’

27

s’—"(vP+pP'+KP”+3vr)=A;,

g—:_{{J-P+'AP'+vP”+3pr)=A',,

2% ’ 4 4
;().P-!—vp +pP +31r)=A,,

ct désignant les cosinus et sinus de ces arcs par les simples
lettres c et s, respectivement affectées des mémes indices et
accents que la lettre A, on a

¢ — C’| ( s+ S’(
(22) = {+c—c, u, = { + 8,4 ¢,
+e—d, - - -+ 55+ 5.

1l s’agit de constater’ que ces fonctions (22), qui vérifient
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I'équation'(y)/avec l¢' méme'-6%/(19), satisfont aux condi-
tions (14). '

§ LXXXIX.
FORMATION DE LA SERIE TOTALE.

Mais il importe de savoir d’abord ce que devient la fonc-
tion u (20) quand deux des entiers (2, p, v) sont égaux.
Soit p =12, et v=— 2) d’aprés (18); par la substitation
dans chaque arc (21), des trois coordonnées P'/ celle au

2w .
facteur v restera seule avec — 35 pour coefficient, quand

on aura remplacé la somme des deux autres par sa valeur
déduite de (12); et I'on aura immédiatement

, 2\ .
A,Z A'=?("’_P”i1
)t
A;=A,_23—r“'r—p' ,
X
A, =A,=23—:(r—P)—2l1r.

Avec ces valeurs, dans les fonctions partielles (22), la
seconde colonne détruit la premiére pour u,, tandis qu’elle
la double pour u,. Ainsi u, n’existera pas, et si 'on pose,
pour simplifier,
(23) r—P=p, r—P=p, r—P'=p"
u, est égal a deux fois

2%

. 2)rm . T, . 2\,
(24) W —sin Fp+sm—3—’_p +sm3—’_p.

Donc, en remplagant 2 M, par un nouveau coefficient N,
la fonction « (20) se réduit 4 NW, quand deux des cntiers
(3, p, v) sont égaux. Et, si Ion réunit les termes o le fac- -
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teur u acette forme, ladonction V (8) se composera ainsi :

. )
Z\“l u, 4 M,u,)sin in%. e h k
25) V= .

=

+ 3 wwanig . [57) (5]

la série doublc s’étendant a tous les entiers i et A compris
entre zéro et I'infini;. la série triple a toutes les valeurs
de i, et des deux nombres esscntiellement inégaux A et p,
en prenant v = — (A + u).

§ XC.
VERIFICATION DE L’EQUATION A LA SURFACE.

Ou peut regarder les (p, p/, p”), introduits dans W (24),
comme formant un autre systtme de trois coordonnées,
vérifiant la relation

(26) p+p +p'=3r

(ue donnent les équations (23) d’aprés l'identité (r2).
Ces coordonnécs, toujours positives a I'intérieur du triangle
équilatéral, ne sont autres que les perpendiculaires abais-
sées d’'un méme point sur les trois cotés. Avec ce systéme,
les équations des cotés sont (p = o, p'=o, p”"=0). De la
résulte que W (24) est nul sur le périmétre de la base : car,
par exemple, lorsque p = o, le premier terme s’évanouit,
et le troisiéme détruit le second, puisque p’ =3r —p/,
d'aprés ’équation (26).

Revenons maintenant aux fonctions conjuguées (22),
dans lesquelles les entiers (3, g, v) sont inégaux, de telle
sorte qu’aucune des différences

(27) p—yv=Xk, v—Ai=p, rA—p=y,

- ne soit nulle. La demi-somme et la demi-différence des
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deux ares/Ay/et AD(21))lonr]a Looxdonnee P a le méme fac-
teur A, sqnt, en obaervam que (g +v) (P+ P¥) est égal a
AP, d’aprés les équations (12) et (18), et mt.rodmsam, pour
sunp]lﬁer, A (27):

‘ A.+A '"(P+zr)

(28) .
' A — A, 1.n(P,_P,,)_
2 qr -
Le double du sinus du premier des arcs (28), successive~
ment multiplié par le sinus et le cosinus du second, don-
nera respectivement la différence (¢, — ¢,) pour uy, et la
somme (s, s,) pour u,. Le couple (A,, A),) ou P ale
facteur g, et le couple (A,, A',) ot P a le facteur v, don-
neront des résultats homologues. Et 'on aura définitive-
ment

. Am D YT I L,
smE(P—hzr)sm;(P—-.P)

= i BT pr__pr
u, =2 +sm3r(P+2r)sm9r( P”)

n (¢ in 2T (0 — P);
+sm3r(P+2r)sm 9’.(l?" P”);

sin 1’—r(l"+ 2r) cosl'—"(P’—- P”)
3r - gr

u,=2 +sm—(P+2r)cosf; (P"—P")
. VT L ' p”
‘+sm37_(P+2r)cos 9r(l:' P”).

Or (4, p, v) étant des nombres entiers, ces valeurs (29)
sannulent quand P = r; car le premier facteur de chaque
ligne devient le sinus d’un multiple de 7. Donc les fonc-
tions u, et uy (22) vérifient la premiére (14).
Les arcs (As, A')) ou P’ a le facteur 2 donnent, en rem-
1
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placant (g +v) (P4 P) par 2P, et 3 (v + v)r par —3ir,
la prémiere-du'groupe

A+ A, iz
— 2= (P -1,
2 3r(P d
A'+Al BT o N
= p—"u,
2 3r:
1‘2+A'J VTl ,
> —‘_"_(p—")’

les deux autres s’obtenant de la méme maniére. Les sinus
de ces demi-sommes entrent respectivement commefacteurs,
dans les trois différences (vy—c,), (¢;—¢,), (ca—¢,),
composant u,, et dans les trois sommes (s, + 5, ), (5, + 5, ),
(s2+ §,), composant u,. Or ces sinus s’annulent avec leurs
arcs quand P'= r; donc les fonctions u, et.u, vérifient la
seconde (14). En groupant les arcs (21) par les facteurs de
P”, on constate pareillement que u, et u, s’évanouissent
quand P"=r.

§ XCI.

'FORMULE GENERALE DES COEFFICIENTS.

Ainsi tous les facteurs (W, uy, u;) vérifient le groupe
partiel (14), et puisque les sinus en z s’annulent sur les
deux bases, la fonction V (25) satisfait an groupe com-"
plet (13) de I’équation a la surface. Cette fonction (25)
exprime donc la loi intégrale du refroidissement par com-
munication du prisme triangulaire régulier. Il reste a dé-
terminer les coefficients (N, M,, M,) quand I'état initial f
est donué. S'il s’agit d’isoler N,-le théoréme général du
§ LVIII suffit; mais pour isoler M, et M,, il faut y joindre
ce théoréme particulier que, u, et u, étant les deux fac-
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teurs (22) corvespoudant au, méme §*, I'intégrale

fda.u.u,sin’ixz
=

est zéro. En effet, sur 'axe OP on a évidemment P = P,
et m, m/ étant deux points symétriquement placés par rap-
port a cet axe, pour passer de m & m/, comme on le recon-
nait facilement, il suffit de changer P’ en P’ et P’ en P
alors, u, (29) reste le méme, tandis que u, change de signe
en conservant la méme valeur absolue; Pintégrale précé-
dente est donc nulle, comme étant composée d’éléments,
positifs et négatifs, en méme nombre et qui se détruisent.
De la résulte la formule générale

fda.ff)siniﬂ;
o

M = —; pld
’ da . Osintin ¢

o

It étant successivement (N, M,, M;) quand O est respecti-
vement (W, u,, u,). Le signe des intégrations se décompose

ainsi
h
fdn..._—_f dzfdu’...
v Jo a

do étant un élément de surface, et f indiquant une inté-

a

gration faite sur tout le triangle équilatéral. D’oti résulte
la formule définitive
h 2
f dzfda.fl‘)sininz
o ¢ ,

fdo.’O'
L4

(30) M =

>IN

Ii.
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en remplacant, au dénominateur, I'intégrale définie en z
parg-
§ XCIL.
GROUPE COORDONNE POUR LES INTEGRATIONS.

On peut prendre pour dg le parallélogramme élémen-
taire, formé par des paralléles aux cétés (p' = o, p” = o),
dont la hatiteur est dp”, et la base le quotient de dp’ par

. 2T id
Slll—3—, ce qui onne

do‘:-i_dp’dp”.

V3

Il faut ensuite exprimer les fonctions (0, f) a Taide des
deux seules coordonnées p’ et p”, en y faisant

(31) P=r—p', P =r—p", P=p' +p”"—o2r

Enfin, regardant p’ comme constant, on intégre d’abord
en p” depuis le coté p” =o, jusqu'a celui p=o, on
p" = 3r— p/; puis on intégre en p/ depuis le coté p' = o,
jusqu’au sommet opposé, ou p’ = 3 r. De telle sorte que

! 3r . 3r—p’
(32) fda...=_2_f dp’f dp’. ...
¢ ﬁ o ) . :

Toutefois, pour obtenir le dénominaleur de (30), on
peut étendre P'intégration en p”, comme celle en p/, de o &
3 r, et prendre la moitié du résultat, ou

3r 3r
(33) fdo’.’O’:—lf dp’ dp” 02,
L3 \lg o ()

Car, le plan P = r étant a zéro, la symétrie calorifique in-
verse existe de part et d’autre de ce plan, §LXXXIV, et 0*
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retrouve les mémes valeurs posiuves dans les deux moitiés
du losange dont le coté P = r est la diagonale. Au lieu du
couple coordonné (p’, p”), on peut prendre, ou (p”, p), ou
(p, P')- D’aprés cela le dénominateur de N se calcule faci-
lement.

En effet, quand O est W (24), I'intégrale totale (33) se
compose de trois intégrales partielles aux carrés des sinus,
et de trois autres aux doubles produits; or, en changeant le
couple coordonné de l'une 4 l'autre, on voit que les trois
premiéres doiyent avoir une méme valeur, ainsi que les
trois derniéres, et puisque

~3r ) 3r l
J da— 3r,f sm’2—£a da_3—{a f sinﬁa.dazo,
o o . 3r 2 0 3r

gr
I'intégrale totale se réduita troisfoisle produitde — \/_ par = 2,

on a donc

f;la W= 9—’7}/—3
2

g

Ainsi la valeur générale (30), pour le coeficient N, est

(34) N= ﬂhff dzfda stmur--

Le calcul direct de I'intégrale totale (33) quand O est
u; ou u,, est beaucoup plus long. Il faut d’abord expri-
mer les arcs (21) enp’, p”. A l'aide des formules de trans-
formation (31), de la relation (12), et en introduisant les
différences (A4, ¢y, v1) (27), on trouve

P2 , 2 ” ., ,
—9:(”-1"—}‘-}")—— A, ——9:(;1.}7 —anp')=A,

_2" 4 ¥ 2w " ’ '
(35) gr()‘|P—v|l)’)=A2, g_r()"l) — o p') = A},

27 4 T 2m " ' ’
\(;_‘(Ph/) —np") =A,, Z)_/:(V'I)I—P'I’)=A"
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Il importe de remarquerici, que les équations posées {(27)
conduisent aux relations

h+p +v=o,

(36) w—p =3, AN—vy=23p, p—i=3y,

desquelles les trois derniéres établissent la congruence mul-

tiple
(39) \e=p, ==y, (mod.3).

Les trois nouveaux nombres entiers (A, g, v,), desquels un
au moins est négatif et aucun n’est zéro, ont donc leur
somme nulle, comme les (A, g, v); mais ils s’en distin-
guent essentiellement par cette propriété, qu’étant di-
visés par 3, ils donnent tous le méme reste (ouo, ou + 1,
ou -+ 2). '

§ XCIII.

EVALUATION DU DENOMINATEUR.

Avec u, ou u, (22) au lieu de 0, I'intégrale totale (33) se
compose de dix intégrales partielles aux carrés des cosi-
nus ou sinus, et de quinze autres aux doubles produits.
Comme on pouvait le présumer, ces derniéres étant réu-
nies donpent tonjours zéro, et les six premiéres conduisent
a la valeur totale gr* V3. Constatons d’abord ce dernier
fait. La double intégration (33) relativement au carré du
cosinus ou du sinus de I'arc A, (35), peut s'indiquer ainsi

1 3r 3r 41‘_
— dl d” __tc ¥ . ’__ . " ].
—2\/3_{: P[ P{' osgr(vp wp")

En leflectuant, on a, pour le premier terme 1 de la paren-
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”t r
thése, —9——, et pour le second
2y3 po

O e

ou bien, en remarquant que le premier terme de la der-
niére parenthése est I'unité d’aprés une des relations (36),
que le second et le troisi¢éme ont une méme valeur, — 7,

d’aprés la congruence multiple (37), plus simplement

4+ <gr>’ o
V3 \47/ pov
Cette derniére partie est nulle quand y =1, c'est-a-dire

)

quand les (A, uy, v;) sont congrus a zéro, ou tous divi~

sibles par 3.

Si cela n’est pas, répétant la méme suite d’opérations
sur chacun des carrés des cosinus ou sinus des autres
ares (35), puis additionnant les six résultats, on aura évi-
demment

[9:%/'1 -'“”(9—’>”—‘+"'+”'],
\/3 4= Ay )

et la seconde partie de cetie expression s’évanouit, puis-
queaucune des différences (A, p,, v,) n’est nulle tandis que
leur somme I'est. Des conclusions semblables a cette der-
niére, et auxquelles on arrive par des calculs analogues aux
précédents, démontrent la disparition des quinze inté-
grales partielles aux doubles produits, soit isolées, soit
réunies, suivant les trois cas de la congruence multiple (37).
Cette derniére démonstration, inévitablement longue, ne
rencontre aucune difficulté nouvelle. On a donc définiti-
vement ’

(38) frla'.u::fdo- L= gry3.
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Ainsi quand 0 est u;| oujus,la valeur générale (30) donne,

pour M, ou M,,

h
2 z
3 M; = : dz | do.fu;sinir --
Gor M 9"’”«3-/0‘_ j;." ;T

Enfin, avec les expressions (34) et (39) de ses coeffi-
cients, la fonction V (25) permettra d’évaluer, numéri-
quement, les températures variables des points du prisme
triangulaire régulier, totalement immergé dans un bain &
zéro, quelque compliqué que soit I’état initial.
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DIXIEME LECON.
PRISME TRIANGULAIRE HE‘MIREGULIER.

Refroidissement par communication du prismc triangulaire démirégulier.
— Cas de Vétat initial constant du prisme régulier, et de 'hémirégulier.
— Refroidissement lorsque les faces latérales sont imperméables.

§ XCIV.
~ GROUPES DE SERIES DISTINCTS.

Les séries trigonométriques et périodiques, qui résolvent
analytiquement le probléme du refroidissement de divers
corps de forme polyédrique, constituent réellement deux
groupes distincts. Dans le premier, toutes les solutions par-
ticuliéres ne sont que des conséquences de celle du prisme
rectangle. Dans le second, les solutions parttculiéres pro-
viennent de celle du prisme triangulaire régulier. Les deux
séries primitives, qui servent de bases aux deux groupes,
ont des formes essentiellement différentes : dans celle du
prisme rectangle, le facteur de I’exponentielle, pour chaque
terme simple, est le produit de trois sinus ou cosinus,
dont les arcs ne varient chacun qu’avec une seule des coor-
données ; dans celle du prisme triangulaire régulier, le fac-
teur en (x, y) est une somme linéaire de sinus ou cosinus
d’arcs polyndmes. C'est ainsi que chacune signale ses pro-
priétés caractéristiques, qui seraient masquées, ou reste-
raient inapergues, si I'on ramecnait les deux séries a une

forme commune.
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La préaiiére sériel géuérale, wrés-anciennement connue,
ctqu'on peut dire classique, a pu nous conduire rapide-
ment A ses diverses conséquences. Mais la seconde, plus
récemment intrpduite, exige des vérifications plus déve-
loppées; et, pour achever son étude, il est indispensable de
prolonger, ici, la suite des numéros d’ordre donnés aux
formules de la legon précédente, que nous serons obligé de
citer a chaque nouveau pas.

§ XCV.

PRISME TRIANGULAIRE HEMIREGULIER.

Lorsque, dans la fonction V (25), on remplace P’ par P”
et P” par P', les termes aux facteurs W (24) et u, (29)
restent invariables, tandis que ceux aux facteurs u, (29)
changent de signe en conservant la méme valeur absolue.
Dela résulte que, si I'état initial apporte une symétrie calo-
rifique inverse par rapport au plan P’ = P’, tous les coeffi-
cients N et M, disparaissent, et ceux M, restent sculs : car,
dans les deux moitiés du prisme triangulaire régulier dé-
coupées par le plan P” = P’ les trois produits fW, fu,, fu,,
retrouvent alors les mémes valeurs absolues, mais fW et
fu, avec des signes contraires, et fu,, avec les mémes signes;
les intégrales (34) et (39) se composent donc chacune de
deux intégrales partielles, qui se détruisent pour N et
pour M,, et qui se doublent pour M,. ,

La série V (25), ainsi réduite a

in

(40) V= ZM.a.sininZe—{0’+(T)x]%

sera nulle avec les facteurs u,, et a toute époque, sur le
plan P"=7P’; et, par suite de I'existcnce de ce plan a
7zéro, la symétrie inverse de I'état initial sera conservée
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pendant 'toute’ la'durée du ‘refroidissement. La série (40),
qui n’est que particuliére quand il s’agit du prisme trian-
gulaire régulier, est générale pour sa moitié, ou pour le
prisme triangulaire, que nous appellerons hémirégulier, et
dont la base est le triangle rectangle ayant son hypoté-
nuse, ar 3, double de I'un des deux autres cdtés, lesquels
sont (r 3, 3r).
Sil'on adoptele prisme dout la base estla moitié ACP* du
triangle équilatéral de la figure 11 page 154, I'équation a
la surface est alors le groupe suivaunt :

z2=—=0; z=h;
’ P =r, ou p=o;
(47) V, = o0, quand PP=r, ou p=o

P"=P, ou p'=p'.

Lecoefficient M, a la valeur (30), en remplagant O par u;,
avec le signe de double intégration

’

:" 3r—p
2 '- ”
fda’...: —2:f dp’j dp” ..
T VB (o] p'

et prenant pour I'intégrale du dénominateur la moitié de la
valeyr (38); d’ou

3 .

8 At adrep p
(42) M.=——f dzf dp’f dp” .fu,siniw <
27 rh A A p, h

Avec cette expression de ses coefficients, la série (40) don-
nera la loi du refroidissement par communication du nou-
veau corps, quelque compliqué que soit I'état initial.
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§ XCVL.

RETOUR AU REGULIER.

On voit avec quelle facilité la solution du second des
deux prismes triangulaires, annoncés au § LXXXV? se dé-
duit de celle du premier. Mais cet avantage n’est acquis
qu’en troublant la symétrie des coordonnées PV). Car il a
fallu, pour obtenir ce résultat, donner a 3r dans chaque
arc (21) lc méme facteur qu’a P. C’est par suite de cette
sorte de préférence attribuée 4 la coordonnée P, que 1a fone-
tion « (20) prend la forme

(43) u=Mu, +M,u,,

ou la fonction partielle u, (2g) est syméirique en P’ et P?,
et ou celle u; s’annule quand P” = P’, c’est-a-dire sur
Paxe OP. Si I'on donnait 4 3r dans chaque arc (21) le méme
facteur qu’a P’, cette fonction deviendrait

(43) =M, d, + M,

u, élant symétrique en P’ et P, &, s’annulant pour P=P7,
ou sur I'axe OP’. Et si I'on préférait P”, cette fonction se-
rait

(43:{) - MII " g M'; ul;,

i, étant symétrique en P et P’, «, s'annulant pour P =P
ou sur 1’axe OP”. Ces trois formes de 1a fonction u sont né-
cessairement équivalentes.

Elles sont d’ailleurs identiques, lorsque les trois entiers
(A, p, v), divisés par 3, donnent le méme reste ¢ (ou o, ou
=+ 1, ou + 2). Car, dans tous les ares (21), le terme en 3r

2r . ;
prenant la forme o (3rd) + 2 jm, on peut, sans altérer les
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sinus ou cosinus qui composent les fonctions (22), ou sup-
primer I'entier j, ou bien le changer en prenant pour fac-
teur de 3r dans chaque arc un quelconque des entiers (A,
u,¥). De 1a résulte que (u,, u',, u?) sont identiques ainsi
que (uy, u,, u),

Nous désignerons la fonction u correspondant a ce cas,
par
144) v= I v, 4+ M,v,.

Les arcs (21) étant tous exprimés avec le méme facteur &
pour 3r, v, est complétement symétrique en (P, ', P”), et
sannule sur les trois axes

i45) . PP=P’, PP=P, P=P.

De telle sorte qu'en détachant, de la triple série V (23),
tous les termes ou

i46) r=p=v (mod. 3),

pour composer la série partielle
— 1624 '_’T ! _{
(47) Z(i’ﬂ,.o.+ IMse;) siniw%-e [ (4)]l‘;

cette série sera telle que, si les termes au facteur v, existent
seuls, la symétrie calorifique directe existera par rapport a
chacun des trois plans (45); et que, si les termes en v sont
seuls, les trois plans (45) resteront a zéro, et la symétrie
calorifique inverse aura lieu pour chacun d’ecux. On remar-
quera que la congruence multiple (46) donne, pour les
différences (27), celle-ci :

(48) h=p=v=o0 (mod.3)
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§ XCVII.
RELATIONS DES FACTEURS EN (z, y).

Par le départ de (47), la triple série de V (25) ne con-
tient plus que des termes simples ot (2, p. v) ne satisfont
pas a la congruence multiple (46). Les trois formes (43)
de la fonction u sont alors distinctes. Mais il existe une qua-
tridme forme, indifférente entre (P, P, P), qui reproduit
les trois premiéres en groupant diversement ses termes. On
'obtient comme il suit. Les entiers (A, p, v) dont la somme
est nulle, donnant maintenant des restes différents lors de
la division par 3, on conclut facilement que ces restes seront
(0, -+ 1, + 2) dans un ordre quelconque, et que les restes
correspondants des différences (1, p, v;) seront tous, ou
-+ 1, 0u + 2 de 1 résultent les deux identités

2T 2T 2y
cos 3 == coSs 3 = cQs 3 =9,
{
(49) ( . 2)"ﬂ—sin2"m—sin2y'"—c
sin -3 = 3 — 3 — G

(\l

. 1 , 3 .
7 étant toujours (— ;) » et o étant ( =+ ’/2——) suivant que
- /

.?’e reste commun aux (A, gy, ¥,) sera (+ 1), ou (4 2).

La somime u, (23} des sinus des arcs (21) peut s’cxprimer
en (u,, u,). En effet, si I'on remplace respectivement, dans
les trois premiers arcs, les facteurs (2, p, v) de 3 par leurs
valeurs (p 4+ vy, v + Ay, A + p,) déduites des (27), et, dans
les trois derniers, les facteurs (v, ¢, 1) de 3 r par les valeurs
(2 — My A—v,, v —p,) provenant de la méme source, ces

. ‘arcs primitivement destinés aux (u,, u,) comprendront les

seconds arcs destinés aux (', u, ), avec les termes addition-
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NNl e oR RO
nels positifs

3’373

) dans les trois premiers,

\

20T 29w 2@ ®

2hE 0 EMT

3’ 3 3
derniers. Si on développe cnsuite les sinus (22), ainsi trans-
formés, de maniere a isoler les seconds arcs, on aura évi-

demment, d’aprés les identités (49) ,

el ceux négatifs (— ) dans les trois

’
u, = -yu',-{- gu,.

Pareillement on introduira les troisiémes arcs destinés aux
(«, u), en remplagant les facteurs de 3r, (A, p, v) par
(v—psy A—v,, p—A4,) dans les trois premiers (a1),
(v, ¢, A) par (A4 gy, v+ Ay, p+ v,) dans les trois der-
niers; et, en développant les sinus (22) il visndra

” L4
w=qu,—ou,.
On a ainsi la premiére ligne du groupe suivant :

. p— 4 U o ”
u, =, + o, = yu’, —oi’,
’ ” ”
(50) U, =qu,+ ot =qu, —ou,,

” ’ .
U, =-yu, +ou, =qu,— Tu,;

les deux autres ligunes s’obtiennent de la méme maniére, en
partant des arcs destinés aux («, v,), aux («', u). Or,

, 1 . . .
y étant (—-;), la sommation des trois lignes (50) donne .
<
o’

g(u,,-{-u',-p- Z) =o(u+u, ¥+ ) =—oc(u,+ & +u),

+ V3

et g [qui est (___ ——)] n’étant pas nul, on conclut suc-
2 R
cessivement les deux relations remarquables

(51) n~+u, + o =o0, w,~+u,+ 1, =o.

Si I'on ajoute les deux valeursde u, de la premiéreligne (50),

I
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on a

2u, =7 (&, + u})) + o (&, —u),

ou, d’aprés la seconde (51), ct puisque y =—i, la pre-

miére de ce groupe

2
w = 2a(d,— ),
’ 2 N
(52) : W, = gc(lt':—u.j,
2
uy = gc(a. —d)),

que complétent les deux derniéres lignes (50).

§ XCVIII.

SERIE SYME_TRIQUE POUR LE REGULIER.

De 1a résulte enfin qué, dans les termes de la série tri-
ple (25), ou les entiers (4, i, v) ne satisfont pas & la con-
gruence multiple (46), le facteur u admet la forme indiffé-

rente
(53) = Jou + N'd, + I"d.

En effet, avec cette forme on reproduit facilement I'une
quelconque des (43) : remplagant les deux derniers termes
de (53) par

(9T + 9T ) (), o+ ) o+ 2 (6 — 96") (&, — ),

1
2

(¢, 4 o) par (— uy), (¥, — o) par (;3; u,), d’aprés les
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premiéres (3 e(32)yerrposant L

% — i (' + ) =M, 4—3;(..)‘6’ — ) =M,
on a définitivement la premiére des formes (43); on arrive
aux deux autres par des substitutions et des groupements
homologues.
Si I'on adopte la forme (53) du facteur u dans la seconde
série partielle, qui jointe 2 la premiére (47) compléte la
triple série de V (25), cette fonction devient )

-

ix\17 ¢
S e L (A [
Z(J@u.+% ', +6 u,)smmz-e .

£l

(54) V=1 +Z(3K,o.+3ﬁ,o,)sini“%.e_ *’*(iT'T)]

|~

b
B

-[G)+ ()]
+ZNWsini1r-:—,-e 3r h
en remplacant 6 par 7* dans la seconde ligne pour indiquer
que les entiers (A, ¢, v) ont changé de nature, et rappelant
que, dans la premiére, I'identité (u; + ', + v, =2 0) a tou-
jours lieu. L’expression de la loi intégrale du refroidisse-
ment par communication du prisme triangulaire régulier,
étant ainsi développée, conduit plus rapidemént que celle
(23) a la détermination des coefficients, lorsque 1'état ini-
tial apporte certaines symétries calorifiques, qui doivent
persister pendant toute la durée du refroidissement.

Si la fonction f est complétement symétrique en
(P, P, P”), ou qu'elle apporte une symétrie calorifique di-
recte par rapport aux trois plans (45), les termes aux
facteurs (u,, u,, u', v{), qui ne peuver;t I'admettre, dispa-
raissent par leurs coefficients, et la fonction V (54) se ré--
12
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duita

\ Zm

v sinir % . e_ [?’T ('T.)’] I‘
‘155) V=" 2.7\ iz\*) ¢
' +Zl\“’siniz%-e— [(37) - (T) ]z_

Les cocfficients (IR ,, N) seront donnés par les formules (39)
et (34), avec v, au lieu de u;, et avec le signe de double
intégration (32). Pour donner un exemple de I'évaluation
numérique de ces coefficients, considérons maintenant le
cas ou f est constant et égal a I'unité, lequel cas satisfait
complétement i toutes les conditions restrictives de la fonc-
tion particuliére V (55).

§ XCIX.
CAS DE SON ETAT INITIAL CONSTANT.

Le facteur f étant I'unité, dans les deux intégrales mul-
tiples (34) et (39), I'intégrale définie simple en z sera ?—:

avec i impair (2j + 1). Pour N (34), la double intégrale de
W (24) sera égale a trois fois celle d'un des trois sinus,
par suite de I'indifférence du couple coordonné; d’ont

fda’.W: M;

n

ct la valeur numérique compléte du coefficient N sera

_8
Tw(2j )

Dans I, (39) pour obtenir la double intégration sur v,,



PRISME TRIANGULAIRE REGULIER. l7()

il faut I'eéffectaer partiéllemerit sur chacun des sinus (22),
écrits avec les arcs (35), mais en observant que les en-
tiers (1, py, v, ), desquels aucun n’est nul, vérifiantactuel-
lement la congruence multiple (48), on doit leur substituer
trois multiples de 3, (3/,, 3m,, 3n,). Cette substitution
étant faite, avec le premier sinus (22) on aura successive-
ment

3r 3r—p’
2 . 2
— dp’ dp” .sin — — ”)
v 3 I/O. P v[: p sin 3" (”IP, m‘p

__ 2 3r ) 3"{,( 2Lx 2a,x
_Tg(zm.xl P cos3rp—cos 3rp)=o’
en remplagant, lors de la premiére intégration définie,
(7, + m,) par (—1,); et remarquant que la seconde inté-
gration, indéfinie, donne deux sinus qui s'évanouissent
aux deux limites, tandis qu’aucun des nombres (Z,, m,, n,)
n’est zéro. Les cinq autres intégrales partielles seront pa-

reillement nulles. On a donc définitivement R, — o.

La loi intégrale du refroidissement du prisme triangu-
laire régulier, primitivement a la température 1, et totale-
ment immergé dans un bain a zéro, sera donc donnée par
la série double
8 Wsin(:j+ x)ti e_[(_'_’;:‘)’_'_(‘li—';'-#)’];‘

{56)V=FZT 2f 41

ou par le produit desdeux séries simples

. .z . -
siz{2j+41} 7~ _(u-m:z ’
v e ~() g
(59) 7= 2/ +1
4

'Va=§2‘7v'—’— 2;—:) ;”

desquelles la seconde doit se réduire a l'unité, comme la
12,
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premiéve) (nand's =0, afin que I’état initial soit repro-
duit. D'ou résulte ce théoréme d’analyse, que la série tri-
gonoméirique simple

. 2w + si 2, . 2Am
sin 3_7‘p sin —3—rp - sin 3" V4
(58) > -

. . T\ sy g . Lol
est invariablement (;) a I'intérieur du triangle équilatéral,

tandis qu’elle est esscntiellement zéro sur son périmétre.

Le cas actuel peut étre aussi traité en partant de la sé-
rie (25), plus simple en apparence que celle (54). Mais si
les termes aux facteurs u, disparaissent, dés I’abord, par
leur coefficient M, dont I'intégrale est alors évidemment
nulle, on ne parvient a coustater I’annulation du coeffi-
cient M,, qu’a la suite de calculs beaucoup plus longs que
les précédents. Les entiers (}, i1, v), dont la somme est tou-
jours nulle, n’étant assujettis qu’a la condition d’étre tous
trois inégaux, leurs différences (1, p14,v,), dont aucune
n’est zéro, donnent toujours le méme reste lors de la divi-
sion par 3, et ce reste est, ou 0, ou + 1, ou + 2, sansdis-
tinction préalable. Il faut calculer toutes les intégrales par-
ticlles correspondant aux sinus (22), lesquelles ne sont
plus nécessairement nulles chacune séparément, et ce n’est
qu’aprés avoir obtenu leur somme, qui est

972 V36 M\, + pp, + w,
n? ‘AIP’IVI ’

que 'onreconnait sa valeur zéro, par g = o siles (A1s pay vs)
sont divisibles par 3, et, dans tous les cas, par

(59) Wy + pp 4w, = o,

identité que I'on obtient en ajoutant les trois équations (27)
respectivement multipliées par (3, u, v).
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§ C.
MEME CAS POUR L'HEMIREGULIER.

Si la forme générale (54) conduit plus rapidement que
la forme (25) aux séries particuliéres (55) et (56), il n’en
est plus ainsi quand il s’agit de parvenir a la séric (40) :
car, lorsque I'état initial apporte une symétric calorifique
inverse par rapport a un scul des plans (45), il faut essen-
tiellement mettre la fonction V (54) sous la forme (25)
exprimée, soit en (uy, u,), soit en (u, u}), soit en («, u'),
pour distinguer, avec certitude, les termes qui doivent dis-
paraitre, et ceux qui doivent rester. Mais cette série (40),
qui est la série générale pour le prisme hémirégulier, n’a
pas acquis la propriété des calculs rapides.

Lors de I'état initial constant de ce dernier corps, le coef-
ficient M, (42), avec f =1, et avec la valcur —,2"— de

2j+1.7
I'intégrale défidic en z, devient

3r

' 2 Jr—p'
M, = 2 . _§_7 . f dp’ { dp’ . uy;
[}

pour obtenir sa valeur numérique, il faut cflectuer sépa-
rément la double intégration en p” et p’, sur tous les cosi-
nus (22) écrits avec les arcs (35); les six intégrales par-
tielles obtenues, étant réunies, leur somme, simplifiée par
diverses réductions, donne, pour I'intégrale totale, I'expres-
sion

3y

2 W 3r—p on 12
dp’ dp” . u :——7—><
(60) [ $ A/,,l / ! n?

1 —coskw 11— cospm 1 —cosvr
( - -+ + . .
N [ v,
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L4/'Yomime des.entiers (2, p, ») devant étre zéro, ces
nombres sont, ou tous trois pairs, ou un-seul pair et les
_deux autres impairs. L'expression précédente s'évanouit
dans le premier cas, et ne subsiste que dans le second.
Dela résulte que, lors de I'état initial constant, la série (§0),
déja limitée aux valeurs impaires de I'entier i, se réduit en
outre aux termes dans lesquels un scul des nombres (4, g, v)
est pair. On peut adopter (u,v) impairs. et A pair; la pa-
renthése de (60) est alors
2ipmt) 22,

R PR
d’aprés V'identité (59), et M, est définitivement
32 I, 1

™ pp,w, 241

Ainsi, lors du refroidissement par communication du

prisme triangulaire hémirégulier, primitivement a la
température 1, la fonction V est la série triple

. z . .

’ . sin(2j+1)n— _|g (a,-H.:r ¢

(64) V:a—i X, uy . _ 4 e [ \TE )k
T 7R 2j 41

ou le produit de la série simple V, (57) par la série
double

]
— ’_
01(

8 ¥

8y e

w4 ppw,
laquelle doit se réduire a I'unité, comme V,, lorsque t = o.
D’ot ce théoréme d’analyse, que la série trigonométrique

Mz,
(62) Y H“:‘”

. . LAY
est invariablement (§> a Pintérieur du triangle hémi-
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réguler, 1andis qu’elle’estessentiellement zéro sur son péri-
métre. ’

On peut exprimer le terme simple des séries précédentes,
par les deux seuls nombres impairs (g, v), en éliminant les
autres entiers a I'aide des relations (18) et (27), qui don-
nent

A=—(p+), Ah=p—v, p=2v4+p, »=—(2p+);

d’ou résultent, pour la constante 6* (19), et la fraction fac-
teur

4 (=V . .
¢ = 27 (;) (¥ + v+,
Mais cette élimination de A et A, détruit la symétrie des
arcs (21) et (35), et complique la fonction u,.

A _ pr—?
g pv(2p+v) (39 +p)

§ CI.
CAS DEf FACES LATERALES IMPERMEABLES.

A Taide d’une modification générale et trés-simple, la
ségje V (25) exprime le refroidissement du prisme trien-
golaire régulier dans un nouveau cas, celui ou ses deux
bases étant toujour’s entretenues a la température zéro, ses
autres faces restent imperméables a la chaleur. Il suffit,
pour cela, de remplacer, dans u,, u,, (22), ét W (24), les
cosinus par les sinus des mémes arcs, et réciproquement,

c’est-a-dire de prendre M
5 —5, o+,
w0 ={ 4s—s, wy=_,4+c+Cc,
{63) + 55— 5y, +e+C,
W = cos 2——)"1) ~+cos &p, +cosﬂp".
3r 3r T 3r

Par ce changement, le facteur W devient constant, et
non nul, quand 1 est zéro; ce qui introduit dans la série
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double'\(25) 'dés termes nié lvariant qu’avec (s, t), efqu'il
convient de réunir dans une série simple, sous la forme

-

i

(64) Z%Sinin-%.e_(" B

La fonction V (25) comprend alors trois parties : la série
triple ne s'élend qu’aux entiers (A, u, v) inégaux, par
suite du départ de la série double; et la série double ne
s’étend qu’aux valeurs de A qui ne sont pas nulles, par suite
du départ de la série simple (64).

Il s’agit de vérifier que la fonction V (25), ainsi modifiée
et complétée, exprime que les faces latérales du prisme
triangulaire régulier ne sont traversées par aucun flux. Or
le facteur variable du flux qui traverse un élément paral-
l¢le al’axe du prisme a la forme.

av dv
<z cosa + Zy—sma) 5
expression différentielle qui est évidemment zéro, quel que
soit @, pour tous les termes de la série simple (64), ou
(x,y) v'entrent pas. Il suffira donc de constater que cette
méme expression différentielle est nulle pour chacun des
facteurs (63), quand, a éant «, o’ ou «" (r0), la coor-
donnée P, P’ ou P” est égale ar; c’est-a-dire quand 1'élé-
ment est situé sur une des faces latérales du prisme.

§ CIL.
PROPRIETES DES NOUVEAUX FACTEURS.

Les arcs (21) restant les mémes, les valeurs (11) donnent

d.ﬁ 27 ’ "
i 9—r-(lcosa + pcosa’ + vcosa” ),
ds, 27

y r (Xsina 4 psina’ + vsina”)c,,
«“r
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et les cosinus’ des' angles (2’ —='a), (a —a"), (2" —a'),

; 1 \ A .
étant tous <— ;) » d’aprésles équations (10), la relation (18)

conduit au groupe » a

s, + ds, . )=
p COS o ?yslﬂa -T-3—r('|,

. - ds, ;o dsy ., pw
(65) ECOSG +TrSlDa —5‘6.,

ds, ,  dsg ., v

— COS — SIN = —C,.

o -+ 1)’ -3 3rc.
On obtient le groupe homologue, avec ‘les dérivées de c,
au licu de s, en substituant — s, a ¢, dans les seconds
membres. Répétant les mémes opérations sur tous les sinus
et cosinus de u, et u, (63), on a d’abord, en partant de la
premiére (65) et de son homologue,
du du, . = . '
‘F' cosa + d_yl sina = = [Me—¢,)+p(e—¢,) + v(es—¢)],

d 2 d ’
2z Sose+ = ay snna__——-[l s 8y) + ps45,) + (545 )]

Or, d’aprés le § XC, les différences de cosinus dans la
premiére expression, les sommes des sinus dans la seconde,
ont les facteurs respectifs

. Am . pw . \
sm;(l’ + 2r), sin -g-;(P—i- ar), sm;(P+ ar),
les deux expressions s’annulent donc quand P =, puis-
que (A, g, v) sont des entiers.
On a ensuite, en partant de la seconde (65) et de son
homologue,

du du, '

d_'cos +Iy-sma -—[l(r,—c,)+,;.(c,—¢,)+v( -,
du zcos 2+ A e = — T Al
. dy 4 371 (3 S+ p (s s) v (04 53))

Or ici les nouvelles différences de cosinus, les nouvelkes
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* sommés/dc sinus ont/respectivement les facteurs

. Am pr 'E
sin — (P'—r sint— (P'—r sin — (P’ — r);
3 r( )7 3 r( ) 1 3 r ( )’
ces nouvelles expressions s’annulent donc quand P/ =r.
On constate aussi, en partant de la troisi¢me (65 ) et de son
homologue, que les binémes

du, ,  du, . [ du, -y o dus .,
—— COsS a — SID a — COSa — Slna
(da: + iy ’ ,A(dx +ay ’
s'évanouissent de la méme maniére quand P" = .,

Le facteur W (63) satisfait aux mémes conditions, car
il suit des relations (23) et (11) que ses dérivées sont

2w

2\ . 2)w ).
—— | cosa sin = p -+ cosa’sin 3
,

3r 3r
2r ('sinx sin 2)m + sin o’ sin 2)m ) + sin &” sin 22 )
- - « - - H
3r\ 3rF - 37! 3+ P )
ajoutées avec les facteurs respectifs (cosa, sinez), elles

donnent, par les valeurs (10), la somme

, oo 2A®
P +cosa sm?;p ’

r

2 [ . 2 . l_ﬂ(?, o,
3, |sin g, P—sing; r—p)coss—r(p —r") |

(p/+ p") étant égal & (3r— p) d’aprés la relation (26).
Or la derniére parenthése s'annule quand p =0, ou P=r.
On constate pareillement que les bindmes

C(AW AW AW AW,
E_‘—cosa-l-dyma ) e -3 ';1712

s'évanouissent, le premier quand p'=o, ou P=r, le
sccond quand p” = o, ou P/ =r.

§ CIIL.
VALEURS DES COEFFICIENTS.

Ainsi, la fonction V (25), formée avec les facteuns (63),
et complétée par la série (64), vérifie toutes les conditions
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a la surface du'cds-actuél, lesquelles sont évidemment com-
prises daus le groupe général (2); § LVII. Le théoréme
fondamental (14), § LVIII, est donc applicable, c’est-a-
dire que

(66) ‘ j;UU’dwzo

quand U et U’ sont les facteurs variables de I’exponen-
tielle dans des termes différents. Actuellement les facteurs

. .z . 4 Z .
(U,U’) sont de la forme usininy: osini'n 5 et, daprés
le § XCI, le signe des intégralions est

h
fdw...:f dzfdo'...;
i~ (4 7

si donc, ¢ étant égal a i, « différe de u, le théoréme (66)
donne

(67) : fuu’zla: o.

La o/ est constant s’il appartient a 'un des termes de la
série simple (64), et 'on peut prendre pour u I’'une des
fonctions (63 ). On a donc nécessairement, d’aprés (67),

(68) fu.dc:o, fu,do'.—_-o, deo':O,

équatlons que ’on vérifie, en appliquant aux foncuons (63)
les calculs mdlques au { XCII.

La premiére équation (68) est d’ailleurs identique, car,
en passant des valeurs (22) a celles (63 ), les facteurs u, et
u, ont conservé leur symétrie inverse et directe par rapport
au plan P’="P. En effet, par le changement de P’ en P” et
de P’ en P, les arcs (21) (A,, A,, Ay) devenant (A'}, A, A'))
et réciproquement, u, (63) reste toujours le méme, tandis
que u, change de signe en conservant la méme valeur abso -
lue. Autrement : si I'on remplace, dans les équations (29).
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les premiers facteurs, qui sont tous des sinus, par les cosi-
nus/correspoudants;on passe des valeurs (22) a celle (63),
et cela sans changer les seconds facteurs, dont dépend la
symétrie inverse pour u,, directe pour u,.

D’aprés cela, le théoréme particulier du § XCI ayant
encore lieu, les coefficients (M, M, N) seront déterminés
par les mémes formules que lors du refroidissement par
communication ; et le cocfficient ¢ de la série simple (64)

sera, d’aprés (30). § XCI,

h - . -
f dz /do'.fsini-n—
2 Jo h

(69) =2 — ,
A fda

I'intégrale du dénominatcur n’étant autre que l'aire du
triangle équilatéral.

Lorsque I'éat initial f ne dépend que de z, c’est-a-dire
lorsque tous les points d’'une méme section paralléle aux
bases ont la méme température primitive, les coefficients
(M,, M,, N) sont nuls, d’aprés les identités (68), ct I (69)

devient
2 R z
== fsinin — dz.
hJo h

La fouction V se réduit donc a la série simple (64). Elle est
alors identique avec unc série V, (25), § LXII, qui exprime
le refroidissement d’un mur ou d’'une couche solide, com-
prise entre deux plans (2 = o, z = k), paralléles et indé-
finis, cntretenus dans toute leur étendue a la température
zéro, lorsque I’état initial est unc fonction f de z seul. Ce
qui devait étre, puisque, dans ces circonstances, tous les
plans perpendiculaires aux faces du mur ne sont traversés
par aucun flux, ct peuvent, en restantimperméables, servir

de faces latérales & un prisme quelconque, sans que P'élat
calorifique du volume limité soit ¢n rien changé.

————
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ONZIEME LECON.

PRISME HEXAGONAL REGULIER.

Caractére distinetif du triangulaire regulier. — Séries applicables au prisme
hexagonal. — Cas de son refroidissement par communication. — Cas des
faces latérales imperméables. — Réseaux triangulaires. — Polyédres
coOmposeés.

§ CIV.
SERIES MULTIPLES COMPAREES.

Lorsqu'il s’agit des corps solides homogeénes et non cris-
tallins, les polyédres traités dans les lecons précédentes,
sont les seuls dont le refroidissement par communication
puisse s’exprimer a I'aide d’une fonction V trigonométrique
et périodique, quclles que soient les températures primiti-
ves. Un d’entre cux se distingue par une propriété carac-
téristique: pour tous, quand I’état initial est coustant, la
température V est donnée par unc série multiple, dont tous
les coefficients sont numériquement évaluables; or, le
prisme triangulaire régulier est le seul pour lequel cette
série multiple n’est que double. Elle est triple pour tous les

. . . o 1
autres. Indécomposable quand il s’agit des tétraédres &

et 5IZ [(27), § LXXX, ct (36), § LXXXIII], elle cst le

produit, d’une série simple V,, [(27). § L. XIII], par unc
-série double indécomposable pour les prismes triangulaires
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=» et hétnirégilicr; [(39), § LXXII, et (61), § C], de trois

séries simples V, pour le prisme rectangle, celui & base
carrée, et le cnbe.

Quant a la série double du prisme triangulaire régulier,
elle est le produit, d’une série simple V,, par une série V,
[(57), § XCIX], simple aussi, mais de nature essentielle-
ment différente : car, de ces deux séries, formées I'une et
I’autre avec des sinus, la premiére emploie exclusivement
les nombres impairs (2j + 1), et la seconde les nombres
pairs (21). D'aillears, quand ¢ = o, si la série V, devient
Punité pour tous les points d'une ligne droite, et zéro a ses
extrémités, la série V, devient Z’unité pour tous les points

d’une surface, celle du triangle ‘équilatéral, et zéro sur le
périmétre de ce triangle; la seconde série a donc une tout
autre portée que la premiére. Ces propriétés analytiques
du prisme triangulaire régulier méritaient d’étre signalées.
Etl'on remarquera qu'il eiit été difficile, sinon impossible,
de les apercevoir avec un autre systéme de coordonnées que
cclui des (P, P, P”), dont la symétrie est en quelque sorte
calquée sur celle du prisme.

Il existe d’autres polyédres, dont le refroidissement par
communication s’exprime encore par des founctions trigo-
nométriques et périodiques, mais seulement quand I'état
initial, d’accord avec leur symétrie géométrique, apporte les
symétries calorifiques inverses qu’exige la loi générale du
paragraphe LXXXIV. L’exemple qui va suivre indique
nettement le moyen de reconnaitre tous ces nouveaux po-
lyédres.

§ CV.

PRISME HEXAGONAL REGULIER.

Le prisme hexagonal régulier satisfait a la principale des
conditions définies au paragraphe LXXXYV, car on peut
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paver tout I'espace avec des-prismes de la méme forme et
symétriquement placés. 1l semble, d’aprés cela, que la loi
de son refroidissement par communication puisse s’expri-
mer généralement, ou pour tout état initial, par une séric
trigonométrique et périodique. Mais, pour qu’il en soit
ainsi, une condition ‘essentielle lui manque. Le plan de
chacune de ses faces latérales, indéfiniment prolongé, ne
contient pas seulement des faces limitant les autres prismes,
comme cela a lieu pour les polyédres précédemment traités;
il contient aussi, et alternativement, des sections diamé-
trales.

La série doit donc exprimer que le plan d’une facelatérale
ne conserve la température zéro, que sur des bandes de
méme largeur, séparées par d’autres bandes d’une largeur
double, ou la température peut étre variable et quelconque.
Or, la traduction analytique de ce genre de discontinuité,
exige I'introduction de termes, ou les variables entrent sous
des intégrales définies. Et ces termes, d’une nature que nous
ne considérerons pas, ne peuvent disparaitre de la séric
totale, qu’avec la discontinuité elle-méme.

Le refroidissement du prisme hexagonal régulier, ne peut
donc s’exprimer, paniculiérement, par une série trigono-
métrique et périodique, que si ses faces latérales el ses plans
diamétraux satisfont a des conditions identiques. Si les faces
sont entretenues i la température zéro, il faut que I’état ini-
tial apporte une symétrie calorifique inverse par rapport a
chacun des trois plans diamétraux, afin qu’ils conservent
aussi la température zéro. Si, au contraire, I'état initial ap-
porte une symétrie calorifique directe par rapport aux trois.
plans diamétraux, ces plans n’étant alors traversés par
aucun flux, il faut qu’il cn soit de méme des faces latérales,
c'est-a~dire qu’elles soient imperméables i la chaleur.

Dans 'un ou P'autre cas, les températures initiales oun
variables de I'un des six prismes triangulaires réguliers, dé-

r
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coupés par les plans diamétraux, assigneront celles des cinq
autres. Donc, pour résoudre ces deux cas particuliers, il
suffit de savoir traiter généralement, ou pour tout état ini-
tial, le refroidissement du prisme triangulaire régulier,
lorsque ses faces latérales sont entretenues a zéro s'il s’agit
du premier cas, lorsqu’elles sont imperméables s'il s’agit du
second. Et ces deux problémes ont été résolus dans les lecons
précédentes.

Jusqu’a présent des séries particuliéres, pour le prisme a
base carrée, le cube, ou le prisme. triangulaire régulier,
sont devenues des séries générales pour d’autres corps.
Maintenant I'inverse a lieu : les séries générales du prisme
triangulaire régulier, donnent des séries particuliéres pour
le prisme hexagonal. C’est une seconde route, en quelque
sorle ascendante, qui peut conduire. a de nouveaux polye-
dres, et qu’il importe d’explorer. Dans ce but, il est néces-
saire de bien établir le premier exemple rencontré, en rame-
nant i leurs expressions analytiques les plus simples, les
deux solutions particuliéres qui viennent d’étre définies.

§ CVI.
FORMATION DES SERIES PARTICULIERES.

Si, dans la série totale et générale (54) du § XCVIII,
on supprime la premiére des trois séries partielles, celle
aux facteurs (uy, i, u'\); si, en outre, on ne conserve
des deux autres que les termes ou les entiers (1, p, v) des
(v15 v2), } de W, sont divisibles par 3, et peuvent étre
remplacées par les multiples (37, 3, 31), la fonction V
devient

t

Z 3TL.0.+.‘)TL,¢')smm— _‘—.,_,_("") ]/:
'—{-ZNWS!DI#,—(’ [(#)_F(';)]:—
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Les trois coordonnées (P, P, P”) vérifiant toujours la rela-
tion

(2) P+P +P =o,

le facteur W peut étre pris sous Ja nouvelle forme

/
(3) W:sinzln—g+sin21n%+sin21x¥-

Dans les facteurs (v,, v,) conservés (pour lesquels le résidu
d, du § XCVI, est zéro, ceux aux résidus, d =+ 1,
¢ =+ 2, étant supprimés), les nouveaux nombres entiers

(ly my n), qui sont inégaux, et dant un au moins est néga-
tif, satisfont a I'équation

(4) l4+m—+-nrn =o.

Les arcs polyndmes (21), du paragraphe LXXXVIII, ont
. actuellement les valeurs
;—1;(1 P+ mP' + nP”")=A, ,
2z

3—,-(m[’+nP'+ [P") = A,,

";_’:(n P+ P +mP")=A,,
(8) r :
3—r(n P+ mP' +1P")=A,,

27

3, (mP+1 P+ nP")=A),

2
3—1:(1 P+ n P4+ mP")=A,

en supprimant les multiples additionnels de 27 (c’est-a-
dire les 2jn du § XCVI); et les lettres c et s, affec-
tées des mémes indices et accents que la lettre A, dési-

13
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gnant les cosinus ct sinus de ces arcs, on a

¢ —C, si+ 5,
(6) o={+e—¢c, ,, u={+s+S5 )
| +6— ¢ + 8+,

" Enfin, la constante t*, de la premiére exponentielle (1), est
W e e

en substituant respectivement les multiples (32, 3m, 3r)
aux entiers (1, g, v) de 6* (19), § LXXXVHI.

La série (1), ainsi composée, n’exprime le refroidisse-
ment du prisme triangulaire régulier, dont les faces laté-
rales ont pour équations

(8) P=r, PP=r, P'=mr,
que lors d’un état initial particulier qu'il s’agit de définir.
Les six arcs (5) formant trois couples, dans chacun desquels

la coordonnée P a le méme coefficient, les demi-sommes des
arcs de chaque couple deviennent, 4 I'aide des relations (2)

et (4),

A A

o+ 4, =In g’
2

A, A
(9) -————-—2 ’=m1r;,
A3+A’, P
=nr -
2 r

Les trois différences de cosinus, (c;—c), (cs—c)), (cs—¢'),
dans Vi (6), les trois sommes de sinus, (s;+ 57), (s, s'),
(8s+ ), dans v, ont respectivement pour facteurs les
sinus des arcs (9), ou

. P . P . P
sinlr—y sinmm—; sinny —,
r r r
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lesquels\deviennent Zéro] puisque (I, m, n) sont des. nom-
bres entiers, quand

(10) P=r, P=0, P=—r

Les facteurs, v,, v, sont donc nuls sur les trois plans paral«
leles représentés par les équations (10). On constate, de la
méme maniére, en groupant les arcs (5) par les coeffi-
cients de P, de P”, que les facteurs, v, et v,, sont nuls sur
les plans représentés par les équations

(11) % P=r P=o P=—r
P’"=r, Pt=o0, P"=—r
Quant 4 W (3), rappelant la formule de trigonométrie
élémentaire

sina 4 sinb + sinc —,

. b . . b .
4 sin _:csmc:-asma_: +sin(a + b +¢),

dont la vérification est d’ailleurs facile, et ayant égard a la
relation (2), on met ce facteur sous la forme

. P . P . P
W= —/fsinlr -sinmn —sinnx —,
r r r .
et 'on voit qu'il s’annule, comme v, et v,, sur les neuf

plans (10) et (r1).

§ CVIL.

CAS DES FACES LATERALES A ZERO.

Ainsi, lorsque la série V (1) exprime le refroidissement
du prisme triangulaire régulier, la température est fixée a
#ro, non-seulement sur les faces latérales (8), mais en
outre sur les plans, paralléles deux a deux a ces faces, et

13,

-y
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qui divisent chacune des hauteurs de la base équilatérale,
en trois/parties égales.CQes six nouveaux plans a zéro, dé-
coupent le polyédre en neuf prismes triangulaires réguliers
égaux; et si l'on retranche les trois extrémes, les six qui res-
tent forment, autour du centre O, le prisme hexagonal ré-

Fig. 12.

gulier, dont les six faces latérales ont pour équations

P,
P=—r, ou P4+P' =r;
_ P=r,
l2\ .
(12) P=—r, ou P"4+P=r;
P =r,

PP—=—r, ou P+4+P=r

La série (1) donne donc la loi du refroidissement du
prisme hexagonal régulier, lorsque, ses six faces latéra-
les (12) ainsi que ses deux bases (z = 0, z = k) étant en-
tretenues a la température zéro, la température reste aussi
fixée a zéro sur les plans diamétraux

(13) P=o, PP=o0, P"=o,

c’est-a-dire qu’elle exprime le refroidissement par commu-
nication de ce prisme, quand la symétrie calorifique inverse
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existe, ¥ 'tottel époque (el conséquemment a 'origine, par
rapport aux trois plans (13). ,
L’éat inital, f, de I'un des six prismes triangulaires
composants, assigne alors celui des cinq autres, et les coeffi-
cients (I, My, N) peuvent se déterminer, comme s’il

s'agissait du scul prisme composant (Obc), dont les faces
latérales sont

(14) PP=o, P'=o0, P+P'=r

Prenant pour I'élément de surface do le parallélogramme
infinitésimal
2

V3

. ’ . . J .
la double intégration faite sur la base o, ou sur le triangle
aux cotés (14), a pour limites

Y r r—P’
fda'...:—.-_f dP'f dp”...,
4 \/3 o o

et, d’aprés la formule (30), § XCl, On étant succes-
sivement (9N,,J,, N) quand O est respectivement
(1, va, 2 W), on obtient I'expression générale

— 4 h i ’ r-P " & so. 2
(15) :)I'L._3’—a-’-' A dz A dPp A dp f'Osmmh’

cn substituant a I'intégrale constante

fdc.’(')’,
g

facteur du dénominateur primitif, la neuviéme partie de la
valeur trouvée pour le prisme triangulaire total.

do—

dP'dP’,

+ Quand il s’agit d’effectuer les intégrations indiquées par
la formule (15), il faut exprimer les (O, f) a P'aide du
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couple de'coordonnées'(P;'P”), en substituant — (P'+ P*)
a P. Par cette substitution, et en introduisant, pour sim-
plifier, les différences

(16) m—n=1y, n—Il=m, |—m=n,,

les arcs (5) s’écrivent sous la forme

2 "
( A, =3—:_r-(m.P —nP),
|
A= -23—:-(,:. P— 1, P),
A, = ;——: (4P — m.P’);
(17) o
A =5 (LP —mP"),
A',=§_’r.’(n. P — I, P7),
, 2w ,
A=3 (m,P'— n, P").
§ CVIIIL.
. PLANS NORMAUX ET DIAGONAUX.

Dans le prisme hexagonal régulier, outre les faces laté-
rales (12), et les plans diamétraux (13), il y a lieu de con-
sidérer les trois plans, normaux et bissecteurs,

(18) P/ =P, P=P’, P'=P.

Si l'état initial, f, du prisme composant aux faces (14),
apporte une symétrie calorifique directe ou inverse, par
rapport au premier plan (18), la discussion de l'inté-
grale (15) montre que les coeflicients (J1L,, N) existent
seuls, ou disparaissent. Ainsi, quand la.série (1) exprime
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le refroidissement par communication du prime hexagonal
régulier, si les termes aux facteurs v, existent seuls, c’est
que I'état iniiial a introduit une symétrie calorifique in-
verse par rapport aux six plans (13) et (18); etsi, au con-
traire, ces termes ont disparu, c’est que I'état initial a
introduit une symétrie calorifique, inverse par rapport
aux plans (13), directe par rapport aux plans (18).

(Pour compléter la représentation, par les coordonnées
(P, P/, P"), des diverses lignes tracées sur I’hexagone régu-
lier, il faut ajouter, aux cétés (12), aux diamétres (13), et
aux normales bissectrices (18), les six diagonales non dia-
métrales, dont les équations sont

PP—P'=r, P—P=mr
(19) (P'—P=rm, (19') « P—P'=m,
(_P—P':r, P'—P =r,

et qui composent deux groupes, inscrivant chacun un
triangle équilatéral.)

§ CIX.
CAS DES FACES LATERALES IMPERMEABLES.

D'aprés le § CI, la série (1) exprume le refroidissement
du prisme hexagonal, dans le second cas défini au § €V,
si, toutes choses égales d’ailleurs, on prend pour composer
les facteurs trigonométriques (v, vy, W) les sinus au

' lieu des cosinus, et réciproquement, c'est-a-dire, si I'on

pose

‘ s —9, ([ a+¢,
S0,=f+s,-—s', 0=« 4¢3 + ¢,
(20) ( + 55—, + 6+,
P P’ "
W = coszl-n—-r ~+cos2!r — + cos2!n 7—;
A r
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Or la différence/ (U=~ U/) des facteurs (12) est nulle quand
’ !

‘% = %, et change de signe, en conservant la méme valeur

’ 7 ’
absolue, quand on y remplace ‘% par fA— et % par ‘%l Donc,

lorsque la série (16) exprime le refroidissement du prisme
ayant deux arétes primitives (A, B), la température reste
fixée a zéro sur le plan diagonal dont I’équation est

',',I xl

(17) B —A;

et, de plus, les températures sont toujours égales et de
signes contraires pour deux points, le premier /', aux coor-
données quelconques (&, y', 2’), le second m”, dont les
coordonnées (x”, y”, z") sont liées & celles de m’ par les
équations

(18)
Puisque z”= 2/, 1a droite m"m/’ est paralléle 4 la base

du prisme oblique, et les deux derniéres relations (18)
donnant _ ) .

<

(:A)?A)

cette droite est paralléle au second plan diagonal que re--
- présente I'équation

* =}

(19)

ct coupée en son point milieu par le premier (17). D'aprés
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maux (18), du prisme hexagonal. ne scront traversés par’
aucun flux, dans le second leur température restera fixée a
%ro.

Les deux solutions qui précédent ne sont que particu-
litres, puisqu’elles exigent que les températures primi-
tives du prisme hexagonal se reproduisent, soit avec les
mémes signes, soit avec des signes contraires, dans les six
prismes triangulaires composants; de telle sorte que ces
symétries calorifiques soient d’accord avec la symétrie géo-
métrique du polyédre. Or, il y a lieu de penser que de telles
solutions restrictives sont réellement plus importantes
pour les applications, que celles qui embrassent tous les
cas. Car, si la grande complication de ces derniéres solu-
tions disparait pour les premiéres, n’est-ce pas une preuve
que celles-ci sont plus naturelles?

N § CX.
RESEAU DU TRIANGULAIRE REGULIER.
La série qui exprime généralement le refroidissement par
communication du prisme triangulaire régulier, étant éten-

due 2 tout I'espace, donne quatre suites de plans, paralléles
et équidistants, dont la température reste 4 zéro. L’une des

Fig. 13.
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L’équation 4 ld Surfacecest: ¥V, = o, quand

z=o0; z3=n"C;
Y =o; '

B
)"=x£;\' pour ¢’.
X —=A;
z’'=o;
’ A "
F=3r'; pour £”.
Y =B;

La triple intégration, faite dans ’, étant indiquée symbo-
liquement par

a"C
fda'...:ﬁ[ tl:’fdc’...,
6’ ¢0 ¢'

on prend respectivement

B
A y o
f dz’f dy’. ., pour®,
{20) fdc’... ={Y° °
L ﬁ,l
A B
f d_y'f d¥’..., pour®’.
(] o

Par les mémes raisonnements qu'an § LXXI, on arrive,
dans les deux cas, &

fda'(n—n'y:./;" axc.
u'

Ce qui donne enfin, pour le coeflicient M, la valeur géné
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donne le/'réseau plus' compliqué, mais plus fécond, de la
figure ci-jointe.

Si I'on définit un premier triangle a I'aide du signe +,
celui qui le touche par un cdté commun i I'aide du signe —,
u troisiéme qui touche le second a I'aide du signe +, et
ainsi de suite, on vérifie que la loi générale, du §{ LXXXIV,
estreproduite par rapport a chaque ligne tracée. Car, tout
cdté que contient cette ligne sépare deux triangles symétri-
quement placés, dont I'un ale signe +, ’autre le signe —;
cequi montre que leurs températures sont symétriquement
égales et de signes contraires, comme pour les deux triangles
de départ.

Ce second réseau indique les polyédres, pour lesquels la
série de I’hémirégulier peut étre particuliére, et que I'on
peut désigner par leurs bases. On trouve 1a : deux prismes
triangulaires réguliers, I'un IJO avec ses trois plans bissec-
teurs a zéro, I'autre A bc avec un seul; le prisme a base
losange ABOc, déja défini, avec ses deux plans diagonaux
azéro; le prisme hexagonal du § CVII, avec la symétrie
calorifique inverse par rapport aux trois plans normaux
et bissecteurs, (541" c) ; le méme prisme hexagonal dif-
féremment découpé (IB'J5”0b) ; deux autres prismes hexa-
gonaux plus grands, dont P'un AIJA'JY est inscrit, et
Iautre BB'B”C"C/C circonscrit 4 un méme cylindre; des
prismes pentagonaux irréguliers, A ebcf, AcOII, Alb""T',
AI¥¢Y ; un prisme a base quadrilatére Aebg: des prismes
rectangles 10/, IJJ'Y' ; méme un prisme octogonal irrégu-
lier AIB'JA’YC'Y.

§ CXIL
RESEAU DU TRIANGULAIRE i

La série générale du prisme triangunlaire ;) oua base
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rectangle isocéléy s'élend dela méme maniére a divers po-
lyédres, indiqués par le réseau suivant:

Fig. 15.

On y trouve : deux prismes a base carrée, I'un A b Alfavec
deux plans diagonaux a zéro, I'autre A abg avec un seul;
un prisme a base parallélogramme ABC/; des prismes hexa-
gonaux irréguliers, ABAlfg, ABCDef, bBCYC'B'; enfin
un prisme octogonal hémirégulier ABCDD C'B' A/, qui rap-
pelle le carrelage composé d'oclogones et de carrés, avec
cette différence, que le coté commun 4 deux octogones est &

- celui du carré comme V2 est i 1, au lieu de lui étre égal.

- § CXIII.

POLYEDRES COMPOSES DE TETRAEDRES 2'—4

Il existe parcillement plusieurs polyédres décomposables

, 1 1 <2
en tétraédres 85U 27 dont le refroidissement par commu-
nication s’exprime par la série générale appartenant a I'un
des corps composants, quand les plans qui les découpent
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restent ''zérg. Qutre'lecube 'on peut citer le groupe sui-
vant : la pyramide réguliére a base carrée, comprenant

, 1 cey ,
quatre tétraédres — » et dont la hauteur est la moitié du cdté

2,

4

de la base ; I'octaédre hémirégulier, composé avec deux py-
ramides égales & la précédente; enfin lc dodécaédre rhom-
boidal, formé par six de ces mémes pyramides superposées
sur les faces du cube.

En résumé, tous les polyédres cités conslituent trois
groupes distincts; chaque groupe étant défini par le po-
lyédre le plus simple, ou par un é/ément composant, tou-
jours le méme. L’élément du premier groupe est le prisme
triangulaire hémirégulier, celui du second le prisme

. .1 . s < !

triangulaire 3 celui du troisi¢me le tétraédre Ve Nouvelle
analogie avec la constitution intérieure des milieux cristal-
lins. Et, si cette analogie n’est encore qu'imparfaitement
indiquée, elle s’étendra dans les legons suivantes, de ma-

niére a constituer une véritable identité.

Lorsque I'on connait la loi intégrale du refroidissement
d'un corps solide dont la surface est, ou i zéro, on sans flux,
on peut en déduire les lois de I'état vibratoire du méme
corps. En effet, il résulte du § LVII, que la solution du
premier probléme est résumée par le tableau

da*U  d*U  d*U 00U — o .
= T dy? +z -

dxr dy

ZU—TF(I,)’, z);

car, lorsqu’on a reconnu tous les groupes (U, 6*), qui sa-

dU dU dU
U,=o, ou ———cosE+—c05n+7cosc =o,
o 5
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tisfonv A e¢s \conditions pour le corps proposé, la tempéra-
ture V s’exprime ainsi :

. t
g —6 =
V=ZU6 k. ,

Or, les mémes groupes donnent immédiatement la série

F =ZU005 (9 i),
(5]
pour exprimer l'intégrale de I’équation aux différences
partielles

d’F  dF  dF_ . dF
T Ay T de T Y Tae

et 'on a : par la fonction F elle-méme, la loi de la dilata-
tion, lors d’'un état vibratoire tel que la surface du corps
soit un ventre de vibration; ou, par les dérivées de cette
fonction F, les projections du déplacement moléculaire,
quand le corps vibre de telle sorte que les molécules de sa
- surface n’en sortent pas. D’aprés ce rapprochement, les
lecons qui précédent donnent les seules concamérations
polyédriques, qui puissent vibrer a I'unisson, dans un
milieu solide, homogéne et non cristallin.
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DOUZIEME LECON.

REFROIDISSEMENT DES POLYEDRES CRISTALLJINS.
PRISMES OBLIQUES. -
®

1.

Refroidissement par communication des corps cristallins.— Parallélipipéde
obliquangle. — Prisme a deux arétes primitives. — Ses prismes triangu-
laires i et e — Symeétries obliques. — Prisme tangent suivant les arétes

4

primitives.

§ CXIV. -

REFROIDISSEMENT DES CORPS CRISTALLINS:

D’aprés la loi de concordance établie au § XXVI,

- lorsqu’il s’agit d’un corps solide, homogéne et cristallin,

I’équation qui régit les températures variables a la forme
générale

AV dV LV dv
dz" dy" di* — " dt

(1) A
Les axes sont obliques et paralléles a des diamétres conju-
gués de Vellipsoide principal : (A, B, C) sont des longueurs
proportionnelles 4 ces diamétres; k est le produit du

rapport l;;-, (36), § XXI, par le carré r* d'une ligne,

§ XXXIII; les quatre lignes (A, B, C, r) n’étant assu-
jetties qu’a conserver les mémes rapports, une quelcon-
que d’entre elles peut étre prise arbitrairement. Si le corps
se refroidit dans un bain 4 zéro, 1'équation a la surface
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est simplement

(2) . V,=o.

La reproduction de I'état initial, quand ¢ = o, exige que
“(3) C V= f(z', y', 7).

Pour déterminer la fonction V qui, vérifiant I'équa-
tion (1), satisfera aux conditions (2) et (3), on la prend
L J

sous la forme
t

4) V:SMU'c_o,",

d’une somme de termes simples, qui, tous et séparément,
vérifient I'équation générale (1), et celle a la surface (2).
Chacun- d’eux étant le produit d’un coefficient indéter-
miné M, par une fonction U de (2, y/, z'), et par une
exponentielle en ¢, dans laquelle 6* est constant, la double
condition imposée exige que I'on ait
2_’_&':1_ “+ CI ‘iz_U
dy’* ‘dz"?

= 0.

-+B

. d'U
5 A + 60U =o,

ey

(5)

Lorsqu’on a reconnu tous les groupes (U, 6*) qui vérifient
les équations (5), pour le solide proposé, il ne reste plus
qu’a déterminer les coefficients M, de telle sorte que

(6) S MU=,

afin que la fonction V (4) satisfasse a la derniére condi-
tion (3).

Il faut alors établir, en coordonnées obliques, le théo-
réme indispensable du § LVIIL. L’intégration, faite dans
toute I’étendue &’ du corps, étant indiquée par le sym-
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¢
do'. ..,
8’

le nouvel élément de volume dw’ est un parallélipipéde.
obliquangle, aux cétés (dx’, dy’, dz'), et, d’aprés le
§ LI, ona

bole

do' = \p dz'dy' d2/,
ou p représente la somme trigonométrique
p =1+ 2cosacosa’ cosa” — cos’a — cos’a’ — cos?a”,

(a, @/, &) étant les angles plans de I'angle tri¢dre formé par
les axes obliques. Le facteur constant yp, qui se place en
dehors des intégrales en («, y’, z) peut étre, ou négligé,
ou rétabli, suivant qu'’il est nécessaire.

En le négligeant d’abord, si I’on adopte la méme marche
qu'au § LVIII, et qu'on parte successivement de la pre-
miére (5) en (U, 6%), et de son homologue en (U, #*), res-
pectivement multipliées par U'dx’'dy’'dz’ et Udx'dy'd?/,
puis intégrées entre les limites des (', y’, z’) assignées -
par la surface o, dont la température est partout fixée a
zéro, on obtient une double expression, qui devient

dUdU _ dUudU’ _ dUduw
4 T _ t DA -
erﬁ (A dx' dz’ +B dy’ dy’ +C dz dz’)

= 9’[ de' UU = 9"f d=' UU,
s =’

par le rétablissement du facteur yp. D’ott résulte nécessai-
rement

(71 fdm’.UU':o,
U’

quand 9* n’est pas égal a 6. Et, d’aprés ce théoréme (7),
14
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§ CXXI
TERMES SIMPLES COMPLEMENTAIRES.
Dans la série (22), le facteur en (&/, y’) de (U — 9y'U)

s’'annule, non-seulement sur le premier des quatre plans

~
~

x
I+'%~—-1=o,
xl ]I
ATE T
25
(25) vy
ATET=O
.t, /
ArETI=o ’

mais aussi sur les (rois autres, car en y faisant

! ’

L:ﬂ:li£,
B A

ce facteur devient
’

x .
. x(y— 7’7’)sini1rxsmi’1r§-,

ou zéro, dans tous les cas. Si 'on remplace dans les (U, U)
(12) les sinus des arcs en (x/, y’) par leurs cosinus, ou si

'on pose

’

w3
'n’y—sm " =

0 i % cosi
= cosim —cosi
A

B C
! !
o x - .7 : R/ z
V'=cosi'®m—cosin—sini"m -,
A B C

le facteur en (z/, y’) de (O — yy'¥’) s’annulera pareille-
ment sur les quatre plans (25), car en y faisant

’

) =
B 1

<
LN
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il deviéndra
(9" —9*y")cosin '; cosi'm :—J ’
ou encore zéro.
D’autres fonctions trigonométriques satisfont aussi a la
méme condition. En effet, prenant

Y B ik SO e ok S PR
U, = sin —— x —cos — sin —
! "A B sini ﬂca
, . 2f)4+1 & 2j+1 y z
Ul=sm——2—1rAcos—— Bsmz gy
2j+1 2 , 2j 41 y z
1)) == €c0S ————— 7w —SsIn ' —sini"w =
' . A mg ST
. 2 1 r. z
= cos 2 AR Y o LN SR
2 B C

ou (j, j') sont des nombres entiers, et posant, pour simpli-
fier,

2j 41 .2 41 ,
n———r=g, sin———r=g,

les facteursen (x/, y’) de (U; — gg’U)) et de (O, — gg'0)

s’annuleront sur les quatre plans (25) : car, en y faisant ,

.
!

Y 7,
B A

ils deviendront respectivement

’

2j+1 2 . 2j 41 =z
+(g'—g* = —sin =2 -
(8'—&*8’) sin , Tasn—To—rmo

2j4+1 2j/ 41 «x
L)

cOs
A 2 A

’

*(g'—g’g’) cos

ou zéro, puisque g'=r1.
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* § CXXII.
PRISME TANGENT SUIVANT LES ARETES.
De 14 résulte que la série

/ _0.5
s Z[M(U—71’U’)+31L(0—71’0’)]e
(26) V=

+Z[M(U.—gg’v)+3m.(o. gg'®)e ¥

a toute la généralité nécessaire pour exprimer le refroidis-
sement par communication d’'un nouveau prisme oblique,
dont les bases parallélogrammes sont (z'= o, z’=n"C),
et les faces latérales les plans (25). Nous appellerons ce
nouveau polyédre, qui a deux faces primitives et quatre
faces tangentes, le prisme tangent suivant les arétes C de la
forme primitive.

Fig. 19

‘équation a la surface est: V_=o, sur les six faces dé-

finies. La triple intégration, faite dans le nouveau volume
15
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o'}\étant idujonrs indiguée par le méme symbole, on doit
prendre actuellement
619

+ A
fdc’. f d.t'f dy’....
°’I

B—--x

On reconnait, i la seule inspection de ce signe, que 'inté--
grale du dénominateur des coefficients, doit étre quadruple

de celle qui répond au triangulaire ;—, Q du § CXVIH, et

I'on arrive a la valeur générale

+ A
"ABC_[ f dxf dy’.f:l,,

__:

qui donnera successivement les coefficients (M, J1U, M, 91,),
en mettant pour chacun, au lieu de &, son facteur binéme
dans la série (26).

On traite pareillement le prisme tangent suivant les aré-
tes B, ou suivant les arétes A, de la forme primitive; ce qui
donne trois parallélipipédes obliques de formes différen-
tes. La méme extension appliquée aux séries provenant du
prisme droit a base carrée, ne donne aucun nouveau po-

lyédre. .
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TREIZIEME LEGON.

TETRAEDRES. — PRISMES DES FACETTES.

Parallélipipéde a trois arétes primitives. — Refroidissement par communi-
1

cation de ses tétraédres » et —- — De ses octaédres et de son dodécaédre

6 " 24
rhomboidal. — Prismes formés par les facettes non tangentes sur les
arétes.
§ CXXIIL.

PRISME A TROIS ARETES PRIMITIVES.

Lorsque le parallélipipéde obliquangle, du § CXV, a ses
trois arétes primitives, c’est-a-dire proportionnel!es é.
(A, B, C), les nombres (n, n/, n") étant égaux, on peut
leur substituer 1'unité. Alors les six fonctions

’ 7
L2 L . ., 2
U=sininr ry smz’u'%’smz"w o
-2 2
,=smi’1rz-nni”1r—ﬁ-slnlx &
J 4
ey X ., g 2
U,=sm1”1rxsmm‘§sm:’1r-6,
(l) z ’ ’
. ST P |
U —sini"n —sini’z*=sin in —»
! A B C
!/ 4
. 2 .. 2
U, =sini'= 7 %o m‘%’-smz"w <
!’ 7
) . .,y .., 2
U, =sinir —sini’w—sini’'® —»
3 A B C

correspondent 4 une méme valeur de 6%, qui est

(a) @ = (& + i )w
. 15.
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Une¢'/méme 'exponentielle appartient a six termes, et la
fonction V étant prise sous la forme

(3, V=ZU6-5",

la facteur U sera le polynéme
MU, +M,T,
(4) U= 4+ MU, +M,U,
+ MU, +M,U,.
La série (3) a la méme forme que la série générale (8),
§ LXXVII, appartenant au cube, et conduit, comme cette
derniére, a des séries qui ne sont que particuliéres pour le
- parallélipipéde primitif, mais qui sont générales pour .
d’autres polyédres. ,
Soient : O le sommet pris pour origine, et O’ le sommet
*opposé; OA, OB, OC, les cotés de la forme primitive; A’,
B’, C’, les sommets respectivement opposés & ceux A, B,
C. Le polyédre a quatre diagonales intérieures 00’, AA’,
BB, CC', et six plans diagonaux, réunissant chacun deux
cotés paralléles et opposés. Les équations de ces plans sont
rangées dans le tableau synoptique

-
-

de telle sorte, que chaque accolade extérieure embrasse les
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trois plans/quail seCcoupent ‘suivant une méme diagonale -
AA’, ou BB’, ou CC/, et que les trois accolades intérieures

désignent les plans qui se coupent suivant 00’.
§ CXXIV.
TETRAEDRES & — PREMIERE SERIE.
Cela posé, la série (3) exprimera ql;tela températurereste

fixée & zéro sur les trois plans diagonaux menés par 00/, et
pas sur les autres, si l'on prend le polyndme

U,—U,
(6) U=M{+U,—U, ) =M0O
+U3—U"

qui devient identiquement zéro, quand on y fait

y _ 7 2 a z _y
(7) B¢ ou =5 ou =g

~

Ces trois plans a zéro découpent le polyédre en six pyra-

Fig. 20.

mides, ici tracées. On constate, commeau § CXVII, que © (6)
a la méme valeur absolue, mais avec des signes contraires,
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pour/deux!/ points (m', m”) symétriquement placés par rap-
port a 'un quelconque des plans (7); la droite m'm”-
ayant, dans chaque cas, la direction oblique correspon-
dante.

Ainsi la série (3), composée avec le facteur U (6),
n’exprime particuliérement le refroidissement du polyédre
primitif, que si I'état initial apporte une symétrie calori-

" fique inverse, par rapport aux trois plans (7). De la résulte

que la méme série exprimera généralement le refroidisse-
ment par communication de ’'une quelconque des six pyra-

. . . . 1
mides de la figure précédente; nouveaux tétraédres 5’
équivalents, obliquement symétriques, mais non superpo-

~ sables, et qui ont chacun deux faces primitives et deux

faces tangentes.
Si I'on prend pour exemple le tétraédre OO’AC’, dont
les faces sont

veo I Z_)
=0, L= =

B C A B

’ z’' = A,
on reconnait, commeaun § LXXIX, que ledénominateur du

coefficient est le méme que pour le polyédre primitif, et la
valeur de ce coefficient est définitivement

B, C,
8 A , it , 87 ,
(8) M=m dx . d]‘ dz' . f0O.
o o [

§ CXXV.

AUTRES SERIES DE TETRAEDRES é-

Pour que la série (3) exprime que la température reste
fixée 4 zéro sur les trois plans diagonaux menés par AA’,
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et pas sur/les/ autres,|il faut(que le polynéme U (4) puisse
se mettre successivement sous les trois formes

( MU —9y U,
+ M,(U.—9"Y"U))
+ M, (U, — 9"9U)),

M.(G,—U,)

) + M,(U,—T,)
| 4+ M,(U;, —U,),
M,(U,—9"90))

C 4 My (Us— 97’ UYy)
+ M (U; — 979" U,),

ou (7, 7', 7") représentent respectivement (cosim, cosi'=,
cosi” ) ; car la premiére est nécessaire, d’aprés le § CXVIII,

, =
pour que U s’annule sur le plan T+ =" laseconde

’ ’
pour que U soit zéro sur le plan % = %, et la troisiéme

(homologue de la premiére) pour que U s’annule sur le
lanZ 4T —
plan < -+ 2= 1.

Les coeflicients des (U, U, U,) doivent retrouver les
mémes valeurs dans les trois formes; ce qui exige que I’on
ait les trois lignes d’identités

Moy " =M=M9y"9=—M,
M yy =M= My'y"=—M,
M9’y =M, =Myy =—M,,

qui, respectivement multipliées par (7', o/, y), se concen-
trent dans celle-ci

Moy=My' =My =—M " =M,y =—M,9y,

puisque 7* = y* = y* =1 et, si 'on prend, pour la valeur
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Et l'on arrive’définitivement au coefficient

" C
(a3) M=;‘—,,3T;f dz'fda’.f(U—vn’U'),
_ o rd

en prenant respectivement

B,
A B—ZI
f dx’f dy’..., pour Q’,
[} o e
(e
f df’f dz'..., pour Q”.
o .
A—

’.‘

jdo'... =
ql

=l e

§ CXIX.
LES DEUX PLANS DIAGONAUX A ZERO.

Sil’on ne conserve, dans les deux séries (16) et (22), que
les termes ou les entiers (7, /) ont méme parité, ces deux
séries, ainsi réduites, se confondent en une seule, qui réu-
nit leurs propriétés caractéristiques. Alors la température V
reste fixée 4 zéro sur les deux plans diagonaux (17) et (19);
de plus, les températures sont toujours égales et de signes
contraires pour deux points (m', m"), symétriquement pla-
cés, soit par rapport au plan (17), soit par rapport au plan
(x9); la droite m'm ayant dans chaque cas la direction
oblique correspondante.

Ainsi, la série (16), limitée aux termes ou les entiers
(z, "), ont méme parité, n’exprime particuliérement le
refroidissement du prisme oblique dont la base parallélo-
gramme a deux arétes primitives (A, B), que si I'état
initial apporte une symétrie calorifique (obliquement)
inverse, par rapport aux deux plans diagonaux, qui dé-
coupent le polyédre en quatre prismes triangulaires,
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Yon prend
77U —9"0,
= MU”",

U=M{ +717'U,—9'7" U, \

(11)
L+ 9'9"0, —y'U)/

et qu’elle donnera, conséquemment, la loi générale du re-
froidissement par communication de 1'une quelconque des

six pyramides découpées par ces plans.
’ Fig. 22.

Si I'on prend pour exemple le tétraédre BB'AC/, le coef-

ficient M aura la valeur
&,
8 A B ‘—ﬁy
1z) M= _— d-t'f d.r'f dz .fu”.
ABCf B o

Enfin, la série (3) exprimera que les trois plans dia-
gonaux menés par CC’ sont seuls a zéro, si

11'U- — 11.’” C". '
77U~ U, - =MU",

(13) U:M’ +
[ om0, =970,

et donnera la loi générale du refroidissement par commu-
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nication'de I'une’ quelconque des six pyramides que décou-
pent ces plans.

Fig. 23.

<

Si I'on prend pour exemple le tétraédre CC'AB, le coef-
ficient M aura la valeur

Br
B—-Cz

8 ~A C L] &
(14) M:-—-mj d’,f dz’/ dy' .fU".
o C C, o

——2

A

Tous ces détails étaient nécessaires : car les vingt-quatre

tétraédres g’ donnés par la série du prisme oblique primi-

tif, ont des formes distinctes, et qui peuvent étre trés-dif-
férentes. La série du cube n’en donne que deux, symétri-
ques 'un de I'autre.

§ CXXVIL

TETRAEDRES 2L4 DISTINCTS.

Maintenant, pour que la série (3) exprime que la tem-
pérature reste fixée a zéro sur les six plans diagonaux, il

\
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faut que/les/quatre formes. (6), (9), (1), (13), du poly-
néme U, deviennent identiques. Ce qui exige que
y=19 =17, ou que les entiers(, 7, /) aient méme parité
dans chaque terme. Les six plans diagonaux a zéro décou-
pent le polyédre en vingt-quatre pyramides, ayant pour som-
met commun le centre, {2, du parallélipipéde primitif, et
pour bases les vingt-quatre triangles découpés sur les six

. , N I
faces par leurs diagonales; nouveaux tétraédres — , ayant
24

chacun une seule face primitive et trois faces tangentes, et
dont les formes sont distinctes. Le cube n’en donne qu'un
seul.

De la résulte que la série (3), écrite avec le facteur
U (6), et limitée aux termes’dans lesquels les entiers
(%, ¥s #) ont méme parité, exprimera généralement le re-
froidissement par communication de I'une quelconque des
vingt-quatre pyramides. Si I'on considére successivement
les huit tétraédres, ainsi tracés :

Fig 24.

qui composent les deux pyramides quadrangulaires oppo-
sées, L A'CB'OY, QAC'BO, et dont les arétes communes,

en Q, (T, QT), sont paralléles a OC, et égales a % C;

rappelant que le dénominateur du coefficient est le quart
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de celui, qui répond an polyédre primiif, § LXXXII, la

valeur de ce coefficient sera donnée par le tablean

. C
f ’11 d7 .fO...Cr’'B’
B A
2 —_y ._C,
© a3 A—g7 s -3
fd_r’f dz’ ¢
0 A, =’

B ,

dz .f0...0TA

A .

c
ds' .f0...Cr’A’
: B Cx'
a” C—4
jaﬁif dy’
o EI' %x’
A f dz .fo...0TrB
o
k

3
('5)M—‘—E\ | pC
N dz’ .f0...0T'A’
B -ﬁyl EJ"
f dy’f dz’ { c
-g A—%r' C—3”

f dZ .f0...C'TB
o

; nC
! .[ dz' .f0...0'T'B’
. A 2 (o
ff rlx’ dy’l A hd
. A - ' (_,——.t

2

B
TAT dz' .f0...CTA

“-3

quand on traitera celui des huit tétraédres, dont la base est
en regard de I'intégrale triple correspondante. Deux autres
tableaux, homologues du précédent, donneront les va-
lcurs du coefficient M, pour les deux groupes de huit tétrae-
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dres, dont'les arétes’communes, en {, sont paralléles a
OB, eta OA.

§ CXXVII.
OCTAEDRES ET DODECAEDRE.

Si l'on fait glisser, parallélement 2 CO, la pyramide
quadrangulaire supérieure QA’CB'(QY, jusqu’a ce que sa
base se confonde avec celle de la pyramide inférieure
QBOAC restée fixe, elle formera avec cette derniére un
octaédre oblique, dont le refroidissement par communica-
tion s’exprimera particuliérement, i ’aide de la série géné-
rale des tétraédres 2—'4, lorsque I’état initial apportera une

symétrie calorifique obliquement inverse, par rapport i ses

. . b d . e
trois plans diagonaux. Le glissement paralléle 4 BO, ou a
AO, de 'une des deux pyramides (2C'BA’O’, QAOCB )s
ou (AB'AC'O/, 2COBA’), donnera pareillement un octa¢-
dre traitable dans les mémes conditions par la méme série.
Les trois octaédres que 'on obtient ainsi sont distincts;
chacun d’eux a ses huit faces tangentes.

Maintenant, si I'on fait glisser a la fois les six pyramides
quadrangulaires, dans des sens opposés, jusqu’a ce que cha-
cune vienne se poser sur la face du prisme primitif, opposée
a sa propre base, elles formeront avec ce prisme un dodé-
caédre rhomboidal oblique, décomposable en 48 tétraé-

I .3 B P
dres —;+ et dont le refroidissement s’exprimera par la série
24
générale des corps composants, quand les plans qui les dé-
coupent restent fixés & zéro. Ce dodécaédre a toutes ses faces

tan gen tes.
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§ CXXVIII.
MULTIPLICITE DES PARALLELIPIPEDES.

Les solutions particuliéres de ces derniers polyédres,
ainsi que toutes les solutions générales des précédents, ne
sont que des conséquences de la solution obtenue pour le pa-
rallélipipéde obliquan«le, dont les arétes sont paralléles au
systéme de diamétres conjugués (A, B, C). Tout autre sys-
téme (A’, B, C') donnerait un groupe semblablede polyédres

. en méme nombre. Aiusi, lorsqu’un parallélipipéde découpé
dans un milieu cristallisé, quel qu’il soit, a ses arétes pa-
ralléles & un systéme quelconque de diamétres conjugués de
Iellipsoide principal, on peut exprimer, par des séries tri-
gonométriques et périodiques, son refroidissement par com-

. . o e . . o . I
munication , ainsi que celui, des prismes-triangulaires 3

L , 1 1 . d .
et i des tétraédres get v des prismes tangents, des octae-
dres, du dodécaédre rhomboidal, qui naissent de ce paral-
lélipipéde.

Comparée i cellede la cnstalllsauon, cette fécandité est,
a la fois, surabondante et incompléte. Surabondante, en ce
qu’elle donne une infinité de prismes primitifs. Incompléte,
en ce qu'clle parait n’admettre, d’autre forme primitive
que celle du parallélipipéde, et d’autres formes secondaires
que celles dont les faces, qui ne sont pas primitives, sont
tangentes suivant les arétes; laissant ainsi sans emploi, les
facettes non tangentes sur les arétes, les troncatures sur les
sommets, si fréquentes dans les cristaux naturels. Essayons
de combler cette derniére lacune.
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§ CXXIX.
FACETTES NON TANGENTES.

Dans le prisme tangent suivant les arétes C, du § CXXII,
les quatre faces latérales sont paralléles aux facettes secon-
daires formées, d’aprés I'idée d’Haiiy, par le décroissement
d’un (A) sur un (B); il s’agit de reconnaitre s’il n’est pas
possible de traiter d’autres prismes, n’ayant aussi que deux
faces primitives (z = o, z=n"C), et dont les faces laté-
rales soient paralléles a des facettes formées par le décrois-
sement, de deux (A) sur un (B) ou inversement de un sur
deux, de trois sur deux ou de deux sur trois, etc.

Généralement, («, ) étant des nombres entiers diffé-
rents, les plans paralléles aux facettes formées par le dé-
croissement de « sur {3, ou de 3 sur «, peuvent étre repré-
sentés par les équations quadruples

’ ’
P;ia%r—-:tl }P.,
4 /
ﬂ%ia% == zl’,

Ces huit plans tracent lesbases parallélogrammes de quatre
prismes, composant deux groupes distincts : dans le pre-
mier groupe (P,, P,) les plans diagonaux se confondent
avec les faces primitives, et sont superposés; dans le ‘se-
cond, ainsi défini

Q:—{ﬁ%%—a‘;—j:‘_“x, z%—ﬂ%:il,
(16) , _
4 et G rim

les plans diagonaux sont séparés, et coupent les faces pri-
mitives. Or les prismes de ce second groupe, plus compli-
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qué, sont, traitables, tandis que ceux du premier, plus
simple, ne le sont pas.

Fig. 25.
B
b ,\
LX)
! \ 2,
< A A"'lp
P“\.‘. \ A
\
Py

Cette figure indique les bases des quatre prismes, dans le
cas particulier ot & = 2, B =11.

§ CXXX.
NOUVEAUX TERMES SIMPLES.

Pour faciliter la formation des séries exprimant le re-
froidissement des deux prismes conjugués %, et ®,, nous
prendrons la fonction V, intégrale de 1'équation géné-
rale (1), § CXIV, sous la forme

(17) ‘ v=z MuZe—[T,_F(ii"g)’]%

dans laquelle le facteur Z en 2’ représente
.. , .

(18) Z=Sini”1tm°

La vérification de I'équation générale, pour chaque terme
simple, exigera que le facteur u en (x', y'), soit lié a la
constante t* par I'équation

d*u diu

(19) A’F+B’W2+r’u=o.
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La fonction''V./(17) s'évanouit déja, par le facteur Z, sur
les deux bases (z’ = o, 8’ =n"C); pour qu'elle soit pa-
reillement nulle sur les faces latérales de €, ou de %,, il faut
et il suffit que le facteur u s’annule sur le périmétre de la
base de I'un ou de I'autre de ces deux prismes, c’est-a-dire
sur les quatre droites représentées par les équations de la
premiére ou de la seconde ligne (16).

Outre (7, '), qui sont des entiers quelconques, introdui-
sons une autre espéce de nombres (1: i+ %, j'=i+ i),
que I'on peut appeler des moitiés d'impairs; c'est-a-dire
que, (7, i’) éant des racines différentes de 1'équation
sinim® = o, (j, j’) seront parcillement des racines diffé-
rentes de I'équation cos jm = o. Enfin, représentons par
(®,, %, %,, €,), les premiers membres des quatre équa-
tions multiples du groupe (16), qui prendra la forme

ef ¢ =%, T==y

(20) {@,iﬁy,:i'l, i

Toutes ces préparations faites, le facteur u« s’annulera
évidemment, sur le périmétre de la basede %, s’il peut &tre
égalé i I'un des produits trigonométriques

u, =2cosjn ¥, cosj = &,
= 2sinin?, sin#n @), .
(21) v, =2cosjn &, sini% "y
! = a2sinin @, cosjr &,
et sur le périmétre de la base de %, s'il peut étre égalé a
I'un des produits -

u, = 2cos j= ¥, cosj = &,
. ‘ W = 2siniz @, sini'n @,
(22) ] J,=2cos jr ¥, sin ir €,
( o, =asinir @, cos jr ®,.
1h



“TETRAEDRES CRISTALLINS. 229
trois plaiis/qui’se/(coupent /suivant une méme diagonale .
AA’, ou BB, ou CC/, et que les trois accolades intérieures

désignent les plans qui se coupent suivant OO’.

§ CXXIV.
TETRAEDRES & — PREMIERE SERIE.
A
Cela posé, la série (3) exprimera quela température reste

fixée a zéro sur les trois plans diagonaux menés par O0’, et
pas sur les autres, si 'on prend le polynéme

U, —U,
(6) U=M{+U,—U, ) =MD
+U,— U,

qui devient identiquement zéro, quand on y fait

’ 4 ’

(7 L—-2, ou f—=.~f:, ou —=1xt.
B C C A A B <

Ces trois plans & zéro découpent le polyédre en six pyra-

Fig. 20.

mides, ici tracées. On constate, commeau § CXVII, que © (6)
a la méme valeur absolue, mais avec des signes contraires,
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méme marche ‘et une notation analogue, le premier pro-
duit «, sera

(2§) 2cosjn P, cosj n P,

etdonnera pour la somme (23)
cm[u—fwf+4r+nzi]«
+c05[0+1 )3— (J—=7)eg ]

Or, en substituant successivement a u, dans (19), les deux
termes de cette derniére somme, on trouve pour z* les va-
leurs

=7y +F+ /P, [(J+T7)PB+(/—7)2]m,
lesquelles ne sont pas égales, car leur différence,
4jj' (a* — B*)=*, n’est pas nulle, puisque & et # sont dif-
férents. Ainsi le produit (24), qui s’annule sur le péri=
métre.de la base du prisme Py, ne peut pas étre pris pour
un facteur u, puisqu'il ne vérifie pas I’équation (1g) avec
une. valeur constante de t*. Le refroidissement des -deux

prismes P, et P, ne peut donc pas s’exprimer par des séries
trigonothétriques et périodiques.

§ CXXXILI.
PRISMES AUX FACETTES NON TANGENTES.

Quant aux prismes %, et €,, si 'on pose

L(J +J%)(a*+ B') + ( ”>: =0,
(25) L(r’+f”)(a’+ﬁ’)+ (;',—) W 1 = 6",
(4 7))+ (55) | =

16.
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la loi/géudraliodi: dleur (refroidissement par communica-
tion sera donnéc par les deux séries paralléles

; — 5 ¢ —g" ¢
' \ Z N, i Ze A Z M« Ze A

t
-

' +Z (W6, + M) Ze  *

[ —gnt —gmt
’_ ;Z- M, Zc Fa E M.u\Ze *
V, =/

. ot

+z (W4, + M) Ze K.

(26)

Le paramétre ¢/* (25) étant symétrique en (j, j'), et celui
¢"* en (i, i'), une méme exponentielle appartiendra 4 deux
facteurs u différents dans chacune des deux premiéres par-
ties de V, ou de V,, comme dans la troisiéme. On pourrait
donc établir entre les cocfficients du facteur bindme de cha-
que exponentielle, des rapports tels, que les plansdiagonaux
de @, ou de %, restent fixés i zéro, soit chacun séparément,
soit tous deux a la fois; ce qui  conduirait 4 de nouveaux

. . s 11 . .
prismes triangulaires sty Les deux séries (26) devien-

nent identiques quand 2 ={ =1; elles doivent alors
se confondre avéc la série générale (26), § CXXII, du
prisme tangent, ce que I'on pourrait vérifier.

Mais, ces développements et ces vérifications ne sont
pas nécessaires : car, chacun des prismes ®,, ®,, devien-
drait, par un simple changement de coordonnées, un paral-
lélipipéde ayant ses arétes paralléles aux axes; c’est-a-
dire si 'on passait du systéme de diamétres conjugués (A,
B, C) de I'ellipsoide principal & un autre (A’, B/, C). En
effet, ajoutant les carrés des équations de la premiére
ligne (16), et ceux des équations de la seconde ligne, on a,
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dans les deny /chs
' - y'- *
2t 4 ) (\-, t ii-’) ==
<¢ qui montre que les huit sommets des bases de Ty et
de @, sont situés sur une cllipse semblable a celle-ci

DA

ORI T

d’ou I'on conclut, facilement, que les ¢otés de chaque base
sont paralléles & un systéme de diamétres conjugués de
cete ellipse.

Lors des solides homogénes non cristallins, ou lors d'un
milieu cristallisé ayant pour forme primitive le cube, tous
les prismes €,, ®,, sont droits, et a base carrée. En effet,
les axes sont rectangulaires, on a A=B =r, les équa-
tions (16) sunt

@, 2 Br+ay==tr, ax—By==r;
9.‘,“3)‘ +or="r zy—fr=ztr;

vt P'on voit aisément qne les cotés de chaque base sont or-

. thogonaux, et que leur unique longueur est

2r
. Va7+ ﬁz.

Des deux legons précédentes on déduit une conséquence
générale, qui les résume en uelque sorte. Les prismes tri-
angulaires, ou les tétraédres cristallins, équivalents mais
de formes distinctes, découpés dans un méme parallélipi-
peéde obliquangle par des plans diagonaux, et dont le refroi-
dissement par communication s’exprime a l'aide d’une
méme série périodique, sont tels, que, détachés et isolément
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I'on prend
I/ 7 U _— 7”7 U

U=M{ 4+ 97'U,—y'y" ::MU”,

(11)
+9'9"U; — 71’Ua'

et qu’elle donnera, conséquemment, la loi générale du re-
froidissement par communication de I'une quelconque des

six pyramides découpées par ces plans
' Fig. 2a.

Si I’on prend pour exemple le tétraédre BB'AC/, le coef-

ficient M aura la valeur

C—%y'
(12) M——f dl’f dy’f dd' .fU".
(4]

B—-.r

Enfin, la série (3) exprimera que les trois plans dia-

gonaux menés par CC’ sont seuls i zéro, si
U —vy'U,

+ 99" U, — oy’ U, ) =MU",

+7"9Us — 177U,

(13) U=M

et donnera la loi générale du refroidissement par commu-
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QUATORZIEME LECON.
PRISMES DES TRONCATURES.

Detinition des troncatures; leurs varietes; leurs couples, — €hangement de
diamétres conjugués. — Transformation du parallélipipéde. — Refroidis-
sement par communication des prismes formés par des troncatures sur
les sommets.

§ CXXXIH.
VARIETES DES TRONCATURES.

Avant de procéder a de nouvelles recherches, il importe
de définir, ici, les facettes secondaires, appelées tronca-
wures en cristallographie, ainsi que leurs diverses variéiés,
¢n admettant exclusivement, pour forme primitive, le pa-
rallélipipéde obliquangle, dont les arétes .(A, B, C), sont
paralléles et proportionnelles 4 des diamétres conjugués de
I'ellipsoide principal. Toute troncature est due, d’aprés
Haiiy, au décroissement de 1 fois ’aréie A, sur p fois B, et
v fois C; les (1, u, v) étant des nombres entiers toujours
peu considérables. ’aprés cela, le plan de cette troncature
sera représenté par I'équation

J ’ -
_-1;- + =&+ —_ = const.

»A7 pB7 €

qui, chassant les facteurs (X, g, v) des dénominateurs, et dis-
posant de la grandeur des lignes proportionnelles (A, B, C),
peut toujours ¢tre amenée a la forme

o A

1 ¥ s
— O o
1 zA-l-{iBi/" 4
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faut que'les\quatre) formes(6), (9), (r1), (13), du poly-
néme U, deviennent identiques. Ce qui exige que
y=19 =19, ou que les entiers(i, /, ) aient méme parité
dans chaque terme. Les six plans diagonaux a zéro décou-
pentle polyédre en vingt-quatre pyramides, ayant pour som-
met commun le centre, Q, du parallélipipéde primitif, et
pour bases les vingt-quatre triangles découpés sur les six

. ” I
faces par leurs diagonales; nouveaux tétraédres —, ayant

chacun une seule face primitive et trois faces tangentes, et
dont les formes sont distinctes. Le cube n’en donne qu'un
seul.

De la résulte que la série (3), écrite avec le facteur
U (6), et limitée aux termes’dans lesquels les entiers
(¢, ¥, i) ont méme parité, exprimera généralement le re-
froidissement par communication de I'une quelconque des
vingt-quatre pyramides. Si I'on considére successivement
les huit tétraédres, ainsi tracés :

Fig 24.

qui composent les deux pyramides quadrangulaires oppo-
sées, L A'CB'0Y, QAC'BO, et dont les arétes communes,

en Q, (T'Q, OQT), sont paralléles 2 OC, et égales a % C;

rappelant que le dénominateur du coefficient est le quart



PRISMES DES TRONCATUKES. 4 249

un couple défini/parépithéte caractéristique de ce plan.
Ainsi, ce sera: un couple primitif; un couple tangent sur
aréte, tangent ou semitangent sur sommet; un couple bi-
ndme sur aréte, trindme sur sommet. En un mot, a chacun
des plans de I'article précédent correspond un couple ayant
la méme définition que ce plan. Le couple conservant sa
nature, quelle que soit la distance des deux plans paral-
léles qui le composent, on peut dire que tout prisme,
formé par trois couples primitifs, coincide avec la forme
primitive, quels que soient d’ailleurs les rapports des cétés
de ce prisme.

Les huit sommets, ou les huit angles triédres du paral-
lélipipéde primitif, n’en comportent que quatre, qui dif-
férent par les angles plans composants : car les deux som-
mets que réunit. une méme diagonale intérieure sont
identiques, ou homologues. A chacun des quatre sommets
distincts correspondent, un seul couple tangent, trois
couples pour les troncatures semitangentes, six pour les
trinémes.

Si chaque lettre (A, B, C) qui spécifie un des diamétres
conjugués, désigne collectivement les quatre_arétes du
prisme primitif qui sont paralléles & ce diamétre, alors, a
chaque aréte collective, et dite primitive, (A, ou B, ouC),
correspondent deux couples tangents, et quatre couples
pour les troncatures binémes. Mais, en réalité, les quatre
aréles paralléles a4 A, ou aB, ou a C, en comportent deux
qui sont distinctes, par leurs angles diédres, et par les som-
mets qu’elles réunissent. Par exemple, si l’on considére unc

des diagonales intérieures, deux des quatre paralléles la
rencontrent, les deux autres ne la rencontrent pas; les pre-
miéres réunissent des sommets homologues, ainsi que les
secondes ; et le partage est le méme, quelle que soit la dia-
gonale. On peut dire que chacune des trois arttes primi-
livesa sa symétrique, qui lui est paralléle, égale en gran-
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deur, mais/dont/les extrémités/difiérent des siennes, et dont
I'angle diédre est autre. Il existe donc six arétes distinctes,
¢t a chacune d’elles correspondent un seul couple tangent,
ct deux couples pour les troncatures binémes.

Chaque couple primitif étant paralléle a deux arétes pri-
mitives, la troisi¢éme aréte et sa symétrique peuvent étre
appelées les conjuguées de ce couple. D’aprés cela, le prisme
tangent, du § CXXII, est formé par un couple primitif -
associé aux deux couples tangents sur ses arétes conju-
guées; les deux prismes ¥, et ®, de la lecon précédente,
qui ont le méme couple primitif, se partagent les quatre
couples, d’'une méme troncature binéme, qui correspondent
aux arétes conjuguées de ce couple primitif. De plus, tous
ces prismes coincident, chacun, avec lc parallélipipéde pri-
mitif d'un systéme de diamétres conjugués de ’ellipsoide
principal, autre que celuides (A, B, C). €herchons, main-
tenant, jusqu’a quel point, ces associations, ces partages, et
ces coincidences, s'étendent aux troncatures sur les somn-
melts.

- § CXXXV.

CHANGEMENT DE DIAMETRES CONJUGUES.

Avcc les coordonnées (2, 5, 2), ou les diaméres (A, B,C),
la fonction intégrale V, les relations qui régissent le fac-
teur U et la constante 6 de chaque terme simple, sount:

i Sy .
RS
() f'
2l , U a:v
—_— —_ - G — "l =0,
A’ dz'"? B di? o dz" + 0t ©

[N

et quand il s'agit d’exprimer le refroidissement d'un; corps
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de forme donnée, 'découpé dans-le milieu cristallin, il faut
trouver le facteur général U qui lui correspond.

Cela posé, si le corps est un parallélipipéde obliquangle,
dont les cdtés sont paralléles a d’autres diamétres conju-
gués (A, W, r) de lellipsoide principal, (X, Y, Z) repré-
sentant les coordonnéés correspondantes i ces diamétres
Ppris pour axes, on pourra d’abord exprimer Uen (X, Y, Z),
et le transformer ensuite en (', 5/, z'). Soient

3) X==%xr, Y=, Z=XN'T,

les cotés du parallélipipéde ; on pourra donner aux rapports
(9T, %', L") telles grandeurs que I'on voudra, supérieures
ou inférieures a 'unité, commensurables ou incommensu-
rables. Introduisons le symbole £, pour désigner I'une ou
Iautre des deux lignes trigonométriques, sinus et cosinus,
etreprésentons par / I'un ou I'autre des prodnits correspon-
dants im, etjw (j étant une moitié d'impair, § CXXX).
Les relations qui régissent la fonciion U de (X, Y,Z)
et la constante 6, élant
a? a&? g
) an.,’a-}—?-,+us’2%+r"fl—;+9’l7=o,
- U,=o,

leur vérification est obtenue en prenant
X Y Z
= 53 l_ . 2! l’ — . ” I" —
‘ v {< JM) "( 3(,'115)({ ( gc”F)’

(5) N rEn e
| v=(x)+ (%)~ (&)

les signes ({, ¢/, ") remplagant, chacun, (sin ou cos),
LU, I") étant respectivement (/m ou jm, i'wou j'm, %

) P ] JT
ouj'rm).

Les formules qui lient les (X, Y, Z) aux (2/, 5/, 2') peu-
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vent e prisessous' 1o -fornie

x_m x ) Z

'\.L atretr e

Y 4 ! s

HE "—'— ’i-f-ll%-l-ll —cc
'{ ln"-lx-o-n”‘; r %9

ou les neuf constantes doivent étre telles que la double
équation

x Yy _ z_

AT w? T

représente le méme cllipsoide. Ce ui élablit, entre cos
constantes, le groupe de relations

m—m't 4 m" =1,
n 4wt 40" =1,
, Pt =0,
‘7) i np +-a'p' + n"p" =o,
pm A4 pw' +p'm" =o,
mn+m'n 4+ m"n" = o,
(qui, comme on le sait, peut ére remplacé par le groupe
inverse
m* ~+=n 4-p? =,
m'? 4 a4 p? =1,
m" 4" P =1,
m'm" + ' +p'p’=o,
m"m +n"n +p'p =o,

’ ’ [
\ l-n - ppt =o.
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§ CXXXVL
PARALLELIPIPEDE TRANSFORME.

Le facteur U (3)*transformé en (x’, y', 2'), sera donc,
d'apreés les formules (6),

. x’+" y' 7’

Lik\mxT"str e

. rr ' Yy z'

L G ! —_ . I_ 7 i

" I” ” x' ” .7’ + N z’
XClw\"zx+t"3 ¢l

¢t ce facteur s'évanouira sur les six plans

.Z" rl zl

il L ==,

‘m A+n B+p c " el
4 ’

L L o e,
x Yy 2’

"o " ”_=i ”

m A+n g P ¢ IG

Avec cette valeur générale (9) du facteur U, la série V (2)
exprimera le refroidissement par communication du paral-
lélipipéde dont les faces sont représentées par les équa-
tions (10), si les constantes (m, n, p,...) vérifient les
relations (7) ou'(8). .

Ces relations donnent a la fonction U (g) la propriété
essentielle de vérifier la derniére équation (2), avec la
valeur constante (5) de 6*. En effet, le produit de sinus ou
cosinus (9), multiplié par 4, se développc en une somme
algébrique de quatre sinus ou cosinus; I'un des termes de



254 QUATORZIEME LECON.

cette somme) ¢St

‘m +m'_,_4-m"_t:-)fl.
s XX x* A‘
r +(Il i..f.u’l_’-J_n” i)':’,).
~ & ’K,l * .)\',,' B ?
(_;_('I, -I_+P' L+P" _’;):.'~
Flr g X %*) ¢

si on le substitue a U dans la derniére équation (2), on a
m ! +m d m” r ‘)’
% " x
p=) +(n st n o n” )’
= n t)t, ‘X,I x’l
{ , v . \2
+lrg+r o )
ou la valeur (5), d’aprés les relations (8); et I’on reconnait
aisément que les trois autres termes donnent tous la méme

valeur de 6%, en ayant égard atix mémes relations (8).

§ CXXXVII.
TRONCATURES CONJUGUEES.

Les rapports (3%, %/, ") étant quelconques, on peut
prendre pourles constantes (m, n, p,. . .) les valeurs

m=a%.n=°ﬁ%,p;7%;
(1) m=d 0, A=pN, p=yan;
”'/l=al/ ‘m”’ nII= p”@)t}ll, I)”=7’,%”;

on (a, 3,7,...) sont des nombres entiers, positifs ou né-
gatifs, ct qui, étant substituées dans le groupe (8), le trans-



PRISMES

|
|

forment ainsi:

x?

( all, +

rn
zx

DES TRONCATURES.

(5]

+ 84+ K=,

(1l’+plz +7’2).'E"=l’

B2+ ")y =1,
+ 8"+ 4"y =0,

Sa BBy =0,

az’ 4 Bp’ + 99’ =o.
Les trois premiéres ( 12) assignent les valeurs actuelles des
rapports (3%, &', %), d'ou I'on conclut, pour 0* (5)

"13) =< +

(@ + g )
( 2'? + B’? +1’2) 2

-+ (all’ + pll: + ?ll,)lll,.

Les trois derniéres (12

) donuent les relations qui doivent
exister entre les neuf entiers (, 5, 7,.

..), pourque U (9),

qui devient, par les (11),

L

|

(14) U=4xgir( A A )
!X(" —‘l (a —+B"‘§ + o C)_

vérifie la derniére équati
Ce nouveau facteur U
sentés par les e'quations

i
|

que I'on obtient en su

h5)

>I“L >|&

~

g\
> 8
+
>

on (2) avec 6* (13).
(14) s’annule sur les plans repré-

’ z’
+8Frrg=*n
! z/ .
‘%+7'E='_|'|,

" o’
”% +7”%=il,

bstituant les valeurs (r1) dans
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les équations|i(so).| Mainumant, les procédés les plus
élémentaires de 'analyse indéierminée conduisent a cette
conséquence, que I'on peut toujours prendre arbitraire-
ment les trois entiers («, (3, 7), et trouver ensuite six
autres entiers (2', p/, 7/, a”, 7, 4”), tels que les trois
derniéres relations (12) soient satisfaites.

§ CXXXVIIL. -
PRISMES AUX COUPLES DE TRONCATURES.

Il résulic de la, et des définitions du § CXXXIII, que
les équations (15) sont celles de trois couples de tronca-
tures sur sommets, en général différentes, et dont I'asso-
ciation est régie par les trois derniéres équations (12), de
telle sorte que 'un des couples étant donné, on peut en
déduirc les deux autres; et les trois couples réunis forment
un prisme oblique, qui coincide avec le parallélipipéde
primitif d’'un sysiéme de diamétres conjugués de I'ellip-
soide principal,” autre que celui des (A, B, C). Méme
coincidence que pour les troncatures sur arétes, et associa-
tion analogue.

Aiusi, lorsqu’un milieu cristallisé a pour forme primi-.
tive lc parallélipipéde obliquangle, ou ses variéiés, toute
facette, loute troncature, des cristaux naturels de cette sub-
lance, peut toujours &tre associée avec deux autres facettes
ou troncatures, de maniére a former un prisme, dont le re-
froidissement par communication soit exprimable & I'aide
d’une séric trigonométrique et périodique.

Pour citer commodément divers exemples de la solution
générale qui précede, il suffira de reproduire le tableau

‘('ao B 7)
(16) }(a’, B )
(al{, pll’ 7”)
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avec les nombres particuliers a chacan d’eux, de constater
que ces nombres vérifient les relations

%a’¢'+p'p”+‘]'1’=0,

7

alla -'_ pllp + 7”? =o’
ed’ + BB’ + 99" =o,

(17)

et de les substituer ensuite dans 6* (13) et U (14).
On a d’abord, pour premier exemple,
(= B 0]
(18) [B’ ) o ]

1
o o 5]

2 et 3 restant disponibles. On en conclut

n”

R e )

Le prisme est formé par un couple primitif, associé a deux
couples d'une méme troncature bindme sur ses aréies
conjuguées. Il n’est autre qu'un des prismes %,, %,, du

§ CXXXII.

0= (P + ") (2 + B?*) + ( v )’;

§ CXXXIX.
PRISME D'UNE TRONCATURE TANGENTE.

Lorsqu’on cherche quels sont les couples lessplus simples,
qui puissent &tre associés a celui d’une troncature tangente

sur sommet, on arrive au tableau .
[1,' T, 1]

(19) [1, 1, —2]
[, =1, o)

i
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¢ est-a-dire\que lesdeux couples cherchés sont, ‘celui d’'une
troncaturc semitangente sur sommet (qui correspond au
décroissement de 2 sur 2 et sur 1), I'autre celui d’une tron-
cature langente sur aréte. On a alors

=302+ 62+ 20",

, o .t, yl z!
LJ(X+E+EH
v= il (F5-25)]

i 7\,
=elr(3-5))

On reconnait facilement qu'un méme prisme traitable
ne peut pas réunir deux couples de troncatures tangentes
sur sommels : car, si la seconde ligne du tableau (19) était
(%=1, == 1, &= 1), la derniére relation (17) ne serait pas
satisfaite, quels que fussent d’ailleurs les signes de cette
seconde ligne. Ainsi, les quatre couples de troncatures
tangentes sur sommets, ne peuvent appartemr qu’'a quatre
prismes traitables différents.

Par tous les changements de signes admissibles, des neuf
termes du tableau (19), la premiére ligne indique les
quatre couples de troncatures qui constituent un octaédre,
la troisiéme ligne donne des facettes tangentes sur les douze
arétes de ce nouveau polyédre, et la scconde des tronca-
tures scmilangentes sur ses six sommets, figurant des poin-
tements quadruples; par une sorte d’inégalité dans 'éten-
due des deux plans de chaque couple, la premiére ligne
donne un tétraédre, avec des troncatures tangentes sur ses
quatre sommets, alors la troisieme ligne comprend des
facettes 1angentes sur ses six aréles, et la seconde des trou-
catures non langentes sur ses quatre sommels, figurant des
pointements tri ples. Cet octaédre, et ce téiraédre, qui sont
véguliers lors de la cristallisation cubique, pecuvent étre
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adoptés/comme formes primitives, ou plutdt pseudoprimi~
tives; et leurs facettes, leurs troncatures, telles qu’elles
svient, s’associeront toujours de maniére i former des
prismes, dont le refroidissement par communication sera
exprimable i I'aide d'une série trigonométrique et pério-
dique.

§ CXL.

PRISMES DE TRONCATURES NON TANGENTES.

Si l'on se propose de chercher un prisme traitable; réu- -
nissant deux et méme trois couples, d’'une méme espéce de
troncatures non tangentes, sur les sommets de notre paral-
lélipipéde primiiif, on rencontre presque immédiatement
le tableau général

[r(rn4+1), (n+1), —n]'
(20) [(r+4 1), —n, nr(rn+41)].,
[—~, n(n-!—l), (rn+1)] )

n'employant qu'un seul et méme décroissement, celui de
1 sur et sur (7 + 1), et qui, en observant que

7 (n 4+ 1)+ (a1 )t =[n (2 +1) + 1],
donne, pour le paramétre 6%, la valeur symétrique
0 = [n(n—1) 1P (B4 I 17),
' Si n =1, on a le tableau particulier .

([ 2, 2, —];
(21) ([ 2, —1, 2]},
([—Ia 2, 2]
7.
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qui dounié! pour/5*er Gl les Valeurs

G =3P —r

o~
f 1
~
~~~
N
!
.‘

N
wl'%
|
nl IL
—_—

N o -lﬂ, I’ )" ~
< (—I+2§+25) .

De la résulte que les douze couples de la troncature semi-
tangente (=% 2, == 2, == 1), qui correspond a un décrois-
sement de 1 sur 1 et sur 2, forment quatre prismes traita-
bles, sans le concours d’aucune autre troncature.

Avec n = 2, le tableau (20) devient

‘[ 6, 3, —2];
’[ 31 —2, 6]",

(23)
li—2, 6, 3]

et conduit aux nouvelles valeurs
g1 = PP+ 1"+ 1),
i(eZ 43X _,%
{'_1(6A+3 B 2C>]
(24) » z' y z
U={x¢ [1’(3;—-2§+6§)]

N Y e e |
X{'Ll< 2A+GB+3C)]

De la résulte que les vingt-quatre couples de la troncature
trindme (£ 6, =3, *=2), qui correspond au décroisse-
ment de 1 sur 2 et sur 3, formeront huit prismes trai-
tables, sans l'intervention d’aucune troncature étrangére.

Ces deux exemples particuliers sont d'une simplicité
remarquable, et qui explique, en quelque sorte, la coinci-
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dence suivante:-Lorsque le parallélipipéde obliquangle
primitif est un rhomboédre, les prismes traitables a 1'aide
des facteurs U (22) et (24), ot C=B=A, sont deux
rhomboédres secondaires, provenant de troncatures symé-
triques sur les six sommets non équiangles du rhomboédre
primitif, et qui se rencontrent fréquemment parmi les cris- .
taux naturels.

§ CXLI.

INTRODUCTION D'UNE TRONCATURE DONNEE.

Généralement, si I'on veut introduire, dansle groupe (16), .
une troncature trindme donnée (=, 3, 7), posant

a+L+9=8., 2+ +9y=S8,
on reconnait facilement que le tableau général
§ (2, B, 7] )

[B—1)  (r—a)  (e—B)] "
(S—aS), (Si—85), (S—75.])

(25)

vérifie les équations (17); il donnera donc immédiatement
des couples associés. Par exemple, si les entiers djfférents
sont les trois premiers nombres aprés zéro, on a le tableau
particulier

[ 3, 2, l]'
(26) . [ I, —2
[—2, 1, ‘

la seconde troncature est semitangente (et de méme espéce
que la seconde du groupe (19)); la troisi¢me (26) est tri-
néme, mais autre que’la premiére.

Deux couples de troncatures trindmes de méme espéce
peuvent étre associés quand le carré d'un des entiers «, [,
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un couple/défini 'parl'épithéte caractéristique de ce plan.
Ainsi, ce sera: un couple primitif; un couple tangent sur
aréte, tangent ou semitangent sur sommet; un couple bi-
ndme sur aréte, trindme sur sommet. En un mot, a4 chacun
des plans de I'article précédent correspond un couple ayant
la méme définition que ce plan. Le couple conservant sa
nature, quelle que soit la distance des deux plans paral-
leles qui le composent, on peut dire que tout prisme,
formé par rois couples primitifs, coincide avec la forme
primitive, quels que soient d’ailleurs les rapports des cotés
de ce prisme.

Les huit sommets, ou les huit angles triédres du paral-
lélipipéde primitif, n’en comportent que quatre, qui dif-
férent par les angles plans composants : car les deux som-
mets que réunit. une méme diagonale intérieure sont
identiques, ou homologues. A chacun des quatre sommets
distincts correspondent, un seul couple tangent, trois
couples pour les troncatures semitangentes, six pour les
trindmes.

Si chaque lettre (A, B, C) qui spécifie un des diameétres
conjugués, désigne collectivement les quatre_arétes du
prisme primitif qui sont paralléles a ce diamétre, alors, a
chaque aréte collective, et dite primitive, (A, ou B, ouC),
correspondent deux couples tangents, et quatre couples
pour les troncatures bindmes. Mais, en réalité, les quatre
arétes paralléles 4 A, ou a4 B, ou a C, en comportent deux
qui sont distinctes, par leurs angles diédres, et par les som-
mets qu’elles réunissent. Par exemple, si ’on considére unc
des diagonales intérieures, denx des quatre paralléles la
rencontrent, les deux autres ne la rencontrent pas; les pre-
miéres réunissent des sommets homologues, ainsi que les
secondes ; et le partage est lc méme, quelle que soit la dia-
gonale. On peut dire que chacune des trois arétes primi-
tives a sa symétrique, qui lui est paralléle, égale cn gran-
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§ CXLII.

GENERALISATION DES SERIES.

Les valeurs posées (11) peuvent étre généralisées, en leur
donnant des dénominateurs (D, D', D”) : chaque ligne
ayant le sien. Alors, les trois premiéres relations (12) au-
ront respectivement pour seconds membres (D*, D2, D”*)
au lieu de I'unité; mais les trois derniéres (12) resteront
les mémes. La valcur de 6? sera

1 l1\?
e (4)
[’ 2
= + (2* + ﬂ"-i-‘/")(ﬁ,)

"

I 2
! + (a"’-{-p”’-l—-y”") (F") .

Le facteur U aura la nouvelle forme

C 1

, z y 2\
J\-_D(“A +pf+76)_
i ll . ‘tl yl zl h
31 U=~ e el rJ %
(31) XJ\_D’(“A‘*’."B’*"C)_
R LAY
‘II, —_ l/_ I/— I/—
< _D,,(a 3 +8 B+1 C)_

~

et s’évanouira sur les six plans représentés par les équa-
tions

\ a %' + 8 ‘%+'y z—(;:i‘.l),
32) ‘ a";—'/+ﬁ’ '%4—7':—;::':0'.

' a"%’+ﬂ”'§ +7"i‘" +=D
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de forme donnée, découpé dans le milieu cristallin, il faut
trouver le facteur général U qui lui correspond.

Cela posé, si le corps est un parallélipipéde obliquangle,
dont les cdtés sont paralléles & d’autres diamétres conju-
gués (A, W, I) de Dellipsoide principal, (X, Y, Z) repré-
" sentant les coordonné€s correspondantes & ces diamétres
Ppris pour axes, on pourra d’abord exprimer Uen (X, Y, Z),
et le transformer ensuite en (2, y/, ). Soient

3) X==%xxi®, Y==ZFu'w, Z=XN'T,

les cotés du parallélipipéde ; on pourra donner aux rapports
(9%, 9%, 9T") telles grandeurs que 'on voudra, supérieures
ou inférieures a l'unité, commensurables ou incommensu-
rables. Introduisons le symbole £ , pour désigner 'une ou
Iautre des deux lignes trigonométriques, sinus et cosinus,
et représentons par / I'un ou I'autre des prodnits correspon-
dants im, etjm (j étant une moitié d'impair, §CXXX).
Les relations qui régissent la fonciion U de (X, Y,Z)
et la constante 6%, étant

U ay d:'U
| T 2 02U =
) .Jt,dx,+m, T a7+ U=o,
U,=o,

leur vérification est obtenue en prenant
X Y Z
= l . ! 4 . ra// l”
‘ v {( qum) L (' at,'m:) < ( ;mr)

) 2\? \?2 lllz- ,
*=(x) *\w T\&)

les signes ({, &, ) remplagant, chacun, (sin ou cos),
(Z, #,1") étant respectivement (i ou jm, i'mw ou j'm, I'w
ou j’x).

Les formules qui lient les (X, Y, Z) aux (2/, )/, 2’) peu-

(5)
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QUINZIEME LECON. .
PRISMES TRIANGULAIRES PSEUDOREGULIERS.

Application, aux milieux cristallins, des séries du prisme triangulaire
régulier. — Prisme oblique primitif a base losange. — Ses prismes secon-
daires pseudoréguliers. — Conditions, variabilité, et construction gra-
phique des triangles pseudoréguliers.

§ CXLIIL.
PRISMES REGULIERS DEDUITS DU RHOMBOEDRE.

Les lecons précédentes ont étendu, aux milieux cris-
tallins, le premier des deux groupes de séries, définis au
§ XCIV. Il s’agit, dans la lecon actuelle, d’appliquer, aux
mémes milieux, le second de ces groupes.

D’aprés le § XXX, lorsque la forme primitive est un
rhomboédre, I'équation générale en V, rapportée aux axes
de I’ellipsoide principal, est

[V &V o arv av
dz? dt

& T —ar
les z étant paralléles a la diagonale qui joint les deux som-

mets équiangles du rhomboédre primitif. La fonction inté-
grale V peut étre prise sous la forme

— 81
(x) V:Susinz‘n%e k
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la constante de 'exponentielle, étant ainsi composée

; 2
e'— a*h? + ¢? (Z)
h

et le facteur u, fonction de (x, y), vérifiant I'équation

u e

et —+ d—y’ +6'u—o.
Avec i nombre enticr, la série (1) exprimera le refroidis-
sement par communication d’un prisme de hauteur £, si le
facteur u s’annule sur le périmétre de sa base.

Or on pcut adopter, pour u, les diverses valeurs trou-
vées dans les IXe, X<, XI° lecons. Donc, lorsque la forme
primitive du milien cristallin est le rhomboédre, on peut
~ exprimer, par des séries trigonométriques et périodiques,
le refroidissement par communicatiod de tout prisme droit,
dont Iaxe est paralléle a la diagonale principale du rhom-
boédre, ct qui a pour base, soit un triangle équilatéral ,
soit sa moitié, soit méme un hexagone régulier.

. § CXLIV.
PRISME OBLIQUE A BASE LOSANGE.
Lorsque la forme primitive est un prisme & base losange,

symétrique ou non, I’équation générale V, rapportée aux
arétes de ce polyédre, cst

’

dV  ? V) d*V dv
N+ 5 Py =k =
dx'"? dy" dz'? de

‘

les (2', y') étant paralléles aux cotés du losange. La fonc-
tion intégrale V peut étre prisc sous la forme

t
_— 1

v L. 7 —9%

(2) = u smlrrz;(, ,
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la constante' de P'exponenticlle étant ainsi composée,
; 2
omrv o (%)
. Q

‘et le facteur o', fonction de (x', y'), vérifiant 'équation

d'u  dd
— — 2 g —
(3) dz’2+dy'=+9“"°'

Avec i nombre entier, la série V (2) exprimera le refroi-
dissement, par communication, d’un prisme oblique, com-
pris entre les plans (z' = o, 2’ =A'), si le facteur u’ s’an-
nule sur le périmétre de sa base.

Ici, les coordonnées (z’, y’) sont obliques, et il s’agit
de chercher, pour quelle base triangulaire, le facteur '
s’exprimera de la méme maniére que pour le triangle équi-
latéral lors des coordonnées rectangulaires. Nous appclons
pseudorégulier tout triangle satisfaisant & cette coinci-
dence, et nous désignons par la méme épithéte le prisme
correspondant, pour le distinguer des prismes triangulaires
iet%de la XII¢ legon, dont le refroidissement s’cxp'rime

par des séries d’une origine différente.

§ CXLV.
NOUVELLES COORDONNEES P/,

Soient ABC le triangle cherché, O son centre de gra-
vité, (32, 37, 31") les longueurs de ses trois médianes,
(OP, OP’, OP”) lcurs directions prises pour axcs. Les
paralléles aux trois co1és menées par un point intérieur,
déterminent sur ces trois axes, des intersections dont les
distances a lorigine O sont désignées par (P, P/, D).
Ces coordonnées particuliéres, positives vers les cotés, né-
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gatives vers)les| sommets, sont liées entre elles par unc
équation facile a trouver : car, si I'on prend les lignes OA,

Fig. 26.

OB, pour axes d’'un systéme de coordonnées obliques
(X, Y), on obtient sans peine pour les équations des pa-
ralléles aux trois cotés

_X_ Y _P
l 2 — T’
X Y P
(4) SiT T
E + 1 _ PI/
Vool 2l T m?
d’ou résulte par addition,
P P P
(5) 7 -+ 7 + 7 =0

Soient désignés, par ¢ angle AOB, par ¢ I'angle des
axes (x’, y'), par B I'angle compris entre OA et OX/, on
en déduit les formules de transformation

X sing =a'sin (¢ -+ B)— ) 'sin[e — (9 + B)],
Ysing = y’sin(e — B) — ' sinB;
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-et I'élimination/des’(X} Y)/donnic au groupe (4) la forme
suivante

_sinp+f)_sinp  sin(—p)  sinfs—(p-+)

l 2t 2l {
sing T+ sing =7
= ;=_'"I'+".r',
sin(7+p)+sinﬁ _sin(a—ﬂ)_sin[u—(9+ B)]
2! 4 4 2/ ’
- '+ - r
(6) Slng sin ¢
’
=7=m11,l+”lfl’
&
sin(p+p) sinf sin{c —B) sinfs — {9+ p)]
—7 a7 — — 7
2! ] 2!/ 2+ 2! . 2 '
sing sing
== m"x' 4+ n" y';

les (m®, n®) désignant, pour simplifier, les coefficients de
(x', y') dans ces trois équations.

Fig. 27.

§ CXLVI.
FACTEURS «' DES PRISMES PSEUDOREGULIERS.

Cela posé, avec le systtme des coordonnées P/, les



270 QUINZIEME LECON.
équationsdes)wois cotéscdu triangle ABC, sont
(7) P=1! P =1, P'=1.

Or, si, (2, u, v) étant des nombres entiers, positifs ou
négatifs, liés cntre eux par 1'équation

(8) 7 A+ p+v=o,

on prend les six arcs polynémes différents

an [ P P P”
21‘/ P ’ P’
;\y7+v7+l [”-l-3p.)__A"
2/ P /
A 3(”7""1' t”+3")=
(9) 2m [ P ! 3, ) =
9 "7 “1' 1""‘ =
P P
> P P P” ,
%’(17 v7+y7+31)=A3,

et que, désignant les cosinus et sinus de ces arcs par les
lettres c et s affectées des mémes indices et accents que A,
on compose les deux fonctions

s \—c, s+ S,
’
(10) uy={4c—c, wx={4s547
’ !

—+¢—c,, + S5+ 5,

on. démontrera, comme au § XC, i l'aide des rela-
tions (5) et (8), que u, et u, (10) s’évanouissent sur les
trois cdtés (7) du triangle ABC.

Mais ces facteurs (10) ne peuvent étre pris pour ', que
s'ils vérifient I'équation (3) avec une valeur constante de
6®. Et la recherche actuelle se réduit & reconnaitre, comme



PRISMES TRIANGULAIRES PSEUDOREGULIERS. 271

nous allons le\faire; Hesconditions nécessaires pour cette

vérification : car, ces conditions étant satisfaites, tous les
développements des IX®, X¢, XI* legouns s’appliqueront di-
rectement aux facteurs (10), composés avec les arcs poly-
némes (9), comme les facleurs (22) du § LXXXVIII le
sont avec les ares (21) du méme paragraphe; en observant
que les nouvelles coordonnées (P, P, P) vérifient mainte-

nant I'équation (5), au licu de celle (12) du § LXXXVI;
et quc les trois ¢6tés du triangle ABC sont actuellement
représentés par les équations (7). En un mot, il suf-
fira de remplacer les fractions de méme dénominateur

P P P : . R ;
(-;a 5 T)’ par celles aux dénominateurs diflérents
P 2’ P’

0T .
§ CXLVIIL

CONDITIONS D'UN TRIANGLE PSEUDOREGULIER.

Substitnant, dans le premier arc (9), aux rapports
P P P\ : :
(7’ 7 —l;) leurs valeurs (6) en [ m), ni)], et prenant
pour #’ le cosinus ¢, ou le sinus sy, la vérification de I'é-
quation (3) exige que
2m\? '
(1) 2= (;) [(Am—A-pm’ 4-vm"? + (A n+pr' + vn")Y;

¢t pour que cettc valeur de 6* reste la méme, quand on par-
tira de tout autre des ares (9), il faut, essenticllement, que
les [mt), nt)] satisfassent aux identités
(12) { m~rm=m+ np*=m" 4 n",

12 :

m'm” 4~n'n" = m"m—+n"n=mm' + nn'.

< 1ae I .
Soit désignée par — la valeur communc des trois mem-
p
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bres de la premiére (12); on pourra prendre

. m=co:\p, m,=cos\p, m”=cos¢ ,
(13) sin si: ¥ siupxp”
n=—-=y n= y n'= ’
e p F

et, les angles (¢, ¢/, §’) étant quelconques, cette premiére
identité (12) sera vérifiée. Mais la seconde devenant, par
les valeurs (13), .-

(14)  cos(y" — ') =cos (¢ —§") =cos (¥ — ),
il faudra que les angles (¢, ¢/, {/') soient tels que
(15) ¢”~—-¢':: 3, **—-*”:::3-% 2w, *’——*:::6;+:2j'n;

relations ou, J étant moindre que 27, j et j' sont des nom-
bres entiers arbitraires, positifs ou négatifs. Or, si I'on
ajoute ces trois relations (15), la somme des premiers mem-
bres éiant zéro, il faut que [3J + 2 (j + j) 7] soit pareil-
lement nul ; d’on résulte, avecj = o et ) ==—1, pour d la
valeur essenticlle

(16) . 3:::%;.

Ce qui donne aux trois membres du groupe (14) la valeur
' ca .,
commune (— ;); et, 'angle {" restant indéterminé, on

aura
(17) =+ y=y-3

Les identités (12) étant ainsi satisfaites, la valeur con-
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stante (11) deviendra successivement .

- (;:) 108+ 4+97) — (v + 9 +0p)],
(18) 0r =

4=
= — (AN +,,)—..__. L. ,,.*.,,i)
27 - S (g agp (P
par des éliminations faites 4 I'aide de I'équation (8).

V3

. . 2n . 1 .
Puisquel’arc = a pour cosinus — —»y et pour sinus —
9 3 ap° 2’ &P 2’

les angles (17), substitués dans les (13), donnent les rela-
tions

2

1 3— 1 3
m'=——m”+-l—n”, n’:—-—n"—@

2 2 2
desquelles on déduit, par addition et soustraction, les sui-
vantes, qui peuvent les remplacer :

m+m +m”" =0, n+nr+n":=o,
(19) 3

m —m=n"y3, n—n':m"\/g.
Par la substitution des valeurs (6) des (m?, n®), '1@5

deux premiéres (19) sont identiques [ce qui devait étre
d’apreés I'équation (5)], et les deux derniéres devieunent

3 (sin(7+#) + ﬂ) _sin(e—B) Siﬂ['—[(?+ﬁ)],

] V- Iz
sin(9-+B) _sinp _ z(sin(e—B) sin[¢—(9+B)]
i) 9 - (R, sl

Sil’on ajoute ces équations respectivement multipliées par

les facteurs, (Y3 et 4 1) une premiére fois, (— 1 et y3) une
: 18
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scconde)/on'a les'équations de condition définitives

\-‘ sin;9+ﬁ)= \/gsin(s—ﬂ)—sinﬁ

{ 2/
(20) ’ _
' sinf[¢—(¢+B)]___ sin(s—B)+V3sinp
l 2l ’

qui déterminent la forme du triangle cherché ABC, pour

chaque valeur de 5, ou pour chaque orientation de OA,
e¢n donnant, ainsi qu'il suit, I'angle ¢ dompris entre les deux

— — 4
médianes (OA, OB), et le rapport 17 de leurs longueurs.

§ CXLVIIL.

ANGLE ET RAPPORT DE DEUX MEDIANES.

Par le développement des premiers membres, et le chan- .
gement dessignes de la seconde, les équations (20) s’écrivent
ainsi

cos Bsin g+ sinBcosp V3sin (¢ —B) — sin B
] - Y ’

ms(a—ﬁ)sinq;—sin(c-—p)cos-:p __sin(e—B) +t/§sinﬂ.
l - 2l ?

alors, isolant successivement sin ¢ et cos ¢, on a

= 2!

cos ¢

s sine s:_rlnp i V3[sin? (s — B)+sin’5],

sine. I .
( y3[ sin (¢ —B)cos(c — B) —sinBecosB]—sins_
2l :
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et, reconnaissant les’identités' trigonométriques
(22) sin? (s — B) 4+ sin?B =1 —cosscos(s — 28),

sin(¢ — B) cos(: — B) — sin B cos B = cosesin(s — 2f),

on déduit des (21), par I'élimination du rapport ;, la va-
leur importante

V3[1— cos s cos (¢ —2B)] -
V3cosesin(s — 28) —sine

et, par I’élimination de g, l’équation

(23) . tangg =

r_ 3[:— cosecos (s — 2B)]* + [’/_coscsm(:— 2B)—aln¢]’

r 4 sin%e

qui, apreés avoir chassé les dénominateurs, développé et ré-
duit le second membre, fait passer dans le premier le seul

terme au facteur 3, puis divisé par 2, prend la forme
(24) [2l”sin:—|-I’\/gcosssin(c—zp)]sins-
=P[2 4 cos?e— 3coss cos (¢ — 2B)].

~

§ CXLIX. Py
RELATIONS ENTRE LES TROIS MEDIANES.

L]

La figure 26, page 268, montre que la paralléle 2 OP’
menée par le milieu L” de AB, ou P’=1", etla paral-
lele 2 OP” menée par le milieu L’ de AC, ou P/ =17/,
aboutissent et se rencontrent au milieu 9 de AO, ou

= — I. Le triangle L’ O, moitié du parallé]ogramme'
L'INL”0, a_donc ses trois cotés égaux a (I, I/, l"); e
puisque lang]e en O, opposé a I”, est le supplément de q;,
il en résulte
{25) 20l cosg + I = 1""—]".

18.



276 QUINZIEME LEGON.
Or, la seconde! (24)) multipliée par 2/', se met sous la
nouvelle forme

(20 cosg + ) sine = I* Y3 cosesin(: — 2B)

[d’aprés la seconde identité (22)], et, en y substituant a la
parenthése sa valeur (25), on a la premiére relation

(07 —13)sine= P ﬁcoss sin(e — 28),

(26) .
(2724 I'*) sine = £[2 + cos*s — 3cose cos(s — 28)],

laquelle donne la seconde en éliminant de ’équation (24)
le terme au facteur v3.

A Taide de I, seule ligne arbitraire, les deux rela-
tions (26) donneront /' et!”, et par suite les trois cotés :
car, d’aprés un théoréme connu, le triangle BOC donne
2BL + 2 = 41" + 41", dot résulte la premiére du
groupe symétrique

BC = 4[2( + 1) —B),
{ CA = 42 (" + 1) — 1),
(E’:ﬂz(z’-.—rz)—z"’]. ’

9

1l reste a trouver la grandeur de la ligne p, qui entre au
dénominateurdef* (18). Par les équationsde condition (20),
les (m, n) (6) se réduisent a

V3sin (s — p)’ n— \/gsinp .

m=— - -
2/ sing 20 sing’

- . , . 1 .
d’otr résulte, puisque > est la valeur commune des trois
membres de la premiére (13),

3[sin?(e —B)+sin*B]
41sin%¢ ’

'o“‘ -
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ce qui donne, 'd’aprés I'équation (21) en sino, et la pre-
miére identité (22),

p?sin’s = P[1— coss cos (¢ — 2)).

Alors, remarquant que la scconde équation (26) peut
s’écrire ainsi

(P + I'* + I"3) sin?e = 3 P[1 — coss cos (¢ — 2B)],
on obtient définitivement I'expression

2 2
(27) pP= E_'_I';._l_

Avant de passer a la discussion de toutes ces valeurs,
établissons une derniére formule. Les relations (26) étant
prises sous la forme

(12 — 1) /3 sins = 3 & cos sin'(n —28),
38— (P4 U4 I"*)sin’s = 3 cose cos(s — 2B),

on élimine I'angle 3 en faisant la somme de leurs carrés,
ce qui donne d’abord

38— (P 4 V24 I"")sin%c]* 4 3(1"*—I'*)*sin?¢c — gl cos*e = o,
9 -

puis, développant le premier terme, remplagant le coeffi-
cient total de 9Z* par sine, facteur devenu commun, que
I'on supprime, :

gl — 6P (P 4 1"+ 1) 4 (P+ I+ I"Psin*s + (31" — ') =o,
enfin, réanissant et r.éduisant,

(28} (28— (I + P2} B(1" — 13)'= (P I + 1 cos'e,

équation remarquable, dont le développement

GUE 1) — (P 1P - PUY)) = (P 4 I 4 1"?)2cos?s,

est symétrique en (I, ', 1"), comme cela devait étre, et
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qui/régit les)trois médianes du triangle cherché, quelle que
soit son orientation.

‘§ CL.
VARIABILITE DU TRIANGLE PSEUDOREGULIER.

Lorsque la base losange est un carré, ou que, angle ¢
étant droit, sop sinus est 'unité ct son cosinus zéro,

I'équation (23) donne tangp=— V3, ou ¢= -2%’ et les

deux relations (26), ou la seule (28), conduisent a
I'=1'=1. Cest-a-dire que le triangle ABC est équila-
téral, quel que soit . Ainsi quand la forme primitive du
milieu cristallin est un prisme oblique a base carrée, on
peut exprimer par des séries trigonométriques et pério-
diques, le refroidissement par communication d’un prisme,
de méme obliquité, ayant pour base un triangle équila-
téral, et cela, quelle que soit I'orientation de ce triangle.
Mais, lorsque I'angle € du losange n’est pas droit, il résulte
de I’équation (23), et des relations (26), que la base trian-
gulaire du prisme oblique, pareillement traitable, dépend
de 3, ou qu’elle change de forme avec son orientation.
D’aprés la premiére équation (26), les deux lignes (7, i )
ne peuvent étre égales entre elles, que pour les valeurs de 8

. . [ 4

qui annulent sin(e—2(3), lesquelles sont = S et
T 3 -~ o« o, . .

B= -; + > La médiane OA est alors dirigée, soit suivant la

diagonale du losange menée par 'origine O, soit perpendi-
culairement a cette direction, ou garallélement 4 la se-

conde diagonale. Avec I"=17, la seconde équation (26)
donne

quandﬁ:;‘;, l’:(l+ﬁos—'-) Iy

2 — Cuse

) 3 )
‘lllandﬁ::;‘-{-z, =(|—T_%>f’.
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Dans les/deax cas, 7 différe essenticllement de /', en plus
dans I'un, en moins dans I'autre. En un mot, pour ces

deux positions, le triangle ABC est isocéle.
A toutes les autres valeurs de {3, correspondent des

triangles scalénes. Lorsque la médiane OA est dirigée sui-
vantl'un des cdtés du losange, 3 est, ou nul, ou égal i ¢;
les deux carrés (2%, "*) ne sont plus égaux; leur différence

étant I y3 cose, et leur somme 202, d’aprés les rela-
tions (26), ils se partagent les deux valeurs

(1= B,

Le plus grand écart des carrés (', I”*) a lieu pour les
valeurs de 8 qui annulent cos (¢ — 2(3), lesquelles sont

[ T » 3 rayy 3 . L
= > T La médiane OA est alors également inclinée

sur les deux diagonales du losange, et daprés les rela-
tions (26), les carrés ('*, I"?) se partagent les deux nou-
velles valeurs

1:(. + Li@ ! ).
2tang’s 2 tange

§ CLI.
CONSTRUCTION GRAPHIQUE. GENERALE.

Généralement, la direction de la médiane AO étant
donnée sur la base losange, on détermine la forme du
triangle ABC correspondant, par une construction trés-
" simple, qui se déduit des considérations suivantes.

La lettre a désignant, pour simplifier, la premiére des
- trois fractions
2l'sing _ l{1—cosecosie — 28)]  o'sins

V3 sibe 3

(29)
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la constante'de1'éxponenticlle étant ainsi composée,

e =410+ C ()
. 14

‘et le facteur u’, fonctionde (x’, y'), vérifiant I'équation

' d'u  du
(3) ] m-l—w_{_e’u':O.

Avec i/ nombre entier, la série V (2) exprimera le refroi-
dissement, par communication, d’un prisme oblique, com-
pris entre les plans (2’ = o, 2’ =A'), si le facteur ©’ s’an-
nule sur le périmétre de sa base. v

Ici, les coordonnées (x’, y') sont obliques, ct il s’agit
de chercher, pour quelle base triangulaire, le facteur #’
s’exprimera de la méme maniére que pour le riangle équi-
latéral lors des coordonnées rectangulaires. Nous appclons
pseudorégulier tout triangle satisfaisant a cette coinci-
dence, et nous désignons par la méme épithéte le prisme
correspondant, pour le distinguer des prismes triangulaires
1
4

par des séries d’une origine différente.

1 .9 .
S etzde la XTI° lecon, dont le refroidissement s’exprime

§ CXLV.

NOUVELLES COORDONNEES P,

Soient ABC le triangle cherché, O son centre de gra-
vité, (32, 37, 31") les longueurs de ses-trois médianes,
(OP, OP’, OP”) lcurs directions prises pour axcs. Les
paralléles aux trois cotés menées par un point intérieur,
déterminent sur ces trois axcs, des intersections dont les
distances a l'origine O sont désignées par (P, P/, P”).
Ces coordonnées particuliéres, positives vers les cotés, né-
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Cela poséy le point M/, aux coordonnées (x', y'), appar-
tenanta lamédiane OA, soit M”, aux coordonnées (z”, y’),

le point symétrique de M’, par rapport a la diagonale
du losange menée par l'origine O, comme I'indique la

on aura : " =y, y” = &/, et conséquemment

"

x  sin(e—B) ¥

(34) Yy __ sinf x

La diagonale NQ, du parallélogramme M"NOQ, aura pour
€équation '

X’ " X’sin(e—B)  Y'sinf
ZE7F=0 % ane=p) ysmg

(35)

Or, d'aprés (34)lesdeux dériominateurs x”sin (e—f3),y” sin 3,

sont égaux, donc le c61é BC (31) sera paralléle i cette dia-
gonale. ’ '

Ainsi, prenant, sur le pr;)lon;;ement de AO, la lon-
gueur OL égale 2 la seule ligne arbitraire /, puis
OA = 2 OL, on aura le sominet A, et la paralléle LR & NQ

donnera la direction du co6té BC. Or cette droite BC étant
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-et I'élimination'des (X Y)Odonne au groupe (4) la forme
suivante

(6)

_sinfp+p) sinp  sin(:—p) sin[c—(p—+f))
l 2l 2+ 2l {

’

=Y

sin¢ sin ¢

=mz' +ny’,

P

== .

sin(p+8)  sinp . _ sin(e—B) sin[s—(p+ B)]
21l 4 4 2/

.Z" ’
sing + sin ¢ 4

. ’
=P7=m’x’+n’y" .
sin(p+p) sinf sin(s — ) sin[s — (¢ + B)]
2l LY 2l 21
- '+ -
sing sing

’

y

4
—_ " oI,
=g=mz ~+ "y

les (m(, n¥)) désignant, pour simplifier, les coefficients de
(x'y ') dans ces trois équations.

Fig. 27.

§ CXLVIL
FACTEURS ' DES PRISMES PSEUDOREGULIERS.

Cela posé, avec le systtme des coordonnées P!/, les
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construction'précédente aux_cas extrémes du §CL, on re-
trouve leurs propriétés spéciales.

§ CLIL.

APPLICATIONS ET VERIFICATION.

L ]

Si la médiane OA est dirigée suivant la bissectrice de
I'angle ¢, le point M étant lui-méme son symétrique, LR
est paralléle a laseconde diagonale, et conséquemment per-
pendiculaire 4 AO, le triangle ABC est donc isocéle.

Fig. 29.

AT=~<
] ~.

Si la médiane A0 est paralléle a la seconde diagonale du
losange, LR Dest 4 1a premiére; le 416 BC est conséquem-

ment perpendiculaire a2 AO, et le triangle est encore iso-
céle. o

. Fig. 3o.

Am~s
S
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nous allons/1¢/fdire) lesl conditions nécessaires pour cette

vérification : car, ces conditions étant satisfaites, tous les

développements des IX®, X¢, XI* legons s’appliqueront di-
rectement aux facteurs (10), composés avec les arcs poly-
némes (9), comme les facteurs (22) du § LXXXVIII le
~ sont avec les ares (21) du méme paragraphe; en observant
que les nouvelles coordonnées (P, I”, P”) vérifient mainte-
nant I'équation (5), au licu de celle (12) du § LXXXVI;
et que les trois ¢otés du triangle ABC sont actuellement
représentés par les équations (7). En un mot, il suf-
fira de remplacer les fraciions de méme dénominateur
(P |

it —’_—)a par celles aux dénominatcurs diflérents

P P’ Pll
(7’ r 1—)
§ CXLVII.

CONDITIONS D'UN TRIANGLE PSEUDOREGULIER.

Substituant, dans le premier arc (9), aux rapports
(P P P\

T T ) leurs valeurs (6) en [ m/), nti], et prenant

pour « le cosinus ¢, ou le sinus s,, la vérification de 1'é-

quation (3) exige que
2
() = (2?") [(Am—A-pm’ 4=vm” 4+ (A n+pnr' +n")%;

ct pour que cette valeur de 6* reste la méwme, quand on par-
tira de tout autre des ares (9), il faut, essenticllement, que
les [mV), nt)] satisfassent aux identités
( ) { m* 42 =m' + n"*=m" 4 n",

12 A

m'm” 4+n'n" = m"m-+n"n=mm' + nn'.

. 1 1 .
Soit désignée par — la valeur commune des trois mem-
’ p
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une position’ queleorique‘dé lamédiane OA. Ei, en effet, la

Fig. 33.

[ 3
.

7

N\,
\, J
)f
~ \\
/

N

R
x

diagonale NQ fait avec 1'axe des ' I'angle B, tandis qae AO

fait actuellement avec le méme axc I’angle complémentaire
(g — ﬁ) : LR est donc perpendiculaire a la médiane. De
plus, les points (A, D) se confondant, le triangle ROD est
hémi-régulier, et I'angle en D est ; de la résulte que, dans
le quadrilatére inscriptible DORB, la diagonale OB fera

avec BC le méme angle %, et conséquemment avecOL I’angle

;—;'c’est-é-dire que le triangle rectangle OBL sera hémi-

régulier ; on aura donc OB ou 2 7 égal 4 dcux fois OL oul,
ouenfin? =1

| § CLIIL
CARACTERE DISTINCTIF DES PRISMES PSEUDOREGULIERS.

Il importe de remarquer que, pour le méme angle ¢, ou
pour le méme losange, toutes les variations de forme du
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stante (1't) deviendra succeéssivement

2n\ . N
= (22) 1 ) =+ ),

9r
4=

__2__72 2 2 2) ¥ (3 2
= g e ) = (e )

(18)r =

par des éliminations faites a I'aide de I’équation (8).

V3

. . on 1
Puisquel’arc =- a pour cosinus — —» et pour sinus ‘—
9 3 2 o 2 P 2’

les angles (17), substitués dans les (13), donnent les rela-
tions

l " ﬁ ” — l ﬁ

m=—-m’" — —n", n=—-n"4+"—m",
2 2 2 2
1 3 T, 3
m:=___m”+‘/_n//’ n/=__n:_\/_mll,
) 2 2 2

desquelles on déduit, par addition et soustraction, les sui-
vantes, qui peuvent les remplacer :

(19)

m+m+4+m’'=o0, n+4+n+n":=o,
; m —m=n"y3, n—n’-.:m"\/g,
Par la substitution des valeurs (6) des (mY), n0), les

deux premiéres (19) sont identiques [ce qui devait &tre
d’aprés I'équation (5)], et les deux derniéres devieunent

] 2 v ] ’

in(g + .) sinff sin(¢e—B) sin[e—(p+ B)]
fme_P___l,_ _@( b, I :

V3 (sin(cp-{-—#) + ﬂtl_ﬁ_) __sin(e—B) sin[c;(?+ﬁ)]

Sil’on ajoute ces équations respectivement multipliées par

les facteurs, (V3 et + 1) une premiére fois, (— 1 et y3) une
: ‘ 18
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THEORIE DE LA FORMATION DES CRISTAUX.

Explication physique de la cristallisation, fondée sur I'existence des vibra-
tions. — Faits principaux. — Lemmes. — Partage du liquide cristallin en
concamérations polyédriques. — Explication des facettes secondaires, et
de leurs associations.

§ CLIV.

EXTENSION AUX CRISTAUX DIAPHANES.

Les propriétés intégrales, exposées daus les lecons précé-
dentes, ne sont rigoureusement établies, que pour les so-
lides athermanes. Mais on congoit (ue ces propriétés
peuvent étre étendues aux cristaux diaphanes. En effet,
’expérience parait indiquer que la chaleur rayonnante qui
les traverse, n’éprouve de perte réelle qu'a I'entrée et a
P’émergence. S'il en estainsi, un élément parallélipipédique
intérieurrayonnera, toutes choses égalesd’ailleurs,la méme
quantité de chaleur, qu’il soit éloigné des faces du cristal,
ou qu’il soit trés-voisin de 'une d’elles. On pourra donc
adopter, pour lui, la loi du rayonnement & lasurface, c’est-
a-dire admettre que, dans le temps dt, il perdra par rayon-
nement une quantité de chaleur égale au produit de dr
par son volume dxdydz, par un certain pouvoir émis-
sif £, et par I’excés de sa température actuclle W sur celle
de I'enceinte prise pour zéro.
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et, reconnaissant les'identités trigonométriques

sin? (¢ — B) 4 sin’f = 1 —cosecos(e — 28),
(22) sin(s — B) cos (e — B) — sin B cos B = cosssin(¢ — 28),

on déduit des (21), par I'élimination du rapport ;, la va-
leur importante

V3[1— cosecos (s —2B)]

23 tang o = —
(23) ' 8¢ V3coscsin(s—2p)-—-sins,

et, par I’ 'limination de ¢, l’équation

3

__3[1—cosecos (e —2B)]' + [ﬁcoscsm(e— 2 fi) ——sme]
F . 4 sin’e

qui, aprés avoir chassé les dénominateurs, développé et ré-
duit le second membre, fait passer dans le premier le seul

terme au facteur y3, puis divisé par 2, prend la forme

(24) [21”sinc+l’\/gcosssin(:—zp)]sine‘
' =I’[2—|—cos’a——3cosecos(e—-—2&)].

§ CXLIX. PN

RELATIONS ENTRE LES TROIS MEDIANES.

La figure 26, page 268, montre que la paralléle a oP’
menée par le milieu L” de AB, ou P”"=1", et la paral-
lele a OP" menée par le milieu L’ de AC, oa P/ =1,
aboutissent et se rencontrent au milieu 9 de AO, ou
P = — . Le triangle L’ O, moitié¢ du para]lé]ogramme’
L'OUL”0, a donc ses trois cdtés égaux a (1, V', U"); e
puisque 'angle en O, opposé & I, est le supplément de q;,
il en résulte
(25) 20l cosg + B = 1" — [

18.
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§ CLV.
FAITS PRINCIPAUX.

Une plus longue discussion, sur la constitution inté-
rieure des milieux pondérables, établirait plus rigoureu-
sement la coexistence, et la séparation nécessaire, de
I'échange direct de chaleur entre molécules voisines, et de
la perte par rayonnement. Mais nous supprimerons ces
développements, et d’autres encore, dans une legon, dont
le seul but est d’esquisser une théorie physique de la for-
mation des cristaux. Cette théorie s’appuie sur deux faits
principaux, et sur un principe hypothétique que d’autres
faits rendent trés-probable.

Premier rarr princairaL. Une dissolution saline con-
centrée, qui se refroidit lentement, sans agitation, ni cou-
rants intérieurs, dépose le sel en cristaux de forme régu-
ligre. L’expérience prouve que, si le liquide est agité, ou
qu’il se refroidisse rapidement, la cristallisation est con-
fuse.

Seconp rarr principAL. Le sel est uniformément ré-
pandu dans tout le volume du liquide, de maniére & pou-
voir se résoudre en cristaux dans un lieu quelconque de ce
volume. On connait cette expérience, d’une dissolution
saturée, introduite chaude dans un tube, qu’on ferme
ensuite par une pointe effilée, et qui cristallise en masse,
quand on casse la pointe du tube refroidi. Cette expérience
prouve le fait énoncé, et indique, en outre, qu'un ébranle-
ment peut étre la cause déterminante de la cristallisation.

Ces deux faits justifient, en quelque sorte, la dénomina-
tion de liguide cristallin, que nous donnerons a la disso-
lution saline concentrée.

iq
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Avant d’énoncer le principe hypothétique adopté, deux
digressions, ou plutdt deux lemmes, sont nécessaires.

-§ CLVI.

PREMIER LEMME.

Lorsque I'on cherche & établir les lois qui doivent régir
les vibrations d’'un milieu élastique, dans lequel I'élasti-
cité est constante pour toutes les directions, on arrive,
entre autres, 4 une équation aux différences partielles de
la forme

, .
(5) a’(g+§;—;+({;—;)=9’%{,

p* représentant la densité, a* un coefficient d’élascité.
Cette équation régit deux fonctions différentes, 'une est la
dilatation cubique, I'autre une sorte de potentiel de 1’élas-
ticité. Les projections du déplacement moléculaire étant
représentées par (u, v, w), la dilatation cubique est
du  dv | dw\ o .
(E + 5t Z) ; c’est la premiére fonction F. En outre,
s'il s’agit de vibrations avec changement de densité, ou
dites longitudinales, les (u, v, w) sont les dérivées en
(x,, 2) d’'une méme fonction F, qui doit aussi vérifier
"équation (5); c’est cette seconde fonction que j’appelle
potentiel de I'élasticité. Si 1'élasticité est changeante avec
la direction, on peut établir, comme pour la chaleur, que
I’équation générale prendra-la forine
(6) A‘§+B’Z;—5+C’%=p’%’£
en coordonnées obliques.
Cela posé, on fait voir, sans grande difficulté, que, lors
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des vibrations, 'le concours 'de deux systémes d’ondes, les
unes directes, les autres réfléchies, partage le milieu en
concamérations polyédriques, vibrant & I'unisson, et sé-
parées par un résean de surfaces planes. Alors 8'il s’agit de
trouver la loi intégrale du mouvement vibratoire de 'une
de ces concamérations, il faut intégrer convenablement
I'équation (6).

A cet effet, on compose le potentiel F, d'une somme de
termes simples '

(7) | F= SMUcos[On;‘J,

ou le facteur U, fonction de (x', 5/, z’), est lui-méme la
réunion de plusieurs termes -partiels, trigonométriques et
périodiques, correspondant au méme paramétre 0, et telle-
ment choisis, que I'une des dérivées de U, ou une somme
linéaire de ses trois dérivées, s’annule & la surface du po-
lyédre, afin d’exprimer que les molécules de cette surface
n’en sortent pas. Puis on détermine le coeficient géné-
ral M, de telle sorte que, pour = o, on ait

(8) : S MU = f,

f étant P'état initial de la fonction F.

Le probléme d’analyse 4 résoudre est identiquement le
méme que celui de la question relative i la chaleur, étu-
diée dans les dix lecons précédentes, et ses applications
spéciales sont aussi les mémes, & quelques changements
prés, dans les signes des termes partiels, et dans I'emploi,
ou des cosinus, ou des sinus. On pourra donc traiter, de la
méme maniére, 1’état vibratoire de tous les polyédres que
nous avons considérés, et dont le refroidissement s’exprime
par des séries trigonométriques et périodiques, non-seule-
ment quand leur surface est entretenue i une température

19.
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fixe, mais aussi quand cette méme surface est imperméable
a la chaleur, ou sans flux. Cette communauté des deux
solutions constitue le premier lemme.

§ CLVIIL

SECOND LEMME.

Il résulte d’une belle suite d'expériences directes, due &
M. Despretz, que 'échauffement d’un liquide par en haut,
et son refroidissement par en bas, en évitant le plus possi-
ble tout courant intérieur, paraissent s'opérer suivant les
mémes lois que I'échauffement et le refroidissement des
solides. On peut admettre, d’aprés cela, qu'un liquide cris-
tallin se conduit, relativement a la propagation de la cha-
leur, comme s'il était solide. C’est-a-dire que, pour lui,
I’équation qui régit la température est la méme que pour
le milieu cristallisé, avec la seule différence de grandeur du

. ra . .
coefficient k = ra On congoit, en effet, que si I'on cherche

a établir I'équation générale de la chaleur dans le milieu
liquide, Jorsque ses molécules ne se déplacent pas, on sera
conduit aux mémes conséquences, a la mémesthéoric de la
conductibilité, soit constante, soit changeante avec la direc-
tion, que pour un milieu solide.

Pareillement, si I'on cherche a établir les équations qui
doivent régir les vibrations dues a 1'élasticité du méme
liquide cristallin, lorsque ses molécules ne font qu’osciller
autour de leurs positions d’équilibre, on sera encore con-
duit aux mémes conséquences, a la méme théorie de 1’élas-
licité, soit constante, soit changeante avec la direction, que
pour un milieu solide. Il n’y aura d’autre difiérence que
dans la grandeur absolue des coefficients, qui pourront
conserver les mémes rapports, en obéissant aux mémes
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lois. C’est/ainsi. que’certaities propriétés des cristaux so-
lides, telles que le pouvoir rotatoire des plans de polarisa-
tion, se retrouvent dans les dissolutions du méme sel.

Cetie extension des deux solutions, au liquide cristallin,
constitue le second lemme. La, comme dans le premier, les
lois du refroidissement, ct celles de 1’état vibratoire, se¢
superposent en quelque sorte. Mais, il y a cette diflérence
remarquable, que, pour la chaleur, l'intégrale par série
périodique n’a rien d’essentiel, et n’est qu’accidentelle;
tandis que, pour les vibrations, cette forme périodique cst
exigée par 'existence de concamérations identiques, vibrant
a l'unisson. Cette derniére nécessité, parait indiquer que
la forme polyédrique des cristaux naturels, est le résuliat
d’un phénoméne de vibrations.

§ CLVIIL

PRINCIPE ADOPTE.

Regardant cette indication comme une preuve, nous
adopterons pour principe, que la dissolution saline con-
centrée, ou le liquide cristallin, sc partage, dés Uabord,
en concamérations polyédriques, par Ueffet des vibra-
tions. Les causes de ces vibrations, ou ces vibrations elles-
mémes, ne seraient-elles autres que la chaleur? Clest ce
que nous nc déciderons pas. D’ailleurs, a la surface libre
de la dissolution saline, la couche de liquide pur qui s’éva-
. pore, abandonne violemment les molécules de sel qu'elle
contenait, lesquelles refluent dans la masse; et voila une
cause trés-admissible d’ondes directes. La surface libre, et
plane, serait alors le lien de ventres de vibration.

On peut appeler hypothétique, le principe que je viens
d’énoncer, jusqu’a ce qu'on soit forcé de reconnaitre, que
la forme polyédrique des cristaux naturels, signale 'exis-
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tencé/primordidle des vibrations, dans le phénoméne de la
cristallisation, avec la méme certitude que le sable dessi-
nant des ligues nodales sur les surfaces vibrantes.

§ CLIX.

THEORIE PHYSIQUE.

Si I'on rapproche les diverses parties du Cours actuel, de
la définition du liquide cristallin, qui résulte des deux
faits principaux, et que 'on adopte le principe précédent,
étayé par les deux lemmes, on construit facilement une
explication physique de la formation des cristaux, quelle
qu’en soit Ja complication.

Soit pris pour exemple le cas d'un sel dont la forme pri-
mitive est un parallélipipéde obliquangle. Le liquide salin
s’est partagé, dés I'abord, e¢n concamérations, ou en élé-
ments parallélipipédiques, sous I'influence primordiale
des vibrations. Dans chacun de ces éléments, maintenant
limités, les molécules salines vont en se rapprochant de
plus en plus vers la solidité. Ces éléments sont séparés par
des couches de liquide pur, ayant la température de la dis-
solution, que I’on peut regarder comme fixe, a cause de la
lenteur nécessaire du refroidissement général. Ces couches
liquides, d’abord infiniment minces, peuvent augmenter
progressivement d'épaisseur. Enfin, ceux des éléments qui
sont dans le voisinage de la masse déja cristallisée, obéissant
a son attraction, locale et plus puissante, lui donnent une
nouvelle couche, en abandonnant plus complétement leur
réseau liquide.

Chaque volume élémentaire, d’abord suréchauflé par les
premiers progrés de la solidification, se refroidit ensuite
comme s'il était isolé, et suivant les mémes lois que s’il
faisait partie du milieu cristallisé, sa surface étant entrete-
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nue a la température-a trésspeu prés constante du réseau
liquide qui I'entoure. Le dépdt cristallin ne s’opére que
quand le refroidissement des volumes élémentaires est par-
venu a un certain degré.

Remarquons que, dans cette maniére trés-simple de con-
cevoir le phénoméne de la cristallisation, le liquide pur,
ou qui ne contient que d’antres sels, peut se mouvoir libre-
ment dans les cloisons du réscau de séparation ; que méme
les volumes élémentaires, a demi solidifiés, peuvent se
mouvoir de toutes piéces, mounter ou descendre, sans que
les lois de leur refroidissement ¢n soient notablement
changées : car, c’est comme si, lors du refroidissement d’un
solide dans la glace fondante, on le faisait voyager dans le
bain qui I'entoure.

§ CLX.

FACETTES SECONDAIRES.

Maintenant, rien n’oblige a supposer que la forme des
volumes élémentaires soit pargout et toujours la méme,
celle du parallélipipéde aux faces primitives. On congoit
que la rapidité plus ou moins grande de ’évaporation, que
P'acuité des vibrations originelles, que la forme des parois,
que celle des cristaux déja formés, puissent occasionner le
partage en volumes élémentaires d’une autre forme. On
sait qu'en immergeant, dans la dissolution saline concen-
trée, un premier cristal d’'une certaine forme, il grossit en la
conservant; preuve de I'influence d’une partie des parois.

Ainsi, il pourra. exister des volumes élémentaires ayaut

[ { 1

. . .ot
la forme des prismes triangulaires iy des tétraédres 5’

2—k, ou de tout autre polyédre dont la périodicité est pos-

sible. Ces nouveaux volumes. élémentaires , parvenus au
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degré de refroidissement on de solidité convenable , se dé-
poseront sur le cristal formé, en donnant une de leurs
faces a ce cristal ; c’est-a-dire, ou des faces primitives,
ou des faces tangentes. Ces derniéres pourront méme
exister seules. D’ou résultent, le prisme secondaire aux

. Lo < X
faces latérales tangentes avec les prismes triangulaires -,
I'octaédre et le dodécaédre rhomboidal avec les tétrae-
1 . . . . e.e N
dres x4 On explique ainsi les faces primitives, les facettes

tangentes sur les arétes, les formes secondaires correspon-
dantes des cristaux naturels.

Puis, comme nous avons démontré, pour la premiére fois
dans ce Cours, qu’il existe des volumes élémentaires en
nombre infini d’une autre forme que ceux a faces primi-
tives et tangentes, lesquels satisfont aux conditions de la
périodicité, on expliquera, de la méme maniére, a 'aide
de cette extension nouvelle : les faceties non tangentes sur
les arétes; les troncatures tangentes, semitangentes ou non
tangentes sur les sommets; les associations de certaines
facettes sur les arétes et sur les sommets; les octaédres et
les étraédres pseudo-primitifs , ainsi que leurs facettes ; les
faisceaux de prismes tnangulalres et hexagonaux, régullers
ou pseudo-réguliers.

Remarquons, enfin, qu’a chaque dépdt de volumes élé-
mentaires sur la masse déja cristallisée, la forme des. parois
subit, par ce dépét méme, une modification qui peut dé-
terminer un partage différent du liquide, ou de nouvelles
formes de volumes élémentaires.

§ CLXI.
ASSOCIATIONS DE FACETTES.

Les associations de facettes et de troncatures peuvent éire
établies, ou expliquées, de deux maniéres différentes. Rap
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pelons d’abord quecles lois du refroidissement, et celles de
état vibratoire, d’un polyédre élémentaire, sont régies par
les deux équations

&V &V &V dv
18 Y 2 & 7 2 -
ANt O =k
. ¢F  pd@F L 4F_ &F
N TR B o+ Cm =t

et que les intégrales de ces deux équations peuvent étre
exprimées, en quelque sorte parallélement, comme il
snit :

ot
(9) V=SMUc "R

(10} F= S MUcos[ne g],

la fonction U étant composée de termes de la forme

cOS oy N ,
x o) 3\
(x1) ou [1:‘()—-1—;1.—-{-1‘—)]
sin A B C

correspondant au méme parameétre -
07 =)\ 4 pi 47,

et tellement réunis, que cette fonction U, ou une somme
linéaire de ses dérivées, s’annule a la surface du polyédre
élémentaire.

La détermination générale du coeflicient M indique que,
si I'éiat initial le permet, 'une ou I'autre des deux inté-
grales (9) et (10) pourra se réduire 4 un seul terme. Dans
tous les cas, c’est-a~dire quel que soit I'état initial des tem-
pératures, vers la fin du refroidissement du volume élé-
mentaire, un instant avant son dépodt sur la masse cristal-
lisée, les termes de I'intégrale V (g) correspondant aux
grandes valeurs dec 6* auront perdu toute importance, par
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suite de la grandeur de Pexponentielle qui passe au déno-
minateur, et il ne restera plus d’influents qu'un ou deux
termes, correspondant i la moindre, ou aux deux moindres
valeurs de 6*. Quant a la fonction intégrale F (10), elle
peut se réduire, non-seulement a un seul terme, ou i une
seule valeur de U, mais méme a un seul des termes par-
tiels (11). Alors le volume élémentaire, ou la concaméra-
tion, est une lame indéfinie a faces paralléles, comprise
eentre les deux plans

x ry' 2/ = 0,
p - = e
(12) ATEET TS =g+,

U . ceo (2041
)% étant, ou un nombre entier, ou la moitié (—;—-) d’un

impair, suivant la ligne trigonométrique qui doit s’an-
nuler.

Ccla posé, si le polyédre a des faces de diverses natures,
primitives, tangentes ou non tangentes, sur les arétes ou
sur les sommets, quand son refroidissement, ou sa solidifi-
cation, auront atteint le degré convenable pour qu’il puisse
se joindre a la masse cristallisée, il pourra s’y déposer de
maniére i donner au cristal 'une ou I'autre de ses faces.
Si donc les volumes élémentaires ont tous la méme forme,
lenr dépét pourra cependant varicr, de telle sorte que les
facettes données au cristal soient des natures diverses qui
composent leurs surfaces. C’est le genre d’association que
uous avons eu en vue dans les Legons précédentes.

Mais il peut exister a la fois des volumes élémentaires
de diverses formes, pourvu qu'ils correspondent a la méme
suite de valeurs du paramétre 6, ou que I'acuité des vibra-
tions qui ont déterniiné le partage du liquide cristallin,
soit la méme pour tous; en un mot, pourvu qu'ils soient
concordants. Ei, circonstance remarquable, s’ils sont con-
cordants, sous le point de vue des vibrations, ils pourront
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étre paralléles) sous celuideda chaleur; c'est-a-dire que
leurs températures initiales étant les mémes, ils se refroi-
diront parallélement, et atteindront, i la méme époque,
le degré final de température ou de solidité. Or, cette exis-
tence simultanée, de volumes ¢lémentaires diflérents, mais
a la fois concordants quant aux vibrations, paralléles
quane® aux températures, peut expliquer une multitude
d’associations.

§ CLXIL.
ASSOCIATIONS PAR CONCORDANCE.

En effet, comme couple de troncatures, la lame indéfinie
comprise entre les plans (12) peut éwre désignée symboli-
quement par la parenthése (1, g, v); or, elle sera concor-
dante avec une autre lame (¥, ¢, '), si 'on a

Wi pl V=0 2

Donc, lorsque les deux troncatures correspondantes se ren-
contrent sur un méme cristal, on peut expliquer leur asso-
ciation, par la coexistence originellede lames élémentaires
des deux espéces, dans le liquide cristallin.

Pour indiquer commodément plusieurs exemples de ce
nouveau genre d’association, désignons la troncature ou la
lame (2, g, v): 1° par Pr (face primitive), quand v =a,
etp = 0;2° par & (A, n) (facette sur arétes), quand v = o;
3° par «b (1, 1) (facette tangente sur aréte) si, v étant nul,
pégale 25 4° par S (1, p, v) (troncature sur sommet), quand
les trois nombres existent; 5° par S (1, 1,1) (troncature
tangente sur sommet), si v = p =A. Généralement, quand
les nombres subsistants ont un facteur commun, on peut
le supprimer.

Avec cette notation, on écrit la feuille A, qu’il sera facile:
d’étendré et de compléter.- .
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§ CLV.
FAITS PRINCIPAUX.

Une plus longue discussion, sur la constitution inté-
rieure des milieux pondérables, établirait plus rigoureu-
sement la coexistence, et la séparation nécessaire, de
Téchange direct de chaleur entre molécules voisines, et de
la perte par rayonnement. Mais nous supprimerons ces
développements, et d’autres encore, dans une legon, dont
le seul but est d’esquisser unc théorie physique de la for-
mation des cristaux. Cette théorie s’appuie sur deux faits
principaux, et sur un principe hypothétique que d’autres
faits rendent trés-probable.

Premigr rarr princieaL. Une dissolution saline con-
centrée, qui se refroidit lentement, sans agitation, ni cou-
rants intérieurs, dépose le sel en cristaux de forme régu-
liére. L’expérience prouve que, si le liquide est agité, ou
qu’il se refroidisse rapidement, la cristallisation est con-
fuse.

Seconp rFarr principAL. Le sel est uniformément ré-
pandu dans tout le volume du liquide, de maniére & pou-
voir se résoudre en cristaux dans un lieu quelconque de ce
volume. On connait cette expérience, d'une dissolution
saturée, introduite chaude dans un tube, qu’on ferme
ensuite par une pointe effilée, et qui cristallise en masse,
quand on casse la pointe du tube refroidi. Cette expérience
prouve le fait énoncé, et indique, en outre, qu'un ébranle-
ment peut étre la cause déterminante de la cristallisation.

Ces deux faits justifient, en quelque sorte, la dénomina-
tion de liguide cristallin, que nous donnerons a la disso-
lution saline concentrée.

9
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tares S$(2,'3, 1);'S(6,°3, '2), 'qui se présentent associées a
des faces primitives, dans les deux exemples si simples de
la case 11, soient précisément celles que nous avons citées au
§ CXL, comme formant des prismes traitables, sans I’ad-
dition d’amcune troncature étrangére. Leur existence sur
les cristanx naturels peut donc étre atiribuée, indifférem-
ment, soit an dépdt de prismes secondaires, soit 4 celui de
lames concordantes. D’autres rapprochements signalent,
au contraire, des divergences qui dicteraient le choix a
faire entre les deux causcs. Mais tous ces détails dépasse-
raient le but que nous nous sommes proposé.

§ CLXIIL
RESUME ET CONCLUSION.

En résumé, la théorie analytique de la chaleur, étendue
aunx milieux cristallins, peut exprimer par des séries trigo-
nométriques et périodiques le refroidisscment d'une infi-
nité de polyédres,, quand leur surface est, ou entretenue a
une température fixe, ou imperméable a la chaleur, c’est-
a-dire sans flux. Chacun de ces polyédres peut paver tout
I'espace, de telle sorte que les plans de contact, indéfini-
ment prolongés , ne contiennent que des faces d’éléments
composants.

Par le simple changement de chaque expouentielle,

()
e en cos(®b6-)> .
P

les mémes séries, trigonométriques et périodiques, peuvent
exprimer I’état vibratoire du milieu cristallisé, partagé en
concamérations concordantes, ayant pour forme les mémes
polyédres, quand les molécules de leurs surfaces n’en
sortent pas. Ainsi, il y a identité des solutions analytiques,
relativement aux mémes corps, pour la théorie de I'élasti-
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des vibrations, 'le concoursde deux systémes d’ondes, les
unes directes, les autres réfléchies, partage le milieu en
concamérations polyédriques, vibrant & I'unisson, et sé-
parées par un réscau de surfaces planes. Alors #'il s’agit de
trouver la loi intégrale du mouvement vibratoire de I'une
de ces concamérations, il faut intégrer convenablement
I'équation (6).

A cet effet, on compose le potentiel ', d’une somme de
termes simples '

1) F= SMUcos[On ﬂ,

ou le facteur U, fonction de (x’, y’, 2z’), est lui-méme la
réunion de plusieurs termes ‘partiels, trigonométriques et
périodiques, correspondant au méme paramétre 6, et telle-
ment choisis, que I'une des dérivées de U, ou une somme
linéaire de ses trois dérivées, s’annule a la surface du po-
lyédre, afin d’exprimer que les molécules de cette surface
n’en sortent pas. Puis on détermine le coeflicient géné-
ral M, de telle sorte que, pour ¢t = o, on ait

(8) : S MU = f,

f étant I'état initial de la fonction F.

Le probléme d’analyse a résoudre est identiquement le
méme que celui de la question relative i la chaleur, étu-
dide dans les dix legons précédentes, et ses applications
spéciales sont aussi les mémes, a quelques changements
prés, dans les signes des termes partiels, et dans I'emploi,
ou des cosinus, ou des sinus. On pourra donc traiter, de la
méme maniére, I'état vibratoire de tous les polyédres que
nous avons considérés, et dont le refroidissement s’exprime
par des séries trigonométriques et périodiques, non-seule-
ment quand leur surface est entretenue a une température

: 19.
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1

DIX-SEPTIEME LECON.

REFROIDISSEMENT PAR RAYONNEMENT.

Refroidissement d’un mur, dont les faces rayonnent inégalement. — Termes
simples; détermination des paramétres. — Série totale; introduction et
vérifieation de 1'état initial. — Cas des faces similaires. — Variétés de V’état
initial, et da pouvoir émissif.

§ CLXIV.

CAS GENERAL DU MUR.

Les lecons qui vont suivre ont pour objet d’étudier la
loi intégrale du refroidissement des corps solides de forme
polyédrique, lorsque leurs faces rayonnent la chaleur vers
une enceinte dont la température fixe est prise pour zéro.

Dans ces circonstances, s’il s’agit d’'un milieu homo-
gene et non cristallin, I'équation générale est

&V &V &2V “ dav
(1) =ttt =ty
ol le coefficient & est le rapport( ) du produit du calo-

rique spécifique T’ par la densité A, a la conducublllte
constante g. L’équation a la surface ¢ devient

dv dV dv
(2) (Et—cosi+dy cosn + — = cosc+lV) =o0;

(¢, m, &) étant les angles que la normale extérieure, en
chaque point de o, fait avec les (x, y, z); la conductibi-
20
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lité extérieure | étant le rapport (é), a la conductibilité

intérieure ¢, du pouvoir émissif ¢, en ce point de la sur-
face 0. L’état initial est

(3) Vo=f(z,y7,z)="1.

La fonction intégrale V se compose d’'une somme de termes
simples, vérifiant tous et séparément les équations (1)
et (2), et contenant chacun un coefficient que 'on déter-
miue, de telle sorte que la série totale reproduise la fonc-
tion f (3) lorsque ¢ = o.

Analytiquement, le cas le plus simple est celui d'un mur
solide indéfini, compris entre deux faces rayonnantes

(4) . r=+a, x=—a,

lorsque f ne dépend que de x. Car, tous les points situés
sur un méme plan paralléle aux faces, étant identiques, et
par la position, et parI'état-initial, le seront encore a toute
époque, et la fonction V ne dépendra que de (, t). L’équa-
tion (1) se réduit donc a

v dv
(5) - ==k

L’équation a la surface (2) se décompose en deux autres :
car, la normale extérieure a la premiére face (4) faisant
avecl’'axe des x I'angle zéro, celle a la seconde fait avec le
méme axe l'angle 7; on a donc cosn =o0, cos¢ =o,
dans les deux cas, mais cos{ =+ 1t dans le premier, et
cosf = — 1 dans le second; ce qui donne le groupe-
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quand les/deunx faces rayonnent inégalement, c’est-a-dirc
ont des conductibilités extérieures diflérentes (! et 7).
Enfin, I'état initial, pour t = o, est

§ CLXV.

DETERMINATION DES PARAMETRES.

Tout terme simple, qui doit étre une intégrale parti-
culi¢re de P'équation (5), peut étre pris sous la forme

t
—m?-

(8) Vi=e Ycos(mzx+19),
ou le paramétre m et I'arc complémentaire ¢ sont des con-

stantes. Pour qu'il vérifie les conditions (6}, il faut que
Ton ait

tang(ma+q;)=-’l'-l =tang p,
(9) ’
tang (ma — §) = = tang p’,

P . L3
wetp’ désignant les deux arcs, moindres que -, dont les
2

tangentes reproduisent les quotients de / et de !’ par m.
C'est-a-dire que les arcs (ma + ) et (ma—¢) doivent
étre deux multiples de 7, augmentés de p et p'; ce qui
donne les équations

ma+Y=jr4p, ma—y=jn+p;

) .
d'oti 'on déduit, en remplagant la sommede (j + j') 7 des
deux multiples par un seul, /7, el observant que le com-
plément ¢ peut étre augmenté de j' =, sans changer la va-
20.
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nue 2 la\température a trés=peu prés constante du réseau

liquide qui 'entoure. Le dépdt cristallin ne s’opére que
quand le refroidissement des volumes élémentaires est par-
venu a un certain degré.

Remarquons que, dans cetie maniére trés-simple de con-
cevoir le phénoméne de la cristallisation, le liquide pur,
ou qui ne contient que d’autres sels, peut se mouvoir libre-
ment dans les cloisons du réseau de séparation; que méme
les volumes élémentaires, a demi solidifiés, peuvent se
mouvoir de toutes piéces, mounter ou descendre, sans que
les lois de leur refroidissement en soient notablement
changées : car, c’est comme si, lors du refroidissement d’'un
solide dans la glace fondante, on le faisait voyager dans le
bain qui I'entoure.

§ CLX.

FACETTES SECONDAIRES.

Maintenant, rien n’oblige a supposer que la forme des
volumes élémentaires soit paggout et toujours la méme,
celle du parallélipipéde aux faces primitives. On congoit
que la rapidité plus ou moins grande de I’évaporation, que
I'acuité des vibrations originelles, que la forme des parois,
que celle des cristaux déja formés, puissent occasionner le
partage en volumes élémentaires d’une autre forme. On
sait qu'en immergeant, dans la dissolution saline concen-
trée, un premier cristal d’une certaine forme, il grossiten la
conservant; preuve de l'influence d’'une partie des parois.

Ainsi, il pourra. exister des volumes élémentaires ayant
la forme des prismes triangulaires ia %» des tétraédres %’

l 1 . . . ’
2%’ ou de tout autre polyédre dont la périodicité est pos-

sible. Ces nouveaux volumes. élémentaires , parvenus au
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phiquement/'les dugmenits' | & »',) et les produits am,, qui
correspondent a tous les entiers 7.

Flg. 34.

'F}
t o d

A l'exception de A, les divers points marqués sur I’axe
vertical des y, et sur I’axe horizontal des x, sont désignés
par leurs distances 4 I'origine O. Dans le faisceau des trois
courbes, la moyenne, que nous appellerons diamétrale,
passe par les milieux des cordes horizontales qui abou-
tissent aux deux autres. Ces derniéres ont pour équations
(13) al __al

! r= angz” 7 mngx;




310 DIX-SEPTIEME LEGON.

elles coupent I'axe des x an méme point ;: et s’approchem
asymptotiquement de 1'axe des y. Leur construction par
points est indiquée : la paralléle aux x, menée par I'extré-
mité d'unie ordonnée O__y, coupe les verticales élevées
en al et al', aux points L et L'; les hypoténuses OL, OL’,
tracent sur le quart de cercle de rayon 1 dont le centre
N T
esten O, deux points, M, M'; les arcs AM, AM/, étant dé-
veloppés sur y 1L, y 9L, les points I, O/, appartiennent
aux deux courbes (13), et le milieu D de I 2 la dia-

métrale,
D’aprés cette construction, p et p’ étant les abscisses

de L et I, la moyenne é (p+p') sera celle de D, et

P’on aura une solution de I'équation multiple (11), si I'or-
donnée commune, qui sera alors am (10), surpasse cette

moyenne d’un maltiple de §~ Donc, la diamétrale étant tra-

» - . . P’ .
cée, par tout point, i~ de I'axe des y, on ménera une
droite inclinée a 45°, laquelle coupera la diamétrale au
{ q p
. . I
point D;, dont I'ordonnée sera am;, et I'abscisse - (; +- /).

Cette détermination graphique montre clairement que
les augments i et p' changent avec i. Et, puisque les en-
tiers Z sont en nombre . infini, il existe pareillement une
infinité de couples (m, ¢) (10), tous inégaux, lesquels
donnent autant de termes simples V, (8), satisfaisant aux
conditions (6).
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§ CLXVL

TERME SIMPLE, ET SERIE TOTALE.

Pour simplifier, désignons par la lettre {.‘, surmontée
d’un point, 'arc in augmenté de g, les équations (10) de-
viendront

(14) ma:é—i—"—, _¢=P_F

et, dans le terme simple (8), écrit ainsi

...m’i

(15) . V,=Xe

le facteur X admettra indifféremment les deux expressions

(16) X=cos(mz+‘;'__2__".) =cos[f':(z‘+a)—2:,,'(z—a) .

On voit, plus directement, par la premiére, que ce facteur
vérifie I’équation différentielle.

’ d?
(17) E)’{ +mX=o,

par la seconde, qu'il se réduit, sur les deux faces du
mur, a

(18) X,e=cosp, X_o=cosj;

et, comme sa dérivée, qui peut pareillement se mettre sous
la forme ’

(19) dx:.-—-msin[‘;(x-‘-a)-'-yl(x—a)]

dx 2a



312 DIX-SEPTIEME LEGON.
L
devient, sur les deux, mémes faces,

dX . dX .,
(20) o= +‘=—msmp, o _.=+msm,u,

on constate, qu’avec les valeurs de / et Z’déduites des équa-
tions (9), ona

dX ' dXx ,
(21) (-l_l-;+1x)+¢—o’ (:it—-_l X)—‘—O.

C'est-a-dire que le facteur X (16) donne bien, au terme
. simple (15 ), la propriété de satisfaire aux conditions (6).

" D’aprés cette vérification, si 1'état initial f(x) se réduisait

a la premiére expression (16), m étant 'un des paramétres

trouvés, la fonction V cherchée serait V, (15). Lorsque

I’état initial n’est pas ainsi réduetible, 1'intégrale générale

t
. —m'=
(22) V=2MX¢ k

doit réunir toutes les intégrales particuliéres V, (15) res-
pectivement multipliées par autant de coefficients M, coeffi-
cients qu’il faut déterminer, de telle sorte que, pour ¢ = o,
on ait identiquement

(23) Y MX =£(=).

Procédons directement a cette détermination.

§ CLXVII.

PROPRIETES DES FONCTIONS SIMPLES.

Soient X ct X' deux facteurs (16) différents, ou corres-
pondant a deux paramétres distincts m ct m’, le premier
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vérifiant le groupe composé de 'équation (17) et des condi-
tions (21), le sccond vérifiera le groupe homologue

’ /] '
S LX 4 wrxi—o,
; ax’ ,
(24) ‘ (E + X >+._(3,
’
(dzx—l'X') =o0;

a

et le rapprochement de ces deux groupes produira, par
combinaison, ce troisiéme

, X &X'

(m"—m’)XX’:X E—XTI;,
: ' ,dX dX\'
(25) (X el S +a._o,
,dX dX’
X — —X — =o.
( dr d.r)_.

Or, si I'on multiplie la premiére de ces équations (25)
par dx, pour l'intégrer de —a a + a, le second membre
donnera zéro d’aprés les deux derniéres, et m’ et m étant
différents, on aura
. p+a
(26) XX'dr =o,
—_—a -

conformément au théoréme général du § LVIII.

D’un autre coté, la dérivée (19), rapprochée de la se-
conde expression (16), donne la relation

. () =i

m? \ dx

qui, conjointement avee Péquation (17), conduit a I'inté-
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grale indéfinie
1 [ aX 1, dX
=—— X —dr —_—
fx:a.z \ ”"J dz | = X2
= <« =
_—L_xd—x+j 1 — Xz | 2
m dx

"d’ou résulte I'intégrale définie

dX’ 1

+a zma-—(ixd—x) +(LX£)

{28, Xidr = Z . 7 —
" J—a 2m

Or, les valeurs (18) et (20) donnent, p;:\r multiplication,

@g(%xe%

dz |,

= — sinucosy, (—I-X:‘—x—)

= 4 sing’ 4
e _.—+smpc05p,

en supprimant le point sur p: car le produit sina cosz
reste invariable, comme tangz, quand on augmente ou
diminue I'arc « d’un multiple quelconque de ®. Avec ces
valeurs (29), et celle (10) de ma, si I'on introduit, pour
simplifier, le symbole trigonométrique -

*(30) A(¢) = ¢ + singcosy,

I'intégrale définie (28) devient

(31) +ax’dz=ai“+k(l‘}+l("’)'
T J-a intp+p

ou bien, puisque, d’aprés la remarque qui précide,

[#m + X ()] est égal 2 A (), on a, plussimplement encore,

(32) [[ixae = Mol E2), -
—a utp

Telles sont les propriétés générales de tous les fac-
teurs X (16). Nous désignerons ces divers facteurs, par
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(Xoy Xy Xy bid)icou Xyy) comme les parameétres par
(mo, myy my,...) ou m;, comme les coeflicients de la sé-
rie (22) par (M,, M,, M,,...) ou M;; 'indice rappelant
P'entier i correspondant. Et, quand la variable x prendra
successivement les valeurs (x/, z, x”,...) ou xW,

chaque facteur X, deviendra (X, X}, X/,...) ou Xf.i),

§ CLXVIIL
INTRODUCTION DE L’ETAT INITIAL.

Cela posé, il s’agit d’identifier I'équation (23). Son pre-

mier membre
(33) MOXO+M|X|+M§X3 +...

se compose d’autant de termes qu'il existe de facteurs X,
satisfaisant aux conditions (21), et possédant conséquem-
ment les propriétés qui viennent d’étre établies. Si leur
nombre, que nous désignerons par J%, était fini, le poly-
ndme (33) contiendrait JG termes, et % coefficients arbi-
traires que l'on déerminerait comme il suit. L’épais-
seur 2a, du mur solide, étant divisée en I parties
égales a

(34) i=3,

soient (x/, x”, x",.. ) les ahscisses des points milieux de
ces parties successives, et (V/, V/, V” ) les tempéra-
tures initiales aux mémes points; le développement (33)
devant reproduire ces températures, on aura les 9% équa-
tions _

MX,+MX, + MX, + ..=V,

My X! 4+ M, X" 4+ MX), ... = V",

(35) m m "
( MXy + M X" +MX7 4 .. =V,
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et une quelcongue des méthodes d’élimination. connues en
déduira les 9% coefficients. ,

Si I'on adopte la plus élégante de ces méthodes, on addi-
tionnera les JG équations (35) respectivement multipliées
par des facteurs préalablement choisis, de telle sorte qu'un
seul des coefficicnts reste au premier membre. Or, le choix
de ces facteurs devient facile, lorsque G reprend sa véri-
table grandeur. En effet, si I'on désigne par le symbole

(36) S [20)] 3,

la somme des JG termes correspondant au méme indice 7 et
a tous les accents j, dans les OT équations (35), addition-
nées comme il est dit, cette somme devient ¢xactement
égale a l'intégrale

G - [ s

a

quand 9% est infiniment grand, et conséquemment J (34)
infiniment petit ; on a donc alors

(38) S XPx0 s —o,

d’aprés le théoréme (26), lorsque les indices i et i/, con- -
stants dans tous les termes de cette sommation, différent
I'un de I'autre.

§ CLXIX.

DETERMINATION DES COEFFICIENTS.

De 1a résulte qu’on isolera chaque coefficient M; a I’aide
des facteurs (X; d, X; 0, X7'd,...). Et, tous les coefficients
étant ainsi successivement isolés, on aura l¢ nouveau
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M, S [xP) o= vxPs,
M, S [x‘”]’a: S XD g,

(39) ] ]

M, S I'X<j>]z 8 — S VXD 5

groupe

de JG équations, déduites des (35).

Les températures initiales (V’, V”, V” .. .) peuvent
avoir toutes les grandeurs relatives imaginables ; I'une peut
étre brusquement trés-petite, ou trés-grande, comparée a
celle qui la préctde; c’est-a-dire que I’état initial f (x), qui
est tel que

(fo) V' =f(&), V' =f(z"), V"=F(z"),...,

peut étre une fonction trés-discontinue. Dans tous les cas,
les seconds membres des équations (39) seront compléte-
ment assignables, car chacun d’eux sera la somme des aires
d’unesuitede rectangles, ayant tousla base J, etles hauteurs )
successives (V'X';, V'X;, V”X7,..). Les valeurs des coeffi.
cients données par le groupe (39) scront donc nettement
déterminées, puisque les seconds facteurs des premiers
membres ne sont autres que des intégrales (32).

§ CLXX.

VERIFICATION DE L’ETAT INITIAL.

On peut constater, maintenant, que ces valeurs des coef-
ficients donneront au développement (33) la propriéié de
reproduire exactement ’état initial f(x) entre les limites
—a et + a. Par 'introduction de différents termes, nuls
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DIX-SEPTIEME LECON.
REFROIDISSEMENT PAR RAYONNEMENT.

Refroidissement d’un mur, dont les faces rayonnent inégalement. — Termes
simples; détermination des paramétres. — Série totale; introduction et
vérification de 1'état initial. — Cas des faces similaires. — Variétés de ’état
initial, et da pouvoir émissif.

§ CLXIV.

CAS GENERAL DU MUR.

Les legons qui vont suivre ont pour objet d’étudier la
loi intégrale du refroidissement des corps solides de forme
polyédrique, lorsque leurs faces rayonnent la chaleur vers
une enceinte dont la température fixe est prise pour zéro.

Dans ces circonstances, s’il s’agit d’'un milieu homo-
géne et non cristallin, I'équation générale est

A P dav
Q) =Tt =t
ou le coefﬁcxent kestle rapport( > du produit du calo-

rique spécifique T" par la densité A, a la conducnblhte
constante ¢. L’équation a la surface o devient

dv dv av

(2) (%cosz+d—y cosn + —- cos?;+IV)u=o;

(¢, n, &) étant les angles que la normale extérieure, en

chaque point de o, fait avec les (x, y, 2); la conductibi-
20
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qu'avec ces/'Valéars, o1a idéntiguement

(45) MX, + MX, +MX, +...=f(z) -

tant que x reste compris entre — a et + a.

D’aprés I'identité actuelle des signes (36) et (37), et
les intégrales (32), le groupe (39) est résumé par la va-
leur générale

(46) M=l kTP
a2 (p) +2(¢) J—a
Avec ce coefficient, I'état initial f(x) est développé par la
série (23), et la série (22) doune définitivement la fonc-
tion V, qui exprime la loi intégrale du refroidissement
d'un mur solide, lorsque ses deux faces ont des conductibi-
lités extérieures différentes Zet 2'.
Lorsque I'état initial f est une température constante
prise pour unité, de 'intégrale indéfinie

1 &#X 1 dX
fxd.t - gx—,‘dz— —-d._t

+a .
f(z)X d.

etdes valeurs (20) et (10) on déduit

+a sinp + sinp’
(47) Xdr = 24 2ot THOF

—a g+
fraction qui, divisée par le second membre de (32), déter-
mine M; puis avec ce nouveau cocflicient, V (22) devient
particuliérement

. t
_ sinp 4 sinp’  —m'y
@ V=R

et donne, quand ¢ = o, la série trigonométrique trés-géndé-
rale

sin p + sinp’
2 — .
2)(}*)+1((.¢"‘ .
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dont la\valeui | est constamment l'unité, tant que la va-
* riable x reste comprise entre — a et + a.

. § CLXXI.

CAS DES FACES SIMILAIRES.

La loi intégrale du refroidissement d’'un mur dont les
faces sont similaires, ou ont le méme pouvoir rayonnant,
se déduit de la solution plus générale qui précéde. Alors
V=1, dod p'=p(9); le complément ¢ (10) se réduit

in . . .- . . . .
A T et suivant que l'entier i est-pair (27), ou impair

(a] ~+ 1), le facteur X (16) reste un cosinus, ou devient un
"« sinus. Il convient de considérer, séparément, les deux cas;
+ ._les lewtres (X, m, ) conservées pour le premier, étant
" remplacées par (E, n, v) pour lesecongd,tles deux facteurs
distincts, et I'équation multiple qui régit le paramétre et

son augment pour chacun d’eux, sont

. al
‘X:cosmz, ma=ix+p= ,
. tangp
.49) ¢
- . . L3 al
(.:.—_—.smnz, na=jrx 4+ -+ v= .
2 tangv

Les propriétés réciproques de ces facteurs résultent du
théoréme (26), qui donue les trois suivants

+a
f X;X,-:d.t:O,

a

“+a
(50) f EjEpdr =o,

a

“+a
f X;gjdr=o,
—a
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desquels l¢/dernier) estévident, puisque I’élément différen-
ticl est une fonction impaire en xqD'un autre cété, le
groupe (49) donne immédiatement

— (—I-de) = (l de) = 4-sinmacosma,

m" dx m” dz
1 _dE\ _ (1 _d= .
~ 2 a_(;_a _ = —sinnacosna,

et 'on a, d’aprés I'intégrale définie (28),

ma + sin ma cosma
1}

fﬂx-dx-: p
1L

na — sin na cosna
n

2dr =

La fonction V (22), actuellement composée de deux séries
distinctes, est

N

— m"_ —_n
52) V= zMe . "'cosm.z:—l-ZNe * sin nr,
et la reproduction de Pétat initial, quand ¢ = o, exigeant
I'identité
(53) D\ Mcosmz + ZNsinn.t:f(x),

les théorémes (30) permettent d’isoler chacun des coeffi-
" cients M ou N, dont les valeurs générales sont

i +a
mf f(z)cos mzdz
) ma -+ sinma cosma
(54) ‘ —a
' n f(x)cos nxdc
N

—a

na — sin na cos na
21
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phiquerient/les’augments! (i) ;) ct les produits am;, qui
correspondent 3 tous les entiers .

Fig. 34.

am, 4y,

A lexception de A, les divers points marqués sur P’axe
vertical des y, et sur I’axe horizontal des x, sont désignés
par leurs distances 4 'origine O. Dans le faisceau des trois
courbes, la moyenne, que nous appellerons diamétrale,
passe par les milieux des cordes horizontales qui abou-
tissent aux deux autres. Ces derniéres ont pour équations

(13) __al _al'
7 = angz’ 7= tangz’
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P(x), \la//séconde exprime la température variable du
méme corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x).
Etla somme de ces températures partielles donne la tem-
pérature V, qui résulte de I'état initial composé (55).

Si le mur a primitivement, et dans toute son étendue,
une méme température prise pour unité, alors

f(z)=f(—=x)=1=DP(z);
N (54) est nul, on a (2sinma) pour le numérateur de M;
la fonction V (52) devient
¢

- : ]

sinma —mz -

(56) =2 E - e *cosmz,
ma <+ sinma cos ma

et donne, quand ¢ = o, une série trigonométrique particu-
liére, dont la valeur est constamment I'unité, lorsque x -
reste comprls entre —a et +a.

Si la premiére partie du mur, comprise entre les plans
(x =+ a,x =o0), a primitivement la température + 1,
et la seconde moitié la température — 1, alors

f(z)=—f(—z)=1=Kxz);

M (54) est nul, ou a (1 — coSna) pour la moitié du numé- -
rateur de N; la fonction V (52) est

(x — cos ra) ¥
(57) v=nzna—sinnacosnae SRz

.
et donne, quand ¢ = o, une seconde série trigonométrique
dont la valeur est, constamment +~1de xr =0 a x = +a,
—1dex=—aax=o.

Dans ces deux exemples, ‘si la valeur absolue des tempé-
ratures constantes primitives était C, au licu de1'unité, les
solutions ne différeraient des précédentes, que par le fac-
teur placé en dehors des séries (56) et (57), et qui serait 2C

21.
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§ CLXVL

TERME SIMPLE, ET SERIE TOTALE.

Pour simplifier, désignons par la lettre u, surmontée
d’un point, I'arc ix augmenté de ., les équations (10) de-
viendront

(14) ma=L;—_'-_—E—, ;laz’;—";

et, dans le terme simple (8), écrit ainsi

.—m’f.

.(15) ‘ V,=Xe

le facteur X admettra indifféremment les deux expressions

(16) X=cos(mz+';'_'_;_") =cos[’;'(x+a):;l"(3‘—a) .

On voit, plus directement, par la premiére, que ce facteur
vérifie 'équation différentielle.

&
(17) 7},{+m'x=o,

par la seconde, qu’il se réduit, sur les deux faces du
mur, a

(18) X.,o=cosp, X_q==cosp';

et, comme sa dérivée, qui peut pareillement se mettre sous
la forme ‘

(19) Z—f:—n:sin[i‘(z+a):-ap'(x_a)
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des I(x) en sinjn—. La limite inféricure, = o, a lieu,
quand les deux faces du mur sont jmperméables, ou

. . . in
sans flux; alors i et v (49) sont nuls; d'on, m= —,

n; chaque coefficient (34) se réduit encore a

2j 41
T 2a
son intégrale divisée par a, mais a I'exception de

.

I +a
M= — f f(x)dz,
2a J_,

coefficient correspondant & {= o, dont le dénominateur
est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand
sa chaleur initiale s’est répartie uniformément dans toute
son étendue; ici, les développements en séries, des P (x)

JEINE

.z . .
sonten cosim —, des I(x) en sin

Lors des deux conductibilités extérieures différentes
l et I, on pourrait aussi considérer, séparément, les fac-
teurs, paramétres, cl augments, pour ! pair (2Z), et pour
{ impair (2 j + 1); les lettres (X, m, p, ') conservées pour
les premiers, étant remplacées par (E, n, v, v’) pour les se-
conds, la premicre expression (16), en y substituant & p sa
valeur (im <+ p), et chassant par développement I'arc '—;-"

"donnerait alors les dleux fonections distinctes

—_ _ ’
X.—:cos(mx+“ 2”), == sin(n.r-e-y 2”),

en écartant Pambiguité des signes. Mais tant que !’ ne se-
rait pas égal 4 /, et conséquemment p' a p, et v’ a v, la dif-
férence dans les formes des fonctions précédentes, ne
signalant pas une différence dans leurs parités, cette dis-
tinction introduirait une complication, qui ne serait com-
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vérifianvJe groupe composéde I'équation (17) et des condi-
tions (21),le second vérifiera le groupe homologue

.

7;’-+m"X'=o,
, dx’ , _
(24) (‘d—x+lx>+.—-?»

dX’

—_— =X’ =o;

(7 - )=

et le rapprochement de ces deux groupes produira, par
combinaison, ce troisi¢éme

aeX &X'
3 2 ! ’
(m* — m)XX' =X X
’ dX’ dx’\’
: / — — —— _—
(25) (X ar X )+a__o,
,dX ax’
(x = __X ._’>_‘ —o0

Or, si 'on multiplie la premiére de ces équations (25)
par dx, pour l'intégrer de —a & + a, le second membre
donnera zéro d’aprés les deux derniéres, et m' et m étant
différents, on aura
' . p+a
(26) XX'dz = o,
—-—a -

conformément au théoréme général du § LVIII.

D’un autre cdté, la dérivée (19), rapprochée de la se-
conde expression (16), donne la relation

(27) s (F) =1

m?

((ui, conjointement avee P'équation (17), conduit a l'inté-
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DIX-HUITIEME LECON.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.— LOIS
GENERALES.

Refroidissement d’un prisme rectangle, dont toutes les faces rayounent
inégalement. — Solution générale du refroidissement par rayonnement”
d’un polyédre quelconque. — Cas d’un prisme droit. — Lois intégrales des
facteurs simples. — Rapport des flux partiels.

§ CLXXIV.
MURS ORTHOGONAUX.

La loi intégrale du refroidissement par rayonnement,
d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque
toutes ses faces ont des conductibilités extéricures différen-
tes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution
du mur aux faces hétérogénes, que résume le tableaun
suivant :

X | .« (dX _(dX _
ﬁ—klll X—O, (—Z;"-IX)‘—O, (ﬁ —IIX)_‘—O,

14 . . ’ e !
al =2 ’=am=l‘+l‘,x=cos mx+L--‘: ’
tangp tangp 2 2
L ;:c.=i1r+p, A(p)=9+singcosy,
1 +a +a g ’
f XX’'dzx=o, f Xdxr = a)_.(__p)_kl._ff_)—_- %9
—a —a p+p g

& +a —’"';
M== f(z)Xdz, V,=ZMX¢ .

—a
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La premiére ligne| réunitdes conditions imposées au fac-
tear X : la seconde donne sa valeur, précédée de I'équation

‘multiple qui détermine le paramétre m, a I'aide de T'en-

tier i et des augments p et ; la troisiéeme rappelle la valeur
de p, et la sigoification du symbole 4 (9). La quatriéme
ligne énonce les propriétés générales des facteurs X, savoir:
le théoréme fondamental (26) du §{ CLXVII, et son inté-

. grale (32), dont le facteur trigonométrique, fractionnaire

est représenté, pour simplifier, par { Enfin, la derniére

. ligne donne, avec le coefficient M, la série V. qui exprime,

a l'aide des facteurs X, le refroidissement du mur,
dont les faces (x=—+ a,r=—a), perpendiculairesaux r,
ont des ¢conductibilités extérieures différentes / et Z'.

Si I'on substitue, dans le tableau I, aux lettres 'rangées
sur la premiére ligne du groape

X, 2, a, I, m, p, i, \]
{ (Y, 7, b, h. n, », ¥, W]
(Z, 2, ¢, & p, p» i, €]
les lettres corre.spondantes de la secende ligne, puis celles
de la troisi¢éme , on écrit les deux nouveaux tableaux

2
‘—g-l- Y=o, (d—Y+ I:Y) =o, (‘g— h’Y) =o,
6 —

dy? dy dy
bk % vy 2 v—1'
= -=bn= sy Y=cos {ny 4 ’
tangv  tangy 2 a

yv=1ir+4v,

~+b “+h
f YY'dy=o, f vay =3 AEAE) 8,
b -1 v+ LN

1L

[}
—n,—
M._%’ i Yar, v, =Y mre "k
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-+ C ~+c
f 22'ds =o, f
L ]
-—C —

M

é:i”ﬂ-l—?,

p+o

c

«© “+c

[4

a7 dZ dZ

——’+p’Z—0, (z _|_gz)c._.o’ (_ _glz>_¢—°"
8 _ B o p+P g p—¢
tangp_lange’—cp_ 3 » Z= cos (pz+ — )

Zldz —c¢ M:

bd 4

s L
f(s)2di, V.= YMze ” .

c

o

dans lesquels, la série V, (1ableau IT) exprime, a I’aide des
facteurs Y, le refroidissement d’un second mur, dont lesfaces
perpendiculaires aux y, (y = + b,y = — &), ont des con-
ductibilités extérieures %, /'; etla série V, (tableau III)
exprime, i l'aide des facteurs Z, le refroidissement d’'un
troisiéme mur, dont les faces (z = +¢, z= —c), per=-
pendiculaires aux z, ont des facultés rayonnantes g, g'.

*

§ CLXXV.
POUTRE A QUATRE FACES RAYONNANTES.

Cela posé, s'il s’agit d’exprimer la loi intégrale du refroi-
dissement d’une poutre indéfinie, dont les quatre faces

et r——a,

xr—++a,
(1) t
et y+—5b,

ry=+5,

ont respectivement les conductibiliés extérieures différen-
teslet?, het I, lorsque I'drat initial f ne dépend que de
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(x, y), les conditions analytiques sont

dvV dv ;
\ 'd—t-l—lv)‘: 0, “—lt——-("‘-‘z 0,
dV (JV Ve
—_ = —— &'V =0
(2, .(.:,ﬁ"'). ol AV =

Ve=1f'x, yi,

d;V_ <+ ﬂ =k ﬂ. >
iz T dp T &
- Savoir : les quatre équations a Ja surface, celle de U'état
initial, et I'équation générale qui régit la fonction V, la-
quelle fonction ne dépend que de (x, y, t); car tous les
points situés sur une méme paralléle a 'axe de la poutre,
" étant identiques, et par leur position, et par I'état initial,
le seront encore a toute époque.

Chaque terme simple a pour expression

t

—(m4n?) >
(3) v, =XYe K

X‘et Y étant les facteurs définis aux tableaux I et II. Car la
fonction V, (3) vérifie : 1° I'équation générale (2), d’aprés
les relations différentielles qui commencent ces tableaux;
2° les conditions des faces (r=:+a, x=-—a) par X,
d’aprés les deux derniéres équations de la premiére ligne
du tableau I; 3° les conditions des faces (y =+ b, y =—b)
par Y, d’aprés les équations homologues du tableau II.
La fonction intégrale V prendla forme

ot
(4) V=ZMXYe—(m+ )k

L]
d™une série double, s'étendant a tous les termes simples (3),
ou & toutes les valcurs des entiers i, 7. L’introduction de
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I'état initialy'pour2==0} ‘couduit i Pidentité nécessaire

(8) _ Y MXY =f(=, 7).

Onisole chaque coefficient M, i I'aidedu facteur XY dz dy,
par la double intégration de x=—a 3 xr=+a, de
y=—5b a y=+425, qui fait disparaitre tous les autres
coefficients, d’aprés les premiéres propriétés énoncées aux
quatriémes lignes I et II, et I'on a, d’apres les secondes,

+b pra
(6) . M=% f(x, y)XYdzdy.

Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le
premier membre de (5) identique au second, tant que x
reste compris entre — a et + a, y entre —b et + b, et qui
détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la
poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.®

§ CLXXVI.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.

S’il s’agitd’exprimer le refroidissement d’un prisme rec-
tangle dont les six faces

r—=<+a, ¢t x—=—a,
(7) "I=+b,ﬂ!=—b,
zZ =-—+4+¢c, €& z2—=—c¢,

ont respectivement les conductibilités extérieures Jet ?,

*
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dont/1d\valeiii(est_constamment l'unité, tant que la va-
riable x reste comprise entre — a et + a.

. § CLXXI.

CAS DES FACES SIMILAIRES.

La loi intégrale du refroidissement d’'un mur dont les
faces sout similaires, ou ont le méme pouvoir rayonnant,
se déduit de la solution plus générale qui précéde. Alors
V=1, don p' =p(9); le complément ¢ (10) se réduit

in . 1) . . . o . -
k] —;’r-, et suivant que l'entier ¢ est-pair (2Z), ou impair

{(2j +1),le facteur X (16) reste un cosinus, ou devient un

"« sinus. Il convient de considérer, séparément, les deux cas;

- _les lettres (X, m, ;1) conservées pour le premier, étant

" remplacées par (£, n, v) pour lesecond, les deux facteurs

distincts, et I'équation muliiple qui régit le paramétre et
son augment pour chacun d’eux, sont

al
tangp:’

al
tangy

‘X:cosm.r, ma=ir+p=

149) <

. . T
(E—_.—smnx, nn=1ﬂ+;+~»=

Les propriétés réciproques de ces facteurs résultent du
théoréme (26), qui donne les trois suivants

“+a
f X;Xyder = o,
—a

+a
(50) f ?_i Ej!d.l‘:O,

a

“+a
f X,-Ejd.z'z_—o,
—a
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dont la valenr st constamment l'unité, tant que la va-ssm-
* riable x reste comprise entre — a et + a.

. § CLXXI.

CAS DES FACES SIMILAIRES.

La loi intégrale du refroidissement d’'un mur dont le=
faces sont similaires, ou ont le méme pouvoir rayonnant,
se déduit de la solution plus générale qui précéde. Alorss
V=1, dou p'=p (9); le complément ¢ (10) se réduit

in . . .- . g . .
% —» ef snivant que I'entier i est-pair (27), ou impair

(aj +1),le facteur X (16) reste un cosinus, ou devient un
"« sinus. Il convient de considérer, séparément, les deux cas;
« . _les lettres (X, m, p) conservées pour le premier, étant
remplacées par (£, n, v) pour le second,*les deux facteurs
distincts, et I'équation multiple qui régit le paramétre et

son augment pour chacun d’eux, sont

al
tang p. i

‘ X=cosmzr, ma=in+p=

f9) < '

(E:sinnz, nn:jn+§+v= al

tangv )

Les propriéiés réciproques de ces facteurs résultent du
théoréme (26), qui donne les trois suivants _

“+a
f X, Xydr = o,

a

. e
(50) f = Epdr =o,

a
+a
XiZjdr=o,

A —a
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d’aprds Jes intégrales (51). Avec ces coefficients, I'état ini-
tial f (x) est dévelopgé par la série (53), et la série (52)
donne la fonction V, qui exprime la loi intégrale du refroi-
dissement d’'un mur solide, lorsque ses deux faces ont le
méme pouvoir émissif ¢, ou la méme conductibilité exté-
rieure .

§ CLXXIL

VARIETES DE L'ETAT INITIAL.

Dans ce cas des faces similaires, quand D’état initial ap-
porte une sym_éirie calorifique, soit directe, soit inverse,
par rapport au plan moyen (x = o), cette symétrie se
‘conserve pendant toute la durée du refroidissement. En
" effet, si f(x) est une fonetion pyire, ou impaire, en x, le
- coefficient N, ou M (54), disparait par son intégrale alors
composée d’éléments qui se détruisent; et les termes aux
coefficients M, ou N, existant seuls dans la série (52), la
fonction V est aussi paire, ou impaire, quelle que -soit
I'époque ¢. '

_Généralement, I'état initial se compose dé deux parties,

(55) f(z)=P(z) + I(z),

la premiére paire en x, et la seconde impaire. Alors leg'
termes de la série (53) aux coefficients M, ou aux fonc-
tions simples cosmx, développent la partie paire, et ceux
aux coefficients N, ou aux fonctions simples sin nx, déve-
loppent la partie impaire; car on peut réduire f(z), a P (x)
seul dans ’élément de I'iniégrale (54) pour M, aI{x) seul
dans lintégrale pour N, la partie complémentaire s’'annu-
lant dans les deux cas. A 'aide des mémes réductions, la
premiére partie de la série (52) exprime la température
variable du mur, avec une symétrie directe apportée par
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P(x), la/seconde exprime 1) température variable du
méme corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x).
Etla somme de ces températures partielles donne la tem-
pérature V, qui résulte de Iétat initial composé (55).

Si le mur a primitivement, et dans toute son étendue,*

une méme température prise pour unité, alors
f(z)=f(—z)=1="P(x);

N (54) est nul, on a (2sinma) pour le numérateur de M
la fonction V (52) devient

sinma —mp
(56) V=2 E - e *cosmaz,
ma + sinma cos ma

et donne, quand ¢ = o, une série trigopométrique particu-
liére, dont la valeur est constamment I'unité, lorsque x
reste comprls entre — a et +-a.

Si la premiére partie du mur, comprise entre les plans
(¥ =+ a,x =0), a primitivement la température + 1,
et la seconde moitié la température — 1, alors

f(z)j=—f(—z)=1=Kx);

M (54) est nul, on a (1 — coSna) pour la moitié du numé- .

rateur de N; la fonetion V (52) est

.‘ ’
(59) Vznz-—(‘—_.—cM e—"-‘sinn.t_

na — SIn na cosna
-

et donne, quand ¢ = o, une seconde série trigonométrique
dont la valeur est, constamment +~1de x =0 & x = +a,
—1dex=—aax=o, -

Dans ces deux exemples, ‘si la valeur absolue des tempé-
ratures constantes primitives était C, au lieu de l'unité, les
solutions ne différeraient des précédentes, que par le fac-
teur placé en dehors des séries (56) et (57), et qui serait 2C

21.



. .
REFROIDISSEMENT PAR RAYONNEMENT. * 323
P (x){/\la\séconde exprime la température variable du
méme corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x).
Etla somme de ces températures partielles doone la tem-
pératare V, qui résulte de Iétat initial composé (55).

Si le mur a primitivement, et dans toute son étendue,*

une méme température prise pour unité, alors
f(z)=f(—z)=1="P(z);

N (54) est nul, on a (2sinma) pour le numérateur de M
la fonction V (52) devient

t o

. L]

sinma -mr -

(56) =2 2 - e *cosmaz,
ma -+ sinma cos ma

et donne, quand ¢ = o, une série trigopométrique particu-

liére, dont la valeur est constamment I'unité, lorsqne x'

reste comprls entre — a et + a.

Si la premiére partie du mur, comprise entre les plans
(r =+ a,xr=o0), a primitivement la température + 1,
et la seconde moitié la température — 1, alors

f(z)=—f(—2z)=1=K=z);

M (54) est nul, on a (1 — coSna) pour la moitié du numé-
rateur de N5 la fonction V (52) est

5 V= _(1—cosna) — cosna) —n‘;‘. sinn
(57) —‘2Zna——sinna cosna © z.

etdonne, quand ¢ = o, une seconde série trigonométrique
dont la valeur est, constamment +1de x =0 4 x = +a,
—1dex=—aax=o, .

Dans ces deux exemples, 'si la valeur absolue des tempé-
ratures constantes primitives était G, au lieu de 'unité, les
solutions ne différeraient des précédenles, que par le fac-
teur placé en dehors des séries (56) et (57), et qui serait 2C

21.
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des I(x) en sinjr—. La limite inféricure, I = o, a lieu,
quand les deux faces du mur sont jmperméables, ou

. .. in
sans flux; alors p et v (49) sont nuls; d'ou, m= =’

n; chaque coefficient (54) se réduit encore a

2j 41
n—= J
a

son intégrale divisée par a, mais a I'exception de
-

. M,:-l— f(x)dz,

2a J_,

coefficient correspondant 4 i= o0, dont le dénominateur
est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand
sa chaleur initiale s’est répartie uniformément dans toute
son étendue; ici, les développements en séries, des P (x) .

2j 41
2a

.z .
sonten cosi™ ~, des I(x) en sin nx.

Lors des deux conductibilités extérieures différentes
1 et I, on pourrait aussi considérer, séparément, les fac-
teurs, paramétres, ci augments, pour I pair (2Z), et pour
¢ impair (2 j + 1) ; les lettres (X, m, p, ') conservées pour
les premiers, étant remplacées par (E, n, v, v’) pour les se-
conds, la premiére expression (16), en y substituant a 1 sa

. ’ i
valeur (im -+ p), et chassant par développement I'arc —;—‘,

‘donnerait alors les deux fonctions distinctes

’
X=cos(mx+y—2p’), 3=sin(n.1:+y:”),
en écartant 'ambiguité des signes. Mais tant que I’ ne se-
rait pas égal i /, et conséquemment p’ a p, et v’ a v, la dif-
férence dans les formes des fonctions précédentes, ne
signalant pas une différence dans leurs parités, cette dis-
tinction introduirait une complication, qui ne serait com-
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des I(x) en sinjm —- La limite inféricure, {= o, a lieu,
a

quand les deux faces du mur sont jmperméables, ou

. . . in
sans flux; alors p et v (49) sont nuls; d'on, m= —,

2j+1
n=— J
2a
son intégrale divisée par a, mais a I'exception de
.

n; chaque coefficient (54) se réduit encore a

. . +a
M= — f(x)dz,
2a )_,

coefficient correspondant 4 i= o0, dont le dénominateur
est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand
sa chaleur initiale s’est répartie uniformément dans toute
son étendue; ici, les développements en séries, des P (x)

.z . 2f 41
sonten cosiT —; des I(x) en sin J;T nx.

Lors des deux conductibilités extérienres différentes
Z et U, on pourrait aussi considérer, séparément, les fac-
teurs, paramétres, cl augments, pour I pair (2Z), et pour
£ impair (2 j 4+ 1) ; les lettres (X, m, p, p’) conservées pour
les premiers, étant remplacées par (E, n, v, v’) pour les se-
conds, la premitre expression (16), en y substituant & p sa

. [ i
valeur (im+-p), etcehassant par développement I'arc —;—r,

"donnerait alors les deux fonctions distinctes

L _ ’
X:cos(mx+i—2p—), 3=sin(na.-+y2’),

en écartant 'ambiguité des signes. Mais tant que I’ ne se-
rait pas égal i /, et conséquemment p’ a u, et v/ a v, la dif-
férence dans les formes des fonctions précédentes, ne
signalant pas une différence dans leurs parités, cette dis-
tinction introduirait une complication, qui ne serait com-
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DIX-HUITIEME LECON.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.— LOIS
GENERALES.

Refroidissement d’un prisme rectangle, dont toutes les faces rayonnent
inégalement. — Solution générale du refroidissement par rnyonnemenl.
d’un polyédre quelconque. — Cas d’un prisme droit. — Lois imégrules des
facteurs simples. — Rapport des flux partiels.

§ CLXXIV.
MURS ORTHOGONAUX.

La loi intégrale du refroidissement par rayonnement,
d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque
toutes ses faces ont des conductibilités extéricures différen-
tes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution
du mur aux faces hétérogénes, que résume le tableau
suivant :

'f:f—n—m’x=6, (%+1x);= o, (‘% -z'x)_‘-_- o,
g on e a5
L p=ir+p, A(g)=¢-+singcosy,
f T xx'dz=o, f T rde = o M)
—a —a ptp J”
M——f f(z)Xdz, v,=2mxf"'"
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DIX-HUITIEME LECON.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.— LOIS
GENERALES.

Refroidisssment d’un prisme rectangle, dont toutes les faces rayounent
inégalement. — Solution générale du refroidissement par rayonnement
d’un polyadre quelconque. — Cas d’un prisme droit. — Lois intégrales des
facteurs simples. — Rapport des flux partiels.

§ CLXXIV.
MURS ORTHOGONAUX.

La loi intégrale du refroidissement par rayonnement,
d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque
toutes ses faces ont des conductibilités extéricures différen-
tes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution
du mur aux faces hétérogénes, que résume le tablean
suivant :

{;‘:f—km’X::), (-‘%+1X)'= o, (% - I’X)_‘= o,
la:;pzfa:_;—,y."= am; P'.-:l‘,, X =cos (mx+.£—:-ﬁ,),
L p=in+p, A(9)=¢—+singcosg,
fﬂxx'dx:o, f+“X’d.t=aM= a,
—a —a ptp b
M=$f+af(x)x¢1x, v,=2fo""%.
—a
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La premiére ligne réunit les conditions imposées au fac-
teur X ; la seconde donne sa valeur, précédée de I'équation
multiple qui détermine le paramétre m, a I’aide de I'en-
‘tier i et des augments p. et p'; la troisiéme rappelle la valeur
de p, et la signification du symbole A (¢). La quatri¢me
ligne énonce les propriétés générales des facteurs X , savoir:
le théoréme fondamental (26) du § CLXVII, et son inté-
,grale (32), dont le facteur u'igonométrique fractionnaire

est représenté, pour sxmphﬁer, par E Enfin, la derniére
LE

- hg'ne donne, avec le coefficient M, la série V, qui exprime,
4 l'aide des facteurs X, le refroidissement du mur,
dont les faces (x =+ a, x=—a), perpendiculairesaux x,
ont des gonductibilités extérieures différentes / et I'.

‘Si I'on substitue, dans le tableau I, aux lettres 'rangées
sur la premiére ligne du groupe

- X, 2, a, I, m, p, iy A]
Y, 5, &, h. n, », ¥, ]
(2, 3 ¢, g P Py iy e]
les lettres corre.spondantes de la secende ligne, puis celles
de la troisi¢éme , on écrit les deux nouveaux tableaux

ﬂ+n’Y=o, <£+ 14Y> =o, (ﬂ—h’ ) =o,
y dy 6 dy -+

dy?

' " ;@ N
_ﬂ‘_= bh,:bnzv-l-”,Y:cos (nj+v d ’
tang v tang v 2 2

v=inm—+4v,

+b& +h : ’ )
f YY'dy=o, Yeay = 20LEA0) _ 8
—b v+ L)

-+-b —_
= _f f(y)Ydy, V,=Y MYe

1L

t
L.
n k‘
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I A dZ dZ
—_ 2 — et —
,+pz_o,(dz .|_gz)__o, (dz gZ)_c 0,

8 % e+l p—¢
tangp tangg T 2 3 Lo (P 2t
I é::i”-n+p,
-+ c ~+c . ’
22'dz =o, f zzd,=c1(_f’}'i(?_).=%,
- —c P+ ©
€ —+c 5 _Pai
_—— = 3
M= p f(z)Zds, V,.-ZMZe

—_—c

dans lesquels, la série V, (tableau II) exprime,  'aide des
facteurs Y, le refroidissement d’an second mur, dont les faces
perpendiculaires aux y, (y = + b,y = — b), ont des con-
ductibilités extérieures 2, A'; etla série V, (tableau III)
exprime, i l'aide des facteurs Z, le refroidissement d’un
troisiéme mur, dont les faces (2 = +¢, z = — c), per-
pendiculaires aux z, ont des facultés rayonnantes g, g'.

§ CLXXV.
POUTRE A QUATRE FACES RAYONNANTES.

Cela posé, s'il s’agit d’exprimer la loi intégrale du refroi-
dissement d’une poutre indéfinie, dont les quatre faces

(') z—=-+a, e xr——a,

y=-+20b, e y+4+—5b,

ont respectivement les conductibilités extérieures différen-
teslet, het ', lorsque Pétat initial f ne dépend que de
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I'état initial,’pour ¢ = 0y 'condiiit ' Pidentité nécessaire

(5) ) DMXY = (=, y).

Onisole chaque coefficient M, a I'aidedu facteur XY dx dy,
par la double intégration de x=—a & x=+a, de
Yy =—>5b & y=-+1b, qui fait disparaitre tous les autres
coeflicients, d’aprés les premiéres propriétés énoncées aux
quatriémes lignes I et II, et 'on a, d’apres les secondes,

(6) m—_—.i"';—‘,:”f-t bf+af(x,_r)Xded_7.
—b —a

.

Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le
premier membre de (5) identique au second, tant que x
reste compris entre — a et - a, y entre —b et + b, et qui
détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la
poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.®

§ CLXXVI.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.

§'il s’agitd’exprimer le refroidissement d’un prisme rec-
tangle dont les six faces

| z=+a, et 2—=—a,
(1) ry=+b, et y=—5%,
z2 =—+c, ¢t z—=—c,

ont respectivement les conductibilités extérieures et 7,
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I'état initial)'pour =X 0} conduit'a P'identité nécessaire

(5) ) Y MXY = f(=, y).

Onisole chaque coefficient M, i I'aide du facteur XY dx dy,
par la double intégration de x=—a & x=-+a, de
Yy =—>5 & y=+0b, qui fait disparaitre tous les autres
coefficients, d’aprés les premiéres propriétés énoncées aux
quatriémes lignes I et I, et 'on a, d’apreés les secondes,

+b
6) . m=L® f f { (2, 7) XY dzdy.

Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le
premier membre de (5) identique au second, tant que x
reste compris entre — @ et + a, y entre —b et + b, et qui
détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la
poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.®

§ CLXXVI.

PRISME RECTANGLE RAYONNANT.

§'il s’agit d’exprimer le refroidissement d’un prisme rec-
tangle dont les six faces

| z=+4a, et 2—=—a,
(7) y=-+b, e y=—2b,
"z =~+c, €t z2—=—c,

ont respectivement les conductibilités extérieures let?,
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Telle est'la/valeurgénérale du coeflicient M, qui établit
Pidentité (11), pour tous les points intéricurs du prisme
rectangle, et qui détermine I'expression (10) de son refroi-
dissement, lors du rayonnement inégal de ses six faces.

§ CLXXVIL

VARIETES ET VERIFICATION,

SiYétat initial f est le produit de trois facteurs f, f,f,, ne
variant chacun qu’avec 'unc des coordonnées, le coeffi-
cient M (12) est lui-méme le produit des trois cocfficients
des tableaux du § CLXXIV, et la température du prisme
rectangulaire devient

(13) V=V..V;.V,,

ou le produit des températures des trois murs orthogonaux
dont il fait partie. Ce i généralise unc propriété signa-
lée au § LXII. L'expression (13) s’applique particuliére-
ment au cas ou le prisme a primitivement la méme tempé-
rature dans toute son étendue ; cetle température initiale
étant prise pour unité, les trois V, facteurs deviennent alors
des séries homologues de la série (48) , § CLXX.

On peut attribuer, successivement et séparément, aux
six conductibilités extérieures (1, I/, h, b/, g, g’) toutes les
valeurs comprises entre zéro et I'infini. D’ou résultera un
nombre prodigieux de groupes, distincts, de fonctions (10)
et de développements (11), qui ne pourront donner lieu a
aucun doute. Car la méthode d'interpolation du § CLXVIII,
etla vérification du § CLXX, s’appliquent, comme il suit,
a Pétablissement direct de I'identité (11).

Pour cela, (96, %', %") désignant respeclivement les
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nombres des facieurs ddmissibles (X, Y, Z). 13, 3’. 37) les
. - c -

éléments linéaires (:—‘;, %1 %)’ le prisme rectangle se
troave divisé en X X' X’ parties égales a 39 &'. Avec les
températures initiales, et les coordonnées. des centres
de wus ces parallélipipédes élémentaires, on forme un
nombre X XX d'équations égal a celui des coeficients a
déterminer. Puis, quand les nombres (X, X, X”) repren-
nent leurs véritables grandeurs, les propriéiés reconnues
des (X, Y, Z) permettent d’isoler et d’évaluer chaque coef-
ficient, a I'aide de la méthode des facteurs.

On 2 ainsi un nouveau groupe de X.X'X’ équations
distinctes 3 une seule inconnue, qui peut remplacer le pre-
mier, dont il est déduit, et qui se concentre, comme au
§ CLXX, dans une seule équation. Cette équation exprime
que zéro est la valeur d’uue intégrale définie triple, ayant
les limites du prisme, et dont P'élément différentiel est le
produit, d’une fonction arbitraire, par I'excés- du second
membre de (s51), sur le premier composé avec les coeffi-
cients évalués, D'onr résulie nécessairement que le dernier
facteur est toujours nul entre les limites de Pimiégrale;
c’est-a-dire que le premier membre de (11), écrit avec les
coefficients trouvés, donne identiquement la méme valeur
que le second, pour tous les points intérieurs du po-
lyédre.

§ CLXXVII.
SOLUTION POUR UN POLYEDRE QUELCONQUE.
Traitée généralement, la question du refroidissement

d’un corps solide, par le rayonnement de toute sa surface,
conduit 4 des lois intégrales; qu’il importe de signaler. La
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fonction V d¢'(z} iy, #(¢) étantrégie par les équations

4V dV  dV dv

ittt T " a
('4) av E+—Vcos"+ —vcos(;+lV) =o,
d.r d: ¢
o-—F(z,J"

chaque terme simple a la forme

—et
(15) V,=Ue

b

le facteur U, fonctionde (x, y, z), et la constante @, vé-
rifiant le groupe :
d*y  dU  d4&*U

—dF+ d]"+(1 + +8'U=o,

(16)

dU dU dU
(d.z- E+ p cosn+7—cost;+lU)a_o.

Si T'on muliipliela premiére de ces équations (16) par
Fd.tdydz, F étant une fonction quelconque de (x, y, z),
et qu’on intégre ensuite dans toute I'étendue du corps, en
suivant absolument la méme marche qu’au § LVIII, et em-

ployant les mémes signes, f pour la sommation dans le
=

volumedu corps, f pour celle faite a la surface (dont au-

cune parlje n’est en contact avec une source constante de
chaleur ou de froid), on arrive a I'équation finale

_ dUdF dUdF dUdF
(17.) fdo UF—fda [UF+_[ (dt dr d_y dy & T dz)
i I'aide dela seconde (16).
Cette équation (17) résume, en quelque sorte, les pro-
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s crmeisguoms. 3a § 67vasiom 1— est semle mecessaive
e abworor 1 vAstion. Car | inéerale sétmérabe

—&l
1”9, V= S MC- ‘.
i réunit vaus les vrmes simples admissibles (13). se ré-

duivant s S ML quand ¢ =o. il faut que ce développe-
men seproduise 'dat initial f: et ce probléme d'interpola-
Liom s résoont a Paide du théoreme (18), qui permet disoler
sunemivement tous Jes coefficients, et qui donne pour leur

valuur générale
f de .fU
b A
f de U?
=

§ CLXXIX.
THEOREME VERIFICATEUR.

L2 M=

Mauis, I'équation (17) conduit & d’autres thorémes, par
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exemple, si'la fonction F ¢st'une constante, cette équation
donne

{21) e ’ dur.U:J ds.IU.
v . 7

C’est-a-dire que tout facteur U jouit de cette propriété,
que, si d’une part, on multiple par la constante ©* ]a somme
de toutes ses'valeurs al'intérieur du corps, etsi d’autre part,
on fait la somme des seules valeurs appartenant aux points
de la surface, respectivement multipliées par la conduc-
tibilité extérieure ! aux mémes points, les deux résultats
obtenus seront identiquement égaux. .

Ce nouveau théoréme compléte la solution trouvée en
la vérifiant; car il constate que le corps perd, pendant
toute la durée de son refroidissement, une quantité de cha-
leur précisément égale a I'excés qu'il possédait primitive-
ment. En effet, dans le cas simple ou 1’état initial f cst un
facteur U, I'excés de chaleur primitif a pour expression

(22) ra f(la.U,
]

et, la température variable étant V, (15), la quantité totale
de chaleur perdue par le rayonnement est

f dt.e— 9. fdc.cU,
(] Yo

ou bien, I'intégrale définie par rapport au temps ayant
pour valeur le quotient de k, ou de n, par @, et le

quotient du pouvoir émissif ¢ par g donnant l, plus sim-
plement

TA
(23) S {deJU,,

¢z
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Or,'ces'denx ‘quantités'de chaleur (22) et (23) sont égales,
d’apreés le théoréme (21). Et si I'état initial développé est
S MU, et I’état variable V (19), évaluant I'excés primiuf

et la perte par rayounement, leur différence

(24) ra Qu ‘/ﬁ,‘du.U—f’_‘:’.l_Uc.

sera nulle, terme par terme, d’aprés le méme théoréme.

L’égalité (21) s’étend au cas ou le polyédre a plusieurs
faces imperméables, et pour lesquelles / est nul. Mais, elle
n'a pas lieu s’il existe des faces ou / est infini. Car si, outre
sa partie rayonnante g, la surface en contient une autre o’,
entretenue a la température zéro, le groupe (16) comprend
une troisiéme condition (U, =o), et, avec la fonction
quelconque F, I'équation finale (17) contient, dans son
second membre, ce troisi¢éme terme

» dU dUu dU
- do’ (__ . - - .
J, 4 = cosE + dycosrz—l— Z cosc) F,
G

qui, s’annulant, par U,, = o, quand F est un facteur U’, ne
change rien au premier théoréme (18), mais qui change,
au contraire, le second membre de I'équation (21), quand F
est une constante. '

§ CLXXX.
APPLICATION AU PRISME RECTANGLE.
Lors du refroidissement du prisme rectangle, par le

rayonnement de ses six faces, le théoréme (21) existe pour
chaque terme simple (9). En effet, les trois conditions qui
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régissent le facteur X (§ CLXXIV, tableau I, premiére
ligne), donnent

“+a - +a
m’f Xdr= l'—il-’S —_——<d—x -+ X
(25) —a dz |_, dz /o dz |_,
=X, +1I'X_,, .

et, avec celles qui régissent les facteurs Y et Z, on com-
pléte le groupe

!

+a
m? f Xdr =X, +IX_,,

a

~+h
(?6) A n? f Ydy =AY+ A Y_,,
—b

“+ec
p’f Zdz=gZ.+ ¢g'Z_.

-_C '
qui donne, pour la somme (m* +- n* + p*) ou pour la con-
stante ©*

X VX AYe+ WY | glo+gZ,

(27) &= “a .y praps 5
f Xdz f Ydy f Zdz
—a —b —c
I
égalité qui, les dénominateurs étant chassés, feproduit le
théoréme (21).

Il y a plus. Dans le cas simple de I’étatinitial f = XYZ,
et de I’état variable V, (9), si, considérant deux époques
t’ et t”, on évalue, séparément, les trois quantités de cha-
leur qui s’écoulent, pendant le temps (¢” —¢’), par les
trois couples de faces paralléles du prisme rectangle, dési-
gnant par (S,, S,, S.) les dénominateurs (27), on trouve,
sans peine, qu’elles sont égales aux seconds membres (26)
multipliés, respectivement par (S,S,, §.S., S.S,), et tous

aa
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par le facteur commun

e
s — — .

D’ou résulte, d’apres les équations (26), que ces flux sont
entre eux :: m*:n*;p*. C’est-a-dire qu’ils sont proportion-
nels aux carrés des paramétres (m, n, p), et cela, quelles
que soient les époques, quel que soit leur intervalle.

§ CLXXXI.

SOLUTION POUR UN PRISME DROIT.

Les propriétés générales qui viennent d’étre établies, se
transforment d’'une maniére spéciale, lorsqu’il s’agit d’ex-
primer la loi intégrale du refroidissement d’'un prisme
droit, dont les bases (2 = + ¢, z= — c) et les faces pa-
ralléles & P’axe sont toutes rayonnantes. La fonction V est
alors régie par le groupe '

&'V d*V &V dV

i T T =

dv dv ,
- — — — g’V =
(28) (dz +gv)c © (dz & )—c *
(ﬂc055+ﬂcosn+lv) =o,
@

dz dy
Vimo = f(z, 7, 2);

ou la troisiéme ligne représente I'équation a la surface la-
térale, dont le périmétre est w, et dont la normale est par-
tout perpendiculaire aux z. Avec la constante

( 99) 0=+ 0,
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et le facteur, Z du tableau III,, § CLXXIV, dont nous dési-
gnerons le paramétre par t au lieu de p, tout terme simple
prend la forme ' -

t
—(='+6%)
(30) V.= uZe AR

le facteur u, fonction de (x, y), vérifiant le groupe partiel

d*u du 0w —
(31) |zt rre=e
1 .
du du 3
( — CcoSE + — cosn + lu =o.
dzr d]’ w

- Outre les signes f désignant toujours I'intégration dans
=

le volume, et celui f restreint actuellement a la somma-
-4

tion sur la base o, introduisons le troisiéme signe f ’
]

pour indiquer Pintégration faite sur le périmétre w de
cette base. Le théoréme général (18), en remplagant,

=+c
U par uZ, U’ par u'Z/, f do... parf dz fda...,
= —c G

se dédouble (suivant que, u’ étant égal a u, Z' différe de Z,
ou que, Z’ étant égal a Z, u' différe de u) dans les deux
théorémes particuliers

+c
(32) 2l ds = o, fdc.uu’:o,
7

—cC

desquels le premier existait déja au tableau cité, ¢! qui dé-
terminent les coefficients de la fonction intégrale

t
—(='+ )5
(33) V= S MuZe 5
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en déduisant leur valeur générale

+c ’
f dzfda.fuz
—C G
M= — ‘
f 2:dz | do.u?
—c -

de I'identité nécessaire du développement S MuZ, et de

(34)

-

I’état initial f.

§ CLXXXII.

VERIFICATION. RAPPORT DES FLUX.

L’égalité (21), écrite avec les paramétres, les facteurs,
et les signes nouveaux, devient d’abord

+c
(7 +0) Zdz. | do.u=

—cC

. L4
(35) | |
+c
).—:(gzc—l—g’z_,.)fdo.u—}— Zdz-fdw.luu,
! . A

[

et puisque, comme au groupe (26), on a

+c
(36) o f Zdi=gL +g 7,

—C

elle se réduit ensuite a

(37) G’fdo.u =f(lm.1u~.
¢ © ]

C'est-a-dire que tout facteur u, vérifiant avec la constante 6°
le groupe (31), jouit de cette propriété que, si d’'une part
on multiplie par 6* la somme de toutes ses valeurs sur la
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base o, et/ sid'autne | partion/fait la somme des ‘seules va-
leurs appartenant aux points du périmétre », respective-
ment multipliées par la conductibilité extérieure 7 aux
mémeés points, les deux résultats obtenus sont identique-
ment égaux. Théoréme spécial, qui suffit 4 la vérification
de la solution trouvée, car la différence (24), étant aussi
transformée, se réduit, par I'égalité (36), a

‘e . O’fdo.u—fdm.lu“‘
(38) ra S Mf Zdz z » R
—c

‘l"+ 92

et s’annule, terme par terme, d’aprés ce théoréme (37).

En outre, si, dans le cas simple de I'état initial f = uZ,
ct de I'état variable V, (30), on considére deux époques
1’ et ¢, on trouve facilement que les quantités de chaleyr
(ui s’écoulent, pendant le temps (¢ —1¢'), par les deux
bases réunies, et par la paroi latérale, sont respectivement
égales aux deux parties du second membre de 'équation (35),
multipliées par le facteur commun

L4
. —(eeo )l ()
4 —C

rA .
T4+ 6?

Le rapport des deux flux est donc indépendant des époques
etde leur intervalle. Mais, de plus, les égalités (36) et (37)
T
6
deux paramétres (7 et 6). Résuliat qui, rapproché de som
homologue, dans la solution du prisme rectangle § CLXXX,
semble indiquer cette loi générale, que les flux de chaleur,
correspondant aux divers facteurs d’'un terme simple, sont
proportionnels aux carrés des paramétres de ces facteurs.

2
le réduisent a < ) ; c’est-a-dire au rapport des carrés des
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§ CLXXXIIL

CAS D’'UN PRISME INDEFINI.

L'interprétation physique de I'égalité (37) devient plus
précise, quand on exprime le refroidissement du prisme
indéfini, de base o, de périmétre w, par le rayonnement de

sa paroi latérale, lorsque son état initial, constant sur une
méme paralléle & I’axe, pris pour celui des z, ne dépend

que de (x, y). La fonction 'V, de (x, y, t) seulement, est
régie par les équations '

d’V+d’V___ . dV
\ =T =

dv
E.l-cosé-i-‘?}cosn-f-lV)w:o,

Vo=f(z, 7);

composée avec les facteurs et les constantes (u, 6*) du
groupe (31), son intégrale a la forme

(40) V= S Mue—ai'%,

et reproduit f, quand t=o, avec le coefficient

f do.fu
7
f do.u?
-3
Si I'on considére, alors, une portion du prisme indéfini,
comprise entre deux sections paralléles dont la distanee -

est I'unité de longueur, I'équation (37) exprime que, si
P’état initial est un facteur u, la quantité de chaleur que

(4v) M=
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perd «cette, portion, pendant toute la durée du refroidisse-
ment, par le rayonnement latéral, est précisément égale a
I’excés de chalenr qu’elle possédait primitivement.

La relation (37), entre deux intégrales, I'une double, et
l'autre simple, parait indiquer que pour obtenir la pre-
miére il doit éwe préférable d’évaluer la seconde. Mais,
dans le fait, c’est I'inverse qui a lieu, par suite du facteur8*,
qu’il faut reconnaitre dans la seconde, et qui la rend plus
compliquée que la premiére.

Pour exprimer la loi intégrale du refroidissement par
rayonnement, d’autres polyédres que le prisme rectangle,
il faut spécifier leur forme, ou particulariser leur base ¢
s’il s’agit de prismes droits; puis, chercher les expressions
analytiques des facteurs U, ou u, et les équations aux para-
métres ©,q0u 0, exigées par la vérification du groupe (16),
ou (31). Or, & trés-peu d’cxceptions preés, ces expressions
et ces équations sont telles, que leurs variables et leurs in-
connues entrent sous des intégrales définies ; genre de solu-
tion en quelque sorte éiranger a la partie principale du
Cours actuel, et qu'il convient d’écarter de ses derniéres
legons. Heureusement, si peu nombreux qu’ils soient, les
polyédres exceptionnels sont faciles a reconnaitre, car ils
ne sont autres que ceux dont le refroidissement par com-
munication, peut toujours s exprimer par des séries trigo-
nométriques et périodiques. Ainsi, outre le prisme rec-
tangle déja traité, on a, le prisme triangulaire a base
rectangle isocéle, le prisme triangulaire régulier, et I'hé-

T T
g et v Nous aborderons ces po-

lyédres dans les deux legons suivantes. Et, leurs solutions,
jointes a celle du prisme rectangle, justifieront, par le fait,
ct par leur marche méme, laloi que nous venonsd’énoncer,
comme régissant les exceptions.

D’ailleurs, comme on I'a vu dans plusicurs des legons

mirégulier, les tétraédres
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précédentes, un simple changement des sinus en cosinus,

et des cosinus en sinus, suffit pour déduire, de la série qui
exprime le refroidissement par communitation d'un po-
lyédre, celle qui exprime le refroidissement du méme corps
lorsque toutes ses faces, ou plusieurs d’entre elles, sont
imperméables a la chaleur, ou sans flux. Clest-i-dire
qu’aux deux limites extrémes, /= et I =0, la série a
la méme forme; ce qui rend presque certaine la conserva-
tion de cette forme lors des valeurs intermédiaires.
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DIX-NEUVIEME LEGON.

PRISMES TRIANGULAIRES RAYONNANTS.

Refroidissement par rayonnement du prisme triangulaire 2 base rectangle
isocéle. — Refroidissement par rayonnement du prisme trisngulsire ré-
gulier, aux faces latérales similaires, lors d'un état initial symétrique. —
Cas de ’état initial a2 méme h

§ CLXXXIV. .

PRISME TRIANGULAIRE RECTANGLE ISOCELE.

Lors du refroidissement du prisme triangulaire droit a
base rectangle isocéle, dont les faces latérales ont pour équa- -

Fig. 35.

o
tions (r =o0, y = 6, x'-l-j' = a), les conductibilités ex-
tériemres étant, / sur les deux faces orthogonales, et & sur la
face hypoténuse, dans le groupe (31), § CLXXXI, apres
I'équation générale

d*u du
(x i

+5‘u = o,
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celle au périméire » se décompose ainsi

(du Iu‘ =o0 (du Iu) =o0
‘ dz )x:o— ’ d)’ r__-.-' ’

du du
' (‘7;+E+hfz'.a) = o0;

(2)

la normale extérieure, ala troisi¢me face, étant paralléle a
la bissectrice de I'angle droit des (x, y), dou

1
cosE =cosn = —-
V2
On satisfait a I'équation aux différences partielles (1), et
aux deux premiéres conditions (2), en prenant
(3) e =XYXxX"Y,

les facteurs X’ et X" en x seul, Y et Y’ en y seul, étant
donnés par le tableau
‘X’ = cos (mz —a), X”=rcos (nz — B);

(%) ‘Y’=cos(n_r — B)s Y =cos(imy—a);

l )
.(9’ = m'+n?; tanga:-';, tangﬂ:;;

ot m et n sont deux paramétres quelconques; 9* la somme
, . T

de leurs carrés; « et {3 les arcs, moindres que —» dont les
2

tangentes sont respectivement égales aux quotients de /
par m et par n.En effet, avec ces valeurs, l.es produits
X'Y/, X"Y", vérifient 'équation (1) avec le méme 6*; puis,
quand x = o, les facteurs X/, X”, deviennent cos «, cos 3,
_tandis que leurs dérivées sont m sin a, n sin 3, on a donc,

d’aprés la définition (4) des arcs (2, f),

LdAX\ _(1dXT)
X dz )~ \X 4z ), = "
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et les facteurs Y’, Y/, donnent pareillement

LAY\ _ (1 dY
v ). = (¢ %).= 5

d’ou résulte que chacun des termes de « (3) vérifiera les
deux premiéres conditions (2). '
Ces vérifications ont lieu, quels que soient les paramétres
m et n. Mais, pour que la derniére condition (2) soit sa-
<tisfaite, ces paramétres doivent étre racines d’'un couple
d’équations transcendantes qu'il s’agit d’établir. Lorsque,
dans u (3), on change xen y et y en x, il reprend la méme
valeur absolue, avec les m¢mes signes lors de I'addition des
deux termes, avec un signe contraire lors de leur Soustrac-
tion. Clest-a-dire que, par rapport au plan bissecteur
(y = x), u est symétrique, directement dans le premier cas,
inversement dans le second; et, comme on va le voir, les
équations aux paramétres différent del’'un a I'autre.

§ CLXXXV.

CONDITION DE LA FACE HYPOTENUSE.

Avec le signe intermédiaire (+), et les valeurs (4), la
fonction u (3) est

(5) w=cos (mz—a) cos (ny~—f)-+cos (rx—B)cos(my—a);

écrite, ainsi que ses dérivées, en remplagant les produits de
cosinus et sinus, par les demi-sommes et les demi-diffé-
rences d’autres cosinus et sinus, clle donne au trinéme

: du du
(6) - ("\/;'H-d—_r"-;;;)
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le premier développement

ilzﬁ‘ cos (mx+ny — z— 8+ cos (mx—ny + B — z)
|+ cos{nz +my — z — f, + cos (nx — my + z —B)

I sin (mz+nay —2 — 8; + sin (mz—ny + p— a)
T2 +sin(n.t+my—a—ﬂ)—ﬁn(u;my+a—ﬁ)
s | sin(mr4ny—a—B8)—sin{mr—ny + f—a)
2" ) 4 sin (nx 4~ my — 2 — 8) + sin (nx — my 4+ = —B)

qui, en remplagant, inversement, dans chaque parentbése,.
les sommes ou les différences des cosinus ou sinus super-
posés, par des doubles prodaits d’autres sinus ou cosinus,
conduit au second

| o (“E2 i — e =) eos (P52 (2|
hy2 4m—n m+4n
—~+ cos ( 2 x+y) +p—a) cos ( 2 (.t——_rl)
S sm(m:_n(x+y)—a—p)cos(f.'izl"(.t—y))
—m ; :
( + sin (m ;— 24+ ﬂ-“) cos (m:- 4 —-7.')) B
&
sin (m + ”(.r-!—-y)—z—ﬁ) cos (m :n(x—_y))
—n
— sin (m (r+y)+§—a> cos (m:_n(x—y)>
Or, d’aprés la troisiéme condition (2), cette expression du

trindme (6) doit s’annuler quand la somme {x + y) est a,
donc si 'on pose, pour simplifier

B b e
T e

~

.

s
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on doit ‘avoir identiquement

12

| vae—(mrmsieos (U5 (2 =) |
(8)

“ +[hy2C' — (m—n)S]cos (m—-:—f (x—_y))

=0,

quelle que -soit la différence (x — y); ce qui exige que
T'on ait séparément

(9) (m+4-n)S=hy2C, (m—n)S'=hy2C".

Et tel est le couple d’équations transcendantes, dont les
paramétres m et n doivent étre racines, pour que I'équation
a la face hypoténuse soit satisfaite par u (5).

§ CLXXXVI.
EQUATIONS AUX PARAMETRES.

Les deux paramétres sont nécessairement inégaux ; car si
m=n, on af3=a, le second arc (7) est nul, et la der~
. miére (9) est impossible, tant que 2 n’est pas zéro. Soit
 donc m > n, et conséquemment 3> a (4). En rétablis-
sant les arcs (7), les équations (9) deviennent

m—+n hy2
tang( > a—a—ﬂ):m—_"/__ﬂztangy,
10 < .
(r) \_ A2

’ m-—n
‘tang > a+p—z)=m—__”=langw,

/

. 3
p et v étant les arcs, moindres que 3 dont les tangentes

représentent respectivement les quotients de hy/ 2 par
(m + n) et par (m — n). Ces équations. réduites aux tan-
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¢
gentes seales, sont satisfaites par les arcs

m —+n . -
‘ P a—ax—f =irx+p,

11} - ¢
m—n

2

a+f—a=jrn+v,

i et j étant des nombres entiers quelconques, et avec ces_
arcs elles donnent le groupe

ah
ma + na . _ \/;

" ;——2 _z1r+a+B+p~—-mngl‘7
) ; ah

'ma——na . . ﬁ
i 2 —""+z_p+”_tangv’

qui, rapproché des relations (4) en («, f3), conduit a ce-
lui-ci :

'ma-—(i+') 20= al
‘ - N4 p+y+ a_tanga’
(13) ol
. (na:(l—])ﬂ+p—v+2ﬂ=M-

Par la suppression des premiers membres , lcs quatre équa-
tions simultanées (12) et (13) serviront a déterminer (soit
graphlquement soit par la méthode des substitutions suc-
cessives) 'unique systéme des arcs (2, v, «, f3), correspon-
dant & chaque couple des entiers (Z, j). Et, quand ces arcs
seront connus, le groupe (13) donnera les valeurs séparées
des paramétres m et .

Avec le signe intermédiaire (—), et les valeurs (4), la
fonction u (3) devient

(14) wu=cos(mx— zjcos{ny — B;— cos (nx — B) cos (my — a).

Les paramétres m et n sont inégaux, |uisque u (14) est nul
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gentes seules, sontsatisfaites par les arcs

[ m—+n .
s > a—a—f =irn+p,
(v1) . o
m—n
' p a4+ R—a=jr+v,

i et j étant des nombres entiers quelconques, et avec ces
arcs elles donnent le groupe

ah

m_""na=i1r+a+{3+y.= V; ’

(12 ] 2 tang p
) ah
'ma-—-na__:j"_'__a_p_‘_v: \/;

I —— 9
i 2 tang »

qui, rapproché des relations(4) en («, 3), conduit a ce-
lui-ci :

ma:(i+i)n+p+v+2a:

’

tang «

(13) al
na -:.(i—-j)w-—l—p-—v+2ﬁ=mngﬁ'

Par la suppression des premiers membres, les quatre équa-
tions simultanées (12) et (13) serviront a déterminer (soit
graphiquement, soit par la méthode des substitutions suc-
cessives) I'unique systéme des arcs (p, v, «, f3), correspon-
dant & chaque couple des entiers (i, j). Et, quand ces arcs
seront connus, le groupe (13) donnera les valeurs séparées
des paramétres m et 1.

Avec le signe intermédiaire (—), et les valeurs (4), la
fonction u (3) devient

(14) w=cos{mr—azjcos{ny — B — cos (nx — B) cos (my — a).

Les paramétres m ct n sont inégaux, puisque 4 (14) est nul
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§ CLXXXVII.
SERIE TOTALE. VERIFICATION.

Désignant par u, et u, les facteurs u (5) et « (14), dont
les paramétres (m, n) sont respectivement régis par les re-
lations (11) et (17), la fonction intégrale V, mise sous la
forme

t ‘
— (015 — (1) ¢
(18) V= ZM.u.Ze T)"-I—ZM,u,Ze ( +r)",

vérifiera les conditionsauxcinq faces du prisme triangulaire
droita base rectangle isocéle. L'état initial exigera I'identité

(19) ZMM.Z+ZM,:¢,Z=£

On Pétablira a I'aide des théorémes (32), § CLXXXI, qui
donneront, pour les coefficients, la valeur (34) du méme
paragraphe, écrite en (M,, u,), en (M,, u,), et ou1 le sym-

bole f da sera remplacé par

a—x
(20) fd.rf dy....
o o

D’aprés la distinction établie entre les facteurs u, et u,, des
deux coefficients, M, existera seul, ou disparaitra, si I'état
initial f apporte une symétrie calorifique directe, ou in-
verse, par rapport au plan bissecteur (y = x); I'inverse
aura lien pour M,; et la fonction V (18) se réduira a la
premiére, ou a la seconde, des deux triples séries.
L’équation (37), § CLXXXII, a ses deux membres nuls
pour le facteur inversement symétrique uy (14). Sa vérifi-
cation par u, (5) exige un calcul dont voici la marche. On
_effectue d’abord les intégrations indiquées. Les résultats
obtenus se composent de plusieurs fractions, ayant aux
dénominateurs les facteurs m, n, (m+n), (m—n), e
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aux numérateurs des doubles produits de sinus et cosi-
nus, auxquels on substitue les sommes ou les différences
d’autres sinus et cosinus. Les arcs de ces derniers contien-
nent séparémernit: ma et nay que I'on remplace par leurs
valeurs (13), en supprimant les multples (i+j),
({—j) ™, qui, étant de méme parité, ne donneraient
qu'une ambiguité de signe, la méme pour tous les termes,
et pour les deux membres de I’équation & vérifier. On
isole, par développement, les sinus et cosinus de (p - v)
et de (1 — v), qui sont alors multipliés par les sommes ou
les différences des sinus et cosinus de (8 + «) etde (8 —a).
Puis apreés avoir développé tous ces facteurs, on remplace
les sinus et cosinus des arcs («, 3, p, v) par leurs valeurs

en (m,n, 1, h y2), groupées au tableau suivant :

m? 4+ = A? sina—ia cosa—g'
=AY, =% =
. i n

n 4+ I'=1R, smp=§, cospzﬁ;
. /I\/; m—+n
(m + n)? 42k = A7, sin =0 OsE=——s
) . . h\/; —n
{(m— np 4+ ok =, sinv= y COSvy = .

uh

Par cette suite d'opérations, la double intégration (20)
sur u, (5) conduit a
2 (l’ “ B (m* — n*)? + 2028 (m? + n?) +4h’m’n’)

mnAB (m* — r*) A
La partie de I'intégrale simple, relative aux cotés orthogo-
naux, est
22 (m* — n*) (m® 4~ n*+ 2 h?)
mnAB Avb ).
Celle qui concerne I'hypoténtise s'obtient, en prenant
pour variable la distance & a son point milieu, de telle

sorte que (x +y) éant a, (x—y) est »y2; substituant
23.

(m’ +n’ 4



356 DIX-NEUVIEME LEGON.
ces 'valeurs 'dans 4, {5);'mis sous la forme qui multiplie
% V2 au second développement du trindme (6), multipliant

a
par dw, et doublant I'intégrale prise de w =03 v = Ve
on arrivera a

2k fmn(m* 4+ n* + 2.12)
AB (m* — %) b

Enfin, rapprochant ces trois résultats, on trouve que la
somme des deux derniers, convenablement réduite, est
égale au produit du premier par (m?* 4 n*) ou 6*. Et c’est

ce qu'il fallait vérifier.
h ]

§ CLXXXVIIL
PRISME TRIANGULAIRE REGULIER.

Pour traiter le refroidissement par rayonnement du
prisme triangulaire régulier, il faut reprendre ses coor-
données naturelles (P, P, P”) ou P%), qui font avec les x
positifs, les angles (a, ', &) ou al’, dont les six cosinus et
sinus, y0) et o0, ont entre eux les relations groupées au

tableau
2 2 . 3 ‘
a'=a—|——3—", az":-ﬁ—%—l—21t, sm?:g, cos%:_i.‘
cos(a”——a’):cos(z—a”)=cos(a’—a)=-—-‘-
2
. . I V3 i
cosal) =) /=y — = ¢ Vo= = Y-
(21) 7 v — 27 2 7 27_+ 2
sinal) = o) a":—-'-o'-i—ﬁy a’":—.!_c_ﬁ.,
2 2 2 2

'YU)""”U)’:,I’ -y—f—y’—f—y"—_—o, c+c’+c"= 0.

!

7’7”-{-0’6‘ :7//7+a,r/°,=771+°a_1=_
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On a les formulesde aransformation

(22) PU) = z9U) 4 y ol

ct la cinquiéme ligne (21) donnel'identité
23). P+P + P =o.

Les équations des faces latérales du prisime sont

2-5) PV =r,

r étant le rayon du cercle inscrit au triangle équilatéral.
Si les trois faces (24) ont la méme conductibilité exté-

rieure h, I'équation générale, ct les conditions au péri-

métre, qui régissentle facteur u, § CLXXXI, seront

! d?u  diu e —o
\ rEi R
(25) ¢ " i
, (l"t"" (_u"(l)-’-l—fa'(/)) i = 0.
dx dy pU) =,

Si, de plus, 'état initial apporte une symétrie calorifique
directe, par rapport aux trois plans bissecteurs-

(26) PI= P”, PII o P, P — P,,

la fonction u scra complétement symétrique en (P, P, P"),
comme le prisme, comme les conditions au périmétre,
comme cel élat initial,

Dans ce cas, le seul que nous étudierons, si, avec un arc
constant, d, et trois paramétres (1, i1, v) n’ayant entre eux
d’autre relation que celle-ci
{27) A p4v=o,

U
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on forme les six-arcs polynémes

?

(AP+y.P'+vP”,+3

?

(y.P +vP' +2P") 44,

= (VPP +pP) 4+ 4,
(=8)

>
]

(vP + P’ +1P") 44,

>
[l
|w &:’]w “’|n °"|w ‘v"lw

>
[l

(BP 4+ 2P 4~yP") 438,

o
~N

_u;:.
Il

(AP + P 4 pP’) 4+ 9,

wl,,

el que, désignant les cosinus et sinus de ces arcs, par les
lettres S et C, affectées des mémes indices et accents que A,
on compose la fonction

) C +C,
(29) .u.=?+cz+ (o
+ G, + C;

qui possédera la symétrie voulue (car la permutation de
deux des P¥ lui laissera la méme valeur), cette fonction
pourra étre prise pour u, si elle vérifie ’équation géné-
rale (25) avec un méme 6, et s’/ est possible de déterminer
les paramétres (2, p, v) et I'arc d, de telle sorte que la se-
conde condition (25) soit satisfaite pour P =r; ce qui
suffira, car, d’aprés la symétrie établie, il en résultera que
la méme condition sera aussi satisfaite, pour P'=r, et
pour P/ =r.
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§ CLXXXIX.
CONDITION DES FACES LATERALES.

La substitution de C, A u, dans la premiére (23), exige
que

2 2 . 2
o= (5) {07+ )+ Dot g ey s

or, cette valeur, que les relations (21) réduisent a

(30) &= (:;;)2 07 4 2 +97) — (v 9+ )

élant symétrique en (A, ., v), sera successivement repro-
duite par les cinq autres termes de u, (29). Donc cette
fonction vérifie I’équation générale (25) avec un méme 6.
Maintenant, les équations aux paramétres doivent se dé-
duire de la condition que le trindme

(31) (s + 1 5+ e )

soit identiquement nul quand P=r.
Ne considérant d’abord que le couple (A,, A’)) desarcs (28)
ou P a pour coefficient le méme paramétre A, désignons par

u, la somme de leurs cosinus, cette fonction partielle et ses
dérivées seront

u', =C +C',s
du’. 2 ’ ” ! “\g'
(32) |z = — 37| v+ +97")8i+ Oy '+ 1)S)) |5
d 1
71% == 31, [Oc+ po’ + v6”) S, + (Aa + vo’ + “"”)S'“]'

Lors de la substitution dans le windme (31), ot les déri-
vées en x et en y ont respectivement pour facteurs y et a,
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laréuniomdes| denx cparenthéses qui multiplient, soit
S,, soit §',, dans les deux dérivées (32) de u,, donnera
la méme somme, ; A, d’aprés les relations (21) (derniére
ligne) et (27) ; d’on

dd,  du _
hid, ;‘;+c£=h(c..+c',; LS+ 8,)

*ll‘

Si P'on y remplace les sommes des cosinus et sinus par
les doubles produits d’autres sinus et cosinus, en ayant
égard aux relations (23) et (27), I'expression précédente
devient la premiére du groupe

2| P PN p—y ,
= l hr cos (A—'—I— 3)—- ) sm(). -+ 3 cos’ 4 (P'—P");

r

(33) ¢ [/:rws (uB +d ) — psin (p.P + 8)]005”3;""(P’—P”);

( E[lzrcos (v I—,+8)—v sin (;E + 8>]cos:'(P'—P”);
\ r r r . 3r

la seconde et la troisiéme résultent, de la méme maniére,
des couples (A,, A')), et (Ay, A')), ou P a le méme coeffi-
cient u, et v. La somme de ces trois expressions partielles,
sera I'cxpression totale du trinéme (31). Or, quand P =r,
cette somme doit étre identiquement nulle, quelle que soit
ladifférence (P’ — P”); les trois parenthéses (33), qui mul-
tiplient des cosinus d’arcs variables avec (P’ — P”), et dif-
férents, doivent donc s’annuler. Ce qui donnera les trois
équations cherchées.

§ CXC.
EQUATIONS AUX PARAMETRES.
Si 'on désigne par (7, m, n) les trois arcs, positifs ou né-

. . T
gatifs, moindres que S en valeur absolue, dont les tangen-
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tes expriment, respectivement les quotients de Ar, par 1,
par p, par v, ces trois équations aux parameétres sont

tang (A4 0) = l;—rzlang I8
hr .
(34) f tang (p + §) = - =tangm,

/
| tang (v + 8)=E= tang n.
. v

Elles indiquent que les trois différentes (A 4+ o —17),
(¢ +J —m), (v+ d—n) doivent étre trois multiples de

, positifs ou négatifs, et peuvent étre remplacées par les
suivantes

h= M,
tang /
ke 3
(35) ‘L—ta_ngm—m_ ?
/ .
y = —~ =n-—J,
\ tang n

en désignant, pour simplifier, par les lettres I, m, n, sur-
montées d’un point, les sommes (jr+1), (jz+ m),
(j"® 4 n), de chaque multiple et de son augment.

Mais la constante 0 ne peut pasrester indéterminée. Or,
la relation (27), qui a présidé a outes les transformations
précédentes, devant étre satisfaite, il faut que la somme
des derniers membres (35) soit zéro, comme celle des pre-
miers ; d’oul

_l+m+n

Par la substitution de cet arc, les équations (35) de-
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viennent
Cy hr __‘_!i—l;l—l;
\ T tangl 3 ’
(37) Jp= hr =2m—n—l’
tang m 3
' hr on—Ii—m
Yy = = bl
tang n 3

et sont simultanées. Avec les valeurs (35) et (36),
larc A, (28) prend la forme '

(38) A.:-;—’ [i (P—f-—;-) +m (P’+§) -.+-iz (p"'+§)]

cn ayant égard a la relation (23), qui indique aussi que I'on
peut supprimer un des trois points, prendre  par exemple
au lieu de /, en remplagant, dans m et n, j’ etj” par (j' — j)
et (j” —j). Les autres arcs (28) s’expriment de la méme .
maniére.

En résumé, a chaque couple des différences (j' — j),
(j” — j), correspondra un facteur u, (29), qui satisfera
aux conditions (25). Il importe de distinguer particuliére-
ment les facteurs dans lesquels decux des trois paramétres
(2, g, v) sont égaux. Siv=p, A =— 2y, les trois pre-
miers arcs (28) deviennent, d’apreés (23)

L4

P P’ P
(39) A.=3—2p.-;, ,=3—2y.77 Ay =48 —2p -

et sont reproduits, dans un ordre inverse, par les trois der-
niers. Le facteur u,, composé de termes doubles, peut étre
remplacé par sa moitié, ou par la somme (que nous dési-
guerons par W) des cosinus des trois arcs précédents. Dans
les relations (37), I est négatif, m et n sont égaux, ainsi

(jue m €t n; posant

rn=m=g, l=—1,
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on a le groupe de valeurs égales

__ hr
- tange

hr_imte+V e+ ¥,
— b}

SO tangy 3 3

1
T2

le multiple i, qui remplace (j—j)=, pouvant étre réuni
a 'augment ¢ par le symbole ¢. La constante & (36) est

(41) 3= sy, ‘

et, introduisant, pour simplifier, les
(42) pY = r—p0,

le nouveau facteur W est définitivement
(43) W:cos(z y.g— \l&)-i- cos (2,:.1’7 — \]z>+ cos (2 p%— —:ll) .

On remarquera que les facteurs trouvés (u,, W), ne con-
servent aucune trace des anciennes coordonnées, puisque
les nouvelles, P(), lies par I'identité (23), y restent seules.
Ainsi les signes, empruntés pour opérer cette transforma-
tion, deviennent libres, entre autres la lettre o, qui aban-
donne le sinus de I'angle arbitraire «, pour désigner de
nouveau la base du prisme.

§ CXCL
CONDITION DE L’ETAT INITIAL.

Composée avec les facteurs W (43), et ceux des fac-
teurs u, (29) dont les paramétres (A, u, v) sont inégaux,
la fonction intégrale V sera

>~

T et 0 e )
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et, comme an § CLXXXI, elle reproduira I’état initial

(45) - Zm.u.z + Y NW=,

a I’aide des coefficients

(46)

{ e
f dz | do.fWZ °
. —c 7
N=— “c 5
\ f Zdz /,dc.\’V‘
-_—C v 7T

Pour eflectuer la double intégration sur le triangle équila-
téral, on peut, daas les éléments différentiels, substituera
P’sa valeur — (P + P), et prendre, pour 'aire da,le paral-

lélogramme dont les c6tés 4P, dP’, comprennent l’angleg:

d’ou résulte

(47) [dc...:%j:;rdpj::_vdp’....

Mais, pour que la fonction V (44) exprime, scule ou
sans 'addition d’autres séries, le refroidissement du prisme
triangulaire régulier, par le rayonnement de ses bases hé-
térogénes, et de ses faces latérales similaires, il faut que
’état initial apporte une symétrie calorifique directe, par
rapport aux trois plans bissecteurs (26). Cette condition
essentielle est évidemment satisfaite, si la fonction f ne
varie qu’avec la coordonnée z ; ¢’est-a-dire si tous les points
d’une méme section du prisme, paralléle aux bascs, ont
primitivement unc méme température. Alors les numéra-
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teurs des coefficients' (46) sont-les produits du résuliat de
la sommation de fZdz sur toute la hauteur, par les inté-
grales doubles

e ]

(48) j ds.u,,
(49) ’da.w,

dont il faut reconnaitre les valeurs.

§ CXCIL

CAS DE f(z). NUMERATEURS DES COEFFICIENTS.

Les arcs (28), mis sous la forme (38), donnent trois
couples (A,, A'), (As, A)), (A, A)), dans lesquels P, que
_ Pon doit remplacer par — (P+ P’), a respectivement le’
méme coefficient (£, m, n). Le premier couple étant

M=2[(m— 1P+ (r—t)p ] 22!
3r 3
K= 2[(n = DR+ (i — P ] 2L,

on obtient I'intégrale partielle
fdc(C,+ c)=2 rIPf dP'(C,+ C,)
7 \/3 —ar —_r—P
(50) (In—-z)('os(l’l-f""l—}))

. 3ry3
T (m—n)n—i)(i—m)

(4(n—1 cos(h-l—i-—;i)*r
(—l— (1—fn)cos(i—|—fn—i),

en effectuant d’abord les deux intégrations définies sur C,,
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teurs des coefficients'(46) sont les produits du résultat de
la sommation de fZdz sur toute la hauteur, par les inté-
grales doubles

(48) fda'.u,,
(49) - fd,.w,

dont il faut rcconnaitre les valeurs.

§ CXCIL.

CAS DE f(z). NUMERATEURS DES COEFFICIENTS.

Les arcs (28), mis sous la forme (38), donnent trois
couples (A,, A"), (As, A}), (Ay, A)), dans lesquels P/, que
_ Pon doit remplacer par — (P+ P’), a respectivement le

méme coefficient (, m, ). Le premier couple étant

Az:__z[(,'n_i)p_*_(,;_'[)p']q_y_l_'—n_“,
3r 3

P21 T m—4-n+1
A=g[ln =P+ (m He ]+ —=—

on obtient I'intégrale partielle

r r
fde(c, +C)=2 ‘”’f dP/(C,+C,)
T \/3 —ar —r—P

(50) B 3ﬂﬁ \ (m—l)cos(m+n—l)
e ;,)(;,_i)(i_;,,)(

+(—1cos(n+i—m))»
-+ (l'—r'tt)cos(l'—i-r;:—;x))

en effectuant d’abord les dcux intégrations définies sur C,,
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son premiér . terme) . @V tripler le résultat. Remplagant,
dans ce premier terme, p par r — P, changeant au cosinus
le signe de l'arc, effectuant I'intégration en P’ (47), on a
eusuite

2 r 2pP
— (P+2r)cos| — — 2p 4 )dP
\/’g —2r ) (\ r ¢ ‘P

r . cosy — cos (6p —)
=—1(3 .
,.,/3( s+ 2w )

(52)

Or, d’apres I’équation multiple (41), cos(6x — ¢) est égal
a cos(29+Y), et la tangente de ¢ étant double de celle
dey,on a

(53) sin ¢ cosy = 2siny cosg;
d’ou résulte, par développement et substitutions,
cosy — cos(2¢ + ¢) = 6sinysingcosg;

et, a I'aide de cette derniére expression, le triple de la va-
leur (52) donne, pour I'intégrale (49)

(54) [dc.W: 3';‘/3 (-‘+ s—‘ﬂpﬂs—‘) siny.

P § CXCIIIL.
* DENOMINATEURS. SERIE TOTALE.

' Le numérateur de N (46) n’étant pas nul, il faut aussi
calculer son dénominateur. Effectuant sur W* (43) la dou-
ble intégration (47), et recourant plusieurs fois aux rela-
tions (40), on parvicnt & mettre le résultat sous la forme

(“)fdc.W’:: 9?/3( |+Sin?:os?) ( ' +Si" (p—¥)cos(p— '-P)) .

F
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12 sappotides) deux intégrales : 55) et : 33 1 est

.

'2-’-’*&‘ )gﬂ '-—‘;CI)S%—-—J

O, d apres i53), e triplede sinic — 4y est ézal a sinfs — 0.
Ao résalte

p H 's L ’ . o - o . ’
38n’s — i cos’s — L = sinzcoss + s cosd.

On a donc, al'aide du symbole 130). § CLXVIL et de § pour

désigner iz 4z,

—-—c
o f fZd:
”ﬁ; N 28D s —_c

21 ) +e
7: -+ 2 flf 23d-
—C

En résumé, dans le cas actuel, V (44 ;,. réduit a sa der=
niére partie, est le produit de la série simple

. “+c
(o + o fZds ot
1 —c — Tk
15 V=~ -
27, s cz "'(P}+.AIP’) Ze ’

qui exprime le refroidissement du mur aux faces hétéro-

génes (z=+c, z=—c), lors de I'état initial f (2z),
§ CLXXIV, par la série

i 2.\t

4 —(=£) 7

/68) V,‘= zzﬁSl—nf————We ( )‘,

' CIENCY
simple anssi, composéc avee les W (43), et qui, devant se

réduire & Tunité, pour ¢t =o, puisque V,(57) devient
alors {(z), donne I'identité

Wsm\p !
(f)!)) 2)‘ +) () 2’
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dans toute'Féendue’ du’triangle équilatéral. Développe?:
ment beaucoup plys général que celuidu § XCIX, qui s'en
déduit en faisanth = oo ,d'o0 ¢ =9 = Z-

Lorsque I'état initial f, toujours.directcment symétrique
par rapport aux plans (26), dépend, non-seulement de z,
mais aussi des coordonnées PV), le numérateur de M, (46)
n’étant pas nul, il est nécessaire de connaitre le dénomina-
teur. Son premier facteur est

—“+c s (: ~ ’
zrde — o 28) 2 (),
—e pte

d’aprésle§ CLXXIV. Quantausecond, eflectuantsur u?(29),
transformé en (P, P') seuls, la double intégration (47),
consultant les équations [(34), (35), (36), (37)] qui ré-
gissent les paramétres et leurs augments, on parvient a le
mettre sous la forme

<l+sinmcosm) (l + sinncosn)
[l.
1+sinncosn\ [ 1 - sin/cos!
(60) da-.uf—_.—3r’\/:?; +( )( 3 ) ’
1 4+ sinlcosl\ /14 sinmcosm
+ 3 R

v

v

dont_la symétrie é1ait exigible.

Les séries (58) et (59) constatent que les propriétés
analytiques du prisme triangulaire régulier, se refroidis-
sant par communication, § CIV, s’étendent au cas plus
général de son refroidissement par rayonnement, lorsque
ses faces latérales, qui sont géométriquement similaires
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ont 'la'méme ‘conductibilité extérieure. Preuve nouvelle
des simplifications qui doivent résulter,de la concordance
établie, entre les faculiés calorifiques, et les symétries géo-
métriques, du corps solide que I'on se propose de traiter.
Aussi, sans le secours de cette concordance, il efit été trés-
difficile, sinon impossible, d’aborder les polyédres précé-
dents, et surtout ceux de la legon prochaine.
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VINGTIEME LECON.

TETRAEDRES RAYONNANTS.

Refroidissement par rayonnement du tétradtre %, lorsque les deux faces

orthogonales ont un méme pouvoir émissif, ainsi que les deux faces in-
clindes. — Refroidissement par rayonnement du tétraédre 2—'4, lorsque les

trois faces empruntées aux plans diagonaux du cube ont le méme pouvoir
émissif. ’

§ CXCIV.

RAYONNEMENT DU TETRAKDRE %-

Pour étudier la loi intégrale du refroidissement par
rayonnement du tétraédre, sixiéme partie du cube, il con~
vient de poser ce polyédre comme I'indique la figure.

Fig. 36.

4
+
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. Les trois cotés (BD, DC, AC) ont méme longueur, 2a, et
forment un systéme de lignes orthogonales, auxquelles les
axes des (x, y, z) sont respectivement paralléles. L’ori-
gine O étant placée au milieu de la grande aréte AB, les
quatre faces ont pour équations :

ACD... z=a, BDC... y=0,
(1) ACB... x=1z2, BDA... y = —z.

Les deux premiéres étant géométriquement similaires, ainsi
que les deux derniéres, nous attribuerons, a chaque couple,
une seule et méme conductibilité extérieure, / au premier,
k au second.

Le plan des xy coupe le polyédre en deux pentaédres
équivalents, ou les points correspondants (m, m'}) sont tel-
. lement disposés, qu’il faut changer, i la fois, xen y, y enx,
z en — z, pour passer de I'un a I'autre. Cest-a-dire que,
par rapport aux deux plans bissecteurs COD, XOY, for-
mant un angle diédre droit, les deux points m et m’ ont
respectivement le méme symétrique ou la méme image.
Appelant cosymétrie, ce genre de correspondance, nous di-
rons que I'état initial, f, apporte une cosymétrie calori-
fique, soit directe, soit inverse, quand les températures
primitives en m et en m/, sont égales en valeur absolue,
soit avec le méme signe, soit avec des signes contraires.

§ CXCV.

FORMATION DU TERME SIMPLE.

Cela posé, la température variable V, fonction de
(,y, 2, t), est régie par les équations
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i VOO &N Cld*V dv

P
. (%;_’ + IV):___-‘ =o, (‘g + V)]ﬂ =o,
{2) ( :IIZ + ('IV thV)'ﬂ =o,
(—:—;—-‘;—:’-i-ls/;V)’__' =o,

} Vizo = f(2, 7, 2).

Car la normale extérieure est paralléle, 8 OX pour la pre-

miére face (1), 2 OY pour la seconde, & la bissectrice de

I’angle XOZ pour la troisiéme, a la bissectrice de 'angle
——

YOZ pour la quatriéme. Le terme simple a la forme

—5t

¢
(3) V., =Ue k

ou le facteur U, fonction de (x, y, z), et la constante 6*,
satisfont au groupe

U &U  &aU
TJF-'-([_y’ a7 + 62U =o,
d d
( U+IU) =0, ( U+1U> =o,
/4 d. r—a df =58
(4) dU_ AU o) -
dz  dz -
dU U
(59 i) -
dy r=—s

Avec trois paramétres quelconques (m, n, p), et les trois

. ™
arcs (a, 3, 7), moindres que 3 dont les tangentes reprodui-

sent respectivement les quotients de /, par m, par n, par p,
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viennent,
3 — hr __'zl—m—n
T tangl 3 ’
/ n—n—1
(37) F. — = r — 22m 3" .
ng m
hr oan—Ii—m
vy = = 2
tang n 3

et sont simultanées. Avec les valeurs (35) et (36),
Parc A, (28) prend la forme '

(38) A=y [i (P+§) +m (P"‘":‘) o (P—"E)J

cn ayant égard a la relation (23 ), qui indique aussi que I'on
peut supprimer un des trois points, prendre/ par exemple
au lieu de /, en remplagant, dans m et n,j etj” par (j' —j)
et (j” —j). Les autres arcs (28) s’expriment de la méme
maniére.

En résumé, a chaque couple des différences (j' —j);
(j” —J), correspondra un facteur u, (29), qui satisfera
aux conditions (25). Il importe de distinguer particuliére-
ment les facteurs dans lesquels deux des trois paramétres
(2, g, v) sont égaux. Siv=p, A =— 2y, les trois pre-
miers arcs (28) deviennent, d’aprés (23)

4

P P’
(39) A.=3—2p.-;, A,:S—zp-:, Ay=d—2p )

et sont reproduits, dans un ordre inverse, par les trois der-
niers. Le facteur u,, composé de termes doubles, peut étre
remplacé par sa moitié, ou par la somme (que nous dési-
gnerons par W) des cosinus des trois arcs précédents. Dans
les relations (37),  est négatif, m et n sont égaux, ainsi

(ue m ct n; posant

n=m=yg, l=—19,
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on a le groupe devaleurs égales

hr

_ hr_inte+y _e+ Y.
T ange - ’

(4o) ¢ tangd 3 3

1
Y

le multiple i%, qui remplace (j— j)®, pouvant étre réuni
a 'augment ¢ par le symbole 9. La constante ¢ (36) est

(41) 8.—_2?3-"'=2y.—-.[;, *

et, introduisant, pour simplifier, les
(4’) PU)=r_P0)1
le nouveau facteur W est définitivement

43) =cos(2 F‘L:_ 4,)_,_ cos (2 F',Lr, - x',>+ cos <2 FPT” —-\p) .

On remarquera que les facteurs trouvés (u,, W), ne con-
servent aucune trace des anciennes coordonnées, puisque
les nouvelles, PV, lies par I'identité (23), y restent seules.
Ainsi les signes, empruntés pour opérer cette transforma-
-tion, deviennent libres, entre autres la lettre ¢, qui aban-
donne le sinus de I'angle arbitraire «, pour désigner de
nouveau la base du prisme.

§ CXCL
CONDITION DE L’ETAT INITIAL.
Composée avec les facteurs W (43), et ceux des fac-

teurs u, (29) dont les paramétres (1, i, v) sont inégaux,
la fonction intégrale V sera

44) Vv =E M, u;Z::— i 0=)£ +Z NWZ c_— [1:+(¥‘)‘] %,
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ct, comme au;§ CLXXXI, elle reproduira Iétat initial

(45) - ZM.u.Z +Z~NW= f,

a Paide des coefficients
—+c
f dz f do.fu,Z
——C g o

—“+c
f Zdz [du’ u}
f d..fda' fWZ -
/ Z’rlzfda' w?

Pour effectuer la double intégration sur le triangle équila-
téral, on peut, dans les éléments différentiels, substituera
P”sa valeur — (P + P}, et prendre, pour I'aire do,le paral-

M=

(46)

lélogramme dont les cdtés dP, dP, comprennent l’ang]eg;

d’ou résulte

(47) [da'...: %,/::,rdp_/:r,__t‘dpl

Mais, pour que la fonction V (44) exprime, scule ou
sans 'addition d’autres séries, le refroidissement du prisme
triangulaire régulier, par le rayonnement de ses bases hé-
térogénes, et de ses faces latérales similaires, il faut que
’état initial apporte une symétrie calorifique directe, par
rapport aux trois plans bissecteurs (26). Cette condition
essentielle est évidemment satisfaite, si la fonction f ne
varie qu’avec la coordonnée z ; c’est-a-dire si tous les points
@’une méme section du prisme, paralléle aux bases, ont
primitivement une méme température. Alors les numéra-
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teurs des coefficients’(46) sont'les produits du résultat de
la sommation de fZdz sur toute la hauteur, par les inté-
grales doubles

(48) ./, do.u,,
(49) Jqdc.W,

dont il faut recconnaitre les valeurs.

§ CXCIL

CAS DE f(z). NUMERATEURS DES COEFFICIENTS.

Les arcs (28), mis sous la forme (38), donnent trois
couples (A,, A'), (A;, A)), (A, A'), dans lesquels P/, que
_ 'on doit remplacer par — (P+ P’), a respectivement le
méme coefficient (4, m, n). Le premier couple étant

M=2[(m—D)p+ (n—1)p ] 2F2FL
3r 3
A =2[ln =P+ (m— ] 2E0F
3r 3
on obtient I'intégrale partielle
2 r r
do(C,+ C) = — de dP'(C,+ C,)
[ ( 2 ) \/3 s p (Cs )
(50) ( (m — 1) cos(m—+n—1)
3~V3

=it Leosleri—m)s
("‘ (i—m)cos ({+m — n)

en effectuant d’abord les deux intégrations définies sur C,,
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changeutit /cnsaiie. ‘m en 'n'er n en m. dams le résnltat,
pour en déduire celui qui appartient a C, et que l'on

ajoute au premier. La fracion 501 étant svmétrique en
I, m. n". sera reproduite par chacune des deux autres in-
tégrales partielles.

L intégrale wotale (48 est domc égale a 3 fois la frac-
tioa (30). Ou bien. si I'on remplace les A, m, n par
leurs valeurs (7 - 3. 2 — 2. » — 2} déduites des {33), on
aura

= ( (=—> 0055 —2)

. ary3 ‘

51. ’ dz.u = 4 5—3'0s s —2g):
22— 7—‘ A—F‘
- L—-I-GIS 9—27

et le dénominatcur pe sera jamais nul. puisque pour cha-
cun des facteurs u,. dans V (44). les paramétres sont iné-
gaux. Mais, au contraire, le numératear est toujours nul :
car, la parenthése desient d’abord, en isolant les factears
(3, g, v), remplagant les différences de cosinus par des pro-
duits de sinus, et rappelant la relation (2-).

2[asia (. + 3, sin(» — z- + zsin(p + 3)sin{a —
—+ »sinfy 4 3jsinx — 1))

puis, substituant aux facteurs [4sin(2. + ), usin (x + 3).
vsin (v + d)] leurs valeurs [ hrcos (% + 3), hreos(u + 3),
hrcos(v + ) ] déduites des (34) et que 'on développe,

‘ [cossin (»—p) + cospsin (A — ») + cosvsin p —1}|cosd
(_mn um(a—p)-{—snpsln(1—-;)+smvsm(.t-—k)]nn8;

enfin, développant les [sm(y—p.) sin(A—v), sin (—1)],
on trouve définitivement zéro.

Ainsi, 'intégrale (48) est 1dentiquement‘nulle. Passons
a l'intégrale (49). D’aprés l'indifférence du couple de
coordonnées P au signe (47), on peut réduire W (43) &
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son premiér . tévine) evltripler le résultat. Remplagant,
dans ce premier terme, p par r — P, changeant au cosinus
le signe de Iarc, effectuant I'intégration en P (47), on a
ensuite

-_2- r
V3J—ar
s cosy — cos (6p —)
M/—(3sm++ 2p )

Or, d’apres ’équation multiple (41), cos(6p — ¢) est égal
a cos(2¢+¢), et la tangente de ¢ étant double de celle
de¢,on a

(P+ 2r)cos(¥— 2p—+ \p)dP
(52) ‘

(53) sin g cosy = 2sin{ cosg;
d'ou résulte, par développement et substitutions,
cosy —cos(2¢ + V) = 6sinysingcosg;

et, a I'aide de cette derniére expression, le triple de la va-
leur (52) donne, pour I'intégrale (49)

=

§ CXCIIIL
DENOMINATEURS. SERIE TOTALE.

Le numérateur de N (46) n’étant pas nul, il faut aussi
calculer son dénominateur. Effectuant sur W* (43) la dou-
ble intégration (47), et recourant plusieurs fois aux rela-
tions (40), on parvient & mettre le résultat sous la forme

(55) 7da.W’: 9':\/§<|+Sin?:°s?j) (H—Si" (?_‘P);os(?— 4*)) .
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12 rappott desl deux iniégrales - 55) et : 33, est

2“‘

gz =53 3sin 3 — < cos 2 —3
O, d'apres i53), le triplede sin iz —3) est &zal a sinis —gj.
d'o5is résulte
3sin’s — % cs’zs — -, = sinzcosz +— SInScos.

On a donc, a I'aide du symbole 130). § CLXVIL et de 5 pour
désigner iz + =,

¢
., f fZd:
!’l-l; N zsm-:a —c

[I;. -y “+ec
7oh f’f 2 d-
—C

En résumé, dans le cas actuel, V (44), réduit a sa der=
niére partie, est le produit de la série simple

- -'-c
(F+ o f fZds N

_ 1 —c ey
V,_‘—.z I = s Ze ’

2\p)+1lp")

EN |

qui exprime le refroidissement du mur aux faces hétéro-
génes (z=+c, z=—c), lors de I'état initial f (z);
§ CLXXIV, par la série

siny - 2_'“)’i
I58) V=2 93— We \7/ K

! Z‘A(?}+l(a'»)

simple anssi, composéc avec les W (43), et qui, devant se
réduire & Tunité, pour ¢ =o, puisque V,(57) devient
alors f(z), donne I'identité

Wsm\p !
(59) Z; YN
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dans toute P'étendue du triangle équilatéral. Développe-
ment beaucoup plys général que celuidu § XCIX, qui s’en
déduit en faisanth = o ,d'ou ¢ =9 = Z-

Lorsque I'état initial f, toujours.directement symétrique
par rapport aux plans (26), dépend, non-senlement de z,
mais aussi des coordonnées P, le numérateur de M, (46)
n’étant pas nul, il est nécessaire de connaitre le dénomina-
teur. Son premier facteur est

f+cZ’(lz = 0M7
—c 4

d’aprésle§ CLXXIV. Quantausecond, effectuantsur u}(29),
transformé en (P, P’) seuls, la double intégration (47),
consultant les équations [(34), (35), (36), (37)] qui ré-
gissent les paramétres et leurs augments, on parvient a le
mettre sous_la forme :

(l +sinmcosm) (x -+ sinncosn)
ll.

v

l+sinncosn) ( 14 sinlcosl)
. ?

(60) fdc.uf:?}r’ﬁ +< " 3

1 + sinlcosl\ /14 sinmcosm
+ 3 , "

dont la symétrie était exigible.

Les séries (58) et (59) constatent que les propriétés
analytiques du prisme triangulaire régulier, se refroidis-
sant par communication, § CIV, s’étendent au cas plus
général de son refroidissement par rayonnement, lorsque
ses faces latérales, qui sont géométriquement similaires



4 wi-seniumm —aeas — FUSEES TSGYCHL.EESE T
our' ' nemes enndariiiiie sxevenre Poxwe ssaeelk
dos nougiiicasines i isvent ~esun:c. e = cmertaees
el sitrs o Seuds CancTres. X es Smeres -
mérmes. I me3e suide e 0 s Jrigase le THET
Aawi_ tans e wrancs de ceoe cmeacdance. 1 e ani e
£ffrile. sinan mpsssble. € abarer o Jaivxdres peere-
dones. o2 mviaz coxs de 2 benm prwhaine.



TETRAEDRES RAYONNANTS. 371

VINGTIEME LECON.

TETRAEDRES RAYONNANTS.

Refroidissement par rayonnement du tétradtre %, lorsque les deux faces

orthogonales ont un méme pouvoir émiesif, ainsi que les deux faces in-
clinées. — Refroidissement par rayonnement du tétraédre ;'Z’ lorsque les
trois faces empruntées aux plans diagonaux du cube ont le méme pouvoir

émissif.
§ CXCIV.
RAYONNEMENT DU TETRAEDRE %-

Pour étudier la loi intégrale du refroidissement par
rayonnement du tétraédre, sixi¢éme partie du cube, il con~

vient de poser ce polyédre comme l'indique la figure.

Fig. 36.




o7 SISCYIEWE LEODS.

Les w6id ciney ' BD, DC. AC: ont méme lonsueur. 24a. e
forment un sysiéme de lignes orthegonales. avxquoelles les
axes des (x. y. zi somt respectivement paralleles. Lori-
gine O éant placée an milien de la grande arite AB, les

quatre faces ont pour équations
, VACD... z=a, BDC r=2=~5,
‘) ! ACB... =3, BDA... v——=.

Les deux premiéres étant géométriquement similaires. ainsi
que les deux dernitres, nous autribuerons, a chaque couple.
une seule et méme conductibilité extérieure, / au premier.
k au second.

Le plan des xy coupe le polyédre en deux pentaédres
équivalents, ou les points correspondants (m, m/') sont tel-
lement disposés, qu’il faut changer, a la fois, xen y, y enx,
z en — z, pour passer de I'un i I'autre. Cest-a-dire que,
par rapport aux deux plans bissecteurs COD, XOY, for-
mant un angle diédre droit, les deux points m et m’ ont
respectivement le méme symétrique ou la méme image.
Appelant cosymétrie, ce genre de correspondance, nous di-
rons que P'état initial, f, apporte une cosymétrie calori-
figue, soit directe, soit inverse, quand les températures
primitives en m et en m/, sont égales en valeur absolue,
soit avec le méme signe, soit avec des signes contraires.

§ CXCV.

FORMATION DU TERME SIMPLE.

Cecla posé, la température variable V, fonction de
(x, 7, =, t), est régie par les équations
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i aivo| (@3N a:v dv

=Tt = A

® (ﬂ IV) =o, (‘f—v-+ V) =o,

£ / x=a dJ’ r=b
, .
(2) Aav _ dv > —

( dz+:1z+l~/2v ,=,_°'

dv  dv
(-GG i) _=o

Car la normale extéricure est paralléle, 4 OX pour la pre-

miére face (1), 3 OY pour la seconde, & la bissectrice de

I'angle XOZ pour la troisiéme, a la bissectrice de I’angle
- +

YOZ pour la quatriéme. Le terme simple a la forme

—od
(3) V,=Ue F*,
ou le facteur U, fonction de (z, y, z), et la constante 6*,
satisfont au groupe
a&U 40U &U

= A T

d d
(—[-J+IU> =0, (—U+1U> = o,
x £—a d)’ r=6

+ 62U =o,

Avec trois paramétres quelconques (m, n, p), et les trois
. T .
arcs (2, f3, 7), moindres que > dont les tangentes reprodui-

sent respectivement les quotients de , par m, par n, par p,
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l'équation (23) de la face|a;admettra les trois expressions

T(r+ z) =M~-g, .

(29) % (y+z)=%—7,

P
—_— +4z)=— @ — ",
o (r+=) 4

et (u, u/, u") désignant les trois parenthéses (26), U sera
(30) U=Mucost + Nu’ cost’ + Pu" cost’.
On reconnait facilement que le facteur u donne,

 dse du  n+pde n—p du
G0 ErGTTL an T s an’

et que deux transfprmations successives le mettent sous la

forme
cos (% (r+z)—d— °"") cos (% o= z)) L

+ cos (% (r+=) +Ja'—.ﬂo> cos (% (r —x)),

d’'otr résulte qu'en passant  la face o, & I'aide des (29), on
a les deux valeurs

s cos ( -—&—&’—Z’)cos(f—(y—r>

(32)u=

/

'+cos(q‘+em—m“o—§”)cos — (r — )
3)(

)
(du+du> ‘_"‘/;s"’ Fo—d— l”—zl)cos(\/ ’—x);

dz

3

|
s,
.
|

}\-—p\/;sm(‘f-;— A — o — ") cos(\/_ y — )
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les deux cas, il suffit de traiter le premier, ou d'admettre
que I'étal initial apporte une cosyméirie calorifique directe.
Il s’agit, maintenant, de trouver quelles relations doivent
exister entre les paramétres (m, nr, p), les arcs complémen-
taires (u, 3, ¢) et les coeflicients (M, N, P), pour que U (6)
vérifie la condition (4) a la face (r=z); ce qui suffiry,
car, d’aprés la cosyméirie établie, la condition a la face
(y = — z) sera conséquemment satisfaite.

§ CXCVI.
CONDITIONS DES FACES INCLINEES.

Les six termes de U (6) forment trois couples, distincts
par le facteur commun en y. Si I'on extrait, de chaque
couple, la fonction trigonométrique en ( 2, x), quemultiplie
le facteur en y, pour la substituer seule & U dans le tri-
ndéme

du d ‘
(7) ) (—E"F‘d—lz’-l-k\/;U)’
le résultat définitif de cette substitution partielle, doit S'an-
nuler, séparément, quand x = z. Ainsi traitée, la fonetion
{8) [Pcos(pz — p) cos (nx — IT) + Ncos (nz +v)cos (pz — %))

qui correspond au facteur cos (my — I ), doune I'équa-
tion finale

P[Ixﬁcos(ém—p)—(n+p)sin(3fa—,l’)]
+ N[Av2cos(® +) — (n+ p)sin(®+)]
P[h\/;sin(%—p)+(n+P)¢°$(%_P”
N[_;,ﬁsin(q+y)—(n+p)cos(‘l‘+n)]
: P[4 y2c0s(9C + p) — (n — p)sin (3T +p) ]
+N[AV2c0s(® —v) + (2 —p)sin(® —»)]
P[4 V25in (9% + p) + (R — p) cos (T + p)] —
+N[h\/;sin(‘1‘—v)-—-(n—p)cm(‘l’—v)]

cos(n-p)zz

~+ sin (n——p)z{

+cos(n—+ p)z

=+ sin(n 4-p zg
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qui, devant étre satisfaite quel que soit z, exige que les
(uatre parenthéses prineipalés t .. } , soient nulles, toutes,
et séparément. -

De la résultent quatre équations de condition, entre
(n, p, v, p, N, P). Si 'on pose, pour simplifier

h h
(10) ——J;—=wngw%, ﬁ
n—+4p n—p

= tang A,

7 . T
& et A/ étant deux arcs, moindres que S en valeur absolue,
le premier positif, le second positif ou négatif, ces équa-

. ees
tions de condition donnent, pour le rapport 7 les quatre

valeurs
(sin (o — € —v) cos (b — @ — v)
() s sin (& —p— oA cos(—p— o)’
sin (@ — v + A') cos (B — v+ )

sin(9C +-p— A') cos(Jot-p—o ')

lesquelles doivent é&tre identiques. L’égalité des deux
premiéres (11) exige -que la différence des deux arcs
(% —p— ), (& —%—), soit un multiplie i 7. 1.égalité
des deux derniéres (11) exige pareillement que la différence
des arcs (9% + p — A'), (2 — v + A') soitun multiplej 7
etlerapport (P : N)étant cos i 7 parle premier couple, cos jm

+ . par le second, il faut que les multiples {7 et j 7 soient tous

deux pairs ou tous deux impairs. En résumé, les relations

‘%-l—‘f-i—v—p:ir-l—zo)l»,
(12) ) .%—Q+v+p=:j‘rr+2e}\-.',

— —=CcOoSim® = cosjn
[ 3 jm,

ou les entiers (7, j) ont méme parité, sont nécessaires et suf-
fisent pour que I'équation (9) soit satisfaite, quel quesoit z.
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Pareillement, la fonction trigonométrique en (z, x)

(13) [Mcos(mz — p)cos(px — @) + P cos(pz + p)cos(mz — IN)]

qui multiplie.cos!(ny 00T an second membre (6), substi-
tuée seulea U dans le trinéme (7), donne un résultat qui
s'annule quand x = z, si ayant posé

hy2 hy2

Ve ANt
(14) p+m - mng”bv p—m - tanb'lﬂ) ’

on établit, entre (®, M, p, u, P, M), les relations

{ )+:)ll+p—p.=i'1r+2‘llb,
@0k 4 4+ s 2

(15)
( L. cosi'w = cos j'
- P - T = S) ™,
ou 7 et sont des entiers dc méme parité. Enfin, la fonc-
tion
(16) [N cos(nz—v) cos(mz — IIL) + M cos(mz -+ p) cos nx — J%)},

facteur de cos (py — @) dans U (6), annule le trinéme (7)
quand x = z, si, posant cncore

hy2 . kv

VT - Ve ’
(vg) n_.tangl, m_n_tangl‘,

on introduit les derniéres relations
.

M + JC +y.——.v=i"1r+21',
(|8) 3Tb—J(,»+p+v=j""+2r,’

N
p— " — 4
M —cosi’w =cos j"'x,

ou i et j*, nombres entiers, ont méme parité.
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sexprimer pariune série/trigonométrique, ou les variables
nentrent pas sous des ivtégrales définies, que si la face in-
clinée 5 ala méme conductibilité extérieure que les deux
faces verticales et similaires (x == 0,y =0), la face hori-
zontale (z=o0) ayant d’ailleurs un pouvoir émissif quel-
‘.'On(lue.

§ CCIII.

SOLUTION RESTREINTE.

Puisque i, = k, les arcs (36) sont respectivement égaux
a ceux des deux premiéres lignes (25); et I'identité com-
pléte de chaque couple des valeurs (38), n'exige plus que

. w .
cclledes deux multiples correspondants de > laquelle s’éta-
blit en prenant

Jj=i'—i, j=i—=, J =i —i.
Par ces valeurs, les arcs (9, 9T, %) compreuneﬁt respec-

tivement les multiples

i —i =i i =
™, T T,
2 2 2

qui, les trois numérateurs étant pairs, peuvent étre rem-
placés par ceux-ci
In; I'r, I"m,
qu'.on en déduit d’ailleurs en posant
(3g) i=lI+4+1,i{=1"+1, " =14V,

comme pour satisfaire généralement a la condition que la
somme (i+i+1") soit paire. Adoptant donc les for-
mules (39) et substituant aux (I, 3%, €) leurs valeurs (28),
les relations (37) et (38) sont définitivement résumées par
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il faut donc, essentiellement, que la somme (i+ i + )
soit paire. Ce qui exige, ou que les trois entiers (i, 7, &)
soient tous pairs, ou qu'un seul soit pair et les deux autres
impairs; Dans le; premier cas, les coefficients sont égaux et ’
de méme signe; dans le second, ils sont encore égaux en
valeur absolue, mais I'un d’eux a un signe différent de celui
des deux autres : car, d’aprés la derniére ligne (19), avec
(¢, Z, &) tous pairson a (P =N = M) avec i seul pair
(P=N=— M), avec ¢ seul pair (P = — N = M), enfin
avec {’ seul pair (— P=N = M).

§ CXCVIIL
RESUME DE LA SOLUTION.

Lorsqu’on substitue aux (IR, I, ) leurs valeurs (5), et

qu'on feprésente par les lettres (.'M %, T, surmontées
d’un point, les sommes (i1 4 &, &'® + W, "7 +T), les
six premiéres relations (19) donnent séparément

I+ b4 —
— a4 -+ 1!5’

ma —
2
’ b+ T '
(5“) na =p+"°+ -';J' )
Wb + o+ W — A
pa =9+ ————
2
I — b+ b’
= ————
. 2

Jo— P4 o'+ T’
= ——
2

(22)

_ ot A
- 2

Il résulte des équations (21) qu'a chaque groupe des en-
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VINGT ET UNIEME LECON.

EQUILIBRE DES TEMPERATURES PAR RAYONNEMENT.
ECHAUFFEMENT.

Etat permanentdes polyédres dont plusieurs faces rayonnent la chaleur. —
Cas d’une poutre. — Cas d’un prisme rectangle. — Solution générale pour
un prisme droit.}] — Probléme de I'échauflement des corps solides. —
Cas d’un mur. — Cas divers de Péchauffement d’une barre.

§ CCIV.
ETAT PERMANENT D’'UNE POUTRE.

Un corps solide peut étre a I’état permanent, lorsque sa
surface o comprend deux parties, Pune o/ rayonnante,
I’autre ¢” ou les températures, F, sont fixes et connues. La
température stationnaire, que nous désignerons par U, est

alors une fouction de (x, y, z), qui doit vérifier les équa-

tions -

dU  &#U  &U _
wtap Tt =
O 1 (2 cog - Lo+ 22 cont 10, =
— 008k + 2 cosn + —— cosg+ U S="
Un:F( Cy Yy T )

Indiquons, par divers exemples, comment on détermine la
loi mtégra]e de cet éwat permanent.

S'il s'agit d'unc poutre indéfinic, dont trois faces
(x =+ a, x = — a, y = — b) sont rayonnantes, et ont’
respectivement les conductibilités extérieures (Z, Z, L)y
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Composée avec tousles - tcrmes simples (3), maintenant
reconnus, et ayant chacun un seul coefficient, qui sera
déterminé a I'aide de la méthode d’élimination du {LIX,
la fonction intégrale V exprimerala température variable
du polyédre dans le premier cas, celui ou I'état initial
apporte une cosymétrie calorifique directe. On recon-
naitra de la méme maniére tous les termes simples corres-
pondants au second cas. Il est donc bien vrai que la loi du
refroidissement par rayonnement du tétraé¢dee, sixiéme
partie du cube, s’exprime par une série trigonométrique,
ou les variables n’entrent pas sous des intégrales définies.
Et c’est la tout ce que nous voulions constater.

§ CXCIX.

RAYONNEMENT DU TETRAEDRE —;—4
Afin de savoir s'il en est de méme du second tétraedre,
vingt-quatriéme du cube, prenons son angle triédre tri-

rectangle pour celui des coordonnées positives, en posant
’ p

Ia plus petite aréte, OC = a, surl’axe des z, et les deux

arétes, OA=0B=ay/2, sur les axes des x et des y. Les
quatre faces auront pour équations

(23) z=o0, y=o, z=o, 74z =2 (a—2z).
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Les conductibilités extérieurés étant, k pour les deux pre-

miéres faces qui sont géométriquement similaires,  pour la
"¢ troisidme, /t, pour la quatriéme, dans le terme simple (3),

1a fonction U et la constante 6, devront maintenant vérifier

le groupe .
U &Y d'U

&t A U=

(ﬂ—hU) —o, (i-q—hU) =o,
dr s=0 =

dy
(§) o
—— — U =o
(ds )_=. ’
‘'dU  dU - dU
(&G ), =

car la normale extérieure est dirigée parallélement aux -
coordonndes négatives, pour les trois premiéres faces ; et,
pour la quatridéme, désignée par l'indice 7, cette normale

fait, avec les axes, les angles aux cosinus (l’ 5 ‘;)'
2 2 ya

§ CC. ‘
& FORME DU TERME SIMPLE.
. Avec trois parametres quelconques (m, n. p). et les neaf
ares, moindres que ; en valeur absclue. qui s'en déduisent
& Uaide des relations

AV hy2 hy2
.*'—wi."h-—h&\ﬁ. .+.=hgl',
Ay Ava hya
(a8) (2N AL . Av2
= g p_-_u-gw.._._nql",
4

::Nﬂ;x. ::ra.gj,
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on obtient une fonction U et unc constante §* qui satisfont
aux quatre premiéres conditions (24), en prenant

M cos (mz — a)

%) U= +Ncos(nz—p)?

~+ Pcos (pz— v) m—n man
+cos( y—r )cos( z—T

oa les coefficients (M, N, P) sont constants et indéter-
minés.

En effet, d’abord, les six termes de U (26) vérifient suc-
cessivement la premiére (24), avec le méme 6* aux formes
diverses,

() ()=
e o (B )+ () = = mrwap=os

])’ m—-n 1y m-:rz 1
V2 \ Va2 i ¢
ensuite, dans chaque terme, les trois facteurs, X en r,
Y en y, Zen z, sont tels que les dérivées logarithmiques
1 dX 1dY\ 1dZ .
(-i E)’ (? 71;)’ -Z—Fz-)’ se réduisent, les deux pre-
miéres & h, la troisiéme a /, quand x, y, 2z, deviennent

~+ cos p__mj—%')cos(,’-’-mx—ﬂb

r+p n—p A
cos - —r— &
(ﬁ V{ﬁ‘ )

-
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zéroy/par'exemple :

avecX:cos(n + p.t—.lo), (LLI_{(_) =£+_l_’langak =h,

avecY = cos (p;/—_my_ 1!‘.,’), (—l—d—>.=P :”It:/zng W=k

2 Y dy Va2
[1dZ
avec Z = cos (pz — v), 22 .=ptangy =,

d’aprés la définition (25) des arcs (&, W', 7); et ainsi des
autres facteurs.

La fonction U (26), restant la méme quand on y change
yen xet xeny, est directement symétrique par rapport
au plan bissecteur y = x; et si, dans chacune des trois
parenthéses, on substituait la différence des deux termes
4 leur somme, cette fonction deviendrait inversement
symétrique par rapport au méme plan. La solution s'a-
chevant de la méme maniére dans les deux cas, il suffit de
traiter le premier, ou d’admettre que I'état initial apporte
une syméirie calorifique directe. Il s’agit de savoir,
maintenaut, si les paramétres (m, n, p), et les coeflicients
(M, N, P) peuvent étre tels, que la fonction U (26) vérifie
la derniére condition (24), celle a la face inclinée o.

§ CCI.
CONDITION DE LA FACE INCLINEE.

La forme donnée 4 la fonction U facilite cette épreuve.

Soit posé

g (m'z.—a—_-c, nz—B=Y¢, pr—g=Y,
(28) ?ma—-a:f)]l na—B=39 pa—y=0q;
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§ (VL
- o.As GENEKAL DUON PRME DROAT.

bons doe | énuilibie: des t:mpératares de tout prisme
droit, qui rasonne la chaleur par ses faces latérales et par
1 une de: ses deux bases (z = — ¢+, tandis que la seconde
1z == —¢) estentretenue a des températures fises F ox. v):
la function U de 1z, v z) est régie par les équations

U 4T &TC

\ wto Tt T

. ‘d dU

1. ‘ (—L"Os"-g; cosz — IU , = o,
' llL LL) C.=Fx.»,

la normale extérieure étant perpendiculaire a I'axe, en tout
point de la paroi latérale, dont le périmétre est w.

Pour vérifier, tous et séparément. les conditions (19),
moins la derniére, les termes simples ont la forme

'

‘20, U=uxz;

[

le: facteur %, fonction de z seul, satisfaisant au groupe par-
tiel

Ilzr, dt .
(21, T =0%%, (-{I—Z-—LL)_czo, t,.=1,

¢t le facteur u, fonction de (x, y), vérifiant celui-ci

(22 du + (] + 0 de . du p

29 -_— uw= _ - = 0.
! dz dy 0 /[.z:cos‘ + dy oS+ lu @ °
La constante 0%, qui doit &re la méme dans les deuy’ grou-
pes, particularise le terme simple (20). Les conditions (21)
veproduisant eelles (13), le facteur % aura toujours I'expres-
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car la premsiere, éant substiteée dans - 31.. conduit a la se-
omde. Les facteurs (&, ' v jomssent de propricsés bomo-
logues.

A T'aide de oes propriétés. la sabstitution de U « 30)dans
le pol ynime

,. ‘dU  dC 4¢C
’3’, Z«:; ‘2;*2‘()
et le passage 3 la face 5. donnent trois fonctions trigono-
métriques en z seul, respectivement multipliées par

(oos—,_’_r—z), eos%_ ry —x', cos -L J’—S,),

’ V2 V2 ‘2

et qui doivent s’annuler. toutes et séparément. pour que
le polsndme (34), avecl'indice . devienne identiquem®nt
zéro, quefle que soit la différence { y — x). Mais, de plus,
chacune des trois nouvelles équations doit étre satisfaite
quel que soit z. Ainsi, la premiére équafion, celle qui cor-
respond au facleurcos% (y —x), se meuant aisément

2

sous la forme . . . (35)

con (¢ — j N[A, V2 cos (2— & —#'}—(+p) sin (2——’)]
ap [4 V2 cos (3 + I'— 1) — (n+p) sin (Fo+T'—T))
. " 5 N[— b y/2sin(@—— ) — (1+pcos(P— e —w")]
+ sin (§—¢")
+ P[h \/; sin (J6+TI'—T)+ (r+p) cos (Fo+4T'— 1‘)]
N[4, V2 cos (B——w')+(r—p) sin (P—vs—w')]
~+ cos (§'—¢") g )
+ P[4, y2 cos (IL+T"—T) — (r—p) sin (Io+r'—T)]
N [4, Y2 sin (2——8')—(r—p) cos (@—e—w))
~+ sin (§'—4) _ =
~+ P [ h,y/2 sin (96+T'—T) 4 (r—p) cos (I&+TI'— r)]

Lexige que les quatre parenthéses |. . } soient nulles, toutes
ct séparément. Et les deux autres équations sont aussi exi-
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geantes. Il y a donc douze rélations; et cela entre six incon-
nues seulement : les trois paraméives (m, n, p), et les coef-
ficients (M, N, P) ; disproportion qui semble annoncer une
impossibilité. '

§ CCIL.

EQUATIONS AUX PARAMETRES.

Le {CXCVI nous vient en aide pour abréger notrerecher-
che, car en suivant exactement la route qu'il a tracée, on
reconnait, sans difficulté nouvelle, qu'en posant

‘1.\/; hoy/2 ko2

a6 ) = tang b, S T 08 W, o =tangT,
h.ﬁ ’ ' /Il \/; ’ ,'l V_ ’
'm_,’=tang&,,m= tang vb,, n=tangl‘l,

les douze relations actuelles sont celles des trois groupes
9‘(:+‘E—1J!n—\lb'-‘i-l"~l‘.=i1r + 2
Fo— B+ +T.—T=jr+ 24, N
@4+ M —Tr—I'+ &' —b=im+ 21 |M
@ _MAC 4+ +A—d=jm+4 2w, | P
M 496 — o — A W — b =i"r + 20 | N

==CO0s ir = coS jx

=cosi'nm = cosj'x

” ’ = cosi”ﬂ =cos;”
WM — 9T + A+ A+ —b=j"r4 20, | M /™

oit les entiers (Z, j) ont méme parité, ainsi que (i, j’), ainsi
que (i”,]"), etqui exigent que les deux sommes (i+ ' +-:"),
(j+ j' +j") soient paires.

D’aprés ces relations, U (26) n’existe plus quand deux
des paramétres sont égaux. En effet, avec m = n,on a

ki3 ©
B=ua, =M, I'= 3’ b=, W' =— N, I"‘ =;,

et le troisiéme groupe (37) donne j” == — 1 par sa scconde
25.



(38)
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équation, | d'odl N ==, —M d’aprés sa derniére. Alors, des
parenthéses (26 ), la troisiéme s’annule parcos I'’; les deux—
premiéres sont identiques, avec le méme signe, ainsi que
leurs deux facteurs en z, et puisque N=— M, tout dis—
parait. Ainsi U=o.

Des trois groupes (37), on déduit les doubles valeurs

.y .7 s 1 1

U — , [ A
A T+ Iy, —h, = J

M= LR A M [ —
/4 Y/

o= I linad
2

% +dot-A 4+ I —I = T4 Aoy b, + L=

. .7 .7

i — U+
¢ = L arprw i —a=""

T +'ll'.».+'lﬁ>', B S, C—

La somme des trois premiéres devant égaler celle des troi==
derniéres, il en résulte

L o
Q! — J,,’| -+ — m,’l + '—T, =J__|_12i -

et (j—+j'+j") étant pair, on doit avoir
tang (Jo' — Qloa + 0w — %" + r— I‘") —o.

Or, si 'on évalue cette tangenté d’un arc polyndme,
I’aide des tangentes des arcs simples, donnés par les se—
condes lignes (25) et (36), sa valeur définitive est une frac-
tion, qui a pour numérateur

h—h

—‘ﬁi (m—n)(r—p) (p—m)X

((r=p)+(p—m)+(m—nf+ (h—h) +3(h+h));

et, puisque ce numérateur doit étre nul, et que la fonction
U rentrerait dans le néant si deux des trois paramétres
étaient égaux, il faut donc, essentiellement, que 4, = A.
Dela cette conclusion remarquable, que le refroidisse-
ment par rayonnement, du tétraédre proposé, ne peut
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sexprimer par|une série/trigonométrique, ou les variables
n'entrent pas sous des intégrales définies, que si la face in-
clinée ¢ ala méme conductibilité extérieure que les deux
faces verticales et similaires (x == 0,y =0), la face hori-
zontale (z=0) ayant d’ailleurs un pouvoir émissif quel-
conque.

§ CCIIL

SOLUTION RESTREINTE.

Puisque %, = A, les arcs (36) sont respectivement égaux
a ceux des deux premiéres lignes (25); et I'identité com-
pléte de chaque couple des valeurs (38), n'exige plus que
cclle des deux multiples correspondants de g, laquelle s’éta-

blit en prenant
J=i" =V, j=i—i", j =i —i.

Par ces valeurs, les arcs (91, 9T, ) comprennent respec-
tivement les multiples
i —i i it —

T T T
2 ’ 2 ’ 2 ’

qui, les trois numérateurs étant pairs, peuvent étre rem-
placés par ceux-ci

I, 'n, I"x,
qu'on en déduit d’ailleurs en posant
(39) i=V+4+1,i{=1"+1, " =14V,

comme pour satisfaire généralement a la condition que la
somme (i+7+1") soit paire. Adoptant donc les for-
mules (39) et substituant aux (I, 3%, €) leurs valeurs (28),
les relations (37) et (38) sont définitivement résumées par
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de ses deux bases, tandis que sa seconde base est entretenue
a des températures fixes, directement symétriques par rap-
port aux trois médianes.

Particuliérement, si F est une.température constante,
quel'on prend poar unité, le numérateurdu coefficient (a7)
en (M, u,) s’annule, comme il est démontré au § CXCII;
le coefficient (27) en (N, W) a pour valeur le rapport de
deux intégrales définies doubles, évalué au § CXCIH; I'état
siationnaire U (31), réduit & sa seconde partie, est simple-
ment

ce

sin§
(32) U=2Y—"% wg
2+
et reproduit la température 1, pour tous les points de 13
base chaude, puisque, en y faisant z =+ ¢, d'oa 5 =1, on
retombe sur le développement (59), § CXCIII, aussi rigou-

reusement établi que toute autre série classique.

§ CCVIIL.

VERIFICATION. —FLUX COMPENSES.

Revenons au cas général. Pour que la fonction U (23)
exprime un état permanent, ou stationnaire, il faut que la
quantitéde chaleur que le prisme regoit parsabase (z= -+ ¢),
dans I'unité de temps, soit précisément égale a la somme
des deux quantités de chaleur qui s’écoulent, dans le méme
temps, par la seconde base, et par la paroi latérale. Or, de
ces trois flux, le premier, celui recu, a pour expression

d db .
qSM(—Fz->+c j:da.u,

le second, rayonné par 'autre base avec le pouvoir émissif
26
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1SII. - Jc a.

#t | wvisieme, ravonné parh paroi avec le y.-vmremuslf

ql. en
qSu T f do i,

1} faut done que Fon ait identiquement

‘I (ﬁi «—L:_.]f a— /‘*“ctb rdu. ne =o0,

ou bien, puisque le groupe (21) donne successivement

e . ds -
* 2dz = —dz= —LZ=
“/:c ¢ —c d" (‘b)<"¢ L -’

et que P'on peut remplacer le binéme final par la premiére
intégrale, plus simplement

3, Sm _ﬂzdz(o-fd a.—fdo.lug)=o.

Ceue équation (34), devant étre satisfaite lors méme
que la fonction F serait un simple facteur u, exige que cha-
cun des termes de la série soit séparément nul. On a donc
nécessairement

(35) O’fdu.u =fdw.lu¢...

Relation évidente, ou déja reconnue, car elle n'est autre
que I'équation (37) établie au § CLXXXII. Ainsi, la méme
propriété analytique des facteurs u (22), vérifie les solu-
tions trouvées pour exprimer intégralement, soit Vétat va-

.quen
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tiable, /soit/ I'étabOpermanent, par rayonnement, d'un
prisme droit. Il n'y a que son interprétation physique qui
change, car I'équation (35) dit, actuellement, que le
gain de chaleur provenant des sources i températures con-
stantes, est constamment égal i la perte due au rayon- -
nement

§ CCIX.

PROBLEME GENERAL DE L’ECHAUFFEMENT.

Il résulte des §§ CCVI et CCVII que I'état stationnaire
d’un prisme, dont plusieurs faces sont rayannantes, se
traite analytiquement 4 l'aide des fonctions introduites
pour exprimer son refroidissement. C’est-a-dire qu'une
question sur P'équilibre des temnpératures, en présuppose
une autre sur leurs variations. Mais, I'inverse a souvent
lieu, car I’état variable, considéré dans toute sa généralité,
nécessite la détermination préalable de 1’état permanent
vers lequel il converge. Cette nécessité se présente, dés
I’abord, quand on se propose d’étudier les lois de I’échaut-
fement.

En effet, le probléme général de 1'échauflement des
corps solides, différe de celui de leur refroidissement, en ce
que la fonction V doit s’approcher asymptotiquement, non
plus de la température zéro d'un bain ou d’une enceinte,
mais d’un certain état d’équilibre, défini par les circon-
stances calorifiques ambiantes. Alors, U désignant la fonc-
tion de (x, ¥, z) qui exptime cet état stationnaire, et la sur-
face du corps comprenant deux parties, I'une ¢’ rayon-
nante, I'autre ¢” ou les températures F sont fixes et con-
nues, la fonction V de (x,y, z,7) est régie par le groupe

26.
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’ prokiad’ d!r»u, = oI . o
Wiz=og, W, _ = f—1L, W,_.,=o.
“L 1'est autge qus celle qui exprigpe le refroidissement du

mésnes eopps, par le rayonnement de o', lorsque 37 a la

gy ntuse fixe 7éro, et que I'état initial est (f—U), ou
senlement (-1 ), si f=o. Donc, il faut déterminer, d’a-

fund 4. (%7, puis W (39). pour obtenir V (38).
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§ CCX.
ECHAUFFEMENT D'UN MUR.

Par exemple, 8'il s’agit d'un mur indéfini, ayant primiti--
vement, dans toute son étendue, la température zéro, que
I’on maintient sur la face x = a, tandis que 'on entre-
tient la seconde face x = o, 4 une température plus élevée,
prise pour unité, les conditions (37) et (39) sont

d'U
=0 U,_,=o, U,_,=1,
(4o)
W dW
—dF.—_“A‘-I'y W1=a=o, Wz=o=o, Wl=0=—U' hd

On trouve immédiatement pour ’état final
x
(41) ‘ U=1—-,
puis, avec les entiers 7, la fonction W a la forme <
(m)’i
—(Z)s: . 2
(42) _ W:Z Me \° "smur-;,

et son état initial, pour ¢ = o, devant étre égafa (—1U)il
faut identifier I equatlon

.. x x—a
EMsmm—: .
a

L’isolement du coefficient M s’obtient, a I'aide du facteur
e o T . . . . X
siniw —d.r, et de I'intégration depuis séro jusqu'a a; ce

qui donne

M ‘ Slll’—--l'd‘l' f inxdz:__:,
o I
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. . . a
et, I'iniégrale/du premier inenibre étant Srona

(43, M=—2
Cette valeur (43) du coefficient M étant substituée dans
W (42), puis W et U (41) dans V (38), la loi de I'échauf-

fement du mur est exprimée par la fonction

W, =2y —(3)7

qui s’annule quand t = o, d’aprés la série connue

.. X

SID /T —
a =x(a—ux)
= ——

i 2a

et qui converge vers I’état permanent (41), pour les grandes
valeurs de ¢.

§ CCXL.

. ETAT VARIABLE D'UNE BARRE.

Le prisme solide, connu des géométres sous le nom de la
barre, donne lieu a plusieurs questions intéressantes sar
I’échauffement. La surface latérale de ce prisme rayonne
vers une enceinte a z€ro; sa base o ést assez petite pour
qu’on puisse admettre, qu’a toute époque, tous les points
d’une méme section paralléle a o ont la méme température,
lorsque les deux extrémités sont entretenues a des tempéra-
tures fixes, ou que, 'une d’elles étant seule dans ce cas, la
seconde est rayonnante. L’axe du prisme étant pris pour
celui des x, la fonction V de (x, t), qui exprime I'état va-
riable de la barre, est régie par une équation aux diffé-
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rences partielles; d’une, forme spéciale, que I'on établit
comme il suit.

L’aire de la section droite étant o, soit p son périmétre,
¢ le pouvoir émissif de 1a paroi latérale, ¢ la conductibilité
intérieure, C le calorique spécifique, et D la densité du
solide. La couche adx, comprise entre deux sections infi-
niment voisines, et dont la température actuelle est V, re-
coit par une de ses faces, dans le temps dt, une quantité de

chaleur, égale a
q (— %) cdt, .

dont une premiére partie

dv &'V
q (—E—de) cdt

sort par P'autre face, et une seconde

sV pdzdt

se perd par le rayonnement latéral; ce qui reste, échauf-
fant la couche, a pour expression

v
—‘-’dt.CDcdz.
dt

Egalant & ce quatriéme terme, I'excés du premier sur les

deux autres, réduisant, divisant par ¢ edxdt, introduisant’

CD
le rapport k= €t posant

(45) .

. 1
— 'z;'
L 3
on arrive a ’équation cherchée
b

(46) AT

dx’—ATt-’—b—’
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D’aprés cette équation, la constante b est de méme espéce que
dz, c’est-a-dire une ligne. (Et en effet, le premier membre

de (45) est le produit de la fraction gv dont la dimension

e . . .
est (— 1), par 7 " l, dont la dimension est aussi (— 1),

d’apres (12), § CLXV.)

§ CCXII.
ECHAUFFEMENT DE LA BARRE. —CAS GENERAL.

Cela posé, la barre a une longueur 2, et les plans de ses
deux bases ont pour équations (x =o, x =1). Elle a pri-
mitivement dans toute son étendue la température zéro de-
Penceinte. On améne la face (x =1) au contact d’une
source de chaleur constante, dont la température est prise
pour unité, tandis que la seconde base (r=o), rayon-
nant vers I'enceinte, a une conductibilité extérieure Z. Il
s'agit de trouver la loi intégrale de I'échauffement de cette
barre. La fonction V est alors régie par I'équation (46), et
par le groupe

(47) (——IV) =0svz=)_='9vt=o:°’ vl::o =U

r=0

comprenant, outre les conditions aux deux extrémités et
Pétat initial, I'équation correspondante a I'état perma-
nent U, fonction de x seul, qui doit satisfaire au groupe

partiel

U U al
48) == ('E

- 1U)I=0 =0, U_,=1.
Sion substitue a V, dans I’équation géné.rale (46), etle
premier groupe (47),

t

(49) V=U+ We &%,
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on trouve\|/én/ayant égard’au Second groupe (48), que la
nouvelle fonction W de (x, 7) sera rvégie par les équa-
tions .

W dwW
(00) = =42 ’(dx

IW) .r=o= o’wt=2=°’wt=o=—U'

La fonction U, obtenue par les mémes opérations qui ont
conduit a J (10), est :

o B i) v ee(3)

E (3) + b (i)
b

Et, Vintégration du groupe (50) raméne la question, a
celle du refroidissement , d’un mur dont 1état initial est
— U, lorsque I'une de ses faces (x = 1) est entretenue i
zéro, et que la seconde (xr = o) rayonne vers l’enceinte,
oud’un mur a faces similaires (r = o0, x=21) lors d’'une
symétrie calorifique inverse par rapport au plan moyen
(x =1). Ainsi, par un simple transport de I'origine des x,
et le changement de @ en %, les formules de la XVII*
lecon détermineront la fonction W qui, jointe 3U(51),don-
nera V (49). Toutefois, par la fonction déterminée —U,
qui devra remplacer f, on sera conduit i des développe-
ments spéciaux, de fonctions exponenticlles en séries de_
sinus et de cosinus, qui mériteraient d’étre étudiés genéra-
lement, si 'on en juge par les deux cas, trés-particuliers,
qui vont suivre.

§ CCXIIL

CAS PARTICULIERS.

Lorsque I'extrémité (x = o) de la barre est entretenue
a la température zéro. ou que I= » . I'état permanent
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(51)devient
&)

()

La fonction W (50), devant maintenant s’annuler aux
deux extrémités, prend la forme intégrale

&
IR

(52) U=

(o]
! >

-(1)’5 )
(53) w=Yme \? ‘sin-';'.t,

ou i est un nombre entier, et pour qu’elle reproduise — U,
quand t=o, il faut établir I'identité

zusin%“.zz—

in
) -
et A, le prcmier membre se réduit au seul coefficient M;,

ATaide du facteur sin — xdx, ct de I'intégration entre zéro

T A . <
multiplié par 5t aprés avoir constaté que deux intégra-

tions-par-partie successives donnent l'intégrale indéfinie

x\ . in in, .[x i
bE (Z) sin TI—szv(-&) COSTQ
b

SR ANSNENE ]
fb(z)SlnT.CdI: =
l+(3‘) b’

on arrive a la valeur

in cas i
- (%4
P

in\? l’
y) tE
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qui, substituée dans W (53); puis W et U (32) dans V (49),

conduit a la série

(z) T cosin sin T = -[(5) +5)%
(56) V=—sk 23—\ TEIE
(b) (\).)"'F

pour exprimer I'échauffement de la barre, ayant primitive-
ment la température zéro, que 'on maintient i son extré-
mité (x= o), tandis que la seconde (x=1) est en contact
avec la source constante de chaleur, dontla température
est prise pour unité.

Lorsqu’on adapte deux sources constantes de méme tem-
pérature 1, aux deux extrémités (x=—1, z=+1) d'une
barre, ayant une longueur double de la précédente, et pri-
mitivement & la température zéro, son état variable con-
serve, a toute époque, une symétrie calorifique directe, par
‘rapport a la section moyenne (x=0), qui reste sans flux;
chacune de ses moitiés s'échaufle donc comme la barre de
longueur simple A, quand l'extrémité (x=o0) est imper-
méable, ou que /=o. Alors I’état permanent (51) devient

= (3)
(55) U=—2L '

= (3)
Devant s’annuler pour x=1, et sa dérivée pour x=o, la
fonction W prend la forme intégrale

_(2i+|.1r)’l .
. _ 21 % 2) 1.
(56) W—ZMe . cos—T.z.
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j #antnn mimbee entier; vt o état initial exige Fulencité

2) ~] -z
E‘cmj—,xz— —-

2 .

I+ coethcient M, déterminé, comme dacs le eas preéce-
dent. a Vaide de Ja nouvelle intézrale mdéfinie

Jripimd 5t

TN LN o el R VS B PN AR
B b 22 25 ' b 22
- P A T
( LI
22
2 maintenant Ja valeur

7]+l r

, y
2 +

(21 1. :) + _,
qui, substituée dans W (56), puis W et U (35) dans V (4g),

conduit 2 la série

M=

-7 -”cosjgmz _[(2,—1—[ F3 l]t_
k
?

b .

pour exprimer ) échauffement de 1a barre, de longueur 21,
ayant primitivement la température zéro de l'enceinte,
lorsque ses deux extrémités sont en contact avec deux sour-
ces constantes, d'une méme température 1

Les deux fonctions V (54) et (57) devant reproduire
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I état initial/quand 2 =0l illen resaite les développements

r _ - T 2T . 2=
< & -xnB - & — S0 —JI
A e —E¢ A a - ’
- = —_ <+.
2 4 _: Tt 2 ¢ 1
5 2 Iz —c —, *
’8 e —z L} 2 ! b'
0!
( x = T 3= 3=
Y -3 —Co8 —x —CO$—I
A€ = 2a 2 22 2
s s s =z 3=\ 1
S ? a e 23 &

Pour chacun deux. la série trigonométrique donne
identiquement la méme valeur que le rapport des expo-
nentielles. tant que la variable x reste entre zéro ¢t A, la
premiére limite comprise. mais pas Ja seconde. Cette der-
niére anomalie est une conséquence de Vorigine meéme de
ces séries. Car. dans la méthode d'interpolation du
§ CLXVIIL les X valeurs données, de la fonction a déve-
lopper. appartiennent aux points milieux des éléments
linéaires 3. et non a leurs extrémités; le développement
obtenu ne sétend donc pas nécessairement aux limites
mémes: et si cela alien. pour les deux limites, ou pour
une seule. rette extension est fortuite. Ainsi, dans le cas
actuel. les ideutites (58) n’existent plus a la limite x =1,
c'est la régle: mais. elles existent a la limite r=o0, c'est
I'exception.

§ CCXIV.
CONCLTUSION GENERALE.

Ici se termine la taiche que nous nous étions imposée.
Car l'état présent de la théorie analytique de la chaleur
sera défini, aussi complétement qu’il est possible, si I'on
joint, au Cours actuel, les huit derniéres Lecons sur les
Jonctions inverses, qui traitent I'équilibre des températures
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dans\les/sphéroides; et celles des Lecons sur les coordon-
v nées curvilignes qui concernent les cylindres isothermes.
«Cet état est essentiellement transitoire, puisqu’il s'agit
: d’une branche de la physique mathématique, qui n’a pas
encore atteint son but définitif. Aussi serait-ce une grave
- erreur que de présenter une telle science sous la forme

d’un Traité, déguisant. les incertitudes de ses principes, et

les lacunes de ses résultats, substituant a toutes ses métho-
des d’invention, des méthodes de pure vérification, plus
rigoureuses peut-étre, mais complétement stériles. Coor-
dination intempestive, qui aurait pour effet d’ajourncr in-
définiment les derniers progrés, en écartant 4 la fois, et
le motif principal, et les instruments naturels des re-
Lt cherches futures.
~

beh 3

FIN.

&,
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ERRATA.

107, au groupe (24), au liex des facteurs

.
)

mettez

1o
a’'y’
2 2
;, Z’
2
112, A la valeur (6), au liex du facteur 2

c
3’
mettez 8
a¥e

127, a la derniére fraction, au liew du numérateur @,
mettez ' .

166 , seconde ligne du § XCIII, au lieu de dix,
mettez six.

321, sous la seconde intégrale (54), au lieu de cos nx,
mettez sin nx.
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PREFACE.

Dans cet ouvrage je me propose de montrer comment
les matieres organiques peuvent étre formées par syn-
these, c’est-a-dire a I'aide des corps simples qui les
constituent, et par le seul jeu des forces chimiques.

J'ai poursuivi pendant dix années mes expériences.
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dans ertte direetion. ot j¢ crois mamtenant wivessare
£ exposer ensemble Jes resnltats axvyquels j» s
venn. afin 4'2n faire comprendes la Laison ot la
generale. Le deseloppement de ertte pensée m'a
zmﬂnmvdaa%mhvvkspmaprm

de la chimie orzanigne.

J: m'attacheral snztont a decrire les experiences de
synthese, poar =n établir I'2nchainement rezulier et pour
mettr: #n lamiere les questions nouvelles qui se pré-
sentent dans la voie o je suis entre. Quant aux consi—-
dérations plos spécialement analstiques. sans les exclare
enticrement, j= me bornerai a les énoneer dans la mesare
qui 3era néecessaire pour la pleine démonstration des
résultats inverses que je veox établir.

Cependant j3i era desoir exposer d'une maniere plos
étendue, et avee les développements que eomporte une
monographie proprement dite. la théorie des eorps gras
neutres et des prineipes sucrés. Un grand nombre d'ex-
périences et d'idées relatives 2 ce sujet sont pabliées ici
pour la premiere fois. Elles se rattachent d'ailleurs de
la facon la plus directe 2 la pensée qui domine tout
Pouvrage.

La derniere partie du livre est consacrée a la des-
eription des méthodes générales. I'y traite avee de longs
détails deux questions fondamentales en chimie orga-
nique, a savoir celle des fermentations et celle de I'iso-
mérie. .

Enfin, avant d’aborder I'étude systématique des faits,
j’ai cru utile de donner une Introduction historique, des-
tinée a éclairer la pensée dominante du livre et 3 mon-
trer comment elle s’appuie sur la série des découvertes
antéricures. 11 est important de remarquer, pour éviter
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tout malentendu, que j’ai subordonné I'exposé histo-
rique au point de vue spécial auquel je me suis placé.
En écrivant cette partie de mon livre, j’ai mis tous mes
efforts & présenter avec impartialité la filiation abstraite
des découvertes, et j’ai cité avec un soin minutieux les
Mémoires sur lesquels je m’appuie. Si dans une expo-
sition aussi longue et aussi difficile quelques erreurs
relatives aux faits ou aux personnes se sont glissées a
mon insu, je prie le lecteur de les excuser avec indul-
gence et de vouloir bien m’aider par ses avis a les rectifier.

En terminant, je ferai remarquer que dans le cours
de cet ouvrage je signale sans réserve toutes les méthodes
générales auxquelles je suis parvenu, et jusqu’'a mes
prévisions particulieres sur la reconstitution artificielle
d’une multitude de principes naturels que I'art ne sait
pas encore reproduire. Ces prévisions sont du méme
ordre que celles qui m’ont conduit & former par synthese
un grand nombre de matieres organiques. J'espere que
parmi ces conjectures plusieurs se préteront 2 une réa—
lisation prochaine. Heureux si, dans le développement
de la science, quelques-uns des résultats signalés ici sont
estimés un jour comme l'origine des découvertes de nos
successeurs!

N

MarceLLin BERTHELOT.

Juin 1859. — Aoiit 186o.

Paris. — Imprimerie de Mallet-Bachelier. rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés I'Institut.
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