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SUR LES INVARIANTS DIFFERENTIELS
DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS

PAR

AR. TRESSE.

Introduction.

La notion d'invariant différentiel est une de celles qui se présentent
le plus souvent dans les différentes branches de 1'Analyse. On sait, par
exemple, combien est féconde, dans la Géométrie des courbes et surfaces,
la théorie de la courbure, c'est-a-dire des invariants différentiels des courbes
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de l'espace; comment
la courbure totale de Gauss, combinée avec les paramétres différentiels de
BELTRAMI, intervient heureusement dans la théorie des surfaces applicables.

_ De nos jours, HALPHEN a déterminé les invariants des courbes, plancs’
et gauches?, par rapport aux transformations projectives; et c'est en gé-
néralisant ces résultats que, reprenant les recherches de L.AGUERRE® et
Brioscait, il est arrivé, dans son mémoire célébre®, & construire les in-
variants des équations différentielles linéaires par rapport aux transforma-
tions ponctuelles qui n’altérent pas leur forme linéaire.

! HALPHEN, These, Swr les invariants différentiels, Paris, 1878.

* Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de 1 école poly-
technique, 47™° Cahier.

* LAGUERRE, Comptes rendus, t. 88, p. 116 et 224.

* BrioscHI, Bulletin de la société mathématique de France, t. VII, p. 105.

® HALPHEN, Swr la réduction des équations différentielles linéatres aux formes inlé-
grables, Mémoires des savants étrangers, t. 28,

Acla mathematica. 18. Imprimé le 26 septembre 1893. 1



2 Ar. Tresse.

La théoric des équations différentielles a encore fourni d’intéressantes
applications des invariants différenticls 4 MM. ArreELL et Rivereau’, sur
la transformation des équations de la forme

dy _a, +ay+ ...+ ay”
dz b, + by + . o+ bpyyr

par la transformation
2 =X@), ¥ =X+ K@)

ou sur des cas particuliers de ce probléme; a M. Roger LiouviLLe? sur
la transformation ponctuelle de I'équation:

Z/" + alylﬂ + 3“2!/'2 + 3“3?/' + (l4 — O.

Dans toutes ces recherches s'est présenté ce résultat que les conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux équations données puissent se
ramener l'une a lautre & l'aide d’une transformation de nature déter-
minée, s'obtiennent par la considération d’'un nombre fini d’invariants
différentiels.

L'objet de ce travail est de généraliser cc principe. J’ai fait, dans
ce but, application de la théoric des groupes de M. Lix, laquelle se préte
admirablement & D'édification d’une théorie générale des invariants diffé-
rentiels. C'est ce qu'a commencé M. Lie lui-méme, dans plusieurs re-
cherches ou il avait principalement en vue la détermination de ces in-
variants®; c'est aussi ce qu'ont indiqué dans deux notes, asscz bréves,
mais fondamentales, HALPHEN® et M. Gotursar®.

' APPELL, Sur les tnvariants de quelques équations différentielles, Journal de math.,
4™¢ série, t. 5.

RiveReAv, Sur les invariants de certaines classes d’équations homogénes par rapport
a la fonction inconnue ol i ses dérivées, These, Paris 1890. — Sur les invariants de
quelques équations différentielles, J ournal de math., 4™° série, t. 8.

* ROGER LIOUVILLE, Sur les invariants de certaines équations différentielles, Journal
de 1'école polytechnique, 59™¢ cahier.

* Voir, entre autres, Lig, Uber Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24.

* HaLpHEN, Sur UVexistence des invariants, Lettre 3 M. SYLVESTER, American
journal of mathematics, vol. 9, p. 137. — Voir, & cc sujet, LIE, Die Begriffe
Gruppe und Invariante, Leipziger Berichte, 1887,

* GOURSAT, Sur les invariants des équations différentielles, C. R., t. 107, p. 898.



Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 3

M. Lie a établi comment, en général, il existe des invariants dont
le nombre croit indéfiniment avec 'ordre. J’ai démontré qu'il existe, dans
chaque cas, des procédés, paramétres différentiels ou opérations invariantes,
permettant, étant connus des invariants, d’en déduire de nouveaux; et
que, étant déterminé un nowmbre fini d'invariants, on peut, par ces pro-
cédés, obtenir tous les autres. Il en résulte que les conditions nécessaires
et suffisantes pour que deux multiplicités de méme nature puissent se
ramener l'une a l'autre par une transformation du groupe, sont définies
par un nombre encore limité de ces invariants.

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiére, j’établis une
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que I'étude d'un systéme
d'équations aux dérivées partielles se réduit toujours a celle d'un nombre
fini d’équations; puis, je rappelle les propositions générales de M. Lig,
sur les groupes définis par des systémes d’équations aux derivées partielles,
groupes que j'appelle groupes de Lie.

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d’une
multiplicité se déduisent immeédiatement des équations de définition du
groupe, et je rappelle comment M. Lik, partant des ¢rausformations in-
finitésimales, obtient ces invariants par l'intégration de systémes complets.
Puis j'établis les propositions concernant les systémes finis d’invariants.

Enfin, dans la troisiéme partie, je montre comment la notion d’in-
variant différentiel s'identifie avec celle de forme réduite, celle-ci pouvant
méme guider le calcul des invariants. Je termine par la détermination
des invariants d’une surface, par rapport aux transformations conformes
‘de l'espace, d'une part, et aux transformations projectives, d’autre part;
puis, par celle des invariants déja obtenus par ume voie toute différente
par M. RoGger LiouviLLE dans le probléme qu'il a traité.

J’ai entrepris ces recherches sur les conseils de mon trés illustre
maitre, M. Soraus Lig, qui m’a initié & ses théories si fécondes et
aujourd’hui si vastes des groupes de transformations. Qu’il me soit permis
de lui en exprimer ici ma plus vive reconnaissance!



4 - Ar. Tresse.

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE I

Propriété générale des systéemes d’équations
aux dérivéies partielles.

1. On appelle multiplicité @ n dimensions d'un espace & n + p dimensions
un systéme de p fonctions 2,2,,..., 2 de n variables indépendantes
By Tyyeony Ty

Si une telle multiplicité satisfait & une ou plusieurs équations aux
dérivées partielles, entre les z, les 2z et leurs dérivées, elle satisfait aussi
aux équations qui s'en déduisent par différentiation. En s'élevant aux
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d’équations;
si on ne considére pas celles-ci comme distinctes des premieres, il y a lieu
de se demander s8'il peut exister des systémes comprenant un nombre
illimité d’équations ainsi distinctes, et g'il peut exister des multiplicités
définies comme solutions de pareils systémes illimités d’équations.

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait! que la
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d'un,
systéme d’équations aux dérivées partielles ne dépende que d’un nombre
fini de constantes arbitraires, est que 'on puisse & I'aide de ces équations
exprimer toutes les dérivées d’'un certain ordre des z, en fonction des
dérivées d'ordre inférieur, des z et des z. Un pareil systéme est néces-
sairement limité.

2. Considérons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux
variables, z et y, définie par un systéme donné d’équations aux dérivées

' Voir, Lig, Theoric der Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, p. 179.
BOURLET, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées, Annales de 1'école
normale, 1891, Suppl.
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partielles. Considérons les équations d'ordre h de ce systéme, et mettons-
les sous une forme canonique, en les résolvant par rapport a une ou
plusieurs dérivées d'ordre 4,

otz
2ah—a = W} = Sbh.a

de telle fagon que la fonction ¢,, ne contienne que des dérivées d’ordre
k, 2z, ,_ telles que l'on ait
a <a.

Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d’ordre
supérieur, qu'on en déduit par différentiation, se présentent encore sous
forme canonique.

Représentons alors dans un plan, la dérivée
2,5 par le point de coordonnées a,f: les déri- J
vées d'un méme ordre sont situées sur une droite:

z 4+ y = const. N

La présence, dans le syste-me canonique, d’une 0 * =
équation résolue par rapport a 2,4, entraine, pour

les systemes d'ordre supérieur, celle d’équations résolues par rapport a
toutes les derivées, dont les points représentatifs sont situés dans l'angle
formé par les paralléles aux axes menées par le point a, 8, ou sur ces
paralléles. Si donc il y a des équations résolues par rapport & une ou
plusieurs dérivées d’'ordre k:

(l) za.,h—-a. Y Fajh-a; y ) zu,,ll—a,

avec
a >a, > ... > a,

on aura, a partir d’'un certain ordre, des équations résolues par rapport
a toutes les dérivées de z, 2,5, excepté pour >
a<a ou B<h—a; N

il peut méme se présenter plusieurs équations ré-
golues par rapport a une méme dérivée z,4; il .
nous suffit de ne conserver qu'une seule d’entre 0 T
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en différentiant la dérivée d’indice a
le plus élevé, parmi les dérivées (1).

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres,
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et
égal & h—a, 4+ a,. Si alors le systéme n’est pas limité, c'est qu’il y a
lieu d’ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les
précédentes, peuvent se mettre cncore sous forme canonique. Or, apreés
h — a, + a, équations nouvelles, ‘au plus, on trouve un ordre s, tel que
toutes les dérivées d'ordre s et d’ordre supérieur de z g'expriment en
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le systéme est alors nécessairement
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se rameéne a
une équation d'ordre inférieur & s, laquelle peut étre ou n'étre pas
analytiquement indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systéme
est donc limité.

3. La proposition subsiste dans le cas d’une multiplicité, que j'ap-
pellerai de deuziéme espéce, formée de p fonctions 2, , ¢,, ..., 2, dépendant
chacune de dewr variables indépendantes, z,,y,, pour gz ,z,,y, pour
Z...., ¥, Y, pour z,: ces variables peuvent d'ailleurs nc pas étre toutes

différentes. Ieci, on dressera encore une liste des dérivées d'ordre %, en
tig,
axzay#
décroissants, puis celles de 2,, de la méme maniére, et ainsi de suite. En
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un méme ordre i, que
comprend le systéme, sous une forme canonique, c’est-a-dire, en les résol-

vant par rapport aux dérivées d’ordre h:

rangeant d'abord ceclles de 2, 7, ,; (z,,a, = ) suivant les indices a

-
zi,a,h—-— a = ¢’i,a.h—a

de telle fagon que les dérivées d'ordre k, qui figurent dans ¢;,, ., sui-
vent 2., _, dans la liste. Cette forme a cncore la propriété manifeste de
rester canonique aprés différentiation.

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri-
vées une ou plusieurs fonctions z. D’aprés le paragraphe précédent, on
ne peut ajouter qu'un nombre fini d'équations nouvelles, résolues par rap-
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme n'est pas limité,
on fera apparaitre, aprés un nombre fini d’additions d’'¢quations nouvelles,
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une on plusieurs fonctions nouvelles 2, et ainsi de suite. Finalement, on
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, aprés quoi, en
ajoutant encore un nombre fini d’équations nouvelles, on arriverait & ex-
primer toutes les dérivées d'un certain ordre en fonction des dérivées
d'ordre inférieur. Sous cette forme, le systéme est alors nécessaire-
ment limité.

4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute
multiplicité de n — 1™ espéce, et I'8tendrai a celles de %™ espéce.

Soit, celle-ci, formée de p. fonctions, 2,,2,,..., 2,, chacune de =
" variables indépendantes, z;, par exemple, étant fonction de Tiry Ligy envy Time

On posera
a¢|+a¢+...+a-z'.

Zia,agntn — 31‘3'1 B.t:-',’g L. 3.):::. ’

Comme dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d'un
méme ordre, en rangeant les dérivées de z,, 7, . Suivant les indices
a, décroissants, celles ayant méme indice a,, suivant les indices a, dé-
croissants, et ainsi de suite, et de méme pour les fonctions suivantes
Z,,...,2,. D’aprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa-

tions d’ordre % sous une forme canonique se conservant par différentiation:

(2) Ziap,ay..0an = sl’i,au'lz....,a..’ (togt..tan=h)

les dérivées d'ordre & qui figurent dans ¢, . . suivant z, ., .
la liste.

Cela fait, supposons que la fonction z figure dans l'un des premiers
membres de ces équations, par sa dérivée 7., .. Dans les équations
d’ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport &
toutes les dérivées de z,,, .. Nous considérons I'ensemble des autres
dérivées dc z;, d'ordre h et d’ordre supérieur, comme appartenant 4 une
multiplicité de » — 1**° espéce, définie comme il suit. Prenons comme
fonctions les dérivées de z, d'ordre h, distinctes de 2z, .; et soit
%4.5,..5. 1une quelconque d'entre elles: I'un au moins des indices £ est
inférieur & l'indice a correspondant, car on a:

sur

ﬂl+ﬂ2+"'+ﬂn=a|+a9+---+an.
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elles, celle, par exemple, qui s’obtient en différentiant la dérivée d’'indice a
le plus élevé, parmi les dérivées (1).

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres,
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et
égal & h—a, + a,. Si alors le systéme n’est pas limité, c'est qu’il y a
lieu d’ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, apreés
h — a, + a, équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que
toutes les dérivées d'ordre s et d’ordre supérieur de z g'expriment cn
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le systéme est alors nécessairement
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se rameéne a
une équation d'ordre inférieur a s, laquelle peut étre ou n’étre pas
analytiquement indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systéme
est donc limité.

3. La proposition subsiste dans le cas d’une multiplicité, que jap-
pellerai de deuxiéme espéce, formée de p fonctions z,, ¢,, ..., z, dépendant
chacune de dewr variables indépendantes, z,,y,, pour 2 ,x,,y, pour
Z,...., 7, Y, pour z,: ces variables peuvent dailleurs ne pas étre toutes
différentes. Iei, on dressera encore une liste des dérivées d’ordre %, en
s,
oy oyf
décroissants, puis celles de z,, de la méme maniére, et ainsi de suite. En
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un méme ordre i, que
comprend le systéme, sous une forme canonigue, c'est-a-dire, en les résol-
vant par rapport aux dérivées d’ordre h:

rangeant d'abord celles de 2, 2, (zl,a,, = ) suivant les indices a

-
zi,a,h—a = ¢i,a.h--a

de telle fagon que les dérivées d'ordre k, qui figurent dans ¢
vent z,, , dans la liste. Cette forme a cncore la propriété ma
rester canonique apres différentiation.

Dans les premiers membres de ces équations figurent par ]
vées une ou plusieurs fonctions z. D’aprés le paragraphe préc
ne peut ajouter qu'un nombre fini d'équations nouvelles, résolue
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme n'est p
on fera apparaitre, aprés un nombre fini d’additions d'¢quations
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Si, B, <a,, on considére seulement les dérivées de 7, , . prises par
rapport & Z,,%,,...,%,,, et non a x,. Parmi les autres z,, , on
prend celles pour lesquelles on a: g, , <a,;, et on considére toutes
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport & z, ,, et ainsi de suite.
De cette fagon, on fait entrer toutes les dérivées de 2, d’ordre égal ou
supérieur a k, qui ne sont pas dérivées de 2, ,, ..., dans une multiplicité
de n— 1™ espéce, car une telle dérivée a l'un au moins de ses in-
dices inférieur au nombre correspondant de la suite a,, a,, ..., a, De
plus, cette multiplicité de n — 1*® cspéce ne comprend aucune dérivée
de 2, 4,0 . ‘ '

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions ¢,,2,,...,2, qui fi-
gurent dans les premiers membres du systéme (2). Or, d’aprés ce qui a
été admis sur les multiplicités de n — 1™ espéce, on ne peut ajouter
qu'un nombre fini d’équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées
de ces fonctions, ainsi mises & part: il en est méme certaines qui s'intro-
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la
multiplicité de » — 1"*™° espéce sont identiques. Si donc le systéme n’est
pas limité, on fera apparaitre, dans les premiers membres, aprés un nombre
fini d’additions d’équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi
de suite. Finalement, on arriverait encore A un systéme nécessairement
limité, permettant d'exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre en
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Donc: '

Théoréme I. Un sysitéme déquations aux dérivées partielles étant défini
d'une maniére quelconque, ce systéme est mécessairement limité, c'est-a-dire
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d'ordre supérieur &
s que comprend le systéme, se déduisent par de simples différentiations des
équations d'ordre égal ou inférieur o s.

5. La méthode suivie dans cette analyse conduit & d’autres résultats.
En différentiant les équations d’un systéme canonique, on a négligé ce
fait qu'une méme dérivée peut, dans certains cas, s'exprimer de plusieurs
maniéres différentes, pour n’envisager qu’'une seule de ces expressions. Si
on exprime que ces différentes valeurs doivent étre égales, on forme ainsi
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de
celles déja connues, appartiennent a la catégorie des équations nouvelles
qu'il faut ajouter au systéme.
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Dans le cas ou ce procédé n'ajoute pas d'équations nouvelles, on dit,
ou que les conditions dintégrabilité sont satisfaites, ou que le systéme est
complétement intégrable, ou qu'il est en involution.

D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque de p équations aux
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme
canonique, puis différentier ses équations, et exprimer, g'il y a lieu, les
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements montrent que, en suivant
cette voie, on arrive, aprés un nombre limité d'opérations, ou & un systéme
complétement intégrable, ou a un systéme définissant toutes les dérivées
d'un certain ordre s, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on
différentie ces équations d’ordre s, puis qu'on écrive les conditions d'inté-
grabilité relatives aux dérivées d’ordre s + 1,-ou bien on.trouve qu'elles
sont des conséquences analytiques des équations d’ordre égal ou inférieur
a s, ou bien on obtient de nouvelles équations d’ordre s ou inférieur.
Dans ce cas, on ajoute ces équations au systéme proposé, et on répdte
les mémes opérations. Finalement, les dérivées d’ordre au plus égal a s
étant en nombre fini, on arrive, aprés un nombre limité dopérations, ou
& un systéme incompatible, ou & un systéme complétement intégrable,
dont la solution généralene dépend alors que d'un nombre fini de con-
stantes arbitraires. Donc:

Théoréme II. Etant donné un systéme quelconque d’équations aux déri-
vées partielles, on peut, aprés un nombre limité de différentiations. et d élimina-
tions, ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre sous forme
d'un systéme complétement intégrable, dont la solution générale dépend
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires.

6. Llexistence des solutions de ces systémes complétement intégrables,
dans toute leur généralité, a fait 'objet de plusieurs travaux remarquables,
particuliérement de MM. MEeray et RiQuier' et BourLET’, qui ont con-
tinué les savantes recherches de CaucHy, de M. DaArBoux® et de M™ bDE
Kowarevski*. Le développement de ces travaux n’a pas place ici; j'en

' MERAY et RIQUIER, Annales de 1'école normale supérieure, 1890.

* BOURLET, loc. cit.

® G. DArBOoUX, Comptes rendus de 1'académie des scicnces, t. 80, p.
101 et 3I7. :

* Sopuie voN KowALEVsKI, Journal de Crelle, t. 80.

Acla mathematica. 18. Imprimé le 2G septembre 1898. 2
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retiendrai seulement, pour I'utilité de ce qui suivra, ce fait que la solu-
tion générale d’un systéme complétement intégrable dépend de fonctions
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore
un résultat des travaux que je viens de citer’, que les équations d'un
systéme complétement intégrable permettent de former les développements
en séries des solutions; les coefficients de ces séries, c'est-a-dire les valeurs
que prennent, pour un systéme donné z,,, Z,,..., Z,,, de valeurs des
variables indépendantes, les fonctions 2 et leurs dérivées, sont assujettis
seulement a satisfaire aux équations du systéme, de telle sorte qu'un
certain nombre d’entre eux peuvent étre choisis arbitrairement, sous cer-
taines conditions de convergence seulement.

CHAPITRE 1L
Les groupes de Lie.

1. Je rappelle d’abord quelques définitions’. Etant données =
variables, ou coordonnées d'un point d’'un cspace R, & n dimensions,
x* ,%,...,x,, considérons n autres variables x|, z;,..., r,, définics en
fonction des premiéres par les équations:

(1) z; = fi(z,, m,; cey Z,). (i=1,2,0.m)

Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux x en
fonction des 2, on dit qu'elles représentent une transformation, substituant
les ' aux x. Une transformation peut étre considérée, soit comme un
simple changement de variables, soit comme une transformation ponctuclle
de l'espace R, en un’ autre cspace R,. Ainsi, les équations:

% = xcosa— ysina, ¥ = zsina 4+ ycosa

! BouRLET, loc. cit., p. §2. (Suppl.)
' Sopuus Lk, Theorie der Transformationsgruppen, KErster Abschnitt, Einleitung.
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représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une
rotation du plan autour de l'origine.

Etant défini un ensemnble de transformations, on dit qu'il constitue
un groupe de transformations, si la succession de deux d’entre elles,
effectuées I'une aprés l'autre, constitue encore une transformation de
I'ensemble.

Nous supposerons toujours, avec M. Lig, que toute transformation (1)
d’un groupe vérifie un systéme d'équations aux dérivées partielles entre
X ,&yy... 2, dune part, x,.r;,...,r, considérées comme fonctions
des variables précédentes et leurs dérivées, d'autre part, et que, récipro-
quement, toute solution d'un pareil systéme définit une transformation
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systéme n’est formé que
d'équations analytiques par rapport a tous les arguments, variables, fonc-
tions et dérivées .qui y figurént, et qu'il est irréductible. Jappellerai
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fini ou infini, suivant que
sa transformation générale dépend de constantes ou de fonctions arbitraires;
il est comtinu, c'est-a-dire, que I'on peut passer de I'une quelconque de ses
transformations a une autre par une variation continue de ces arbitraires.

2. Quant au systéme d’équations qui définit les transformations du
groupe (1), je supposerai toujours qu’il est mis sous forme complétement
intégrable, opération que l'on sait effectuer; alors, si le systéme est d’ordre
N, toute équation d'ordre inférieur ou égal & N, que l'on pourrait dé-
duire de ce systéme par des différentiations, suivies de I'élimination des
dérivées d’ordre supérieur a N, est nécessairement une conséquence ana-
lytique des équations de ce systéme; en outre, toute équation d’ordre
supérieur a N, satisfaite par toutes les solutions de ce systéme, se déduit
nécessairement par différentiation des équations de ce systéme. Soit, ce
systéme, formé de p équations:

(2) W@,y ooy @y B yeeey Tny oo vy Bigan anre-s) =0  (=l2p)

en posant:
3¢l+"1+"'+“‘2§

- : x, ="
e ¥z 9z . .. 0x
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Il comprend u, équations distinctes d'ordre 2éro, s, équations di-
stinctes d'ordre un , ..., py équations distinctes d'ordre N, c’est-a-dire que,
des px équations d’ordre K, par exemple, on ne peut pas déduire d'équa-
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivées d'ordre K; ces ug
équations comprennent d'ailleurs celles qu'on obtient en différentiant les
équations d’ordre K — 1. On a: ’

p=p+pm+...+py

et le groupe est fini, si uy est égal au nombre des dérivées d’ordre N,
infini, s'il lui est inférieur.

On pourra d’ailleurs,” suivant les cas, supposer le systéme (2) prolongé
jusqu'a un ordre @ supérieur a N en, lui adjoignant les py,, équations
distinctes d’ordre N + 1, puy,, d'ordre N + 2,..., py d'ordre @, qui se
déduisent des puy équations d'ordre N, par 1, 2,..., § — N dérivations
successives. Quand nous parlerons des équations du systéemne (2), d'ordre
au plus égal a K, ce nombre K pourra étre quelconque, inférieur, égal, ou
supérieur a N; et il faudra entendre par la l'ensemble des p, équations
d'ordre o, p, dordre 1, ...,y dordre K, qui viennent d'étre formées.

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile
dans la suite. Les p, équations d’ordre zéro n’entrainent pas de relation
entre z,,7,,...,z, seulement, de sorte qu’elles permettent d’exprimer
un certain nombre des fonctions z;, z;,..., 2., en fonction des autres
et de z,,2,,...,%,; plus généralement, elles permettent d’exprimer
zy,*,...,%, en fonction de =z ,z,,...,z,, et de e, parameétres,

H A, que j'appellerai paramétres d’ordre zéro:

19 Ary e ooy Ay

(4,) T =@p(,y Tyy ooy Xy A, 45, ..., A) (A=1,3,....m)

).
Ensuite, les g, équations du premier ordre donnent certaines des dérivées
du premier ordre en fonction des autres,de z,, z,,...,2,, %, Z;, ..., Ty;
ou mieux, elles donnent les dérivées du premier ordre, en fonction de
Ty XgyeeoyLuy Ay Ag, ..oy Ay, et de e paramétres nouveaux Aj, 4, ..., Ay,
dits paramétres du premier ordre:

oz, o 30 o 31 1
(Ax) 2z = ffh,o,o,...,l,...,o(xl yTgy eeeyTpyhApyAgyeeey As,’ I I Ag,)'
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Et ainsi de suite, jusqu'a un ordre quelconque K, les dérivées d'ordre K
g'exprimant en fonction de z,,z,,..., s,, des ¢, paramétres d'ordre zéro,
e, dordre un, ..., et de ¢, paramétres dordre K, X, Af, ..., A :

’ _ 0 0t 1 X K
(Ali) Thayay....00 = ¢In,a|,u_,....a.('n1 vy Ty Apgeeey As., 1y eceyfgyeeey Ay eeey A:K)-

A=1,2,..,m) (1 +a+...+an=K)
L'enscimble des équations (4,), (4,), ..., (4;) est équivalent au systéme
(2) pris jusqu'a l'ordre K.

Dans les fonctions ¢ qui figurent dans ces équations, les paramétres
A sont essentiels, c'est-a-dire qu'il n'existe pas de fonctions des A et de
X, X, ...,T,, en nombre inférieur a e, + €, + ... 4 ¢4, telles que les ¢
puissent s'exprimer a I'aide des z et de ces fonctions seulement. Il en
résulte que les équations (4,) peuvent étre résolues par rapport a 47, 4;,..., 47,
les équations (4,), par rapport a A, 4,..., 4, et ainsi de suite, pour
tout systéme de valeurs des 2’ satisfaisant aux équations (2).
' Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution
des équations (2), représentée par des fonctions z;, z;, ..., z,, qui pren-
nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d’'un point quelconque:

T, =T, Ty = Lggy + ooy Ty= By

des valeurs définies par les formules (4), ou I'on donne aux A des valeurs
arbitraires, et aux T, les valeurs z,,,7,,,..., Z,.

3. Cela posé, soit T une transformation déterminée, mais quelconque,
du groupe:
x=filx,, z,,...,%,) (=1,2....,n)

et effectuons sur les ' le changement de fonctions défini par la trans-
formation T

(3) : ;= f(zl, 73, ..., z).

Les z’, fonctions de z,,z,, ..., z,, et leurs dérivées, s'cxpriment en fonc-
tion des 2’ et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant
résolubles par rapport & 2, z;,..., z,. Le systéme (2) se change ainsi
en un systéme:

’ Irr oy ] ot} o ]
(2" W,,(xl,a:,,...,x,,,xl,a:,,...,x;,...,x,.',",,'___.,,,.,...)=o
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et les équations (A4) se transforment en des équations (d'):

(A;) E,’,:g—a,,(:rl,x,,...,x,,, ‘1’7 3,...,/1‘,’0)

(A2 Thaysn = Chaagan@rs ooy Tns My ooy Aoy Ay ey Ay vy A ey L)

ou les paramétres A sont encorc essentiels dans les fonction ¢, car si leur
nombre pouvait s'abaisser, il en serait de méme, en revenant aux fonc-
tions initiales 2’, pour les fonctions ¢. .

Toute solution de (2’) se déduit d’une solution de (2) par la trans.
formation (3), de sorte que, si

(4) r = l(x,,7,,...,r,) (=120
est la solution générale de (2), celle de (2’) est:
(5) z=fUF,F,,...,F) =G ,z,,...,z,).

Or, ceci représente la transformation obtenue par la succession des trans-
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite,
toute solution de (2’) satisfait aussi aux équations:

’

(2") I/Vh(xxaxgy"'7‘5»1‘—”;»5;"”753;7'°-’§;;,u,.u,,...,a.7"') =0,

systéme qui peut se mettre sous la forme:

" - s 0 30 0
(AO) J;h‘_"’h('r]’xg)"')xn!)‘l’ 27""‘:,)

" ~ 0 0 2 1 'K 37 K
(Ax) xn,al,u,‘....,a. = ?h,u,,a.,,...a.(xl y sy Ty Apyeeey 209 /19 00y As. g ey A geeey /‘s,\.)

ou figurent ¢, 4+ ¢, + ... 4+ &, paraméires essentiels nouveaux A’ ..., A,
Ay e Ay AN, - Ay A tout systéme de valeurs attribuées aux
x et aux A dans les équations (A4’) correspond donc, dans les équations
(4”) un systéme de valeurs des x et des X, qui rend les seconds membres
de (A") égaux respectivement a ceux de (A4'):

" 0 0 I 4 .4
(6) ¢h,a,,¢,,...,a.(x17"')xln 19 -“’)'s.)-";Al,"-,Aex)
—_— 0 0 74 ’
—f"h,a,,a,,...,a.(xl’H'yxn’ 192985y 00y Ny :°'°)Ae:)’

les x ayant mémes valeurs dans les deux systémes.
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Ces équations (6) peuvent donc étre résolues par rapport aux A’ et
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs:

0 0 0 0
B =L, 0, ....2,0,...,4), (1=1,2...,5)

1 1 [} 0 1 1 .
=L, Ty By Ay A Ay ey A) (=1,2,...,5)

(7)

. . . . . . . . . . . . . . . .

sk TR, 50 0 1 1 K K
W= L{(r, @y ooy @y Aoy Ay ey Ay ey Ay ey AT) G120

ou les fonctions L ne dépendent que des paramétres A, d’ordre au plus
égal & K. Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport
aux A; car, 8il en était autrement, elles entraineraient au moins une rela-
tion de la forme: :

0 0 _
O(zl,x,’ooo’x', ;,c.-’A:.,...,A;K’.."A;:)—o’

laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant
dans les fonctions ¢ les paramétres A’ aux paramétres A, on pourrait,
dans ces fonctions ¢, abaisser le nombre des paramétres en vertu de la
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les A sont essentiels
dans les fonctions ¢.

Les formules (7) établissent ainsi l'identité des systémes (4') et (4"),
ou encore l'équivalence des systémes (2°) et (2”). Donc:

Théoréme I. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie restent invariantes lorsquon effectue sur les «', un changement
de fonctions défini par une transformation quelconque du groupe.

4. Par unc marche paralléle, on pourrait résoudre les y, équations
d'ordre =éro par rapport aux variables z,, ,, ..., z,, car elles ne peu-
vent cntratner de relation entre les fonctions z), x;, ..., z., toute trans-
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un systéme
analogue au systéme (4). En effectuant alors sur les variables indépen-
dantes z,, z,, ..., z,, la transformation inverse de T

mi=ﬁ(§71"—399“°75u)
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le systéme (2) se changerait en un systéme équivalent au suivant:

’

pot pot pod ’
W@, s Tyy ooy Ty By Bay ey Bpy e v oy Tigayans =) = O

ou les dérivées ! R

t 20,050 80N prises par rapport aux variables z
Done:

10

Théoréme II. Les mémes équations restent invariantes, par un chan-
gement de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d'une
transformation quelconque du groupe.

5. Il se déduit de 1a de nouvelles conséquences. Les systémes (2)
et (2’) ont mémes solutions, et en particulier, la suivante:

= [, ,%,y...,%,)

correspondant & la transformation 7. On peut donc dans (4), disposer
des fonctions F, clest-a-dire trouver une transformation S du groupe,
de facon que les relations (5) deviennent:

:E;=,‘;.(F,,F,....,F,,)=f,-(x,,z,,...,x,.)-

Ceci exige: _
F'i =X

ce qui fait apparaitre, parmi les transformations du groupe, la transforma-
tion identique. Ensuite, puisqu’il en est ainsi, on peut déterminer S de
fagon que l'on ait:

z, = f(F,, F,, T F,) =z,
Ceci exige que les fonctions F satisfassent aux identités:
f(F,,F,,...,Fy=mu,
et alors la transformation S donne:

%= fi(zy, 22, ..., 2)).
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c'est-a-dire, qu’elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe.
Donc:*

Théoréme III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique
et ses transformations sont deur & deux inverses.

Ceci permet d'établir la réciproque des Théorémes I et II. Soit, en
effet, T, une transformation, qui effectuée sur les fonctions z':

% = fi@, o, ..., o)
laisse invariant le systéme (2). Ce systéme (2) étant satisfait pour la

transformation identique:

a‘: = x,'
aura donc aussi pour solution:

v = £, 7y, )

c’est-a-dire que le groupe contient la transformation T. En opérant de
méme pour le changement de variables indépendantes, on voit finale-
ment que:

Théoréme IV. Un groupe de Lie étant défini pm le systéme d'équations
aux dérivées partielles, complétement intégrable:

(2) Wy s @y ooy Xy By oy ey Ty ey Biga aryees) = O (=12

la condition mécessaire et suffisante pour que ce groupe contienne une trans-
formation T, est que cette derniére, effectuée, soit sur les variables indépen-
dantes x, soit sur les fonctions ', laisse invariant le systéme (2). ‘

! Je dois cette démonstration de cette proposition & 1 obligeance de M. ENGEL, qui
a bien voulu me la communiquer. Je répdte d’ailleurs que tous les résultats de ce cha-
pitre sont dus A M. LIE, qui les a exposés en particulier dans le mémoire suivant: Die
Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen continwirlichen Transformalionsgruppen, Lieip-
ziger Berichte, 189I.

Acta mathematica. 1R. Imprimé le 7 octobre 1893, 8
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DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE L
Invariants et équations invariantes.'

1. Etant donnée, dans un espace R, a r = n + p dimensions, une
multiplicité M, a n dimensions, définie par p fonctions 2, 2,,...,2, de
n variables indépendantes v, ,%,, ..., ¥,, je me propose d’étudier les rela-
tions qui existent entre M et les inultiplicités qui s'en déduisent lorsqu'on
effectue sur l'espace R, les transformations d’un groupe de Lig, multi-
plicités que jappellerai homologues de M par rapport a ce groupe.

Les z étant les coordonnées d’un point quelconque de R,, et les 2’
celles d’un point de I'espace transformmé R;, les équations de définition du
groupe définissent les 2’ en fonction des x: il peut d’ailleurs se faire que
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre
m de coordonnées, les  — m autres n'étant pas transformées: cela revient
& considérer un groupe a m variables, z ,2,,..., 2, comme s'étendant a
r — m variables de plus, #,,,, ..., «,; il suffit d’ajouter & ses équations
de définition les suivantes:

’

x;l-!'l = xm+l y ey L.=1T,

et celles qui s'en déduisent par dérivation.
La multiplicité M est donnée par l'expression de p des coordonnées,
savoir: '
2, =T,y B, =Tpyyy - - .y 2, =T,

en fonction des # = » — p autres:

(1) ¥y, =r, Uy =Ty« ooy Yu=1,.

' Ces deux termes ont ici le sens des expressions souvent cmployées de invariants
absolus, et invariants relatifs.
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Alors, en transformant R, en R, p coordonnées, 2, 2, ..., 2, sont fonc-

tions des n autres y;,y;,...,9,, et représentent la multiplicité trans-
formée M':

o ot o ot

( ) zl ’—"T'u+l7 ‘3‘1_ mn+2’ L ] Zl, ——.l'-,,
-

o a 2! ! o

¥ = ai, Yo ="y, ey Y= al.

Comme nous l'avons déja fait, nous classons les équations du groupe
suivant l'ordre, et nous les considérons jusqu'a un ordre quelconque K:

)
(3) Wy, e X E s o) = O
(h=1,2,...,p) (2y + ag+...4«¢,=<RK)

ou encore, en les prenant sous forme paramétrique:

() . AR 1 ¢ AU S (Y 9 ) (=12

N _ 0 30 1 1 A-1 A—1
(‘41\'—1) a’l,u,,a-_-,...,ar - ¢i,u,,a.;,...,ar(1:]’ ey Xy Apy oeey /‘s,,o SEIARS A IR} )‘l 9 ey N 1)

(i=1,2,...,7) (g4 uyt...4ar=K—1)

’ _ ) 0 A—1 A—1 A SAY
(AI\) xi,a,,u-..,...,a' - ¢i,d|,’L‘....,ar(xl7 ey Tpy /‘17 ceey As.’ ey 900y ASK—-I’ /‘l LIRRLS] I‘:A- .

(=127 (4t agt.tar=K)

Je ferai remarquer que, pour chaque ordre K, le nombre ¢, des
parametres Af, ..., A% dépend sculement du nombre m des coordonnées
Z ,...,%, les seules transformées, et restc le méme quel que soit le
nombre r — m des autres.

Cela posé, si, dans les équations (2), on remplace les 2’ par une
solution quelconque de (3), on obtient:

3/;=f1(?/1r-'-;?/n’3u~--’zp), LR | !/,'.=fn(!/19-°'1!/u’51’---:2p)

z; =f;+l(y1)'-'9.'/::951"")51; y ey z;»=fr(.'/1’ ooy Yny 2y "')zy)'

(4)

Ces relations représentent un changement simultané de variables et de
fonctions, qui met la multiplicit¢ M sous la forme M’. Or, c'est un
résultat bien connu dé la théorie du changement de variables que les
dérivées des 2 par rapport aux y peuvent s'exprimer en fonction des
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions f; et

que de plus, les dérivées d’'un ordre quelconque K des 2/, s'expriment
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en fonction des dérivées d’ordre K et d'ordre inférieur des z et des f.
Ceci tombe en défaut dans le cas seulement ou la transformation est telle
qu'il y ait une relation identique entre y;, v, ..., y., ce qui se produit
lorsque le déterminant des expressions:

o "i"?ﬁ.?@
Y oy 9z, 3y

{j=1,2,..,n)
=1
ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n’a évidemment
lieu que pour des multiplicités déduites de M par des transformations
particuliérés, n'ayant pas lieu dans le cas de M elle-méme. Je laisserai
de coté, pour l'instant, ces multiplicités particuliéres.

Alors, si l'on désigne par zf, 2f,..., 2f les py dérivées d'ordre K
des 2z par rapport aux y, et par 2%, 5% ..., 2,¥ les dérivées correspon-
dantes des 2'; puis, si 'on remarque que les dérivées partielles des fonc-
tions f ne sont autre chose que celles des 2’ par rapport aux z, lesquelles
satisfont aux équations (3), on aura les relations suivantes, données par
I'opération du changement de variables et de fonctions (4):

S ) 1 ot
(B,) 2 =i s a2y s Baar )
@+ gt oder=1)  (i=1,2,...,0)

(By) G =FeE, A, X .

Y Cppr v Jythy gy ..uytte I
(@ +a+...+ar == K) (i=1,2,...00)

Ces formules deviennent, en remplacant les z;,, . par les valeurs
quelles ont en vertu des relations (4), ct par unc extension de la
notation, suivant laquelle y, ..., y,,2, ..., 2, sont représentés par
0 0
M SRS (/'o =”+p="'):

Y N =1 0 1 130 Y 21 i
((’l) g = a)i(zl’"‘,zp.7‘31$"'7zp|!Al""’lso’/‘l’"'7A£|) (=12,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

Y 'K __ =K(,0 0 ¢ A 0 0 hY Y SAY. i
(Co) @ =@ (@ s 4o eeer @y B0 ALy ey ooy Ay ey A8)5 =12

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations
(d,) avec une notation différente:

Y 0 ___ =070 0 30 0 .
(co) Z‘ = w; (Zl 9y o e oy Z',o, Al 9 v ey AE.)' =1,2,...,m)
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Cela fait, supposons que l'on puisse éliminer les A entre ces relations
(C): en géncral, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, I'espace
R, et la multiplicité M, de telle fagon qu'il en soit ainsi, car le nombre
des parameétres A étant fixé, il suffit pour cela de prendre le nombre r — m
des variables w,,,, ..., z, suffisamment grand.

Le résultat de cette élimination dépend de la multiplicite M, les 2
et leurs dérivées étant des fonctions données de y,,9,, ..., ¥,; il dépend
de T'ordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres
des équations (C) par rapport aux A, qui ne sont pas identiquement nuls,
quels que soient ces A. Je supposerai d’abord que la multiplicité initiale
M soit la plus générale, a n dimensions, de l'espace R,, ¢’cst-a-dire, qu’elle
.ne satisfait & aucune équation aux dérivées particlles donnée a priori: en
particulicr, si, dans les équations (C,), (C,), ..., (Cs), l'ordre des déter-
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour
toutes les valeurs des arguments 20,...,20 ,..., 2, ..., 25, est égal &
8k, ces déterminants d'ordre s, nc s'unnulent pas, lorsqu’on y remplace
les 2z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de y,,...,y¥,, dé-
finies par la multiplicit¢ M. En d’autres termes, M est tclle que l'on
puisse résoudre les équations (C,), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus
grand nombre possible de paramétres 1°, 2, ..., A%

Dans ces conditions, I'élimination se fait par voie progressive. D’abord
on élimine, si c'est possible, les 2° entre les équations (C,), puis les A° et
A' entre les équations (C,) et (C,), ce qui reproduit en particulier les
équations obtenues dans I'¢limination précédente, ct ainsi de suite. Le
résultat se présente sous forme d’équations résolues par rapport a cer-
taines des quantités z'°, 2'%, ..., 2% (2% ..., 2, par exemple, pour l'ordre
zéro, 2i',..., 2z, pour le premier ordre, ..., 2, ..., z,x pour l'ordre K)
en fonction des autres 2%, 2%, ..., 2% et des 2°, 2',..., 2"

210 07,70 ’0 0 0 i
(1)0) Z, —_— G" (z"°+l, ey Zpo, Zl gy 3,,“) (“1'2""""“)
L g0 0 1 ’" 0 0 1 " ;.
D,) 2= G (2041,. Y ATY ATETRUOI A R MR TP =130
- »
D) S K (K[ 0 S0 oK 'R0 S0 A A P19
Dy G} (,._,‘o,,,,...,zpo,...,p,,“,,...,z,,x,z,,...,z,,o,...,z,,...,z,,x) (=120

chaque fonction G/ ne dépendant que de dérivées d’ordre égal ou in-
férieur & K. '
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Il est a remarquer que ce méme résultat aurait pu étre directement
obtenu sous la méme forme, sans passer par l'intermédiaire des équations
(4) et (C), par I'élimination directe des dérivées des ', z;, . . entre les
équations (B) et les équations de définition (3), classées suivant les ordres
o,1,..., K. )

Inversement, si M’ est homologue de MM, toute relation différentielle
d’ordrc K entre M’ et M est une conséquence des équations (D), (D,),
«.+y (Dy), si elle a licu quelle que soit cette multiplicité homologue M.

Soit, en effet, cette relation:

0 4 K A ’0 0 'K 'K\
J(zn"'yzp,y'--9zl’"',ZpA.’zl"-"zpo’---,zl 1"-12/),‘)-‘0'

A tout élément particulier de A, représenté par les valeurs numériques
de ses coordonnées, correspond un élément de A, dont les valeurs nu-
mériques sont données par les équations (C), ou les A, avons-nous vu, ont
des valeurs arbitraires. Ces deux systémes de coordonnées de M et de M’,
satisfont, quels que soient les A, & la relation J = o. Celle-ci est donc
une conséquence des équations (C), ou encore, puiqu’clle est indépendante
des Z, des équations (D), qui se déduisent des (C) par I'élimination des 2.

2. Ces équations (D) jouissent de propriétés remarquables. D'abord,
M pouvant étre a clle-méme son homologue par la transformation iden-
tique, clles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les
valeurs des indices ¢ et K:

Considérons cnsuite deux multiplicités homologues de M, quelconques,
M et M”. D’aprés la propriété de groupe, M’ est aussi homologue de
M”. On verra plus loin que si 'on substitue M” a M dans les équa-
tions (C), I'élimination des A se fait de la méme maniére. On peut done
établir entre M” et M’ les mémes relations qu'entre M et M’, savoir:

th . (W10 0 'h 'h 20 110 s 1h e
FAE 1 C AT AN AT AT I TTTI A NN

(h=0,1,2,.,K) (i=1,2,...,Mm)

Celles-ci, comparées aux équations (D), donnent:

1h(,10 ’0 th 'h 0 0 h /]
(5) G2 1y oo s 2y ooy ZomirreerZer 8Ly wees Zpy e o3 By oees Zpy) )
! h=0,1,..,A
i=1,2,...,1
hf 10 0 oth rh 70 2170 rh 775 1o
= (2101 cons Zps oes Zrar1renes Zpmy B yeees By enes @1y ey Zpn
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Cela étant, considérons les valeurs numériques de trois éléments
correspondants de M, M’ et M": elles satisfont a ces relations (5). Celles
de M et M” étant choisies, on peut prendre, pour celles de M’, les valeurs
fournies par les formules (C), ou l'on attribue aux A des valeurs ar-
bitraires: cela revient a dire qu’on peut choisir arbitrairement les valeurs
de 23001 o 9 20y Zbas o v Zpry ooy Bihyy, - ooy 2,5, les autres coordonnées
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées
comme ayant licu entre deux éléments correspondants de M et M”, ont
donc licu quelles que soient les valeurs des #;* qui y figurent: c’est dire

qu’elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si I'on pose:

h (0 0 ho. h
ZiE) s oy By By ey 2
th(,0 0 D h 0 0 h
= G (Cpprr oo s Cos s Cogrsnen:Comy@lyenesZpyeeey@lyennyiy)
ou les ¢ sont des constantes arbitraires’, les équations (5) se réduisent a:

A (0 0 A\ h [ 4270 0 th )
Z3@ sy By ) =&, 8 a8, ).
(h=0,1,...,A") #=1,2,...:)

Elles ont lieu quelle que soit la multiplicité M", homologue de M,
de sorte qu'on a aussi, entre M et M':

07,0 0 0 W0 "
(E,) Zi(2), .y 2, = Zi(2' ..., 2) (=12,
N 17,0 0 1 1 /.0 0 ’1 ’ .
(E) Zi(@ s sty Biyenn2y) = Zi(2 .80, &y 2))  Gelam)
K (0 0 A A K[ 10 70 'K 73
(Ey) ZE(@y s Bpyees 85y 25 ) = ZE(2 s 20y ey 215, oy 28) =12

Les fonctions Z, d'aprés leur définition, se réduisent respectivement

N0 0o - 1 K 'y ’ x

B 2y s BBty ey By een,y e, lorsquion y fait
0 — a0 0 ___ L0 Y ¢
Zoel = Cpgrs = o oy Zp=Cpy ey z,’,‘x—c”.

Il en résulte que les équations (E) sont indépendantes. Elles doivent en
outre étre des conséquences des équations (I)); et par suite, elles forment
un systéme équivalent au systéme (D).

' Les valeurs des constantes ¢ sont asujetties seulement 3 laisser holomorphes les
fonctions .
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Ces fonctions Z sont appelées invariants de la multiplicité M, relatifs
aw groupe de transformations considéré.

Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(z\,...,2),..., 2., 2,,)
est une fonction des invariants 27, ..., Z, , ..., Z}, ..., Z}, dordre K
ou d’ordre inférieur qui viennent d’étre obtenus.

En effet, d'aprés la définition de II, on aura, quelles que soicnt les
deux multiplicités M et M’ se¢ déduisant I'une de V'autre par une trans-

formation du groupe:

0 N K A .10 ] ~A 7R
H, oozl 2y = HE oy aqh, o, 2k

et cette relation, d'ordre K, sera nécessairement une conséquence des équa-

tions (D,), (D,), ..., (I)x), ou encore, des équations (E,), (E,),.... (E,).

En résolvant ces dernicres par rapport aux quantités 2/, pour les porter

dans H(z°, ..., 2, ..., 2", ..., z¥), il faudra donc que les 2’ disparais-

sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Z),...,Z; ..., Zf,..., Z} .
De la cette proposition:

Théoréme I. Lorsqu'une multiplicité M, soumise aur transformations
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceur d'un ordre quelconque K ou
d'ordre inférieur sont fonctions d'un nombre limité d’enire eux; et ces derniers
peuvent se déduire, a laide de différentiations et d’éliminations seulement, des
équations de définition du groupe.

, Toute relation différentielle d'ordre K eristant entre M et toute multi-
plicité homologue M, est une conséquence des relations obtenues en égalant
entre eux les invariants distincts d'ordre K et d’ordre inférieur, de M et de M'.

3. Equations invariantes. Dans ce qui précéde, on a supposé que
M était une multiplicité générale, de telle fagon que l'on pouvait résoudre
les équations (C)), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus grand nombre
possible de paramétres A°% A', ..., 2*. Les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que ce nombre s'abaisse s'expriment par des relations ob-
tenues en annulant identiquement, quels que soient les 2, les déterminants
fonctionnels d'un certain ordre des scconds membres des équations (C,),
(C),...,(Cx) par rapport aux A. On obtient ainsi un systéme d'équa-
tions, ou, plus généralement, plusicurs systémnes distincts, les conditions
cherchées étant que M satisfasse & l'un quelconque d’entre eux.
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Soit done, I'un de ces systémes:

(6) Ji(2, ..., 2

1 1 ¢ A\ __ . .
,,.,21, ...,Zpl,...,zl y ."’ZPK = 0 (i=1,2,....0,)

et supposons que la multiplicité initiale satisfasse a ce systéme: j'appelle
alors M, maultiplicité particuliére, et je dis que toute multiplicité A, trans-
formée de M, satisfait au méme systeme (6), qui pourra étre appelé
systéme d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations.

En effet, remarquons d’'abord que I'élimination des A entre les équa-
tions (C,), (C,), ..., (Cx) donne dans cette hypothése entre M et M, cer-
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur a celui que
I'on obtient dans le cas général, et n’est pas nul. Ces relations sont
d’'ailleurs indépendantes, et se présentent sous la méme forme que les
équatiops (D): appelons-les (A)), (A,), ..., (AL).

Cela étant, considérons une troisicme multiplicité M”, homologue de
M et cherchons les relations qui existent entre M’ et M”. Soient z,,
%,,..., o, les coordonnées d’un point de M, z;,z;,..., x, celles d’un
point de M’ et z;', ..., x,, celles d'un point de M"”. Nous regarderons
M” comme une représentation analytique nouvelle de la multiplicité A,
obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions:

x

x‘ =5 f:(wl y .'1;, gy c ey ;17,) (i=12,...,7)

défini -par la transformation qui fait passer de M a M”. On sait (1™
partie, ch. II) qu'on peut lui associer un changement de paramétres:

A h =1,2,..,

= Ly e X A AL e Ay ) (S
de telle facon que les équations qui se déduisent des (4) c¢n substituant
comme coordonnées les z” aux z, s'obticnnent simplenent, en remplagant.
dans (A4) les z et A par les 2 et 2" correspondants. Elles devicnnent
ainsi:
110 ,0 rth )
A

’
aha‘i — (T" "

rra, Py ¢i,'4.....,o, TyyeeeyTpyhy y-ony NIRRT IO S SO AT
Ly cee oL,

(4”)

(h=12,...,K) (i=1,2,...,1) (gt e, 4...+ar=h)

D’autre part, le changement de variables et de fonctions qui met 3 sous
Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 octobre 1893. 4
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la forme A, donne les relations sulvantes, analogues des (B) et ayant
nécessairement méme forme:

h ’
(Bu) ‘ho___ 1k z" ’ Z”" znh 9 I
z,-—z‘ 1y - Z,,' ce o9y g e PO IR a__—_.r""',..a_l:""..“
*=1,..K) G=1,2,...,05)

de telle sorte que M sc rattache 3 A" par les relations suivantes (C)
qui ont encore méme forme que (C):

" 'h 10 No rh 2] llo 70 SR PR
" zr=ai",. N ST Al HEAPPPID USNRPRD TN W) B

u--o.t,...,n) (i=1,2,.. .p.)

Les relations entre M’ et 1" g'obtiendraient en éliminant les A" entre
ces équations C’. Or, entre A et M, on a, jusqu'a l'ordre K, les rela-
tions indépendantes (A,), (A,), ..., (A,); si, dans ces derniéres on rem-
place les éléments de M, par leurs valcurs, sous la forme M”, elles de-
viennent des relations entre M et M’, (Ay), (AY),..., (AX), qui
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mémes
quantités z/*. L’élimination des A entre (Cy), (CY),..., (CY) entraine
donc les relations indépendantes (A;), (AY),..., (AX), et par suite,
(M) est telle que les équations (C”) ne sont pas résolubles par rapport
au nombre maximum de paramétres A”, sans quoi, il ne pourrait exister
entre M et M’ qu'un nombre moindre de relations indépendantes.

Cette conclusion subsistant, quelle que soit A", homologue de A/, il
faut donc que le systéme (6) ou l'un des systémes analogues soit satis-
fait par M”, indépendamment des arbitraires dont dépend celle-ci; et ce
fait nc peut avoir lieu que pour le systéme (6) lui-méme, le seul qui
soit satisfait quand on prend pour A, la multiplicité A elle-méme, qui
correspond a la transformation identique. En particulier, on voit bien que
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particuliéres, en méme
temps, résultat auquel nous avons fait appel précédemment (§ 2, page 22).

4. L'étude des multiplicités satisfaisant & un systéme invariant d’équa-
tions sc fera de la méme maniére que celle des multiplicités générales.
Les coordonnées des éléments de pareilles multiplicités satisfont au systéme
(6), et, pour les ordres supéricurs, aux équations qui s'en déduisent par
dérivation. Ces coordonnées s’expriment donc en fonction d’un certain
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nombre d’entre clles, ou de certains paramétres, pris comme nouvelles
coordonnées. On peut ainsi transformer les équations (B) et (C) de fagon
a n’y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De la une seconde
classification de ces multiplicités, en multiplicités générales qui ne satisfont
& aucune équation nouvelle donnée a priori, et en multiplicités particuliéres.
Pour les premiéres, I'élimination des A entre les équations .(C) donne,
il y a lieu, des relations, analogues aux équations (E) entre des invariants
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systémes d’équa-
tions tinvariantes entre les coordonnées d’'une méme multiplicité; et ainsi
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d’ailleurs pas se pro-
longer indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre
illimité de relations entre les coordonnées d’ordre K ou d’ordre inférieur,
ces coordonnées étant en nombre fini. :

Cette classification effectuée, on est en mesure d’'établir toutes les
équations aux dérivées partielles d'un ordre quelconque K et d’ordre in-
férieur auxquelles satisfont les multiplicités M’, transformécs d’une multi-
plicité initiale, A1, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes
les équations invariantes auxquelles satisfait 3/. Quant aux autres, elles
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités 2% 2%, ..., #/* don-
nées par les formnules (C); elles sont donc des conséquences des équations
(E) (ou des équations analogues, quand A n'est pas une multiplicité gé-
nérale). Dans ces équations (E), les quantités 2°, z', ..., 2¥ qui y figurent
sont des fonctions données des r variables indépendantes y,,y,,...,¥,.
L’élimination de ces derniéres, si elle est possible, donnera enfin des rela-
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les- multiplicités Al

oZz,..., 2

Ito 9

Zyy.o 2y, 2, 28 ) =0
ou les Z sont pris en fonction des quantités 2% 2%, ..., #'*.

On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d'ou la proposition
suivante qui compléte la précédente:

Théoréme II. [Etant domnée une multiplicité M, que lUon soumet &
toutes les transformations d'un groupe de Lie, les multiplicités homologues M’
satisfont a des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes. Ces
équations s'obtiennent en exprimant pour les umes, que M satisfait aux mémes
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systémes d’équations invariantes que DM, pour les autres, que les in-
variants de M sont liés par les mémes relations que ceux de M.

Ces équations invariantes et ces invariants se déduisent dailleurs
par de simples différentiations et éliminations des équations de définition
du groupe.

5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi-
plicités M, transformées de A, celles pour lesquelles y;, y;, ..., ¥, sont
liées entre elles par une relation, ¢t ne peuvent plus étre prises comme
variables indépendantes. Il est bien évident par raison de continuité, que
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d'avoir
un sens dans ce cas.

En effet, les quantitésy;, ..., ¥.,2,..., 2, fonctions de g, , ..., y,,
2,,...,2, nc cessent pas de représenter une wmultiplicité 4 » dimensions,
sans quoi, en repassant de ' a M par la transformation inverse, on
trouverait que M a moins de n dimensions distinctes. Il est donc possible
de prendre comme variables indépendantes, dans A, # quantités distinctes
parmi ¥{,...,Ya,2,...,2,. Alors toute expression différentielle ou
Yi, ...y, sont les variables indépendantes se transforme en une expres-
sion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in-
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier
dans le cas des multiplicités M’ qui avaient été précédemment exclues.

Par exemple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au-
tour de l'origine. Une courbe définie par une fonction 2z, de y, admet

pour invariant
—_— —l —_— (’ —— — z“
\/.-—Ilt_l?_’ Jd!l )
' ( )
dy

. .
qui représente la distance a l'origine de la tangente au point 7, 2. Notre
analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y, z se transforme en une
courbe en y, &, pour laquelle on aurait y' = const. Mais, en prenant 2z
pour variable indépendante, l'invariant considéré devient:

I . dg{
Yaria) (r—=af)
1+ (-
(dz
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expression qui pour la courbe y = const. se réduit 4 y. On a donc,
entre la courbe cn y, 2, et cette courbe particuliére qui est une de ses
transformées, la relation:

. (1 “_ =y
Ve ta
\dy)
6. Exemple. Considérons le groupe des mouvements dans un plan,
dont la transformation générale est:

x; = a 4+ r cosa — x, sina,

’

Ty

b + x, sina 4 x,cosa

ot a,b,a sont des constantes arbitraires. Les équations de définition
(4) sont ici:
xy == A, Ty = g,
aux, o, . oy . sy
—' = cosa, —!'= —sina, —!=sgina, — = cosa
ar, , oz, o,

les dérivées d’ordre supérieur étant toutes nulles, A, 4, et a étant trois
paramétres arbitraires.

Effectuons ces transformations sur une courbe définie par une fonc-
tion z de y; la courbe transformée sera définic par une fonction 2’ de y'
en posant:

y=r 2=z

1? 2

’ ’

Y=g, 7=ouz

et on a:
ox, or, dz
B
dz _or, ~ox, dy
dy ~ o + ar, dg
ar,  ox, dy

En tenant compte immédiatement des équations de définition, ceci donne,
comme équations (C):

. dz

. sina + cos o ——

) o _ 4
1 dy

. dz
cos ¢ — sina ——

dy
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et, pour le second ordre:

) dz _ \ox, or, ar, 3.1?,) dy* dy* ‘
2 dy* ar; | ax d_z)‘ odzy?
(a.r, 2z, dy (cosa sma@)

La premicre équation donne:

cosu — 8inu dz sina 4+ cosa dz
dy dy

= dz (
‘ w (@Y

de sorte que I’élimination de a donne:

(Dz) =g

équation qui se met sous la forme:

(%) (4 @) = (o )Y i

ou l'on voit apparaitre l'invariant bien connu, donné par la courbure

de la courbe.
Le calcul tombe en défaut dans le cas ou (C,) n'est plus résoluble

par rapport a a, cest-a-dire, lorsque on a:

2 /dz .odz\? . dzy? I
;‘(de) = [(cosa— S'na@) + (sma + cosad—y) J (cosa - sinad—z)’
(5
dy

dy
(cosa snady

= 0.
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2
L’équation 1 + (3—2) = 0 est une équation invariante, qui entraine

'\ 1
bien 1 + ((dT;—) = 0: elle représente les deux systémes de droites tsotropes

qui jouent donc le réle de courbes particuliéres par rapport aux trans-
formations considérées.

' 7. Application. Reprenons les équations de définition d’'un groupe

de transformations, entre les m variables T, Lyy ..., T, et leurs m fone-
tions x;,2;,...,2,. Adjoignons-leur m nouvelles coordonnées, non
transformées, en posant:

(7) Uy = u,, Uy = Ugy o - ., U

et faisons porter la transformation sur une multiplicité définie par les m
fonctions #,, x,, ..., z, des m variables indépendantes u, ,u,, ..., u,.

La théoric générale, reprise sur cet exemple, montre que les équa-
tions (C) comprennent, en outre des équations (7), d’autres équations ex-
primant z;, z;,..., , ct leurs dérivées par rapport & u;, u,, ..., u,,
en fonction des paramétres A, des fonctions z,, z,, ..., 2,, et des dérivées
de celles-ci par rapport & w,,u,,...,u,, ces expressions étant en outre
indépenddntes de w ,uy, ..., ty.

Il en résulte que les équations (X) sont, dans le cas d'une multi-
plicité initiale générale, de la forme:

;= U, E=1,2,...,m)

A ERER) :It,,,) (A=1,2,....1t)

JN(.'I:’ 2z X, N, )
i 19 ooy P Rk IR R B et SO
! " i I Ty
N
IN 3y oM, 3
= J; (m,,...,a:,,,...,——,..., e R Bt
Uy ouy ... U,

ou les invariants J sont indépendants des variables « ,...,w,.
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En particulier, supposons que la multiplicité initiale A soit la
suivante:

Ty =1y ..., T, =01u,.

Alors si
;= fi(r,, Xy, ..., Tp). (=1,2,...,m)

définit la transformation générale du groupe, la multiplicité A’ sera:
= fi(uy, g, ..., u,). (i=1,2,..,m)

M ne cesse d’ailleurs pas d’étre une multiplicité générale, car alors les
équations (C) se confondent, a la notation pres, avec les équations (4):
et celles-ci sont résolubles par rapport a tous les paramétres A, sans quoi
ces paramétres cesseraient d'étrc essentiels. D’autre part, I'élimination,
entre les équations (E), des variables indépendantes u , u,, ..., %, dec M
est immédiate, et par suite, AI' satisfait, jusqu'a I'ordre N, aux seules
équations suivantes, qui sont donc, sous une autre forme, les équations
de définition du groupe:

" 0 . Pty
Sy, an)=JN (e, 0, ,) =1,2,0.

ar, ary o, .

1 1 m 1 i .

(8) J.' (1’; “ esey .Tl'n ’ 5 g v e a_l":, ceay ‘a—'_) - a,-(.’l“ ) .I‘.), ceey .rm (i=12,...n)
., : o)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

’

N(, _ N ) .
S T ey T ) = (X, Xy, ) =120 080
ou les a représentent ce que deviennent les J quand on y fait:
’ r . —
T, =uxr, Ty7=Tyy o . oy Tp=Tr

Donc:

Théoréme III. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie s'obtiennent en erprimant que certaines fonctions J, de |,
vooy X, et de leurs dérivées par rapport @ x,, ..., x, sont identiquement
égales aux expressions qu'on en déduit en y attribuant aur ' les valeurs
quelles ont powr la transformation identique. i
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Ces invariants J jouent un réle capital. On vient de voir qu’ils
restent inaltérés si on effectue sur les ' un changement de fonctions
défini par une transformation du groupe; d'oi en se reportant au
théoréme IV (1**° partie, ch. II):

Théorédme IV. La condition mécessaire et suffisante pour qu'une trans-
formation appartienne au groupe défini par les équations (8) est qu'elle laisse
invariantes les expressions J, quand on effectue sur les x' un changement de
fonctions défini par cette transformation.

CHAPITRE IL

Les invariants et équations invariantes, définis a Vaide des
transformations infinitésimales d’un groupe de Lie.

1. Congidérons les groupes, dits & wun paramétre, dont les trans-
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. Sil y a n va-
riables, les équations de définition comprendront » — 1 équations d’ordre
zéro, de la forme: '

Jix, 2, ..., 2)=d(z,,2,,...,2,) (=2,3,...,n)

ou les n — 1 fonctions Ji(z,, z,, ..., z,) sont distinctes entre elles et de
I'une au moins, z,, par exemple, des variables z , z,, ..., z,. Pour les
ordres supérieurs, il y a autant d’équations que de dérivées.
En posant:
X, =Ji=x,,7,...,2,)

X:=J,(.T;,1’;,.,CIJ,',)

(t=2,3,...,m)

la transformation générale du groupe sera donc de la forme suivante:
z = flx,, X,,..., X,, q)

X: == X‘. . (1=2,8,...,m)
Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 octobre 1893. 5
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avec la constante arbitraire a. La premiére équation peut étre résolue
par rapport a a:

L]

(1) or,r,X,...,X)=a

.

et la fonction w sera telle que I'équation (1) combinée a:
(2) oE' e, X....,X)=1D>

entrainera:
w@,rn,X,,...,X)=c,

¢ étant une nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes
a et b. Ceci veut dire que les équations homogeénes en dz, , dz;, dz;':

o, £) 40 + o, 1) 5

7 = 0,
ox, ! oz, !
do(r, , a)) dw(r,, a
d ”»” I ’ p—
o + ———' o,

3(,,(_;‘ L ) dr vy dw(r, . I')d.r

= 0
o, ar 1

sont compatibles quels que soient r, . z], xr;’. D'ou I'identité:

e (x; . x}) d(r, . x,)

T ar, delr,. x,) "_l:— da(rx, . x,) _

dwlr; . 1) ar, ! delr,..s) ar,
ar, ar,

(24

Cette identité subsistant si on attribue & x;’ une valeur numérique quel-
conque, la fonction e(r], r,, X,..... X,) satisfait donc a une équation
de la forme suivante:

, - \Y Qw Ay 3(»
et N X)gr e, N XOR

et par suite, I'équation (1) peut s'écrire:

tl(.r;. \......X) 1\1' \’g~"'*xu)={

ou ¢ est une nouvelle constante, fonction de a.
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oz, 2, X,,..., X,) dépendant nécessairement de z; et de z,, il
en -est de méme de J(z,, X,,..., X,) rclativement & z,, et, par suite,
en posant:

Xl=¢];($1,X,,...,X.), X{=J,(SD;,X,,.>..,X,,),

X, X

g3

L ..., X, seront indépendants, et on a:

X = X, +¢.
Done:!?

Théoréme 1. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre
la transformation générale d'un groupe de Lie i un paramétre sous la forme:

(3) X =X 4, X=X, ..., X =X

ou t est une constante arbitraire.

2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd’hui bien classiques,
des groupes & un paramétre. On pourrait en déduire les autres. Je
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(X,, X,,..., X]) soit un invariant de ce groupe, est
que l'on ait

En retournant aux coordonnées z,,z,, ..., T,, on trouve:

;}%=€l(xl,x,,...,x,):7fl+... + 6,,(9;,,:1;,,...,:5,,):—;',
expression qu’on représente par Xf.

La transformation (3), pour ¢ = o, est la transformation identique;
pour ¢ ayant une valeur infiniment petite Jf, elle est dite transformation
infinitésimale, et attribue & une fonction f(z,, «,, ..., 7,) un accroissement
dont le premier terme est précisément Xf. d¢.

' LiE, Theorie der Transformationsgruppen, I, chap. 3, p. 49.
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Le symbole X/ caractérise complétement la transformation infinité-
simale et son groupe & un paramétre.

La condition pour qu'une fouction soit un invariant du groupe est
qu'elle satisfasse & ’équation

Xf = o,
et, de méme, pour qu'un systéme d’équations:

fl'—_‘o) f2=0’ O} ft=°;

admette les transformations du groupe,' il faut et il suffit que ce systéme
entratne:

Xf, =0, Xf,=o, ..., Xfi=o.

3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. LIk, entre une trans-
formation infinitésimale, ainsi déduite d'un groupe & un paramétre, et une
transformation infiniment petite:

(4 z=z4+0t.86@,2,,...,7)+ 0t p(x,,2,,...,%2)+ ...

ou les termes d'ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du
premier ordre la méme dépendance que dans une transformation infinité-
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés par eux.

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe
de Lie défini par les équations (8) du chap. I, adjoignons aux formnules
(4), les suivantes qui s'en déduisent par différentiation:

ox;

— = ot .
31‘" g/ +

&

37'+...

" .
€, = O pour i = pu

€y = 1

(5)

’ —_ D .
xi,a,,a,...‘,a. - Ot * ef,a.,ng,...,a. + R ]

' Ib., ch. 7, p. 108. Le systtme d'équations est supposé ne pas annuler tous les
déterminants fonctionnels d'ordre I de f,, f;, ..., fi.
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on trouve ainsi, en écrivant que les équations de définition sont satis-
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les & sont assujettis aux
seules relations suivantes, linéaires et homogémes par rapport aux £ et a
leurs dérivées:

oJ;
z: (——') .§=o0 (=1,2,0ttg)
r; 3.1_, 0 )
o § adi N\ 9
— . —_— . = 0 (i=1,2,...,1)
Z <3x,-)oe’ + z 33.1:,-) oz, .
)

( 6) J Jot a?ll

z (z_;”_?)o E+...+ z (Mi)o & aagge = O (=Ll

@R)1Ugy..0,Rn

ou lindice inférieur o indique que Pon prend les valeurs des dérivées
des J pour

ax; ,

’
xi' = T, ?Iu - sj,[n LA ] xj,a,,a,,...,a. = O.

A un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d’exprimer
que la transformation (4), ou les 2’ et les x sont deux systémes de »
fonctions des mémes variables indépendantes u, ,w,, ..., u,, laisse in-
variantes les expressions J°, J', ..., J¥, fonctions des z et de leurs déri-
vées par rapport aux #. En calculant, a I'aide de (4), les expressions
des dérivées des z’, les termes du premier ordre obtenus sont les mémes
que ceux qui se déduiraient d’une transformation infinitésimale entre les
z et leurs dérivées par rapport aux u:

X®f — z E‘g{a‘ + ...+ Z &iray e o

a-ti,a,,a,,...,a.

ou l'on pose:
oN

£

Tiapazyean = “ar e .
A TP P RN M

Les &,.,... sont des fonctions bien déterminées, lorsque les & sont don-
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nés, des = et de leurs dérivées, et X™f n'est autre chose que la (rans-
formation prolongée,’ jusqu'a l'ordre N de

Xf=2 e(:__‘;-

Les & sont donc assujettis a satisfaire aux identités suivantes, par rapport
aux « et leurs dérivées:

(7) XJP=o0, X“J}=o0, ..., X™J¥—o,

Or, ces mémes relations expriment que les J admettent la transformation
infinitésimale Xf, et par suite, son groupe & un paramétre.

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les & sont, dans
(4), les coefficients des termes d’ordre le moins élévé. Donc:

Théordme II. Etant domnée une tramsformation infiniment petite d'un
groupe de Lie, la transformation infinitésimale définie par ses termes dordre
le moins élévé, et son groupe & un paramétre appartiennent aussi au groupe
de Lie.?

Soit cette transformation infinitésimale, ayant mémes termes du
premier ordre que (4):

L =2+ 0. E(®, , Zyy ooy T) + - .. i=1,2,...,m)
on aura:

=1+ ot*. 6;(x,,x,,...,2,)+ ...
ou en exprimant les seconds membres en fonction de z,, z,, ..., ,:

B = F A O O (T,, Tyy ey B) e

Pour les mémes raisons que tout a '’heure, la transformation infinitésimale:

y 3
If=z 9.'(:1'71,:172,...,;1:”)_£

o

. Lig, Transformationsgruppen, I, ch. 25, p. §23. — Je suppose connus ici tous
les résultats exposés dans ce chapitre.
* Lig, Dic Grundlagen, etc., p. 342.
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut donc considérer
la transformation infiniment petite (4), cn ce qui concerne au moins ses
termes pris jusqu'a un ordre infinitésimal quelconque, comme obtenue en
effectuant successivement un certain mombre de transformations infinitésimales
du groupe.

Il y a plus, si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe,
XMf et Y'™f satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi
(X™ Y™, Cette derniére, étant, comme on sait,’ la transformation pro-
longée de (XY), la transformation infinitésimale (XY) appartient au
groupe. Donc:

Théoréme III. S: les deux transformations infinitésimales Xf et Yf
appartiennent & un groupe de Lie, il en est de méme de leur crochet (XY).?

4. Cette propriété du systéme d’équations (6) permet de retrouver
les invariants dont on a établi I'existence, par une marche tout a fait
paralléle a celle déja suivie.

Reprenons, en effet, un systéme de p fonctions 2,,2,,...,2, de n
variables indépendantes, v, ,%,,...,Y,, les r =n -+ p quantités y et 2z
n’étant autre chose que z,,2,,...,,. Considérons une transformation
infinitésimale quelconque:

t=n f=p

9
Xf=z”'(yl"on,yn’zl""’ 9'/+Zcul,“',y“’zl"”’zl')a_g

i=1

et, en calculant les variations qu'elle fait subir aux dérivées des z, par
rapport aux y, prolongeons-la jusqu’a un ordre quelconque K

tmn t=p, i=py

X0 =3 .3J+2c,§f+2c" 4y
=1

t=1

' Lie, Transformationsgruppen, 1, chap. 25, p. 547.

* Lig, Die Grundlagen, cte., p. 348. — Dans le cas d'un groupe fini, les trans-
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires ) coefficients constants
d'un certain nombre d'entre elles X,f, X,f, ..., X,f, et ce théordme établit I'existence
des relations: :

(Xt' Xl') = ? Ciks Xsf-
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Les y et 2z étant égaux aux coordonnées z, nous égalerons les y et {aux
& correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées,
gil y en a, étant égalés a zéro. Alors, les & satisfaisant aux relations
(6) et & celles qui s'en déduisent par dérivation, on peut, jusqu’a I'ordre
K, exprimer un certain nombre de & et de leurs dérivées, en fonction
linéaire et homogéne des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi,
X®f étant linéaire et homogéne par rapport aux & et leurs dérivées:

(8) XOf = T XS+ ZEXS + o+ T XS

ou les Xy, f sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par
rapport aux y, s, et aux dérivées des 2 et les & des coefficients ar-
bitraires.

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqu'a l'ordre K,
ou tout systéme d’équations entre ces mémes quantités qui admet toutes les
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations

(9) X,:f Xy .-, Xiif

et réciproquement.

Les équations obtenues en égalant & zéro les expressions (9) forment
d’ailleurs un systéme complet. En cffet, si X®f ct Y'®f appartiennent
toutes deux & la forme (8), nous savons qu'il en est de méme de leur
crochet (X®Y™), quels que soient au reste les coefticients de X*®f et
de Y®f. En particulier, (Xx;, X,) appartient donc a cette forme (8):
c’est donc bien une combinaison linéaire et homogéne de transforma-
tions (9).

5. Je dis que, de cette maniére, on n'obtient pas d'invariants di-
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre précédent. En effet,
d’abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment
petite quelconque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle

transformation sur 'un d’eux, est, jusqu’a un ordre infinitésimal quelconque,

"la méme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in-
finitésimales. Elle ne différe donc de l'invariant que de quantités dont
l'ordre peut étre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique.
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Or, en se reportant aux équations (4) du chapitre précédent, une
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux paramétres 2
des valeurs arbitraires, assujetties seulement 4 étre infiniment voisines de
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in-
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est donc
indépendant de ces arbitraires, et se confond bién avec un invariant ou
une équation invariante, obtenue par le premier prdcédé. Donc:

Théoréme IV. Les invariants dun groupe de Lie peuvent s'obtenir par
la recherche des solutions communes & un systéme complet d'équations linéaires
aur dérwées partielles; la formation de ce systéme résulte immédiatement des
équations de définition des transformations infinitésimales du groupe.

Les systémes d'équations invariantes sont ceux qui admettent Uensemble
des transformations infinitésimales ainsi formées.

6. " Exemple. Reprenons le groupe des mouvements du plan, dont
les équations de définition:

)+ =

3x, oz, o, or,

ar, ox, ' ox,or,
o Y@ __ & 2z 3 'z, g,
oz} ox,or, ox; ox} oz, ox ox;

? ? ? ?
£=07 _&—=0’ $l+_¢i—o’-
ar, oz,

i _ o v o _ 6 _ o,
T ax! T oxor, ox} 92!~ az,or, or}’

' Lig, Uber Differentialinvarianten, Math. Anualen, t. 24, p. 566. — Die Grund-
lagen, ete., p. 370 et 374.

.Rappelons que les systdmes d'équations invariantes dont il est question, s’obtiennent
en égalant & zéro les déterminants d’un wéme ordre, formés avec les coefficients des trans-
formations (9).

Acia mathematios. 18. Imprimé le 11 octobre 1893, 6
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La transformation étant supposée porter sur une fonction z = z,,
d’'une variable y = z,, on aura:

dy =.§,at, gz = §,0t,

~_ s ae’ ’ (35, a$| ) 1} a$| - 36’ 132
= 21 phl A N ey A pal RERAL N
0z ar, +z a, ar, # ar, 31?,( + %)

.
¢, 3¢, ¥ 34,
07 = 227" 2 — 2" (—‘ 7)) = 372" 2.
ox, oT, + ox, 32 ox,

Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations:

of of o of v 00 of
2y’ 529(1‘*‘3’)5;4‘335 Py

ce qui reproduit l'équation invariante du 1% ordre:
(14 2)=o0
et linvariant du second ordre:

2'(1 4+ 29748,

CHAPITRE IIL
Systémes finis d’invariants, et parameétres différentiels.

1. Nous avons vu quec toute multiplicité M’, déduite d’une multi-
plicité générale M, par une transformation d'un groupe de LIk, a ses
invariants égaux a ceux de M, savoir:

1K (10 0 Ll ”n 'K 'K\ __ JK(,0 n 1 1 K
JE@ . g 8y s 2y 2ty 2)) = I (z,,...,z,,.,z,,...,zpl,...,z,,...,zf‘)

(K=12,..)  (G=13,...p5)
. -
ou, pour abréger l'écriture:

(1) St = Ji;
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et les multiplicités M’ satisfont aux équations obtenues par I'élimination
des coordonnées y,,y,,...,y, d'un point de M entre ces relations (1);
et a celles-la seulement.

Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver n invariants distincts
I,1,...,1, en nombre égal a celui des coordonnées d’un point de M.
Sur la multiplicité M, ils se réduisent & n fonctions de y,,y,...,¥,
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de
M, peut s'exprimer en fonction de I, I, ..., I:

(2) J—el,,L,...,I)=0

et les équations auxquelles satisfait M’ sont les suivantes:
S—ol,L,...,I)=0

ou, plus simplement:

(3) J—¢' =o.

On en déduit, par différentiation par rapport a y;:

df 3¢ dI, op" dI,
(4) oL dr o dy
dy( ol, dyg ol Y
) 1) 3 df p o 7 \ y
ou l'on représente par g la dérivée totale, par rapport a y,, d’'une
i
fonction f, de ¥, ,¥4,,...,¥., de 2,,2,,. z,, et de leurs dérivées z{,

c'est-a-dire:
ar of 9, Nof os
dy: 9y¢ + z %z, 9y + ; ,; 2 oy,

Ces relations. (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra-
tion d'invariants nouveaux. En effet, il résulte d'abord des relations:

(5) I:=I1? A e I;=In7 J'=J7

que I, 1;,..., 1, sont comme I,I1,...,1, des fonctions distinctes
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de y;,...,y. Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport

. oy [ .
B —57 g eeey —=7 t se n 0o :
oI’ 'L e 1ettre sous la forme

(@) DELi o Dew DAL T DB D
Dy, ¥z, .., yn)oI; ) ’

De la méme maniére, on déduit des identités (2) les suivantes:

DU, L, ... dde DU, ..., I, I, Tigi,-. -, I
D(ylvyavﬂ"yn)a-[‘ D(!/n.’/n---’.'/n)

= 0.

Or, en vertu de (5), on a:

% _ 9
ol oI,

et par suite, les équations (4) deviennent:

©) DUL,..., L., T, Ly.,..., 1) _DU,.... I, J, L, ..., L)
DI, I, I i, 5 10~ DA, Ty, Iy Lo, o, 1)

ou chacun des deux membres représente le quotient de deux déterminants
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux y’, pour le
premier, aux y, pour le second.

Les équations (5) donnent donc par I'élimination de y,, ..., y,, une
relation, qui, par différentiation, conduit & » nouvelles; et celles-ci peu-
vent s'obtenir autrement par I'élimination de Y, s.-+,Y, entre les équa-
tions (5) et (6). On voit par la que:

Théoréme I. Etant donnés n + 1 invariants, le quotient de deux de
leurs déterminants fonctionnels formés avec leurs dérivées totales par rapport
auxr n variables indépendantes, y, , Y, , - - - , Ya, constitue un invariant nouveau.

Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de
I1,...,1I,J, avec les invariants de base I, ..., I,.

2. Les équations, relatives a M, auxquelles conduisent ces in-
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa-
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tions (3). II cn résulte qu'il sera possible, a partir d’un certain ordre,
d'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d’ordre
inférieur, tous les invariants d’ordre supérieur. Autrement, on aurait ainsi
un systéme d'équations aux dérivées partielles, qui, sans étre incompatible,
ne serait pas limité. Désignons par I1,,1,,...,1I,, J,,J,,...,J,, len-
semble de tous ces invariants, pris jusqu'a cet ordre: nous dirons qu'ils
forment un systéme complet d'invariants.

Cela étant, considérons deux multiplicités, 1'une: M, générale ct pour
laquelle les invariants de base I, 1,, ..., I, sont distincts, définie par p
fonctions 2,,2,,...,2, de y,,¥,, ..., Y., l'autre: M, représentée par p
fonctions 2, ..., 2, des variables y;,¥,,...,y.. Sil existe une trans-
formation du groupe permettant de passer de M a Jf', on peut exprimer
Y1,Y---,Y. en fonction de y,,9,,...,¥., de fagon a satisfaire simul-
tanément aux équations:

(70 IL=1I1, ..., I=1, Ji=dJd, ..., J=4J,.

Ces conditions sont en outre suffisantes. En .effet, M étant soumise
aux restrictions énoncées, les relations (7) entrainent les suivantes:

(8) | H=H

ou H est un invariant quelconque se déduisant par différentiation de
ceux du .systéme complet, et peut étre par suite un invariant quelconque
du groupe. Considérons alors un point quelconque (¥,),» #y)ss - - -5 Ua)y
de M, ct les valeurs en ce point des z et leurs dérivées: (z,),, ..., (2,),
(1) I 1 N 7 M (25)o» -+ -5 puis, défini par les équations
(7), le point correspondant de M, (y),, (¥3)y» - - - » (¥2)y> avec les valeurs,
en ce point, des fonctions 2/ et de.leurs dérivées: (), , ..., (2)),, (21"),>
e (B)r ey @ )y s (B, :

Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I:

'K __ =K(,0 0 1 1 K [ o K K
C) a5 =@, ..., 20,8 ,.00r 2, 0, 2} yons By Ay eney Aoy eeny Ay iy AD),

(K=13,.) (i=13,...,.00

les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particuliéres consi-
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dérées, expriment que l'on peut attribuer aux parameétres A des valeurs
particuliéres (4f),, telle que, pour:

M=, &= (@)

on ait:
z"l{ = (zl,x)o

et cela, jusqu’a un ordre quelconque Q. A ces valeurs des parameétres
4 correspondent des fonctions z;,z;,..., s de x,,z,,..., 2, satis
faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour:

T, = (xl)o = (yx)o’ ey Ty = (a’-,)o = (3/»)07
Tas1 = @arr)y = @)y - - -5 B = (%), = (2),-

Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée
sur M, donne une nouvelle multiplicité M, telle que, au point (y,),, ..., (¥.),
de M, correspond le point (y;),,..., (¥.),, les valeurs des fonctions et
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations
(C), en y faisant AF = (AF), ct zF = (2F),. M doit nécessairement se con-
fondre avec M, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune
d’elles, les mémes valeurs, pour les mémes valeurs des variables indépen-
dantes. La transformation considérée transforme donc bien M en M

Ici pourrait se présenter cette objection que les développements ainsi
obtenus peuvent ne pas étre convergents; auquel cas la transformation
qu'ils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7)
peut étre considérée comme représentant r = n 4 p fonctions, yi, ..., y.,
2 ,...,8, des variables y,,...,y,. Notre proposition établit qu’a une
pareille solution, correspondent r fonctions ], z;, ..., z;, des variables
%, , &y, ..., %,, satisfaisant aux équations de définition du groupe, et se ré-
duisant & ces fonctions y{,...,¥,,2,...,2,dey, ,¥,,...,Y,, cest-a-dire
de z,,2,,...,x,, lorsquon y fait:

Topr = 2,y « .+ ., T, =2,

2,52,,...52, étant les fonctions de y,,y,,...,y, qui représentent M.
Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées
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partielles, que, si ces fonctions y;,...,y.,2,...,2, de y,,9,,:.., 9
sont réguliéres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de
méme des fonctions 2}, 2,,...,2, de z,,z,,...,2,.

3. Paramétres différentiels, ou opérations invariantes. Les résultats
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité M, les invariants
de bagse I,,1,,...,1, ne sont plus distincts. Dans ce cas, M et ses
transformées satisfont toutes 4 une méme relation de la forme:

fiI,1,,...,I)=o.

On pourrait alors les traiter comme multiplicités particuliéres, satisfaisant
& Déquation invariante précédente; mais ce procédé aurait le défaut d’exiger
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation
entre I, ..., I, peut d'ailleurs étre arbitraire.

Il est préférable de reprendre la discussion générale a I'aide d’ume
notion nouvelle, celle de paramétres différentiels ou opérations invariantes.
On appelle ainsi, étant donné un invariant J, une fonction de ses déri-

vées totales, %, des variables y, des fonctions z et de leurs dérivées,
1

qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le paramétre est du
K% ordre, si les dérivées de J qu'il renferme sont d’ordre K et d'ordre
inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi l'existence de n para-
métres différentiels du premier ordre: '
il DU,,....,Ies, I, Lips, ..., L)

nd,...,IL,...,1,) ’

(i=1,2,...,m)

lesquels sont des formes linéaires, homogeénes, et indépendantes, de
@ @
I g

La recherche de I'expression générale de ces paramétres différentiels
se réduit & une simple construction d’invariants. Il suffit, aux fonctions
2,,2,...,2,de y,,...,9,, den ajouter une nouvelle, J, que la trans-
formation laisse invariante:

J =J.
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont définies par les

relations:
vep ,
dJ sz’ ax, Z ax, 9z, 1t
dy, KL b 3Tn 4y Y .
) (e 31?,2 ax, . , . P
ou les dérivées —* , satisfont aux équations de définition du groupe.

oxy or. ‘R+v
En les remplagant par leurs expresswns paramétriques, et résolvant par

ﬂ:, il vient:

rapport aux
PP . dy‘

dJ dJ dJ dJ
(8) E!Z = A"d_g/, + A”d_y; + ...+ Alnd_y" (=13,...m)

. . o oz s,
ou les A sont fonctions de y,,...,%.,2,,.. ,z,,ay' ...,5’:—',...,@:
et des paramétres A},..., A%, Al,..., A, des ordres zéro et un. Il faut
éliminer les A entre ces équations (8) et les équations (C):

'K K (,0 0 K E 30 K
©) 2 =B (2, ey )y s By ey By y My unny Doyre Al,.. ) A5)-
(] X
(K=1,2,..)  (i=1,2,.,0p)

Pour cela, il est possible en général de résoudre les équations (C) jusqu’a
un certain ordre minimum K, déterminé, par rapport aux paramétres
A, ..., %,4,..., A, ou un certain nombre d'entre eux, de fagon que,
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les A disparaissent:
il en est certainement ainsi dans le cas au moins ou on peut former »
invariants distinets I, I,, ..., I,, -car, dans cette hypothése, nous avons
établi l'existence de n parameétres différentiels du premier ordre, distincts.
En remplagant dans les seconds membres de (8), ainsi transforinés, les ;¥
qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient #» expressions:

dJ dJ dJ .
A‘J = Qn gy—' + [+ #2% 3‘;/— + v + aina;l_ ’ (=1,2,...,m)
1 2 . Jn ‘

qui sont des invariants, c'est-a-dire, ici, les paramétres différentiels. Les a
sont des fonctions de y,,¥9,,...,¥.,dez,2,,...,2, ctde leurs dérivées
jusqu'a l'ordre K. Ces paramétres sont des fonctions linéaires et homogénes
des dérivées de J; ils sont en outre en général, indépendants, car, pour
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des valeurs particuliéres attribuées aux arguments dont dépendent les a,
aJ
I

L'existence de ces paramétres différenticls tombe en défaut, scule-
ment dans le cas ou la résolution des équations (C) n’est plus possible
comme elle a été cffectuée, ce qui sc produit lorsque M satisfait a umne
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. Il en est de méme de
leur indépendance: le déterminant de ces » paramétres, égalé & zéro,
donne une équation invariante, ou se décompose en plusieurs équations,
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité
M, on a entre ces » paramétres, une relation linéaire:

BAT +BAT + ...+ AT =0

a coefficients non tous nuls, et qui, aprés toute transformation effectuée
sur M, se transforme en unc autre relation linéaire

BAT + BibT + ...+ BAT =o.

Cest 1a l'avantage dc ces paramétres sur les premiers que nous avons
formés, car ceux-ci cessent d'étre holomorphes ou indépendants, dans le
cas ou M satisfait & des équations invariantes, dépendant de fonctions ar-
bitraires. ' :

A;J se réduit respectivement a

4. Ces n parameétres jouissent de propriétés capitales. 1)abord,
tout autre paramétre diftérentiel, linéaire, et du premier ordre:

’ aJ aJ dJ
AJ = f, +ﬂ1;171+/92¢_y';+ et ﬂﬂ@;
est une fonction linéaire de A J, A,J,..., A,J, dont les coefficients
sont eux-mémes des invariants. Car, A J,..., A,J étant indépendants,
on a:
AT =yr, +nAJ +rAJd+ ...+ 1.AJ,
de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une
fonction quelconque J, de y,,9,,..., 4., donnerait:
n+rnaAd +...+nAd = +nAdAJ+ ...+ 1.4
ou N
rn—rn+@—mAJ+...+ G —r)AJ =0

Acta mathematica. 18. Tmprimé le 11 octobre 1843. 7
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. A J,...A,J
étant distincts, ceci exige bien:

To— 7o =0, n—n=90. ..., fm—r.=0.

En particulier, les deux paramétres différentiels du second ordre
AAJ et AJA,J ayant une différence qui ne contient que des dérivées
du premier ordre de J, on a: :

A/‘A"']— AVA"J = r/wlAlJ + o s e + )‘I‘"'A'J’

les y étant encore des invariants.’ A,J et A,J sc réduisant d'ailleurs,

pour des valeurs particulicres des variables, a g— et ‘;—‘;—, A,AT et
n v

2
dy,dy,
additifs prés ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient
donc, par la combinaison des paramétres du premier ordre, autant de
paramétres du second ordre distincts qu'il y a de dérivées de cet ordre:
il en est manifestement de méme pour les ordres supéricurs, et I'on voit
que, dans la formation de ces paramétres, on peut faire abstraction de
l'ordre dans lequel on combine les parameétres du premier ordre.

Ensuite, les n opérations A,J, ..., A,J, effectuées sur ¢ invariants

g, Jy,...,J,, dordre o, au moins égal a K, donnent autant d’in-
variants d’ordre ¢ + 1, distincts par rapport aux dérivées d'ordre o+ 1,
qu'il y a de fonctions distinctes par rapport aux mémes dérivées, parmi
an, o,

B A

...y A,J,, en tant que fonctions des dérivées d'ordre o + 1, sont n fonc-

aJ, aJ; ,
Q" dy, les uns et les autres étant

A,A,J se réduisent dans les mémes conditions & , & des termes

les quantités En effet, les # invariants A,J,,

tions linéaires distinctes de

' Ce résultat peut s'interpréter ainsi. Les invariants étant considérés comme solu-
tions d'un systtme complet d’équations linéaires que l'on sait former, ce systéme admet

d . .
les transformations infinitésimales A,f, o0 les dérivées totales 4 sont cxplicitées. Tl

dy(
admet aussi les transformations (A, A.): celles-ci s'exprimant en fonctions linéaires de
A, ..., Anf, on sait que les coefficicnts de ces formes linéaires sont des solutions du
systtme complet. LIE, Math. Annalen, Bd. 11,
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d'ailleurs des formes linéaires des dérivées d’ordre ¢ 4 1. Si donc les

dérivées a4, peuvent s'exprimer linéairement en fonction de p d’entre
(ad

elles, indépendantes, il y aura, de méme, p invariants A,J, indépendants,
H,H,. .. 6 H, les ng — p autres pouvant sc mettre sous la forme:

}[‘ = Ay + G“HI + ce e + aip.H,, (i=1,3,...,nq—p)

ou les @ ne dépendent pas des dérivées d'ordre o+ 1. H,, II,,..., H,
étant indépendants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients a
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, sc réduire a des
constantes. ,

En particulier, on retrouve que les expressions A,A,J constituent

bien én(n + 1) paramétres différentiels du second ordre, distincts.

5. Cela étant, dans la détermination des invariants d’'une multiplicité
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d’invariants, ou bien
un nombre d’invariants qui croit sans limite avec I'ordre. Construisons,
dans ce cas, les n paramétres A J, A, J,..., A,J, ct soit K l'ordre le
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination
des invariants d'ordre au plus égal & K, J3,...,J. ,...,J1,...,J5, se
fait en méme temps, de sortc qu'on a entre M et ses transformées M’,
les relations:

(9) I = Jh (B=1,2,.., K) G=1,3,.))

De celles d’ordre K, on déduit, a I'aide des paramétres différentiels, les
suivantes, d’ordre K 4 1:

(10) AT = AJE, V=12 m) (i=1,2,.20)

Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entre clles et des relations

(9), est égal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d’ordre

K

aJ: , et ne pourrait

K + 1, que l'on peut former avec les dérivées

Yy
s'abaisser que si les paramétres différentiels A,J cessaient d’étre indé-
pendants en vertu des: relations (9), c'est-a-dirc en raison des valeurs que
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prennent sur M, les invariants J97, ..., Jty...,Ji. Nous

AN
supposerons qu’il n'en est pas ainsi.

Alors les équations d’ordre K 4 1, entre M et M' comprennent les
équations (10), et 8'il y a lieu, un certain nombre d'autres, fournies par
des invariants distincts des précédents. On procédera de méme pour les
invariants suivants d’ordre K 4 2, ct ainsi de suite. A partir d'un
certain ordre I, tous les invariants d’ordre supéricur s'obtiennent en cffec-
tuant les opérations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ccux d’ordre I.

La chose g'établirait de la méme mani¢re qu'il a été démontré que
tout systéme d'équations aux dérivées particlles est nécessairement limité.
C'est aussi ce qui résulte du méme fait, établi dans le cas ol on applique
le procédé par différentiation, ce qui revient a substituer aux paramdétres
AJ,AJd,...,AJ, un systéme particulier de n autres paramétres,
fonctions linéaires, et, en général, distinctes, des précédents. Par suite !
ne dépasse certamement pas l'ordre le plus élevé des invariants du syst¢me
complet.

On n'est arrété, dans ces opérations, que si la formation des in-
variants jusqu'a l'ordre ! devient impossible, ou si les paramétres diffé-
rentiels cessent d’dtre indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas
ou M satisfait a des équations invariantes bien determmees, cas que nous
laisserons d’abord de coté.

6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicité générale M étant
donnée, eclle ait « invariants d’ordre o, J,, J,, ..., J,, s’exprimant en fone-
tion des autres invariants d’ordre ¢ c¢t d'ordre inféricur: I, I,,..., I

(1) J,—e L, Ly..., I)=0, ..., J,—e¢ (L, L,....,I)=0.
Les multiplicités M’, transformées de M, satisfont aux mémes relations
(1) Ji— (1, ;,...,.I,;) =0, ..., J,—e¢ (L, L;,...,I}) =o0.
Or, au systéme d'invariants distinets I,,..., I, J,,...,J,, et & ceux
qu'on en déduit A J,,..., A,J,, on peut supposer substitué celui des

invariants aussi distinets I1,,...,1;,, J, —¢,,...,J, — ¢,, et ceux qui
s'en déduisent A (J, —¢,), ..., A,,(J,,— ¢.). En vertu de (11), ces
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M’ satisfait aux
équations: o :

(12) A (J; — ¢;) = o. . (val,?,...,r;) (iql,z....;:;)

Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du systéme (11°),
dont elles sont des conséquences par dérivation: en effet, le systéme (11°)
n'entrainant pas la dépendance des parameétres AJ’, on sait que les équa-
tions (12), d’ordre o+ 1, forment un systéme équivalent & celui que
I'on obtient en différentiant les équations (11°).

D’aprés cela, si tous les invariants de M, d'un ordre A, égal ou
supérieur a !, sont tous fonctions des invariants d'ordre inférieur a 2, il
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M’ satisfont aux mémes
relations que ccux de M, d'écrirc les équations (11°) jusqu's l'ordre 2,
équations_parmi lesquelles il peut d’ailleurs y en avoir un certain nombre,
qu'on sait reconnaitre, de la forme: .

AJi—g) =0

et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en
égalant cntre eux les invariants distincts I,, I,,..., I;, de M et M,
que tous les invariants de M sont égaux respectivement & ceux de M’;
et par suite, comme on l'a déja établi, ces conditions sont suffisantes pour
que M’ soit homologue de M.

Quant & la correspondance entre M et l'une des solutions M’ de ce
systéme (11’), elle fait correspondre & un point quelconque de M, un
point déterminé de M’ ou une infinité de points, suivant que le nombre
B des invarjants distincts est égal ou inférieur & n: et, une fons fixé ce point
de M’, la correspondance est complétement déterminée.

lnﬁn, comme il y a au plus » invariants distincts, I'ordre A, qui

est,au moins égal a I, est au plus égal 4 ! + n— 1. En résumé:
»

Théoréme II. Dans le cas ou wune multiplicité & n dimensions admet
relativement & un groupe de Lie, un nombre illimité d'invariants, on peut
towjours construire et wun systéme dinvariants d'un ordre minimum 1, et un
systéme de n paramétres différentiels, linéaires et homogénes, du premier ordre,
qui, appliqués aux invariants précédents donnent tous ceux d'ordre supérieur.
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- Les multiplicités M', homologues d'ume multiplicité générale donnée, M,
sont définies par un systéme d'équations aux dérivées partielles obtenu en
exprimant que leurs invariants d'un ordre A, au moins égal ¢ I, et au plus
@ Il 4+ n—1, sont liés par les mémes relations que ceux de M; et la ou
les correspondances qui rattachent lune delles @ D s'obtiennent en égalant
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M'.

7. Les multiplicités particuliéres, pour lesquclles ce qui précéde ne
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d’clles
étant définie par un systéme bien déterminé d’équations invariantes. L'étude
de chaque classe se fait, comme on I'a vu (2° partie, ch. I), de la méme
maniére que celle des multiplicités générales. On est conduit & répéter
sur elle les mémes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant,
les unes un systéme d'invariants que l'on saura former, les autres étant
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces derniéres, il faut
continuer de la méme maniére. Cette suite de subdivisions est d’ailleurs
limitée, et on arrive nécessairement a des classes ne se partageant plus, et
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet
des multiplicités satisfaisant & des équations invariantes formant un systéme
illimité d’équations aux dérivées partielles.

8. Application. La théorie des swurfaces applicables nous donne une
application des principes précédents, en méme temps qu'un exemple de
calcul d'invariants a 'aide des transformations infinitésimales. Nous con-
sidérons un ds®, rapporté a ses coordonnées symétriques:

ds® = 2Adzdy.
Cette forme n'est pas altérée par les transformations:
o = X(z), y=1¥()

lesquelles forment un groupe de Lie, dont les transformations infinité-
simales sont: "

(13) Iz = —&(z)dt, oy = —y(y)ot

ou X ct & sont des fonctions arbitraires de x seulement, ¥ ct » de y
seulement,
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A est une fonction de z et y, dont la transformation infinitésimale

est donnée par 1'équation:

_ 0k, ode  ody 9k , dix ddy
c=3tEta=itE Tty

ou
(14) oA = A€ + n)ot.

On a a chercher les invariants du groupe de transformations (13)
et (14). Nous poserons, ¢ étant une fonction quelconque de z et y:

3’+j¢
$5 = 3a ayl

Les dérivées d'une telle fonction sont transformées de telle sorte que la
relation:

dg — ¢, — ¢,,dy = 0
reste invariante, ce qui donne:

o

d 'S ’a - d LY N
¢ = 3% + ¢,,8, 0% =d—yo¢ + ¢ 70t
\ d d ’ r_° ’

ou —— et —— représentent des dérivées totales.

de dy

Pour T'ordre zéro, on a I'équation invariante A = o, dont la significa-
tion est banale. Nous supposons donc A = o, et posons A = ¢, ce qui
donne:

dw = (&' + )¢,
dw,, = (" + v,,§)dt, ow,, = (0" + w,,7)dt,
(')\(l)’o = (5’" + (Dloen + 2w’°?)6t, 60)02 = (ﬂ", + wo,)y" + 2(0;,”?(%,
ow,, = w,,(&' + 7)o,
d’oll un premier invariant du second ordre (courbure totale):

L log A.

= e°® = —
a=¢ oy Adxzdy °
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Pour les ordres supérieurs, nous ne conservons, des dérivées de o,
que celles de la forme w,, et w,,, et substituons aux autres les dérivées
de a. Ceci donne, pour le troisiéme ordre:

dw,, = (" + 0,,§" + ...)dt, ow,;, = (" + w,, 7" + ...)dt,

Y - ) hY — ’
oa,, = a,,&'0t, da,, = a,,7'0t.

Les coefficients de &', ..., ", %, ..., 3" donnent ainsi, pour la détermina-
tion des invariants, jusqu’au 3™ ordre, un systéme de 8 équations a 10
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent a:

af of _ of of _ of of -

(15)
o af+a”af_o af,_'_w _9L+a K/

w 1 30,, a,, w U3w, ' 03,

Elle cessent d’étre distinctes, seulement dans le cas de

équations qui forment ainsi un systéme invariant. Elles définissent des
surfaces particuli¢res, savoir:
a = const.

On voit immédiatement que ces surfaces n'ont pas d’autre invariant que a.
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre:

B =€ "a,a,.

Pour le 4™ ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y
ajoutant les 5 éléments du 4™ ordre, w,,, 2y, a,,, a,,, ®,,, ce qui laisse
évidemment ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes,
provenant des coefficients de &' et »":

o .,

3w, ’ IO

lesquelles sont indépendantes entre clles, et des précédentes. On trouverait
donc 3 invariants du 4™ ordre, et, de la méme maniére, # — 1 invariants

du n*"® ordre.
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Pour les déterminer, construisons d’abord les paramétres différentiels.
J étant un invariant, on a:

Y __ ’A a — R
oJ,, = J,,&'dt, oJ,, = J;n'ot.
Nous prendrons les deux paramétres:

A J=¢e"a,J, AJ =2

ot

R

qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans
le cas de a,, = o: dans ce cas, il suffirait de recourir aux paramétres

J

— o 10
analogues ¢ "a ./, et e
10

Nous remarquerons que:

—w® all a"i
AIA!,QI— AyA,'I = — " [‘ll—o—IOIOl + ('a-ol —_— a)OI) 'Ilo]

'— — @ ao? aOI(UOI
= — g A, — "2 %% p g,
o0l

ce qui met en évidence deux invariants du 4™ ordre:

Ty — @y, 00,,

r= ’ 0=e—ma

) .
aul 1

On en connait, en outre, deux autres:

. . .
Af=ce mam(aaoaox + a,,4,, — wloaloa()l)’

"oaalo

— — BV ctmm—
Afp=ce (an + 4, wOIal‘))’
lesquels sont liés aux précédents, comme cela doit étre, par une relation:

0= Ayﬂ_ﬂ)"

On a ainsi 3 invariants du 4™ ordre, A,3, A, et y qui constituent des
fonctions distinctes, respectivement, de a,,, @,,, ¢t a,,. Leurs dérivées
du ¢"®™ ordre domnent ¢ + 3 fonctions distinctes des ¢ 4 3 dérivées
d’'ordre g + 2 de a; en répétant sur elles, une ou plusieurs fois, les

opérations A,.JJ et A,J, on formera donc ¢ 4 3 invariants distinets d’ordre
Acla mathematica. 18. Imprimé le 12 octebre 1893, 8
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7 + 4, c'est-a-dire, tous les invariants d’ordre supérieur a 4; le nombre
[ est ici égal a 4.

Cela posé, considérons d'abord une surface générale M, qui n’annule
donc pas a,, (ce cas se ‘traiterait de la méme maniére). Si ses invariants |
a et 3 sont distincts, les invariants du 4™ ordre A,5, A,3, r seront
fonctions de a et 3:

(16) Ap=1@:p) . AB=1f, 0 =15

Toute surface M’, transformée de M, est alors définie par les équations
(16) qui suffisent, et les correspondances, en nombre fini, entre M et M’
sont données par:

’

a = a, ["==I9-

La troisiéme équation (16) est, au reste, une conséquence des deux précé-
dentes, en vertu de l'identité:

AAB—AAL=1.AB+0.A,8= (AP +1(A,8—pA,p)

qui donne f, connaissant f, et f,, car I'expression:

A.f—pAL = 8""(ao|ﬂ,o — ,0f,,)

ne sannule que si a et 3 ne sont pas distincts.
Si M est telle que 8 et a ne soient pas distincts:

(17) B = 1(a)
A, et Af sont aussi fonctions de a:
Af=((a).f(a), Af=[(a)

et il en est de méme des 3 invariants du 5™ ordre, A A5, A,A,B,
A,A,B. Siy est distinet de a, le 4™ invariant du 5™ ordre, A,r, est
alors fonction de a et p:

(18) Ay =¢(a,7):

Les multiplicités (M’) sont, dans ce cas, définies par les équations (17)
et (18), la correspondance étant donnée par
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Si, en méme temps que f, r est fonction de a:

(19) r=¢(a)

les 3 invariants du 4™ ordre sont fonctions de a; M’ est définie par les
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données
par la seule relation

’

a = a,

un point x,,y, de M pouvant correspondre a tout point z’,y de M’
satisfaisant a 1’équation

o«(2', y) = a(, ¥o)-'

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE 1
Calcul des invariants. Formes réduites.

1. Le calcul des invariants peut étre facilité souvent par 'applica-
tion d’'une nouvelle notion, celle de¢ forme réduite d'une multiplicité, rela-
tivement a un groupe de Lik.

Considérons un élément particulier E; d'une multiplicité M, c’est-
a-dire, un systéme de valeurs 2°,..., 20, 2°,...,2,...,21, ..., 2%, ..,
des variables indépendantes, des fonctions ct de leurs dérivées; et re-

' 8i 'on admet, ce qu'on verra dans la suite, que les invariants considérés sont
les mémes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds® sous sa forme générale

ds* = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv?,

on retrouve ici la solution du probléme suivant: reconnaftre si deux surfaces sont appli-
cables. Cf. DARBoux, Théorie générale des surfaces, t. IIL, liv. VII, chap. II.
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gardons un invariant comme une.fonction de ces coordonnées, tclle, que
la méme fonction des coordonnées d'un élément Ej, transformé de E,,
quand on soumet M & une transformation du groupe, ait la méme valeur.
Les coordonnées de E;, étant définies par les relations:

0 Ko 00 00 Ko Ko 0 0 K
(C) 2R = (8, gy 8y sy Ay A AT AT

(K=1,3,.)  (i=1,2,.,pp)

ou les A sont des parameétres arbitraires, on peut choisir ces parameétres

de facon que certaines des coordonnées de Eg, 2,01, , .., 20, 2.5, 5 .0y 205 oy
Zairy e ""’v.. , .., prennent des valeurs fixes arbitraires, ¢, ,,, ..., €o; Ch 411w

Chyoees Cp g """:;’ ..., pourvu au moins que, soit les coordonnées de E,,
" soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas a certaines équations
invariantes: cette exception ne pourrait se présenter que soit dans le cas
ou M serait une multiplicité particuliére, soit, dans le cas contraire, pour
des points particulicrs de M. Les autres coordonnées de Ej, sont alors
complétement déterminées:

Ko

;Ao___ K 00 . - Ko 0 0 K K
Gy s By e T 21 s e 2y s Cat s oe ey Cpy oo ey Cuptsooes Cp)

(K=1,2,..) G=1,2,.. 1y

et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de I, sont les invariants
cherchés. Clest, en effet, la marche que nous avons suivie pour former
ces invariants. Clest ce qui résultc aussi de la remarque suivante.

Soit &, I'élément transformé de E|, élément -réduit, caractérisé par

les valeurs constantes ¢, ,,,..., ¢, ..., c_,'l‘x+, y--+sCp ... de certaines
de ses ‘coordounées. La transformation 7' qui donne

ET =8,

est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait
déterminée jusqu'a l'ordre K sculement, si les valeurs des constantes ¢
n'étaient fixées que jusqu'a cet ordre K.

Soit Ej un élément déduit de E, par une transformation quelconque
3; il lui correspond un élément réduit, &;, et une transformation, 7%, bien

déterminée, telle que:
ET =&,
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On a done:
E, 8T = &,.

La transformation 37" qui fait de E, un élément réduit doit donc se
confondre avec T (au moins jusqu'a l'ordre K), ct &, se confondre de
méme avec &,. Les coordonnées non arbitraires de &) ou &, s'exprimant
de la méme maniére en fonctions de celles de E; pour le premier, de
E, pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants.

Ceci montre en outre que, réciproquement, si & un élément E, de
M correspond un élément réduit &, de forme définie, et déduit de E
par une transformation bien déterminée du groupe, les coordonnées non
arbitraires de &, sont des invariants, fonctions des coordonnées de E,.
De plus, ces invariants qui, pour

By =Chyry vy 2 =Cp, Bpp1 = Copry vy 2y =Chy uey
se réduisent a 2},...,2, , 21,..., 2, sont manifestement distincts: con-
sidérés comme solutions du systéme complet formé a l'aide des trans-
formations ‘infinitésimales, ils constituent un systéme de solutions principales
de ce systéme complet.

Dans le cas ou E satisfait a une équation invariante qui ne permet
plus la réduction & la forme &, il en est de méme des éléments trans-
formés E;. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la
précédente, chacune des équations ou systémes d’équations invariantes qui
définissent les multiplicités particuliéres pouvant correspondre & une forme
réduite bien déterminée. Par conséquent:

Théoréme I. A tout groupe de Lie, on peut faire correspondre, pour
une multiplicité de dimensions données, un nombre limité de formes réduites,
telles que tout élément E, dune telle multiplicité puisse se mettre, ¢ Uaide
d’'une transformation bien déterminée du groupe, sous l'une de ces formes ré-
duites. Les coordonnées de Uélément réduit &, sont, les unmes, égales a des
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de [lélé-
ment initial E, .

2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en cffectuant
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements:

Pyq,r,Yyr—=azq,2p—Ixr, rq—Yyp
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transporter I'un quelconque de scs points a l'origine, son équation dans
le voisinage de ce point étant:

a a « a a [{) .
2= f‘x’ +—2‘-’*-y’ + gt 2 z'y + —z‘!xy’ + —éiy‘ +....

Les coefficients de cette forme réduite sont les valeurs des invariants de
la surface, en ce point; en particulier, a,, et a,, sont les inverses des
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le
tricdre des coordonnées, sur le triédre formé par la normale a la surface,
et ses deux directions principales en ce point. Elle tombe donc en défaut,
dans le cas ou ce triédre s'évanouit, c’est-a-dire, soit lorsque la normale
est tangente & la surface, soit lorsque les deux directions principales sont
confondues: de la deux classes de multiplicités particuliéres, les unes, les
développables circonscrites au cercle de l'infini, définies par l’équation
invariante:
1+ p’ + Q’ =0,

les autres, les surfaces réglées dont les génératrices sont les droites iso-
tropes, et dont I'équation est:

lrog(r + @) — 2s(1 + p*)(1 + ¢°) + tpe(1 + p*)])°?
+ (+ 2+ + ¢°) —t(t + p*))" =o.

3. La méthode peut étre généralisée. Supposons qu'a l'aide d'une
transformation du groupe, non pas nécessairement unique, cette fois, on
puisse mettre un élément arbitraire k) de M sous une forme réduite &,
caractérisée par les valeurs fixes ¢}, ..., ¢; . C 41 - ¢, + - - - que pren-
nent respectivement ses coordonnées 20, ., ..., 2, 5 241505 2p ... L8
autres coordonnées, 2}, ..., ,2,...,2,,... de & sont fonctions des
coordonnées de I'élément initial E , et les invariants cherchés sont fonc-
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suffit d’achever la ré-
duction de I'élément & une forme réduite biecn déterminée, en tenant
compte seulement des valeurs constantcs déja attribuées a certaines coor-
données. On posera donc, dans les équations (C°):

)

100 00

0 00 __ 00 0
a0 =

L ) Zl’o = Zp, = cPo’

zv°+l -

no 10 1 ' no ___ 10 __ 1
Zurl = By Covry + o oy By T 8 = cPl’

. . . . . . . . . . . . . . . .
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puis on achévera de déterminer les paramétres A, en attribuant & de nou-
velles coordonnées 2,2%,,..., 2", 2.%,,..., 4!, ... des valeurs constantes:
on exprime ainsi les autres coordonnées 2%, ..., 22 ' ...,2.% ... en
fonction de 2Y",..., 2", 2° ...,2", ..., et ces expressions sont les in-
variants cherchés; la transformation qui raméne E, & la derniére forme
rédnite est en effet unique.

4. Ce procédé est intéressant dans le cas ol la forme intermédiaire
&, a elleeméme pour coordonnées les invariants d'un sous-groupe du
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe général, ex-
primés en fonction de ceux du sous-groupe.

On peut arriver au méme résultat a l'aide des transformations in-
finitésimales, la méthode s'appliquant d’ailleurs & un systéme complet
quelconque d’équations linéaires aux dérivées partielles.

Soit donc un systéme complet

(1) Xf=o0, ..., X,f=o, X,uf=o0, ..., X,f=0o0

de n équations linéaires aux dérivées partielles, & » variables z , z,,..., 7,.
Nous supposons que les % premiéres forment elles-mémes un systéme
complet dont on connait les solutions principales z,,,,..., z,, qui se
réduisent & z,,,,...,2,, pour

0 0
.’Dl=x,, o« o o 9 17,,=£I7,,.

Pour achever lintégration de (1), nous prenons comme nouvelles
variables «, , ..., #,, %,,,,..., #;, et alors le systéme complet devient:

of Caf
3.—171' =0, ...y 5’; = 0,

(2) Xf= XL 4 Xyl 4 4 X2 — 0 erttm
3Th11 3Thys ar,

ol les coefficients des derniéres équations sont supposés exprimés en fonc-
tiomde »,,...,%,,%,,,,...,2,. Si on résout les derniéres équations,

par rapport a -——,
ol 41
telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de =,,..., x,. Le

9 . . . .
. 5’—(,, par exemple, le systéme devient jacobien, de
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résultat de cette résolution ne change donc pas si on remplace dans (2),
Z,,...,x, par des constantes, en particulier par x{, ..., z;. Soit:

'Xz-'v;=¢u(x17--'axh,m;wlr---,m:):¢’u~(971:-“,xny-"’hq.lw-"xr)-

Cette substitution donne identiquement:

f"lk(x‘l,y'-"-'vzv‘r'l'nﬂv'--ax:-)=¢’ik(x?’°°°7x:)x;+1’°--717:-);

et on remplace le systéme-(2) par un systéme équivalent en substituant
a tout cocfficient X x; l'expression ¢, (),..., 2}, %, ,.... 7)), laquelle
g'obtient simplement en calculant X x; en fonction de z,, ..., #,, 7,1, ..., 7,
‘et y faisant ensuite:

- r o— 0 —_ —
Ty =121, ..., &, =1o, Tpyr = Thypry -0y & =T
Les dernidres équations (2) forment alors un systéme complet par rapport
aux seules variables =,,,,..., x, dont les solutions sont les intégrales
de (1), exprimées en fonction de z;,,,..., 7.

5. L’application de la méthode peut étre facilitée dans certains cas.
Elle consiste a effectuer sur I'élément intermédiaire &, une transforma-
tion qui n'altére pas ses coordonnées constantes:

0 __ 0 0 __ 0 1l 1 __ a1
(3) B =Coprs coos B, =Gy BT Cpry cey 5 =0Cp e

En général, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend
des autres coordonnées 2, ..., 2., 2°,...,2’,... de &,: dans le cas
contraire, elle appartient nécessairement a un groupe I', sous-groupe du
proposé G. Tout revient done, dans ce cas, 4 faire une derniére réduc-
tion de la forme intermédiairc O, par une transformation de 7 cest-a-
dire, & déterminer les invariants des multiplicités 9T, par rapport au
groupe [

Cest ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — Si § est la
transformation générale de 17, et 1| une transformation particuliére met-
tant une multiplicité donnée M sous la forme I, la transformation gé-
nérale de G qui donne la méme réduction est 7, S. Tout invariant de
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"~ O par rapport a I', exprimé en fonction des coordonnées de M, est alors
nécessairement indépendant des arbitraires de cette transformation T,8,
puisqu’il garde la méme valeur, quelle que soit la multiplicité réduite
9 & laquelle on ait ramené M; c'est donc une fonction bien déterminée
des coordonnées de M, et, par suite, il constitue un invariant de M
par rapport au groupe G.

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe G,
exprimé en fonction des coordonnées d’'une multiplicité 91T, donne évidem-
ment un invariant de O par rapport au groupe I’, et les invariants
distincts sont les mémes, toute relation qu'il y a entre eux sous la forme
91, subsistant quand on revient & la forme M.

Par exemple, un ds?,

(4) ds® = Edz® 4+ 2Fdxdy + Gdy®
peut toujours, & I'aide d’une transformation convenable du groupe G:
o =X@,9), y=7¥z,9),
ou X et Y sont des fonctions arbitraires de z et y, se mettre sous la forme:
(5) ds® = 2Adzdy

et la transformation générale de G qui conserve cette forme réduite de ‘
ds®, est indépendante de A et constitue un sous-groupe I' de G:

= E(z), y = Hy),

—

ou £ est une fonction arbitraire de z seulement, et H de y seulement.
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe I' donne donc un
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient
tous ces derniers invariants de cette maniére. '

Acta mathematioa. 18. Tmprimé le 12 octobre 1893. 9



66 Ar. Tresse.

CHAPITRE IL

Invariants d’une surface par rapport aux transformations con-
Jformes et:-aux transformations projectives de Vespace.

1. Appliquons ces principes a la recherche .des invariants- d’une
surface, définie par une fonction z de z et y, par rapport au groupe G,,
des transformations conformes de I'espace:

p,q,7v,2q—yr, rr—yp, yp— 29,

Gy,
(G U, 22U— (2’ +y*+2"p, 2yU— (2’ +y’+2")q, 2:U— (2 4y’ +2°)r

avec:
U=uap + yqg + 2r.

Les six premiéres transformations forment le groupe G, des mouve-
ments de l'espace; a l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut,
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface a 'origine,
‘équation de la surface ayant la forme:

(1) =TT Oty g | Gugny Gy Sy
ou les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G,, au point
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis
chacun par une équation invariante, qui est aussi équation invariante de
G,,- Nous laisserons ces deux cas de coté.

La transformation conforme n’altérant pas les lignes de courbure, la
transformation générale de G,, qui n’altére pas la forme de I'équation (1)
est indépendante des coefficients de (1). Elle forme cffectivement un
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groupe G,, celui des 4 derniéres trunsfonnatlons de G,,- Sa transforma-
tion mﬁmtesnnale est: e

AR
.-

ox = [2z(ax + by + ¢z + h) —a(x* + y* 4+ z’)] o,
oy = [2y(az + by + cz + h) — b(@* + i* + z’)]o‘t,
0z =[2z(ar + by + cz2 + h) — c(z* + y* + 2%)] o,

ou a,b,c,h sont des parametres arbitraires.
L’équation (1) étant:

z2=f (x ’ !/) '
I'équation de la surface transformée est:

z—oz—f(a: J)— 01: :Zo‘y‘,

ou, en s'arrétant aux termes du premier ordre en d¢:

3=f($’y)+dt

25+ by + of + W(f—sk—yi) | T

R T
+ @ 49+ M) (ag + 05 =),

D’aprés cela, la transformation infinitésimale des coefficients de (1) est:
oa,,+ (2ha, 4+ 2c)ot =o, daoa;}-(zhao,+ 2c)o‘t. =o0,
oa,,+ 4hay, ot =0, 08,4+ 4hay ot =0,
oa,, + [4ha,, + 2b(a,, — a,,)] 0t =0, da,,+ [4ha,,+ 2a(a,, — a,,)] o —o.
Elle met en évidence 1° une équation invariante du second ordre:

a2 0

2° deuxr invariants du troisiéme ordre:

. Gso , oy .
3 3
(aso - aon) (aao - aoa)
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L’équation invariante exprime que la (ransformation conforme change
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3™
ordre n'ont plus de sens. :

Pour avoir la signification de ces invariants, déterminons, dans le
voisinage de lorigine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont
donnés par I'équation:

p S’ —r)+pi+p + ¢ [r(1 +¢7) +t(1 +pY)—28pg] — (1 + p* +¢°)' =0,
qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici a:
—p'rt+pr+ ¢ —1=o0,

ce qui donne pour chacun des rayons de courbure:

__1 ___l____a":v+ a., Yy

P =T, ax T
— _=L_anx + @,y

P2 =3 Gy, al, +

Désignons par s, l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphére
osculatrice de rayon p, touche la surface, par s, celui de la seconde ligne
de courbure. On a:

ss=2+... S,=y+.
" et, par suite, & l'origine, on a:

I I
= — a = —

aao

P’ P
1 1%
a —_laﬁ —_..L% —_— !3,01 a —_— lap,
L I P 02 7 plas,’ T plos,’ 127 plas,’

et les deux invariants obtenus sont, au signe preés:

190, 190,
*3s, P13s,
(o, —p)"’ oy —p)"

La méme méthode conduit a 5 invariants du 4™ ordre, dont le calcul
est, jusqu'a présent, sans intérét.
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2. On peut, de la méme 1maniére, construire les invariants d’'une

surface par rapport au groupe des transformations projectives.

On peut, en

effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant

les uns dans les autres, suivant ce tableau:

pyqg,r| ar yr |zq yp Tp—yq |Tp+yq ar

2p 2

2U— 2 yU—2p 2U

A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra,

une forme "

réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui
n'altére pas les caractéres de cette forme réduite, étant indépendante des

coefficients qui y figurent.

1°. D'abord, une transformation du groupe | p, ¢, r

transporter un point quelconque z,,y,, s de la surface &
qui met son équation sous la forme:

(2) | z=z,°x+z°,y+...+ﬁx"y"+...

. , . , ., OMEg
ou 2z, représente la valeur, en ce point, de la dérivée

2°. | r yr |. En posant:

’_ — —
?=2—2,,0—2,Y

on obtient la forme réduite:

, permet de

l'origine, ce

axhoyt’

(3) z=z’—°x’+z“a>y+%1y’+...+,%x"y"+....

2

On voit par la que tout invariant est indépendant de z,y, s, et -

des dérivées premiéres z,,, 3,,.
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3% |x¢g yp xzp—yg |. On détermine la transforination:

L =lr + my,
(Im; — ml = 1)
y=lLz +mny,.
de fagon a annuler les termes en 2'* et y'>. On pose donc:

I, =4, m, = /;cm,

X ety étant les racines de I’équation:

20 + 22,4 + 2,u* = o,

S

ce qui tombe en défaut, lorsque ces racines sont égales, c'est-a-dire, pour:

& —a2,,2

o = O

zzo

équation invariante des surfaces développables.
Si on écrit I'équation (3):

=20, ) + e )+ el )+

¢, étant unc fonction homogéne de degré p, I'équation devient, par la
transformation

z—zlz ¢,(l:v + my', L' + my’)

ou

tlh

2

—h“Z, ! k.
en posant: '

h! ,
% = .:. K)! [fhree(15 A) + pghay (1 Dl

k! / ’
] (Ehee(1y ) + Ahisy (15 )]n-

Dans cette forme, ! et m satisfont a la relation:

m(p—2) = 1.
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On achéve de les déterminer en égalant entre cux les coefficients de =
et y'*, ce qui donne:

s oy, = a‘oam.’

d’ou:

11 -1 : 1- 1 -1

I = agas’ (u—2) 7, m = ag,doy’ (1 —14) *,
ce qui tombe en défaut dans le cas ou I'une des quantités a,, et a,, est
nulle, c'est-a-dire lorsque les équations:
%30 T 22, % + 502“’ =0,

%5 + 32, U + 3’11“’ + zoa“. =0,

ont une racine commune. Clest le cas des surfaces réglées.

Sauf dans ces deux cas d’exception, I’équation se met donc sous la
forme:

a,, a3, @y 2 + y' ! ( tll_ _% 2 :- _;' ’)
z=#_1xy+ T 6 + 5 \%os 330 anZ°Y + ago Aoy’ 12Ty
' (e — 2 2(p— A¢
(@) A—h At
[}
b3 el ey,

wpr=a(pp—2A) ?

4°. | zp +yg ar|. La transformation

z = ox', y=oay, ¥ = 1z,
permet, en prenant:
1 1
a a; a'-
Td, 11 I, 1‘03 08 so. = 1
(p— 2
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d’exception étant encore ceux qui viennent d’étre signalés. De la la forme
réduite:

(5) z=my+"FL + ety + eyt + Y Ay =, )

h4k>=—4

avec
h+2k 2h+k

1Ak, Bk
Ak 3 3
Ay = Ay Gos 30 Apg +

5°. 2p 2q |. L'équation de la surface

2=g(,y)

devient, par la transformation infinitésimale précédente:
? 2
1= p@,y)— [frif—ge ]t

ol f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre
en J¢, pres:

9 ]
2=¢(w,y)—¢(x,y)( a—:+ga—3)é‘t,

ce qui donne, pour les coefficients a,,, @,,,... la transformation infini-
tésimale:

oa,, 4+ 2gaot | = 0, oa,, + 2fot = o,

oa,, + 490t = 0, da,, + 4fot = 0,

da,, + (4f + 6ga,,)dt = o, oa,, + (49 + 6fa,)dt = o,
oa,, + 6(fa,, + ga,,)0t = o.
Elle correspond aux transformations finies:
an = Gy, — 29, Gy = Gy — 2f",
@i = By — 49, ay = ay — 4f",
a3 = ay — 69'ay — 4f" + 69°%, @y = a,; — 6f'a,, — 49’ + 677,
Qg = @y — 6(f"ay + 9'a1)) + 12f'9'.
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En prenant

’ Ay, — iy
g = 2 = 2

on met l'équation de la surface sous la forme:

AAI‘

©) e+ T4 Y sy

A+k=>=4

ou les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport
au groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en
particulier les valeurs suivantes:

A,y = a,, — 2a,,, Ay = ayy — 2ay,,
Ay, = a 3 a2 2 A, = 32 2
1 = Q3 — 5“11 — 2@, 18 = Gy — 5“12 — 2ay,

Ay = a3 — 30,50,,.

6°. |zU—29 yU—2zp 2U|. Enfin, la transformation infinitési-

male projective la plus générale qui n’altére pas la forme réduite (6):

= ¢(z,9)

est indépendante des coefficients A. .Elle forme donc un groupe et a
pour expression:

or = [z(lx + my + nz) -— mz] é¢, oy = [y(lz + my + nz) — l2] o,
0z = z(lx + my + n2)ot,

ou [, m,n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6)
en la suivante:

' 2 adh
z2— 0z = Sb(w’y)_%%”\x'_é:r—, Y

ou, aux termes prés du second ordre en d¢:
. o o Y ah
z2=¢(z,y) + ot}(lx + my + m/l)(g[; — xa-—y@) G ¢ (m;;+ 15;'7)|. -

Acla mathematica. 18. [mprimé le 14 octobre 1893, 10
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La transformation infinitésimale des 4 qui en résulte est:
0A,, + 4lot = o, 04,, + 4mdit = o,
04, — 2mot = o, 04,, — 219t = o,

04,, + 4nét = o,
]

" ce qui correspond & la transformation finie:
Ay = A, — 4, Ay, = Ay — 4’
Ay = A4, + 2w/, A = A, + 20,
A = Ay — 4.
En prenant:

4,
2

V= —

, A
’ ”=_4"’"

I'équation de la surface se met sous la forme:

() s=ay 4 9 + 5 Eert + Q) + T Y

= 3
ou les & constituent les invariants de la surface par rapport au groupe
projectif général. En particulier, on a deux invariants du 4™ ordre, qui
ont pour expressions:

2
Qyo = Ay + 24,5 = a, + 2a,, — 60, — 3ai,
48
3 3 ]
= @y’ A3y’ (@11 Ros g0 + 21 Ugo Ary — Oty Aoy 29y — 350 A1,),

8y = Ay + 24, = a,, + 20, — 6a,, — 343
« 5
= ayy’ %5’ (an Qg0 Bou F 2013 Aoy Agy — Ollyg Ugo Ayg — 3tgg “;‘)-

3. On peut donner de ces deux invariants, 'interprétation suivante.
Comparons la surfacc proposée a une surface anharmonigque:

PhPsPh Pl =1 Qi At Ayt 2,=0)

ot les P sont des fonctions linéaires indépendantes de z,y, 2. Une telle
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous

la forme:
' ’ z = x"y.
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe a deux
paramétres de transformations projectives

xp + azr, yq + bar

de sorte qu'elle admet deuz invariants, lesquels sont précisément les con-

stantes a et b. LEffectivement, déterminons pour cette surface z = z°y°,

les valeurs, en un point quelconque z et y, des deux invariants 4,, et 4,,.
Ici, on a:

zy=a@—1)...(a—i+ DNb—1)...(b—j+ 12y,
de sorte que z, est de degré ¢ —ien=z,b—jeny. L'équation en u est:

b(d — I)u, _

ala—1) 2ab
T-l";y—“'l' 7 o,

de sorte que A et p sont de degré — 1 en x et 4 1 eny. L'expression:

Tpo = ‘0‘,([ ) A) = Zpo + pzp_m/l + e

est de degré a — p en = et b en y; et, pour une raison analogue, a,, est
de degré a—h—% en z et b en y. 1l en résulte que 4,, et 4, sont
de degré zéro en z et y, cest-d-dire, qu'ils dépendent bien de a et b
seulement.

Ceci montre qu’en tout point d'une surface quelconque §, il est en
général possible de trouver une surface anharmonique X (plus précisement,
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu’aux
éléments du 4™ ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point
g'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique .

On a laissé de coté, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premiéres
‘se raménent a ceux des courbes gauches et ont été complétement déter-
minés par HaLpHEN.'

' Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de 1’école poly-
technique, 47° cahier.
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CHAPITRE IIL
Equation y’ = a,y* —a,y* + b,y — b,.
1. L’équation
(1) ¥ =ay’—ay’+ by —b
ou a,,a,b,b sont des fonctions de z et ¥, a la propriété de conserver

la méme forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti-
culier, si on counsidére z comme fonction de y, elle se transforme en:

= bz’ —b2?+ e —a,, .

ce qui revient & substituer les @ aux b, et inversement, cn méme temps
que T'on change x en y et inversement.
La transformation infinitésimale effectuée sur z-et y, est ici:

2) ox = — &ot, oy = — not,
ot £ ct 7 sont des fonctions arbitraires de z ct y. Elle donne:
(3) Ve T4y (Z; ) +J”ac
TRy G G )
+ y"zyf+y ( X L+ 5)

La transformation infinitésimale des coefficients a et b est alors donnée
par lidentité:

3’7 o 3,6 9*7 2 3’7} 3’5 ;33’5
—m+”(a7=*—’my')—y (ay—-"‘zaa—y)” "

(@i — a y? - o _ o, L%
+ (@y”° — oy’ + by bo)(a,.c ay+3yz,y)

—(3“oy"-—2a,y’+b,)[—:—z+y'(a¢ ar;)+J,,a$]

or 9y,

~ ~
oa, ,q da, 4
— 0y =1y
ot Y ot y l?t + 3t 0,
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ce qui donne:

ORI G R A
‘%__3%7-"“'95/ 2‘:.;/+av 92’:1/’
%= bo(2§—2—3) ‘az+3.v”
o:;;' 3°aj+b 13.v+_ 5%

Le calcul des accroissements des dérivées ¢, ct ¢, d’une fonction ¢
de = ct y se fait & l'aide des formules:

dp: _ d d¢ Sy __ 40 %K, ¥
ot dz ot + ¢ ‘3z+¢' t ~ dyo +¢‘3y+¢’ay.
Pour les éléments du 1*r ordrc, on obtient ainsi:
daor _ + daoy _ 9%
ot 3x3y’ i at eyt T
oy _ b _ 3%
ot a:c"ay+ i ot a® st
3(1]; Che Vi 3'6 5(11’ ?° ﬂ 335
ot axay—zit%-l-” ’ 8 a9y’ 2azay’+""
i)"h, _ 3‘5 ?° 7 abl: . 9 e
ot~ aray azay it % aw’ay +-
On est conduit & poser:
a = aly + 2“0:) 3“ = alz + 2bly)

/91 = bl.r + 2b0g9 3}9 = bly + 2“1:

et a substituer. aux dérivées de a, et b, les quantités a,a,, 3, f, ct
leurs dérivées, pour lesquelles on a:

da, _ 377 due _ _ %
& g T ot~ dmy U
o,? 35 a3 CX3

L=t G ax,ay+....
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Il suffit méme, pour avoir tous les éléments d’ordre supérieur, de con-
sidérer seulement les dérivées de @, et a, par rapport a y sculement,
celles de b,, et 8, par rapport a z seulement, en considérant simultané-
ment toutes les dérivées des autres éléments du premier ordre, a,_, b,,, a, .

Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d’'ordre supérieur
figurent seulement sous la forme des dérivées d'une des deux expressions:

2 3% la’b
l_ao.‘:’+ﬂy +39z9y 33J
2 9% 19%,

m= by + a, = °+ e N g

39¢9y ' 3 22t

ct on pourra, a partir du 3™ ordre, considérer seulement les dérivées de
a,. par rapport a y, celles de b, par rapport a x, et introduire I et
m ct leurs dérivées.

On a:
ol %y % % 4, 3%
*x= (2 oy EJ’) T Ygaay T 2% az’ay + % aan Sb' axay’
_p e 1y B2, O
03, T 3 1ax0y* 3 % 2eay®
2°¢ CX3 (X3 9%
—_(’05?_("%’33,_6'3:9/ °ay'+”’

d’ott il résulte que, dans tout invariant, les quantités ! et m ne figurent
que par les combinaisons:

h=1+ap —ap+ ba,+ ba,,,
k=m + byay, —bya + a,b,, + ayb,,,

expressions que l'on peut maintenant substituer & ! et m.
Le calcul complet des accroissements de % et k¥ donne:

Ih h(a—e + 2317> — kac

ot ox oy oy
4) (Fk o 97
ot ( + 2 ) L o’

résultat remarquable, en ce scns que les dérivées du second ordre de &
et » n'y figurent pas.
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On pourrsit achever la détermination des invariants, en prolongeant
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de % et k; puis, en
ajoutant & chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de a,,, b,,, a,,,
oz, @, By, @ et B, on peut faire disparaitre, dans l'expression de leurs
transformations infinitésimales, les dérivées du 3™ ordre de & et 3. Le
calcul est rendu pratiquement facile, eu égard a notre remarque (3™
partie, ch. I), sur l'intégration progressive des systémes complets.

On obtient ainsi 6 invariants du 4™ ordre, et, en général, 2(n — 1)
du n®™° ordre, lesquels peuvent étre exprimés en fonctions linéaires des
2(n — 1) dérivées du (» — 2)*° ordre de h et k.

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu'il
y a une équation différentielle du 1* ordre, invariablement attachée a
la proposée, car, si 'on combine avec (4) les formules:

PR P PUNE DU PR
a-tdx——ndx aydy, wdy— amd:z: aydy

on trouve l'équation invariante:
(5) hdy — kdx = o.

Il en résulte que l'on peut, par une transformation du groupe,
annuler %; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une
fonction z, de z et y satisfaisant a:

ox ox
h—24+k—_=o0
(6) o + oy
en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que #, ne se réduise pas
a une simple fonction de y, c'est-a-dire, que 'on n’ait pas:
)
k = o.

Dans ce cas, il suffit d'intervertir z et y, pour réaliser immédiatement
la condition & = o. '
Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas ou on aurait simultanément:

(7 : k = o, k=o. ,

On a ainsi un systéme invariant d'équations; lorsqu'il est satisfait, nos
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calculs précédents montrent que l'équation (1) n’admet pas d’invariants.
Il en est ainsi, en particulier, pour 1’équation

de sorte que le systéme (7) exprime les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l'équation (1) puisse se ramener par une transformation
ponctuelle a I'équation précédente. On sait comment, dans ce cas, M. Lie
a ramené¢ l'intégration de cette équation (1), & celle d'une équation li-
néaire du 3™ ordre.!

Quant a la transformation générale (2) qui laisse invariante I'équa-
tion h = o, elle est définie, d’aprés (4), par:

Elle est bien indépendante des nouveaux coefficients de I’équation, et
engendre un groupe, savoir:

(8) z, = X(z), y =Y,y
ou, avec les transformations infinitésimales:
(8" ‘ o0z = — &(x)dt, oy = —y(x,y)ot

ou X ct & sont des fonctions arbitraires de z seulement, ¥ et 7 des
fonctions arbitraires de z et y.

[’équation (1) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on
a h = o, tout revient maintenant a calculer les invariants de ses coeffi-
cients par rapport au groupe (8) ou (8’), lequel donne:

.
%2, _ o (221 b, _ (m_a_v)_ &/
a a°(23y )’ ot by 2¢ ?y b, az+3z"’

(©) oa ¥ g , db ' ay 'y
= — , 2 1 L1 =p & — 1 f .
at 3% 32 +q dy + ay®’ at b¢ 2a, o + ¢ 2 xoy

' LiE, Archives norvégiennes, 1883, Classification und Integration von ge-
wihnlichen Differentialgleichungen xwischen =z, y, die eine Gruppe von Transformationen
gestatten, TII.
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On rencontre une premiére équation invariante, d'ordre zéro:
a, =0

et tout revient, dans le cas ol elle est satisfaite, & étudier la transforma-
tion (9) par rapport aux trois fonctions a,,b,,b,. Nous Taisserons de
cbté ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas général.

En prolongeant la transformation (9) au premier ordre, on fait ap-
paraitre les dérivées du 3™ ordre de & et », d’oli il résulte que, duns

un invariant du 1 ordre, les dérivées du premier ordre figurent scule-
ment sous I'une des formes a,,, a,, et:

ﬂ = g(blv + 2a,,)

pour lesquelles on a:

da ? Che

= (35— &)+ a0l

6(!0;_ 3_7] a_ﬂ ( a’? _ n)
R 2a°‘ay + Qoy 5 + a, |2 2z3y &), N
B 0.7 30) 'y

= 2a°‘ax+ﬂ(e'+37/ —2005:—,.

En combinant ceci avec (9), on est conduit & poser, pour faire disparaftre
les dérivées du second ordre de & et :

’

Ay, = @y, — 20,48y, 4, = ay, + a,b,, B =8+ 2a,b,
et on a: )
dag, _ , L4/ ) 297
- a°'(3a_y_ + 645,
(lO) ‘_’E(:_x = 2a. ?1 + a, a_”.
ot % 5y oz’
B , 9 o
%= 2“°'a7;+/9'<5.'+@)’

Acta mathematica. 18. Inprimé le 16 octobre 1883. 11
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transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les parnmétres différen-
tiels, les suivantes, ol ¢ est supposé étre un invariant:

N , L
ot T e + ’0'31 a 50'31/'

En rapprochant cecl de Ta premlere equahon (9), on trouve un invariant
du premier ordw ' '

’ ’ . 8
B =______( ao.ra()y'__ ﬂ)y)
‘o, oy 'B’ + 3a; 544,
(( " 12a}
et deux paramétres différentiels
a S Gy, . Py
Mpm (g tn),  Ag=
¢ . oy ¢ 6a¥) 14 (a’ B ‘L"':_)%
0x l2a: 0x [20:

Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation
(9), les 6 dérivées du 4™ ordre de & et 3, lesquelles donnent 6 équa-
tions distinctes, de sorte que les g dérivées du second ordre de a , b,, b,
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons
pour ces combinaisons, A,B, A, B, qui sont des. invariants et k, qui
donne:

(11) . ';t—k=k<:—z+26').

Quant aux dérivées de q,, il suffit d’en considérer deux seulement, en
vertu de la relation 2 = o. Nous poserons:

= Qg = 20y 0y, — 20,0y,

’
a(,)xy = =Gy = ab.ty +_a’0bly + blaOy)
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¢t on a:
é , Cl] | ??
ﬁa’:)y’ - a‘(iy2 (49_"’/— 6') + 3“01/3’ 2 + 1 2“0(”0] + 2“0 l) :3.’139'1
: ’ ’ a” ’ . a” ’ 3,7 ’ 3“”
3t Mooy = 3uey gy ¥ Goppp + 20030t + oy 5o

Ceci. conduit & poser: Co : A A

7] ’ ’ a 2
Goyr = Gz — 3a,0q, + 3050,

, I .
“o.r! = a(;:v— 2a,a,, + ;bl‘l:)y’_
et on a: : d
0 ,, ' , U !
t“’c,)y! = Gy (4'377""'6) + "’l(‘(paoya + 3"

3 .
Jt”o" = S(Io:,a” + aoy 3 + 6a Q, Oxa + Oye'

Les termes en & mterviennent ici, de sorte qu’il faut introduire 1’ex-
presslon. o ’ )

-’ 11

Qoy Boy:
Gy — 6a> o S

3

qui donne:

. [? (a,, (l»:), a.’;l) 3 (”,, (ln,, a", ) av (6(’ “ : / ao’,) 97] .
—_ —_—— == . —— + o —_— - —_
Ory 6(1-; | Ory 6&,, or

ot 2a,/]0x-

et cette formule, combinée avec (9), (10) et (11) conduit & deux nouveaux
invariants du second ordre: :

a,

— gk
ahy — 2o
T 124

C =

et

’ [

D = (an oy Aoyt “o: at)y + aOy>
= ———\a,,—

(a, ao, )? i 6a; a, 4a}
0z —

12a;
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de sorte qu’il y a 4 invariants du second ordre:
A,B, A,B, C, D.

On voit en outre que la transformation infinitésimale (9), prolongée
au second ordre, conduit en considérant les dérivées des premier, second,
troisicme et 4™ ordre de & et  a des équations qui sont indépendantes.
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu’on prolonge ensuite la trans-
formation a l'ordre suivant; les 7 dérivées du 5™ ordre de & ct » don-
nent en outre, de par la maniére dont elles figurent dans la transforma-
tion, des équations indépendantes entre elles et des précédentes; et comme
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3™ ordre
de a,,b,b, et les 2 dérivées a,;, a,, de a, on obtient ainsi 7 in-
variants du 3™ ordre. Plus généralement pour l'ordre n, on a encore
pour déterminer les invariants, un systéme complet d’équations indépen-
dantes, lequel comprend n + 4 équations de plus que le systeme d’ordre
n—1,et 3(n+ 1) 4+ 2 = 3n 4+ 5 variables de plus; ce qui donne donc,
& partir de #» = 3, 2n 4 1 invariants distincts du »'*™® ordre.

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A,B, A_.B, C figu-
rent respectivement les expressions a,,f,,f. et k, chacune d'elles en-
trant dans linvariant correspondant,. sans figurer dans ceux qui le pré-
cédent. La méme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3™ ordre,
qu'on- en déduira a Daide des paramétres différentiels, A,D, A, D,
AyB,A,B, A.DB, A,C, A,C relativement aux expressions: g, @,
By s Beys Pars Ky 5 k.5 et ainsi de suite, de sorte que I'on obtient ainsi pour
I'ordre n, en ne considérant que les dérivées a,» et a,,—1 de a,:

24+n4+n—1=2n+41

invariants distincts, c'est-a-dire tous les invariants cherchés.

2. Considérons, par exemple, une équation:
(12) Y =ay’—ay’ + by — b,

dont les coéfficients sernient fonctions d'une seule variable, z ou y.
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Dans ce cas, si l'invariant B n’est pas constant, tous les invariants
du second ordre s'expriment en fonction de B:

(13) A,B=/(B), AB=f(B), C=(f(B), D=((B),

et réciproquement, toute équation dont les invariants satisfont a ces rela-
tions (13) peut se ramener a la forme (12). .

Si B était constant et égal & B, suns que C et D, C par exemple,
le soient tous les deux, les équations homologucs de (12) sont définies
par les relations:

(14 B=DB,, D=y¢(C), ALC=g¢g(C), ALC=g¢g(C).

Si enfin, B, C ct D sont tous les trois constants, et égaux a I, C,, I),
les relations:

(15) B = B,

0

¢c=¢, D=D,
suffisent pour définir les équations homologues de (12).

Réciproquement, je dis qu’'une équation (1) dont les invariants satis-
font & un systéme de relations ayant I'une des formes (13), (14), (15),
c’est-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une
équation de la forme (12) ou les coefficients sont fonctions d’une seule
variable.

Regardons, en effet, dans le systéme (13), ou (14), ou (15), 4,, @,,
b, , b, comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi
un systéme de 4 équations différentielles ordinaires au plus par rapport
& 4 inconnues; et toute solution de ces équations donne des valeurs de
a,,a,,b,,0b,, fonctions d’'une seule variable, qui répondent & la question.

Voici, comment, dans le cas général, on pourra ramener une pareille
équation a la forme (12). Ayant annulé la quantité i, a I'aide d'une
nouvelle variable z,, prenons comme nouvelle fonction y,, l'invariant B
lui-méme:

yx=B

ou encore C ou D, pourvu que linvariant choisi ne se réduise pas a



86 Ar. Tresse.

une fouction de z, seulement. Cela revient a mettre I'équation (1) sous

une forme réduite:
y:’ = AO‘I/;:! — ‘.ll!l;:! + lgly; - 1‘0’

qUi ne s¢ conserve que par les t'{llISfOI‘IIliltiUllS du groupe:

or, = — &(x,)ot.
Cette transformation domne:
dd, = — d, &0l o, = 20, ¢&at,
od, = o, 0B, = (B,& +.&")at,
puis
oA a2 ey
ar, 3, %,
' 099’;- = f‘;ff: &at,
et admet donc pour invariants, les expressions: ‘
4, , B4, /;_u% i 2;3’: + 40'”1 , A, aaTil

Ces invariants, calculés avec les variables primitives, z et y, domient
des invariants de I'équation proposée et par suite sont tous des fonctions
de B, cest-a-dire de y,. On aura done, en désignant-par des Y des
fonctions de y, seulement, ct par des X des fonctions de #, sculement:

4 =17
puis:

A, =Y X,

: Y,

By = v
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Avec les variables z, et y,, I’équation proposée est donc de la forme:

’ ’ l 4 7 ’ , - 1'
= VX — Yy’ + g (Y — LX) = 3355
ou, comme on sait:
’ Y, .  on ., }
o= ﬁmi‘ Y. X, X (Y Y, Xo)r* + Yo — Y X, .

En prenant comme nouvelle variable z, une fonction z, de x, seule-
ment, on a:

o = dz, ,
27 dr, !
et
dx. d*zx
23" — =% a:n axl?
2 dl‘l 1 + d.’l": 1

et cette équation devient:

" Y, d:l'

13 d'ﬂ'
T = VXidr, Y I}x(y

» AT 2
YOXO) d_r: - (].’l-‘{] 'Tl2

+n$' YX@.

Odr,

Il suffit alors de prendre la fonction z, de z,, telle que 'on ait:
d.z" X, =
d’ou

d:t

L ’X'__o

pour que l'équation devienne:

z’ §axl _9’2 + Y2, — Y,

ou les coefficients sont bien fonctions de y, seulement.
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On voit que la réduction & cette forme se fait & l'aide de deux
quadratures successives, la premiére pour déterminer z,, en fonction de
z et y, la seconde pour déterminer z, en fonction de z,.

L'intégration de l'équation proposée s'achéve par l'intégration d’une
équation différentielle ordinaire du premier ordre, de la forme:

du

™= Au® — A u® + Bu— A,

ou les coefficients A4 sont fonctions de r, suivie ensuite d’une nouvelle
quadrature.




SUR LA THEORIE DES CAISSES DE PENSION

PAR

L. LINDELOF

A HELSINGFORS.

Lorsqu'on veut se rendre compte de I'état d’une caisse de pension,
il faut calculer d'un coté la valeur actuelle de ses revenucs et de I'autre
celle de ses dépenses, parmi lesquelles figurent surtout les engagements
de la caisse soit envers les sociétaires eux-mémes, soit envers leurs fa-
milles. Ce calcul doit, pour étre complet, embrasser non seulement les
sociétaires ou membres actuels, mais aussi les membres futurs. Tant
qu'il g'agit des membres actuels, le calcul peut s'effectuer par les régles
ordinaires de la théorie des rentes viagéres, pourvu que les éléments
statistiques nécessaires soient donnés. Le calcul relatif aux inembres
futurs est ordinairement sujet a plus de difficulté et d'incertitude. Ce-
pendant il y a un cas ol ce calcul peut se fuire presque avec la méme
certitude que pour les membres actuels; c'est celui ou le nomnbre des
membres actifs (c. a d. de ceux qui ne sont pas encore pensionnés) reste
constant. Pour ce cas j'ai été conduit, en examinant I'état de quelques
caisses particuliéres,' a employer un procédé, qui me semble trés com-
mode et en méme temps aussi rigoureux que possible. Ne l'ayant pas
rencontré ailleurs, j'ai cru qu'il pourrait mériter d’étre porté a la con-
naissance de ceux qui s'occupent de telles enquétes.

! Deux de ces enqudtes ont été publides sous les titres: Statistisk undersikning af
stiillningen ¢ Finska Skolstatens Pensionskassa vid 1892 drs ingdng, Helsingfors 1892, et
Nyit bidrag till belysande af stiliningen ¢ Folkskolldrarenes i Finland enke- och pupill-
kassa, Helsingfors 1893. La troisidme, qui vient d'étre terminée, est relative 2 la caisse
de pension des marins finlandais.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 16 février 1894. 12



90 I,. Lindelsf.

Considérons, pour fixer les idées, une caisse qui doit fournir des
pensions a un certain groupe d'employés, et admettons que le nombre
des places ou des emplois qui s’y rapportent, ne varie pas avec le temps.
Soit ¢ 'Age d’'un membre, lorsqu'il entre dans le groupe, et « celui auquel
il en sort pour devenir pensionnaire. Chaque membre qui atteint I'dge
# ou qui meurt avant de l'atteindre, sera immédiatement remplacé par
un nouveau membre de I'dge i. Cela posé, nous fixons par la pensée
un certain emploi, occupé actuellement par un membre de l'ige z, et
nous nous proposons d’abord de calculer la valeur actuelle des pensions
que la caisse aura 2 payer & ce membre et a tous ses successeurs dans
le méme emploi.

Désignons par C, la valeur actuelle d'une somme 1 payable lorsque
le membre (z) quitte sa place, soit comme pensionnaire, soit par la mort,
par p, la valeur actuelle de la pension qui lui est assurée a partir de
I'age u, et par P, celle des pensions que la caisse aura & payer tant a
cet employé qu'a tous ses successeurs futurs dans le méme emploi; on
aura évidemment

(1) P.=p + C,.P,

P étant la valeur moyenne de P, pour un nouveau membre au moment
de son cntrée en service. Quant & cette valeur, on pourrait se contenter
de faire P = P, en supposant i constant, mais on arrive & une détermina-
tion plus rationnelle de P de la maniére suivante. La formule générale
(1), appliquée & un nouvean membre qui entre a I'ige ¢, donne

P, = p, + CP.

Si T'on connait les adges d'entrée de tous les employés actuels ou d'un
autre groupe quelconque suffisamment nombreux et qu'on prenne la
moyenne des deux membres de I'équation précédente relativement & ce
groupe, on trouve

P=p+4+ CP,

p étant la valeur moyenne de p, et C celle de C,. 1l en résulte

(2) r=.2

-



Sur la théoric des caisses de pension. 91
et en substituant cette valeur dans l’équation (1),
C:
(3) Pe=p.+—¢p
Dans cette expression de P, le premier terme p, se rapporte au fonction-
naire actuel (x); le second terme

Ce
(4) —ab? .

représente la valeur des pensions qui seront payées a ses successeurs.

Considérons maintenant unc place de sociétaire actuellement libre,
mais qui sera iinmédiatement remplie. La valeur des pensions rclatives
a une telle place est, d’aprés la formule (3), '

c I
(5) PP =7—¢pr

En faisant la somme des expressions (4) et (5) relativemnent a tous les
emplois existants, on trouve pour la valeur actuelle totale ' des pensions
des membres futurs la formule
U: +m

\J -z
(6) F=="¢»
o la somme LY doit comprendre tous les fonctionnaires actuels et m
signifie le nombre des charges vacantes.

Si T'on fait, dans I'expression précédente,

X0, +m )
(7) T—¢ = A,
cette quantité A4 a une signification remarquable. Elle représente évi-
demment la valeur actuelle d’une somme 1 qui serait servie chaque fois
qu'un nouveau membre entre dans le groupe des sociétaires, ce qu'on
pourrait exprimer plus simplement en disant que A représente le nombre
escompté des entrées. Ce nombre joue un réle important non seulement
dans le calcul des pensions, mais aussi dans celui des contributions des
membres percues au profit de la caisse. L’expression (6) du capital des
pensions des membres futurs se réduit par la simplement a

l" = ;'I).
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La pension assurée a un sociétaire de l'age z n’étant autre chose
qu'une rente viagere différée & l'Age w, sa valeur p, g'obtient par des
régles connues. Ayant construit une table de ce valeurs, on calcule
facilement & son aide la moyenne p de la fonction p, pour un membre
entrant en service. Quant & la fonction C,, elle g'obtient par la formule

C.t = 4-: + %‘(l - A,,),

ou l'on a désigné par

A, la valeur actuclle d’'une somme 1 assurée sur une téte de x ans,

et par

D, = 1.v* le nombre escompté des vivants (I,) a l'dge z dans la

table de inortalité des sociétaires, » étant la valcur actuelle
d'une somme 1 payable au bout d'un an.

Nous avons admis dans ce qui précéde, que toute place de sociétaire,
devenue libre, sera immédiatement occupée par un nouveau membre.
En réalité il n’en est pas ainsi; ordinairement il se passc un certain
temps entre la sortie d’'un membre et I'entrée de son successeur. En dé-
signant par 7 cet intervalle de temps, supposé constant, et par [m] le
nombre escompté des m vacances actuelles, chacune d'elles étant con-
sidérée au mowent de sa cessation, I'expression de A deviendra

_ v, + [n)
T —aC

A

et I'on aura comme précédemment
= Ap.

Jusqu'ici il n'a été question que d’une seule catégorie de pension-
naires. Supposons maintenant qu'il y ait deux classes de pensions diffé-
rentes, que l'dge d'entrée dans la premicre classe soit @ et dans la seconde
b (a>b) et quon n'entre dans la premiére classe qu'en passant par la
seconde. Soit A, le nombre escompté des entrées de nouveaux membres
dans la classe T et A, celui des entrées dans la classe II. Pour mieux
distinguer les deux classes, nous désignons I'age d'un fonctionnaire actuel
par z, ou x,, suivant qu’il appartient & la premiére ou a la seconde
classe, et pareillement par et m, les nombres des places actuellement
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vacantes dans les deux classes. D'aprés I'équation (7), qui a une applica-
tion imnédiate a I'égard de la classe I, on trouve

(8) | | ==t

Quant a la classe II, il faut observer que toute cntrée d'un nouveau
membre dans la premiére classe produit une vacance dans la seconde et
qu'elle est par conséquent accompagnée de l'entrée d’'un nouveau membre
aussi duns celle-ci. En calculant /I, il faut donc considérer les membres
des deux classes comme formant un seul groupe, auquel on applique la
formnule (7). On trouve ainsi

(9) A4, = 2z, + 2, + m, + m,

la somme 2r, étant relative & tous les membres actucls de la classe |
et 2r, relative a tous ceux de la classe II. (Il est bien entendu que les
pensionnaires ne sont pas ici compris parmi les membres de la caisse.)

Soit maintenant p{" la valeur actuelle de la pension assurée a un
membre de la classe I dont l'age actuel est z, et p celle de la pension
assurée a un membre du méme ige de la classe II. La valeur actuelle
de toutes les pensions a payer aux membres futurs de la classe I sera
évidemment

Iy =, p.

Pour la classe II cette valeur serait de méme .1,p”, si tous les membres
qui entrent dans cette classe devaient y rester toute leur vie. Mais
comme un certain nombre de ceux-la avanceront plus tard (i I'dge «) a la
classe I pour remplir les places devenues vacantes dans celle-ci, la-dite
valeur sera par la diminuée d'une partie correspondante. Chaque fois
qu'un tel avancement a lieu, un terme p{” disparaitra de la somme des
pensions de la classe II. et le nombre escompté de ces avancements étant
A;, la partie dont il s'agit sera cvidemment 4,p’. La valeur escomptée
des pensions qui seront réellement payées aux membres futurs de la classe
II, se réduit par conséquent a

I, = A'I-.'I’l(s?) — .
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Ces valeurs de F, et F, subsistent encore si chaque vacance, au lieu
d’étre remplic immédiatement, comme nous l'avons supposé, doit durer
un certain temps 7; seulement les expressions de A, et A, doivent en ce
cas subir certaines modifications, faciles & trouver, mais auxquelles nous
ne nous arréterons pas ici.

Si les vacances survenues dans la classe I ne se remplissent pas
toutes moyennant des avancements de la classe II, mais seulcment pour
une partie a, l'autre partie 1 — a des vacances étant remplie par des
personnes jusque-la étrangéres a la caisse, I'expression (9) de A, doit étre
remplacée par celle-ci:

Un Ay + a(2Cn + )

f, === )

2 ]"__ ¢,
et la valeur de I, deviendra

By = Ap — ad, 7,

tandis que les expressions de A, et de F, resteront inaltérées.
Considérons encore le cas ou il y a trois classes de pension diffe-
rentes, et supposons que la premiére classe soit recrutée uniquement
parmi les membres de la seconde et celle-ci uniquement parmi les membres
de la troisi¢éme. En distinguant par les indices 1, 2, 3 les valeurs de
z,m, A et I relatives a ces différentes classes et désignant respectivement
par a,b,c (@a>b>c) 'ige d’entrée dans chacune d’elles, on trouvera,

par un raisonnement analogue a celui qui précéde,

Y7
; U, + "’_|,
! 1 —C,

\" ",
20, + .2,_'_,2 + m, + m,,
2 1 — C(,

20, + XU, 4+ 20, 4 w4+ omy + m,

A, =
3 1 — (.

Si I'on introduit encore les notations p{, p®, p& pour désigner la valeur
actuelle de la pension assurée a un membre dec z ans, suivant qu'il
appartient a la classe I, Il ou III, la somme des valeurs escomptées des
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pensions que la caisse aura & payer aux membres futurs dans chacune
de ces classes, sera respectivement

A B 1)
1’1 - Al fn )
F, = Ap° — 4,92,
3 3
Fy = A0 — A

Les exemples qui précédent, doivent suffire pour faire comprendre
la nature et la portée de notre méthode. Nous n'avons parlé que des
pensions dont jouissent les membres eux-mémes a partir d'un certain dge.
Mais il est évident que la méthode se préte tout aussi bien au calcul
des pensions qui peuvent étre assurées a leurs veuves et orphélins, ainsi
qu'a celui des cotisations annuelles des membres, comme nous I'avons
prouvé en détail dans les enquétes déja citées. '

Il est & remarquer que notre méthode ne suppose pas la connaissance
du nombre réel des pensionnaires a une époque quelconque de I'avenir
et que nous avons ainsi pu éviter les calculs assez prolixes par lesquels
on a essayé d’'évaluer approximativement ce nombre.’ Tout ce que nous
présumons, c'est que le nombre des sociétaires actifs ou plutdt celui de
leurs places reste constant.

C'est du reste le seul cas dans lequel le probléme admette une so-
lution tant soit peu exacte. Sans doute le nombre des emplois qui in-
téressent une caisse de pension, peut varier avec le temps, ces établisse-
ments ayant souvent une tendance a élargir leurs spheéres d'activité, mais
les variations de ce genre ont un caractére trop fortuit pour qu'on puisse
en tenir compte autrement que par une estimation toujours trés incertaine.

' Voir & ce sujet la communication intéressante de G. ENESTROM, portant le titre:
Hiirledning af en allmin formel for antalet pensiondrer, som vid en godtycklig tidpunkt
firefinnes inomt en sluten pensionskassa, insérée dans Ofversigt af K. Svenska Vo-
tenskaps-Akademiens Forhandlingar, Stockholm 1893.
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SUR LES SERIES ENTIERES CONVERGENTES OU DIVERGENTES
ET LES FRACTIONS CONTINUES RATIONNELLES

PAR

HENRI PADE!

a4 LYON.

(1). Les Géométres du siécle dernier n’apportaient pas autant de
going que nous le faisons aujourd’hui 4 n'employer, dans le calcul, que des
séries convergentes; certain grand traité de calcul différentiel et intégral du
commencement de ce siécle le témoigne encore suffisamment. Ce sont
surtout GAuss et ABEL qui, suivant une expression que j'emprunte, »ont
rappelé les Géométres aux convenances de la rigueur et fait cesser ce
scandale mathématique.

»Si, par exempley, écrit ABEL au début de son célébre Mémoire sur
la série du binéme, »on doit multiplier deux séries infinies I'une par
I'autre, on pose

(uy + u, +w, +..)0 + v, + v, +...) = uw, + (wr, + w,v,)
+ (ugv, + w0, + wv) + ...

Cette équation est trés juste lorsque les séries u, +u, +..., v, + v, +...
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d'abord nécessaire qu'elles
convergent, car une série divergente n’a pas de somme; ensuite la série
du second membre doit de méme converger.»

! Voyez These de Doctorat: Sur la représemtation approchée d’une fonction par des
fractions rationnelles. Gauthier-Villars, 1892.
Acta mathematica. 18. Imprimé le 16 février 1894, 18
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Ce sont la des affirmations que je ne saurais contredire dans le
cas ou les termes des séries considérées sont des nombres donnés quel-
conques. Mais il est des séries qui peuvent étre envisagées a un point
de vue différent: ce sont celles ol les termes sont des fonctions d’une
variable dont la succession obéit a une loi particuliére. Si, par exemple,
on a affaire a des séries entiéres, comme, justement, la série a laquelle
ABEL consacre son mémoire, il n'est pas impossible de montrer qu’une
égalité telle que la précédente peut »étre justey, ou, pour parler plus
clairement, peut acquérir une signification -trés légitime, que les séries qui
y figurent soient convergentes ou divergentes. C’est ce que je voudrais
montrer ici.

L'idée fondamentale est donc qu’une série entiére met en évidence
autre chose qu'une suite de quantités ayant chacune une valeur numé-
rique déterminée pour une valeur donnée de la variable. Elle fait con-
naitre encore et surtout, car c'est bien la le caractére qui la différentie
de toute autre série, une suite de polyndmes dont chacun se déduit du
précédent en ajoutant un terme de degré supérieur a ceux des autres termes.

Il peut arriver que la considération d’une telle suite de polynémes
suffise, a elle seule, pour conduire & la définition d’une fonction, et cela,
indépendamment des valeurs numériques qu'ils acquiérent quand on donne
a la variable une valeur déterminée, cn d’autres termes, indépendamment
de la convergence ou de la divergence de la série entiére dont ils sont
extraits; la fonction étant tellement définie, toutefois, que, si la série est
convergente, la fonction soit la somme de la série.

Cest la maniére d’arriver a cette définition de la fonction qui fait
Iobjet de la premiére section de ce travail. Elle repose sur les résultats
établis dans le mémoire cité en Note & la page précédente, et sur deux
faits trés remarquables de convergence signalés par LAGuERkE et HALPHEN.
Cependant, pour permettre la lecture sans que I'étude préalable du premier
mémoire ait été faite, je commence par un aper¢u synthétique trés som-
maire des résultats qui sont le plus nécessaires, ce qui, au surplus, rend
I'enchainement des idées plus clair.

Une fois la définition de la fonction acquise, les régles élémentaires
d’addition et de multiplication des séries peuvent étre étendues immeé-
diatement & des séries enticres divergentes; je fais cette extension dans
une seconde scction.
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Enfin, dans la troisiéme et derniére section, je discute briévement
certaing des résultats sur lesquels repose la méthode, et, plus particuliére-
ment, la notion fondamentale de fraction continue simple.

Ce travail a été résumé dans une courte Note présentée a I'Académie
des Sciences de Paris, le 27 mars 1893.

(2). Deésignons par y la série cntiére convergente ou divergente
: o
S + s, ¢ +s,2° 4 ...,

dans laquelle nous supposons s, différent de zéro.
Soient - p, ¢ deux nombres, égaux ou inégaux, pris dans la suite
0,1,2,3,.... A ces deux nombres correspond une fraction rationnelle

g, dans laquelle U cst de degré au plus égal & p, V de degré au plus

égal a ¢, et qui jouit de la propriété suivante: son développement suivant
les puissances croissantes de & coincide avec la série y jusqu'a un terme
de rang plus élevé que cela n’aurait lieu avec toute autre fraction ration-
nelle dont les degrés des termes ne dépasseraient pas non plus respec-

tivement p et g. Cette fraction speciale g-, nous la nommerons la fraction

rationnelle approchée de y correspondant au couple (p, q).

Les fractions rationnelles approchées de y forment une suite illimitée
a double entrée; nous pouvons les imaginer écrites dans les cases d'un
tableau a double entrée (T'), les files verticales correspondant aux valeurs
0,1,2,... de p, et les files horizontales a ces mémes valeurs de gq.

Si la fraction approchée qui correspond au couple (p, ¢) ne figure
qu’une seule fois dans le tableau (7'), les degrés de ses termes sont pré-
cisément égaux a p et ¢, et son développement suivant les puissances
de z coincide avec la série y jusqu'au terme, exclusivement, de degré
2+ ¢+ 1, terme qui figure nécessairement dans la série. Nous dirons
alors que la fraction approchée est une fiaction normale,
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Dans ce qui suit, pour simplifier, nous considérons seulement le cas
ou le tableau (T') ne renferme que des fractions normales.

Nous dirons de deux fractions approchées -g, %, qui correspondent
aux couples (p, q), (9, ¢), qu'elles sont également avancées dans le tableau,

si p + g est égal a p' + ¢'; la fraction % sera dite plus avancée que la

fraction —g, si p’'+ ¢’ est supérieur a p + ¢. Enfin, deux fractions

approchées seront dites contigués, si les cases ol elles figurent ont un cété
ou un sominet commun.

Extrayons du tableau (7) une suite linéaire de fractions satisfaisant
aux conditions suivantes:

1°. La premiére fraction sera une fraction du bord du tableau;

2°. Deux fractions consécutives quelconques seront contiguds;

3°. Chaque fraction sera plus avancée dans le tableau que celle

qui la précéde. _

Les fractions d’une telle suite sont les réduites successives d’une fraction
continue, dont les numérateurs partiels sont tous des mondmes entiers en z
dont le degré et le coefficient sont différents de zéro, et les dénominateurs
partiels des polynémes dont le terme constant est différent de zéro; a la
condition, toutefois, d’adopter, si la premiére fraction de la suite appartient
au bord supérieur du tableau, une fraction continue de la forme

) a +-2 o
1 a,+aa+.__

ou g, est un polynéme, et, si la premiére fraction de la suite appartient
au bord latéral du tableau, une fraction continue de la forme

aum S o,
a"+a,+-~-

a, étant une constante. Une fraction continue de cette nature, qu'elle
appartienne a I'une ou a I'autre forme, est dite une fraction continue simple.

Réciproquement, si les réduites d’une fraction continue simnple appar-
tiennent toutes au tableau (7'), elles forment unc suite de fractions qui
satisfait aux trois conditions énoncées précédemment,
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~ (3)- Les fractions de la premiére file horizontale du tableau satisfont
a ces conditions; elles ne sont autres que les polynémes obtenus en li-
mitant la sériec y a ses termes successifs. La fraction continue simple
correspondante, qui est de la forme (II), s'obtient immédiatement au
moyen des équations

U438 + 61 3(S + 8,4 8™) = 8§ + 5,8 + 5,07,
Opps + Guys =1,

o § représente le polyndome, de degré =, qui correspond au couple
(n,0). Ces équations n’expriment pas autre chose que la loi de forma-
tion des réduites; elles donnent

8n+3 8uyy

&, a = — 7
Snt1 ~+3 8n41 ’ .

an+l =1 +

et I'on obtient ainsi la fraction continue

8, Lz
i} 8, 8,
I — 2z
8 8 s
14 te——2 ’—'.u
s 8 :
° 14 2z— ’s
8
! I+-2z—...,

8

déja donnée par Eurer dans son Introductio.

(4)- De cette fraction continue peut se déduire inmédiatement la
série y - correspondante, et ces deux expressions analytiques semblent
g'équivaloir entiérement. Cependant, au point de vuc de la formation
du tableau (T'), une distinction doit étre faite entre elles: il faut ne voir,
.dans la série y, que la fraction de rang infiniment grand de la premiére
file horizontale du tableau, tandis que la fraction continue doit étre re-
gardée comme faisant connaitre, par ses réduites successives, la suite
compléte des fractions de cette premiére file. Et, en effet, c'est la gé-
néralisation de cette deuxiéme maniére de concevoir la définition du
tableau (I') qui nous améne a cette proposition fondamentale: Le tableau
(T') est défini par lune quelconque de ses fractions continues simples.
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La démonstration repose sur cette remarque que, si I'on connait la

fraction -g'qui correspond au couple (p,q), toutes celles qui sont au

plus aussi avancées se trouvent par la-méme déterminées.

.

Soit, en effet, TI{" une fraction, correspondant uu couple (p’, ¢'), au

plus aussi avancée que % , en sorte que la somme p' + ¢’ soit au plus
égale a p 4 g. Les développements, suivant les puissances croissantes de

z, de % et de % coincident avec la série y respectivement jusqu’aux

termes, exclusivement, de degrés p 4+ g+ 1 et p' 4 ¢ + 1; comme
P+ 9+ 1 est au plus égal & p + ¢ + 1, on en conclut que les dé-

veloppements de et de g,— coincident entre eux jusqu'aux termes in-

U
1 4
clusivement, de degré p’ + ¢'; donc, si T'on forme le tableau des fractions

.

la fraction E sera la fraction

. , . U
rationnelles approchées de la fonction 7 7

de ce tableau qui correspond au couple (p', ¢'). Ainsi, dés que l—; est

U' ’
connue, Pest également.

On voit alors qu'il suffit qu'une suite illimitéc de fractions de plus
cn plus avancées du tableau (T) soit donnée, pour que le tableau tout
entier se trouve défini. Or, les réduites d'une fraction continue simple
du tableau constituent une suite de cette nature, et la proposition que
nous voulions démontrer se trouve établie. '

(5)- Dans leurs travaux sur le développement en fractions continues
des fonctions, LAGUERRE et HALPHEN! ont mis en lumiére deux faits ex-
trémement remarquables auxquels nous allons avoir recours maintenant.

LLAGUERRE a établi qu'a une série entiére divergente pouvait corres-
pondre une fraction continue simple convergente; puis HALPHEN a montré,

' LAGUERRE: Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7,

1879; Journal de mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 1, 1885,
HALPHEN: Comptes rendus de 1'Académie des sciences, t. 100, 1885;
Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. 2, 1888,
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qu'inversement, une fraction continue simple pouvait étre divergente, alors
que la série correspondante était convergente.

Nous sommmes maintenant en état de concevoir ces deux résultats
particuliers dans ce qu'ils ont de général, et nous dirons simplement:
parmi les fractions continues simples, en nombre illimité, qui peuvent étre
déduites d'un tableau de fractions rationnelles approchées, les unes pewvent
étre convergentes, les autres divew;éentes.

Supposons alors que l'on ait une fraction continue simple dont toutes
les réduites apparticnnent a un méme tableau de fractions rationnelles
approchées; ce tableau se trouve par la entiérement défini; il lui corres-
pond une infinité de fractions continues simples; si, parmi elles, il en
est une qui soit convergente, elle définit une fonction, et le tableau est
celui des fractions rationnelles approchées de cette fonction. Ainsi, partant
d’une fraction continue simple convenable, sans rien supposer, toutefois,
sur sa convergence ou sa divergence, nous parvenons & la définition d’une
fonction; cette fonction est évidemment la valeur, au sens habituel de ce
mot, de la fraction continue simple, au cas ou celle-ci est convergente.

Dans I’hypothése trés particuliére ou la fraction continue simple qui
sert de point de départ est celle d'EULER, ou, ce qui revient au méme,
si c'est une série entiére qui sert a définir le tableau, nous avons cette
proposition: wune série entiére peut suffire, qu'elle soit convergente ou di-
vergente, & définir une fonction; et cette définition est alors telle que, lorsque
la série est convergente, la fonction w'est autre que la somme de la série.

II.

(6). Soient (T,) et (T,) deux tableaux de fractions rationnelles
approchées, que nous supposerons, comme précédemment, uniquement
composés de fractions normales.

De ces deux tableaux, nous en déduisons un troisiéme (T) de la
v, U,
Vl ’ Vi

fagon suivante: désignons par les fractions qui, dans (7)), (T,),
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correspondent au couple (p,g). Faisons la somme % + %, et formons
L]

3
la fraction rationnelle approchée iU,- qui, pour cette fonction, correspond

au couple (p, ¢). La fraction g sera celle que nous ferons figurer, dans

le tableau (7), dans la case (p, g). .

Je dis maintenant que, si les tableaux (7)) et (7,) définissent chacun
une fonction, respectivement les fonctions y, et y,, le tableau (7') est un
tableau de fractions rationnelles approchées, il définit une fonction y, et
cette fonction est la somme y, + y, des deux premiéres.

Dans ces hypothéses, on a, en effet,

?/1 —_ %:_1 _|_ h,x”*"*‘ + h}m"“’“ + cee

U
Y, = V' + Attt 4 bttt L
2

d’autre part, en raison de la fagon méme dont est définie la fraction g:

T
.ly{' + % = LV + ka et 4 frartett o,
1 ]
et on conclut de ces égalités celle-ci:

h +y, = g + hatt ot 4 Wgrtet? 4 e

Si donc on forme le tableau qui correspond & la fonction y, 4 y,, la

fraction % sera, dans ce tableau, celle qui figure dans la case (p,qg); en

_d’autres termes, le tableau obtenu n’est autre que (T'), ce qui démontre
la proposition.

. ] .
(7 Si 7 et % sont des polyndmes, la fraction %7 est simplement

leur somme.

Supposons maintenant que les deux tableaux (T)) et (7)) aient été
déduits de deux =séries entiéres, convergentes ou divergentes; alors les
polynomes qui composent la premiére file horizontale du tableau (7)
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sont ceux que l'on déduit de la séric, convergente ou divergente, obtenue
en ajoutant terme a terme les ‘deux séries' données, et I'on arrive ainsi
& ce résultat: Si deux séries entiéres, convergentes ou divergentes, définissent
chacune wune fonction, la série, convergente ou divergente, obtenue en les
ajoutant terme a terme, définit elle-méme une fonclwn qui est la somme des
deux premiéres. ‘

(8). Tout ce que nous venons de dire pour l’addltlon peut évidem-
ment étre répété pour la multiplication; la fraction & 7 du tablean (T),

qui correépond au couple (p, ¢), est alors la fraction ratlonnelle approchée

de la fonction —g—‘ Xg" pour le couple (p,g). On arrive a cette con-

clusion: Si deux séries entiéres, convergentes ou divergentes

uy +u, +u, ..., v, +rv, v, 4.

définissent chacune une fonction, la série entiére, convergente ou divergente,
w2, + (a0, + w,v,) + (00, + wyv, + ur)) + ...

définit elle-méme une fonction qui est le produit des deux premiéres.’

111,

(9). On voit le réle fondamental que prennent, dans les considéra.
tions qui précédent, les résultats obtenus par LaGuerre ct Harruey; ils
constituent, avec la notion de la multiplicité des fractions continues simples
pour une méme fonction, le fond méme de la méthode.

Déja, au siécle dernier, LAMBERT avait constaté, par le calcul direct
d'un certuin nombre de réduites, qu'une fraction continue pouvait étre
convergente ‘tandis que la séric d'olt on P'avait déduite était divergente;

' Cos résultats ont 6té communiqués & M. J. 'l‘ANNFRY dnns une lettre datée de

Goettingue, le 1°7 avril 1891,
Acta mathematiea. 18. Tmprimé le 19 février 1894. 14



100 ) ' - Henri Padé.

mais c’est la une constatation qui, aprés des exemples comme ceux que
nous offre la série de STIRLING, est totalement dénuée de valeur démon-
strative, et LAGUERRE est le premler qui ait mis le fmt en question tout
a fait hors de doute. :

J'ai donné la définition précise de la fraction continue simple et
établi les modes de génération de celles qui correspondent & une fonction
dans le mémoire auquel se rapporte ce travail.

Aupnmvant les Géométres qui s'occupaient de la question du dé-
veloppement d'une fonction en fractions continues se trouvaient en présence
tantot de l'une, tantét de l'autre de celles qui correspondent a la fonction
qu'ils étudiaient; en sorte que, sous cette expression »le développement
d'une fonction en fraction continue», on a entendu les choses les plus
diverses. ' B ' '

Le plus généralement, ils supposaient la sériec ordonnée suivant les
puissances décroissantes de 2. En suivant alors, pas & pas, la méthode
qui est employée pour obtenir le développement en fraction continue
arithmétique d'un nombre irrationnel, on obtient une fraction continue olt
tous les numérateurs partiels sont égaux a P'unité et tous les dénomina-
teurs partiels des polyndmes entiers en z. La nature de 'approximation
donnée par les réduites successives a alors un caractére trés précis qui
les caractérise complétement.

C'est la convergence d'unc fraction continue de cette nature que
LAcuerre a mise en évidence, alors que la série, ordonnée suivant les
puissances décroissantes de z, d’olt il I'a déduite, eat divergente et satisfait,
au point de vuc formel, & une équation différentielle linéaire du premier
ordre; la fonction vers laquelle converge la fraction continue est une
intégrale de cette ‘équation. . ' :

Si, dans une telle fractlon contmue, on rcmplace @ par . et que l'on

rende par des multlplicatlons convenables, tous les elements, numerateurs
et. dénominateurs partiels, entiers, on obtient unc fraction continue simple.
Dans le cas le plus général, cette fraction est réguliére: tous les numé-
rateurs partiels sont du second degré, et tous les dénominateurs particls
du premier; dans tous les cas, c'est une fraction trés particuliére parmi
celles qui correspondent & la_fonction. -

Ce sont des développements de cette derniére forme regnllere que
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Jacosr avait adoptés pour- la fonction yP(z), P(z) représentant un po-
lynéme du quatriéme degré, alors qu’il en a fait connaitre, sans démon-
stration, les expressions générales des réduites en termes elliptiques. Mais,
tandis. qu'il :y- & -une infinité .de tels développements pour.la fonction,
ayant cette forme i‘éguliére ou d'autres encore, il n'en a considéré que
deux. Havruex, entrant dans la voic qui lui était ainsi ouverte, a repris
également ces deux seuls développements pour démontrer, d'abord les
propositions de JaABoBI, et en. déduire, ensuite, avec une sagacité mer-
veilleuse, les admirables résultats que l'on sait et qui ont été si justement
appréciés par M. PoiNncarE dans "la netice qu'il a consacrée, dans le
journal de I'Ecole Polytechnique, alillustre Géométre. Mais n’est-il pas
permis de croire que cette particularisation excessive des développements
considérés a pu cacher ce que les résultats-obtenus peuvent avoir de
général, -et, par conséquent, la loi, sans doute plus simple, dont ils ne
sont que des cas spéciaux. : - :

Cest une autre forme de fraction continue snmple que celle que
Gauss a fait connaitre pour le quotient de deux séries hypergéométriques;
elle est également réguliére, les numérateurs particls y sont du premier
degré, et les dénominateurs partiels sont des constantes. La encore, il y
a, pour la fonction, un nombre illimité de développements de cette forme,
tandis que, jusqu'ici, celui de Gauss seul a été considéré. On sait la
belle tentative faite par RiEMANN pour établir la convergence de cette
fraction continue. En lisant sa démonstration, on peut remarquer qu'il
obtient, pour expression générale par des séries hypergéométriques de la
réduite de rang m, deux formes différentes suivant que m est pair ou
impair; c'est qu'au fond la fraction continue considérée n'est que la
superposition, pour ainsi dire, de deux fractions continues simples, 1'une
d’elles ayant pour réduites les réduites de rang pair, et I'autre les réduites
de rang impair, fractions qui-pourraient étre obtenues immédiatement
par la simple application d'une identité de LAGRANGE; mais alors il
semble bien que la méthode de déonstration de Riemaxw, si tant est
qu'elle soit tout a fait rigoureuse, s'appliquerait a la démonstration de
la convergence des autres fractions continues réguliéres relatives a la
fonction considérée.

Le développement d’EULER, enfin, est un troisiéme type de développe-
ment encore considéré autrefois. Il est également régulier; les nuinérateurs
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et les dénominateurs partiels sont du premier degré. Comine dans les
cas précédents, il y a, pour une fonction, une infinité de développements
de cette formne, et le seul qui ait été considéré jusqu'ici est celui-la
méme donné par Eurer, qui a pour réduites les polyndmes successifs de
la série.

- Ces quelques exemples nc " suffisent-ils pas déja a justificr cette asser-
tion qu'un scns assez vague était attaché a cette expression de développe-
ment d’une fonction en fraction continue, qu'on entendait par la des
modes de dévcloppémenfs fort différents les uns des autres, sans liens
apparents entre eux, qu'on n'apercevait pas la multiplicité, pour une méme
fonction, des fractions continues de chacun de ces modes. ,

Les ouvrages classiques traitant de la question accusent, en général,
au plus haut point, ces défauts. Je ne parle pas de l'étrange confusion
qui y apparait entre la théorie du développement d'un nombre irrationel
en fraction continuc arithinétique ct celui- d’'une fonction en fraction con-
tinuce algébrique; le rapprochement que 'on fait toujours entre ces deux
ordres de faits cst tout aussi bizarre que le scrait l'idée que la théorie
des séries enticres doit toujours et nécessairement étre précédée de la
théorie des fractions décimales. Mais on peut constater que les auteurs
négligent de faire savoir ce qu'ils entendent par le développement d’une
fonction en fraction continue, ou que, s'ils font connaitre une définition,
ils choisissent un mode particulier de développement dans lequel ne ren-
trent pas ensuite tous leurs exemples, ou méme dont il n'a Jumals été
donné aucun exemple.

Mais il y a plus. Au moins tous les développements que nous
avons cités jusqu'ici, si divers ct si épars soient-ils, avaient ce caractérce
commun que leurs réduites avaient avec la fonction développée certaines
relations précises d’approximation; mais on a été jusqu'a donner, sous le
nom de développement en fraction continuec d'une fonction, des expres-
sions qui n'ont plus avec celle-ci aucun rapport, au point de vue de
I'approximation donnée par les réduites.

Je puis, par exemple, égaler une fonction a une fraction continue
limitée dans laquelle je me donne arbitrairement tous les numérateurs
partiels ¢t tous les dénominateurs partiels sauf le dernier, et regarder
cette égalité comme une équation d’ou je déduis ce dernier dénominateur.
Si, maintenant, je développe celui-ci, n'importe comment,.en fraction con-
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tinue et que je le remplace, dans I'égalité, par ce développement, job-
tiens urie fraction continue & la formation de laquelle a bien contribué
la fonction; mais il est bien clair que les réduites de cette fraction, au
moins les premiéres, n'ont plus absolument aucune rclation d'aucune:
espéce avec la fonction développée; doit-on dire que I'on a la un dé-
veloppement en fraction continue de la fonction? L

"~ De mnéme, il ne suffit pas qu'une fonction satisfasse & une équation
fonctionnelle linéaire & trois fermes, analogue aux relations entre séries
hypergéométriques contigués, pour que le développement ‘que l'on en
déduit, par le procédé connu, pour le quotient de deux de ces fonctions,
ait quelque relation d'approximation avec.ce quotient. Il semble qu’on
Yait pu croire, cependant, et qu'on se soit demandé quelles reldtions les
réduites d’'un développement obtenu ainsi pouvaient avoir avec celles des
développements d'EuLer et de Gauss, sans qu'on ait pu faire la réponse,
bien entendu.

(10). Ce sont toutes ces constatations qui, alors que, guidé par de
fausses analogies entrc la théorie des fractions continues arithmétiques
et celle des fractions continues algébriques, je poursuivais un but bien
différent, m’ont conduit a rechercher des fondements précis d’une théorie
des fractions continues algébriques. Prenant pour point de départ le
caractére des réduites d'étre des fractions rationnelles approchées dc la
fonction, j'ai été amené & la définition de la fraction continue simple,
a la notion de leur multiplicité pour une méme fonction, a I'étude des
types réguliers, rattachant ainsi & une conception générale et parfaite-
ment précise tous les exemples divers donnés antérieurement.

La fraction continue simple est a celles ou les éléments sont simple-
ment rationnels, ce que la série entiére est & celles ou les termecs sont
aussi simplement rationnels; c'est la une analogie importante pour justifier
I'introduction de la notion de fraction continue simple, et qui cut peut-
étre empéché certains doutes de se manifester ! si je I'avais plus claire-
ment mise en évidence.

! Revue générale des sciences, 3° année, p. 381. M. L. AUTONNE m accorde
un résultat que je n'ai pas obtenu. Si jai tenté de traiter, par ma méthode, la série
hypergéométrique, ce dont je ne dis pas un mot dans mon mémoire, mes cfforts ont
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Le caractéere fondamental d'une série entiére consiste en ce que
chaque nouveau terme ajouté est un mondme entier de degré supérieur
a tous les précédents, en gorte que I'on obtient des polynémes qui repré.
sentent aveo une approximation de plus en plus grande I'un quelconque
de ceux qui viennent apres. :

Or, dans une fraction continue slmple, ce caractere fondamental se
retrouve: chaque réduite représente avec unc approximation .qun,croit
en méme temps que. le rang l'une quelconque des réduites- suivantes;
et il disparait si I'on nodifie de quelque fagon la définition, comme. le
peuvent montrer les exemples les plus simples. Si donc on veut trouver,
dans les fractions continues, I'analogue de la série entiére, c'est tout au
moins parmi les fractions continues simnples qu'il faut le chercher. Le
seul reproche que l'on pourrait encore adresser & la définition de la
fraction continue simple, c'est de n'étre pas encore assez restrictive; et,
en effet, cette définition laisse échapper ce caractére important, sur lequel
J'ai insisté précédemment et qui appartient aux séries entiéres, que ses ré--
duites soient nécessairement des fractions rationnelles approchées pour une
réduite de rang plus élevé quelconque; si on se donne, a priori, une fraction
continue simple, ses réduites ne sont par conséquent pas nécessairement des
fractions d’'un tableau de fractions rationnelles approchées; elle ne définit
pas en général un tel tableau, tandis qu’une série entjére le définit toujours.

(11). Comme une série entiére peut étre mise sous forme de frac-
tion continue sinple, le théoréme d’ABEL sur la convergence des séries
entieres peut étre transporté a cette fraction continue, et I'on est alors
conduit & rechercher ce que devient ce théoréme quand au lieu de con-
sidérer la fraction continue d’EuLER, on g'adresse & une fraction continue
simple quelconque. Comme je I'ai montré, on retrouve la notion de
cercle de convergence, mais modifiée d’'une fagon essentielle, en ce qu'il
peut y avoir, a l'intérieur du cercle de convergence, des ensembles spé-
ciaux de points, isolés ow formant des lignes ou des champs, pour lesquels
la fraction diverge, tandis qu'inversement de tels ensembles peuvent se.
présenter a l'extérieur du cercle de convergence pour lesquels la frac-
tion' converge.

échoué; je n'ai traité, en empruntant 1'expression générale de la fraction rationnelle
approchée 3 M. HERMITE, que la fonction exponentielle.
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Ces considérations montrent combien il serait intéressant de reprendre,
au point de vue général auquel nous pouvons nous placer maintenant
avec la notion de la multiplicité des fractions continues pour une mnéme
fonction, les beaux travaux d’'HALPHEN, qui semble bien avoir rencontré
les premiers exemples de ces ensembles spéciaux de points ou il y aurait
convergence ou divergence anomales.

Lyon, le 26 février 1893.
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ANGENAHERTE DARSTELLUNG
DER KVADRATWURZEL EINER VERANDERLICHEN
MITTELST EINFACHER BRUCHE

VON
P. TCHEBYCHEW.

Aus dem Russischen' Ubersetzt von O. Backlund.

§ 1. Bei der Berechnung von Kvadraturen muss man haufig, wegen
Integrationsschwierigkeiten, die (zu integrirenden) Functionen durch an-
geniherte Ausdriicke ersetzen. Wenn die Integrationsschwierigkeiten von
einem Radicale zweiten Grades herrithren, so kann man mit grossem Vor-
theil als angenaherten Ausdruck des Radicales

V.

B, B
+=

die Function
B,

Fard

A+ ciatota
anwenden, welche man mittelst des ersten Theoremes erhalt, das ich in
meinemn Mémoire: Sur les questions de minima qui se rattachent a la repré- -
sentation approximative des fonctions,® bewiesen habe. Stellt man sich die
Aufgabe, die Grenzen der relativen Fehler for alle Werthe von « zwischen
z =1 und & = h > 1 moglichst eng zu machen, so wird die beste Dar-

stellung des Radicales
1
V'

B, B,
At+a =t

durch die Function

B,
(J'" + 2

+...

! Banucku llMmep. Axkazewin Haywkp. Bd. 61, St. Petersburg 1889,
* Mémoires de 1'Académie Impériale. Tome VII, 1858.
Acta mathematica. 18. Imprimé le 5 mars 1894, 15
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diejenige sein, fur welche die Verhaltnisse

Vv

Ay By B ’
C+z C+z =~ Cutz

B, B, B, .
A+G,+x+0,+x+“'+(),.+z

1%

zwischen £ = 1 und z = & moglichst wenig sich von 1 entfernen. Eine
solche Darstellung des Radicales
\/Y
z

konnen wir mit Hiolfe des erwiahnten Theoremes finden, indem wir es zur
Bestimmung der Grossen

A,B,B,,...,B, ¢C,GC,,...,C,

anwenden, so dass der Logarithmus der Verhaltnisse

B, B, B,
A+C + C,+z+' +C’,.+z
oder
A+ D B B
C,+z C,+z '~~~ " Ci+=

Vi

moglichst wenig von o abweicht, wenn z von z = 1 bis £ = h sich
andert. Wenn wir annehmen, dass in dem Intervalle z = 1, £ = h die
Grenzwerthe des letzten Verhaltnisses

l,-;>l



1

Angentiherte Darstellung der Kvadratwurgel einer Veriinderlichen. 115

gind, so kdnnen wir uns mit Hulfe des erwahnten Theoremes von der
Moglichkeit tberzeugen, diese Grenzen der Einheit zu nahern, indem die
2n 4+ 1 Constanten der Function

Av Dy By B
R e R s A

Vi

=VqA+qﬁz+qﬁz+““+qﬁJ

y=

in passender Weise bestinmt werden, vorausgesetzt, dass y von z = 1
bis # = h weniger als 25 4+ 2 Mal die Grenzwerthe

.
o~ -

1,

erreicht.
Hieraus folgt, dass die grésste Annaherung der Grenzwerthe

l’?

an die Einheit nur bei solchen Werthen von
4,B,B,,...,B,. .c,C,,...,C,

stattfindet, fir welche die Function

- B, B, B, -
(1) =4+ toget o)
im Intervalle £ = 1, z = h wenigstens 2n 4+ 2 Mal die Grdssen

l,

o~ -

erreicht ohne sie zu iiberschreiten.

Wir werden jetzt zeigen, wie auf Grundlage des angefihrten sowohl
die Grosse ! wie die Function y, welche zur Losung unserer Aufgabe
fuhren, gefunden werden kodnnen. ' '
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§ 2. Da die Function y zwischen £ = 1, z = I tber dic Werthe

! und i hinausgcht, wenn sie in diesem Intervalle far irgend einen von

1 . dy

- wird, ohne dass === o0
l ’ dz ’
so missen nach dem oben auscinandergesetzten mindestens 2n + 2 ver-
schiedene Werthe von x, von z.= 1 an bis z = h, gleichzeitig den Glei-
chungen

und % verschiedenen Werth von z gleich I oder

1=y — %) = o

und

’

(::l) 2(1 — )k — ) = o

geniigen, wo nach (1) die linken Seiten rationclle Briiche darstellen, deren
gemeinschaftlicher Nenner

€, + o)*(C, + z)*...(C, + x)*

ist und deren Zahler (4n 4+ 2)*" Grades sind. Aus der Zusammensetzung
dieser Gleichungen geht hervor, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln, die
von £ =1 und x = h verschieden sind, vielfache Wurzeln sein mfssen.
In Folge dessen konnen diese Gleichungen fur 26 + 2 verschiedene Werthe
von z nicht gleichzeitig stattfinden, ohne 4n 4 2 gemeinschaftliche Wurzeln,
gleiche oder verschiedene, zu besitzen. Diess setzt aber ihre Identitat vor-
aus, da sie nach dem eben auseinandergesetzten vom 47+ 2'® Grade sind.
Identisch konnen diese Gleichungen sein, nur wenn

(12 . .‘l[’)(l _ 12”‘1) = C(%) !;1,‘(1 —_ E)(h -—_ :U),

wo C eine Constante bedeutet. Hieraus geht dann die folgende Differen-
tialgleichung hervor:

oy dae

1 J—

(2) VOV S R == 2

Unter den verschiedenen Functionen y, welche dieser Gleichung fir
irgend welehe Constanten [ und € gentigen, ist es nicht schwer diejenige
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zu unterscheiden, welche zur Losung unserer Aufgabe fihrt. Zu dem
Zwecke bemerken wir, dass laut (1)

dy
de

zu einer Gleichung 2n'" Grades fiihrt; von z=o0 bis z= 0o kann daher
die Ableitung ig nur 2# Mal Null werden. Da sie aber nach dem an-

gefohrten im Intervalle
r=1, z=nh

wenigstens 2n Mal Null wird, so kann sie in den Intervallen

r = o0, r<1

~und
x> h, T = 0O

kein einziges Mal Null werden; und sie muss zwischen
=1, r=nh

genau 2n Mal Null werden. Aus der Gleichung (2) erhilt man demnach
zwischen den Integralen :

1

de _de
Vz(t — 2)h __z)’ Ve — )b —2)°

_/ \/(/'—y (l — ) f\/(l/ —l’)(l — )

die folgenden Verhaltnisse:

i 1
»

" ’ dy de

VI — (1 — 1y J Vet — )b —2)
= (20 4 1)°

) Y de

N i ,/ e — 1)k —2)
L/ Vo' — (1 — 1) 1 Ve — 1)k —2)
!

(3)

L) Kad
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§ 3. Auf Grund dieser Gleichung kann man die Grosse ! mittelst
des Verhaltnisses zwischen den Integralen

1

[ de / * dz
J Vel —abh—2) ] Jele— )b — =)

0

leicht ermitteln.
Von den verschiedenen Formeln, die dazu dienen kdnnen, wollen wir
im vorliegenden Falle die folgende benutzen

4 __ mpr 1+ g2 4 g8 4 L "
(4) ' =1—16¢™ (l F g gonts ¢ _—)
i=t® 8
p qUIn DI+ D )
n f=—w
—_ 1 — Iéq? +1 e ’
- y Z q(2n+])i(‘li+l)
it
wo

1

f dr _
\z(l—x)(h—1)

0

h
— 'I’ —
V(e —1)(h—2)

qg=e€ j
Diese Formel zeigt, wie ! und —; bei wachsendem n sich der Einheit
rasch nahern, und wie in Folge dessen die relativen Fehler der Formel

B, B, . B,
A+C,+x+0,+m+"'+0,.+z’

welche einc Anniherung des Radicales \/ i darstellt, rasch abnehmen.
Indem wir durch @ eine Grosse, die zwischen o und 1 liegt, be-

zeichnen, so stellt -7 alle Werthe zwischen ! und % dar. -Hiernach

finden wir mit Rucksicht auf die erwahnte Beschaffenheit der Function

_ Bl B’ B
vVl A+t iat o o
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die folgende Gleichung zur Bestimmung des Werthes des Radicales \/ i:

©  Vimrfarto i )

§ 4. Die Grossen
4,B,8B,,...,B, ¢,¢q,...,C,

welche in dieser Formel auftreten, kdnnen leicht ermittelt werden, und
zwar mittelst des Integrales der Gleichung (2), das mit Rucksicht auf (3)
erhalten wird. Denn schreiben wir dieses Integral unter der Form

_ B, B, B,
v=Vi[ A+ taaet o Yoas)
go finden wir, dass hier die Grdssen
4,B,8,,...,B,, ¢,¢c,,...,C,

mit Halfe von elliptischen Functionen mit dem Modul
(6) k=\1—

und mit Anwendung der bekannten Bezeichnung

”
3
K= [-—% _
V1—k'sin'yp
0

gich durch folgende Formeln darstellen lassen:
I

A= ’
- 2K 4K 2n kK
l\/h[l+2dn2n+l+2an2n+'+...+2dn2n+l]
2y/hdn 2mK
B — 2n 41
" e 2K +24d 2K 2 dn 2K ’
2n+l[. n2'n+l+“'+ ll2n+l:|
. 2mK
C = 2n 41

"‘_s,me ’

n
2n 41
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Bemcrken wir, dass
2mK

2n + 1

for m = o in die Einheit abergeht und den Werth nicht andert, wenn
m durch — m ersetzt wird, so kdnnen wir die Summe

2K 4K 2nkK
14 2 dn2"’+  + 2 dn;,‘i*_"_"] + ...+ 2dng—_-':—l
unter der Form .
zd X 2mK
! 2n 41

schreiben, wo angenommen wird, dass die Summe sich tber alle Werthe
m=—mn, —(M—1), ...y, — 1,0, 1, ... 8— 1,0

erstreckt. Demzufolge erhalten wir

2\/de 2mkK
- 2mK °’ m . 2mK 2mK
l\/hz dn 2-‘;"—_*-_-'1— lsn 2+ 1 2(111 -2—’—;—; l
und
- 2mK
Bn 2\/hdn2n+l 1
v - . =
Co+ 2 [ sn® 2mK zdn_zml{ en’® 2mK
21.z+l 2n +1 2n+—lh+:r
) 2mK
2n 41
2mK . A
_ 2dn 2n + 1 \/]1
- - 2mK , 2mK . 2mK :
lz- du 2n 41 e en 2n + 1 +hen 2% -I-_l
Weil der Ausdruck
2mK
n
2n 4 1 Vh
3 a 2mK =, 2mK 2mK

'——
— n2n+l ? n2n+l+hcn 2n 41
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for m = o in

I
2mK
l\ﬁl z dn 2n 4+ 1
tbergeht und unverindert bleibt, wenn m das Zeichen &ndert, so giebt er,
indem man tber alle die Werthe
m=—n, —m—1), ..., —1,0,1,...,0—1,n,

summirt, die Summe

B, B, B
A_+0‘+a=+0,+z+"'+0,.

+a

Folglich ergiebt sich aus der Gleichung (5) folgende Formel zur Be-

stimmung des Radicales \/ 5 voi'ausgesetzt, dass z die Grenzen z = 1,
: x

# = h nicht tberschreitet:
. 2mK

Vhdn
2n 41
~ E . 2mK s 2mK
(7) \/1_ zsn 2n+l+hcn i
z 20 2mK
t Edn2n+l

§ 5. Aus der Gleichung (7) ist es nicht schwer eine Formel ab-
zuleiten, welche die Grenzwerthe des Integrales

U
/—ﬁdu

giebt, und zwar mit Hualfe von Integralen, welche die Function ¥V ausser-
halb des Radicalzeichens enthalten. Dazu ist nothwendig, dass die Func-
tionen U und V far alle Werthe der Veranderlichen # zwischen den Inte-
grationsgrenzen positiv bleiben.

Wenn durch
M, M <M

die Grenzen bezeichnet werden, welche die Function ¥V dabei nicht aber-

schreitet, so bleibt
14

Mo
Acta mathematica. 18. Imprimé le 8 mars 1894. 16
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zwischen den Grenzen
I M
',
eingeschlossen, oder zwischen den Grenzen

1, h

indem
h = M
= M,

gesetzt wird. Hieraus geht hervor, dass fur alle Werthe von u, tber

welche das Integral
f \/% du

ausgedehnt wird, die Gleichung (7) fur
. : o
TTH,

anwendbar ist, wenn

Fohren wir also diese Ausdrocke far # und & in (7) ein, so ergiebt
gich

— 2mK
‘/M.“Tldnmz +1
. 2mK » 2mK
M, sy V51 2n 41 + Men 2u 41
v - 2mK
20 bakell
| l 2’ dn i
oder nach Theilung durch M :
2n 41
B E , 2mK s 2mK
\/l__ V sn 2n+[+Mcn 1
VvV 2mK

200 eman
L Z dn2n +1
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Da der Annahme gemiss die Function U far alle Werthe von «, tber

welche das Integral
f -—LL—du
\fV

sich erstreckt, positiv bleibt, so erhalt man aus dieser Gleichung

: v —., 2mK )
. VM dn o Udu -
* Vsn? 2mK + Mcn® 2mK !
(8) /'Li“1“= ¢ 2n 41 2n+l.
vV 20 2mK
¢ Z dn 2n + 1 .
Weil
J‘I
k = Mo )
so wird mit Rucksicht auf (6)
(9) Mo == M(l —_ k’)
Dies ist cine Relation zwischen
M, M,

— den Grenzwerthen, die die Function ¥V bei der Integration nicht tber-
schreiten darf — und dem Modul '

k,

der zur Bildung der Formel (8) und der Gleichung (4) dient.
Indem wir der Kiirze halber

n 2mK
° 2n + 1
durch
Sm
bezeichnen, erhalten wir
2mK —ie 2mK _ —_—
cn2n+l=\/‘—8"" dn2r|,-l-l‘—\/I_-,“;""

zdn;::"fl =14 2yi—Fsa+ 2yt —Fs+ ...+ 2y1 —Fs.
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Setzen wir ferner

(10) S=142yi—Fa+2yi—Fa+...+i—Fs

und

() O B Aoz =

so wird die Gleichung (8)

(12) f 7% du = g5 [F(0) + 2F(s,) + 2F(s,) + ... + 2F(s,)].

Weil die Grosse 6 zwischen o und 1 eingeschlossen ist, so giebt diese
Gleichung die folgenden beiden Ausdrocke fur die Grenzwerthe des

Integrales
/ —du:

f\/_du S F(0) + 2F(s,) + 2F(s,) + ... + 2F(s,),

f\/l’d —l’[F o) + 2F(s,) + 2F(s,) + ...+ 2F(s,)],

wo die Grosse ! gem#ss der Gleichung (4) bestimmt wird, aus der hervor-
geht, dass I, bei wachsendem %, der Einheit sich rasch nihert.

§ 6. Indem wir jetzt zur Anwendung der abgeleiteten Formeln
ubergehen, beginnen wir mit dem Falle

U=, V=1—Asinu

wo A < 1. Die untere Grenze des Integrales

‘ U du
f\/_v"'“f,/mm

mdge o sein; alsdann wird der grosste Werth der Function

V=1—2Asin*u
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innerhalb der Integrationsgrenzen 1 sein, und daher konnen wir in Uber-
einstimmung mit unserer Annahme tiber die Bezeichnung setzen

M=
Die Gleichung (9) giebt nun
M =1—k

0

wo M, die untere Grenze von
V=1—2Asin"u

bedeutet, fur welche die Formel (12) anwendbar ist. Da die Function
V fur die Werthe der Veranderlichen u, iber welche das Integral

[ du
J 1 — A*sin®
[}

sich erstreckt, tiber die Grenze M, nicht hinausgehen darf, so muss for -
alle diese Werthe von %

1 —A'sin*u>S 1 —%*
und folglich

sinu?l;-

Wenn
A<k,

so wird diese Bedingung offenbar fur jeden reellen Werth von u erfullt.
For den Fall
A<k

kann also die Formel (12) auf das Integral

du
Ji—2'sin’u
0

angewandt werden, wie gross % auch sein mag.
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Imm Falle
A>k

wird dieser Bedingung geniigt nur von solchen Werthen von u, die

A

arc sin
k

nicht itberschreiten; folglich kénnen dann unsere Formeln auf das Integral

"
»

/ on
J T =2 sin*u
0

angewandt werden, nur wenn der Bedingung
« = arcsin’
< le
geniige geleistet wird.
Wenn wir in der Formel (11)
U=, V=1—Asin’u, M=

setzen und o als unterc Integrationsgrenze nehmen, so finden wir im vor-
liegenden Falle

®
n

111(8) — \/l —: k’_x" __ ll" ;
S (1 — A*sin*w)s* + 1— 8

0

Vi1 - k*s?

I

PN ey arctang (i — 2%s* tang u).

Mit Hulfe dieser Function so wie der Grossen
S0 8,018, 8

die durch eine elliptische Function (§ 5) mit demm Modul % bestimmt
werden, finden wir mit Rocksicht auf (12) eine Gleichung, welche die
Grenzwerthe des Integrales

f du
J iz Teae
0

geben, Grenzwerthe, dic bei wachsendem » sich cinander sehr rasch nihern.
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§ 7. Bei der speciellen Annahme

wird
q=¢€°,

und die Gleichung (4), durch welche die Grosse ! for die verschiedenen
Werthe von n bestimmt wird, geht in die folgende uber:

I* = 1 — 16e—2n+D= 1 4 e~ WniDm 4 g—(20t6m .\
1 + c—-(?n-{—]): + e—-(cn-rS):r + . ¢

Diese Gleichung giebt far
nN=1,2,...

resp.
I’ =0.9993549,

I =0.9999988,

woraus zu ersehen ist, wie die Grenzwerthe des Integrales

dun
- ——_—
y1 — A'sin®u

0

die mit Halfe der Gleichung (12) erhalten werden, hei wachsendemn n
sich eingnder rasch nahern.
Setzen wir nun
n=1

go erhalten wir

/vl____(_’_—n = z:‘ﬁ [1’1(0) + 2F'($l)].

I — A*sin’w

Far
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geht die Gleichung, welche S bestimmt, @ber in

S=1+2\/1—§s’,‘
und

2K
sn ? = Sl

wird gleich 0.9002226; daher finden wir

S = 2.5424652.

Far k = \/[ gestaltet sich also (11) folgendermassen

\/ I— é s* arc tang (/1 — A's* tang u)

2.5424652 /1 — A's?

F(s) =
Setzen wir hier
§ = 0, § = §, = 0.9002226,
gso bekommen wir

F(o) = 0.39331954,

__0.3033402 arc tang (Wr= 6. 81040074* tang u)
V1 — 0.81040071*

F(s,)

Diese Ausdricke, in die Gleichung (12) eingefuhrt, geben folgende
Formel zur Bestimmung des Integrales

f du .
VI —2A'sin’

]

0.6066804 arc tang (1 — 0.8104007 2* tang u)]
V1 —0.81040074*

5[0.393319514 +

Far
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geht die Gleichung (12) im vorliegenden Falle tiber in

du I _ B, B, / ‘
——\/T_—,i’ ——= = [Au+ R, arc tang (R, tang u)+ o arc tang (R, tang u)],
0

wo

A = 0.2360679, B, = 0.4188060, B, = 0.3451258,

R, = /1 —o0.426298;1}, R, = /i —o0.93131302%.

Ahnliche Formeln in Bezug auf das Integral

u
1 + psin’u dn
g e————
J THgsmiuyr — Psinu
0

werden aus (12) crhalten, wenn gesetzt wird:

1 4+ psin*u .

U=_—TP50% V=1—2A"sin"u.

I 4+ ¢gsin"u

§ 8. Wenn wir in (12) far U und V verschiedene Functionen

nehmen, so erhalten wir Formeln zur Bestimmung der Grenzwerthe von
Integralen von der Form

’ li_ du,
VY

deren Berechnung nicht selten grosse Schwierigkeiten darbietet. " In der’
Weise finden wir fur

V=1—2sin«, U = o(tangu),

wo ®(tangu) cine Function ist, die das Zeichen + innerhalb der Inte-
grationsgrenzen behalt:

__.d_)_(@g_u)__ — .I a » F A . o
'/‘\/l.m_& du=,,[F(0) + 2F(s,) + 2F(s,) + ... + 2F(s,)],

o

Acla mathematica. 18. Tmprimé le 21 mars 1894, 17
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130
WO .
oo V1L— k8 (1 O(tang v)
F(s) = S '/ 1 — A%8*sin’u

0

Nach dem, was im § 6 bemerkt wurde, finden diesc Formeln far jedes

u statt, wenn
A< .

. . . T
Wenn diese Bedingung erfallt wird, und 5 s obere Grenze genomnen,

so leiten wir aus diesen Formeln die folgende ab:

;
* @(tan ,
] ?l_—_‘_‘iTil‘l‘l)—u du =3, [F(©) + 2F(5,) + 2F(s,) + .. . + 2F(s,)),
P
- . \/l — ket (" @ (tang )
T(s) - S ) 1 — 2sfsintn

0

Setzen wir im letzten Integrale
tangu = 2,

so lasst sich dasselbe schreiben:

x

A D(z)dz )
] 1+ (1 — A's")2?

0

Demnach geht die Gleichung (11), welche die Function I(s) bestimmt,

im vorliegenden Falle tiber in
/' © D(2)dz

\;"I — k*s?
1 + (l —A"s’)z*

F(s) = N

0

Hieraus erhellt, dass die Formel, dic wir zur Bestinmung des Integrales

:
/‘ O (tang u) du

VI — 2A'sin*u

[}]
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erhalten haben, nur Integrale von der Form

»

?(z)dz
I+ (1 — 2%%)z*

0

enthalt. Die Ausdricke fur diese Integrale sind far gewisse speciclle
Annahmen tber die Function @(z) bekannt.
Beispielsweise fir den Fall

O(2) = 27, o<p<1,
finden wir

-7 »

jn @(z)dz _ [ 2P-1dz _ s
[ 1-—2%%2" |1 1 — A%z 2’
¢ + ») p o s 2sin%r(l — i)}

und zur Bestimmung des Integrales
/“ O(tang w)du ® tang?—tudu
J y1—2sin’u V1 — 2*sin*u
0 ) 0

werden wir dann nach (12) haben:

, 1 —k's?
F(s) = n{l 8 _,
2 sin 1;_71'(! — 218" 8
und folglich
; T P—
. _ e 2 —
" tang?ludn ' +2 \/(l — g + + (1 — A'a)”
:’ \/T — A'sin’u 2 lgﬂ sin J’T”S

Fahren wir hier den Ausdruck (10) far § ein, so erhalten wir

; I 2\/1—-1.-*3_{__*_ +2 1— kst
/' tang? ludn 27" L+ (=2 " (1 — Z'a:)".
o JT—A’Sin’u l’”sinﬁ 1 4+ 2\//1 —k’—s} + ...+ 2\'[ c— k’B:
0 i)
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. [
In dem speciellen Falle, wo k== \/—; und # =1 angenommen werden.

giebt diese Gleichung mit Ricksicht auf
2K :
§ =sn—= 0.9002226

zur Bestimmung des Integrales

A

»
tavng? - udu

J 1 — 2*sin*u
0

fir AZ:\/;I’ die folgende Formel

‘e | 03033195 +

12" sin

0.6066805% ]
’

r
(1 — 0.8104007 i%)?

-~

WO
I' = 0.9993549.

Setzen wir # = 2, mit Beibehaltung desselben Moduls, so finden wir
zur Bestimmung des Integrales :

T
2 .
tang?—ludu
Vi — 2*sin’u

(]
12V}

im Falle

die Formel

1
-7

-1 0.2360679 +
20 i P
l sin —- (1 — 0.4262987 2%

0.4188060 0.3451258 -
s o vl
* (1 —o0.93131302%)*

WO 4
I* = 0.9999988.
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SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES NOUVELLES

PAR

EMILE PICARD

a PARIS.

(Premier mémoire.)

Je me propose, dans ce travail, de démontrer 'existence d’une classe
) 1
de transcendantes nouvelles gui généraliseront les fonctions doublement
qu g
périodiques. Les fonctions que nous allons considérer admettent toutes
unc période £, mais le changement de z en z + & modifie les fonctions
de la maniére suivante. Soit

=R (u,v,...,w),
v=R,(u,v,...,w),

w=R,(u,v,...,w),

une substitution birationnelle quelconque, relative a m lettres w,v,...,w.
Je me propose de ontrer qu'id existe une infinité de systemes de m
fonctions '

(2), ¢(2)5 ..., ¢(2)
uniformes dans tout le plan, n’'ayant que des discontinuités polaires, et jouissant
des propriétés suivantes:

Elles admettent la période £, et on a, par le changement de z en z 4 &

fle + &) = R[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)],
¢z + &)= R,[f(2), ¢(2), ..., $(2)]. :

¢z + &) = R,[f(2), ¢(2), ..., d(2)]

dcta mathematica. 18. Imprimé le 24 mars 1821,
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(Dans la suite, pour la commodité des calculs, nous poserons, ce qui ne
diminue en rien la généralité: £ = w'i, & = w, en désignant par w et
o' des quantités réelles positives.) '

On trouvera simplement, dans ce premier mémoire, avec quelques
propositions auxiliaires qui ne sont pas par elles-mémes sans intérét, la
démonstration de l'existence des transcendantes dont je viens de parler.
Lc¢ mode de démonstration employé me parait digne d’attention; japplique
a un probléme relatif a la théoric des fonctions ces méthodes d’approxi-
mations successives si fécondes dans la théorie des équations différentielles
- ordinaires et des équations aux dérivées partielles, méthodes d'autant plus
intéressantes qu’on peut varier presque a l'infini les conditions de leur
application, et je ne doute pas que des considérations plus ou moins
analogues & celles dont je fais ici usage ne puissent étre utilisées pour
démontrer I'existence d’autres classes de fonctions.

C'est la considération dec certaines équations différentielles ordinaires
s¢ rattachant aux travaux de M. Soruus Lir sur les groupes de transfor-
mations qui m'a conduit & I'étude des transcendantes précédentes: c’est un
sujet que jaborderai dans un second mémoire. On trouvera un résumé
trés succinct de ces recherches dans les Comptes Rendus de 'Académie
des Sciences (9 et 30 octobre 1893).

L.

1. Considérons m polynomes
P,v,...;w), Pu,ry.oyw)y, ..., Pu,v,...,w)

dépendant de m variables u, v, ..., w. On suppose que ces polynomes

g'annulent pour
W=v=..,. = w = O.

Soient @ et o' deux constantes réelles et positives données.  Nous nous

proposons d'abord de faire roir qu'on peut trowver une infinité de systemes
de m fonctions analytiques

1) ¢ (2) s ¢(2)
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de la variable complexe x, uniformes i droite de U'axe Oy (on pose z =z + iy),
- admettant la période w'i et enfin satisfaisant aux équations fonctionnelles

suivantes:
fz + o) = P[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)),
¢z + o) = P[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)],

............. e o o o o

P(e + 0) = P[f(2), ¢(2), .-, $(2)].

2. Démontrons d’abord un premier Fig. 1.
lemme qui va jouer dans notre analyse un - 'y
role fondamental. Je désigne par f(z) et
P(z) deux fonctions uniformes dans tout le
plan, ayant 't pour période. En outre on .
a l'identité

flz + 0) = pf(2) + P(2),

;¢ étant une constante, qui nc satisfait pas
a une relation que nous écrirons dans un
moment. De plus, ayant tracé une suite de vy
bandes paralléles & Oy et d'épaisseur w, on

suppose que f(z) est holomorphe dans la premiére bande (et un peu a
droite et & gauche de cette bande), tandis qu'on suppose seulement P(z)

holomorphe dans une bande étroite i’ contenant Oy. Soit dans cette

derniére bande,
P(z2) =z (A,.r" + g’)

en posant x = e“. Dans le plan de la variable =,
nous aurons la convergence dans la couronne comprise
entre deux circonférences ; et ', a l'intérieur de la-
quelle se trouve la circonférence de rayon un. Suppo-
sons que dans cette couronnc et sur les circonférences
J et ;' ellessmémes, le maximum du module de P(2)
soit M. Il est facile d’avoir le développement de f(2); soit:
(z) =Y (4w + f—)




136 Emwmile Picard.

Nous poserons ¢ = A; on a alors
AN —p) = 4, BG —,;) = B,

Nous supposons que, pour aucune valewr de lUentier positif v, on w'ait

soit p = X, soit p = %
Remplagant enfin A par :) (@ < 1), nous avons
N . B,
4, = T B, =5——-

On a donce

(i , B, 1
f(z) =z 1—/10“A”m + ”"—/IF’

ce que l'on peut écrire

B, A b %
f(2) = —,',sz“*‘z 1 —”/tfi”-l-z/l(”"—l‘

Je dis que nous allons pouvoir trouver une limite de |f(z)| sur les cir-
conférences 7 et ;. Prenons d’abord la circonférence extérieure j. les
trois séries, dont la somme est égale & f(z), convergent toutes sur cette
circonférence. D'autre part 4, et B, ont des modules moindres respective-
ment que

— et Mp”

en désignant par p et g’ les rayons des circonférences 5 et ;. On peut

donc certainement fixer un nombre a, indépendant de M, tel que I'on ait
|f(2)i<a.M, (sur la circonférence ;)

a dépend seulement de @, @', p et de la position des droites i et ¢
Examinons maintenant la circonférence ;. Nous écrirons f(z) sous
la forme

f()—-——]’()-l— ZA +2Aﬁ.r Y BH

o 11 (A u) »
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Les trois séries du second membre convergent sur s, et on a de suite une
limite supérieure de leur module en remplag¢ant 4, et B, par leur module
maximum; quant & P(z), il a pour module maximum M. On pourra
donc trouver une constante a’ ne dépendant pas de M et telle que I'on ait

|f(2)| <a.M  (sur la circonférence ;).

En désignant par a la plus grande des deux constantes positives a et a'

nous aurons
|f(2)| <a.M

sur les circonférences j et j', et, par suite, dans I'aire annulaire limitée
par ces circonférences. Nous avons donc le premier lemme que nous
voulions établir. On peut trouver ume constante a telle que U'on ait dans

la bande '
|f(2)| <a.M,

a ne dépendant pas de M, mais seulement de w, o', pn et de la position
des droites 1 et 1.

3. Un second lemme nous sera encore utile. Soient

fE,y,.c,t), p@,y,...58), ..., P(@,y,...,10),
m fonctions des m lettres z,y, ..., ¢ holomorphes dans le voisinage de
Z=y=...=1t=o0 et gannulant pour ces valeurs. Nous considérons

la transformation _
o= flx,y,...,10),

) Y==9E,y,...,1t),

On peut, en général, par une substitution linéaire convenable faire en
gorte que les termes du premier degré dams f,¢,..., ¢ se réduisent
- respectivement a

T, VY, ..., 7.

Acta mathematioa. 18. Imprimé le 28 mars 1894. 18
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Faisons donc cette hypothése, et soit depuis |u| <1, |v|<1,..,|7|<1.
Nous voulons faire la remarque & peu prés évidente que, partant d'un
systéme de valeurs (x,y,...,1t) suffisamment voisines de zéro et effectuant
un nombre indéfini de fois la substitution (1), les valeurs de z,y,...,¢
auront zéro pour limites.

La démonstration est immédiate. Soit A le module maximum de
/Yy ® (A< 1), et désignons par M le module maximum des fonctions

f—pr, o —vy, ..., d—mt

quand z,y, ..., t reste a lintérieur du cercle de rayon r ayant l'origine
pour centre. Il suffira de faire la démonstration pour la transformation

. M e T E ST

Z—M+l_z+y+...+t M—M a ’
a

' — 2 M o Y+t

?/—Ay+l_z+y+...+t M—M a ’
a

. M M yrty+... .+t

CERt Ly M
a

en donnant & z,y,...,¢ des valeurs réelles et positives. Or, dés la
premiére transformation, les valeurs des différentes lettres deviennent
égales, et nous sommes ramené par suite au cas d'une seule équation
qui est bien connu, et est entiérement évident puisque de la relation

v=M+4...

ol A est compris entre o et un, on conclut de suite, pour x suffisamment
petit

¢

z < hz,

h étant compris entre A et un. Donc au bout de n transformations suc-
cessives, la valeur de z sera inféricure a

h*x

et tendra par suite vers zéro quand » augmentera indéfiniment.
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4. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théoréme
énoncé au paragraphe 1. En lajssant de cdté certains cas exceptionnels,
on peut supposer en faisant une substitution linéaire convenable que les
termes du premier degré dans

Pu,v,...,w), P(u,v,...,w), ..., P(u,v,...,w)

se réduisent respectivement a

Uy ¥y ooy MW
et écrivons *
P=pu+9Q, P=pv+¢, ..., Po=pw+ ¢Qa

les polynomes @ commencant nécessairement par des termes du second degré.
Ceci admis, en réduisant les P & leur premier terme, nos équations
fonctionnelles deviennent

f(z + w) = pm,f(2),
¢(2 + w) = pp(2), .

On peut y satisfaire en prenant pour f,¢,..., ¢ des fonctions double-’
ment périodiques de seconde espéce, admnettant le multiplicateur un pour
la période i et respectivement les multiplicateurs g, , g,, ..., #,, pour
la période w.

Choisissons, arbitrairement d’ailleurs, un systéme

1(2) s 95(2) s - o5 Po(2)

de fonctions doublement périodiques de seconde espéce, ayant les mémes
poles que nous supposerons simples dans un rectangle de périodes.

Ces fonctions vont mous servir de premiére approximation.

Nous tracons & .droite de Oy, dans le plan de la variable 2, des
paralléles & cet axe distantes de w, soit

T=w,20,....
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Nous avons ainsi une succession de bandes de largeur w. Je considére
alors les équations

fe+ o) = m A& + QU 70(2) s -+ du(8)]

(2) ¢ (2 + o) = e, (2) + Qf(2)s ¢o(2)s o0y ¢o(2));

B+ 0) = (&) + Qulh(2)s £2), - o(2)]
Nous allons montrer qu'on peut trouver un systéme de fonctions uni-
formes f,(2), ¢,(2),..., ¢,(2) ayant la période w'i, satisfaisant & ces
équations, et ayant dans la premiére bande a droite de Oy les mémes poles
que f,(2), ..., ¢,(2) (on peut supposer que ces derniéres fonctions n’ont
pas de poles sur Oy) avec les mémes résidus. |

Faisons d’abord la démonstration en supposant que f,, ..., ¢y, n'ont
qu'un poéle dans un rectangle de périodes. En désignant par p le degré
des polynomes @, nous pouvons satisfaire aux relations précédentes en
prenant pour f,,¢,,..., ¢, des polynomes de degré p en f,,..., ¢, et
ne renfermant pas de terme du premier degré; ces relations détermineront
dans ces polynomes les coefficients de tous les termes. Il ne pourrait y
avoir d'impossibilité que si on avait une relation de la forme -

PSS = s
les v étant des entiers positifs pour lesquels v, + v, +... 4 v, > 2; nous
supposons qu'il w'existe pas entre les u de relation de cette forme. Au po-

lynome trouvé pour f, on peut ajouter une fonction linéaire arbitraire
de f,,..., f&Y, soit

(e) aofo(z) +afi(s)+ ...+ a,, 3P 70(2).

La premiére des relations (2) ne cessera pas d'étre satisfaite, quelles que
soient les constantes a. Nous les déterminons de ‘maniére que f,(2) ait
pour pdles simples les poles de f,(z) situés dans la premiére bande avec
le méme résidu. On opére de méme pour chacune des autres fonctions
¢,(2), ..., ¢,(2), qui se trouvent alors complétement déterminées.

Nous venons de supposer, dans la résolution des équations fonction-
nelles (2), que f,..., ¢, n'avaient qu'un seul pdle dans un rectangle
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de périodes. S'il y a plusieurs péles, on détermine toujours de la méine
maniére les polynomes de degré p en f,,..., ¢, ne renfermant pas de
termes du premier degré, et au lieu d’ajouter ensuite une expression de
la forme (¢) qui ne renfermerait pas assez de coefficients arbitraires, nous
ajouterons l'expression générale d'une fonction doublement périodique de
seconde espéce (aux multiplicateurs un et u,) décomposée en éléments
simples et ayant pour pdles multiples d'ordre p les pdles de f,. Nous
pouvons alors disposer des coefficients de maniére & avoir une fonction
f, ayant pour poles simples les pdles de f, avec les mémes résidus
respectifs. .

Ayant ainsi déterminé f, ¢ ,...,,, nous continuons nos approxima-
tions. Des fonctions £,,..., ¢,, on déduira des fonctions f£;, ..., ¢, ab-
solument comme on a déduit f,,..., ¢, de f,,..., ¢,. D'une maniére
générale, on a

f.(z + ‘”) = Plﬂ(z) + Q][f—l(z) y Fa1(2) 5 ooy ¢n—l(z)]a
¢alz + w) = #z?n(z) + Qs[f—l(z) ’ S"a—x(z) 1oy ¢n~1(z)]’

Ga(s + ©) = pna(2) + Qulfia(2) s 20 ()5 - -5 Pusa(2)]

Tous les f,,..., ¢, ont respectivement les mémes péles que £, ..., &,
dans la premiére bande, avec les mémes résidus.

Nous devons maintenant nous poser la question suivante:

Ces approximations successives convergent-elles vers ume limite? Clest
la le point essentiel dans la démonstration, que nous allons maintenant
examiner.

5. En posant d'une maniére générale
1.(2) = £,(2) + F.(2),
. (2) = p,(2) + @.(2),

ooooooooooooo

¢'-(5) = fbo(’) + ¥.(2)
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on a pour les fonctions F,, ..., ¥,, fonctions holomorphes dans la premiére )
bande

F.(z+ o) =pF.(2) + Qlfy + Foety 0o + Ouy -5 & + Vi),
V.2 + o) = ¥.(2) + Qulfy + Foci s ¢ + Oy o v vy b + ¥ani]
Supposons Yue dans la bande ¢’ (fig. 1), on ait

!fu(z)| <M,..., I?bo(z)l <M
et pareillement

Foy(8), < My_yy .ony |¥isi(2)| < M,

Remplagons d'autre part dans @,,..., ¢, chaque coefficient par son
module et désignons par g le polynome ainsi obtenu; nous aurons alors
en nous reportant au lemme du paragraphe 1 et gardant pour a la signi-
fication de ce paragraphe (on prend pour a le plus grand des m nombres
que donne le lemme)

|F.(s) <a.qM+ M, ,, M+ M,_,,...,M+ M,_,),

et cette inégalité valable dans la bande i’ s’'applique aussi a @,(2), ..., ¥,(2)-
Si donc nous posons

M=aqM+M,_,.., M+ M_)
nous pourrons écrire:
|F.(2)| < M,, ..., |¥.(2)| < M, (dans la bande ).
Or considérons la transformation
(4) r=aqM+z, M+z,..., M+ 2)

et cherchons si cette transformation effectuée n fois de suite sur une lettre
x conduit vers une limite quand # augmente indéfiniment. On doit,
conformément au lemme du paragraphe 2, former I'équation

r=a.qM+z,..., M + z).
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.

Or si M est suffisamment petit, cette équation aura une racine voicine
de zéro, puisque ¢ est un polynome en (M +4 z) commengant par un
terme du second degré; il est clair que cette racine sera de l'ordre de
M?®. Dautre part la dérivée du second membre de (4) par rapport a z
sera visiblement aussi pour cette racine de l'ordre de M? et par suite
d’un module moindre que un, si M est assez petit. Par conséquent en
prenant la valeur initiale de z elle-méme assez petite, la succession des
valeurs déduites par la répétition de (4), tendra vers une limite et par
conséquent toutes ces valeurs resteront moindres qu'un nombre K. On
a ici comme valeur initiale de z la quantité M, qui est de l'ordre de
M?; nous sommes donc assuré que le nombre K est trés petit quand M
est lui-méme trés petit. Nous pouvons donc écrire que 'on a, quel que
soit n

|F.(2)|< K, ..., |¥.(2)| < K, (dans la bande ii’)

K étant une constante trés petite en méme temps que M.

6. Nous allons maintenant faire voir que
F.(2),..., ¥.(2)
ont des limites, sous la condition que M soit assez petit. Nous avons
F,(z + 0) — F,_,(z + ©) = w(F,(2) — F,_(2)
+ @l +Fo,.. ]—@lh+ Foy, .. ]

et des égalités analogues. Or, en s'appuyant sur les résultats du para-
graphe précédent, on voit immédiatement que la différence qui forme les
deux derniers termes du second membre est moindre que

A'Nn—l)

A désignant une constante indépendante de # et tendant vers zéro en
méme temps que M; quant a N,_,, il représente le maximum des va-
leurs absolues des différences

Fn—-l(z) - Fn—?(z) ’ (pu-l(z) — ¢n—‘l(z) y ceey lp’-—l(‘) - 'lf,__,(z)
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dans la bande #’. La lemme du paragraphe (1) nous donne donc
|F,(2) — F,_,(2)| < aA.N,_,,
................. (dans la bande ii').
| @u(2) — @us(2)| < GA.N,,

Ces inégalités sont fondamentales, et nous permettent d’achever la dé-
monstration. On voit en effet que la série

F\(z) + (Fylo) — Fi(2)) + ... + (Fu(2) — F1(2)) + ...
est convergente dans la bande i, si on a
aA< 1,

elle converge, dans ce cas, comme une progression géométrique décrois-
sante. Or, l'inégalité précédente sera vérifiée si M est suffisamment petit:
c’est la une condition que nous pouvons toujours réaliser, puisque les

fonctions
f(2)s ey dy(2)

peuvent étre multipliées par une constante arbitraire assez petite, avant
de commencer le calcul des approximations successives. Nous arrivons
donc alors a la conclusion suivante:

Quand n augmente indéfiniment, les fonctions
F.(2), 0.(2), .., ¥(2)

convergent uniformément vers des limitesv
F(z), 0(2),..., ¥(2),

z restant dans la bande ii'.

7. Les fonctions
F,(2), @,(2),..., ¥.(2)

ayant des limites dans la bande 4, auront nécessairement aussi, d'aprés
les relations (3), des limites dans la bande se déduisant de ¢’ par le
changement de z en 2z 4+ w. Ces limites notamment existeront sur la



Sur une classe de transcendantes nouvelles. 145

droite A4A' (fig. 1), par suite -dans toute la bande (yy', 44’') et enfin
évidemment, d’aprés la maniére méme dont nous y arrivons, un peu a
droite et un peu a gauche de cettc bande. Revenant maintenant a

1u(2) = f(2) + L.(2),

$a(2) = do(2) + ¥.(2)

nous voyons que les limites de

fi(2)s . ooy &a(2)

sont les fonctions cherchées; désignons-les par f(z), ¢(2),...,¢(2). Elles
sont définies dans la premiére bande et un peu au dela a droite de 44’
(il est inutile de parler du coété gauche). Les équations fonctionnelles
elles mémes

flz + w) = P[f(2), ¢(2), ..., $(2)],
¢z + o) = P,[f(2), ¢(2), ..., ¢(2)]

¢z + o) = P[f(2). ¢(2), ..., §(2)]

définissent les fonctions de proche en proche dans le demi-plan & droite de
Oy. Les valeurs des fonctions dans les différentes bandes & droite de Oy
sont bien respectivement les prolongements analytiques les unes des autres,
puisque les limites trouvées pour la premiére bande ctaient susceptibles
de gétendre un peu au dela en satisfaisant aux équations fonctionnelles.
Nous avons donc démontré le théoréme énoncé au paragraphe premier. 11
est a peine besoin d’ajouter que les fonctions f,¢,...., ¢ ne se ré-
duisent pas & des constantes puisqu’elles ont des poles dans la premiére
bande.

Acta mathematica. 15. Tmprimé le 29 mars 1594, 19
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11.

8. Quelques remarques sont nécessaires sur les hypothéses d'inégalité
qu'exige la démonstration précédente.

D’abord, pour qu'on puisse appliquer le lemme du paragraphe 2,
nous devons supposer que [l'égalité

2yt

(5) p=e

ne peut étre vérifide, v étant un entier quelconque positif ow négatif, powr
aucune valeur de i entre 1 et m. '

Nous avons fait ensuite une seconde hypothése (§ 4) consistant dans
Uimpossibilité d'une relation de la forme

M =

les v étant des entiers positifs pour lesquels v, 4+ v, + ...+ v, > 2.
Au fond cette restriction est inutile; nous l'avons faite pour pouvoir cal-
culer plus facilement nos fonctions approchées, mais un peu d’attention
suffit pour montrer qu'une telle égalité n’est la cause d’aucune véritable
difficulté. Nous nous sommes trouvé en définitive au paragraphe 4
devant le probléme suivant: en désignant par ¢(z) une fonction de se-
conde espéce pour laquelle on a

P+ i) = g(z), P+ ) = ig(2),
trouver une fonction uniforme f(z) ayant la période w'i et telle que
e + @) = uf(2) + $(2)

Le cas que nous avons examiné correspondait & A %= . On a de suite
en effet une solution de l'équation précédente, en prenant

Cette solution ne convient plus si A = p; mais il suffit de considérer ce
cas comme un cus limite. L’élément simple servant a décomposer ¢(z)
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est fonction de son pole, d'un certain coefficient et de 4; pour des valeurs
regardées comme numériques des divers podles et des divers coefficients,
il ne reste que A de variable, et nous pouvons regarder ¢(z) comme
fonction de z et A, soit

¢z, A).

Au lieu de prendre la valeur .écrite plus haut pour f(z), on peut prendre

_ ¢, A —¢@,p)
f(Z)— . l—[l

et par suite pour A = x, nous avons

3z, )
(2) = -
C'est une fonction uniforme de 2z avec la période w'i et satisfaisant & la
relation

e + o) = () + ¢(2),

et que l'on pourra évidemment exprimer au moyen des transcendantes
de la théorie des fonctions elliptiques. -

En résumé, nos hypothéses d'inégalité se réduisent donc & U'impossi-
bilité de relations de la forme (5).

9. Je ferai encore une remarque importante relativement a I'emploi
des approximations successives pour obtenir les fonctions cherchées. Nous
sommes parti des fonctions de seconde eapéce

o(2) s ¢4(2) 5 -y y(2).

Nous aurions pu partir de fonctions wuniformes quelconques admettant la
période w'i, holomorphes dans la bande ii’, et admettant une file de péles
(supposés simples) dans la premiére bande (yy', 44’). Il nous faut, dans
ces nouvelles conditions, compléter un peu le lemme du paragraphe 2.
Reprenons I'équation fonctionnelle ‘

flz + o) = pf(2) + P(2),

P(z) désignant une fonction uniforme de période w'i, et holomorphe dans
la bande i’. Existe-t-il une fonction uniforme, holomorphe entre i et



148 Emile Picard.

AA’, et qui satisfasse & l'équation fonctionnelle ci-dessus? Reprenons le
développement

vz w2

P(z) = XA,e* + Be
valable dans la bande #’. En posant

b P2 ne

f(z) = ZAe” + Be “,

et en admettant que f(z) soit holomorphe entre i/ et AA’, nous pouvons
avec 'équation fonctionnelle déterminer les coefficients de f(z). On ob-
tient ainsi (§ 2) ‘

A4, ZTe-o B, -
f(3)=zl_/‘0ue +b,—_—”3 .

D’ailleurs en désignant par d et d’ les distances de l'origine a la droite
i et & la droite ¢, on a

M | e
|4, ] <-yza) B|<Me *
e

Il en résulte que la série représentant f(z) sera certainement convergente
pour
—d<zr<w+d, (2 ==z + ).

Ce résultat obtenu, il n'y a aucune modification essentielle a fuire & la
série de nos raisonnements. Les fonctions successives données par les
approximations :

fu(2)s ¢u(2)s oo s &a(2)

auront les mémes poles dans la premiére bande que £,(2), ¢,(2), ..., ¢,(2).
La convergence des approximations successives sera certaine, si f,,..., ¢,
ont un module suffisamment petit, dans la bande i’ et dans celle qui
s'en déduit par le changement de z en 2z 4 .
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IIL

10. Au lieu des polynomes P,, P,,..., P, du paragraphe 1, con-
sidérons maintenant m fonctions rationnelles

Ru,v,...,w), BR(u,v,...,w), ..., R (u,v,...,w)
de m lettres u,v,...,w.

Nous allons montrer quon peut trouver des fonctions

f(2), ¢(2), ..., §(2)

uniformes dans la moitié du plan @ droite de Oy, admettant la période w'i
et satisfaisant aux équations fonctionnelles

fle+ o) = R[f2), 9(2) .., $(2))
[ £G+ o) = RIE), ¢(), . (2,

......................

t Sb("" + (0) == Rm[f(z) ) ¢(Z) LA ¢(z)]

(6)

Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que les R s'annulent
pour u =v=...=w =0 et que le dénominateur commun des R réduits

a avoir méme dénominateur prend la valeur un pour u=v=...=w=o.
Nous raménerons bien facilement ce cas au cas précédent. Rempla-
cons en effet f, ¢, ..., ¢ respectivement par
I $_ ¢ .
1+, 1+’ 14y

Les seconds membres des équations fonctionnelles deviendront des frac-
tions rationnelles en f, ¢,..., ¢ et y avec méme dénominateur. Nous
aurons ainsi
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fete) _ Plg.....dg
L+ /(2 + o) L+ Punlfoe, ..., 7]
¢z + ) _ Pir,e,....¢,7

l+1(z+w) - I 4+ Plll+l[/'l¢l"'l¢’7_],

......................

fet+w)  Pulfig,. ¢,/

L+ G+ @ " 14 Panilfr g, -0 0,7

les P étant des polynomes. Les m premiers P, P,, ..., P, sannulent
pour f=¢ = ... = ¢ = o, quel que soit y. Le polynome P,,, s'annule
pour f=¢=...=¢ =y =o0.

Nous sommes donc amené & écrire les m + 1 équations

fe+o)=Plf¢,...s ¢ 1)
) ¢t o)=Plf ¢, ¢, 2}

............... .

1+ o) = Pm+1[f’9"""¢”1]'

ce qui nous raméne au cus précédemment étudié. Les nombres p qui
jouent un role important s'obtiennent immédiatement. Les m premiers
seront les racines de I'équation relative a la substitution linéaire formée
avec les termes du premier degré, dans les numérateurs des R; quant
au dernier p,,, il sera égal au degré des polynémes P. Les conditions
d'inégalité qui doivent étre vérifiées (§ 8) sont donc faciles a former.

11. Il n'est pas inutile de s'assurer que les fonctions dont nous
venons d’'établir l'existence ne se réduisent pas a des constantes. Nous
sommes certain d'obtenir par les équations fonctionnelles (7) des fonctions
fr¢,...,¢,y qui ne se réduisent pas a des constantes; c’est ce que
nous avons déja dit a la fin du paragraphe 7. On peut se donner ar-
bitrairement dans la premiére bande les files de podles avec le résidu
correspondant. Dans ces conditions il ne pourra pas arriver en général .

que les quotients
/ ¢ 4
Ty id g Ty
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se réduisent a des constantes. Il suffit en effet d’avoir dans la premiére
bande pour f,¢,..., ¢,y deux poles distincts (c’est a dire différents
d’'un multiple de ©') avec des résidus dont les rapports sont, pour I'un
ou l'autre pole, différents; on est alors assuré que les quotients précé-
dents ne peuvent se réduire a des constantes.

12. Jusqu'a présent, nous n'avons obtenu que des fonctions uni-
formes dans une moitié du plan. Supposons maintenant que la trans-

formation rationnelle
w R (u,v,...,w),

v'= R(u,»,...,w),

®)

w =R, (u,v,...,w)),

soit de plus birationnelle, c'est & dire que des équations précédentes on
puisse tirer ,v,...,w en fouctions rationnelles de w', v', ..., w'

D’aprés le paragraphe 10, nous pourrons trouver des fonctions pério-
diques de période w'i satisfaisant aux équations (6) et uniformes dans la
moitié du plan & droite de Oy. Il est facile de voir que, dans le cas
ou nous nous placons maintenant, ces fonctions seront uniformes dans tout
le plan. On a en effet la substitution inverse donnant les relations

f(2) =Q[fe+ w),¢z+ w),...,d( + o)],
£(5) = QU +0), ¢+ @) s Pl + )]

.................... e 8 o e e & & o

02)=Q.[f¢e+ 0),¢(e+ o),.... ¢(z + w)],

les @ étant des fonctions rationnelles. Les fonctions définis & droite de
Oy s'étendront donc de proche en proche dans les bandes successives a
gauche de Oy et cette extension sera évidemment une extension analytique.

Nous arrivons donc au théoréme suivant qui est le principal résultat
de ce travail:

Etant donnée une substitution birationnelle arbitraire (S), on peut trouver

une infinité de systémes de fonctions

f(2), ¢(2), ..., ¢(2)
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untformes dans tout le plan avec des discontinuités exclusivement polaires,
ayant la période w'i, et satisfaisant aux équations fonctionnelles

(2 + 0) = B, [f(2), ¢(2), ..., $(2));
¢(z + o) = BR,[f(2), ¢(2), ..., $(2)),

----------------------

¢(z + 0) = R,[f(2) . ¢(2), ..., $(2)]-

IV.

13. Je dois, en terminant, rappeler un mémoire de M. PoINCARE
(Sur ume classe nouvelle de transcendantes uniformes, Journal de mathé-
matiques 1890) dans lequel I'éminent géométre s'était proposé un pro-
bléme analogue & celui que nous venons de traiter.

Soient m un nombre quelconque réelle ou imaginaire ((m| > 1) et

R]) RQ’ "')Ryn

n fonctions rationnelles de n lettres. M. PoINcARE se propose de chercher-
des fonctions uniformes de u ‘

e, (1), ¢,(1), ..., ¢.(u)
telles que l'on ait ‘
¢, (mu) = R [g,(x), ¢,(1), ..., g(u)];
¢ (m") = Ra [f’l(u) ’ 9’2(“) y ey fpn(")]’

-----------------------

ffa(”m) = Rﬂ[¢l(u) ’ ?2(“) y ey ¢n(u)]’

en se bornant aux fonctions qui ne présentent pas pour w = o de point
singulier essentiel.
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Si nous posons
#=¢€

les fonctions ¢(u) deviendront des fonctions uniformes de 2z

f(2)s £,(2)s -y fu(2)

admettant la période 27i, et en posant
logm = @

(on prend une détermination fixe d’ailleurs quelconque de ce logarithme),
on aura

fl(z + "’) = R, [/'1(2) ’ f?(z) PR ]‘n(z)]’

foz + ©) = R,[f,(2), f,(2), ..., fu(2)]s

et nous obtenons ainsi des équations fonctionnelles toutes semblables &
celles que nous avons étudiées dans ce mémoire.

L’hypothése faite que % = o n'est pas un point singulier essenticl
pour les fonctions ¢ entraine une certaine relation d'égalité pour les fonc-
tions rationnelles R. En admettant que les R s'annulent pour

¢l=¢2:='°'=¢"=0

et que l'on ait, comme il est en général permis de le supposer, les dé-
veloppements dans le voisinage de zéro

R1(¢1’¢2""’¢-)=/11¢1 + ...,
Bgys#aseees¥n) =pa¢s + ooy

...................

Iiﬂ(?l’??""’¢n)=/ln¢u +""

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier, l'un des
nombres p doit étre égal @ m. Clest a l'aide de développements ordonnés
suivant les puissances entiéres et positives de e que M. PoixcARE démontre
I'existence des transcendantes dont il s'occupe, ¢t qui pour des R donnés,

ne dépendent que d’'une ou plusieurs constantes arbitraires.
Acta mathematica. 18. Imprimé le 3 avril 1894, 20
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Les problémes que nous avons traités sont donc en réalité différents
de ceux qui ont occupé M. Poincare dans le beau mémoire que nous
avons cité, et je me vois aucune autre maniére d’établir I'existence des
transcendantes que nous avons considéré ici que des méthodes d’approxi-
mations successives susceptibles d’ailleurs, comme on I'a vu, de toute la
rigueur désirable.

Paris, le 30 décembre 1893.
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EIN BEITRAG ZUR THEORIE DES LEGENDRE’'SCHEN POLYNOMS

°
VON

DAVID HILBERT

in KONIGSBERG i. Pr,

Die vorliegende Mittheilung beschaftigt sich mit der Frage nach dem
kleinsten von o verschiedenen Werthe, dessen das Integral '

1 =f[f('~7’)]’d"" (3>a)

fihig ist, wenn man fir f(r) eine ganze rationale Function n— 1t
Grades mit ganzzahligen Coefficicnten wahlt und wenn man unter a und 8
gegebene Constanten versteht.  Wird

f() =ax"" + a2+ ...+ a,

gesetzt, so geht das Integral in eine definite quadratische Form der »
Veranderlichen a , a,, ..., ¢, Gber:

i,k
I= zau“t“u (i)k=1,2,...,n)
deren Coefficienten durch die Formel

Finecik Rl g nei— kL

20 —i—k+1

3

*

a, = f "y =
a

gegeben sind.
Um eine oberc Grenze fur das Minimum dieser quadratischen Form
1 zu crhalten bedarf ¢s der Berechnung ihrer Discriminante

a” al, DY a‘,.

Ay Gy o oo Agy

Du,i':
. . “ ..

anl an‘l ¢ u:lm
Acla mathematica. 18. lmprimé le 3 avril 1891,
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Ersetzen wir in dieser Determinante jedes Element durch seinen Integral-
ausdruck und verwenden dabei in allen Elementen der ersten Horizontal-
reihe die Integrationsverinderliche z = z,, in den Elementen der 2'",
n'" Horizontalreihe beziiglich die Inntcgrat1onaver."tnderhchen r = z,,
» & = Z,, sq stellt sich dle Discriminante der quadratischen Form 1
als ein n-faches Integral von der folgenden Gestalt dar:

,,,,—j f.l" R S °H(’ri—:r,)dv,... de,.

Die Vertauschung der n Integrationsveranderlichen = ,...,x, und die
Addition der dadurch entstehenden Gleichungen liefert dann

,3
D, = / / I (z, — x)dx, .. . dr,

und wenn wir mittelst .

r, = %(ﬂ —a)y: + i(ﬂ + a) (i=1,2,...,m

die neuen Integrationsveranderlichen y,, ..., ¥, einfuhren, so gewinnen wir
die Formel

D, = ('1—:—‘) D,

wo zur Abkirzung D = D_, ,, gesetzt ist.
Beispielsweise folgt fur a = 0,8 =1

! 1 1 1 | S
1 3 2 2 -
1 o - o 2 3 4 n
3 5
vt ! ! !
o ! o 1 o 2 3 4 5 n+1
D=2" 3 5 =2"1 1 ! ! !
Vo o ! 3 4 5 6 7 oatz
3 5 7
[ Ce e o . .
: n n+1 n42 a3 7 2n—1
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Um nun D zu berechnen, entwickeln wir die ganze rationale Fune-
tion f(z) in eine nach Legendre’schen Polynomen X, fortschreitende Reihe.
Wegen

2" =Cpn X + o Xny + ... F X,

WwWo
"

c’"—l.3.5...(2m—15

ist, erhalten wir
f(‘”) = a,(Cpy X + Cra Xus + - ) + “‘z(cn---axu—n + X st )+
=c¢ 0, X, + o+ 6 0) X, 5+ (e 4+ sag+coya, X, )+ ...

und mit Hilfe der Formeln

+1
/ XmX,dJ? = 0 Gnerk)

2
-

?
2m 4+ 1

+1
Xidx =
_[ 2dx

folgt somit

+ 2 2 2
Heeow = [f¥a)dz = 0+ b+ B+ ...,

it 4 —1 2n — 3 20— §

A AV
b, =c,_ay,

’
g = Ca1 @y + Cp_y @y,

e W :
b, = ey + uhay + €, 44y,

gesetzt ist. Auf Grund dieser Darstellung als Summe von Quadraten
linearer Formen gewinnt man fur die Discriminante D den Werth
2.

D = 1 .3.5...(2n—-1)(0"0‘"'c"“)2

at {l"—' 2"?, . (n—2)!(n — l)‘}‘
1212203 (20 — 2)*(2n — 1)}

Coe e . c1 ., 2" -
und hierin ist die rechte Seite genau identisch mit A vo A denjenigen

Werth bedeutet, welchen ich in meiner Abhandlung Uber die Discriminante
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der im Endlichen abbrechenden hypergeometrischen Reihe'® fur die Discriminante
des einer gewissen linearen Transformation unterworfenen Legendre’schen
Polynoms 7** Grades crhalten habe. Unter Beriicksichtigung der oben
far D aufgestellten Formel folgt hieraus das Resultat

1
Die Discriminante der quadratischen Form j ./"(a;)d.z: hat den Werth
0

1 I 1
l _ — —_
2 3 "
1 1 1
2 3 4 n 41
. : : : , - { i—lon=2 | (— 2)(n — l)'}4 )
- - - [2r--1=2 0 (2n — 2)(2n — 1)
3 4 5 n+ 2 .
I I B I
n w41 w+2""" 2n—1

und stimmt genau tiberein mit dem reciproken Werth der Discriminante der
Gleichung n** Grades

(e () e+ =0,

deren linke Seite sich durch eine lineare Transformation der Verdnderlichen
& in das Legendre'sche Polynom X, iiberfiihren ldsst.

Wir kehren zu der urspriinglich gestellten Frage zuriick. Die An-
wendung “der Stirling’schen Formel liefert, wenn N eine positive Zahl
bedeutet, die Gleichung

Nit + (N— D2 4+ ...+ 2l(N—1) 4+ 11N=éN’1N—§N"([ + <),

wo &, cine mit wachsendem N verschwindende Zahl bedeutet. Mit Hilfe
dieser Formel findet man leicht

ID = (1 + &)™),

! Crelle’s Journal, Bd. 103, 8. 342.
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wo ¢, mit wachsendemn n verschwindet, d. h.
D =y27"

und folglich

.9_ st
Du,.'! == 7jn(l 4 a‘) ]

wo %, mit wachsendem 7 gich der Einheit nahert.

Nun ist es, cinem Satze von H. Mixkowski' zufolge, stets moglich,
in einer definiten quadratischen Form die n Vertinderlichen derart als
ganze Zahlen zu bestimmen, dass der Werth der quadratischen Form
kleiner ausfallt als das n-fache der n'" Wurzel aus ihrer Discriminante.
Wird daher die positive Differenz f— a kleiner als 4 angenommen, so
" folgt, dass es stets mdglich ist, cine ganze rationale Function f(x) mit
ganzzahligen Coefficienten zu bestimmen, fur welche der Werth des In-

5 13— alin
tegrals I = ff’(x)d;x kleiner ausfillt, als 7&77;(m—4—(‘—|) . Da aber 5, = y7.

mit wachsendem # sich cbenfalls der LEinheit nihert, so erhalten wir das
Resultat.

Das Integral / f (z)dx kann einen beliebig kleinen positiven Werth

erhalten, wenn man die ganze ganzzahlige Function f(x) geeignet willt, vor-
ausgesetzt, dass das Integrationsintervall a bis f kleiner als 4 ist.

Konigsberg i, Pr. 13. Marz 1893.

' Crelle’s Journal. Bd. 107. 8. 291,
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SUR LES VIBRATIONS
DES CORPS ELASTIQUES ISOTROPES

PAR

VITO VOLTERRA

4 PISE.

Introduction.

1. Les lignes caractéristiques jouent un réle trés important dans la
théorie des équations différentielles aux dérivées partielles & deux variables
indépendantes. Leur étude a été développé dans 'ouvrage de M. Du Bois
REyMoND dont la premiére partie a paru en 1864 et dans un court
article du méme auteur qui a été publié en 1883.

Mais dés 1860 RiemMaNN dans son mémoire sur la propagation du
son avait wmontré l'avantage qu'on peut tirer de la considération des
lignes caractéristiques dans l'intégration des équations différentielles. Les
idées de RIEMANN ont été reprises tout récemment par M. DarBoux qui
a consacré un chapitre de son ouvrage sur. la théoric des surfaces pour
les appliquer & une équation qui offre le plus grand interét dans la
physique mathématique et la géométrie.

Il serait intéressant de généraliser la théorie des caractéristiques aux
équations a trois variables indépendantes; mais il parait avantageux de
faire précéder a cette extension 1'étude approfondie de quelques équations
particuliéres. Les résultats relatifs a la généralisation des caractéristiques
qu’on obtient de la sorte, et les méthodes qu'on est porté a suivre peuvent
servir .de guide pour une étude générale car ils offrent le moyen de
. dorienter et de trouver son chemin dans un champ tout a fait nouveau.
Cest pourquoi j'ai essayé de généraliser la théorie des caractéristiques

au cas d'un systéme d'équations différentielles aux dérivées partielles
Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 avril 1894. 21
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a trois variables qui se présente dans la physique mathématique. Clest
le systéme des équations différentielles des vibrations des corps élastiques
isotropes lorsque les déplacements des points sont indépendants d'une coor-
donnée. Les mémes équations paraissent dans la théorie des vibrations
des membranes élastiques. Elles sont les suivantes:

YR u 2 2 d (ou  dv
5F—0<3£.+3y.>+(b —“)3—_‘<ax+a—y)+x,
v 4 9% ' 2 a9 [ou v\
W—ﬂ<g+a—y.)+(b—“)a—y<§+@)+n
dw g 9'w | d'w

i = (5 o) + 2

ou les quantités constantes a, b représentent les vélocités de propagation
des ondes transversales et longitudinales.

2. Si nous conccvons que z, y, t soient les coordonnées cartésiennes
d’'un point de l'espace nous pourrons borner nos considérations & un
espace a trois dimensions. Quels sont maintenant les éléments qui jouent
dans ce cas le méme réle que les lignes caractéristiques dans les équa-
tions & deux variables? Prenons pour sommet un point quelconque de
I'espace et conduisons deux cénes de révolution dont l'axe soit parallele
a l'axe ¢ et dont les ouvertures soient 2 arctga, 2 arctgd. Ces coénes
jouent le role de cones caractéristiques. Je donne dans ce mémoire les
formules par lesquelles on peut calculer les valeurs des fonctions in-
connues au sommet des cones lorsqu’on connait les valeurs des mémes
fonctions et de leurs dérivées sur des surfaces quelconques limitées par
une nappe ou par les deux nappes de ces cdnes. ‘

3. En particularisant les formules on peut en obtenir d'autres qui
ont une application directe en physique mathématique.

Il est connu que la conception du principe de HuvGHENS a présenté
beaucoup de difficultés jusqu'a ce que Kircruorr donna sa formule
qui présente ce principe sous une forme rigoureuse et générale. Pour
les ondes cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante, .
car on ne pouvait pas la trouver en employant une méthode tout a fait
semblable & celle suivie par Kircuuorr. En effet jai montré dans I'Art.
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11°® que dans le cas des ondes cylindriques les intégrales qui ont la
forme de ceux dont KircunoFr a fait usage, sont polydromes, c'est a dire
présentent la méme particularité que jai observée pour les intégrales de
LAME relatives aux équations de la double réfraction.’ Pour employer
la méthode GrEEN-KircuHOFF il faudrait alors modifier I'espace par des
coupures, et l'on trouverait des résultats fort différents de ceux qu'on
voudrait obtenir.

Au contraire, en particularisant les formules générales dont jai parlé
dans le paragraphe précédent, on peut trouver sous trois formes diffé-
rentes I'expression mathématique du principe de HuvGHENS pour les ondes
cylindriques. Lorsque les vibrations sont harmoniques I'une d'elle se réduit
a celle qui a été trouvée par M. WEBER dans son mémoire sur I’équation
Au + k*uw = 0,> de la méme fagon que la formule de KircHHOFF se
réduit &4 une autre formule que M. HELMHOLTZ avait donné antéricurement.

Enfin on peut trouver que les surfaces caractéristiques jouent un
role dans une question du calcul des variations et I'on peut trouver par
la une application de ces surfaces a la théorie du choc dans un milieu
¢lastique.

ART. 1. Les formules fondamentales.

1. Les équations que nous allons étudier sont les suivantes

?'w 'w | tw
(A) o a”($+37,) + Z,
R ' | ' g @ fou , v
(B) |7 = @ +3) + =g G )+ X
% a3 | % 2 2,9 (3w v ,
laT_“(a.v""W)-"(b a)ay(a.v+9y)+1

ou «,b sont des constantes et l'on a

b>a.

! Acta mathcmatica, T. 16,
' Math. Annalen, Bd. I.
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Soient @', b’, a”, b des nouvelles constantes telles que
(l) b2 - aﬂ — bl? - al? — bn?_ au?’

on aura

‘aﬂ_avz _____bz_bn ___kr’
(2)
l a?__ au? — b2 - bu?= k r’

et les équations (B) pourront s'écrire

' ,a u ,a u ,a CR

Vim0 —a) g = X,
(B)

ER) g9% ,3 v ni__ g3 'u

o Vg =g, = 1

2. Commengons par trouver la formule fondamentale relative a I'équa-
tion (A). Regardons z,y,?¢ comme les coordonnées cartésiennes des
points de I'espacc et supposons que dans un champ § & trois dimen.
gions l'intégrale w de 'équation (A) soit réguliére.

Si nous désignons par X le contour du champ S, on aura, en inté-
grant par parties,

. ?* Ch 2 -
(3) ijZdS =fwl(éry— a’(a%f + 371:’) \’db

7

dw w )
=— | w ZLcosnt — a*(ZLcosnx + 2 cosny) |d¥
f (G ot — (G onne 4 T conm) )

awg w 9w, dw ow, ow
at a—Gam 5 )ds

ou w, dénote une nouvelle fonction reguliére dans le champ 8, et n
est la normale & la surface X dirigée vers l'intérieur du champ S.
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De méme on aura
0w, ow 9/ oW, ow w, dw -
— — — — a ——— ——
/(at ot (az oz + oy ay)>dS
s
2w, 9/ 0W) 0w,
= w| —cosnt — a*(— — ¥
f (at a (az cosnz + 7 cosny))dl

?*w, 9, 0%, | 3w
+fw<at’ — (% +W>)‘w
s

Par suite en posant

'w, 2 ?'w, *'w,
(4) =0 (-3;; + Ty’) + Z,
ow 9 oW ow o\
(5) 1 cosnt — a (5 cosnx -+ 5y (.osny) = W,
dw, 3 (éw; dw, ) _
(6) _ = 08 nt—a 22 CO8NT + m cosny) = W,,

I'équation (3) pourra g'écrire

(C) [, Z — wZ)ds =\[ (WW, — w,W)dX.

La formule qu'on vient de trouver est la formule fondamentale qu'on
cherchait.

3. Nous allons maintenant procéder d'une fagon analogue pour
trouver une formule semblable pour le systéme des équations (B).

“,v,u,v, étant quatre fonctions réguliéres dans le champ S, et
les deux premiéres étant des intégrales des équations (B), on aura
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[ X + vAY){zs =f

?'u 2 ,9u gt 3’0)
———b —a — (0 — )axay

23 v ga v "3 "2
+ ”‘(at’ —a 2z’ —b 3y’ — (b )azay)

20U

du g U /1290 LAY ]
ul[a—tcosnt -— <b + b >cosm; —(a 2n ¢ a.c,) Cos ny

_ _E[

v g0V 20U g oV 2 0u J
— —_ ——a'’— ) cosnr — (b* — 4+ b" cosny | {dY
+v“[at cos nt (a 50 ay) 08 NI < ay+ ) Y
9 au ou ov\ ou u ov\ du v, ov
. ou, P 4 b"—)—"— (az____am_) oua 4 2 A
at at o dy/ ox dy oz/ 3y ot at

— 22’_ n?ﬁ)ﬂ_( 2a_v u?au au)'
(a ox a oy / dx b9y+b ds.

Mais la derniére intégrale qui parait dans la formule précédente peut se
transformer dans l'expression suivante

J

v

+ v[% cosnt — (a

du, ( 90Uy .19W> ( 29Uy 113902 ) ]
—cosnt— (6> — 4+ b"*—")cosnx — (a®> —=—a
“[3t ox + oy 08 1% oy ox cosny

222_ l‘)a
oz oy

9 ux ,3'111 23 U ”2 ',2 3’1)1
u ——a b
+ /ll at’ oz’ ay’ ( )azay
S

%, ,3"0), ,3 UA 3 ,2 °u,
+ v(at’ —al by — (" — )axay>

) cos nxr — (b’ gg—‘ + b”j—:—") cosny] |d2‘

Par suite en posant

a"u, 23 ul ,a"u'l "2 2 a LA
aLr —b oz? r— (0 @ )
(7)
o gt g >°“‘ -
at? ? ay’ 9zdy v
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du — (% e (a2 ,,a_v) _
® ]at cosnt ( + b ay)cosmr ( 5 @) cosny = U,

ov v 190U ov ,
— cosnl — (a’ — —a ’—) cosNx — (b’ + 22 ) cosny = V",
at oz 3y

ou ou u
aTl cos nf — (b’ R b"’;—‘) cos ne — (a.’ L g2 ) cosny = Uy,
(9) ? ) u v ?
12 [ 29U 2 290 129U y
—cosnt —(a’— —a cosnr — (b + b )cosn =
ot ( ox oy ) ( Y 2
on aura

L) [lmX + 0¥ —uX,—0¥,}dS = l/'gu.U;' + oV —u, U — 0, V"}ds
J J %L

qui est la deuxiéme formule fondamentale qu'on cherchait.

ART. 2. Les intégrales fondamentales.

1. Soit ¢(z, &, %) une intégrale de l‘équation

a,
(1) = +

il est evident que
(2) w=g¢(talt,—8),c—x,9y—y,)

t,, x,,y, étant des constantes arbitraires, sera une intégrale de I’équation
(A) en supposant Z = o. De méme on vérifiera nisément que les deux
systemes de fonctions

l _ gt —t,z—=2,y—y)
U = ay y
(3)

l _ op(altt,— ),z — =,y —3)
v= o ’
w20t =0, 2 —2,y—y)

oz !
(4)

_dpb(t, —t), 2 —, ,y—y)
%y

satisferont aux équations (B) si I'on suppose X = ¥ = o.

)
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On pourra donc trouver des intégrales particuliéres des équations
(A), (B), X, Y, Z étant nuls, en intégrant I'équation (1).

2. Soit
p = \/6’ + 7"

on aura tout dc suite deux intégrales de I'équation (1)

(s) ¢, = logp,
(6) @, = rlogp.
Mais considérons les intégrales de 1'équation (1)-qui ont la forme
g =17¢(0)
ou
6="=.
P

L’équation (1) alors se transforme dans la suivante
(1 — 0)¢" + 6(2n — 0%)¢' + n(n — 1)¢ = o.

Examinons les deux cas qui se présentent lorsque » = o, n = 1.
Dans le premier cas on trouvera lintégrale

¢, = log(6 + vor —1)
qui sera réel si > 1, ou l'autre
¢, = arc sind + const.

qui sera réel si |0| < 1.
Dans l'autre cas on aura l'intégrale

v, =Yy l0g (6 — yF—1)

si 8> 1, ou

v, = V! —0' & + arcsin g

8i || < 1.
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Dans tous les cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue."
On tire de la les intégrales suivantes de 1'équation (1)
¢, = log (0 + y&© —1),

0, = [ 4 tog (09— v =),

qui seront réels si 4 > 1, et

¢, = arcsiné,

o, = T(@; + arc sin 0),

qui seront réels si || < 1.

3. Nous allons maintenant chercher les intégrales de I’équation (1)
qui ont la forme

¢ = 7(f0) + logpx(9)
dans le cas 0< 1. L’équation (1) se tfansforme aisément dans l'autre
61 — 6" + 6(2n — 6°)f" + nin — Vf + 26%)
+ logp(8°(1 — 6%y" + O(2n — 6%y’ + n(n — 1)y) = o,
d’ou 'on déduit
oy | O 0 — 0+ aw— 1)y —o,
D 00— 00+ 0w — O+ — O + 20 = o,

Supposons maintenant # = o. En s'appuyant sur les résultats précédents
on pourra prendre pour intégrale de la premiére équation

X, = arcsiné

et par suite en intégrant l'autre on trouvera pour f,

do
\/ I — 6
Acta mathematica. 18. ITmprimé le 19 avril 1894. 29
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_En ajoutant a f, 4 logp.y, lintégrale ¢, aprés l'avoir multipliée par

une constante, on trouvera

ae

Vi—6

4
P, = ¢ +flog(l — 0% + logp.(arcsind + ¢')

qui sera une nouvelle intégrale de 1’équation (1). Les quantités c, ¢’
qui paraissent dans la formule précédente sont deux constantes arbitraires.

Faisons maintenant #» = 1 dans les équations (7). Pour intégrale de
la premiére équation on pourra prendre '

+ arcsiné

b §) 0

et en intégrant la seconde on aura

En' formant l'expression

(£, +vl°gp'll> + 9,

nous aurons

(4

O, =1 c—f l(;ﬂ’log(l — 8%)d6 + logp (‘/l 0_0'+arcsin0+c'>
[}

- qui sera la derniére des intégrales de I'équation (1) dont nous nous ser-
virons.

4. Employons maintenant la formule (2); en I'appliquant aux trois
intégrales ¢, , ¢,, ¢, on trouvera

(8) w, = log (il(ﬁr;n+\/@$£— I_>’

a(t —t¢)

(8) w, =arcsin——+,

(8 w, = c +f|og(l — 0% ‘/?'f - + log r(arc gin 2= 1) + c’),

\r—4h
r
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ou 'on a posé pour simplifier

t—t¢
g, = 2=t

r r=yz—=)+G—y)

Dans la premieére intégrale nous prendrons le signe supérieur lorsque
t, > t, et nous prendrons le signe inférieur si ¢ <.

5. Appliquons enfin les formules (3), (4) aux intégrales @, ®,, &,;
on aura:
en partant de @,:

R, R, .
u, = F(y—-yl)= — sinw,
(9)
R, R,
| =—5@—z)=—_"rcoso,
%, = }.ti,-'f(:v—xl) = %cosw,
10 1
( ) Rb Rb .
v, = SU—y)= T sno,

en partant de @,:

P, P, .
4, = F@Y—y)= sino, .
(11) .
v, =—5@—x)=—coro,
u, = '%(x—x,)= %cosw,
(12) .
b= SWU—u)= —sinw,
en partant de @;:
QC QG *
Uy = & —!/,)= Tsmw’
(13) 0 o
v, = —pf(x—x,) = ——ri'cosa),
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(14) lv.; o "

ou l'on a posé pour simplifier

Q. = P, log (#ﬁ) + a(t — t,)(urc sin'-’—(t—r_—t‘) + c),
R“ = Ja,(tx - t), - 1,?’ ' Pa = m—”

(15)
@ = Plog ("2 g — ) (aresin ™8 4 o),

R, = JFG—o =7, P = "—bG 0,

z—z, Ut 1

sinw =

cCosw =

ART. 3. Calcul des quantités conjuguées aux intégrales
fondamentales.

. 1. Nous appellerons quantités conjuguées a w,, u,, v, les fonctions
W,, Uy, V; que nous avons introduites dans le premier article. Il faut
maintenant les calculer pour les intégrales fondamentales que nous avons
trouvées dans l'article précédent. ’

Ce calcul ne présente pas de difficultés. Nous en donnerons ici les

résultats

(1) W, =% 1% (cosnt.— a’t‘—r_—tcosm‘),
(2) W, = % (cosnt 4+ at=h cosnr),
(3) W, = Pilog (’iliff:—t—')’) (cos nt + a’t——;icos nr)

gco8 nvr [ a(t:—tl) + c')

— (arc sin
"




\ y ”
ou l'on a posé

2. Les expressions de U}’ , V, sont les suivantes
T 1 at’l_t‘ H 1 2 "3 Loy
U= pl—a’*—cosntsinw+ ;(a’+a"")cosny + S k"B
(4)
. 1 gt, —1t 1, 4 ’9 I,,
Vi = TR ~—cosntcosw—-(a’ 4 « ) cosnz— ~k'a
o 2
", I 2t|'_t I 2 "3 on
Uy = R, —b —7—c0snt cosw + - (b* 4 0"7) cos nw 4 Ek a
(5) t
fA— L__ ’_l—__l.w : _! 2 22\ l_',
vV, = T b*+— cosnt smw-}-z(b + & )Losny+2kﬁ
b7 I 2 t—tl : 1 2 "3 LS
U, =—%] ¢ —Tcosnt smw+£(a +a )cosny+§kﬂ
a
(6) I t— 1 1
Vi = —{—a’——cosnt cosw—; (¢’ + a") cosnz — S K'a [ —
’e I 2 t_t| I 2 172 [ 7]
U,/ = P b —-—cosntcosa)+5(b 4+ )cosna:+5k @
b
(7) 1 t—t 1 1
v 37/ N ) H ()3 ’3 ey X
V, = - b —— cosnt smw+2(b + b )cosny+zkﬂ
ol nous avons posé
a = CO8NT CO8 2w - CO8 Ky 8in 2w,

(8)

3.

Sur les vibrations des corps élustiques isotropes.

cosnr

= co8Nx cos w + Cco8nY sin w.

CO8 NZ 8iN 2 — COBNY COS 2.

Pour obtenir Uy, V;, Uy, Vi, posons

rP— bt —t)’
—

) M, = log

. b(t—1t
u-rcsm'(T')

+

173

’

C;



174 Vito Volterra.

on aura (voir form. (15) art. 2)

(10) I Q,=P,(M,— 1)+ a(t—¢,)N,,
- | @ = P(M, — 1) + B¢ — )N,

et par suite
—1,

’ Ma t * I ” I ”
U =E|—-a’Tsmw cosnt — ~(a® + a"’) cosny —_k ﬂl

a . k
+ - N, sinw cosnt + Q.= 5,

(11)
V, = . a? " cosw cos nt '+3(a’ + a'*) cosnz + e
P, r 2 2
a kK
—- N, cosw cosnt — Q,— a,
r r
’ _Mb 2t—t1 . I 2 7”9 1 ”
U, _El-—b — coswcosnt—;(b 4+ b )cosnx—;k a
b k
+;N,cosw cosnt 4 Q,;;a,
(12) 4

, M t—t, . I , I,,
Ve -.—.ﬁ'—b’—T—smw cosnt—;(b’ + b’)cosny—;kﬂl

b . K
+ ;N, 8in w cos nt +- Q,,;.—,ﬂ.

ART. 4. Valeurs des intégrales fondamentales et des quantités
conjuguées sur des surfaces spéciales.

1. Conduisons (voir fig. 1) par un point quelconque z,,y,, ¢ un
céne de révolution A ayant I'axe paralléle a 1'axe ¢ et dont l'ouverture
soit 2A; conduisons ensuite un cylindre de revolution C ayant le méme
axe que le cone et dont le rayon soit e; et enfin un plan T passant par
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(z,,9,,¢) et perpendiculaire & I'axe ¢. Neus allons calculer les valeurs
des intégrales fondamentales et de leurs conjuguées sur ces surfaces.

Fig. 1.

A,

)

2. Désignong par A, la nappe du céne dont les points ont une
coordonnée ¢ < t,, et par A, l'autre; prenons la normale n & cette surface
dirigée extérieurement au céne. On aura alors

cosnt = + sin4,
CoOSNT =  Ccoslcosw,
(1) cosny = cosAsinw,
cosmr =  cosA,
t —t¢
L = + cot,
r - gl,

ou le signe supérieur cst relatif a la nappe A, et Pinférieur & la nappe

A,. On tire de la immédiatement les valeurs cherchées sur le céne A.
Elles sont les suivantes:

! a a® s acosd ——
(2) 101,.' = log (tg——) + V‘tg.i_ I), (2 ) 1V’," = r \/a.’ J— tg’l,

—_ . 2 i -
(3) 1wy, = Farcsing + ¢, (3) W=+ """ g i—a,

' r
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(5)

(5"

(6)

(6")

(7)

, Vito Volterra.

L .
i'gl

c +flog(1 — 0’)\/._“_0_,—]- logr.(’-i-' arc Sinfz—ga_l+ c’),

asml (1 — a’)
’A o8 ( tg’ 2

gcosd [__ .a ,)
a — <+ arcsmtgl+ c),
a? .
Uy, = ey R ISinhw,
(-]
a® -
Vy,1 = — 't—g—,—l- — I CO8w,
- a? K .
= tg—,l—xr—coslsma),
, a K :
1,0 = — Wl I r—cos'A cos w,

b B
u,,,, = \/t—o-.—l— I cosw,
D
b .
Uy = \/Eé'_x_ I18inw,
b* B
U, = \/m— 1 r—cosl cos w,

, b K .
aa = ey 1 r—cos_(l sinw,

_ p
y l g’l smw,
Vs 4 = —f 1277 08 @)
) T a K .
3,1 = 1 _tg—’l;—COSA 8In w,

Va1 =— f cosA cos w,

=
1
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b’
Uy = \/l — o Cos o,
o
- b .
v =\ 1—5ysino,
o
» - b' K
Uli= \/1 — iz —coslcosw,

. b* K .
“w= I—E—,—chosAsmw,

(8)

(&)

Ug g = Q—:—' sinw,
(9)
_— Qa..'l
4 = — —CCO8w,

U = [i gN.,,u sin A 4 1’% Q... cos /1] sinw,
®) .
81 = — [_‘t - N, ,sind + i Q,, 1 cos’A | cos w,

@,
“G,A = T' Cos w,

@, 1 .
V4 = — = SN w,

b . k”
U= [:t ;N,,,,, sind + Q, , cos /1] cos w,
(1) - : _
Vei= I + f},No,,g sind + p @, 1 cos A I sinw,
ou l'on a

o VT Eabe (=) o)
(11) . :

__b’ r b’ b . b .
I Qb,.l =1 VI _Elog (;(l —E)) + r@(arc sm@+ C),

Aeta mathematien. 15 Tmprimé le 11 mai 1894, 28
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N,,= Farc sinié1 + ¢,
(12) )
N, .= F arc sm-tg—x+ c.

Il est évident que les valeurs de w, ,, W, 4, %4, V1,45 Uilsy Vi4
seront réelles si tgd < a, tandis que les valeurs de w, 4, W, 4,w; 4, W; 4,
Us, s> Vsay Usas VausUsas Vs 4> Usgs Vs 4 seront réelles si tgd > a.

De méme il faut que tgA < b, afin que wu, 4, v, 4, U, 4, V3, soient
réelles, et il faut au contraire qu'on ait tgA>bd, afin que u,,,v, 4

’

2'1 ’ Vi,.l y Ug, 49 Vs,4 9 UG:A ’ V;,A soient réelles.

3. On tire de 14 que sur le plan T on aura des valeurs réelles
POUr W, 4, Wy 4 Us 45 Vs 4> Us 45 Vsq, €t pour leurs quantités conjuguées.

. T
Pour les trouver il suffira de prendre A =3 On aura alors

B a
(13) wz.r=c’ (‘3) m,1= i’,;v
[ 4
(14) Wy = ¢ + ¢ logr, (14) Wy, = iglogr,
yp = logrr__' sinw, U= =+ '—lrfsin w,
(15) (15
_ logr — 1 , - ac
"05’,-—— r—COS(l), { 5,7 +7COS(D,
Ugp = lo_g’;_’ ! cos w, U=+ fcosa),
(16) (16)
logr—1 . . be .
6,7 — sSihw, 6,7 = i;smw.

1 est évident par la maniére dont ces valeurs ont été trouvées
quon devra prendre le signe supérieur si la normale au plan 7" a la
méme direction que l'axe ¢, et qu'on devra prendre le signe inférieur
lorsque la normale au plan 7 aura la direction contraire.

4. Il nous faut maintenant déterminer les valeurs des intégrales
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fondamentales et de leurs conjuguées sur le cylindre C. Prenons la nor-
male dirigée extérieurement au cylindre, on aura alors

cos nt

o’
COSNT = CO8 ®,
cosny = sin w,

cosnr = 1,

r=-ge¢,

et par suite les valeurs cherchées sur le cylindre seront:

Wy, = log (i a(t':— t)+ V a(tleT ) — l),
( -4,)
(17) W, ¢ = arc sin—— 4 ¢
a(t—l.)
w,c_—.c+flog(l —0’)‘/___i‘+logs(arcsm alt —t)+ ),
: t, —t
WI,C= + _a 7 ! ’
s
' a’ t—t,
7)) W= =y
s ___ i(t___t)’
a‘log<——e ae ! ) t—t  a
_ ; —h__ % a(t — t)
Wa.c— m S p (nrc sin ———V¥ . +c )!
o= ii“'%t);’—"sinw,
8 -
(18) Va't, —t)' —e*
Vo= — " C08 O,
U;'C=—$———i_+ "ﬂ_—l): sin w,
(18) T et —t)'—¢
Vie= . L ‘/a—.(ti—  cos ©,

\/a'(t — ) —e

A\
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(19)

(19"

(20')

(217)

(22)

Vito Volterra.

_ b ——¢

Uy c —cosw,
b, —t)* — et .
Vy o= ‘/——(‘ e) ¢ sinw,
. b* cos bt — 1) — ¢°
o= s + O = C s,
— _—5 .
1
, b* sin WO — ) — e,
Vq,c=\/m)?—_,+k\/ (4 e,) £ sinw,
L — )T —e .
VE— = .
lu,,c= ——e—‘——slna),
et —al(t, —t)?
Vg o = Ve et — ¢ e(‘ )—cosw,
a®sin _al(t—1,)? .
Uypm — 80 peye=alt—t)’g
' Vel—alt —t,)* e
’c()s ) 8’— !t__l 1
3o = \/——_’a—’(tw—t)_’_ k ——-—\/ aes ')— cosw,
eS—a't—¢,
bt — {)?
1‘4,C= Je__e(.l___)_. cosw’
e'— Ut — &) .
Vo= \/——e(‘—-)— sSlnw,
bl !:_b!t_' 1}
L’;l(.' — ______%_ + k" !’i_s_lz_ cos,
' Vel—bit—1t)* €
A ' bt —t) .
= ——’%-{— k’l/f—e-s—‘)—smw,
ve - -t
Uy o= QT"’('sin o,
Uy 0= — (-‘);'—"'cns w,
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U;,C B (— a’————Lc—'_: + Qa C) sin w,
' Ve—at— L)
(22) ! )
V;,C = (a, \/E'— ;’;’tc__ t[; - ? Qa,c) COoOsS w ’

Qb (4
Ug o= — - COB W,

Veoc = —e'—'c-'sinw,
. / M,, K
( Usc= (— b,\/_eT—‘b(t—c—T)’ +5 Q“"’) cosw,
23’)
[ p2 M, i .
sc = ( b \/_——e—’—b'(t— 0 + o Qb,c) sihw,
ou
M, = loge _a,(l_t)‘
24
(24 —-— a’t—t,)’ a(t—t,)
= \e'—a'(t—t,)* log (——— \ +a(t—¢, )(arcsm + )
M, = log E'—_b—’g—-——")’ ,
24’
) S —b (t . b(t—t,)
Qs.c= Je'=b't—t,)* log ( ) +b(t— )(arc sin —— +c).

ART. 5. Applications des résultats précédents a Véquation (A).
Premier cas.

1. Employons la formule (C) du premier article en prenant le
champ § de la maniére suivante. Conduisons le cdéne A tel que
A < arctga, et par une surface o limitons dans son intérieur une partie
contigué au sommet. Retranchons enfin du solide ainsi formé, la partie
intérieure au cylindre C. Le contour X2 du champ § qu’on vient de
définir sera formé de parties du cone, du cylindre, et de la surface o
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que nous appellerons respectivement A’, ', . Deux cas pourront se
présenter: ou tout point de S aura une coordonnée ¢ < ¢, ou I'on aura au
contraire ¢ >¢. Les figures 2, 3 représentent les sections des solides

PFig. 2. Fig. 3.

.
!
|
I
|
!
|
!
A
i
!
!
I
,
!

"jayft:
i |

obtenues dans les deux cas par un plan paralléle a l'axe ¢ conduit par
le point z,y,¢,.

2. Observons maintenant que dans l'intérieur de I'espace S la fonc-
- tion w, (voir article 2) est réguliére; par suite on pourra substituer dans
la formule (C) du premier article w, a w,, et en remarquant que Z, =o,
on aura

(1) J0,2d8 = [[(wW, — w, W)dZ.

A4+C+d

Lorsqu'on fait l'intégration sur A’, on doit prendre la normale dirigée
vers l'intérieur du céne. Par suite sur A’ on aura

w, = W, 4, W,=— W,,. (Voir article 4.)
Au contraire sur ' on devra px;endre |

w, = w, ¢, W,=W,.. (Voir article 4).
Observons enfin que sur A’ on aura

rdtdw
cos 4

ar =
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et sur C,

dr = edidow;

la formule (1) s'écrira donc

fw 28 = wa — w, W)da—f(wW, 4+ w, ,W)

rdtdw
cos 4

—_— Sf(wm'g—w,.cW)dtdw.
o

Si l'on fait croitre A jusqu’a ce qu'on ait A = arctga, on trouvera
W, 1+ = w, . = o (article 4, formules (2), (2')), et par suite '’équation pré-

cedente deviendra

Jw,2dS = f(w W,
8 a

— w0, W)dd — ¢ [(WW, . —w, W)dtdo.
4

Diminuons indéfiniment &, on aura (voir article 4, formule (17), (17')

lim ew, o = o,
=0

Fig. 4.
,\‘&Mtc

I Aol N <1ﬁ/

O

lim Em'c = i a’.

=0

Fig. 5.
Og

Nagits

Si nous appelons done (voir fig. 4, 5) S, 'espace renfermé entre le cdne
A® dont V'ouverture est 2 arctga et la surface o, et que nous désignions
par o, la partie de ¢ intérieure au coéne, on aura

J0,2d8 = [(wW, —w, W)do, + a’. 27rfwdt,
Sa o to

t, étant la coordonnée ¢ du point ou la ligne z = x,, y = y, rencontre

la surface o.
obtiendrons

(2) w(‘Tl ) fl)

Dérivons par rapport & ¢, I'équation précédente. Nous

Ty f(wW — w0, W)do, + 5 o [ Zas.
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Mais (voir article 4, formule (2)) w, est nul le long du bord de la
surface o, et du coéne qui limite le solide S,; par suite on aura (voir
article 2, formule (8))

dea'—f——VVda'—+f Wida,,
Va't, — ' —r —I)’——r’ ;
?

w a
3f ¥, 9t 4 —-f\/a'(t,—t)’—r’ ds,
Sa

8 S

En substituant pour W, la valeur trouvée dans I'article 3, la formule
(2) pourra donc s’écrire

of, — 1
E) w(@,y,.t)= 27a oL, f\/"'(T_—T (cmnt —a’ - cos nr)wda;,

1 1 I
T "’__—_—__——_._ a + _ R ——— ZdSa-
2ma ) \a(t, — 1) —-1? 2zn ) \Ja¥t, — t)* —r*
Ca Sa .
Observons maintenant que W est connu lorsqu’on donne sur la sur-
" face o, les valeurs des dérivées du premier ordre de w, ou lorsqu’on
connait sur cette surface les valeurs de w et de sa dérivée normale. On

" peut donc énoncer le théoréme suivant:

Lorsqu'on donne les valeurs de w et de sa dérivée mormale le long de
la surface o, et qu'on connait les valewrs de Z dans Uintérieur de S,, on
peut déterminer la valeur de w aw sommet du cone.

A Taide de la formule (E) on peut effectivement calculer cette valeur
par les valeurs données.

ART. 6. Suite. Deuxiéme cas.

1. Supposons qu'on ait A > arctga, 24 étant l'ouverture da. céne
A. Limitons par une surface o un champ ecxtérieur au céne, contigu au
sommet, et retranchons de ce champ la partie intérieure au cylindre C.
Partageons le solide ainsi formé cen denx parties par le plan T, et
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appellons &' la partie dont les points ont une coordonnée ¢t <t 3 S”
l'autre partie.. Le contour 2’ de & sera formé des parties des surfaces
a,4,,C, T quon désignera respectivement par o', ', C', T'. De méme
on indiquera par ¢’, A”, C", T" les parties correspondantes du contour
2" de 8”. Evidemment les deux surfaces 1%, 7" coincident, mais on

devra prendre difféeremment la direction de la normale sur I'une et sur
I'autre. (Voir fig. 6.)

Fig. 6.

AI

[

[

|

[

|

|

J
l . -3
N

|

|

[

|

|

|

- 2. Appliquons maintenant la formule (C) du premier article aux
deux champs &, §” en prenant w, = w,. Nous choisirons pour valeur

” ’ A .
de la constante C, +> selon que I'on se référe au premier ou au

deuxiéme champ. Appellons w;, w, les valeurs de w, dans les deux cas;
2) 2 2 ’
on aura

[0,248 = [@W, — w;W)dd + [(0W,,,—w;, W) 2l
s 4 g

cos A

+ ;f(wW,,c —w, cW)dwdt +f(w Wi — w, ,W)rdrdow,
c . 4

f w} ZdS" = f (wW, —w, W)do' + f (wW,, ,— w,’, W)Tdt do
5 . a

cos A

+ & [(WW, o — wicW)dwdt + [(WW;p — wi, W)rdrde.
c’ 7

Si A diminue jusqu'a ce qu'il devient égal & arctga, w; ,, wy',, W, ,

deviennent nuls (voir article 4, formules (3), (3')), par suite les deuxiémes

Acla mathematica. 18. _Imprimé le 1 juin 1894, 24
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termes des seconds membres disparaissent des équations précédentes. De
plus les troisiémes termes tendent vers zéro si & diminue indéfiniment
(article 4, formules (17), (17')) on aura donc 4 la limite

(1) JuZdS = [(wW, — w;W)da' + [(w Wy, — w0}, W)rdrdo,
F4 d 7

(2) JwyzdS'= [(wW,—w) W)do" + [(wW, , — w0}, W)rdrd,
8 a’ ra

ou 7", T" dénotent T', T" prolongés jusqu'au point z,y,t,.
Prenant garde aux directions des normales a4 7' et a T et aux
~ formules (13), (13’) de l'article 4, on aura

f (wWyp — w, , W)rdrdew + f (W, — wy , W)rdrdw = f g;—” rdrdw
7 T 7
T

par suite en ajoutant membre & membre les deux équations (1), (2)
on trouvera

w, Z2dS' + [w} ZdS" = [(wW, — w,W)do' + [(wW, — w) W)do"
,f’ f [(,,)f(,,)
w
+ ”faT rdrdw.
Y.

. Appellons S, l'espace renfermé entre le céne A dont l'ouverture est
2arctga et la surface o, ct désignons par g,, la partie de o extérieure
au cone.

La formule précédente pourra s'écrire

r

(3) f arcsin =Y 745, 47 7245 —% [Zas”
’ 4 Ky

Se

. a ot —t, ) e at—t)
_flpa(cosnt+a' ,— Cosmr |w — arc gin ———* W

Cu

da,

—_ g f Wdo' + g f Wdo" + = / :—:" rdrdw.
T
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Il suffit pour le voir d’avoir égard aux formules (2) de Varticle 3 et aux
formules (8’) de I'article 2. -L’équation qu’on vient d'écrire est vraie pour
toute valeur de 4. On peut donc la dériver par rapport & eette variable.
Remarquons que

f rdrda -—f— cosnt. —— + | — rdrda,
sin (tn) C at

I étant la ligne d'intersection de la surface o avec le plan T.
D’ailleurs on a

] . a(t—t,) T " 0y
a—t:,farcsm-—r—ZdE, +5!Zd8 —:.[ZdS

— —st + anrdrdw,

Se

.

/l cosnt+ cosm')w arcsln( t)Wld

at

—ngda' +;[Wda”

f— cosnt + )cosnr wda, +f— Wdo, — fW
at sin (tn)

Par suite la dérivation de 'équation (3) par rapport a ¢, nous conduira
& la formule suivante:

—f_ZdS“ + n-erdrdw = f— cosnt + cosnr)wdor

2 Wi 22 c08 Nt — Y vdrd
+[ Wda, — fW3|n(tn)+z cosn sin (tn) f“ rarae.
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Mais (voir article 1, formule (5))

1 3w.cos nr , owcCosny
sin (fn) ( W + cos nt) (3_27 sinnt ' 9y sinnt )

2w

w’

= a’(al’cosvx + ai"cosm) =a
- CE oy ¥) =

v étant la normale & la ligne ! située dans le plan T et dirigée vers
lintéricur de I'; et (voir formule (A))

?’w g('w | 'w
2=+ 50)

Par suite

5 f— cosnt+ cosnr wda +f— Wd, +f Zds,
=—7ra’{f dl+f ”’dr']

Le dernier meimnbre est nul par le théoréme de GreEx, on a donc

=2 ! —t)
F o T8 AN ( osnt 4 2 eog m‘)wda,

1 - I
+ [ e + f e
i % A

c'est a dire:

Entre les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre le long de
la surface a, et les valeurs de Z dans Uintérieur de S, a liew la relation
exprimée par la formule (F). (Voir fig. 7.)

3. Tachons maintenant d’exprimer la valeur de w dans le point
Z,,Y ,t par les valeurs dc w et de W sur o, et celles de Z dans &,.



Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 189

A cet effet, nous appliquerons la formule (A) du premier article en
prenant w, = w, avec

de
c=_-l;q=iflog(x—0’) —
0
c'= _'tf,
2
Fig. 7.
t
\\ ’l

selon que l'on se référe au premier ou au second champ. Nous appelle-
rons w;, wy, Wy, Wy’ les valeurs de w,, W, dans les deux cas. Nous
aurons donc

J0i2d8 = [(@W; — w0, W)da' + [(w W, — w}, W) 202
I3 4 v !

cos 4

+ & [(0Wie — wi, W)dtdo + [(w W, — w;,, W)rdrda,
¢ T

(028" = [(@Wy — wy W)do" + [(wWi— w, W) rdtdo
8 a’ Y

cos A

+ & f(wWye— wicW)dtdo + [0 Wy — wyp W)rdrdw.
c’ T

Si l'on fait diminuer A jusqu'a ce que l'on ait A=arc tga, les deuxiémes
termes des seconds membres des équations précédentes tendent vers zéro,
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et méme les avant-derniers termes s'annulent si ¢ diminue indéfiniment.
A la limite on aura

@)  JwiZdS = [(wW; — w,W)dd' + [(wW;, — w;, W)rdrdo,
& b re

(5) JwiZds' = [(wW;—w; W)de" + [(wW;r — w)p W)rdrde.
s b r
Remarquons maintenant que

f(wW;,, — wy o W)rdrdw = [[— wg logr + (q + glog r) :—;—”] rdrdw,
F4 o
T

T L > a
f(w Wi'p — wyp W)rdrdew =f[-w g logr + (q + glog r) 5:—0] rdrdw,

7

7

par suite en ajoutant membre a membre les deux équations (4), (5),
on trouvera

[0, 2dS + [wZdS" = [(wW; — w;W)dd + [(wWy — w} W)da”
s 8" 4 7’

+ 2f(q +glogr);;£rdrda).

¥

Substituons pour w;, wy', W;, Wy’ les valeurs qu’on tire de la for-
mule (8”) de l'article 2 et de la formnule (3) de l'article 3. En posant
pour simplifier

dd
?
-

flz) = [log(s — 072
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f' a(t +lovrarcsm '),st

+f q —|-glogr ZdS’ —f(q +12tlogr)ZdS"
8 5

nous aurons

[_. log ("—_“”(fﬂ) (cos nt4a? rt cos nr) —a’ ﬂii': arcsin it;:i‘—)-]w

_ a
o P

_[f(“(t ) + log 7. arcsinZ t)] W}d

fwaiogrda, f 3logrda,,

4 '4

- f(q + glogr) Wdo' —f(q + glog r) Wde'"’
Y

4
+ 2f(q + glog r) z-:frdrdw.

T

e T
2

—a

Dérivons par rapport a ¢. Par un calcul fort semblable & celui qu'on
a fait dans l'article précédent, on trouvera

._.f__ r—a t))ZdS¢+2f(q+§logr>Zrdrdw
T
- f o’ :;sam wds, + 53— P%log (r’;“'—f:—t)’> (cos nt + a’— t = oog nr)wda,
[ (=) [
l
—_— 2f(q + glogr) Wsde(ltyT) + 2f(q +12rlogr):t—'-:”rdrdw
. T

l
7 w dal
+ Zf(q +510g1’)5008”tm-
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Examinons la somme des termes du second membre ol paraissent
les intégrales étendues sur la ligne I. Elle peut s'écrire

alogr dl
! fw an  sin (tn) + f 7+; logr)( cosnt — W ) sin (¢n)

i

_ , alogr dl w ow
_—mfcv o sm(tn)+ 2a f<q+510gr)§dl

1 ]

= za’f(logr.:i: al°g )dl + 2a qu%”dl.

1 . $
On trouve par suite

f 2 :;,s ™ wds + P, > log (r’ — “,it__),) (cos nt 4+ a’ — E— b cos m')wd}

Oa ?l

+ f —;—a log (r———’ - a’r(t —Q) Wda, + f —1% log (r————’ — a:(t —L)’) Zds,
e S
_ gf( + 2 logr) (a_t'—_ Z)rdrdw

T
w w dlogr
— 2a%¢ ;dl—za’f(logna—y w——a—>dl
I 1
= — 2a’g f(:—':’+%:—”)rdrd + ai”dl‘
T . t
4 dw , Sw o ow ddogr
— ma f(g—l-ﬁ)logo.rdfdw +f(logo.;——w ™ )dl}.

7 1

Mais le théoréme de GrEEN nous dift que des deux termes du second
membre le premier est nul et le second est égal & — 2x’a’w(z,y,t,). Nous
aurons donc la formule
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F wx, Y, ,t) = —— / Lo wds
( ) ( 1 ’J]’ ]) 2‘_1,3l lr\/r’_—a,(t_tl)’ a
o [ 4
1 3 [ 1 r?— ¥t —t,)* ot — 1, AV
) / N Ty log ( " )((,Ob nt+a —. ' cos m)wda,,

I

i 1
_ | — . loo(— —_—
2n’a 1/ Vit — @t — ¢, o8 < r y

— i r—at—6) pus
2z f Vr —at—t) log( , )Zd.s,,.
El

Cette formule fait connaitre la valeur de w (z,,y,,t) lorsque sont
données les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre sur la surface
o, et celles de Z dans lUespace §,.

ART. 7. Application des formules fondamentales aux équations (B).
Premdier cas.

1. Fuisons dans la formule (D) du premier article u, = u,, v, = v,
(voir article 2) et définissons le champ § de la méme fagon que nous
avons fait dans le premier paragraphe du 5% article.

En remarquant que X, = Y, = o, on aura

f('“’:X + v, Y)dS =f(-u Uy 4+ o177 —u, U — v, V")dd.

S d+A'+C

Si 2 devient égal a arctga, U),, V) ,, #,4, 7, deviennent nuls, par
suite dans cette hypothése 1'équation précédente pourra sécrire

(1) ./‘(“IX + v, Y)dS, =f(ul VoV — U — e, V)dY,

Sa dat Ca

8., a,, C, désignant §', o', ¢’ lorsque A = arctga.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 6 juin 1804, 25
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En posant pour simplifier

(2) f l b=t osMtsinw + - (a + a"?) cosny + - k”ﬂ)

— I I
— (a’ f'_r_tcos nt cosw — ~(a* + a’”) cosnz — Ek’a)v]

—%(U’ ginw — V" cos w)}dd,,

on pourra écrire

f(uU{’ + vV —u, U — v,V")do, = £, +f% (k" Bu — K'av)dd,.

de

En prenant garde aux formules (18), (18’) de l'article 4, on aura

[T 40V, — w4, U —0,V*)dC, = sj __VTSIBO (o sin @ — v cos w)dwdt
%. Vai(t, — )t — &
N C.

f\/a , —t) (I”u 8in w — k'v cos w)dwadt

. / Va't, - )= € (U sinw — V" cos w)dwdt.

Ce

Mais sur le cylindre C' on a

Usinw— V'cosw =

oz 2

o'+ a3 o’ +¢_1‘43“+ ( +k' )smza)

L/, on .
+5(l. 9”+L >co<2w

a4+ a9 a*+ a'on
= — ————-J 4 msin 20 + 7 cos 2w
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en posant

) oU , v o "
2m = —K az+k@’ 2n—k +L

| done, si pour simplifier on appelle p, l'intégrale

[ 7 ’(ta sn:)‘:' - (u 8in @ — v cos w)dwdt,
a —

la formule (1) s'écrira

(3) f(uIX + v, Y)dS, = &, +/'-£i: (k" Bu — K av)do, + ep,
e /

+ f valt, — ' — ¢’ (%" sin @ — k'v cos w)dwdt
3

"3 T P ]
_f a’ "2'“ w__ o '*2‘“ 3—“+msln2w+ncoszw) va'd, et) * dwdt.

2. Substitutions maintenant dans la formule (1) du premier article
%,, v, (voir article 2) & w,,v,. Faisons augmenter I'ouverture du céne
A, jusqu'a ce que l'on ait A = arc tgd, et désignons par S, et o} ce que
deviennent le champ § et la surface &. Par un procédé analogue a
celui suivi dans le paragraphe précédent on obtiendra la formule

(4) f w,X + 0, Y)dS, = & + f 2k au + k ﬂv)da, p,

+ f,/b-(c, —Et)' — € (k"u cos  + k' sin w)dwdt

] ] 2 15 Dt — ) — &
+f e av-}-b +b —+nsm2w——mcoszw) Vo' — &) ® dwdt,

G 2 3
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, 1/ t, —1¢ 1 , 1,
(5) & =f IE (—b’Tcosntcosw + 5 (0 + 6) cosnz + _k a)u
I 2, — ¢ : Tira ’2 I,
+.IT’,. (-—b —r—cosnt sinw + 2(b + &'?) cosny + 2kﬂ)v
Rb UI ‘Vn H ld »
— - (Ucosw + smw)] %
P == bz;-_—_-_— (ucosw + v ) sin w)dwdt.
\/b‘(t —
3. Cela posé, il faut dériver les deux équations (3), (4) par rapport
a x,,y,. Pour simplifier ce calcul observons que l'on peut écrire (voir
article 3, formule (8))
« * log *log »
= T CoBNT i — cosmy oo
B ¥ log . 9" log 1
s T CosnE o — cosny —
et par suite
2 (a\ _ 8 [B\ _ *log *logr
;l,(_ = (r,)— cos nx +— + cosny o’
o (a\ o B\ 9" log *log
a:(—) ———a,—J.(;,) = —cosnx—?— + cosny »
On tire de la
"9 X l v 8in w RL X ’
o (k uw — k'av)de, = f e (k" pu — K'av)dd,

0-

8
+ [R k"’ cosnxa lfr consnya 'O,gr>u
ox, oy,

’
do,

, 3* log 3" logr
—k(cosnx oy "+ cos ny P )v

— k"Bu — K'av) sin o dw,
& cos nt
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B krau + KBo)do} = j T (k"au + K fo)da;

o

3
+ f Ik" cosnx’ --;—g— + cosny —lo—g—t) u
l

3] 3, .
+ k'(cos nel 087 4 COS"yzgg:gf)Uldﬂi

—/ %t (K'au + K f3v) cos wdw,

g étant la ligne d'intersection de la surface o avec le cylindre C, et n,

la normale a la surface o'
D'ailleurs on a, puisque u,, v, sont nuls sur la surface du cone

qui limite I'espace S,

? ' o, o .
X+ Y)ds, -—/ X 432 ¥)as, — [ X+ 0 Pesinado.d

— '[ e 9 . . - : 3‘10&'?’ 3’103" .
_'/ E(X 8in’ w — Y sin w cos w) (S, +t/ R“<—a_x§— X + oo Y)db,,
‘“f(“,X + v, Y)esinwdodt

cr.

et d'une fagon analogue

2 o . '
;v—,:y/.‘(uzx + v, Y)dS, =f1—:‘;(X cos’ @ + Y sin w cos w)dS;
8§

2%lo a%lo ,
_/' tgr X+ axﬁ?{: y)dsb_‘c/.'(u,X + v,Y)ecoswdwdt.
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Observons enfin que si A est une fonction quelconque

] — o4 cos ny
a—yl-_c/:Aa_lwdt / dew dt +fAcos dw

2 cosnz ,
a—%[.Adwdt —f——dwdt +f

ol n représente toujours la normale & la surface . On trouvera done,
en dérivant la formule (3) par rapport a y , et la formule (4) par
rapport a z,,

(6) / T (X'sin w — Y cos w) sin wdS,
8
+fRa(i:::g’X + ?3—:——‘;";’ Y)dS; —z[(ulX + v, ¥)e sin wdwdt
s N

= a_'Q“ + / sin @ (k"ﬂu — K'av)da,

el

_j € cos — (k"fu — K'av) sin o dw + ¢ =

3
f; o8 13 losgr)u
z8 2

1

_L(cosn 2 log ld !
ajl

ap,,

\/a=(tl.—- b —e (Mau . "l )
+j k @smw——k aycos:o dwdt

f‘/a ¢, _') (Ic"u smw—k’vcosw)c : 1’d

a’4a’? 3% a*4 a3 . om . n va'(t, i
— g _tTe crn e i YU ¥ dedt
f( 2 2oy 2 o Ty sin2w + aycos 2w) s w

a’+atov  a'+a’ ’a, )\/a’(t,——t)_“_—s' cosnyd
—_— RIS SEA———— —_— w
.[( s a3 + msin 2w + ncos2w : cos nt 7
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(7) A ~ (X cosw + Y sin o) cos wdS,
b

13

T etlogr, | dtlogr , ,
_./ R,,(~ ozt X+ rOm Y)dS,, —cf.(uzx + v, Y)ecoswdwdt
8

39, cos "
- _._" .|.f R"’ (k" au + k'Bv)da,

i

+ cos ny Ogr)u

3 Dl
+ k’(cos na’ alj,g ! osny > a:?>vlda;
J1 1

g ]

Y (k"au + Kfv) cos wdw +s

ec.ent
g
‘\/b’(tl —t)—¢
€

U " ?_11 .
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