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Vorwort zur zweiten Auflage.

In dem vorliegendem Buche werden die von dem Gesetze der
virtuellen Verschiebungen und den Lehrsitzen iiber die Forminde-
rungsarbeit ausgehenden Methoden der Festigkeitslehre im Zusam-
menhange vorgetragen. Die zur Erliuterung der allgemeinen Be-
zichungen zwischen den Hufseren und inneren Kriiften gewihlten
Aufgaben sind grofstenteils der Statik der Bauwerke und hier
wiederum der Theorie der statisch unbestimmten Triiger entlehnt
worden; sie bezichen sich meistens auf schwierigere, zum Teil aber
auch auf solche einfachere Fille, die in anderer Weise ebenso kurz
— und vielleicht noch kiirzer — behandelt werden konnen, die aber
mit aufgenommen wurden, weil die Gewinnung bekannter Ergebnisse
auf neuen Wegen besonders geeignet sein diirfte, den Leser schnell
mit den fraglichen Verfahren vertraut zu machen, wie denn iiber-
haupt simtliche Aufgaben vornehmlich darauf hinzielen, die gegebenen
Gesetze streng zu beweisen undfin moglichst lehrreicher Art zu er-
kldren, nicht aber, die Theorie einer beschrinkten Anzahl von Fillen
bis ins Einzelne auszufeilen. Es sind deshalb die meisten Aufgaben
iiber statisch unbestimmte Triiger nur soweit durchgefiihrt worden,
bis die statische Unbestimmtheit gehoben war, da gerade die ein-
heitliche Berechnung der an Elastizititsgleichungen gebundenen
dufseren und inneren Kriifte neben einer iibersichtlichen Darstellung
der Formenénderungen das Feld bilden, auf welchem das Vorgetragene
erfolgreich zu verwerten ist.

Besonders eingehend wurde die Aufsuchung der Einflufslinien
fiir die statisch nicht bestimmbaren Grofsen ebener Triiger behandelt,
wozu es notig war, die — vielfach erweiterten und vereinfachten —
Gesetze iiber die Biegungslinie (elastische Linie) abzuleiten, um mit
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deren Hilfe die Berechnung der gesuchten Einflulslinien in besonders
iibersichtlicher Weise auf die Berechnung von Momentenlinien fiir
einfache , Balken  zuriickfiihren, zu konnen.

Trotzdem sich das Buch an reifere, mit den Grundziigen der
Festigkeitslehre und der Statik der Bauwerke bereits vertraute Leser
wendet, und sein Umfang durch Voranstellung der im § 23 ent-
haltenen allgemeineren Untersuchungen etwas hiitte gekiirzt werden
konnen, erschien es ratsam, mit der Betrachtung des iibersichtlichsten
Falles — der Theorie des Fachwerks — zu beginnen, und auch im
zweiten Abschnitte der schirferen Untersuchung einfach gekriimmter
Stébe diejenigen vereinfachten Entwickelungen vorauszuschicken, die
beispielsweise im Hochbau und Briickenbau bei der Berechnung von
Bogentriigern stets Anwendung finden, da hier den Vorbedingungen
der genaueren Theorie nur sehr unvollkommen entsprochen wird.

Die Ableitung des Gesetzes der virtuellen Verschiebungen fiir
den elastischen Korper wurde, da sie den meisten Lesern aus der
Mechanik geldufig sein diirfte, in einen Anhang verwiesen, der auch
geschichtliche Angaben und Anfiihrung einschligiger Schriften enthélt.

Auf die in diesem Buche gebotenen eigenen Untersuchungen
brauche ich Kenner der Literatur nicht besonders hinzuweisen.

Berlin 1893.

H. Miiller-Breslau.



Vorwort zur dritten Auflage.

Die vorliegende dritte Auflage unterscheidet sich von der zweiten
Auflage hauptsiichlich durch die eingehendere Behandlung des statisch
bestimmten Fachwerks. Insbesondere hoffe ich, dals der an den
Schlufs des Buches gestellte Abschnitt iiber das riumliche Fachwerk,
der eine abgerundete Wiedergabe einiger vom Verfasser in einer
Reihe kleinerer Abhandlungen verdffentlichten Untersuchungen enthiilt,
Manchem willkommen sein wird. Denn, trotzdem es sich beim Fach-
werk nur um die Auflosung von Gleichungen ersten Grades han-
delt, also um eine in mathematischer Bezichung sehr einfache Auf-
gabe, so begegnet man doch gerade bei der Berechnung riumlicher
Fachwerke hiufig recht umstindlichen und weitlidufigen Verfahren.
Die Anwendungsbeispiele sind auf das notwendigste Mals beschrinkt
worden; eine ausfiihrlichere Behandlung dieses Gebietes wird der
dritte Band meiner ,,Graphischen Statik* bringen. Immerhin geniigt
das in diesem Buche Gebotene fiir die Berechnung jedes riumlichen
Fachwerks. A

Der iibrige Teil des Buches ist sorgfiltig durchgesehen und
verbessert worden. Zu grofsem Danke bin ich Herrn Ingenieur
Miillenhoff in Lauchhammer verpflichtet, der mich bei dieser Durch-
sicht und beim Lesen der Korrekturen unterstiitzt hat.

Berlin 1904.

H. Miiller-Breslau.
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Abschnitt 1.

Theorie des ebenen Fachwerks.

§ 1.
Allgemeines fiber das ebene Fachwerk.

1) Ein Fachwerk ist eine Verbindung von Stiben, welche in den
Knotenpunkten, d. h. in den Punkten, in denen mehrere Stabachsen
zusammentreffen, durch reibungslose Gelenke miteinander befestigt sind.
Greifen alle #ufseren Krifte in den Knotenpunkten an (was stremg
genommen nur bei gewichtslosen Stiiben mdglich ist), so tritt in jedem
Stabe eine mit der Achse desselben zusammenfallende Spannkraft auf,
welche positiv oder negativ angenommen werden soll, je nachdem sie
Zugspannungen oder Druckspannungen hervorbringt. Liegen alle Stab-
achsen und Hufseren Krifte in derselben Ebene, so heifst das Fachwerk
ein ebenes.

Wir betrachten das ebene Fachwerk unter der Voraussetzung, dals
die #ufseren Krifte sowohl fur sich allein als auch mit den inneren
Kriften im Gleichgewichte sind, und dufs es zulissig ist, die durch die
Elastizitdt des Materials der Fachwerkstibe und der das Fachwerk

Ng 1.

stitzenden fremden Korper bedingten Forminderungen als verschwin-

dend klein aufzufassen. Es dtirfen in diesem Falle in die Gleichgewichts-
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 1
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bedingungen alle Hebelarme und die Neigungswinkel der Stibe mit
denjenigen Werten eingefilhrt werden, welche dem spannungslosen An-
fangszustande  des Fachwerks entsprechen.

Die ‘Bufseren Krifle sind teils gegeben und sollen dann Lasten
heifsen und mit P bezeichnet. werden, teils bestehen sie aus den zm
suchenden Widerstinden C der das Fachwerk stiltzenden Korper. Die
Sttitzpunkte, auch Auflager genannt, knnen bewegliche oder feste
sein. Ein bewegliches Auflager entsteht, sobald ein Knotenpunkt ge-
zwungen wird, auf einer gegebenen Linie zu bleiben, an der Bewegung
lings dieser Linie aber durch den Zusammenhang mit dem Fachwerke
gehindert wird; der Stlitzenwiderstand wirkt, wenn keine Reibung auf-
tritt, senkrecht zu dieser Bahn, seine Richtung ist gegeben, seine Grofse
wird gesucht.*)

Von dem Widerstande eines festen Auflagers ist hingegen sowohl
die Grofse als auch die Richtung unbekannt, es sind — wie wir bei
der Herleitung der allgemeinen Gesetze voraussetzen wollen — zwei
Seitenkriifte desselben anzugeben.

Die nach festen Richtungen wirkenden Seitenkrifte der Stitzen-
widerstinde lassen sich auch als die Spannkriifte in Stiben deuten,
welche die fraglichen Sttitzpunkte mit aufserhalb des Fachwerks ge-
legenen festen Punkten verbinden und Auflagerstibe genannt werden.
Einem beweglichen Auflager entspricht ein Auflagerstab, zu einem festen
gehdren zwei Sthbe.

Die Einfuhrung der Auflagerstibe gestattet eine sehr kurze Dar-
stellung allgemeiner Untersuchungen; es liegt nur eine Art von Un-
bekannten vor, denn man hat nur noch mit Stabkriften zu tun.

Bedeutet nun n’ die Anzahl der beweglichen Auflager,
', »n n festen »
S, n » Fachwerkstiibe,
so sind n’ 4 2n"' 4 » Unbekannte zu berechnen und hierzu stehen,
bei ¥ Knotenpunkten, 2k Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung.

Bezieht man néimlich das Fachwerk auf ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem (z, y) und bezeichnet mit Q... und @,. die parallel den
Koordinatenachsen gebildeten Seitenkrifte der im Knotenpunkten m an-
greifenden Hulseren Kraft @, (welche gegebene Last oder unbekannte
Auflagerkraft sein kann), ferner mit S;, S; ... .. S, die Spannkriifte

*) Reibungswiderstinde an den beweglichen Auflagern diirfen wir hier aus-
schliefsen. Bei grofsem Reibungskoeffizienten kann ein bewegliches Lager zu
einem festen werden; tritt Bewegung ein, so ist der Reibungswiderstand in be-
stimmter Weise von dem Normaldrucke auf die Auflagerbahn abhingig: wir
zdhlen ihn in diesem Falle zu den Lasten, iiber deren Gréfse ja nichts voraus-
gesetzt zu werden braucht.
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in den von m ausgehenden Stiben und mit @, a; . . . . . o, die
Neigungswinkel dieser Stibe gegen die z-Achse, so ergeben sich die
beiden Gleichgewichtsbedingungen:

O+ SScosa=0
1

(1) .
Qpm + =8sin a =0,
1

und zwei solcher Gleichungen ersten Grades lassen sich fiir jeden Knoten-

punkt aunfstellen. ‘

Ist nun n' 4- 2n’" 4 r => 2k, so ist- es nicht mdglich, die Un-
bekannten lediglich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen zu be-
rechnen, und das Fachwerk heilst ein statisch unbestimmtes.

Ist n' + 28" 4+ r <2k, so kann im allgemeinen kein Gleich-
gewicht zwischen den &ufseren und inneren Kriften bestehen; das Fach-
werk ist beweglich.

Ist aber » 4 n’ 4 2n’ = 2k, und besitzt die aus den Koeffi-
zienten der linearen Gleichungen (1) gebildete Determinante D einen
von Null verschiedenen Wert, so lassen sich die unbekannten Stab-
kriifte fiir jeden Belastungszustand eindeutig durch die gegebenen
Lasten P ausdrticken. Ein solches Fachwerk heilst ein statisch be-
stimmtes. Die einzelnen Teile eines solchen Fachwerks kdnnen nicht
gegeneinander bewegt werden, weil die Gleichungen (1) aussprechen,
dals an jedem Knotenpunkte fiir jede Angriffsweise Gleichgewicht
besteht.

Die Untersuchung der Determinante D ist umstindlich, aber auch
entbehrlich, da sich die Frage nach der statischen Bestimmtheit stets
schnell und sicher durch den Versuch entscheiden liflst, die unbekannten
Spannkriifte fiir einen ganz allgemeinen Belastungszustand eindeutig zu
bestimmen. Meistens werden hierzu die bekannten Berechnungsver-
fahren ausreichen; flir verwickeltere Fille aber mtge der folgende, immer
zum Ziele fithrende Weg angegeben werden.

Man verwandle das fragliche Fachwerk durch Beseitigung von
Stiben und Hinzufigung von ebensoviel neuen Stiben, welche kurz
Ersatzstibe genannt werden collen. in ein Stabgebilde, dessen statische
Bestimmtheit und Unbeweglichkeit aufser allem Zweifel steht, und dessen
Spannkrifte und Auflagerwiderstinde sich auf mbglichst einfache Weise
ermitteln lassen. Die Spannkrifte der beseitigten Stibe bringe man an
dem neuen Fachwerke als #uflsere Krifte an; sie mbgen mit Z,, Z,,
Z, .... Z, bezeichnet werden. Hierauf stelle man die Spannkrifte

des neuen Fachwerks als Funktionen der gegebenen Lasten P und der
1*
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vorliufig unbekannten Krifte Z dar. Sie erscheinen, da alle Gleich-
gewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, in der linearen Form

(2) S= @. +6.Z.+65Z5+@.Z,+..-o‘l‘@.Z., i
wobei ©, denjenigen Wert bedeutet, welchen & annimmt, sobald stimt-
liche Kriifte Z gleich Null gesetzt werden, sobald also nur die Lasten
P auf das neue Fachwerk einwirken. Weiter bedeutet ©, den Wert
von § fiir den Fall, dafs alle Lasten P verschwinden, desgleichen die
Kriifte Z,, Z,, . . . . Z,, whhrend die beiden Krifte Z, die Grofse 1
annehmen, eine Belastungsweise, welche wir kurz den Zustand Z, =1
nennen wollen; und ganz ebenso lassen sich die Ziffern &,, S,,... &,
als die Spannkrifte fur die Zustinde Z, =1, Z, =1, ... Z,=1
auffassen. Die Ziffern S,, &,, S,,.... ©, sind unabhlingig von den
Lasten P, withrend die Spannkrifte &, fur jeden neuen Belastungsfall
von neuem ermittelt werden miissen.

Setzt man schliefslich die Spannkriifte in den Ersatzstiben gleich
Null, so erhilt man ebensoviel Gleichungen ersten Grades, als Krifte Z
vorhanden sind, ist also im stande, die letzteren zu berechnem. Das
Fachwerk ist statisch bestimmt, sobald die Nennerdeterminante jener
Gleichungen einen von Null verschiedenen Wert besitzt.

Werden also die Spannkrifte in den Ersatzstdben mit ¥, Y”,
Y™, . .. Y™ bezeichnet, so lauten die Bedingungen zur Berechnung
der Spannkriifte Z:

Y=Y, 4+Y 2+ Y2+ Y 2 +....+ Y. Z.=0

- Y=Y '+ Y2+ Y%+ Y Z+....+ Y."Z. =0

y=yr+xyrz;,+¥rz2,+ Y2, +...+YnZ,=0.
Das Fachwerk ist statisch bestimmt sobald
Y, YWY ...Y.

Y.II Ybll Y-‘II . Y-’I
(4) D= L S0 ist.

Y Yy ¥Yr... Ya

Die Verwandlung eines Fachwerks in ein anderes, leicht zu be-
rechnendes, bietet selbst in den verwickeltesten Fillen nicht die gering-
sten Schwierigkeiten. Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, die
Spannkriifte eines Fachwerks lediglich durch wiederholte Ldsung der
Aufgabe zu bestinmen, eine gegebene Kraft nach zwei Richtungen zm
zerlegen. Es durfen dann an einem Knotenpunkte nur zwei unbe-
kannte Stabkrifte vorkommen; ihre Werte erhilt man, indem man die
Mittelkraft der am Knotenpunkte angreifenden bekannten Krifte nach
den Richtungen der beiden Unbekannten zerlegt. Ist es nun nicht




— 5 —

mdglich, so von Knotenpunkt zu Knotenpunkt zm gehen, dafs man am
jedem Knotenpunkte immer nur zwei unbekannten Stabkriiften begegnet,
80 beseitige man die: iberzithligen Stibe und rechne ihre Spannkriifte Z
suniichst zn den gegebenen Lasten. Man wird dann auch auf Knoten-
punkte stofsen, an denen Stibe fehlen, weil ja das Fachwerk nur die
erforderliche Stabzahl besitzt — was gleich zu Beginn der Unter-
suchung festgestellt worden ist. An diesen Knotenpunkten werdem nun
die Ersatzstibe angebracht. Dabei ist es keineswegs notwendig, die

Ersatzstibe zwischen zwei Knotenpunkten einzuziehen. Diese Stiibe
durfen aoch nach anfserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten
gefthrt werden; ihre Richtungen werden so gewihlt, dafs mdglichst ein-
fache und tibersichtliche Rechnungen und Kriftezerlegungen, entstehen.

Die folgenden Beispiele werden gentigen, das beschriebene allge-
meine Verfahren zu erliutern.
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1. Beispiel. An der in Fig. 2 dargestellten Fachwerkscheibe
mbgen sich gegebene iulsere Kriifte das Gleichgewicht halten. Es soll
der Weg zur  Bestimmung der Spannkrifte angegeben werden. Da
die #ulseren Kriifte im Gleichgewicht sein sollen, so dtirfen sie nicht
willktirlich angenommen werden; sie missen vielmehr drei Gleichge-
wichtsbedingungen erfilllen. Von den 2k Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den Hulseren und inneren Kriften des Fachwerks stehen also
zar Berechnung der Spannkriifte nur noch 24— 3 voneinander unab-
hiingige Gleichungen zur Verfligung; die Scheibe mufs also 2k — 3
Stibe, und mghi{-cgr Stibe, enthalten. Diese Bedingung ist erftillt;
e8 ist k= 25, und die Stabzahl betrigt 47 = 2-25 — 3.

An keinem Knotenpunkte kommen weniger als drei Stibe vor.
Beginnen wir beim Knotenpunkte a und setzen wir die Spannkraft Z,
des Stabes ab als bekannt voraus, so sind wir imstande, der Reihe
nach an den Knotenpunkten b, ¢, d, ¢ die Spannkriifte in den Stiben
1, 2, 3, 4, . . . bis 10 za bestimmen, denn wir begegnen an jedem
dieser Knotenpunkte immer nur zwei Unbekannten. An welcher Stelle
der zu Z, gehdrige Ersatzstab eingezogen wird, lassen wir moch un-
entschieden. Wir gehen nun zum Knotenpunkte f, ftihren den Stab
fm als Stab Z, ein, ermitteln die Spannkrifte in den Stiben 11, 12,
13 und 14, wihlen am Knotenpunkte 4 den Stab hi zum Stabe Z,,
bestimmen hierauf 15, 16, 17, 18, u. s. w. bis 42 und gelangen
8o zum Knotenpunkte w, wo zum ersten Male ein Stab fehlt, denn es
ist dort nur die Spannkraft des Stabes 43 unbekannt, wihrend zwei
Gleichgewichtsbedingungen zur Verftigung stehen. Hier wird also der
erste Ersatzstab erforderlich. Im vorliegenden Falle sind nur noch die
wenlgen Knotenpunkte w, z, y, z tibrig gebheben sie sind nur duarch
zwei Stibe wz und zy. mit unbekannten
Spannkriiften verbunden und lassen sich
durch drei Stibe Y’, ¥Y”, Y zu einem
statisch bestimmten Fachwerke der einfach-
sten Art vereinigen. Damit sind die den
drei Stiben Z,, Z,, Z, entsprechenden Er-
satzstibe gefunden. Man erkennt, dafs das
neues Fachwerk, in welches das gegebene
Fachwerk verwandelt worden ist, aus einem

Fig. 8. Dreiecksystem wxyz besteht, an welches
die tbrigen Knotenpunkte in der Reihen-
folge v, u, t, 8, r . . . . . ¢, b, a zweistiibig angeschlossen sind. Dals

dieses Verfahren selbst in den schw1engsten Fillen zum Ziele fiihrt,
bedarf keines weiteren Beweises.
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In Fig. 3 baben wir noch den Fall dargestellt, wo der am Knoten-
punkte w erforderliche erste Ersatzstab Y’ in einem beliebigen festen
Punkte w0’ endigt. . Von den in w angreifenden Stabkriften :§ ist nur
noch S,, unbekannt.” Es empfiehlt sich, dem Stabe ¥ die Richtung
einer der bekannten Krifte zu geben; wir wihiten in Fig. 3 die
Richtung von S;;. Das Kriiftepolygon liefert dann die beiden Werte
S,s und Y' — S;,. Dieser Vorgang lifst sich auch in folgender Weise
beschreiben. Man lifst den Stab ww’ weg und betrachtet dafir aulser
S,; noch eine der beiden bereits bekannten Stabkriifte als Unbekannte,
beispielsweise Sy,. Den fiir S35 gewonnenen Wert setzt man nun dem-
jenigen gleich, den das Kriftepolygon des Knotenpunktes s filr Sg5 ge-
liefert hat. Die auf diese Weise erhaltene Gleichung zur Berechnung
der Z-Krifte stimmt natiirlich genau mit der Bedingung ¥ ==0
tiberein. Ich mufs dies hervorheben, weil vor kurzem diese zweite
Darstellungsweise eines und desselben Vorganges zu einem neuen Ver-
fahren erhoben und sogar gegen mein allgemeines Ersatzstabverfahren
ausgespielt worden ist,*) trotzdem ich bereits im Jabrgange 1891
des Zentralblatts der Bauverwaltung (Seite 440, Abb. 20 u. 21) den
nach einem festen Punkte gehenden, beliebig gerichteten Ersatzstab
eingefiihrt und auch das zweckmilsige des Zusammenfallens seiner Rich-
tang mit der Richtung eines wirklich vorhandenen Stabes durch ein
Beispiel erliutert habe.

Ich will noch zwei andere Lbsungen mlttellen.

Erstens: Man ersetzt die gegebene Kraft P, durch die unbekannte
Kraft Y, ermittelt nun mit Hilfe des Kriftepolygons die beiden Un-
bekannten Y’ und S,, und stellt dann zur Berechnung der Z-Kriifte
die Gleichung aunf

Y =P,
und ebenso verfihrt man an den Knotenpunkten z und y.**) D

Zweitens: Am Knotenpunkte w ist nur noch die eine Stabkraft
S,5 unbekannt, wihrend zwei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden
mfissen; die eine Gleichgewichtsbedingung steht also zur Berechnung
der Kriifte Z zur Verftigung. Wir wollen diese Aufgabe analytisch
l6sen und setzen, um S,; zu finden, die Summe der Projektionen der
in w angreifenden Krifte auf eine Gerade, die rechtwinklig zu S
oder S,, ist, gleich Null. Mit den in die Figur 4a eingetragenen
Winkelbezeichnungen finden wir

S, sina - P, sin §
Sy = ; )
sin Y

*) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 634.
*#) Nach dieser Lesart habe ich im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902
auf Seite 62 ein Beispiel behandelt.
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Jetzt setzen wir die Summe der Projektionen der Kriifte auf eine
zu S, oder S,y rechtwinklige Gerade gleich Null. Mit den in Fig. 4b
angegebenen Bezeichnungen erbalten wir die Gleichung

Sy 8i0 @4 S,, sin T = P, sin ¢,
in der nur noch die Unbekannten Z,, Z,, Z, vorkommen. Ganz ebenso
verfahren wir am Knotenpunkte z. Nach Bestimmung von S,, mit
Hilfe der einen Gleichgewichtsbedingung steht die zweite Bedingung
wieder zur Berechnung der Unbekannten Z zur Verfigung. Da nun-
mebr alle Stabkrifte als Funktionen der P und Z dargestellt worden
sind, so braucht man nur noch eine dritte Gleichung zur Bestimmung
der Krifte Z. Man hat die Wahl unter den vier Gleichgewichtsbe-
dingunges der beiden Knotenpunkte y und 2. Drei Gleichgewichts-
bedingungen bleiben iibrig, was damit zusammenh#ingt, dafs die Sufseren
Kritfte] nicht willktirlich angenommen werden dtirfen, sondern die drei

Fig. 4a und 4b.

allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen erftillen mtissen, denen jedes
ebene Kriftesystem, das an einer starren Scheibe angreift, zu gentigen
bat. Die tibrig bleibenden Gleichgewichtsbedingungen kdnnen nun zur
Prifung der Richtigkeit der Zahlenrechnung benutzt werden; eie ent-
sprechen den bekannten Zeichnungsproben, welche beim Auftragen der
Kriftepolygone fiir die Knotenpunkte eines Fachwerks stets zur Ver-
fugung stehen, sobald simtliche Hufseren Krifte gegeben sind.

Ob man sich nun besser daftir entscheidet, Ersatzstibe zwischen
Knotenpunkte des Fachwerks einzuziehen oder einen der zuletzt be-
schriebenen Wege zu gehen, hiingt von der Natur der zu lbsenden
Aufgabe ab. Jedenfalls ist die Einfigung von Ersatzstiben, die zwi-
schen Fachwerksknotenpunkten eingezogen werden oder nach aulserhalb
des Fachwerks liegenden festen Punkten fithren und deren Spannkrifte
an jeder beliebigen Stelle des Rechnungsganges gleich Null gesetzt
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werden dfirfen, die allgemeinste der hier vorgefithrten Darstellungs-
weisen; ans ihr folgt jede andere Darstellung durch Spezialisierung.
Hervorzuheben ist noch, dafs jede Aufgabe — je nach der Wahl
‘der Z-Stibe’ — 'verschiedene Lotsungen zulifst, und dafs man vor der
Auftragung von Kriifteplinen und Ausfiihrung von Rechnungen ver-
schiedene Wege miteinander vergleichen wird, um mit einer mdoglichst
kleinen Anzahl von Z-Stiben auszukommen,-es sei denn, dals symme-
trisch gebante Fachwerke vorliegen, bei denen es sich dann meistens

Fig. &.

empfiehlt, die aus der Regelmifsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen
tunlichst anszunutzen und dafiir lieber eine gréfsere Anzahl von Z-Stiben
in den Kaunf zu nehmen. Wir machen schon an dieser Stelle auf die
in dem Abschnitte tiber das ritumliche Fachwerk vorgefiihrten Aufgaben
aufmerksam, denn flir den Raum ist unser Verfahren von besonderer
Bedeutung.
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2. Beispiel. An .ein aus fiinf Stiben bestehendes Funfeck 1, 2,
8, 4, 5, Fig. 5, seien weitere Knotenpunkte 6, 7, 8, . . . m . .. n
durch je zwei Stibe in der Weise angeschlossen, dafs 6 verbunden wird
mit 5 ond'2, ' ?'mit-'6'and'8, . . . # mit n— 1) und (n — 4). Es
entsteht auf diese Weise ein Fachwerk, das micht »teif ist, sondern zwei
Bewegungsfreiheiten besitzt, das aber im allgemeinen in ‘ein steifes
Fachwerk tibergeht, sobald zwei Stibe hinzugefgt werden. Das nahe-
liegendste whre nun, das Fiinfeck zu versteifen, beispielsweise durch
die Diagonalen ¥  und Y”. Die Versteifung mdge aber in der
Weise erfolgen, dals irgend ein Knotenpunkt m mit dem Knotenpunkte 2
durch einen Stab Z, verbunden wird und der Knotenpunkt n mit 1
durch einen Stab Z,. Durch' diese Beschreibung der Erzeugung des
Fachwerks ist zugleich der Gang der Berechnung gegeben.

Wire die Bildungsweise dieses Fachwerks nicht bekannt, so wiirde
der im ersten Beispiele eingeschlagene Weg zu dem folgenden Rechnungs-
gange filhren. Man beginnt bei irgend einem dreistibigen Knoten-
punkt. Entscheidet man sich fiir einen der vier aufsen liegenden Knoten-
punkte n, n—1, n—2, n— 3, und wihlt irgend einen der an diesen
Punkten angreifenden Stibe zum Stabe Z,, so ist man imstande, die
dbrigen an den vier Knotenpunkten angreifenden Stibe zu berechnen
und begegnet auch an den Punkten n—4, n—5, . . . .. (m+ 1)
immer nur zwei Unbekannten. Erst bei m ist die Einfhrung eines
zweiten Z-Stabes erforderlich; von hier ab treten nie mebr als zwei
Unbekannte anf; man gelangt schliefslich zu einem Knotenpunkte, an
dem ein Stab fehlt und wird auf diese Weise zur Versteifung des”in-
neren Fiunfecks durch zwei Stibe, die auch nach festen Punkten aufser-
halb des Fachwerks fihren diirfen, hingeleitet. Geht man von einem
der dreistibigen Knotenpunkte 1, 3, 4 aus, so wird man auf einem
dhnlichen Wege zur Versteifung des 4ulseren Fiinfecks gefiibrt.

Die als zweites Beispiel behandelte Aufgabe lifst ‘sich verallge-
meinern. Schlie(st man an ein irgendwie gesttitztes ebenes Fachwerk (F),
welches 7 Bewegungsfreiheiten besitzt, weitere Knotenpunkte zweistlibig
an, so entsteht ein Stabgebilde, welches durch Hinzufugung von r
Stiben Z steif gemacht werden kann. Um dieses steife Fachwerk zu
berechnen, ftihre man die zur Versteifung des Fachwerks (F') erforder-
lichen » Ersatzstibe Y ein. Die Zahl r ist hierbei die gttfste Anzahl
der zur Berechnung der Z aufzustellenden Gleichungen Y =0. Es
kann aber auch vorkommen, daf man mit weniger als » Gleichungen
auskommt, da durch die Einfigung der Z-Stibe ein Fachwerk entstehen
kann, das sich aus einer Stabverbindung mit i Bewegungsfreiheiten
herleiten lifst, wo ¢ <Tr ist. Liegt z. B. bei dem oben aus dem




Finfeck abgeleiteten Fachwerk der Sonderfall m =— 8 und n =11 vor,
Fig. 6, so braucht man nur einen einzigen Ersatzstab ¥ einzuftihren.
8. Beispiel. Es soll
der in Fig. 7 'dargestellte
trapezfSrmige Balken, des-
sen Fiillungsstibe ein vier-
faches, durch drei Stinder
versteiftes Netzwerk bilden.
untersucht werden.
Beseitigt man die bei-
den Stéinder in der Nihe
der Sttitzen und zieht da-
‘ir die Ersatzstibe ¥ und
Y” ein, so entsteht ein
Fachwerk, dessen Spann-
kriifte sich leicht fur jeden
Belastungszustand berech-
nen lassen, weil sich seine -
Knotenpunkte der Reihe nach zwexst&blg an die in der Fig. 8 durch
Schraffierang hervorgehobene statisch bestimmte Scheibe angliedern lassen.
Dumit ist auch bewiesen, dals das Fachwerk die erforderliche und aus-
reichende Stabzahl besitzt.

3 N
- - . - , L\A
-)-,,\‘,’ R L L ‘ N
s, s N Ve v .
o« " " L . ,./ .Z,;\
- - e U

Fig. 7 und 8.

Wir wollen dieses Beispiel etwas weiter durchfithren und die De-
terminante

v Ya' ybl

Y"’ Ybll
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welche iber die statische Bestimmtheit entscheidet, untersuchen. Die
Anzahl der Felder sei gleich grofs, die Streben mdgen alle mit der
Wagerechten denselben Neigungswinkel ¢ bilden.

Y//vuud || ¥, Céntsprechen dem Zustande Z,=—1, und I;, ¥,”
dem Zustande Z, = 1. Da das Fachwerk symmetrisch ist, so geniigt
es, den einen dieser beiden Zustinde zu untersuchen.

 Fig. 9.

Fig. 9 stellt den Belastungszustand Z, =1 dar. Die spannungs-
losen Fiillungsstibe sind fortgelassen worden; in den fibrigen Fullungs-
stkben entstehen Spannkrifte | oder 2., wo

1

28in @

p==

Fig. 10.

ist. Die mit 2|1 beanspruchten Stibe sind durch gestrichelte Linien
hervorgehoben worden. Der Triigerteil rechts von der schraffierten
Scheibe ist spannungslos. Der Abstand der seitlichen Vertikalen von
der Mitte sei gleich nA. In Fig. 7 ist n == 7. Fiir diesen Fall und
ebenso fir » =23, n =11, 15, 19, . . . . zeigt Fig. 10a den Be-
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lastungszustand der steifen Scheibe in der Mitte des Balkens. Es greifen
an dieser Scheibe drei Streben an, deren Spannkrifte @, p, 2 sind.
Damit Gleichgewicht. besteht, mufs die obere Gurtung auf die Scheibe
einen Druck v =='1': cotg ¢ “austiben.*) In den Ersatzstiben entsteht .

Y.I=0, Y;=—“l.
Daraus folgt nun fir den Zustand Z, =1
Y.” —__ 1, Y’ﬂ — 0’
mithin
0 —1
o] ¢ e

Das Fachwerk ist also brauchbar.
Fig. 10b gibt den Belastungszustand der Scheibe ftir n =2, 6,
10, 14, . . . . an; es wird
Y =1,Y =1,Y =1, Y, =1

11
D—{ 11 ‘= 0
und das Fachwerk erweist sich als unbrauchbar.
Fig. 10c gilt fir n =1, 5, 9, 18, . . . .. und liefert
Y,=—1, ¥ =0, ¥Y,”=0, ¥, =—1

—1 0
= == 1.
p="0 =+

Das Fachwerk ist brauchbar.

Fig. 10d entspricht den Fillen n =4, 8, 12, 16, . . . . und
liefert

Y,=0,Y =0, Y, =0, ¥,=0
. +D=0.

Das Fachwerk ist wieder unbrauchbar.

Unsere Untersuchung beweist, dafs n eine ungrade Zahl sein
mufls, wenn das Fachwerk ein statisch bestimmtes sein soll.

2) Dem im vorstehenden entwickelten Verfahren des Verfassers moge nun
das von Henneberg in seinem Buche Statik der starren Systeme, Leipzig
1886, angegebene Verfahren, das ebenfalls stets zum Ziele fithrt, gegeniiber-
gestellt werden. Es gilt zuniichst nur fiir freie, d. h. ungestiitzte Fachwerke, an
denen sich gegebene dulsere Kriifte das Gleichgewicht halten, lifst sich aber ohne
weiteres auch auf irgendwie gestiitzte Fachwerke ausdehnen. Man hat nur nbtig,
die Stiitzpunkte durch Stiibe mit aufserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten
zu verbinden und diese festen Punkte zu Knotenpunkten eines die Gesamtheit
aller Widerlager vorstellenden statisch bestimmten Fachwerks zu machen. Auf
diese Weise bildet man aus dem Fachwerk und den Widerlagern eine Fachwerk-
scheibe; sie moge & Knotenpunkte und 2k — 8 Stibe enthalten. Besitzt diese

*) Dies Ergebnis liefert auch die Verfolgung der Spannkrifte &, in den
Gurtungen.
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Scheibe dann keinen einzigen einfachen Knotenpunkt.*) so mufs sie mindestens
einen zweifachen Knotenpunkt haben, denn liefen in allen Knotenpunkten min-

destens vier Stibe zusammen, so miifsten wenigstens —4—;3=2k Stibe vorhanden

- sein. Auf diesen Satz stitzt sich nun das Verfahren von Henneberg: die
Berechnung jedes freien Fachwerks von # Knotenpunkten auf die
Berechnung eines Fachwerks von n—1 Knotenpunkten zuriick-
zufiihren. Wir teilen hier die von Henneberg selbst gegebene Darstellung
seines Verfahrens mit. (Siehe a. a. 0. Seite 228.)

»Es moge ein bestinmtes ebenes Fachwerk von s Knotenpunkten gegeben
sein, welches keinen einfachen Knotenpunkt besitzt. Dann ist jedenfalls ein
zweifacher Knotenpunkt O vorhanden.
Derselbe sei durch Stibe mit den
drei Knotenpunkten 4, B, C ver-
bunden, und zwar seien relative Ver-
schiebungen der beiden Punkte A4
und B nach Weglassung des Knoten-
punktes O und der drei Stibe 04,
OB, OC moglich. Aus dem Fach-
werke von n Knotenpunkten Jifst sich
ein einfaches von n —1 Knoten-
punkten herleiten, indem der Knoten-
punkt O und die Stibe 04, 0B, 0C
weggelassen und dafiir ein Stab 4 B
hinzugefiigt wird. Hierbei ist das
e 11 Fachwerk von n — 1 Knotenpunkten

& ein (statisch) bestimmtes, sobald das

Fachwerk von » Knotenpunkten ein

solches ist. Ist umgekehrt das Fachwerk von # —1 Knotenpunkten ein be-
stimmtes, so ist es auch dasjenige von n Knotenpunkten.**)

Die Kriifte, welche auf die einzelnen Knotenpunkte X; ¥; des Fachwerks
von n Knotenpunkten wirken, seien P und speziell P, P,, B, P, die Krifte,
welche auf die Knotenpunkte O, 4, B, C wirken.

Die Kraft P,, welche auf O wirkt, lifst sich auf unendlich viele Arten in
drei Komponenten 8,, 8,, S, zerlegen, welche in den drei Stiben 04, OB, 0C
liegen. Es seien S,’, Sy, S, die Komponenten von P, bei einer speziellen Zer-
legung und ferner S,", §,”, S, irgend drei in 0A4. OB, OC liegende Krifte,
welche unter sich im Gleichgewichte stehen. Dann sind alle moglichen Zer-
legungen von P, in drei Komponenten in 04, OB, OC in der Form enthalten

5 =8"+18"
S, =358'+18"
8§ =58y + 18"

Diese drei Kriifte S,, S,, S, driicken den Einflufs aus, welchen der Knoten-
punkt O und die Kraft P, auf die Spannungen in den iibrigen Stiben des Fach-
werks besitzt. Fs sei nun der Knotenpunkt O weggenommen, dafiir ein Stab
AB hinzugefiigt, und so das bestimmte Fachwerk von » Knotenpunkten auf ein

*) Ein Knotenpunkt heilst §-fach, wenn ¢ -} 1 Stibe von ihm ausgehen.

*#) Hier steht bei Henneberg noch der Zusatz: ,wenn der Punkt O nicht
auf dem Kegelschnitte 4, § 89 sich befindet*. Auf die Wiedergabe der Gleichung
dieses Kegelschnittes (a. a. O. Seite 219) diirfen wir hier verzichten.
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solches von »n — 1 Knotenpunkten reduziert. Sollen dann die Spannungen in den
Stiiben des Fachwerkes von » — 1 Knotenpunkten iibereinstimmen mit den Span-
nungen, die sich in dem Fachwerke von n Knotenpunkten infolge der Kriifte
Py, Py, Py, By, Py tit ergeben, S0 mufs es moglich sein, den Faktor A so
zu bestimmen, dals, wenn auf die drei Knotenpunkte 4, B, C des Fachwerks
von n— 1 Knotenpunkten die Resultanten P,’, P, P von P, und S,, P, und
Sy P, und S;, dagegen auf die iibrigen Knotenpunkte die friiheren Krifte P,
Py, . . . wirken, sich in dem Stabe 4B eine Spannung von der Grifse Null
ergibt. Es seien nun gefunden:

1) Die Spannungen in den Stiben des Fachwerks von s — 1 Knotenpunkten,
wenn auf die drei Knotenpunkte 4, B, C die Resultanten von P, und S,’, von
P, und Sy, von P; und S, und auf die iibrigen Knotenpunkte die Krifte P,,

. . wirken. In einem Stabe Iz moge sich die Spannung Sia’ und speziell
m dem Stabe A B die Spannung 8,4 ergeben.

2) Die Spannungen in den Stiben des Fachwerkes von » — 1 Knoten-
punkten, wenn auf die drei Knotenpunkte A4, B, C die drei im Gleichgewichte
stehenden Krifte S,”, S,”, Sy° und auf die iibrigen Knotenpunkte gar keine
Krifte wirken. Hierbei moge sich in dem Stabe ls eine Spannung Sa” und
speziell in dem Stabe, AB eine Spannung S,,” ergeben haben. Es stellt dann

Sie = Sa’ 4+ 2 Sa”
die Spannung im Stabe Iz und speziell

Sjy= Su' + AS,"
die Spannung in dem Stabe 4 B fir jeden Wert von A dar, wenn auf die Knoten-
punkte des Fachwerks von n — 1 Kunotenpunkten die Krifte P’, B', B/, F,,
Py, . . . wirken. Die gestellte Aufgabe ist gelost, sobald es moglich ist, A so
zu bestimmen, dafs die Spannung S, in dem Stabe A B gleich Null ist, dafls also:

D S’ + 48, =0.

Dann stellt bei Einsetzung dieses Wertes Sa die Spannung in dem Stabe
la des Fachwerks von # Knotenpunkten dar, wenn auf die Kuotenpunkte die
gegebenen Kriifte Py, Py, By, Py P, . . . . wirken.

Damit das Fachwerk von » Knotenpunkten ein statisch bestimmtes ist, mufs
das Fachwerk von s — 1 Knotenpunkten ein solches sein; dann lifst sich die
Bestimmung der Spannungen S und Sg” stets durchfiihren, und zwar ergibt
sich nur eine Lisung fiir dieselben.

Ist das Fachwerk von (n — 1) Knotenpunkten ein statisch bestimmtes, so
kinnen zwei Fille eintreten:

1) Es ist S,3” 2 0: Es gibt nur einen ganz bestimmten und endlichen Wert
von A, welcher der Gleichung:

S’ +18," =0
geniigt. Das Fachwerk von n Kootenpunkten ist ebenfalls statisch bestimmt.
2) Es ist S;3" = 0. Die Glenchung I reduziert sich auf
Sy =0.

Es folgt hieraus, dafs die kmfte ﬂ, die auf die Knotenpunkﬁe wirken, nicht
beliobig augenommen werden diirfen, wenn eine Losung des Problems iiberhaupt
existieren soll. Sind die Krifte P; der Bedingung gemils angenommen, dals
S, =0 wird, so ist die Gleichung I fiir jeden emdlichen Wert von ) erfiillt.
Es sind unendlich viele Losungen vorhanden. Das Fachwerk von n Knotenpunkten
ist ein statisch unbestimmtes. *)

Soweit die Darstellung Hennebergs. — Den grofsen Unterschied zwischen

*) Es folgt nun eine Untersuchung iiber das Eintreten dieses singuliren Falles.
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seinem Verfahren und dem vorhin gezeigten Wege wird man sofort erkennen,
wenn man die vorgefiilhrten drei Beispiele nach der Hennebergschen Methode
behandelt.

Das in Fig. 2 abgebildete Fachwerk besitzt 12 dreistibige Knotenpunkte:
a, b, e)Vd)e;' s 1/ n\ ¢ u, v, 'w. Man hat die Auswahl unter den 36 Ersatz-
stiben — und pur unter diesen 86 Stiben —

oe eb - bo | ok km mo
ah he ca ' 0z zh ho
bm md ab zy ys8 ss
ck kg gc . zrz zr rz
af rk ka w0z zq qw
yh hk ky i zs 8o oz.

Hat man sich fiir den Knotenpunkt ¢ und den.Stab oe entschieden, so ist
man imstande, zwei Systeme von Spannkriften S," und S,” fiir die in den
Knotenpunkten @, b, ¢, d angreifenden Stibe zu bestimmen und steht dann wieder
vor einem Fachwerk, das keinen zweistibigen Knotenpunkt. wohl aber 9 drei-
stibige Knotenpunkte: e, g. 4, I, #. ¢, %, v, w besitzt. Die Auswahl unter den
zur Verfiigung stehenden 18 Ersatzstiben muls offenbar so getroffen werden, dals
die Systeme der Spannkrifte S,’, S,” und die neu hinzutretenden Systeme Sy,
S,” fiir moglichst viele Knotenpunkte bestimmt werden konnen. Wir iiberlassen
es dem Leser, selbst herauszuprobieren, welcher Weg nun einzuschlagen ist, damit
moglichst wenig Systeme von Spannungen (Ss”, S.”), (S¥s S5°), (S, S7) ... ...
erforderlich werden. .

8) Wir kntipfen noch einige Betrachtungen an den Fall, dafs die
Nennerdeterminate D der Gleichungen ¥' =0, ¥”" =0, Y =0, ....
den Wert Null hat. Die Spanukrifte Z,, 2,, Z. . . .. Z,, . . Z,
seien auf die Form gebracht Z, = D,,: D.

Ist D=0, so ist ein Gleichgewichtszustand, herbeigefithrt durch
endliche Spannkrifte nur moglich, wenn die H#ufseren Kriifte den
Bedingungen

) D,=—0, D,=0,...D,=0,...D,=0
gentigen; die Spannkrifte erscheinen zunfichst in der unbestimmten
Form 0:0 und nehmen nur dann bestimmte Werte an, wenn die
Pa o p* Ltbler- und Nennerdeterminanten gemeinschaftliche
Faktoren besitzen, durch deren Verschwinden sie
gleich Null werden. Die an jedes Fachwerk zu
stellende Forderung aber, dals ftir jeden Be-
lastungszustand Gleichgewicht bestehen mufs, wird
) nicht erftllt. Bleiben n#mlich im Falle D =10
die Determinanten D,D, . . . . endlich, so be-
weist dies entweder, dals nach Beseitigung der ein-
Fig. 12. gefugten Ersatzstibe Gleichgewicht tiberhaupt nicht
mbglich ist, oder dafs ein Fachwerk vorliegt, in welchem durch
endliche #ufsere Krifte unendlich grofse innere Kriifte her-
vorgerufen werden. Der erste Fall liegt beispielsweise vor bei
dem in Fig. 12 dargestellten Fachwerk, welches mittels eines Er-



— 17 —

satzstabes 1 in das Fachwerk in Fig. 13 verwandelt werden mbge.
Bildet man

Sx = @q + @q Z, 6

und setzt S, = 0, so erhilt man Z, = g”» und wegen f"l =0 (was
a1

leicht einzusehen ist) Z, = oo. Nimmt man den Ersatzstab heraus,
so ist Gleichgewicht im allgemeinen nicht mdglich;
man erkennt auf den ersten Blick, dafs das Fach-
werk in Fig. 12 von endlicher Beweglichkeit ist.
Ftir gewifse. Belastungsfille jedoch besteht Gleich-
gewicht, beispielsweise fir die in der Figur 12 an-
gegebene Angriffsweise. Ist P—0, so lassen sich
die Stabkrifte sogar eindeutig berechnen; man er-
hslt fur den Stab ac die Spannkraft § = - P’, fur
alle tibrigen Stibe S=0. Tritt P hinzu, so gibt es unendlich viele
Systeme von Kriften S, die mit den Hufseren Kriften im Gleich-
gewicht sind.

Der zweite Fall — n#imlich das Auftreten unendlich grofser Stab-
krifte infolge endlicher Lasten — erfordert eine eingehendere Priifung,
die an der Hand einiger leicht zm tiberschauender Sonderfille er-
folgen mbdge.

Wir gehen von dem bekannten statisch bestimmten Dreigelenk-
bogen aus, Fig. 14, nehmen im Scheitel eine lotrechte Last P an und
bestimmen mittels der Gleichge-

Fig. 138.

wichtsbedingung —2}?— Hf =0

den Horizontalschub
" Pl
H= T
Nehmen wir f= 0 an, Fig. 15,
8o wird H == oc; es liegt dann )
ein Fachwerk von unendlich /
kleiner Beweglichkeit vor,
denn der Punkt B wird in
zwei Kreisbogen, deren Mittelpunkte in 4 bezw. C liegen, geftihrt
und vermag sich innerhalb des beiden Bgen gemeinschaftlichen Elemen-
tes ds frei zu bewegen. Wird die Last P aufgebracht, so besteht zu-
n#ichst kein Gleichgewicht; hat sich aber B im Sinne von P um

4 ds verschoben, so ist die Ruhelage erreicht, und es entsteht dann
Pl

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 2

Fig. 14. u. 15.
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Ganz shnlich verhilt sich das Fachwerk in Fig. 16. Nach einer
unendlich kleinen Verriickung der Punkte ¢ und b im Sinne von P
befindet sich das Fachwerk in einer Ruhelage; es

LI’ herrschen' 'aber unendlich grofse Spannkriifte.
a Weitere Beispiele fir Fachwerke von unendlich
I ~ I e l kleiner Beweglichkeit lassen sich aus Fig. 14 mit
,/, ! ] Hilfe des von Foppl eingeftihrten Begriffs des ima-

gindren Gelenks herleiten.

”ﬁ TP Werden zwei Scheiben bei G drehbar mitein-
7 ander verbunden, Fig. 17, so nennt man G ein wirk-
Fig. 16. liches Gelenk; in G greifen die entgegengesetzt

: gleichen Krifte D an, mit denen die Scheiben bei
Eintritt einer Belastung aufeinander wirken. Erfolgt die Verbindung
der beiden Scheiben durch zwei Stibe, Fig. 18, so nennt man den Schnitt-
punkt G der Stabachsen ein imagintires Gelenk, und die Mittelkraft der

Fig. 18. Fig. 19.

in den Verbindungsstiben auftretenden Spannkrifte stellt die Kraft D
vor, mit der die eine Scheibe auf die andere wirkt.

Mittels dieser Definition lifst sich das Fachwerk in Fig. 19, dessen
Stibe ad und cd an der Kreuzungsstelle B nicht miteinander verbunden
sein mbdgen, als Dreigelenkbogen mit drei imaginiren Gelenken deuten.

Wird die Scheibe IIT als das Widerlager betrachtet, so sind A4
und C die Kimpferge-
lenke, B das Scheitel-
gelenk, und in derselben
Weise kann das in
Fig. 20 dargestellte

Paskalsche Sechseck
Fig. 20. alsDreigelenkbogen auf-
gefalst werden.*) Da 4, B, C in einer Geraden liegen, sind beide
Fachwerke von unendlich kleiner Beweglichkeit; endliche iulsere Krifte

*) Ein Sonderfall wurde bereits in Fig. 16 dargestellt.
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vermbgen in ihmen unendlich grofse Spannkrifte hervorzurufen, der
Gleichgewichtszustand tritt aber erst nach einer verschwindend kleinen
Verrtickung der Knotenpunkte ein.

Auch das Fachwerk m
Fig. 21 (Bogentriger mit zwei
festen Auflagern f und einem
beweglichen Auflager b) lufst
sich auf die in Fig. 22 ver-
anschaulichte Weise als Drei-
gelenkbogen von unendlich
kleiner Beweglichkeit auffassen.

Die Scheibe IV bedeutet das
Widerlager, die Scheibe III spielt die Rolle eines Stabes und bestimmt
zusammen mit dem das Gleitlager ersetzenden Stabe ¥ das imaginire
Kémpfergelenk C. Die in B angreifende Last P, erzeugt nach Ein-
tritt der Ruhelage unendlich grofse Stabkrifte; hingegen besteht fir
den Belastungsfall in Fig. 21 sofort (d. h. ohne dafs erst eine ver-
schwindend kleine Bewegung erfolgt) Gleich-
gewicht; es gibt aber unendlich viele
Systeme von Spannkriften S, welche die
Gleichgewichtsbedingungen erfiillen.

Nun ist aber zu beachten, dafls die
ganze vorstehende Untersuchung an
die Annahme starrer Stibe und
Widerlager gekntipft ist — eine Vor-
aussetzung, die in Wirklichkeit nie er-
fullt wird. Flg. 22

So werden sich die L#ngen der Stibe AB und BC des Fach-
werks in Fig. 15 um endliche Strecken A! #ndern, und es wird selbst
im Falle starrer Widerlager ein endlicher nach unten zeigender Pfeil

f="7V (. 4+ Al)T —1? entstehen, woftir unter Vernachliseigung von A/?

Fig. 31.

S 28
= 2lA1 =
f=Yeai=1|/ =

gesetzt werden darf, wenn S die Spannkraft in AB und BC, F den
Stabquerschnitt und E die Elastizititsziffer bedeutet. Da die Winkel,

()
um welche sich die Stibe drehen, sehr klein sind, darf S=— H— %
angenommen werden, womit schliefslich

£ Y]
u- /T
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erhalten wird, d. i. ein Wert, der um so grifser wird, je grofser E,
d. B. je weniger elastisch der Stab ist. Ftir den starrem Stab ist
E=00 und H= o0. ‘

Und\/ganz){inDderselben) Weise ergeben sich bei den in den Figuren
16, 19, 20, 21 dargestellten Fachwerken fir jeden Belastungszustand
ganz bestimmte, von den Elastizititsziffern E und den Querschnittsab-
messungen abhiingige Spannkrifte S, so zwar, dafls fiur gewisse Be-
lastungsweisen die S unendlich grofs werden, sobald man die E gleich
unendlich setzt.

Erweisen sich nun auch die fraglichen Fachwerke — bei ge-
nfigenden Querschnittsabmessungen — als tragfibig, so wird es sich
doch empfehlen, den oben ausgesprochenen Satz: ,das Fachwerk ist un-
brauchbar, sobald die Determinante D der zur Bestimmtung der Stab-
kriifte Z,, Z,, . . . . Z, aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen ver-
schwindet“ aufrecht zm erhalten. Ja es ewpfiehlt sich sogar, diesen
Ausspruch dahin zan verschirfen, dals man das Fachwerk schon als un-
brauchbar bezeichnet, sobald sich die Determinante D der Null sehr
nihert. Denn im Falle eines sehr kleinen D ist es leicht mdglich, dafs
das Fachwerk infolge geringfiigiger Anderungen der Stablingen und
Verschiebungen der elastischen Widerlager eine Lage durchschreitet,
welcher D = O entspricht. Auch leuchtet ein, dals bei gewissen Fach-
werken, z. B. sehr flachen Bogenbriicken, die Vernachlissigang der
Formiinderungen bei Ermittelung der Spannkrifte unzulissig ist.

4) Wir gehen jetzt zur Untersuchung derjenigen statisch unbe-
stimmten Fachwerke tiber, welche sich durch Beseitigung gewisser
Stibe und Auflagerkriifte — welche in der Folge tiberzihlig genannt
werden sollen — in ein statisch bestimmtes und ausschliefslich elastischen
Form#nderungen unterworfenes Stabgebilde (das Hauptnetz) verwandeln
lassen. Die Stibe und Auflagerkriifte des Hauptnetzes heifven die not-
wendigen Glieder des Fachwerks.

Werden die tiberziihligen Stibe entfernt und, damit an dem
Spannungszustande des Fachwerkes nichts gefindert werde, die Spann-
krifte in den weggenommenen Stiben als #ufsere Kriifte wieder hinzu-
geftigt, so ist es mdglich, die Spannkrifte in den notwendigen Stiben
und die notwendigen Auflagerkrifte durch die gegebenen Lasten und
die unbekannten {iberzahligen Stabkrifte und Auflagerkrifte auszu-
drticken. Hierbei kdnnen sich nur Beziehungen ersten Grades ergeben,
weil in den Gleichgewichtsbedingungen alle Krifte ausschliefslich in
der ersten Potenz vorkommen. Da es nun weiter freisteht, die tiber-
zihligen Stabkrifte und Auflagerkrifte als geradlinige Funktionen
anderer, ebenfalls in der ersten Potenz vorkommender Unbekannten

al
-



darzustellen, beispielsweise als Funktionen ibrer Momente, bezogen auf
gegebene Drehpunkte, so darf man behaupten:

Sdmtliche, Spannkrdfte S und Auflagerkrdfte C eines statisch

unbestimmten Fachwerks lassen sich stets auf die Form bringen:

® | S=8 +SX +8X +8"X" +......
‘ C=C, X +C' X +C"X" 4......
wobei X', X", X" ..., gewisse, statisch nicht bestimmbare Grifsen

bedeuten, wihrend S,, S, 8" ...., Cy, C', C" .... Werte
vorstellen, welche von den Unbekannten X unabhingig sind. Ins-
besondere bedeuten S, und C, die Spannkréfte und Auflagerkrifte
des statisch bestimmien Hauptnetzes, in welches das Fachwerk
bergeht, sobald sdmtliche Grifsen X verschwinden; sie sind
geradlinige Funktionen der Lasten P, wdhrend die S, S” . ...
C', C”.... von den P unabhingig sind.*)

Beispiel. Der in Fig. 28 dargestellite, bei 4, B und C unverschieblich
gelagerte Dachbinder wird statisch bestimmt, sobald der Stab EC, dessen Spann-
kraft — X sein moge, beseitigt o
wird. In den Knotenpunkten E
und C sind die Kriifte X wieder
anzubringen.

Um nun die Spannkraft in
irgend einem Stabe, z. B. in
LN, zu berechnen, werde die
Rittersche Methode ange-
wendet. Es wird das Fach-
werk durch einen Schnitt, wel-
cher aufser L N nur noch zwei
Stibe trifft, in zwei Teile zer-
legt. An den Schnittstellen
werden die inneren Kriifte 8,,S,,
S, der geschnittenen Stiibe als
diufsere Krifte angebracht, und
nun wird fiir die auf den einen
der beiden Fachwerkteile, z. B. den linken, wirkenden #ufseren Krifte die Glei-
chung der statischen Momente aufgestellt, wobei, wenn es sich um die Berechnung
von §; handelt, der Schnittpunkt von S, und S; zum Drehpunkte gewihlt wird.
Mit den Bezeichnungen in Fig. 28 ergibt sich

X¢ — P,a, — Pyay — S,r=0 und hieraus

Sl,—_-._.Pl_aL:,_*"__I_i'ﬁ.l_x%,

und in gleicher Weise lassen sich die Kriifte § in simtlichen iibrigen not-
wendigen Stiben als geradlinige Funktionen der Lasten P und der Grifse X
danrstellen.

*) Die Gleichungen 5 gelten fiir die notwendigen und iiberziihligen Stiibe
und Auflagerkrifte. Ist z, B. X" die Spannkraft in einem iiberzihligen Stabe,
80 entsprechen diesem die Werte: S,=0, §'=0, § =1, §” =0 u.s. w.,
und es folgt § = X".
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An Stelle von X hitte man auch das auf den Knotenpunkt B bezogene
Moment: M — Xd dieser Kraft zu derjenigen statisch nicht bestimmbaren
Grofse wihlen konnen, durch welche die S ausgedriickt werden sollen und

* wiirde erhalten haben;

8 =— ha Ti___Pﬁ? + _?1{;_ .
B) Fur die Folge ist es nicht unwichtig, besonders hervorzuheben,

dafs die mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen hergestellten Be-
ziehungen (5) zwischen den S, C, P und X ftr beliebige Werte der
Lasten P und der statisch nicht bestimmbaren Grifsen X glltig sind,
und dafs mithin die teilweise Differentiation von S und C beispiels-
weise nach X liefert:

08 ’ 4 ,

'y d =S und Y d =C.
Ferner ist zu beachten, dafs 8" und C’ diejenigen Werte bedeuten,
welche die Spannkrifte und Auflagerkrifte annehmen, sobald X' —1
wird, wihrend simtliche Lasten P und die fibrigen statisch nicht be-
stimmbaren Grdfsen: X, X' ..... verschwinden, ein Belastungszu-
stand, welcher kurz der ,Zustand X = 1“ genannt werden mdge.

Man kann sagen:
Die durch die Ursache X = 1 hervorgerufenen Auflagerkrifte
C’ und Spannkrdfte S’ sind miteinander im Gleichgewichte.
Ebenso sind die C” im Gleichgewichte mit den S”, die C””
den S u.s w.

mit

A ; § 2.
Die Maxwellschen Gleichungen zur Berechnung der statisch
nicht bestimmbaren Grdfsen X', X" ....

1. Aligemeine Form der Bedingungen fiir die Gréfsen X.
Die Liingen s der Stibe eines Fachwerks mbtgen um Strecken As zu-
nehmen, und im Zusammenhange hiermit mdgen die Knotenpunkte
ihre auf ein beliebiges, festes Koordinatensystem bezogenen Lagen
#ndern, wobei: .

Ac = Verschiebung eines Sttitzpunktes im Sinne der in diesem
Punkte angreifenden Auflagerkraft C,*)

3 = Verschiebung des Angriffspunktes irgend einer Last P im
Sinne von P.

*) Ac lifst sich stets als Lingeninderung eines Auflagerstabes auffassen.
Vergl. Seite 2.
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Beztiglich aller dieser Verschiebungen wird nur vorausgesetzt, dals
sie mBglich sind und klein genung, um als verschwindende
Griofsen aufgefaflst werden zu dtrfen. Es gilt dann der Satz
von den virtuellén'OVerriickungen (Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten), welcher aussagt, dafs im Falle des Gleichgewichtes
der inneren und #ufseren Kriifte die Arbeit der ersteren entgegenge-
setzt gleich derjenigen der letzteren ist, und es folgt die Gleichung:

(6) =P34 SCAc=3SAs,
welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks nennen wollen, und

welche mit den durch die Gleichungen (5) fiir C und S gegebenen
Werten tibergeht in
(1) EP8+32(C,+CX +C'X"+4...)Ac
=3, +8X +8"X"+4+....)As;
sie gilt fur beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht
bestimmbaren Grdfsen X', X" ....
Wir schreiben nun der Grdfse X  den Wert X' =1 zu, simt-
lichen Lasten P hingegen und den iibrigen statisch nichi bestimmbaren
Grdfsen den Wert Null und erhalten die Beziehung

3C Ac=3§'As,
und ebenso lifst sich ableiten:

SC"Ac=38"As

SC"Ac=38"As

Es kinnen diese Gleichungen — mit Hmwexs auf die Ausdrucksweise
am Schlusse des § 1 — beziehungsweise als die Arbeitsgleichungen fiir
die Zustinde X' =1, X" =1, X” =1 u. s. w. bezeichnet werden;
ibre Anzahl stimmt mit derjenigen der Unbekanntem X tiberein, und
sie ermdglichen deshalb die Berechnung der Werte X; man braucht
sie nur auf die wirklichen elastischen Form#nderungen des Fach-
werks, welche nach einem durch die Erfahrung gegebenen Gesetze von
den inneren und Hufseren Kriiften abhéingen und mit A¢, As bezeichnet
werden mdgen, anzuwenden.
Es ergeben sich dann die Ma.xwellschen Glelchungen *)
3C Ac=38" As
20" Ac= 38" as

SC”"Ac=38"As (8)

¥) Vergl. die Geschichtlichen Anmerkungen im Anhang.
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Sie lassen sich auch mit Beachtung von

_'(‘C_C, ec _ . GS_S, es
ax’_ ’aX”.— e s s ey aXl— ,axn— ......
in der' 'Form' schreiben:
eC °8
By de= By A
9) eC _ _QS
E_EX"AC—E 8X"As

in welcher sie sich unmittelbar ergeben, sobald die Gleichung (6) nach
allen unabhingigen Verinderlichen X', X" ... .. teilweise differentiiert
wird und hierbei die Verschiebungen 3, Ac, As, sowie die Lasten P
als Konstanten betrachtet- werden, was bei der Willkiirlichkeit dieser
Grdlsen gestattet ist. Schliefslich werden die virtuellen Form#nderungen
As, Ac durch die wirklichen As, Ac ersetat. .

Fir die den Zustinden Y =1, X" =1, X" =1 ... ent-

sprechenden virtuellen Arbeiten
2C’'Ac, 2C"Ac, 2CAe, . . .
der Auflagerkrifte werden wir hiufig die ktirzeren Bezeichnungen
L, L, L ....
anwenden.

2. Die Verschiebungen A8 und Ac. Es werde vorausgesetzt,
dafs fir denm Stoff, aus dem das Fachwerk hergestellt ist, eine Pro-
portionalititsgrenze besteht und die Beanspruchung innerhalb dieser
Grenze liegt, eine Annahme, welche bei den hier ausschliefslich in Be-
tracht kommenden Tragwerken aus Schweilseisen, Flufseisen und Stahl
zuldssig ist. Sodann wird angenommen, dafs das Fachwerk bei einem
bestimmten Temperaturzustande vor Einwirkung der Belastung spannungs-
los sei (Anfangszustand), und dafs sich die Anfangstemperatur eines
Stabes in allen Teilen desselben um den gleichen Betrag ¢ #ndere.
Bedeutet dann:

E den Elastizitétsmodul des Stabmaterials,

F , Inbalt des Stabquerschnittes,

€ , Ausdehnungskoeffizienten fiir ¢t =1,
so ist erfahrungsgemdils:

(10) As= %+ ets,

wobei, bezogen auf die Tonne und das Meter als Einheiten, und wenn
t in Celsiusgraden ausgedriickt wird, durchschnittlich gesetzt wer-
den darf:
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fur Schweilseisen E = 20000000, s = 0,0000121, ¢ E == 240
»n Flufseisen E = 21500000, e = 0,0000118, ¢ E == 250
» Flufsstahl E = 22000000, ¢ = 0,0000124, ¢ E = 270.

Die Verschiebungen Ac der St@tzpunkte hingen von der Form,
der Elastizitit, der Belastung und der Temperaturinderung der das
Fachwerk stiitzen-
den K¥rper ab; sie oy
lassen sich fast nie Px
mit Sicherheit an-
geben und werden
meistensgleich Null [ .
gesetzt oder ge- 2 Y BN
schiitzt.  Besitzen 7

unbeabsichtigte 1€
Stsrungen der L %- > g
Sttitzlage einen ’l E/ ' "i:
grofseren Einfluls Fig. 3.
auf den Spannungs-
zustand eines Fachwerks, so darf dieses nur bei sicherer Sfutzung aus-
gefihrt werden. Beispielsweise sind kontinuierliche Balken und Bogen-
triiger ohne Gelenke bei unsicherem Baugrunde zu verwerfen.

Im Falle starrer und reibungsloser Widerlager lanten die Be-
dingungsgleichungen, denen die statisch nicht bestimmbaren Grdfsen X
zn gentigen haben:

. (11) 28As=10; 38"As=0; u.s. f.

<N

~

8. Beisplel szur Erliuterung der allgemeinen Theorie. Der
in Fig. 24 dargestellte Dachbinder sei bei 4 und B fest gelagert und
werde bei £ und F
-durch S#ulen ge-
sttitzt, welche am
Kopfe und am Fufse
reibungslose Ge-
lenke besitzen.

Alle Verschie-
bungen mdgen auf
das durch 4 und B
gelegte feste Ko- Fig. 25.

ordinatensystem

(z, y) bezogen werden. Nachgeben der Widerlager verursachte eine
Vergrifserung der Sttitzweite ! um Al und Senkungen der Stiitz-
punkte E und F und 8 bezw. 8”. Die Lasten P seien beliebig ge-
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richtet; die senkrechten Seitenkriifte der Stiitzendricke an den Enden
seien = 4 und = B, die wagerechten = C und = D; die Stulen tiben
die Gegendriicke X' und X" aus.

Beseitigang der “beiden Mittelstiitzen filhrt zu dem statisch be-
stimmten Hauptnetze, Fig. 25 (Bogen mit 8 Gglenken), dessen Auf-
lagerkriifte 4,, B,, C,, D, und Stabkriifte S, sich leicht berechnen
lassen. (Zeichnen eines Kriifteplanes oder Anwendung der Ritterschen
Methode.)

Werden alle Krifte P und auch X = 0 gesetzt, whrend X' =1
angenommen wird, so entsteht der in Fig. 26 dargestellte Belastungs-
zustand mit den Auflagerkriften

d d
'=1—, B =1— ‘=D =1—
A=1 T ; und ¢ =D =1 2h%)
4
& s o,
y ( PYS AN S — N A >8
7 14
P, z N
Fig. 26.

und den leicht zu berechnenden Spannkriften S'; wir nemnnen ihn kurz:
Zustand X' = 1. Verschwinden die Kriifte P und X', wihrend X" =1

g
. 1 4
il s N
N 7
AT - d B"
\} q Y
Fig. 27,

wird, so entsteht der Belastungszustand Fig. 27 (Zustand X’ =1

mit den Auflagerkriiften
” d ’ d , , d
A =1— — 1 (P L A
15 B'=15, ¢"=D0"=142
und den Spannkriften S”.

*) Folgt aus der Momentgleichung fiir Punkt G:
R
Dh=F 3"
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Fiir das statisch unbestimmte Fachwerk in Fig. 24 ergibt sich nun

A=Ay — AX —A"X" = A, — X—-—X”
d : ’
M d d oo
=0 — 57 X — 2hX .

— o__ % _ % ’”
D=D 2th 2hX und

S=58 +8X +8"Y"

Die Gleichungen zur Berechnung von X’ und X" werden durch
Anschreiben der Arbeitsgleichungen ftr die Zustinde X =—1 und
X" =1 erhalten. Im ersteren Belastungsfalle (Fig. 26) leistet die
Anuflagerkraft D’ die virtuelle Arbeit D':-Al=1" % Al und die in
E angreifende Kraft 1 leistet, da sich Punkt E und 3  senkt, die
Arbeit (— 1:8'); es ergibt sich daher:

—1-3 4 —2'—1; Al=38"As,

wihrend fiir den Belastungsfall in Fig 27 in derselben Weise die Gleichung
—1. 8"—|-—AZ—E.S"A3

gowonnen wird. Drtickt man As nach Gleichung (10) aus, so folgt:

—5'+-5i— Al= 3§ (—L%-}-m) and

Ss
_ 6" el A — ” e ).
+ 1=2=8 TF + ets
Wir wollen E, € und t fﬂr siimtliche Stibe konstant annehmen und
die vorstehenden Gleichungen mit einer beliebigen Querschnittsfliche F,

multiplizieren. Driicken wir dann noch S nach der letzten der Glei-
chungen (I) aus und setzen zur Abkiirzung

go erhalten wir: '
(EF, (2% Al—¥ ) —¢EtF,38's

2
J =3§,8s + X'38s + X"38'8"5,

(I d
. EF, (ﬁ Al —8")—c:EtF.28"s

2
=36,8"¢ + X'38'8"s + X"35"%.

.
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Die Multiplikation mit F, ist zu empfehlen, sobald, was meistens
der Fall sein wird, mehrere Stibe des Fachwerks denselben Querschnitt
erhalten; setzt man dann F, gleich der am bh#ufigsten vorkomnrenden
Querschnittsfliiche, so erhilt  man moglichst viele Verh&ltnisse% = 1.
Stimmen fir eine grfsere Anzahl von Stiben sowohl Linge als Quer-
schnitt tiberein, so kann man F, so annehmen, dals s = %dnrch
eine runde Zahl ausgedriickt wird.

Sollen nun die Gleichungen (II) fiir einen bestimmten Fall der
Anwendung aufgeldst werden, so milssen gewisse Voraussetzungen tiber
die Grdfse der Verschiebungen 3, 5 und Al gemacht werden. Lehnt
sich der Dachstuhl bei 4 und bei B gegen gemauerte Widerlager, so
wird in der Regel Al=0 angemommen. Weiter wird meistens die
Zusammendriickung des Baugrundes und der Stulen-Fundamente (weil
schwer anzugeben) vernachlissigt, so dafs 8 und 8” gleich sind den
Verktirzungen der Shulen infolge der Driicke X' und X", vermindert
um die Verlingerungen derselben infolge einer Erhdhung der Tempe-
ratur. Ist also

E, = Elastizitdtsmodul des Siulenmateriales,
&, = Ausdehnungskoeffizient fir ¢ = 1°,
Fy = Inhalt des SHulenquerschnittes,
8, = Liinge einer Stule,
8o ergibt sich

. X3 n__ X's,
8 = E. F, gts, und 8" = E 7, €9 39,
und es gehen die- Gleichungen (II) tiber in
F,t[eqEsy — eEZS's] = 25,8’ + X [ EF, so + 35 ']
+ X"38'8"s
” " s ” EFQ ”2’
F,t(e,Esy —eE28"3] =25,8"¢ + X 5 F 8 +28"s
00
+ X'38'8"¢;

sie enthalten jetzt nur noch die Unbekannten X’ und X".

Die Durchfiihrung der Rechnung in Zahlen erfordert nattirlich, dafs
alle Querschnittsinhalte (deren Bestimmung in der Regel das Ziel einer
statischen Berechnung ist) bekannt sind; es miissen also diese Inhalte,
sobald es sich um ein neu zu entwerfendes Fachwerk handelt, zuntichst
abgeschiitzt oder mit Hilfe von angentherten Rechnungsmethoden er-
mittelt werden. ‘ ’

4. Zahlenbeispiel. Es ist der Horizontalschub X des in Fig. 28




dargestellten, bei 4 und B fest gelagerten Bogentriigers zu berechnen.
Stutzweite 20 m, Feldweite 2 m. Die unteren Knotenpunkte liegen auf
einer Parabel, deren Pfeil =— 2,5 m ist; die obere Gurtang ist gerad-
linig; Hohe der Endvertikale — 8'm. Die Knotenpunktslasten sind =1t
bezw. 0,5 t. Die in Fig. 28 an die Stibe gesetzten Zahlen geben
links von der Mitte die Stablingen in cm an und rechts von der Mitte
die Inhalte der Querschnitte in gem.

Im Falle X = 0 entsteht ein statisch bestimmter Fachwerkbalken,
dessen Spannkrifte S, mit Hilfe eines Krifteplanes ermittelt und in
der nachstehenden Tabelle zusammengestellt worden sind. Sodann sind
in Fig. 29 diejenigen Stabkriifte S’ eingetragen worden, welche titig sind,

Fig. 28. u. 29.

sobald in 4 und B zwei auswirts gerichtete, wagerechte Kriifte,1 aunf

das im tibrigen unbelastet und gewichtslos gedachte Fachwerk wirken.

Aus den Werten S, und S’ ergeben sich die Spannkrifte: (I)S=35, — ' X.

Um X zu berechnen, schreiben wir die Arbeitsgleichung ftir den Be-

lastungszustand in Fig. 29 an; sie lautet, wenn sich  um Al vergrtfsert:
(D) 1-Al=35As

und geht mit
Ss ‘ .
As= ﬁ + ets
ttber in
8S’s ,

Werden E und ¢ fiir alle Stibe gleich grofs angemommen, und wird
die vorstehende Gleichung mit der beliebigen Querschnittsfliche F, mul-
tipliziert, so geht sie, mit der Abktirzung
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Uber in
EF Al=38 (S, —S'X)s +cEF.3tS8’s
und liefert
’ ’ " [ 5 cAl
av) X=§S 8y's" 1+ sEFczztS s— EF.AL
: ‘ 38’8
Die Belastung erzeugt fiir sich allein
") X= =8 S;,s .
38’8

In der folgenden Tabelle sind die den einzelnen Stiben entsprechen-

2

den Werte S'Sys’ und S’s’, bei deren Berechnung F, = 100 gem an-
genommen wurde, zusammengestellt worden. Es ergibt sich fir die
eine Hilfte des in Bezug auf die Mitte symmetrischen Trigers

38°8,s’ = 1982,78, 23’23' = 224,50,

mithin ist

1982,78
"—_——2'2'4'50 = 8,8 t und

§=§, —8,88,
also beispielsweise fiir die erste Diagonale
S =16,22 — 8,8-0,62=0,76 t.

Werden die Knotenpunktslasten 1 t und 0,5 t beziehungsweise durch P
und 0,5 P ersetzt, so entsteht X = 8,8 P und dieser Wert bleibt giltig,
wenn man simtliche Querschnittsflichen mit ein und derselben Zahl
multipliziert, so dafs es bei der Berechnung des durch die Belastung
erzeugten Horizontalschubes H eines zu entwerfenden Fachwerkbogens
nur darauf ankommt, das gegenseitige Verhiltnis der Querschnittsflichen
abzuschitzen.

Der durch eine Erhdhung der Temperatur hervorgerufene Horizon-
talschub mdge unter der Voraussetzung eines konstanten ¢ berechnet
werden; er ergibt sich nach Gleichung (IV):

__eEF,t38's

35§

und, wenn fur Schweilseisen ¢ E — 240 (bezogen auf die Tonne und das

Meter) gesetzt und ¢ = 40° C. angenommen wird, mit F, = 100 qcm
= 0,01 qm,

>

X

.

P 240-0,01-40 25’s
2.224,50

Um den Wert =S’s, welcher sich tiber den ganzen Triiger erstreckt,

schnell zu berechnen, beachte man, dals in der Arbeitsgleichung (II)

unter Al und As beliebige, aber mdgliche und gentigend kleine Ver-

-=10,214 328’s.



schiebungen verstanden werden diirfen. Solche mdgliche Verschiebungen
entstehen unter anderem, wenn das Fachwerk eine der fritheren Form
#bnliche Form annimmt, wenn sich also s um ©s und / um ®! #ndert,
unter & eine/Konstante verstanden. Gleichung (II) geht dann tiber in

ol=038"s;

14 Fﬂ ’ : ’21 ’, 7
8 F §=s T S S’s S, So8’s
w [200| 40| 5,00 |—0,48| 0,92 | — 4,29 9,22
43 2,00 60| 8,34 |—1,14| 4,36 | — 11,43 | 43,39
5 |200| 80| 2,50 |—2,33| 13,57 | — 23,38 | 135,90
£ |2,00]100 | 2,00 |—4,00| 82,00 | — 40,00 | 820,00
8 |2,00|100| 200 |—5,00]| 50,00 | — 50,00 | 500,00

£ 219|120 1,83 |4 1,10] 221 o | o
L 12,12 | 106 | 2,00 [+ 1,50 | 4,50 | + 4,54 13,62
S 1206|100 | 2,08 |-4221| 10,06 | 4+ 11,77 | 53,58

o2}
§ l2,02|100| 2,02 |43,87! 22,94 | 4 23,57 | 160,45
2 |2,00]100| 2,00 |+500/ 50,00 | + 40,05 | 400,50
L |200] 50| 580 |+062 | 2,28 |+ 622 | 22,37
8 |244; 50| 488 |+4087| 869 | + 871 | 3698
5 [2,19| 50| 4,88 |4+ 1,30| 7,40 | + 13,03 { 74,19
g’ 2,09| 50| 4,18 |4 1,74 | 12,66 | + 17,42 | 126,70
2,06 | 50 | 4,12 |4 1,08| 437 | + 10,80 | 43,71
3,ooi 50.| 6,00 |—o0,45| 1,22 | — 500 ]| 18,50
_§ 2,10, 50 | 4,20 |—0,50| 1,05 | — 6,00 12,60
£ |1400 50| 2,80 |—054| 082 | — 6,36 9,62
2 10,90] 50| 1,80 |—050| 045 | — 6,00 5,40
0,60 50| 1,20 |—o0,25| 0.08 | — 38,50 1,05
! . - :
m iqgm | m 28's’ =224,50 1 35,88’ = 1982,78
sie liefert

28's =1,
und es folgt somit:
X=0,214-20 = 4,3 t.
Eine durch Nachgeben der Widerlager entstandene Vergrifserung
der Sttitzweite um Al bedingt nach Gleichung (IV) den Horizontalschub




X—=— E_F__gl _ 20 0(2)0 (;(;(; 050,01 Al
388 TeeS

und beispielsweise - fiir Al = 1'cm = 0,01 m:
=—4,5t.

§ 8.

Verschiebungen der Knotenpunkte eines Fachwerks.
Allgemeine Untersuchungen.

Werden die Knotenpunkte des Fachwerks mit 1, 2, 8...m....n
bezeichnet und die in denselben angreifenden Lasten mit P,, P,
Pg,...P,....P,, 80 lautet die in § 2 aufgestellte Arbeitsgleichung (6):

12) P,d +Pd+Pd+...4+ P8, +....P3,

—+ S CAc= ZSAs;
sie gilt fiir beliebige mdgliche Verschiebungen 8, Ac und As und fur
beliebige Werte der Lasten P und liefert unmittelbar die durch be-
stimmte Ac und As hervorgerufene Verschiebung 3,, des Knotenpunktes m
im Sinne von P,, sobald P, bis P,_, und P,.,, bis P, gleich N
gesetzt werden, wihrend P, =— 1 angenommen wird. Da nun aber
die Gleichung (12) bei statisch unbestimmten Fachwerken auch fir be-
liebige Werte der statisch nicht bestimmbaren Grofsen X gliltig ist,
so wird es sich empfehlen, simtliche X gleich Null zu setzen, d. h.)
man wird, um die durch irgend einen, kurz mit L bezeichneten
Belastungszustand erzeugte Verschiebung 3, zu berechnen, die
Arbeitsgleichung fir das durch P, =1 belastete, statisch be-
stimmte Hauptnetz anschreiben und in diese Qleichung die dem
Belastungszustande L entsprechenden Verschiebungen Ac und As
einsetzen.

Hierbei ist es ganz gleichgtiltig, in welcher Weise das statisch
bestimmte Hauptnetz gebildet wird. Dals dies auf verschiedenartige
Weise geschehen kann, geht daraus hervor, dafs bei der Auswahl der
als statisch nicht bestimmbar aufzufessenden Grdl(sen — innerhalb ge-
wisser Grenzen — nach Willktir verfahren werden darf.

Auch ist hervorzuheben, dafs bei der Berechnung der Knotenpunkts-
verschiebungen 3 andere Hauptnetze gebildet werden diirfen, wie bei
der Berechnung der Spannkrifte.

Zahlenbeispiel. Es wird die Senkung 8; des Knotenpunktes 8
des in Fig. 80 dargestellten, statisch bestimmten Fachwerktriigers ge-




sucht. Die Knotenpunktlasten sind 8 t und 4 t. Sttzweite = 12'm,
Trigerhthe — 4 m, Feldweite = 3 m, Liinge einer Diagonale =5 m.
In Fig. 80 sind, die  Spann-

kriifte S zusammengestellt wor- —rase ¥

den; die ihnen entsprechenden

Anderungen der Stablingen \°

sind, wenn die Anfangstempe- v F \

ratur erhalten bleibt, 31675 |5¢6,95 \6

Ss T S --sl':..-

As_ﬁ s ¥

Fig. 31 gibt diejenigen Spann- -g75

krifte &, welche entstehen, so- . .

bald im Knotenpunkte 3 nach S S =,

der Richtung der gesuchten b ? X ¢ °

Verschiebung (d. i. also im vor- 1002 [+6995 N/ 3w 503s| 0870

liegenden Falle senkrecht) eine t

Last 1 angreift. Die Arbeits- ¥ ) ¥

gleichung lautet fir diesen Fig. 30. u. 81.

Belastungszustand

1:8; =26-As,
sie gilt fur beliebige zusammengehdrige Werte 8, und As, und liefert
insbesondere die dem Belastungsfalle in Fig. 30 entsprechende Senkung J;,
sobald die fir diesen Belastungsfall berechneten As eingesetzt werden.

Bei konstantem E folgt:

&8s @Ss
b=2%F _2 F
=

Die den einzelnen Stiben entsprechenden Produkte e;'s sind in der

Tabelle auf Seite 34 zusammengestellt worden. Man findet

8Ss
3 —— =282
7 2
und, wenn fiir Schweilseisen £ == 2000 t fiir das qem gesetzt wird,
822 .
&= 3000 — 0,4 cm.

Beispiel 3. Es soll die Senkung 3 des Scheitels G des in Fig. 24
auf Seite 25 dargestellten Dachbinders ermittelt werden.

Nachdem die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X' und X nach
der in § 2 gegebenen Anleitung berechnet und die Spannkrifte =2,
+ 8'X 4 87 X” ermittelt worden sind, werden die wirklichen Lingen-
#inderungen As——E—sF- ets fur simtliche Stibe, sowie etwaige Ver-

schiebungen “der Sttitzpunkte festgestellt.
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkditslchre. 3
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Tabelle zum Zahlenbeispiele auf Seite 823.

Stab s . F & &5
F
0—1 | . —1375 | 500 80 — 0,625 148
0—2 + 8,25 800 15 + 0,375 62
1—2 -+ 8,00 400 10 0 0
1—4 — 10,50 600 20 — 0,750 24
1—38 + 8,75 500 10 + 0,625 ! 117
2—38 + 825 | 300 15 + 0,875 62
8—4 + 6,25 l 500 10 + 0.625 195
8—5 + 6,75 300 15 -+ 0,375 51
4—5 -+ 4,00 400 10 + 0 0
4—6 — 11,25 500 I 30 — 0,625 117
5—6 -+ 6,75 300 15 <+ 0,875 51
Tonnen l cm gem . Tonnen | = 6—53 =822

Hierauf wird das statisch bestimmte Hauptnetz (Fig. 32) mit der

in G angreifenden Kraft 1 belastet.

A=B=% and C=D=1-——,

i
2h

Es entstehen die Auflagerkriifte

Fig. 82 u. 83.
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sowie gewisse, leicht bestimmbare Spannkriifte &, und es lautet die
Arbeitsgleichung
13 s g Al = 36As,

sie gilt fir beliebige zusammengehtrige 8 und As. Setzt man also die
~ wirklichen (dem Belastungszustande in Fig. 24 entsprechenden) Form-
anderungen Al und As ein, so erhilt man auch die wirkliche Senkung 8.

Wird die wagerechte Verschiebung & des Punktes G gesucht und
hierbei 3" positiv angenommen, sobald sich G nach rechts verschiebt,
so ist das statisch bestimmte Hauptnetz mit einer nach rechts gerich-
teten Kraft 1 zu belasten (Fig. 83). Diese erzeugt die Auflagerkrifte

, h .
A=1- e abwiirts gerichtet*),

’ h .
B=1. R anfwiirts gerichtet,

C=D= —;—,
sowie Spannkrifte &', und es ergibt sich die Arbeitsgleichung
1-8 — D"-Al=3@"As, sus welcher

¥ = —;—Al + =&'As

erhalten wird. ]

Beispiel 8. Gesucht sei die Senkung 3, des Knotenpunktes m
der Mitteloffnung eines kontinuierlichen Fachwerktriigers mit 4 Sttitz-
punkten (Fig. 34).

Nachdem fir den vorgeschriebenen Belastungsfall die Spannkrifte
S ermittelt worden sind, wird der Teil des Fachwerks, welchem der
Knotenpunkt m angehdrt, statisch bestimmt gemacht. Dies geschieht
am zweckmifsigsten durch Beseitigung der beiden Stibe L N und RT.
Der Triugerteil C,C; ist jetzt als ein einfacher Balken aufzufassen
{Fig. 34); er wird im Punkte m mit der senkrechten Kraft 1 belastet,
und hierauf werden die Auflagerkrifte 1 ilund 1 —?— und die Spannkrifte
€ berechnet. Schliefslich wird die Arbeitsgleichung

’ 1.9, =38As
angeschrieben; sie liefert, wenn fur As die wirklichen Anderungen

*) Es ist B’ gleich aber entgegengesetzt A’, damit die senkrechten Krifte
im Gleichgewichte sind. Sodann verlangt das Gleichgewicht gegen Drehen:
l

A'l=1-h, woraus A’=1%- Schliefslich folgt €’ = A’ cotg a=%--—27

=% und ebenso D'=%, weil die Mittelkraft K, aus 4" und C’, desgl. K,
aus B’ und D’ durch den Punkt G gehen mufs.
8*
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der Stablingen gesetzt werden, die wirkliche senkrechte Verschiebung
des Punktes m gegen die fest gedachte Gerade C;C;. Senken sich die

~
) 4

Fig. 34a, b, c.
Sttitzpunkte C; und;C; bezw. um & und 8", so ist zu 3, noch der
durch dle Fig. 34 nachgewiesene Betmg .
— + b l

hinzuzufigen.

§ 4.
Die Biegungspolygone flir ebene Fachwerktriger.

1) Tréigt man die (nach unten positiv gezihlten) senkrechten Ver-
schiebungen . ... 8,_;, 8y S0y .o vn .. der Knotenpunkte....m — 1,
m, m—+ 1..... einer Gurtung A B eines in einer lotrechten Ebene
gedachten Fachwerks von einer wagerechten 4°B’ aus als Ordinaten
auf und verbindet die Endpunkte derselben durch gerade Linien, so
erhiilt man das der gegebenen Belastung entsprechende Biegungs-
polygon der Gurtung 4B (Fig. 35b). Es lifst sich bestimmen,
sobald die Lungeninderungen der Gurtstibe und die Anderungen der
von je zwei aufeinander folgenden Gurtstiben gebildeten Winkel, welche
wir kurz die Randwinkel nennen und = % setzen wollen, bekannt sind.

Die Fliche zwischen dem Biegungspolygone und der zugeh¥rigen
Abscissenachse mdge die Biegungsfliche der Gurt.ung heifsen.

. Wir betrachten zuerst das

Biegungspolygon einer unteren Gurtung, bezeichnen
mit s,, und s,,, die Lingen der einem Knotenpunkte m benach-
barten Gurtstiibe,
Yw und Y, , die von der Wagerechten durch das linke Stabende
aus nach unten positiv geziihlten Neigungswinkel dieser Stibe,

n



mit ¢,, und ¢, ., die senk-
rechten  Projektionen
von 8, und 8, .,

» Anund .., die wage-
rechten  Projektionen
von 8, und $u,,,

» A8, Ay, Ac, A) die
Anderungen von s, 7,
¢ und A, und erhalten
3, —¥._, = Ac,,
Oty — = ACp ;-
Wird die Gleichung

Cp = 8,, 8iD Y,,
differentiiert und hierbei
das Differentialzeichen d
durch das Zeichen A er-
setzt, so folgt:

Ac,, == As,, sin v,,

—+ 840 COS You A Y
und nach Division durch
2';= s..Ac:s Yo Fig. 353, b, .
= 19Tt AT,

und ebenso ergibt sich

A " A '™
ac, i‘l:..i_ﬂtg'ym_,_l +AY..+1:

Am+1 Sm41

so dafs )
Ac, Ac, As, -
W v A .—%ifl‘tﬂmn + A% — AYnsy
wird.
Nun ist aber
e+ Yo — Ymsy = 180°, mithin AT, + AY,. — AYny; =0,
und es entsteht, wenn die Ac durch die 3 ausgedrtickt werden:

O — O Opyq — 0.  As, As,,
e = R Y — " g Yy — AR,

A M1 Sm 8wt
Bezeichnet man zuniichst ftir den Temperaturzustand ¢ — 0 mit
S, " A As,
(:m=_"'-.=As E und cm+l=s+1_—_-_L’.'lE

Fu Sm Fﬂ""l Sm+1
die Spannungen in den Gurtstiben s, und s.,, und setzt zur Ab-
ktirzung

Om
49 Ymsy — ADm,

G
(13) wn =1 t9Yn— "%



so folgt die Gleichung
By — By Oty — O
(14) W v
welche eine einfache Deutung zulfst.

Wird ein Balken A4’B’ (Fig. 85c) durch senkrechte Lasten
..... Py yy PoyP.yy....., welche in Abstinden.... Aoy Mgy ...
wirken, beansprucht, so besteht zwischen den Querkriiften Q, und Q...,,
welche bezw. innerhalb der Strecken A\, und ),,, konstant gind, die
Beziehung

== Mg

On— Q~+1 =P..
Bedeuten nun ....M,._,, M., M., ....die Biegungsmomente fir

die durch die Angriffspunkte der Lasten. .. .. Po v Py Poy - ...
gelegten Balkenquerschnitte, so ist
MM, = Moy — M.
Om= X,,. und Qnyy = Mt ?
und es folgt:

M,—M,_, My, —M, 2
- — 3 =P.7

Vergleicht man diese Beziehung mit der Gleichung (14), so ist
ersichtlich, dafe man das Biegungspolygon einer Fachwerks-
gurtung auffassen darf als das Momentenpolygon eines
Balkens A'B’, welcher durch Lasten ... 0, _;, 0., wniy.--
beansprucht wird (Fig. 35b).

Sind insbesondere die Verschiebungen des ersten und des letzten
Knotenpunktes (0 und n) der
Gurtang gleich Null, wie dies
in der Fig. 35b vorausgesetzt
A? g ¢ o B worden ist, so ist der Balken

c D £ F

e p*, A'B’ ein einfacher, d. h. an den
d i i L] 4 Enden frei aufliegender.

4 g B’ Handelt es sich um das

! . Biegungspolygon einer Gurtung

v W n; AB, deren Endknotenpunkte sich

! m: o um Strecken 3 und 3” senken

(beispielsweise der Gurtung des
Mittelfeldes eines kontinuierlichen Triigers mit verschieblichen Stttz-
punkten, Fig. 86), so setze man zmerst & und 8” gleich Null, berechne

*) Die Querkraft Q ist hierbei als Mittelkraft der auf das Balkenstiick links
vom betrachteten Querschnitte wirksamen #ufseren Kriifte aufgefafst und positiv
angenommen, wenn aufwiirts gerichtet. M bedeutet das Moment von Q, be-
zogen auf den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts als Drehpunkt, und
wird positiv gesetzt, wenn es rechts drehend ist.



also das den Lasten w entsprechende Momentenpolygon A'LE' eines
einfachen Balkens A’'B’ und fuge schliefslich zu den Ordinaten dieses
Polygons die Ordinaten der Geraden A”B”, welche durch 4'4" =¥’
und B’ B” =3 gegeben) ist);;|Die in der Fig. 36 schraffierte Fliche
ist die gesuchte Biegungsfiiche. Fiir das
Biegungspolygon einer oberen Gurtung ergibt sich, wenn
8. und B,,, die von der Wagerechten durch das linke Stabende
aus nach oben positiv geziihlten Neigungswinkel der Gurtstiibe
8, und 84,
bedeuten (Fig. 35a), in gleicher Weise
b —8_y By — 0
M My

= Wy,
wobei
6;4,1 Gk
(15) W= e tgBes 1 “"ft.‘lﬁk + A%,

ist. Der durch die Lasten w, beanspruchte Balken A’B’, dessen Mo-
mentenpolygon mit dem gesuchten Biegungspolygone tibereinstimmt, ist,
wie vorhin, als ein an den Enden frei aufliegender anzusehen, sobald
der erste und der letzte Knotenpunkt der betrachteten Gurtung keine
senkrechten Verschiebungen erfahren. Handelt es sich nun beispielsweise
um die obere Gurtung eines Fachwerktriigers mit Endvertikalen (Fxg 354d),
8o hat man nach Aufzenchnnng des Momentenpolygons A'CB’ fur den
an den Enden freiliegenden Balken A’ B’, zu den Ordinaten dieses Po-
lygons noch die der Geraden A” B” zu addieren, wobei die Strecken
~A4’A” und B’B” gleich den Verkiirzungen 3, bezw. 3, der Endver-
tikalen zn machen sind.

Will man die Senkungen der Knotenpunkte C, D, E, F der oberen
Gurtung einer Mittelsffnung eines kontinuier- ‘

lichen Balkens bestimmen (Fig. 86), so betrachte k
man das Polygon ACDEFB als obere Gurtung
und die Stttzpunkte 4 und B, deren Ver-‘
schiebungen stets gegeben sind, bezw. als An-
fangs- und Endknotenpunkt.

Bei einem Fachwerke mit Vertikalen oy
(Fig. 37) findet man nach Bestimmung des ig. o1,

Biegungspolygones der unteren Gurtung das-
jenige der oberen (oder umgekehrt) mit Hilfe der Beziehung
Oy — 8, = Ak,
wobei 8,, — Senkung des unteren Knotenpunktes m,
3, == Senkung des oberen Knotenpunktes #,
Ah= Verlingerung der die beiden Punkte m und % verbinden-
den Vertikale.




Bereohnung der ASm. Wir beschrinken uns in diesem Buche
auf die Behandlung des Falles, in welchem das
Fachwerk durch Aneinanderftigung von Drei-
ecken erzeugt werden kann. Es setzt sich dann
jeder Winkel ® aus einzelnen Dreieckswinkeln
zusammen, und es gentigt, die Berechnung der
Anderung eines solchen zu zeigen.

Sind a,, ay, ag die Seiten eines Dreiecks und
oy, oy, oz die ihnen gegentiberliegenden Winkel,
und bedeutet 2 das Lot von 4 auf a;, so folgt:

a, == ay cos &ty - ag cos a,
und hieraus durch Differentiieren:
Aa, = Aay cos &y — a, sina,Aa., + Aag cos @y — ag sin oy Aty

__ Aa
22 g, cosas—l—— gy cosay — h (Aay + Aay).
]
Nun ist aber a; 4 o, + azs = 180° also Aa; + Aoy + Aag =10
und Aay, + Aay = — Aa,, ferner ist a, cos a3 = h cotg @3 und

ag cos oy = h cotg a5, weshalb sich ergibt:
Aa, a Aa
Ao, = =81 & 84 _
o,y a h a cotg o
Bezeichnet man mit ¢,, g,, 6; die Spannungen in den Stiben a,, ag, ag
und setzt die Temperaturinderung
t =0 voraus, so ist

Aay o, Ae g
e, E’ a E’
Aag g
o E

Beachtet man noch
Fig. 8. % = cotg ay - cotg a;,

so findet man, wenn E konstant ist, zur Berechnung der durch die
Spannungen ¢ hervorgebrachten Winkelinderung die Gleichung
(16) EAa; = (6, — d,) cotg ag + (5, — G3) cotg a,.
Fur die Anderung des Winkels ¥ in Fig. 39 ergibt sich z. B. mit
den an die einzelnen Stibe geschriebenen Spannungen o die Gleichung:
(16a) EAS = (6,— ;) cotg &, -}+ (6, — &) cotg ay -+ (6, — 3) cotg g
—+ (s, — o;) cotg &, -+ (65 — a;) cotg &y - (0g — ;) cotg ag.
Sollen Temperaturiinderungen berticksichtigt werden, so ergibt
sich die Anderung As einer Stablinge s a.us

As
. FE—l—st_——+st —(6+sEt),
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es treten alsdann in den Gleichungen (13) bis (16) an die Stelle der
Spannungen ¢ die Werte ¢ - & Et.

Zahlenbeispiel. Es soll das Biegungspolygon filr die untere
Gurtung des''in 'Fig. 40" dargestellten Schwedler-Tréigers berechnet

1,6% l;jﬂ‘

werden. Material: Schweilseisen. Jeder untere Knotempunkt ist mit
11,39 t, jeder obere mit 1,38 t belastet. In Fig. 40 geben links von
der Mitte die nicht eingeklammerten Zahlen die Stablingen in cm an
und die eingeklammerten Zahlen die Querschnittsinhalte # in gqem; die
Zahlen rechts von der Mitte sind gleich den Spannkr#ften in Tonnen.

In Figur 41 bedeuten die an die Stibe geschriebenen Zshlen die

88 -0,74 -0.71

1
\
:
- O, !
-078 -
a1% [e,] 2 ,
0,88 Y, h
= x .5
t] ] be 3| ee § % s
HEN N g Q » 9 ?I
2 . 1 1
[V s
.2 « —
S|
/ \ 0 A 080 08
+0,77 (1] +o77 (#] +0,65 (37 +0,77 (4) +078 ) rors

!
Fig. 41.

in Tonnen ftir das qem ausgedriickten Spannungen; die in die Winkel
gesetzten Zahlen sind gleich den Kotangenten der Winkel.
Es ergeben sich folgende Werte flir die den unteren Randwinkeln
entsprechenden Produkte EAT,,:
EAD, = (— 0,68 — 0,71) 1,38 ++ (— 0,68 —+ 0,28) 0,75 - (0,48
+ 0,28) 0,75 + (0,48 — 0,71) 1,33 = — 1,88
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EAS; =(—0,28 —0,48) 0,75 4 (—0,69 — 0,48) 0,66 + (—0,69
—0)0,89-4(0,51—0) 1,11 -4 (0,51 — 0,65) 0,90 = —1,17
EASy = (0 — 0,51) 1,11 4 (— 0,72 — 0,51) 0,68 -+ (— 0,72
4Y0,04) 0,44 4-(0,58 + 0,04) 1,25 -} (0,58 — 0,71) 0,8

=—0,98
EAS, = (— 0,04 —0,58) 1,25 + (— 0,68 — 0,53) 0,8 | (0,27
-+ 0,06) 1,25 + (0,27 — 0,78) 0,8 = — 1,64
EAYy = {(— 0,06 — 0,27) 1,25 + (— 0,71 — 0,27) 0,8}2
= — 2,89. .
Da die untere Gurtung wagerecht ist, so folgt aus der Gleichung (13):

W = — AT, ..

Berechnet man also das Momentenpolygon ftir einen einfachen, an
den Enden frei aufliegenden Balken 4’B’, Fig. 40, welcher durch die
Einzellasten

— EAS, = 1,88, — EA%; = 1,17 u. s. w.
beansprucht wird, so sind die Ordinaten M dieses Polygons gleich den
mit E multiplizierten Durchbiegungen 8. Ist die Feldweite )\ koustant,
so darf man bei der Berechnung der Momente M ftir den Balken 4’ B’
E}

die Annahme A == 1 machen, und erh&lt dann M = ~

Es ergibt sich:
M, = 6,815, My = 11,750, My = 15,515, M, = 18,850
und M; = 19,545,%)
und es folgen nun, wegen A = 400 cm und E = 2000 t ftir das qcm,
die Durchbiegungen: .
MM M400 M

b — e T

E 2000 57 .
6,815 11,750 .
= 1,4 cm, §; = = 2,35 cm,

also 8, =
3 — 8,1 cm, 3, = 8,7 cm; &; = 8,9 cm.
*) Hat man die Biegungsmomente fiir einen durch eine grifsere Zahl von Einzel-

lasten beanspruchten Balken zu berechnen, so ermittele man zuerst die Querkriifte.
Fiir den vorliegenden symmetrischen Belastungsfall erhilt man folgenden Ansatz:

fiir Feld 5 ist Qs == } - 2,89 = 1,195 | M, =¢Q,= 6815
dazu addiert . . . . 1,640 =, dazu addiert 4,985 = Q,
gibt Q, = 2,835 gibt M, =11,750
+ 0,980 = w, ‘ + 8,765 =0,
Qs = 3,765 . M, = 15,515
+ 1,170 =10, | + 2835=0,
Qs = 4,985 M, = 18,350
+ 1,880 = w0, + 1,195=0,

¢, = 6,815 My =19.545



— 48 —

§ 5.
Das Biegungspolygon eines Strebenfachwerkes.
(Zweites Vorfahren.)

- —

mdge das.]emge Polygon ‘bestimmt werden, dessen Ordlnaten gleichzeitig
die senkrechten Versehiebungen & der Knotenpunkte der oberen und
der unteren Gurtung liefern.
Mit Bezugnahme auf die aus der Fig. 42 zu ersehende Bezeich-
nung der Knotenpunkte sollen
bedeuten:
o,, dieLiinge deseinemKnoten-
punkte m der unteren
Gurtung gegentiberliegen- .
den Obergurt-Stabes,
u, dieLlingedeseinemKnoten-
punkte % der oberen Gur-
tung gegentiberliegenden
Untergurt-Stabes, ' »
d. die Linge der m"" Diago-
nale,
B. den Neigungswinkel von o,,
gegen die Wagerechte,
7, den Neigungswinkel von w,
gegen die Wagerechte,
9. den Neigungswinkel von d,,
gegen die Wagerechte,
e, die senkrechte Projektion
von d,,.
Um eine einfache Beziehung
zwischen den Verlingerungen
Ao,, Ad,, Ad,,, der Seiten Fig. 42. u. 43.
des Dreiecks (m — 1) — m — (m + 1), und den Verktirzungen
Ae, =3, _; — 38, und Ae,.,, =38,.,, — .
der Strecken e,, und e,.,, zu erhalten, denken wir dieses Dreieck heraus-
geldst und in den Punkten m — 1 und m -} 1 mit den senkrechten
Kriften -)\L und T]i — belastet, Fig. 43, wihrend wir den Punkt m
» ™+ 1
festlegen. In den drei Stiben o, d,,, d.,, entstehen gewisse Spann-
krifte p,, Wy, g, und es lautet, da p, und pg; Drticke sind, die
Arbeitsgleichung :
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1 1
o Ae. + ~ Abmyy =Py A0, — Py Aduy — PgAlay -
L] LE D]
Mit Hilfe des Krifteplanes in Fig. 43 ergibt sich nun, wenn k,, die

bei m gemessene ‘senkrechte’' Hohe des Fachwerks bedeutet,

1 "
p.ﬁ::)msec Bu: b, und hierans p, =s_e%8_’

1 86C Pu
p,:)‘—-=d.:h.=)\.sec<p..:h,. ” p.,=»—h&.
g )‘1 == Qpyq P == Ay 8€C @y, t h,, und hieraus

fide D |

__ 86C Qumyy
he
und es wird
Ae, + Ae.yq, _ Ao, sec B, — Ad,, sec @, — Ad,y; 56C Qumy; .
A\, Mgy h

Werden die Ae durch die 3 ausgedrfickt, so folgt
8p—8m_; 8.1y —8. —Ao.secB.tAd.sec@ntAd, ;5CPums,
PV VA . '
und ebenso ergibt sich, wenn % ein Knotenpunkt der oberen Gurtung
ist, zwischen den Verschiebungen 3,_,, 3,, §,,, die Beziehung
3 —3¥_, __8,,“—6,,: Aw, sec Y, — Ad, sec Qr— Adyy g 8€C Pryy
)q, )‘5+1 hk
Vergleicht man diese Beziehungen mit den auf Seite 30 und 31
abgeleiteten Gleichungen (12) und (18), so erkennt man,
dafs das gesuchte Biegungspolygon mit dem Mo-
mentenpolygone eines Balkens 4'B’ tibereinstimmt,
welcher durch senkrechte Krifte
a1 w.=_ Ao, sec B, |+ Ad,, s;c ®m + Ad,.,, 86C (p...“_’
Au, sec ¥, — Ad, sec @, — Ad, ., s€C Qpy,y
h

und

(178) 1w, =

belastet wird.

In Figur 42 ist vorausgesetzt worden, dafs die semkrechten Ver-
schiebungen der Endpunkte 4 und B gleich Null sind, dals also 4’B’
ein an den Enden frei aufliegender Balken ist.

Zahlenbeispiel. Es sollen die senkrechten Verschiebungen sfimt-
licher Knotenpunkte des in Fig. 44 dargestellten schmiedeeisernen Netz-
werkes unter der Voraussetzung berechnet werden, dals in jedem
Knotenpunkte der oberen Gurtung eine Last von 12 t angreift.

In Fig. 4% sind die Spannkriifte in Tonnen (nicht eingeklammerte
Zahlen) und die Stablingen in dm (eingeklammerte Zahlen) angegeben



und in Fig. 45 die unter der Annahme E == 100 (statt des wirklichen
Wertes E == 200000 t fur
das qdm) berechneten Ver- ?
lingerungen 'der Stibe in dm =¥
und die Querschnittsflichen
in qdm znsammengestellt wor-
den. Filr den ersten Stab der
oberen Gurtung betriigt z. B.
dieQuerschnittsfliche 0,45 qdm
und die Verlingerung Ao
32-40
=" To0-045 2%
Schliefslich wurden in Fig. 46
die senkrechten Tri#gerhthen
und die mit der Sekante des
Stab-Neigungswinkels (gegen
dieWagerechte) multiplizierten
Verlingerungen eingetragen,
zam Beispiel fir eine Diago-
nale des Mittelfeldes Ad - sec @
32

=—35- —2—6— = — 8 dm.

Es ergeben sich jetzt mittels
der Gleichung (17) fur die un-
teren Knotenpunkte 1, 8 und 5 die Werte

29 | 21 — 18
= = 2,13,
28 + 9 —23
ws — _"—98— = 0’61'
W5 - "'_‘_25 _‘—'_0’60

und mittels der Gleichung (17a) fir die oberen Knotenpunkte die Werte
26 418 —9
0y = = 1,84,
w, = _2_8i—;41+_8 = 2,46.

Um die Biegungsmomente ftir den mit den Werten w0 belasteten
Balken A’B’ schnell zu erhalten, berechnen wir zuerst die Querkrifte
Qs = $w; = 0,30, Q, = 0,30 4w, = 2,76, Q5 = 2,76 + w; = 8,87,

Qy = 8,37 4+ w, = 5,21, @, = 5,21 + w, = 7,34
und hierauf, unter der vorliufigen Annahme: A = 1, die Biegungs-
momente




M, =@, = 1,84, M, =M, } @, = 12,55, M; = M, + Q; = 15,92,
M, =M, + @, = 18,68 und M; =M, 4+ M, = 18,98.
Um die Durchbiegungen zu erhalten, mtissen wir die Momente M mit
A = '20dm multiplizieren-und (da wir vorhin E = 100 statt £ = 200000
setzten) durch 2000 dividieren. Es ergibt sich
3 = %26860& dm = 19,0 mm
und ebenso 8, = 18,7mm, 3; = 15,9mm, 3, = 12,6 mm, &, = 7,8 mm.
§ 6.
Anderung der Linge einer Gurtsehme. (Fig. 47.)
Es soll die Verlingerung & der irgend zwei Knotenpunkte 0 und
n einer Gurtung verbindenden Sehne bestimmt werden. Die Lote von
den Knotenpunkten
1,2,...m....80f
diese Sehne seien —
YirYgseooeYmoonns
und die Projektionen
der Lungen s,, 85,
..... B oo oo der
‘von der Sehne 0—n
unterspannten Gurt-
stibe auf 0 — n seien
==€1,€gy 00 ccCmonne-
Flg. 47s u. b. Die Vergriifserung
irgend eines Rand-
winkels 3., um A%, bedingt die durch die Figur 47b nachgewiesene
Anderung = YmAT,,, und die Verlingerung As, der Lange s, eines
Gurtstabes erzeugt § = As,, cos .., wobei
Y.. = Neigungswinkel des Stabes s, gegen die fragliche Sehne.
Im ganzen entsteht also

"1 "
§ = 3y.AD, 4 SAs, cos §,,
1 1
und, wenn fir den Fall t =0

gesetzt wird,
n—q "
(18) a:zy,n,+z-%"—e,.
. 1 1
Beispiele fur die Anwendung dieser Gleichung finden sich im § 7
und § 9.
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§87.
Aufgaben, betreffend die Ermittelung von Biegungslinien.

Aufgabe/ L/ Gestcht die senkrechten Verschiebungen der Knoten-
punkte der unteren Gurtung des
in Fig. 48 dargestellten Fach-
werktriigers mit 2 nicht an den
Enden stehenden Sttitzen 4undB. €|
Man nehme zuntichst C und
D in senkrechter Richtung un-
verschieblich an und zeichne das

i
|
!
1 . '
- Momentenpolygon C'A’N'B’D’ : 4 g
fur einen bei C’ und D’ frei auf- grw
liegenden Balken, auf welchen N! ¥

2 () s —

[

. . caA™ I 4
die nach Gleich. (1§) berechneten o ‘E"i o

Lasten w (welche teils positiv, 'y R & 8
teils negativ sind*) wirken. Fig. 48.

Bringt man hierauf die Senkrech-
ten durch die festen Sttitzpunkte 4 und B in 4" und B’ mit dem Mo-
mentenpolygone zum Schnitte und zieht die Gerade A’B’, so erhilt

Fig. 49.

man in der schraffierten Fliche die gesuchte Biegungsfliche. Beispiels-
weise ist die Senkung der Knotenpunkte o und 5 gleich 3, bezw. 3.

Aufgabe 2. Gesucht die Biegungsfliche fir die obere Gurtung
CDABEF des Gerberschen Trigers in Fig. 49.

*) In Fig. 4&’ wurden s, und s, positiv, die iibrigen w negativ (also nach
oben gerichtet) anugenommen.
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Nachdem die den Knotenpunkten 1 bis 3, 4 bis 12 und 18 bis 15
entsprechenden (teils positiv, teils negativ ausfallenden) Werte 1w be-
rechnet worden sind, werden die Momentenpolygone gezeichnet:

C’ND)', fur den, einfachen Balken C'D’ mit den Lasten 1w, bis w;,
DLE , , n n DE , , n Wy n Wyg,
E'RF , , ” EF , , n g n W5

Hierauf werden dle Senkrechten durch die Punkte 4 und B mit
dem Momentenpolygone D'LE’ in 4" und B’ zum Schnitte gebracht,
die Strecken

A" A" =¥ — Senkung des Punktes 4,

BB =% = ” ” ”” B
abgetragen und der durch A” und B” gehende Linienzug C’'D”E” F’,
dessen Ecken senkrecht unter D und E liegen, eingezeichnet. Die
Fliche zwischen diesem Linienzuge und dem Momentenpolygone ist die
gesuchte Biegungsfliiche.

Bei starren Sttitzen 4, und B, ist

8" = Verklirzung der Vertikale 4,4
¥ = ” ” B, B

Aufgabe 3. Gesucht die Blegungslnue fur die obere Gurtung
des in Fig. 50 dar-
gestellten  Drei-
gelenk-Bogens.

Es handelt sich
hier nur um die
Berechnung  des

Momentenpoly-
gons fir den ein-
fachen Balken
A’ B’, auf welchen
die Lasten w, , w,,
...... w; wirken.
Die Werte w, bis
wy und wy bis w;
lassen sich ohne weiteres mit Hilfe der im § 4 gegebenen Gleich. (15)
berechnen, da sich die Randwinkel ¥, bis 03 und ¥, bis ¥; aus Drei-
eckswinkeln znsammensetzen. Um w0, mittels der Gleich. (14) bestimmen
zu konnen, mufs AY, bekannt sein. Nun ist die durch Anderungen
der Randwinkel und die Spannungen in den Gurtstiben bedingte An-
derung & der Sttitzweite 4B nach § 6, zuniichst fur den Fall £ = 0:
9

G 1 ] g
§=—£TX1+%)‘,+—E3-)\,+ E)‘ .. —|——Z—)\,
'|".’/1A3‘1 + A%, +.’/sA%s +y4A‘3r ‘I‘./s‘\c:s“}‘!/c‘\‘:c +y; AT,

Fig. 50.
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und man erhilt somit, bei gegebener Verschiebung & — A/, den Wert

3 7 8 ¢
: Al —ZyAS — ZyAS— = —
A% ool 3 1 E
Y
Bei starren Sttitzen ist AI=0. Sind die Kimpfer 4 und B durch
eine Zugstange mit dem Querschnitte F, verbunden, so ist Al'= Ver-
lingerung dieser den Horizontalschub H des Bogens aufnehmenden, Stange;

es folgt damn Al = —l—f%— Sollen Temperaturiinderungen berticksichtigt
werden, so ist ¢ durch ¢ 4 ¢ Et zu ersetzen, wihrend fir Al der Wert
Hl
EF,
fir einen Stab der oberen Gurtung und ¢, die Temperaturinderung fiir
die Stange 4 B.

- &t,1 einzuftihren ist. Hierbei bedeutet ¢ die Temperaturiinderung

§ 8.
Ebene Fachwerktriiger mit ver#inderlicher Belastung. Ein-
flufslinien flir die statisch nicht bestimmbaren Grifsen X.

1) Stellt man bei Fachwerken mit vertinderlicher Belastung die
Spannkraft S eines jeden Stabes in einer solchen Form als Funktion
der Lasten P dar, dafs der Einflufs jeder einzelnen Last auf S ersicht-
lich ist, so vermag man anzugeben, welche Lasten in dem Stabe einen
Zug, und welche Lasten einen Druck hervorbringen, und wie grofs die
Grenzwerte S,.. (= grofster Zug) und S, (= grdfster Druck) sind.
In gleicher Weise ktnnen die Werte C,.. und C,,. fur jede Auflager-
kraft berechnet werden.

Handelt es sich um ein ebenes Fachwerk mit senkrechter Belastung,
so verfolge man den Einflufs einer tiber den Triiger fortschreitenden Last
,»Eins*, trage den Wert S beziehungsweise C unter dem jedesmaligen
Angriffspunkte der Last als Ordinate auf und verbinde die Endpunkte
dieser Ordinaten durch eine Linie, welche die Einflufslinie fir S
bezw. C heilst; die zwischen ihr und der Abscissenachse gelegene
Flache wird die Einflulsfliche fir S bezw. C genannt.

Die Einflufslinien fur die Werte S und C lassen sich mit Hilfe
der Gleichungen

S=8 +8X +8'X"+8"X"+....
C=C+CX +C"'X"+C"X"4....
leicht finden, sobald die Einflulslinien fur die Grtfsen X', X”, X .. ..
gegeben sind. Die Ermittelung dieser ,,X-Linien* ist das Ziel der nach-

stehenden Untersuchungen, und zwar soll sie unter der Voraussetzung
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 4
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erfolgen, dafls jede zwischen zwei Knotenpunkten wirkende Last durch
P einfache Zwischentriiger auf die benachbarten
; E Knotenpunkte tibertragen wird. Es ist dann
v 3 jede Einflufslinie ein aus geraden Linien be-

L : stehendes Polygon, dessen Ecken denKnoten-
7»': j, p punkten des Fachwerkes entsprechen. Be-
P

/ B, n sitzt z. B. (Fig. 51) die X -Linie unter den
' % — Knotenpunkten (m — 1) und m die Ordinaten
1 . X',_, und X',,, und wird der durch eine
\J.ij-,x’ =Y zwischen m—1 und m gelegene Last P
“—%_ ¥ verursachte Wert X' gesucht, so bestimmt
Tig. 51. man die durch den Zwischentriiger auf die

Knotenpunkte (m—1) und m tibertragenen Lastanteile ‘

Pu_, = P% und P, = P)‘—"—)“—x—
und erhilt:

PX' =P, X', + P.X'..
Hieraus folgt aber

X=Xn, > 4x. =

]
und dleser Ausdruck ist in Bezug auf dle Verﬁnderhche z vom ersten Grade.
2) Die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X', X .. ... missen,

wenn im allgemeinen nachgiebige Stiitzen vorausgesetzt werden, den
im § 8 abgeleiteten Gleichungen geniigen:

SC'Ac=238As, SC"Ac=38"As, 2C""Ac = S As,
und diese gehen mit

As = -—= —|— ets
und nach Einsetzen der Werte S ﬂber in

L — Zet8's=238,8p+ X'ES'; + X"28"8p
4+ X388 o4 .....

L' —3etS8"s=38,8"p+ X388 p+X"28" %

+XIIIESIIISIIP+ » (19)’

—SetS"s=38,8"p+ X3S s"'p

—I—X"ES”S”’9+X”'2S"IP—|—

........................

wobei, zur Abktrzung,

III

s
(20) EF -° .
gesetat wurde, wihrend L', L”, L™, ... die virtuellen Arbeiten der

Auflagerkrifte fur die Luetande A =1, X'= 1, X“=1, ... bedeuten.
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Wird das Fachwerk zuni#ichst unbelastet gedacht, so verschwinden
die von S, abhiingigen Glieder, und es ergeben sich, durch Auflésung
der Gleichungen (19), die durch die Verschiebungen der Stttzpunkte und
durch eineAndeérung”'des-“anfénglichen Temperaturzustandes hervor-
gerufenen Grofsen X in der Form :

X =a (I' —36tS 8)+f (L"—ZetS”s)
Y (L' —ZetS"s) +.....
(21) { X"=a"(L' —ZstS s)+ B" (L" — ZetS”s)
+ ¥ (L —ZetS"s) .

wobei o, 8, 7, ...... a”, ﬁ Y, e Werte sind, welche nur
von den Koeffizienten der Grﬁfsen X in den Gleichungen (19) abhiingen
und nur einmal berechnet zu werden branchen, da sie lediglich durch
die Form des Fachwerks bestimmt sind.
Nach FErledigung dieser in der Regel wenig zeitraubenden Rech-
nungen ergeben sich die von der Belastung abhingigen Werte:
[ X =—a' 38,8 —p 25,80 —y =8,8"p —
(22) l X'=— a"ESo 80— B'28,8"p—1"28 8 o —. .

und mit Hilfe dieser letzteren Gleichungen lassen sich die Einflufslinien
fur die Grofsen X'y X’ .... schnell finden, sobald die Einflulslinien
fur die von der jedesmaligen Belastung abhiingigen Summen

285,80, 28,870, .« .. ..
‘bekannt sind.

Wir zeigen jetzt die Ermittelung dieser Summen fur den Fall, dals
auf das Fachwerk nur eine senkrechte Lasteinheit P wirkt, welche in
irgend einem Knotenpunkte des statisch bestimmten Hauptnetzes, das
meistens ein einfacher Balken oder ein Drei- Gelenkbogen oder ein
Gerberscher Balken sein wird, angreift.

Da die Last P in den Stiben des P
Hauptnetzes die Spannkrifte S, erzeugt
(Fig. 52), so ist die durch irgend welche
Anderungen As der Stablingen hervor-
gebrachteSenkung 3 ihres Angriffspunktes
{nach § 8) durch die Arbeitsgleichung

Pd = 2S5 As*)
gegeben, und es besteht insbesondere Fg. 53.

°b

*) Bei Aufstellung dieser Arbeitsgleichung werden die Stiitzen starr vor-
ausgesetzt, da der Einfluls etwaiger Verschiebungen Ac der Stiitzpunkte gesondert
mit Hilfe der Gleichung (31) beurteilt wird. Die Reibungswiderstinde an
den Auflagern werden gleich Null angenommen.

4*
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zwischen den durch die Ursache X' = 1 (welche die Spannkrifte S’
erzeugt) bedingten Verschiebungen 3’ und A’s die Beziehung:
, , S's
P3 =280A8=ES°.E_F;’
aus welcher sich
(28s) 38,8'p = P¥
ergibt.

’

Da nun &’ die Ordinate des den Spannungen ¢’ = % entsprechenden

Biegungspolygones derjenigen Gurtung ist, welcher der Angriffspunkt
von P angehdrt, so ergibt sich der wichtige Satz:
Bewegt sich iber den Trdger eine Last ,»Bins*, welche der Reihe

nach in den verschiedenen Knotenpunkien der oberen

des Hauptnetzes angreift, so stimmt die Emﬂufslmw far den Aus-
druck 25,8 p mit dem filr den Belaatungazustand X' = 1 berech-

Gurtung des Hauptnetzes

Gurtung

neten Biegungspolygone der

itberein.

In gleicher Weise lassen sich die Einflufslinien ftr die tibrigen in
den Gleichungen (22) vorkommenden Summen darstellen. Man erhilt
(28b) 3§,8"p = P3", 25,8"p =P%" u. s. f.,
unter 3", 3", .... die unter dem jedesmaligen Angriffspunkte von P
gemessenen Ordmoten der Biegungspolygone verstanden, welche be-
ziehungsweise fiir die Spannungszustinde X' =— 1, X'=1,..... und
fur die Gurtung berechnet worden sind, in deren Knotenpunkten die

Last P nacheinander angreift.
Die Gleichungen (22) gehen jetzt tiber in
X =—(@d+p84+yd +..... ) P
X' =— (" +8"8 48" +..... )P
und ermﬁglxchen eine schnelle Berechnung der Emﬂnfshmen fir samt-
liche Grofsen X.

Meistens greift die veriinderliche Belastung nur in den Knoten-
punkten der einen Gurtung an, und es ist dann in der Regel zulilssig,
das Eigengewicht ausschliefslich auf die Knotenpunkte dieser Gurtung
za verteilen. Sind die Knotenpunkte beider Gurtungen Angriffspunkte
vertinderlicher Lasten, so hat man fur jeden Wert X zwei Einflulslinien
zu zeichnen, da die Wirkungen der oben und unten angreifenden Lasten
gesondert untersucht werden mftissen.

Beispiel 1. Der vereinigte Balken- und Bogentrager in
Fig. 58 mit einem festen Lager bei B und einem wagerechten Gleit-

unteren
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lager bei 4 ist einfach statisch unbestimmt. Es lassen sich deshalb
die Spannkriifte in der Form

S=8+85X
darstellen, und’'es’ergibt sich,' da“'die Verschiebungen der Stiitzen im
vorliegenden Falle ohne Einflufs auf die Beanspruchung des Fachwerks -
sind, zur Berechnung der statisch micht bestimmbaren Grdfse X aus
der ersten der Gleichungen (19) die Bedingung:

g
— SetS's = 28,80 + X=5'p,
aus welcher erhalten wird

— SetS’
der Einfluls einer Temperaturiinderung: X‘=———s,i
=8
—38.8
und ,, ” der Belastung: X = ———S",S—g .
=8

Als statisch nicht bestimmbare Gr(se X wihlen wir die ttberall gleiche
wagerechte Seiten-
kraft der in den
Stsben 1, 2,8, 8, 2',
1" des Bogens wirk-
samen Spannkrifte.
Ist X=0, so sind
diese .Btibe span-
nungslos, und ebenso
verschwinden die nur
von X abhiingigen
Spannkriifte in den
senkrechten Stiben
4,5,6,5,4. Als
statisch bestimmtes
Hauptnetz verbleibt
der einfache Balken
ABCD.%)

Soll nun die Einflufslinie fiir X unter der Voraussetzung ermittelt
werden, dals eine Lasteinheit P der Reihe nach in simtlichen Knoten-
punkten der unteren Gurtung 4B angreift, so mtissen die durch die
Ursache X =1 hervorgerufenen Spannkrifte S°, sowie das Biegungs-
polygon der Gurtung A4 B fir diesen Spannungszustand bestimmt werden.

*) Bind o, und «, die Neigungswinkel der Stibe 2 und 8, so sind die
Spaankriifte in diesen Stiben bezw.: S, — X sec @y und Sy == Xsec ag. Fiir den
8tab 5 erhilt man aus der Bedingung Sy S, sin @y — S, sin ay=0 den Wert:
Sg=—X(tga,—tga,). In gleicher Weise werden die S fiir alle iibrigen
Bogenglieder und fiir die senkrechten Stibe 4 bis 4’ berechnet.
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Die Kritfte S” werden zweckmifsig mit Hilfe des in Fig. 58b dar-
gestellten Krifteplanes gefunden. In diesem Plane schneiden die von
dem Punkte O aus zu den Stiben 1, 2, 3, 8', 2, 1" gezogenen Parallelen
auf der'im/Abstande ., Bins“/von O gezeichneten Senkrechten die in den
"Stben 4, 5, 6, 5, 4’ wirksamen Spannkrifte S ab, und die Lingen
der Strahlen 1, 2, ..... 1" stellen die Spannkrifte S" in den Bogen-

, gliedern vor.

Spannkrifte S ° , AusderSpann-

W kraft 1 findet

0 T N 7 andieKratte

ﬁ<\' ”,>?é - g | 9und10, hier-

i Do N s ' | aufliund12

P - . 4 |¢ us w Fur

Do i A die Stabe 7, 8,

P D e Y BN 8 und 7' st
L _,,”.w 8 =0%

— Nach Zeich-

nen dieses

’

Krifteplanes werden die Spannungen ¢ =%und die von den ¢ ab-

hingigen Knderungen A’S der den unteren Knotenpunkten (1), (2),
(8) ... (6) entsprechenden Randwinkel % berechnet, letztere nach der
im § 4 gegebenen Anleitung, und hierauf kann das zugehdrige Biegungs-
polygon A'CB’ der Gurtung A B ermittelt werden; dasselbe stimmt
nach § 4, Gleich. (14), mit dem Momentenpolygone eines einfachen Balkens
A B’ tberein, welcher durch die senkrechten Lasten :
w, =—A'D, wg=—Aa"% ......

beansprucht wird.

Bedeutet nun 3 die unter P gemessene Ordinate des Polygons
A'CPH, 8o ist nach dem vorhin bewiesenen Satze:

‘ 28,8 ¢ = P¥,
mithin

Dividiert man also die Ordinatend’;,,d, .. .. des Biegungs-

polygones A'CB durch den konstanten Wert ES';, so erhilt
man die Ordinaten X,, X; .... der gesuchten Einflufslinie.

Wird beispielsweise durch den Tréger ein Eisenbahngleis gestiitzt,
und bedeutet L die Belastung einer Lokomotivachse, T' die Belastung

*) Die Stibe 1, 2, 8, 8, 2, 1, 9, 12, 18, 16, 17, 20, 17’ 16, 18, 12, 9
werden gezogen, die {ibrigen gedriickt.
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einer Tenderachse, und entsprechen den Lasten L und T beziehungs-
weise die Polygon-Ordinaten 7,, %3 ..., 8o ist der durch die Belastung
in Fig. 58c erzeugte Wert X bestimmt durch die Gleichung

2
X280 =L+ 1 '+ M) — T (g + 75 + 1)
Das Zeichen (—) deutet an, dafs der Bogen auf Druck bean-

sprucht wird.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dafs der durch eine
Temperaturinderung erzengte Wert X, gleich Null wird, sobald ¢ und
¢t konstant sind; denn setzt man in die dem Spannungszustande X = 1
entsprechende Arbeitsgleichung

S8'As =
welche fiir beliebige, mogliche Formunderungen As gilt, den Wert

As = ©8, wobei  eine Konstante, d. h. nimmt man an, dals das Fach-
werk eine der fritheren Form #hnliche Form annimmt, so findet man
28's=0.

In der Regel setzt man innerhalb einzelner Gruppen von Stéiben konstante
Temperaturinderungen voraus, und kann dann die vorstehende Gleichung
zar Abkiirzung der Rechnung benutzen. Macht man z. B. die Annahme,
dafs sich die dem spannungslosen Anfangszustande des Fachwerks ent-
sprechende Temperatur in allen Punkten des Bogens um den Betrag #,
#ndere und in allen #ibrigen Punkten des Trigers um ¢, so folgt

SetS's = st,ES s+ st,ES 8,

wobei sich der Ausdruck ES 8 auf die Bogengheder 12, 8, 8, 2, 4\
und der Ausdruck ES 8 auf alle fibrigen Stidbe bezieht. Bezeichnet man

mit 8,, 85, 8, 8, 3,. s, die L#ngen der Stdbe 1, 2, 3, 8, 2, 1" und
mit &,, o, &3, &'y, &'y, @', deren Neigungswinkel gegen die Wa.gereohte,
so sind die Spannkréfte S in diesen Stiben beziehungsweise gleich

1-seca,, 1-secay, 1-secog, ...... . lsecay,
und es folgt
EIS's =g seca, | sy8ecay 4. ... .. + &, sec ay.
Da nun ES's-FES's:O ist, so ergibt sich schliefslich
et
X, =— 3(213 T - (8, sec &, -} s, sec &g —} 85 sec ag | s'g s6c @'y

+ s’y sec &’y | &, sec @y ].
Beispiel 3. Es soll der Horizontalzug X der in Fig. 54a dar-
gestellten, durch einen Balken versteiften Kette ermittelt werden.
Der Balken ist mit der Kette durch senkrechte Stibe verbunden und
besitzt bei B ein festes und bei A ein auf einer Wagerechten gefithrtes
Lager. Bei ausschliefslich senkrechten Lasten P wirken auf den Balken
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nur senkrechte Krifte. Die Kette ruht anf Pendelpfeilern (10 und 10'),
welche aus demselben Materiale hergestellt sein sollen, wie alle tibrigen
Stibe des Fachwerks und als Bestandteile des Fachwerks aufgefalst
werden,)/Die | Stabverbindung ist eine einfach statisch unbestimmte,
und es mdgen die Spannkrifte auf die Form

S == So —_— S,X
gebracht werden. Die Spannkrifte S’ entsprechen dann dem Zustande
X = —1, welchen man erhilt, wenn man sich in irgend einem Stabe
Fig. 54a u. b, ©

der Kette einen Druck erzeugt denkt, dessen wagerechte Seitenkraft
= ,Eins* ist, und es lautet die Gleichung zur Berechnung von X,
sobald die Stiitzen starr angenommen werden, \
— SetS's=38,8p — X38'p;

sie liefert den durch eine Anderung der Temperatur entstehenden
Horizontalzug

SetS’s
X, =

=8

und den durch eine Belastung hervorgerufenen
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X368
=8
Den Krifteplan fiiriden Zustand X — — 1 zeigt Fig. 54b; er wird

in hnlicher Weise konstruiert wie in dem vorigen Beispiele. Die Spann-
kriifte in den Kettengliedern 1, 2, 8, 4, 4", 8", 2’, 1 bilden einen Strahlen-
btischel, dessen wagerechte Projektion der Horizontalschub ,Eins“ ist,
und welcher auf der Senkrechten L N die in den H#ngestangen wirk-
samen Spannkrifte 5, 6, 7, 8, 7°, 6, 5’ abschneidet. Die Kriifte 9
und 10, desgleichen 9 und 10’ ergeben sich aus den Kriften 1 und 1’.
Die Krifte 5, 6, 7, 8, 7°, 6", 5" wirken als Driicke auf den Balken
und rufen die senkrechten Auflagerwidersténde 4" und B’ hervor. Ist
das Fachwerk symmetrisch (wie in Fig. 54 angenommen wurde), so ist
A’= B’; im Gegenfalle verlingere man in Fig. 54 die Auflagersenk-
rechten 4 und B bis zu ihren Schnittpunkten mit der Kette, verbinde
diese durch die Schlufslinie (s) und ziehe von O aus (Fig. 54b) eine
Parallele zu (s); letztere zerlegt nach einem bekannten Satze der gra-
phischen Statik den Kriftezug 5 +6+7-+8+ 7"+ 6"+ 5 in 4”
und B’. Nunmehr lassen sich die Spannkrifte S° auch ftir den Balken
ermitteln.*)

Nach Zeichnen dieses Krifteplanes werden die Spannungen ¢° = -
und die von den o’ abhingigen Anderungen A’® der oberen Rand-
winkel O bestimmt, und hierauf wird das Biegungspolygon 4,CB, der
Gurtung 4 B, in dessen Knotenpunkten die tiber den Balken wandernde
Last P der Reihe nach angreifen mdge, berechnet; es stimmt (nach
§ 4, Gleichung 15) mit dem Momentenpolygone eines einfachen Bal-
kens A,B, tiberein, welcher durch senkrechte Lasten

w, =AD, 0y =AD, 10 =A'Tg, . .....
beansprucht wird.

Bedeutet nun 3’ die unter P gemessene Ordinate des Biegungs-
polygones, so ist

25,8 p = P¥’,
und es erzeugt mithin die Last P in der Kette den Horizontalzug
x="L_.
=S8'p

*) Die Spannkriifte §° sind, links von der Mitte, negativ (Driicke) fiir die
Stibe: 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 18, 16, 17, 20, 21, 24, 25 und positiv (Ziige)
fiir die Stibe: 10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 23.
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§ 9.
Der Maxwellsche Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der
elastischen Verschiebungen.

Wir betrachten ein Fachwerk, dessen Stdtzpunkte unverrtickbar
sind oder fiber reibungslose Lager gleiten, dessen Auflagerkriifte mithin
bei der eintretenden Formiinderung keine Arbeit leisten.

Die durch irgendwelche Anderungen As der Stablingen s ver-
ursachten Verschiebungen 8, und &, der
Knotenpunkte 4, und 4, nach den Rich-
tungen A, B, und A4; B, ergeben sich nach
§ 8 aus den Arbeitsgleichungen

1:3, =238, As und
1.3, = 35, As,
wobei ftir irgend einen Stab
S, diejenige Spannkraft ist, welche
eine in A4, angreifende, nach der
Richtung A4, B, wirkende Kraft
»Eins“ hervorbringt und

S; diejenige Spannkraft, welche entsteht, sobald in 4, nach der
Richtung 44 B; die Kraft ,Eins“ wirksam ist.

Herrscht in allen Stiben die dem spannungslosen Anfangszustande
entsprechende Temperatur, so ist fiir irgend einen Belastungsfall

As= i mithin

~ EF
]
3 = ES,Sﬁ und §; = =§,8 EF
Ist insbesondere S = S;, so ergibt sich
‘ s
81 = ESISQ 'EF',

wibrend im Falle § =S,

8 =355, o7

ist, und es folgt aus der Ubereinstimmung dieser beiden Werte der
hinsichtlich seiner Gtltigkeit an die oben gemachten Annahmen ge-
bundene Satz:

Eine in dem Knotenpunkte 4; und im Sinne 4, B, a.ngrelfende

Kraft ,Eins“ verschiebt einen Knotenpunkt A; im Sinne AgB,

um eine Strecke, welche ebenso grofs ist wie die Verschiebung,

welche der Knotenpunkt 4, im Sinne 4, B, erfihrt, sobald im
Punkte 4; und im Sinne Ay B, eine Kraft ,Eins“ angreift.

Um diesen zuerst von Maxwell aunfgestellten Satz zu erweitern,
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wollen wir den Buchstaben P und 3, die bis jetzt zur Bezeichnung einer
Einzellast und der Verschiebung des Angriffspunktes dieser Last im Sinne
der Last dienten, eine allgemeine Bedeutung beilegen, so zwar, dafs wir
unter P3 die, yvirtnelle; Arbeit einer ganzen Gruppe von Lasten verstehen.
Diese Gruppenbildung mdge durch einige Beispiele erliutert werden.

1) Greifen in zwei Punkten m, m, (Fig. 56) zwei entgegenge-
setzte, gleich grofse Kriifte P,, an, die in o
die Grade mm, fallen, so ist das zuge- m,_r .
horige J. gleich der gegenseitigen "

Verschiebung des Punktepaares m, m,, ‘

d. h. gleich der Anderung, welche die Ent- 4g

fernung mm,; erfihrt. Man nennt diese Fig. 56.

Gegenkriifte P auch die Belastung des

Punktepaares m m, und spricht im Falle P=1

von der Belastnngseinheit eines Punktepaares. 27 (my
2) Werden zwei in ¢ und % angreifende, recht- _ g

winklig zur Geraden ik gerichtete, entgegengesetzt

gleiche Kriifte, die ein Kriftepaar bilden, dessen

Moment = P,, - 1 ist (Fig. 57), zu einer Gruppe

vereinigt, so ist das zugehdrige J,, gleich dem im D

Bogenmals ausgedriickten Drehungswinkel der Ge- Fig. 5.

raden i k*). Man spricht hier kurz von der Be-

lastung einer Geraden (m) und im

Falle P=1 von der Belastungseinheit p £

einer Geraden. /%}'\

3) Eine aus den Belastungen zweier
Geraden (m)(m;), Fig. 59, gebildeten
Gruppe filhrt den Namen Belastung
eines Geradenpaares; das zugehbrige
3. ist die gegenseitige Drehung der y
beiden Geraden, d. i. die Anderung @& : Yo
des Winkels &, den die Geraden mitein- Fig. 59.
ander bilden.

*) Um dies einzusehen, betrachte man ein Kriifte-
paar, dessen Moment M = Qe ist, und welches an einem < Y
sich um den Punkt D drehenden, beliebigen Systeme e
materieller Punkte angreift. Bedeuten ¢ und ¢ 4 e die
Lote von D auf die Krifte @, und ist t der im Sinne
von M gemessene Drehungswinkel, so ist die virtuelle ¢
Arbeit der Krifte @:

Qct+e)t—Qct=¢Qer=Mr.
Fig. 58.
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Die Bildung von Lastgruppen dtirfte hiermit gentigend erliutert
sein, und es werde nur noch festgesetzt, dafs jede am Fachwerke an-
greifende Last immer nur einer einzigen Gruppe zugewiesen werden
soll. Der/Kilrze)wegen/ nennen wir — im Anschlufs an die unter
1, 2, 3 eingeftihrten Begriffe — eine solche Gruppe von Kriften all-
gemein eine Belastung und das zugehdrige 8 den Weg dieser Be-
lastung. Die Ermittlang eines beliebigen &, fir irgend einen Be-
lastungszustand L des Fachwerks erfolgt auf dem im § 3 zur Be-
stimmung der Knotenpunktsverschiebungen angegebenen Wege mittels
der Arbeitsgleichung ftir den Zustand P, = 1 und lifst erkennen, dafs
zwischen den Wegen 8 und den Belastungen P Beziehungen ersten
Grades bestehen, dafs also der Weg 3, infolge von Belastungen P,, P,
P,...P, P,...in der Form erscheint:

8 =8 P+ 8 Po+3m. P.+ ..+ 3y P + 8 P+ - .
wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werte & unabhlingig von
den Belastungen P sind. Beispielsweise bedeutet 3,. den Sonderwert
von 9§, fur den Fall, dals P, die Grdfse Eins besitzt, wihrend alle
tibrigen P verschwinden. Bezeichnet man run mit S, die infolge P, =1
in irgend einem Stabe erzeugte Spannkraft und mit S, die Spannkraft
infolge P, =—1, und schreibt man bebufs Berechnung von 3, die
Arbeitsgleichung fir den Zustand P, — 1 und fur den Verschiebungs-
zustand P, = 1*) an, so erhilt man:

S,8
1.3,,=28, 48, =28, B
und in derselben Weise ergibt sich fiir dem Kriftezustand P, — 1 und
den Verschiebungszustand P,,=—1: *

1:9,,—=28,4s, =28,

Sas
EF
Hieraus folgt aber

Bon = Bpn
d. h. es diirfen die beiden Buchstaben eines Doppelzeigers miteinander
vertauscht werden. Das ist der erweiterte Maxwellsche Satz.
Aus ihm folgt u. a. fir die vorhin erklirten Sonderfille der Belastung
eines Punktepaares bezw. eines Geradenpaares:

1. Die gegenseitige Verschiebung 3., eines Punktepaares m, m,
infolge der Belastungseinheit eines anderem Punktepaares n, n, ist
ebenso grofs wie die gegenseitige Verschiebung 3. des Pu res
n, n, infolge der Belastungseinheit des Punktepaares mm,.

*) D. h. es sollen die durch P,=1 erzeugten Formiinderungen 3m«, 48
an die Stelle der virtuellen Formiinderungen 3 und As treten.
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2. Die gegenseitige Drehung 3., eines Geradenpaares (m) (m;)
infolge der Belastungseinheit eines anderen Geradenpaares (n)
(n,) ist ebenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Geraden-
paares\/(w)/n, ) irnfolgé) der-| Belastungseinheit des Geradenpaares
(m) (my).

3. Die gegenseitige Verschisbung eines Punktepaares m, m, in-
folge der Belastungseinheit cines Geradenpaares (n) (n,) st
ebenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Geradenpaares (n)
(n,) infolge der Belastungseinheit des Punktepaares m, th,.

Wie vorteilbaft der Maxwellsche Satz in der Fachwerkstheorie
verwertet werden kann, wird die Losung der folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1. Gesucht die Einflafslinie fir die Senkung 3, eines
Knotenpunktes m eines Fachwerktriigers (Fig. 60).

Wir nehmen das gewichtslose Fachwerk nur mit einer in m an-
greifenden senkrechten Kraft ,Eins“ belastet an, berechnen die hierbei
entstehenden Spannkriifte S und Spannungen ¢ und bestimmen (nach
§ 4 bis § 7) das diesen Spannungen entsprechende Biegungspolygon der-
jenigen Gurtung (beispielsweise von 4 CB), in deren Knotenpunkten die
Verkehrsbelastungen
angreifen sollen. Ist
nun die unter k& ge-
measene Ordinate
dieses Biegungspoly- A
gones ==1),, 80 vVer-
schiebt die in m an-
greifende Last ,Eins“ A

<

den Knotenpunkt & im (7. | |Ts
senkrechten Sinne um e
T, und es wird mit- Fig. 60.

hin (nach dem eben
bewiesenen Satze) eine in k angreifende Last ,Eins“ den Knotenpunkt m
ebenfalls um 7, verschieben. Hieraus folgt, dals das gezeichnete Biegungs-
polygon die Einflufslinie fiir 3, ist.

Die Lasten Py, Py, P in Fig. 60, denen die Ordinaten %, 7y, Mg
entsprechen, verursachen beispielsweise bei m die Senkung

8 = Py 0y + Py + Pyms.
Aufgabe 3. Gesucht die Einflufslinie fiir die gegenseitige Drehung &
der Scheitelstinder eines Dreigelenkbogens.
Es sei & im Sinne der in Fig. 61 eingezeichneten Pfeile
positiv. Die Belastungseinheit des aus den Achsen der Scheitelstinder
bestehenden Geradenpaares setzt sich aus vier gleich grofsen Kriften
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1 .

s zusammen (wo f die Hohe des Bogentriigers im Scheitel) n#mlich

aus zwei an den Scheitelstindern angreifenden Kriftepaaren, deren
1 : . .

Momente—fT -f =1 sind. Der Drehungssinn dieser Kriiftepaare mulfs

mit dem Sinn der gesuchten Drehung tbereinstimmen. An den
Kémpfern werden nur wagerechte Auflagerwiderstinde von der

1
Grifse . — hervorgerufen, unter f die Pfeilhthe des Bogens verstanden.

f

Berechnet man nun die durch
diese Belastungszustinde er-
zeugten Spannkriifte § und
Léngentinderungen As und
zeichnet man die hierzu ge-
horige Biegungslinie (vergl. § 7),
50 ist dies die Einflufslinie fur
die gesuchte Drebung 3. Der
Beweis wird wie in Aufgabe 1
gefthrt. Die in der Fig. 61
angegebene Belastung erzeugt
Fig. 61. =2 P

Die Ermittlung von 3., ist erforderlich, sobald im Scheitel eine Feder
angeordnet wird und die Beanspruchung dieser Feder untersucht wer-
den soll. Vergl. § 16, Aufgabe 7.

Aufgabe 8. Einflufslinie ftir den Widerstand X der
Mittelsttitze desin Fig. 62 dargestellten kontinuierlichenFach-
werktriigers mit3 Stutz-

A Y &/ o punkten. DieLasten greifen
’ :- o in den Knotenpunktemn der
YP unteren Gurtung an.

A by 3 ?j 1 i ig: Beseitigt man die Mittel-
l\ : Vl stlitze, 80 entsteht der statisch
c |7 bestimmte Balken AB. Fir

: D diesen werden, unter der
Flg. 62 Voraussetzung, dals bei C

eine senkrechte, abwirts ge-

richtete Last ,Eins“ angreift, die Spannkrifte S’, Spannungen ¢’ und
Anderungen A’S der unteren Randwinkel berechnet, und hierauf wird
das Biegungspolygon der wagerechten Gurtung A B als Momentenlinie
eines durch die Anderungen (— A'S,), (—A'T,), . . . . . belasteten,
einfachen Balkens 4°B’ gezeichnet (vergl. §4 , Gleichung (12). Dieses
Polygon ist die Einflulslinie ftir die Senkung & des Punktes C. Wirken




— 63 —

nan auf das Fachwerk die beiden Krifte P und X, und mifst man
unter P die Polygonordinate % und unter C die Ordinate ¢, so folgt
" d=Pn— Xe.
Aus der/'Bedingung ® =='0'-ergibt sich

X=pP2.
¢

Es ist also das Biegungspolygon 4’ DB’ die Einflufslinie fr X, und ci

ist der Multiplikator fur diese Linie.

Der Elastizititsmodul E darf bei gleichem Materiale simtlicher
Stibe beliebig grofs angenommen werden, da es nur auf das gegen-
seitige Verhiltnis von 7 und ¢ ankommt, und ebenso leuchtet ein, dafs
A’DB’ ein mit beliebigem Polabstande zu den Lasten (— A'Y) ge-
zeichnetes. Seilpolygon sein darf.

Aufgabe 4. Einflufslinien ftir die Widerstinde X und
X" der Mittelstttzen des in Fig. 63a dargestellten, in den
Knotenpunkten der unteren Gurtung belasteten kontinuier-
lichen Fachwerktrigers mit 4 Sttitzpunkten.

Man beseitige die Mittelsttitzen, verwandle also den Triger in einen
einfachen Balken A4 B, berechne dxejemgen Spannkriifte §’ und Spannungen

’
’

G = —, welche eine im

F 8 (\VAY/ 4
Punkte C’ wirksame, senk- 447"% Ip > .
rechte, abwiirts gerichtete Iy rx ,
Last ,Eins“ hervorbringt 4 <F—11 N 41 B
und zeichne das den Span- Sl e ] e s Sy s
nungen ¢  entsprechende 4"l ; L B
Biegungspolygon A'L’B’ B L a]

der Gurtang AB; es
stimmt mit dem Momenten-
. . A
polygone eines mit den %
Randwinkelinderungen ;
(—Aa'Yy), (—Aa'S,)....
belasteten einfachen Bal-
kens 4B’ tiberein.

In gleicher Weise wird dasjenige Biegungspolygon A" L”B” der
Gurtung 4 B ermittelt, welches eine im Punkte C” angreifende Last
»Eins“ verursacht.

Es sind nun A"L°B’ und 4”L”B” die Einflulslinien fur die
Senkungen 8 und 8" der Punkte C' und C” des einfachen Balkens
AB, und es erzeugen somit die drei Krifte P, X' und X" zusammen




die Durchbiegungen :
¥ =P —X'¢’ —X"¢ und
6" — Pnl' - X’ d' _Xll d",
wobei ¢//und ¢ die' antér “den Stttzpunkten C’ und C” gemessenen
Ordinaten des Polygons A'L’B’ und d’ und d” die entsprechenden
Ordinaten des Polygons A”L”B” sind.
Aus den Bedingungen 3 = 0 und 3” = 0 ergeben sich zur Be-
rechnung von X' und X” die Gleichungen
X’c' +X"c,’ — P‘q’
X’d'+ X"d" =Pq”

und aus diesen folgt:

n’_ﬁ" (4
SR
c—d L

Sind die Ordinaten des in Fig. 63b gestrichelten Polygons 4'RB’
gleich den mit -:’7 multiplizierten Ordinaten %" des Polygons A” L” B,
und ist der Unterschied der Ordinaten der Polygone 4°L’B’ und 4"RB’,
unter P gemessen, =— 1 und, unter der Sttitze C’ gemessen, = ¢, so folgt

e omc
n=n—" —_» und
c=c'—d'—;7, und es ergibt sich
X =p2.
¢
Da es nun, um X’ zu bestimmen, nur auf das Verhitlinis —g— an-

kommt, so leuchtet sofort folgende einfache Konstruktion der Einflufs-
linie ftir X~ ein.

Man zeichne Fig. 68d zu den als senkrechte Lasten aufzufassenden
Randwinkelinderungen (— A'Y,), (—A'S) ... .. mit beliebigem Pol-
abstande ein Seilpolygon 4,LB,, welches die Senkrechte durch den
Stttzpunkt C” in J und die Senkrechten durch die Endsttitzen in A4,
und B, schneiden mdge. Hierauf zeichne man zu den Anderungen
(—A"S), (—A"Sy)..... . ein durch die 8 Punkte 4,, J und B,
gebendes Seilpolygon. Milst man jetzt unter P den senkrechten Ab-
stand v der beiden Seilpolygone und unter der Stiitze C* den Abstand c,
go folgt

X'=pl.
3
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Es ist also die in Fig. 68d schraffierte Fliche die Einflulsfliche
fir X'; dieselbe ist links von der Stiitze C” positiv, rechts von dieser

Stiitze negativ.//Der 'Wert % istider Maultiplikator der Einflulsfliiche.

In gleicher Weise wird die Einflufefliche fir X" gefunden.

Sind stmtliche Stibe aus gleichem Materiale, so darf bei Berech-
nung der Winkel#inderungen der Elastizititemodul beliebig grofs ange-
nommen werden.

Aufgabe 5. Gesucht der Horizontalschub X des bei 4
und B festgelagerten Bogentrigers in Fig. 64. Es handelt sich
um den Einfluls einer der Reihe nach in simtlichen Knotenpunkten

b—y
« a > P
4
Fig. €da.
<=
X x
Apo -
14 pf
o 2 .~ 3 4 GR=) " =i
% s )
Fig. 64D, W’?
4|~ i
el a s
a Y
A%
A’
9
Fig 64c. ‘2 ’\ﬁ
A
v 2 %

der oberen, wagerechten Gurtung angreifenden Last P, und gleichzeitig
soll der Einfluls einer Anderung der Anfangstemperatur und eines
Nachgebens der Widerlager bestimmt werden.

Zuerst wird angenommen, dals huf das Fachwerk nur zwei in 4
und B angreifende, nach aufsen gerichtete wagerechte Kriifte ,Eins“
wirken. Es entstehen Spannkrifte S’, Spannungen ¢’ und Anderungen
A’ der oberen Randwinkel, und man erb#lt die entsprechende Biegungs-
fliche der oberen Gurtung, wenn man die den Lasten A'®;, A'%,,. ...
entsprechende Momentenfliche 4" L B’ eines an den Enden A’ und B’ frei

aufliegenden Balkens bestimmt und zu dieser das Trapez 4’ 4” B” B’ hinzu-
Mdller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 5
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fugt, dessen Endhthen gleich den (ebenfalls fiir den Belastungszustand

in Fig. 641 berechneten) Verktirzungen 8, und 8, der Endvertikalen sind.
Hierauf wird die dem Belastungszustande in Fig. 64 b entsprechende
Verlingerung ‘& der Sehnle' 4 B' berechnet; sie ist nach § 6, Gleichung (18):

@M &E=hrZAS+ EG'L,
0 1 E
wobei sich die erste Summe tiber simtliche Randwinkelinderungen der
oberen Gurtung erstreckt und die zweite die Spannungen ¢’ in simt-
lichen Stiben dieser Gurtung umfafst.
Nunmehr lassen sich folgende Schltisse ziehen: ot
1) Die in 4 und B wirksamen wagerechten Kriifte 1 verschieben
den Knotenpunkt m um 3,, senkrecht nach abwirts, mithin wird
eine in m angreifende Last ,Eins“ eine Vergrfserung der Sttite-
weite um 8,, hervorbringen, und eine in m angreifende Last P
wird Al=P.3},, erzeugen.
2) Der Horizontalschub X verursacht fiir sich allein
Al= —X§.
8) Eine gleichmifsige Anderung der Anftngstempemtur stimtlicher
Stibe um ¢ bedingt
Al =stl.
4) Boll sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der
Temperaturiinderung die Sttitzweite / um einen vorgeschriebenen
Wert Al #ndern, so besteht die Bedingung
Al= P}, — X§ + stl,
und aus dieser ergibt sich
m X= P8.+2tl Al .
Insbesondere lautet also die Gleichung der gesuchten Einflufslinie
fur X:

P3,,
§
Bei gleichem Materiale simtlicher Stibe darf die Berechnung der
A’S und der Strecke & unter der Annahme E — 1 erfolgen. Es muls
dann in Gleichung (II) gesetzt werden:
¢E an Stelle von s und
AlE, , , AL
Zahlenbeispiel zu Aufgabe 5. Es mdge der bereits im § 2,
Seite 29, fir den Fall einer vollen Belastung untersuchte, in Fig. 28
dargestellte Bogentriiger vorliegen. Die fiber den Triiger wandernde
Last P=1 greife der Reihe nach in simtlichen Knotenpunkten der

X=
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oberen Gurtung an. In Fig. 28 geben die links von der Mitte an die
Stibe gesetzten Zahlen die Stablingen s in cm an und die Zahlen rechts
von der Mitte die.Stabquerschnitte F in qem, wihrend in Fig. 29 die
in Tonnen ausgedrfickten, durch 'die in 4 und B angreifenden Krifte 1
erzeugten Spannkrifte S eingetragen sind.

In der (der Deutlichkeit der Zahlen wegen verzerrt gezeichneten)
Triigerskizze in Fig. 65 bedeuten die an die Stibe geschriebenen Zahlen

die Spannungen ¢’ = ST in Tonnen fur das qdm und die in die Winkel

gesetzten Zahlen die Kotangenten dieser Winkel. Aus diesen Zahlen
ergeben sich — mit E=1— die folgenden Anderungen der Rand-
winkel der oberen Gurtung (vergl. § 4, Gleichung (16), Seite 40):

) > alle ’
\2‘ : v by J‘ ey
N
- a—
“VV
< -
<
Fig. 65.
A'Sy = (0,92 -} 0,90) 0,450 -} (0,92 — 1,24) 0,352 + (— 1,00
— 1,24) 1,050 = — 1,42

A'S, = (1,24 + 1,07) 0,952 4 (1,24 + 1,00) 1,050 4 (1,42
~+ 1,00)0,8504-(1,42—1,74)0,719 4 (—1,08—1,74) 0,700
=+ 8,19

A'Sy = (1,74 4+ 1,90) 1,429 4 (1,74 -+ 1,08) 0,700 + (2,21
-+ 1,08)0,250 (2,21 —2,60) 1,268 4 (— 1,00 —2,60) 0,450
=4 1,84

A'Sy = (2,60 4 2,91) - 2,222 - (2,60 4 1,00) 0,450 - (8,37
+ 1,00)0,150 4(8,87— 3,48) 2,122 + (—0,50 — 3,48) 0,300
= + 11,63

5#
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A'S, = (8,48 4 4,00) 8,338 4 (38,48 + 0,50) 0,300 + (5,00
+ 0,50) 0,050 + (5,00 — 2,06) 8,292 + (0 — 2,06) 0,250
= 85,58
A" B¢ =[(2,06 5,00)4,000 + (2,06 — 0) 0,250] 2 = 55,25
und es folgt nach Gleichung (I) (wegen % = 80 dm und A = 20 dm)
§=2803A"Y 4 203¢’
= 80 [(— 1,42 + 8,19 + 7,84 11,68 -385,56) 2} 55,25]
+ 20 [— 1,07 — 1,90 — 2,91 — 4,00 — 5,00] 2 = 4440,8.
Die Ordinaten des Momentenpolygones eines mit den Winkel-
tnderungen A'Y;, A'Y, .. ... belasteten, einfachen Balkens A’ B’ sind:
M, = 1706,9; M, — 8850,0; M, — 4846,3;
M, = 6110,0; M, = 6662,5;
fugt man zu jhnen die Verkiirzung der Endvertikale, welche (fir £ =1)
gleich (— ¢’Ah) = 0,90 - 80 = 27 ist, so erhlt man die dem Elastizittts-
modul E= 1 entsprechenden Ordinaten des Biegungspolygons der oberen
Gurtung:
8, = 27; 3, = 1788,9; 8, = 33717,0; 3, — 4878,3;
8, = 6137,0; 8, = 6689,5,
und es ergeben sich jetzt die Ordinaten der gesuchten Einflufslinie fir X:

Xo =% =403 — %
3, 1733,9
XI_T m?—o,wusw

X, =0,76; X, = 1,10; X, = 1,38; X; = 1,51.

Liegt nun beispielsweise der in Fig. 28 dargestellte Belastungsfall
vor (Knotenpunktslasten 0,5 t und 1 t), so folgt
X =[o0,5-0,01 4 1,0 (0,89 -} 0,76 4 1,10 4 1,38)] 2 + 1,0 - 1,50

= 8,8 ¢,

ein Ergebnis, welches mit dem aunf Seite 23 erhaltenen tibereinstimmt.

Der Einflufs einer hderung der Temperatur und einer Ver-
schiebung der Widerlager ist

X—E Ctl‘z Al ,
worein fitr Schweifseisen £ = 200000 t fiir das qdm und ¢ = 0,000012
zu setzen ist. Eine Erhthung der Temperator um ¢= 40° erzeugt
(wegen I = 800 dm)
__ 200000-0,000012-40-200
X= 4440,3 =43¢

und eine Verschiebung Al = 0,1 dm bedingt

00000 -
X=_ 200000:01 _ i (Vergl. Seite 82.)
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§ 10.

Bemerkungen fiber die angeniherte Berechnung der statisch
nicht bestimmbaren Grofsen X ebener Fachwerktriger.

Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden, statisch un-
bestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sebr erschwert, dals
die Grdfsen X', X", ... .. vou den Querschnitten simtlicher Stibe
oder — wenn es sich nur um den Einflufs der Belastung handelt — von
dem gegenseitigen Verhiltnisse dieser Querschnitte abhtingen. Es miissen
deshalb die Querschnittsflichen zunfichst abgeschitzt und hierauf an der
Hand der Ergebnisse
der schirferen Unter- P
suchung getindert wer- 9
den. Bei wesentlichen
Abweichungen zwi- o &
schen den so erhal-
tenen und zuerst an- g 3‘{

genommenen Quer- \

echnitten mufs dia x|/ X
ganze Rechnung wie- e ‘sﬁ 4
derholt werden. A 7{8

In sehr vielen, fur e =
die Praxis besonders Y u/ !
wichtigen Fillen st g7 § 2t ] J/f'

gich nun eine wesent- - ,,YT‘L‘//
R— 3%

liche Abkiirzung (ohne 2 ]
dafs die Ergebnisse 4) r

der Rechnung an Zu- _—1'————1-”"/
verlissigkeit  einbii-

fsen) dadurch erzielen, Tie. 66
dafs bei der Berechnung der Grdfsen X', X" ..... die Form-
inderungen der Wandglieder des Hauptnetzes vernachlifsigt
und hinsichtlich der Querschnitte der Gurtungen verein-
fachende Annahmen (z B. Einftthrung eines gleichen Quer-
schnittes ftir die Stibe einer Gurtung) gemacht werden.

Ein Beispiel mge den Vorgang erliutern.

Es handele sich um die Berechnuug der Einflufslinie fiir den .
Horizontalschub X des in Fig. 66 dargestellten Bogentrigers, dessen
Spannkrifte, wie im § 2, auf die Form

S=8,—8'X
gebracht werden sollen. Die Spannkrifte S entstehen, sobald P=0
und X =-—1 wird, und zur Berechnung von X dient die Gleichung:
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5 S’Sy s
X= —S,E;—I:— (vergl. § 2, Seite 30),
2 EF
wofiir geschrieben werden darf (nach § 9):
Py
X = o’z !
s S %8
EF
wenn 3’ die unter der Last P gemessene Ordinate des Biegungspolygons
der oberen Gurtung fir den Belastungsfall (P=0 und X =—1) be-

deutet. Dieses Polygon stimmt, wenn nur die Formiénderungen der Gurt-
stibe berticksichtigt werden sollen, mit dem Momentenpolygon 4°L B’
eines einfachen Balkens A4’B’ fiberein, auf den senkrechte Lasten

v, ——2 S 0 Bu =_Ar°" (nach Gleichung (17), Seite 44)
und
0, = + A“":“ T =+Ar“' (nsch Gleichung (17a), Seite 44)
b » :

wirken, welche bezw. durch die Knotenpunkte der unteren und der
oberen Gurtung gehen. Hierbei ist
r. das Lot vom Knotenmpunkte m auf den Stab o,,

s » n ” » E o, » w U ’

In den Gurtstiben o, und u; entstehen im Belastungsfalle (P == 0
und X = — 1) die mit Hilfe der Ritterschen Methode leicht nachzu-
weisenden Spannkrifte:

e q Ym A . _y_b
0. 1 . und U, =-+1 ol

unter y,, und y, die anf die Wagerechte 4B bezogenen Ordinaten der
Punkte m und % verstanden, und es folgt, wenn F,, und F, die Quer-
sohnitte der Stébe 0,, und u, bedeuten,

X ’ - ,qoq; ’ — U'k“b TN
Ao, = EF. F. und A'u, = EF, mithin
— YmOm — Yuths .
Vom = EF.r,2 und 1w, EF,r?

Diese Werte w darf man — ein konstantes E vorausgesetzt —
ersetzen durch

—_— YmOm . Fa _yk“lc Fc
W, = o und w, = O,

wobei F, eine beliebige Querschnittfliiche ist (vergl. § 2, Seite 27); nur
mufs man dann schreiben:




Fur einen Stab o, der oberen Gnrtnng ist
2 F e /9 F ymom E

Ss-—F-,—= = Om 7. —-—"”—-7--——1/..10..,
und fiir einen Stab u, der unteren Gurtung
,2 F, A A i, F,
7 = Uiy =ykr,’.k B

und es folgt, wenn zur Ktirzung gesetzt wird:
Z == Yumtty, UNA 2, = Y10,
X = p._a__
..z

Die Summe im Nenner des Wertes X erstreckt sich tiber alle
Werte z,, und z,.

Es ist statthaft, filr simtliche Stibe der oberen Gurtnng denselben
Querschnitt F, anzunehmen und fiir simtliche Stibe der unteren Gur-
tung demselben Querschnitt F,. Setzt man dann die willktirliche Quer-
schnittfliche F, — F,, so ist fiir alle Stibe o,.:

:,” = ;L =1, mithin w, = —y‘;f"
und fiir alle Stibe u,:

F o ___ F o a1e — ybub F o

7 mithin w, = AR

und es wird sich empfeblen:
1) ein Momentenpolygon 4~'RB” zu zeichnen, entsprechend den
durch die Knotenpunkte m der unteren Gurtung gehenden Lasten

wm y.‘ = )
Tm
2) desgleichen ein Momentenpolygon 4™ TB”’, entsprechend den
durch die Knotenpunkte & der oberen Gurtung gehenden Lasten

F, .
w, = y‘“" (statt 1"y, == Y I:‘— . ) )
rb e F M

r”r

8) die beiden Summen zu berechnen:
2
S =30 gng 35— 3B

1 T 32 rk
aus denen sich dann

3

Sz=

+

-4

2
2

e

ergibt.




8ind nun 3" und 3" die unter der Last P gemessenen Ordinaten
der Momentenpolygone 4”RB” und .4"' TB™, so ist offenbar

6"—’— . nr
x=p—T
E )
2+ F.?

und man ist jetzt im stande, F"
von Emﬂufshmen fur X zu zeichnen und durch vergleichende Rechnungen
festzustellen, welchen Einflufs die Wahl des Verh#ltnisses % auf die
Spannkriifte S besitzt.

Betont werde noch, dafs in dem Falle einer von der Wagerechten
wenig abweichenden oder mit dieser zusammenfallenden Gurtung unter

Q) F,
0 der oberen und unteren Gurtstibe in der
m Nihe des Scheitels zu verstehen ist, weil
; die Lingeniinderungen der hier gelegenen
Gurtstibe einen besonderen Einfluls auf X
| austiben, und dafs es sich bei der geringen
™ X Hohe, welche derartige Bogentriger in der Regel
RRY im Scheitel erhalten, empfiehlt (wenigstens fur

Fig. 67.

die erste Berechnung —i—,’ =1 zu wihlen.

In gleicher Weise kann auch der Fachwerkbogen mit senkrechten
Wandgliedern berechnet werden; hier fallen je zwei Lasten w0 in die-
selbe Senkrechte, Fig. 67.

§ 11.
Die Castiglianoschen Lehrsiitze iiber die Forminderungsarbeit.

1. Der Satz von der kleinsten Formi#nderungsarbeit. Wir
betrachten ein statisch unbestimmtes Fachwerk mit spannungslosem An-
fangszustande, nehmen an, dafs der anfingliche Temperaturzustand be-
stehen bleibt, dals also die Anderungen der Stablingen durch die

*) Der Horizontalschub infolge einer gleichmilsigen Erhohung der Anfangs-
temperatur um ¢ wird, nach § 2, Seite 30 und 81,
X cEF.tl cEF,tl
= 2 Fc = —F‘_c—; )
=8's i =4 7o >




Gleichung As = S— gegeben sind, und setzen festliegende oder tiber

reibungslose Lager gleltende Stutzpunkte vorams. Es sind dann simt-
liche Verschiebungen A¢ = 0, und die statisch nicht bestimmbaren Grdfsen

X, X, X"..... haben (nach Seite 24) den Gleichungen zu gentigen:
oS 35’ Ss
2 X’ bs=23- aX EF =0
(24) 08 , 08 Ss
=2z EFr °

® & o o s e 8 o s e 8 v e s e o ey

welche man durch die Forderung ersetzen darf:
Es maasm die Grifsen X', X", ... ... den Ausdruck
S
A=23 SEF einem Minimum machen.

In der Tat stimmen die aus der Bedingung A == minimum ge-
folgerten Gleichungen

24 28 S
ax’—z ox EF 0
4 S S

...................

mit den Gleichungen (24) tiberein.*)
Der Wert 4 lulst sich in einfacher Weise deuten. Verlingert
sich ein Fachwerkstab unter dem Einflusse einer von 0 bis S wachsenden

Spannkraft allmsihlich um die Strecke As = %, 50 wird er in dem

Augenblicke, in welchem die Verlingerung den zwischen O und As
F

liegenden Wert 2z erreicht hat, durch die Kraft S, = igi gespannt.

Bchreitet die Verlingerung um dz fort, so leistet S, die Arbeit

S, dx = ESE zdx,
und es ist somit die gesamte Formi#nderungsarbeit des Stabes:

*) Dafs A ein Minimum und nicht ein Maximum wird, lehrt die Unter-

suchung des zweiten Differentialquotienten. Es ist a}‘(,_z E.?; 2?;‘

2
Se S’ und -~ 8‘4 =3 S's 288 2—'2—’— also positiv.

=2zF 2x" EF ox “EF’
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?
EF / ix _ EF (As)* EF ( 88 \*_ Ss
=728 \EF) =~ 2EF’

und diejenige des Fachwerks

Es folgt mithin der hinsichtlich seiner Giltigkeit an die im Eingange
dieses Paragraphen gemachten Annahmen A¢ =0 und =0 und an die
Voraussetzung eines spannungslosen Anfangszustandes gebundene Satz:

Werden die Spannkrdfte S eines statisch unbestimmten Fach-
werks als Funktionen der unabhdngigen Verdnderlichen X', X", .. . .
aufgefafst, 30 milssen den Grofsen X diejenigen Werte beigelegt wer-
den, welche die Formanderungsarbeit A zu einem Minimum machen.

2. Der Batz von der Abgeleiteten der Forminderungsarbeit.
Die Arbeitsgleichung eines Fachwerks lautet bei festliegenden oder tiber
reibungslose Lager gleitenden Stfitzpunkten (vergl. § 3, Gleichung (12)

P,3, + P;d, + A+ P3.4.... 4+ P.3. = ZSAs;
sie gilt fiir beliebige, genﬂgend kleine, znsammengehﬁrige Verschiebungen -
d und As und fir beliebige Werte der Lasten P, und es dtirfen somit
bei der teilweisen Differentation dieser Gleichung nach P, siimtliche
3 und As sowie alle Lasten P, bis P,_, und P,,, bis P, als Kon-
stanten aufgefalst werden. Es ergibt sich

3= EGP

und, wenn As = ES 7 ist, wenn also die dem spannungslosen Anfangs-
zustande entsprechenden Temperaturen ungeandert bleiben,

a8 Ss _a(z 2EF
3P, EF
3A

(25) 6n= ﬁ;'

Fur den Fall: Ac=0 und ¢ =0 und unter der Voraussetzung
eines spannungslosen Anfangszustandes gilt somit der zuerst von Casti-
gliano bewiesene Satz:

Die Verschiebung 3,, des Angriffspunktes m einer Last P, im
Sinne von P, ist gleich der nach P, gebildeten teilweisen Ab-
geleiteten der Formdnderungsarbeit A des Fachwerks.

Bei der Anwendung dieses Satzes ist zu beachten, dafs man die
Spannkrifte in den tberzihligen Stiben und die tiberzihligen Sttitzen-
widerstinde stets als Lasten auffassen darf, welche auf das Hauptnetx

3. =3 —
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wirken. Es ist aus diesem Grunde zulissig, unter A nur die Form-
#inderungsarbeit fir die dem statisch bestimmten Hauptnetze angehbrigen

Stabe zu verstehen iand’ aag 22’ zu setzen, d. h. bei der Berech-
nung der Abgeleiteten :—P- die Grfsen X als Konstanten zu betrachten.

Die Ausdehnung von A tiber das ganze Fachwerk, entsprechend
dem Wortlaute des oben gegebenen Satzes, und die Behandlung der X
als Funktionen der Lasten P fiihrt naturhch zu demselben Ergebnisse.

Man mufs dann setzen
es ,0X”
GP ’()P +S 8P +S oP, RAEEERE

und, da fir X stets Ausdriicke von der Form

X =2/P+2'Ph+....4+2 Pat......
X' =2,"P,+2"Py+.... F2 Pt ......
gefanden werden, wobei sémtliche z von den P unabhiingige Weru sind,
908 _ °8§, P
Ey =2p 7. + 8z 488" +..... und
Ss S'Ss w<S'Ss
B EEF 3P+ EEF+Z ETE—F-F ......
Nun ist aber 28'As =0, 2S“As=0, ...... (vergl. Seite 25),
s Ss S”Ss
d. h. E =0, 2—— EF =0, .....
und es ergibt sich, genan wie bei der obigen Auffassung,
5= Ss ©8,
= T EF 9P,

8. Beriicksichtigung einer Anderung des Temperatursu-
standes. Andert sich die Anfangstemperatur in allen Punkten eines
Fachwerkstabes um den gleichen, gegebenen Betrag ¢, so ist

Ss
As = ﬁ_i_ 818,

und es gehen die Gleichungen (24), denen die Grifsen X bei festliegenden -
oder tiber reibungslose Lager gleitenden Sttitzpunkten gentigen mtissen
tiber in
08
23x EF + t’) =0
(26) 08 _
23x EF + ”)_ 0

oooooooooooooo

gie fllhren zu dem fiir den Fall Ac = 0 und bei Bestehen eines spannungs-
losen Anfangszustandes giltigen Satze: i
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Die statisch nicht beatimmbaren Grifsen X milssen den Ausdruck

(27) 4,=3 2M,-|- SstSs

2u einem Minimum machen.*)
Die fur die Verschiebung 3, des Angriffspunktes m der Last P,
im Sinne von P, abgeleitete Gleichung

6_"E'C"P

geht tiber in

b3 28 —8(E2LF+EstSs)

eP, EF + ) eP,
und fthrt za dem hinsichtlich seiner Giltigkeit an dieselben Voraus-
setzungen wie der Satz 4, = Minimum gebundenen ebenfalls zuerst von
Castigliano bewiesenen Satze:

(28) 8,. ='a—[>“',

bei dessen Benutzung wieder zu beachten ist, dafs die Grolsen X als
Konstanten aufgefalst werden dtirfen, sobald A, teilweise nach P,
differentiiert wird, und dafs sich mithin der Ausdruck 4; nur dber die
dem Hauptnetze angehdrigen Stibe zu erstrecken braucht.

4. Berticksichtigung von Verschiebungen der Sttitzpunkte bei An-
wendung der unter 1 bis 8 aufgestellten Siitze. Es verdient noch besonders
hervorgehoben zu werden, dals die fir den Fall Ac=0 abgeleiteten Sitze
aa;‘ die Berechnung der Grifsen X und der Ver-
schiebungen 3 auch dann ermoglichen, wenn sich die Angriffspunkte der Auflager-
kriifte C bei der Formiinderung des Fachwerks verschieben. Die Kriifte C diirfen
néimlich nach § 1 stets als die Spannkriifte in Stében aufgefalst werden, welche
gleiche Richtung wie die Krifte C haben und die Stiitzpunkte mit aufserhalb
des Fachwerks gelegenen festen Punkten (zuweilen auch mit festen Punkten des
Fachwerks selbst) verbinden. Werden diesen Auflagerstiben solche Eigen-
schaften beigelegt, dafs ihre Lingeniinderungen mit den vorgeschriebenen Ver-
schiebungep Ac der Stiitzpunkte iibereinstimmen, so sind sie als den Stiitzen voll-
kommen gleichwertig aufzufassen, und man hat, wenn die Verschiebungen Ac
bei der Berechnung der X und & beriicksichtigt werden sollen, nur nétig, den
Ausdruck 4; auf die Auflagerstibe mit auszudehnen, wobei fiir jeden Auflager-
stab ein beliebiger Elastizititsmodul und ein beliebiger Querschnitt angenommen
werden darf.

Bedeutet nun fiir einen Auflagerstab:

¢ die Linge, E, den Elastizititsmodul,
F, den Querschnittsinhalt, ¢, die Temperaturéinderung,
€, den Ausdehnungskoeffizienten fiir ¢, =1,

%4 - 94
o X' X’

A; = minimum und 3, =

*) Es ist

also positiv.
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so ist Ac=EC—;,+c,t.c. Mit E,F,—=ocowird Ac = ¢,t.c, d. i. unabhingig

von C, und man erhilt:
2

Ss
Al—2m+ SCtSS+SCAC,

wobei Ac als eine Konstante zu betrachten ist. .
Beispiel. Handelt es sich um den Horizontalschub X des in Fig. 28,
Beite 29 dargestellten Bogentriigers, dessen Stiitzweite ! sich um Al #indern mdge,
80 denke man die Kimpfergelenke 4 und B durch einen Stab verbunden, in
welchem die Spannkraft X wirksam ist und mache
2
Ss I

A«—EzEF+§ttS3+X-AI

zu einem Minimum, Es ergibt sich die Gleichung

28  Ss 28 _
Sﬁ—oﬁ-i-ﬁcts eY'i‘Al—O.

Ist (wie im § 2, Seite 20) =S, — X, so folgt ;“—‘SY =—§ und

—ES’(S.-—XS')E’—F-,—}:ctaS'—l- Al=0,
und hieraus ergibt sich, wie auf Seite 80,

, 8 ,
X_zs Seg+ EetS's— 2 .

]
S’s

EEF

Abschnitt II.

Biegungsfestigkeit gerader und einfach
gekriimmter Stibe.

§ 12.

Allgemeine Gesetze fir Stiibe, deren Querschnittsabmessungen
im Verhiltnis zu den Kriimmungshalbmessern klein sind.

1) Arbeitsgleichung. Wird ein Stab, dessen Schwerpunktsachse
AB eine Linie einfacher Krtimmung ist, durch Hufsere Krifte ange-
griffen, welche in der die Linie 4 B enthaltenden Ebene (Kriifteebene,
Stabebene) liegen, so besitzen, bei im Verhiltnis zur Linge des Stabes
geringen Querschnittsabmessungen, aufser den Temperaturinderungen
nur die senkrecht zu den Querschnittsteilchen wirkenden Spannungen
(Normalspannungen) ¢ einen wesentlichen Einflufs auf die Form-
inderung. Der Stab lifst sich, bei Vernachlissigung aller tibrigen
Spannungen, in unendlich kleine, annihernd prismatische Teilchen zer-
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legen, welche durch der Stabachse parallele Spannkrifte S auf Zug oder
suf Druck beansprucht werden (Fig. 69). .
Bedeutet
F die im allgemeinen ver-
#nderliche Querschnitts-
fliche des Stabes,
ds die Linge des zwischen
den unendlich nahen
Querschnitten I und II
gelegenen Elementes der
. Stabachse,
ds, die dem Bogenelemente
ds parsllele Linge ir-
gend einesigler xwischen
Fig. 69. 1 und II ge n,: un-
endlich kleinen Prismen,
g die Normalspannung fir den Endquerschnitt dF dieses Prismas,
Alds, die Strecke, um welche sich ds, infolge irgend einer geringen
Verbiegung des Stabes #ndert,
8o ist

S=ocdPF,
und es ergibt sich, mit Vernachlissigung der Anderungen der
Querschnittsabmessungen, die virtuelle Form#nderungs-Arbeit

fS-Ada. =fa Ads, 7. wobei
ds,

dV=ds,dF
den Inhalt des Stabteilchens bedeutet. Bezeichnet nun, wie im Ab-
sohnitte I auf Seite 22:
P eine Last,
C eine Auflagerkraft,
d die durch jeme Ads, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes
von P im Sinne von P,
Ac die durch jene Ads, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes
von C im Sinne von C,
und wird angenommen, dafs die H#ufseren und inneren Krifte mit-
einander im Gleichgewichte sind, so folgt, wenn die Gewichte der Stab-
teilchen zu den Lasten gerechnet werden, aus dem Satze von den vir-
tuellen Verschiebungen die Arbeitsgleichung:

(28) 2P6+ECAc=fc A‘i" av,

d
welche ftir beliebige mdgliche Verschiebungen 8, Ac und Ads, gilt,
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sobald diese nur klein genug sind, um als verschwindende Grdfsen auf-
gefalst werden zu dirfen.

In den meisten Fillen der Anwendung handelt es sich um Stibe,
deren Querschnittsabmessungen)l verglichen mit dem Kritmmungshalb-
messern r, 8o gering sind, dals es zulissig ist, ds, =— ds zu setzen und
die Spannungen ¢ genau so zu berechnen, als sei an der betrachteten
Stelle » == oo, d. h. der Stab gerade. Wir wollen auch (ausgenommen
sind die genaneren Entwicklungen im § 21) mit dieser vereinfachenden
Annahme rechnen, trotzdem aber die Bezeichnung ds, beibehalten, um
die Verschiedenheit der Lagen, nicht der Lingen, der Stabteilchen
zu kennzeichnen. ’

2) Bedingungsgleichungen sur Berechnung statisch nicht
bestimmbarer Grdfsen. Unter gewissen vereinfachenden Annahmen
gelingt es mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen, die Spannungen ¢
ebenso wie die Auflagerkriifte C als geradlinige Funktionen der ge-
gebenen Lasten P und gewisser statisch nicht bestimmbarer Grdisen
X, X, x"..... darzustellen: sie erscheinem dann in dem fiir be-
liebige Werte der P und X gtiltigen Formen:

(29) { 6=0,+0¢X +¢"X" + c""X"" + .00

C=C+CX+C"X"4+C"X"+......,
wobeic’, 6", 6" ..... , C', C”,C"" gegebene, von den Lasten P und den
Grdfsen X unabhiingige Koeffizienten sind, withrend 6, und C, die als gerad-
linige Fanktionen der Kriifte P darstellbaren Spannungen und Auflagerkriifte
fir denjenigen statisch bestimmten Belastungszustand bedeuten, welcher
entsteht, sobald alle statisch nicht bestimmbaren Gréfsen X verschwinden.

Wird X' = 1 angenommen, und werden gleichzeitig alle Lasten P,
sowie die tibrigen statisch nicht bestimmbaren Grdfsen X, X, ... ..
gleich Null gesetzt, so entsteht ein Belastungsfall, welcher ,,Zustand
X’ =1“ heifsen soll, und welchem die Spsnnungen ¢’ und Anuflager-
- krifte C’ entsprechen, und in gleicher Weise soll in der Folge von
Zustinden X” =1 oder X" =1 u.s. w. gesprochen werden.

Die Arbeitsgleichung fur den Zustand X =1 bildet einen be-
sonderen Fall der Arbeitsgleichung (28); sie ergibt sich aus jener, so-
bald P=10, C=C" und 6= ¢ gesetzt wird und lautet:

, Ads, av,

20Ac=fc: ds,

und ganz entsprechend wird gefunden:

80) | Sc"Ac— f o 22 4y,

SC"Ac= ﬁ Ads, v,
ds,

...............
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Die Gleichungen (30), deren Anzahl mit derjenigen der Unbe-
kannten X tibereinstimmt, ermdglichen die Berechnung dieser Grdfsen;
man hat nur nbtig, sie auf die wirklichen elastischen Verschiebungen
Ac und Ads, anzuwenden,, Die Ac werden meistens geschiitzt (vergl. § 2,
Seite 25) und die Ads, unter der Voraussetzung eines spannungslosen
Anfangszustandes als Funktionen der Spannungen ¢ und Temperatur-
inderungen ¢ dargestellt. Es ist dann nach Gleichung (10):

Ads, c
(81) ds, _E+5t’

und es folgen somit die Bedingungsgleichungen:

L’=/2 av+ [staav

E
82
@2 (= iEi av+ [eta”av
in denen L'=3C’Ae, =3C"A¢c..... die v:rt.uellen Arbeiten

der den Zustinden X =1, X”" =1 u. 5. w. entsprechenden Auflager-
krifte bedeuten.
Bringt man die dem wirklichen Belastungszustande entsprechende
virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte auf die Form
A=A 4+ A X +A' X" 4+A"X" 4 .. ... ,
wobei ¥,, A’, A", A . . . . Grofsen vorstellen, welche von den
Werten X und (mit Ausnahme von ¥,) von den Lasten P unabhingig
sind, so ist:
L'=%,L'=%4,.......
Beachtet man nun, dafs
,__ 0¢ w__ Oc
¢ = ﬁr, ¢ = W’ .....
ist, so sieht man ein, dafs die Gleichung:

(33) L= 2§;dv+f

welche auch unmittelbar durch teilweise Differentiation der Gleichung (28)
erhalten werden kann, als allgemeine Form der Bedingungsgleichungen
(32) aufgefafst werden darf; man braucht nur X der Reihe nach durch
X', X”.... mu ersetzen, um die Gleichungen (32) zu erhalten. L be-
deutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fiir den Zu-
stand X =1,

Fthrt man die Bezeichnung ein:

oidV

(84) A= 2E_-|- etad v,
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80 kann man Gleichung (83) noch kiirzer schreiben:
0 4,
(85) L= ax

Fir den besonderen Fall festliegender oder iiber reibungslose Lager glei-
tender Stitzen verschwindet die Arbeit L, und es ergibt sich die Bedingung
(I) 344‘

Ist aufser L =0 auch t_.o, so folgt

() f

wobei ] °2 ¥ o3 die Forminderungsarbeit fiir den Fall ¢ =0 vorstellt. Die vor-

=0, also 4;— minimum.

= minimum,

stehenden Sitze (I) und (II) entsprechen den fiir das Fachwerk im § 11 unter
8 bezw. 1 abgeleiteten; sie ergeben sich sofort aus jenen, sobald die Spannkraft §
des Fachwerkstabes ersetzt wird durch ¢d F, der Stab-Inhalt s ¥ durch d ¥ und

das Zeichen = durch das Zeichen f

3) Bestimmung der Verschiebung & irgend eines in der
Kriifteebene gelegénen Punktes des Stabes nach irgend einer
in die Krifteebene fallenden Richtung. Werden die auf den Stab
wirkenden Lasten mit P, P, .... P, .... P, bezeichnet, ihre An-
griffspunkte mit 1, 2, . . . m . . . n und die Verschiebungen dieser
Punkte im Sinne der entsprechenden P mit §,, & . . . 5. . .. 3,,
so lautet die Arbeitsgleichung:

P,d + P8y ...+ Pud. 4. ...+ P, -|-EC'Ac-—f

sie gilt fir beliebige zusammengehdrige Verschiebungen 8, Ac und Ads,
und fir beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht bestimmbaren
Grdfsen X und liefert unmittelbar einen einfachen Ausdruck ftir die
Verschiebung 3,,, sobald simtliche Grofsen X sowie die Lasten P, - bis
P, _, und P,,, bis P, gleich Null gesetzt werden, widhrend P, =1
angenommen wird. Es entsteht dann ein statisch bestimmter Stab,
welcher der Haupttriger genannt werden mdge, und an welchem
sufser P, =1 noch die durch diese Last hervorgerufenen Auﬂager-

krifte C angreifen, wihrend im Innern gewisse Spannungen o erzengt
werden. Die obige Arbeitsgleichung geht tiber in

(36) . —|—EC’Ac-—f Ads, ,

und gestattet, die durch einen beliebigen Bela.stnngs- und Tempera.tnr-
zustand verursachte Verschiebung &, aus den diesem Zustande ent-
sprechenden Verschiebungen Ac und Ads, zu berechnen. Insbesondere

ergibt sich mit
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslebre, 6

ds.
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Ads, ¢
@, —E T

der Wert
(37) a,,,=f?(—z,— + st) av—T,

wobei L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fiir den
durch P, =1 belasteten Haupttriger bezeichnet.

Denselben Ausdruck fur 3, erhilt man — in anderer Form —
durch teilweise Differentiation der allgemeinen Arbeitsgleichung nach
der Last P,,, wobei die 3, Ac und Ads, als Konstanten aufgefafst werden
dtirfen, da jene Arbeitsgleichung fir beliebige zusammengehdrige Werte
dieser Verschiebungen gtiltig ist. Man gelangt zu

__ [ 906 Ads, 4V = (]

oC 6 s0
st 3 g te= [ or (5 1)
und findet schliefslich das iibersichtliche Gesetz:
aA‘ EC
(38) 5,, _G_P..-_EG_P:AC’
wobei A4, durch die Gleichung (84) erklirt ist.

Bei festliegenden oder iiber -reibungslose Lagerflichen gleitenden Stiitz-
punkten verschwinden simtliche Ac; es ergibt sich

04
B = 2 Pn
und im Falle Ac=0 und ¢ =0 folgt
3, — 04
= ?.‘P-’

. ddV
wobel 4 = / °F

Mit Hilfe der entwickelten Gesetze ist man auch imstande, die
Verschiebungen von solchen Punkten eines Stabes zu bestimmen, welche
nicht Angriffspunkte von Lasten sind; man hat nur nbtig, in dem
fraglichen Punkte nach der Richtung der gewiinschten Verschiebung eine
beliebig grofse Last P hinzuzuftigen und nachtriglich P=10 zu setzen.
Bedingung ist nur, dafs die Verschiebungsrichtung in die Kriifteebene fillt.

Bedient man sich bei der Berechnung von & der Gleichung (38),
so ist zu beachten, dafs mnicht nur die Lasten P, sondern auch die
Grofeen X als unabbiingige Vertinderliche aufgefafst werden diirfen, dafs
es also zuldssig ist, die X als Konstanten anzusehen, sobald nach einer
Last P differentiiert wird. Vergl. Seite 75.

4) Auflager. Aufser den im § 1 (Fig. 1) angeftihrten festen
und beweglichen Lagern, deren Widerstinde durch die Angabe von
zwei Seitenkriiften oder einer Seitenkraft bestimmt sind, mtissen bei
den auf Biegungsfestigkeit beanspruchten Stiben noch Auflager unter-

die Form#nderungsarbeit bedeutet.
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schieden werden, welche der im Sttitzpunkte an die Stabachse gelegten
Tangente eine bestimmte Lage vorschreiben. Es kommen zwei Anord-
nungen in Betracht, '

a) Feste Einspannung (Fig. 70). Bei vollkommener Starrheit
des sttitzenden Kbrpers liegt der Btiitzpunkt 4 fest, desgleichen die
in 4 an die Stabachse
gelegte Tangente (Auf-
lagertangente).  Der

Stiitzenwiderstand
lalst sich zerlegen in
zwei Seitenkrifte C;
und C; und in ein
Kriftepaar, dessen

£

—
Moment M das Ein- w e
spannungsmoment BNy
heifst. Verschiebt sich,
Fig. 70. Fig. 1.

infolge der Elastizitit

des stfitzenden Kdrpers, der Punkt 4 im Sinne von C; um A¢; und im

Sinne von C; um Acy, wihrend sich die Auflagertangente im Sinne des

Momentes M um <t dreht, so leisten die Auflagerkriifte die virtuelle Arbeit
C,Ac, + CyAcy + M7.¥)

b) Lose Einspannung (Fig. 71). Der Sttitzpunkt 4 gleitet
auf vorgeschriebener Bahn 4 B. Die Auflagertangente liegt bei starrem
Stutzkbrper fest. Der. Sttitzenwiderstand zerfillt in das Einspannungs-
moment M und in einen Gegendruck C, welcher bei glatter Bahn senk-
recht zu 4B wirkt. Verschiebt sich 4 im Sinne von 4 um Ac, wihrend
sich die Auflagertangente im Sinne von M um T dreht, so leisten die
Anuflagerkrifte die virtuelle Arbeit
) CAc + Mr.

c) Beispiel fiir die Berechnung der Arbeiten L. Um die Ermitte-
lung der in den Glei-
chungen (82) vorkommen-
den Arbeiten L', L”,....
der Auflagerkrifte fiir
die Zustinde X =1,
X" =1,.... durch ein
Beispiel zu erldutern, be-
trachten wir einen bei
A und B fest einge-
spannten Bogentriiger
ohne Gelenke (Fig. 72).
Die senkrechten wund
wagerechten Seitenkrifte Fig. 8.

*) Hinsichtlich der Arbeit des Momentes M vergl. Seite 59.
6*
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der Btiitzendriicke seien 4, B, H;, H,, und die Einspannungsmomente seien
M, und M,. Infolge der Nachgiebigkeit der Widerlager gehe iiber
¢ in e Ac, 1in 14 Al, @ in @o—+ Ay, @ in ¢+ Ay;
es leisten, dann| die Auflagerkrifte (wenn Punkt B und die Wagerechte durch B
festliegen) die virtuelle Arbeit
) ﬁ——AAc—H,AI—M‘Aqa.—i-M,Aq;l
Bedeutet R die Mittelkraft aus siimtlichen Lasten, o den Nelgungswmkel

von R gegen die Wagerechte, » das Lot von B a.uf R, so bestehen die Gleich-
gewichtsbedingungen:
(@) Hy,+ Rcosa— Hy,=0
() A— Rsina+B=0 :
IV) Al— Hyc— Rr+M, — M, =0.
Da sich weitere statische Beziehungen zwischen den 6 Unbekannten 4, B,
H,, H,, M, und M, nicht aufstellen lassen, so ist.der Triiger ein dreifach statisch
unbestimmter. Werden 4, H, und M, als statisch nicht bestimmbare Grofsen
aufgefafst, so mufs der aus (IV) sich ergebende Wert: M, — 41— Hyc— Rr+ M,
in (I) eingefiihrt werden, worauf die Arbeit ¥ als Funktion der statisch nicht
bestimmbaren Groéfsen in der Form

A=A (Ap, — Ac)— Hy (cAp, 4 A1)+ M, (Ap, — Agy) — RrAg,
erhalten wird, und es folgt schliefslich

fir den Zustand X’ =4 =1 der Wert L’ =1IAg, — Ac .
" on n X" =H,=1 , ” Ln =—(clp, + A))
n on ”n X" =M=1 , nw L"=040¢, —Aq,

5) Belastung durch Kriftepaare. Drehung von Tangenten
an die Stabachse. Die in irgend einem Punkte m an die Stabachse
gelegte Tangente T'T (Fig. 78) kdnnen wir als starre Linie auffassen,
welche mit dem Stabe fest verbunden ist. Wirkt auf diese Linie ein

Kr#ftepaar, dessen Moment

' .= IR,, ist, so werden an

den Auflagern gewisse Ge-

gendriicke und im Stabe

gewisse Spannungen her-

vorgerufen. Es mdge m

der Angriffspunkt des

. Kriiftepaares heilsen.

\ 7 Denken wir uns nun

AT in gleicher Weise (aulser

—— ' den bislang vorausgesetzten

Lasten P) in beliebigen

Punkten 1, 2,....n der Stabachse Kriftepaare mit den Momenten I,,

M, . . . . M, angreifend und bezeichnen mit t,, 75, . . . . 7, die Winkel,

um welche sich die in den Punkten 1, 2,....n an die Stabachse ge-

legten Tangenten infolge der Umgestaltung des elastischen Stabes drehen,

so leisten die Kriftepaare die virtuelle Arbeit MM, v, + My, +....
—+ M,.7., und es ergibt sich die Arbeitsgleichung:




SPS+ Mt + Wyt + ... Mt +. .. Mot + SCAc
Ads,
ds, av.
Sie gilt im Falle des Gleichgewichtes und bei verschwindend kleinen,
‘mdglichen Verschiebungen ftir beliebige Werte der Lasten P und Mo-
mente M,, und liefert, teilweise nach M, differentiiert, die Beziehung:

oC dc Ads,
T + =2 *éﬁ-—Ac

‘ T oM. ds, av,
aus welcher sich die (der Gleichung (38) gegentiberzustellende) Gleichung
04, ecC

(88a) ~,.= PET —2 T Ac
ableiten lilst; dieselbe ermdglicht die Berechnung des Drehungswinkels ©
jeder Tangente an die Stabachse. Tritt das Kriftepaar mit dem Mo-
mente M,, in Wirklichkeit nicht auf, so hat man nach Ausfihrung der
Differentiation I, — 0 zu setzen.

Weiter leuchtet sofort die Richtigkeit der (der Gleichung (37)
gegeniiberzustellenden) Gleichung ein:

(378) r.=f;(%+ct)dV—L,
in welcher ¢ diejenige Spannung bedeutet, die in irgend einem Quer-
schnittselemente des statisch bestimmten Haupttrigers entsteht, sobald
im Pankte m ein Kriftepaar mit dem Momente IR, =1 angreift,
whbrend L die virtuelle Arbeit der durch diese Belastung hervorge-
rufenen Auflagerkrifte vorstellt.

§ 18.

Die Spannungen ¢ im geraden Stabe.
Naviersche Biegungsformel.

1) Durch einen Querschnitt im Abstande z von irgend einem in
der Stabachse an-
gemommenen An-
fangspunkte 4 den-
ken wir den Stab in
zwei Teile zerlegt
und vereinigen alle
an dem einen der
beiden Teile, z. B.
an dem linken, an-
greifenden #ufseren
Kr#fte zu ihrer Mit-
telkraft R (Fig. 74).

=G
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R heifst die #ufsere Kraft ftir den fraglichen Querschnitt
und zerfillt in die Léngskraft N, senkrecht zum Querschnitte, und
die Querkraft Q in der Ebene des Querschnittes. Wird vorausgesetzt,
dafs alle #nfseren, Kriifte die Stabachse treffen (wenn auch in unend-
licher Ferne) so geht Q durch den Schwerpunkt O des Querschnitts.
Die Kraft N mdge positiv dngenommen werden, sobald sie das Be-
streben hat, den linken Stabteil von dem festgehalten gedachten rechten
Teile zu entfernen.

Die durch den Schwerpunkt O des Querschnittes und den Schnitt-
punkt B der Kraft B mit dem Querschnitte gelegte Gerade heilse die
Kraftlinie, sie mdge mit der u-Achse eines in der Querschnittsebene
angenommenen rechtwinkligen Achsenkreuzes (¥, v), dessen Ursprung
der Punkt O ist, den Winkel a einschliefsen. Bedeuten dann:

«f den Abstand des Punktes B vom Ursprunge,
up und vy die Koordinaten von B,
so zerfillt das dem betrachteten Querschnitte entsprechende Biegungs-
moment
M= Nf
in das um die u-Achse drehende Moment
M,= Noy=Msina
und in des um die v-Achse drehende Moment
M, = Nup=Mcos a,
und es bestehen zwischen den in dem Querschnitte wirksamen Spannungen ¢
und den H#ufseren Kriiften die Gleichgewichtsbedingungen:

N= [cdF
M,=[v-0dF
M,=— |u-:GdPF.

Die Berechnung der ¢ soll unter folgenden Voraussetzungen durch-
geftihrt werden:

1. Die Strecke Adx,, um welche sich im Punkte %, v die Ent-
fernung dz des betrachteten Querschnittes von dem unendlich nahe
gelegenen Querschnitte #ndert, sei eine geradlinige Funktion der Ko-
ordinaten # und v, d. h. es sei

Adz. ’ ” 1y
3z —¢ —+a"v 4 a"y,
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unter a’, a”, a” Werte verstanden, welche fiir den betrachteten Quer-
schnitt Konstanten sind.*)
2. Die Temperaturiinderung ¢ im Punkte %, v sei ebenfalls eine
geradlinige Fanktion''von' 'und v, es bestehe also die Gleichung
t=¢+t"v4t"u,
deren Koeffizienten gegeben sind, sobald die Temperaturinderungen fir
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte des Querschnittes bekannt
gind.
Dann folgt aus der Gleichung
Adz, c
dz E + et
fur die Spannung ¢ der Ausdruck
6=E@—¢et)+ E@ —et)o+ E(@ —et”)u
und hierfir soll kiirzer geschrieben werden
' 6 =a-} bv+ cw,
wobei a, b, ¢ Konstanten sind, welche sich mit Hilfe der drei Gleich-
gewichtsbedingungen berechnen lassen. Jene Bedingungen gehen tiber in

N=ade+bfvdF+cfudF
M.=a/vdF+bfv’dF+c/m:dF

M.=afudF+bfaudF-|— c/u’dF;

sie nehmen eine besonders einfache Gestalt an, sobald zu den Koor-
dinatenachsen Hauptachsen gewihlt werden. In diesem Falle ist das

Centrifugalmoment f uvdF = 0, und weiter folgt, da der Ursprung O
mit dem Schwerpunkte des Querschnittes zusammenfillt, f udF =0 und

f vdF= 0. Es ergeben sich die Werte: .
N M, M, M, M,

—, b= -= , C=—fF— —=—-  ——
F f vidF Je f udF
in denen J, und J, die Trigheitsmomente des Querschnittes in Bezug

a =

*) Es stimmt diese Annahme mit der bekannten Voraussetzung Naviers
iiberein, dals urspriinglich ebene Querschnitte des Stabes auch nach der Biegung
Ebenen sind. Die Zuverlissigkeit der Navierschen Methode ist durch die Ar-
beiten von Saint-Venant (in Liouvilles Journal 1858), Kirchhoff (in Crelles
Journal 1859) und namentlich von Pochhammer (in dessen Werke iiber das
Gleichgewicht des elastischen Stabes, Kiel, 1879) nachgewiesen worden.

.
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auf die Hauptachsen bedeuten, und .es entsteht die Naviersche Formel

M,

(89) 5
Besonders 'hervorzuheben ist, dal‘s eine nnglelchmafslge Erwirmung "des
Stabes nach dem Gesetze ¢ =1t - ¢’ v 4 " u nur dann Spannungen ¢
‘hervorbringt, wenn die Werte N und M von den Temperaturinderungen
-abhiingig sind, was nur bei statisch unbestimmten Stiben der Fall sein
kann. Verschwinden alle #ufseren Krifte, so verschwinden auch dxe

Spannungen a.
2) Setzt man in Gleichung (89)

M, = Nvz und M, = Nu;,
und bezeichnet man die Koordinaten der Stelle A, fir welche die
Spannung ¢ infolge der in B angreifenden Kraft N berechnet werden soll,
mit v,, %,, 8o erhilt man — wenn dieee Spannung 64p genannt wird —

(40) o 3= — (1 —|— vsvs + — u,u‘)

und in dieser Gleichung sind die Buchstaben B und A vertauschbar.
Man findet n#mlich fur die Spannung- an der Stelle B infolge einer in
A angreifenden Kraft N den Wert

*.

und gelangt zu der Beziehung
O4B=—=0B4.

Es seien nun fiir irgend einem Querschnmitt (Fig. 75) die Span-
nungen bestimmt, welche eine in einem Querschnittspunkte B angrei-
fende Kraft N =1 hervorruft, und zwar seien diese Spannungen mit
Hiilfe von Gleichung (89) durch eine Gerade B’ B” dargestellt. Die
Spannung an der Stelle 4 ist dann gleich der Ordinate o,p, welche
die B'B”. auf einer durch den Punkt A parallet zur Spannungs-
Nulllinie gezogenen Geraden g abschneidet; und ebemsogrofs ist auch
(nach Gleichung (40) die Spannung 6., welche eine in A angreifende
Kraft N=1 bei B hervorruft. Eine in 4 wirksame Kraft N wird also
an der Stelle B die Spannung '

op=N-04p
hervorrufen, und dieser Wert g_bleibt unge#indert, wenn sich der An-
griffspunkt 4 von N in der Geraden g bewegt. Greifen mehrere Krifte N
am Querschnitte an, so erh&lt man ftr die Spannung an der Stelle B
einen Wert

6= 2 N6 5.

Die Gerade B’ B” ist also die Einflufslinie far die Spannung o
an der Stelle B.
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Wird der Einflufs eines Momentes M gesucht, welches in einer
den Querschnitt in der Geraden ! — ! schneidenden, zum Querschnitte
rechtwinkligen Ebene wirkt, Fig. 76, so ersetze man dasselbe durch
ein Kriiftepaar'Na 'mit’ beliebig grolsem Arme a und lege den Angriffs-

Fig. . - Fig. 16.

punkt der einen der beiden Gegenkrifte N in den Schnittpunkt der
Geraden /—! und n —n. Man findet dann nach Fig. 76:
. M¢ .

Cp = N¢' =

8) Meistens fullt die Kraftlinie mit einer Hauptachse. zusammen.
Wir wihlen dann die Kraftlinie zar v-Achse, bezeichnen das Trigheits-
moment fiir die u-Achse kurz mit J und erhalten:

N Mo
“4) o=F+—F-

Wird angenommen, dafs die
Temperaturinderung ¢ von % un-
abhiingig ist, so darf

(42) t=t°+At%

gesetzt werden; hierbei bedeutet

(Fig. 77):

h die Hbhe des Querschnittes,

t, die Temperaturinderung fr
v=0 (also z. B. filr den
Querschnittsschwerpunkt),

At=t, —1t; den Unterschied . Fig. 7.
der den Hufsersten Quer-
schnittspunkten entsprechenden Temperaturinderungen,

t, den Wert von ¢ fir v = -+ ¢, und

t; den Wert von ¢ fir v = —e,.
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Zwischen ¢,, ¢, und ?;, besteht die Beziehung
e e
=1 ';:‘ +¢ 'hL .
Die ''Werte Adz,, Adz, und Adz, welche Adz, bezw. fur

9= ¢, 0=—e¢ und v =0 annimmt, sind
—az(% )_ [_L Me, ]
Adm,—da:(E-i-ctl =dx EF+ 7 + et,

M
Adzy =dzx %;— -+ et,) =dz [E—A;, — ff} -+ et,]

48) Adzr=dxz (E—lg,— + sto)

und es wird deshalb der Winkel dt, um welchen sich der betrachtete
Stabquerschnitt gegen den Nachbarquerschnitt dreht,
d‘t=tgd?=w, d. i
M At
(44) dt=dz E;j-i—GT .
4) Die Gleichung (39) gilt auch fur schiefwinklige Koordinaten
«, v/, Fig. 78. Wshlt man die Kraftlinie zur o-Achse und bestimmt

die u’-Achse so, dals f %'vdF =0 wird, so erbilt man
N Mo
=F Tt
wo M, = Nv'p ist.

Bildet die v'-Achse mit der u’-
Achse den Winkel a, so ist

’ 1 -
Ju =ﬁ 2AF = .—"/;’dF=' 'J{ ,
smma s
. v '
v =

sine ’

Ny M,

Fig. 78. My=——=——"
sin & sin

und man findet schliefslich fir ¢ den Wert

N M,
45 o=+ 57,

welcher dieselbe Form hat, wie der durch die ‘Gleichung (41) fur dem
Fall einer mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie bestimmte
Wert. Ist nun % die Querschnittshthe rechtwinklig zur u-Achse und
wird angenommen, dals sich ¢ nur mit » #ndert, so gelten ‘die Glei-
chungen (44) und (45) auch ftir den in’ Fig. 78 dargestellen Fall.
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Bedingungsgleichungen flir statisch unbestimmte
gerade Stibe.

1) Integrationen. Es sollen die im § 12 abgeleiteten Bedingungs-
gleichungen zun#ichst fir den Fall umgeformt werden, dafs die Kraft-
linie mit der v-Achse zusammenfillt, dafs also

N My
=Ft T

ist, wihrend die Temperaturinderung dem in Fig. 77 dargestellten
Gesetze folgt. Zu diesem Zwecke mdgen die Integrale

6,0 dV
/ E und fasth

berechnet werden, wobei

_ N, My _ﬂ_ M,v
w=F Ty wa=F+7;

die Spannungen fir irgend zwei durch die Zeiger a und «b unter-
schiedene Belastungsfille bedeuten.
Mit dV = dzdF ergibt sich

GaGdV N, M, dzdF
[ [ e ) 25T
Nd:t c.dF M, d:a: c.vdF
= ——t

und mit Beschtnng der Glexchgewxchtsbedmgnngen
G.dF'—N,, und -[o,vdF=M,

(46) /6 G;dV _fN.N.dx + ;M—_Miﬁx .

EF EJ
Ebenso findet man

/dcth://a(t, + At %) edzdF
' At
=fct.d:cfch—|— a—h-drfaodF

417) fceth=[zt,Nda: +‘/cAt~%dx.



2) Umformung der Gleichungen (82). Die Auflagerkriifte C,
Biegungsmomente M und L#ngskrifte N eines mehrfach statisch un-
bestimmten Stabes lassen sich in der Form darstellen

C=C+CX+C"'X"+C"X"+.....
(48) {M=M, +MX +M'X"+M"X"+.....
N=N,4+NX+4+N'X"4N"X"+4..... s
wobei X', X”, X, . . ... statisch nicht bestimmbare Grofsen bedeuten.

Co)» My, N,, sind die Auflagerkrifte, Biegungsmomente und Lings-
kriifte fiir den statisch bestimmten Haupttréiger, in welchen der Stab
tibergeht, sobald simtliche Unbekannten X verschwinden; sie sind gerad-
linige Funktionen der gegebenen Lasten.

C’, M, N’ sind die Werte der Auflagerkrifte, Momente und Langs-
krifte fur den auf Seite 79 erklirten Zustand X =1, desgl. C”, M",
N” die Werte ftur den Zustand X' =1 u.s. w.

Die Spannungen fir den Zustand X' =1 sind:

, N My
c=Ft
fur den Zustand X' =1:
. . Nu. an
G —-T—l—ﬁ;’---, u. 8. w.

und die Gleichungen (32) gehen, mit Beachtung der Gleich. (46) und
(47), tver in

[ /‘N’N i +f
#9) { .

sty N dz + eAt%-dz

dx+f%h'"dz+ eAt-l;‘Ldz
......................... c ey

wobsi L', L”,.... die virtuellen Arbeiten der Auflagerkrifte bei
Eintreten der Zustinde X'=—1, X" =1,..... bedeuten.

Ist die Temperaturerhbhung ftir alle Punkte eines Stabquerschnittes
konstant und =1¢, so ist A¢=0 und ¢,==1¢ zu setzen.

3) Umformung der Gleichungen (33) und (34). Fur den
durch die Gleichung (84) gegebenmen Arbeitsausdruck 4, findet man
mit Hilfe der Gleichungen (46) und (47) den Wert

Nidz Midz M
(50) A,= SEF +/2EJ +f¢toNdx+ eAtde,

und es geht somit die Bedingungsgleichung (88) tiber in
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N ’éN M aM o
G L=[g5 axdet E’J x @t haxd
A?
+f A ax

wobei X irgend eine der zu berechnenden statisch nicht bestimmbaren
Grdfsen und L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fiir den Zustand
X =1 bedeutet.

Dafls Gleichung (51) die allgemeine Form der Bedingungsglei-
chungen (49) darstellt, leuchtet ein, sobald der Grdfse X der Reihe nach

die Werte X', X ...... beigelegt werden und
oM , oM ”
—ﬁ- — M ) -a—F —_— M ------
oN oN ’
ax — Vo=V
gesetzt wird.

4) Der auf Biegungsfestigkeit beanspruchte gerade Stab in
Verbindung mit einem Fachwerke. Sehr h#ufig hat man es mit
der Berechnung eines Kdrpers zm tun, der aus einem Fachwerke und
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
Stitben besteht. Die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen, denen
die statisch nicht bestimmbaren Grdfsen X zu gentigen haben, lautet
dann (vergleiche die fir das Fachwerk abgeleiteten Gleichungen 26):

N ON M oM oN
©2) L=|%F axd *+ g5 ax =t [ ax ¥
At Ss 08
+f g it gy ax"'z' X’
wobei angenommen wird, dafs die Temperaturinderung ¢ fiir alle Punkte
eines und desselben Fachwerkstabes gleich grofs ist.

Meistens macht man die Annahme, dafls auch fiir alle Punkte eines
und desselben Querschnittes der durch die M und N beanspruchten
Stabe die Temperaturtinderung ¢ gleich grofs ist und erhilt dann die
Bedingung "

N oN
(58) L= EF'@X”"”"’[ EJ axd +/

Ss
+EEF 6X+2t ’c‘X

L bedeutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fir den Zu-
stand X = 1.

B) Die im vorstehenden abgeleiteten Gesetze gelten auch fir den
Fall einer nicht mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie,
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vorausgesetzt, dafs sich (nach Fig. 78) ¢ nur mit v #ndert, dafs unter
h die Querschnittshthe rechtwinklig zur u-Achse verstanden wird und
far J das auf die u-Achse bezogene Trigheitsmoment J, gesetzt wird.
Liegen 'jedoch''dié Kraftlinien' der verschiedenen Querschnitte oder die
u-Achsen nicht in einer Ebene, so ist es zweckmilsiger, die Momente
M, und M, (§ 13, 1) einzuftibren und das Integral

GcdV
E

auf Grund der Formeln

N, M,.v M, u
=%t T
N, M,,v M,,u

w=%t+t—5 t+—

zu berechnen. Man erhilt mit dV =—=dzdF

.. c,dV Nda: a.dF + M..dxfc.odF
EJ,
M,.dx/c,,udF
_|_

und mit Beachtung der Glexchgemchtsbedmgungen

/‘deF= M, fcyvdF= M.g, /Gb“dF= M.b

die Beziehung:
G.U.dV —_ NN;d:t M-.M.)dz m.m.dﬂ? .
E EJ,

Fur das Integral f cetdV liefert die Voraussetzung der allgemeinen
Beziehung t=¢+to+t"u
den Wert

/ceth= e’ Ndz + et M, dz + [e¢” M,dz.

Hiernach ist es leicht, die unter 2), 8), 4) abgeleiteten Gesetze
fur den allgemeineren Fall zu erweitern. Beispielsweise geht der Aus-
drack (60) fir 4, ttber in

2EF 2EJ, 2EJ,
+ [ef Ndz + [et'M,dx + [st”"M,dz.
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6) Anwendungen.*)

Aufgabe 1. Wagerechter, bei B eingespannter und bei 4 frei auf-
liegender Balken, ,,Gesucht) ist der
durch eine gleichmiifsige Belastung,
p fur die L#ngeneinheit, hervor-

erufene Auflagerwiderstand X
(I‘gig. 79). Tem}g)’:raturnndernngen 4 RGN
sollen unberticksichtigt bleiben, des- - ——¥
gleichen Verschiebungen der Angriffs- ¢
punkte der Auflagerkriifte; es ist
also L=0 und t=0.

Da nur Beanspruchung auf
Biegung vorliegt (N = 0), so mufs X der Bedingung (vergl. Gleich. 51)

3

M oM
) EJ °X
gentigen, und bei konstantem EJ der Bedingung

3

fM —a—M—da:=0.

I

il

hilil

il

il

™

Pig. 79.

dz=0

(:D.¢
[ ]
2
Nun ist M = Xz — p; und % =z, weshalb
13
— 22 g = X P
f(Xa; ) zdx = 3 8 =0,
°
woraus
8pl
X= ~8

Es ist mithin das Biegungsmoment an der Stelle z
= 8l _ px*
) M= g % )

Fiir z-_—%fo]gt muM:%s—pl' und fiir z=1 ergibt sich das Fin-
]
spannungsmoment Mz — — —’181— Die grofsten Beanspruchungen sind
6, = E"}i'- und gy = — MLJ" (nach Gleichung 41).

Aufgabe 2. Wagerechter, bei 4 und B eingespannter Balken mit
Dreiecksbelastung (Fig. 80). Es sei wie in Aufgabe 1 sowohl L als
auch £=0.

*) In den Aufgaben 1—11 wird vorausgesetzt, dafs iiberall die Kraftlinie
mit einer Querschnittshauptachse zusammenfillt.



Bedeutet X die senkrechte
Auflagerkraft und M, das Bie-
gungsmoment am linken Auf-

.lager, so ist das Biegungs-
Y moment an der Stelle z:
Wi 2 z x z
M= Xa:—pl 28 4+ M,
Die beiden statisch nicht be-
Fig. 8. stimmbaren Grdfsen X und M,
.miissen, bei konstantem EJ,

N
N

den Bedingun gen gentigen:

4
oM oM -
[ [}
und diese gehen, wegen M = r und LS =1, nach Ausfithrun
' oX e, T Srung
der Integrationen tiber in ‘
i3 "
5 p ——+M, T =0 und
12
X—2——-—+M,l—0
sie liefern:
8 pl?
X=go?h M=—"4

Nun folgt an der Stelle z:

—rf8, 12 1.7,
M“2[10“” s 7 15t

Fir z=1 0,8 folgt max M =+ 0,02144 pI*.

Fﬁrz=listM.=——%:)-’—o

Das grofste aller Momente ist M,.

Aufgabe 3 (Fig. 81). Ein frei auf drei Sttitzpunkten ruhender,
urspriinglich wagerechter, kontinuierlicher Balken ohne Gelenke und mit
konstantem E und J sei durch beliebige senkrechte Lasten beansprucht;
aulserdem mdgen auf die Endquerschnitte (1) und (8) beliebig grofse,
von aufserhalb des Balkens wirkenden Kriiften herrtihrende Biegungs-
momente M, und M; wirken. Es soll das Biegungsmoment M; fur
den tiber der Mittelstiitze gelegenen Querschnitt unter der Voraussetzung
berechnet werden, dals, bei festliegenden Stiitzpunkten (1) und (8), sich
der Sttitzpunkt (2) um & senkt und der Balken ungleichmifsig erwérmt
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wird. Die Temperaturiinderung sei fiir den untersten Punkt eines Quer-
schnittes ¢;, fiir den obersten ¢;; beide Werte seien konstant, hnd es
gei tl — 1ty = At. Querschnittshdhe = & (vergl. Fig. 77).

© Wir benutzen’' '(da N ==10 "ist) die Bedingungsgleichung (vorgl
Seite 92, Gleichung 49):

s 1 At ,
L = EJfMMdZ+ST/de,
in welcher M das wirkliche Biegungsmoment ftir irgend einen Quer-
schnitt bedeutet, wihrend M’ das demselben Querschnitte entsprechende

LS
Biegangsmoment ftir den Fall ist, dafs die Lasten verschwinden und
die statisch nicht bestimmbare Grdfse (hier also M) den Wert 1 an-
nimmt (Zustand X = M, = 1). Die Momentenfliiche fir diesen Zustand
ist das Dreieck in Fig. 82 mit der Hohe 1, und die zugehdrigen Auf-
lagerkriifte sind

, C,' = 1 , beide aufwirts wirkend, und

l‘ +h , abwiirts gerichtet.
’s Li
Senkt sich die Mittelsttitze um 3, so ist die virtuelle Arbeit der
dem Zustande X =— M; — 1 entsprechenden Auflagerkrifte:
L=cs=-Thy

llg
und es folgt somit die Bedingung

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 17
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M EJ—lﬁs_fMMdz-{-sEJ—fMd

Fiir einen Querschuitt im Abstande z; < 1, von A4 folgt: M' =1+ %,

L}
mithin fir den Teil ll:/M dz = IL z,dz, =~% und
1
0

1
fM'Md:c = Tl~ z,Mdz,.
1

1
Das Integral: / %, Mdz, bedeutet das statische Moment der wirk-

0
lichen Momentenfliche, bezogen auf die Senkrechte durch den Stutz-
punkt 1. Diese Momentenfliche besteht aus einem Trapeze, das bei
(1) und (2) die Hohen M, und M, hat und aus der Momentenfliiche
AS, B, welche dem bei (1) und (2) frei aufliegenden Einzelbalken I,
entsprechen wiirde, Fig. 88. Wir nennen A4S, B die einfache Momenten-
fiiche fiur den Teil I, bezeichnen ihr statisches Moment in Bezug auf
die links von ihr gelegene Auflagersenkrechte mit £, und erhalten,
indem wir das Trapez tiber 4B in zwei Dreiecke zerlegt denken,
b

fx1Md‘”1—21 +Mx‘_“—‘+M2 : 2; )

0
so dals sich fur den Teil /, ergiht:

M'Mdz = %"‘% M, 7, 4 2M;7,);
1
ebenso ergibt sich fir den Teil /;:
, l
/M‘“:?’ undfM'de—g%’— — Myl + 2M, 1),

wobei R, das statische Moment der zu dem Teile /; gehorigen ein-
fachen Momentenfliche BS;C, bezogen auf die rechts von ihr gelegene
Auflagersenkrechte, bedeutet.

Die Gleichung (I) geht jetzt, nach Multiplikation mit 6 tiber in

an 6EJ3 l‘,+," —o 2 oM L w oM 4
2 1 '?

+ Mg, + 3eEJLhi§’— At;

sie ermoglicht die Berechnung von M;.
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Die am bi#ufigsten vorkommenden Belastungen sind: Beanspruchung
durch Einzellasten und durch eine gleichmilsige Belastung.

Liegt auf einem  ein-
fachen Balken eine Einzel- P
last P in den Abstinden a “
und b von den Stiitzpunkten “
(Fig. 84), so ist die Mo-
mentenfliche 4 BS ein Drei-

Pab ™=
eck, dessen HBhe = 5

und dessen statisches Mo~

e b ‘Ii|"‘lll. ’i? oy

ment, bezogen auf die Moo el oo
links gelegene Auflager- Fig. 84.
senkrechte,
! 2__ 2
(III) 2=PG'L __Pa_a_.l:_M

2 3 23 6

ist. In Bezug auf die rechtsseitige Auflagersenkrechte ergibt sich das
statische Moment

2_ 3t
av g0 - b%)

Liegt zwischen den Grenzen § =35, und § =4, eine gleichmilsige
Last p ftir die L#ngeneinheit (Fig. 85), so entspricht dem Lastteilchen
p-d§ nach Gleichung (ITI) der Wert

LE(2— &3
g — _lﬂ%%(_é_ﬂ

und es folgt

V) 2=fd2 =p(s:—,f) (212_83—39 )
LY

24

Ist der ganze Balken 4 B mit
g fur die Lingeneinheit belastet, <
so ergibt sich aus (V) (mit p =g,
8 =1 und 8, = 0)

; - 9
VD =7

Wenn also, wie in Fig. 81
angenommen wurde, auf den kon-
tinuierlichen Balken gleichzeitig Einzellasten P und gleichmiifsige Lasten
91> 93, Py, Py Wirken, so geht mit den aus der Fig. 81 ersichtlichen
Bezeichnungen die Gleichung (II) tiber in

Fig. 85.

f:t
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At d
(vID Ma+aM@+wr+ma+aE43 IO R
1°2
SPa(li—a® ZPb(;—0?) g, gl
1 2, 1 ’
+-Pauwglibtool qoetcar——— 4 B3 4
P (3: —8) (28 — 31) Ps (": "l) (2 l, —ry—ri) _
+ 41, + 41, -
in welcher sich die Summen = und 2’ iber die auf den Teilen !, oder /,
1 .

0,

ruhenden Lasten P erstrecken.

Die Gleichungen (II) und (VII) ermdglichen die Berechnung der
Sttitzenmomente von kontinuierlichen Trigern, welche frei auf
beliebig vielen, sich um vorgeschriebene Streckem senkenden
Stiitsen legen (Fig. 86). Bedeuten fiir einen solchen Triger M,,

4 — 2 |

B!

Fig. Og

M,, M, irgend drei aufeinander folgende Stiitzenmomente und 3 die
Strecke, um welche sich der Sttitzpunkt 2 unter die Verbindungsgerade
der beiden benachbarten Stiitzpunkte 1 und 3 verschiebt, so besteht
zwischen den Momenten M,, My, M; die durch die Gleichung (II) oder
Gleichung (VII) dargestellte Beziehung. Bei »# Sttitzen lassen sich n — 2
solcher Beziehungen angeben, und diese gentigen zur Berechnung aller
Momente M, da die Momente M, und M; Uber den Endstiitzen be-
kannt sind. Setzen wir im allgemeinen tiberragende Triigerenden voraus
und bezeichnen mit @' und Q" die Mittelkrifte aus den auf die tiber-
ragenden Triigersticke wirkenden Lasted, so erhalten wir
M, =—¢¢ und Mp=—@Q"¢".

Werden die Verschiebungen der Stutzpunkte (1, 2, 8) aus einer

gegebenen Anfangslage 4, B, des Balkens mit ¢, c,, ¢s bezeichnet, so ist

5 = H
* h+k °h+k
and es ergibt sich )
(VIIT) 3 +14) — %G + Cg —C .
A l l

.« 2
e vl e e
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Aufgabe 4. Es sollen die bei Losung der Aufgabe 8 abgelelteten allgemeinen
Gleichungen zur Berechnung der Stiitzenmomente des in Fig. 87 dargestellten
gleichmiifsig belaste-
ten, kontinuierlichen Tl |”
Triigers, dessenMittel- W,W H
stitzen sich um ¢, il I’l“"\ﬂ",
und ¢, gesenkt haben,
benutzt werden.
Zwischen den
Stiitzenmomenten M,
M, und M, besteht
(nach Gleichung (VII)
mit Beachtang von
Gleichung (VIII) die Fig. 81.
Beziehung:

Ml 20, () 4 Mg, - TR ER) g pgfa T ael
ali L ali _
+22+77 =0

und ebenso folgt
R L A SEJ[ —a_ _c.]

+ .?nzli +9 ; nB_ 0,
und in diese Gleichungen ist zu setzen:
M, =0, M(=0, ¢, =0, ¢,=0.
Die Auflésung der beiden Gleichungen nach M, und M, ergibt z. B. fiir
den Fall |, =l,=4L =1
1) den Einflufs der Lasten g,, g;, gs:

LL=_~616(491+392*91512

1
My=— 60 49 +89—9g)

2) den Einflufs der Stiitzenverschiebungen ¢,, ¢,:

M, =+ 27 @, —20)

M, = : EI;J (8cs — 2¢4),
8) den Einflufs der Temperaturinderung:

6 cEJ
M’ = M' _ ? T A‘

Die im Querschnitte iiber der Stiitze 2 durch die unter 2 und 8 ange-
fiihrten Einfliisse erzeugten Spannungen o, und o, sind nach Gleichung (41) (vergl.
auch Fig. 77):

Mye, 6 e, [8c; —2¢ KA
°|—+ —+'§E—l—[———l—‘ elt A und

°?=_M=_2EC_;[3C‘—;‘2_UL_EA‘%].
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Aufgabe 5. Es soll das Einspannungsmoment M, fir einen ur-
spriinglich wagerechten Balken berechnet werden, auf welchen Einzel-
lasten , P wirken, und der, bei gleich hoch gelegenen Sttitzpunkten 1
und 2 am linken Ende
unter einem gegebenen
Winkel © eingespannt wird,
wihrend er am rechten Ende
frei aufliegt. Es soll, wie
in den Aufgaben 3 und 4,
eine ungleichmiifsige Er-
whrmung  berticksichtigt
werden. Fig. 88.

Wir betrachten den Bal-
ken als frei auf 3 Stitzen
0, 1, 2 ruhend. Die End-
stittze O liegt unendlich
nahe der Stiitze 1 und ist
um /, T angehoben.
Gleichung (VII) in Aufgabe 3 liefert dann die Beziehung:

Ml + 23, G+ + M1+ 885 [ — 2T, 4

_l_EPb(l’——b’) —o,

in welcher 8 die Verschiebung des Punktes 1 gegen die Gerade 02
bedeutet. Es ist

Fig. 88.

alio O =
lo+l A R
und es ergibt sich, da [, =0, M; =0 und M; = 0 ist, der Wert

23 =2 " und die Gleichung:
! l

2 ___
oM, 1+ 3EJl[iA—t——-2 ]_'_ﬁ‘i_ ) o,

d=1lt—

mithin ist das gesuchte Einspannungsmoment
SPb (12—
TR LGS L - PRVA |

212

Die Ldsung dieser Aufgabe lehrt auch, in welcher Weise die
Gleichungen (II) und (VII) in Aufgabe 3 auf die Berechnung der
Sttitzenmomente eines kontinuierlichen Balkens angewendet werden
ktnnen, dessen Enden unter bestimmten Winkeln eingespannt sind.
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Aufgabe 6. Ein bei 4 und C frei aufliegender, durch 2 Zug-
stangen und eine Strebe verstirkter Triger, Fig. 89, sei durch senk-
rechte Lasten beansprucht. Die Spannkrifte S;. S; in den gelenkartig
befestigten Fachwerkstiben sind, wenn X die wagerechte Seitenkraft

Fig. 89.

Fig. 90. ¢

Fig. 91.

I‘ || .n| I'Tlll TR AR T, S
Fig. 92. A ol e N AN ST
I s Lt 7

von S; bedeutet: S, = X'seca und S, = — 2Xtga, und fir den
Balkenquerschnitt G bei x ergibt sich die L#ngskraft
N=—S58csa=—X

und das Biegungsmoment

M=M, —S;ycos a =M, — Xy.
wobei M, das Biegungsmoment fiir einen bei 4 und C frei aufliegenden,
nicht verstirkten Balken AC bedeutet (Fig. 90). Die Momentenfliche
A LC fur diesen einfachen Balken 4AC mige die einfache Momenten-
flache heifsen.*)

Die Grdfse X ist statisch nicht bestimmbar, sie mufs, wenn Tem-
peraturiinderungen unberticksichtigt bleiben sollen, der Bedingung ge-
nfigen:

*) Infolge der gleichmilsigen Belastung ¢ sind die Begrenzungslinien der

Momentenfliche schwach gekriimmte Linien, nicht gerade Linien, wie in Fig. 90
der Einfachheit wegen gezeichnet.
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N oN Ss 08
@ fEJ x| Erax e t3grax =

Bedeuten nun

E, J und F den Elastizitdtsmodul, das Trigheitsmoment und den
Inhalt fir simtliche Querschnitte des Balkens A4C,
E, und F; die entsprechenden Werte fiir die Stibe AD und CD,

E; und Fy " ” » den Stab BD,
. s (A
so folgt ftur die Fachwerkstibe, wegen ax —seco und v
=—2tga:
Ss 08 — 8,8,
EF 23X 2 B F % E,F,2tga
s
—x 2lsect a 41tgd a)
CE F, E, Fy
d fur den Balken ABC ?_M_ dar 1
an en en ) wegen —— =—y un 6X ,
M oM N 8N 1
fEJ 2x ¥ +/EF ox "= " Es M"”d“’
)

x [, 2Xl
+EJf az 4 -
2

:
2 2]
und es geht, mit /;’dx =2 f (?) dz= 2% die Gleichung (T) tiber in
[

1

1 2XKY | 2XI (2lsec’a 4ltg’a)_
EJ/M”“"' 557 Tgr TXUEF T ERE )T

sie liefert den Wert:

21

S/Moydx

[
X= 2wkl

wo
E F )
1—{—3F’2(1—{—E—Fl sec a—|—-2E T tgda

eine von den Querschnittsabmessungen abhingige Zahl ist.
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Die einfache Momentenfliche ALC in Fig. 90 wird durch die
Mittel-Senkrechte in awei Teile zerlegt, deren Inhalte gleich F” und
F” und deren Schwerpunktsabstinde von den benachbarten Auflager-
Senkrechten gleich’ ¢'"und' ¢” ' sein’ 'mdgen, und es folgt nun fir das
Balkenstick 4 B:

. 1 3
fMoydx=lLfM°xdx=—’lf-'Fe'
[ [ .
und ftr den ganzen Balken AC:
27
fMo ydx = l;— (F'é 4+ F’¢"),
0 -
mithin ergibt sich
., 8 (Fé—+F'e)
X= .
2phid
Zwei in Bezug auf die Mittel-Senkrechte gleich gelegenen Einzellasten

P entspricht z. B. als einfache Momentenfliiche ein Trapez von der Hihe
Pa (Fig. 91), und fur dieses ist

a a _ Pa(3l®)—a?
2’8 &
weshalb die beiden Lasten P hervorrufen:

Pa (81 —a?)
=

Da beide Lasten zu X denselben Beitrag liefern, so entsteht bei
Aufbringen nur einer Last:

X=

’ '’ l
F'¢é =F'¢ =Pa-l-?—Pa-

Pa (812 —a?)

4phlr

Eine gleichfSrmige Belastung ¢ fiur die Liingeneinheit (Fig. 92)
darf als aus unendlich kleinen Einzellasten gda bestehend aufgefalst
werden; sie erzeugt, wenn sie auf der ganzen Linge des Trigers wirkt,

!
1 5¢gl%
_—— 2__ o2 —] = .
X FPNYE 2fa (81 a®) gda 8 wh
[}
Wird also der Triger gleichzeitig durch eine gleichmifsige Last und
eine Schar von Einzellasten beansprucht, Fig. 86, so entsteht
. 5914 4+ 22 Pa (81 — a?)
l == — —
8hl? .
Nach Berechnung von X lassen sich die Beanspruchungen ¢ in
allen Teilen des Trigers leicht angeben.
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Die abgeleiteten Formeln gelten natfirlich auch ftir das durch
Umkehrung des verspannten Balkens entstandene einfache Hingewerk,
Fig. 98. Nur sind die Vorzeichen

D der Spannkriifte S umzukehren.
Liegt ein einfaches Sprenge-
m werk vor, Fig. 94, so verlingere

°
I l l } #  man die Mittellinien der Streben bis
Fig. 98.

zu ihren Schnittpunkten 4" und C’

mit den Lotrechten durch 4 und

C, bezeichne die auf die Gerade

A’'C’ bezogene Pfeilhthe des Sprengewerks mit 4 und zerlege den

Strebendruck S, im Punkte 4’ in den Horizontalschub X und die

lotrechte Seitenkraft 4,. Ist dann 4, der Sttitzenwiderstand am Balken-

ende A4, so ergibt sich

@t - - boeineieen der Einflufs einer Last P

auf die Summe A4, A4,

aus der Momentengleichung
fur C’

(4 + 4) 21— Pb=0

Pb

A, —|— A, = Y
a ’ A so dals also 4, -} 4, gleich
A R SRt Znb e dem Auflagerwiderstande A
Fig. 94, eines Balkens 4 C ist, der

nur bei 4 und C aufliegt.
Fubrt man nun an der Stelle z einen lotrechten Schnitt und zerlegt
man an der Schnittstelle die Strebenkraft S, nach wagerechter und
lotrechter Richtung, so ist die wagerechte Seitenkraft— X und das
Angriffsmoment fir den Balkenquerschnitt & wird (da 4,, A, zuosammen
gleich A4 sind) :

M=M,— va*)
wo M, das Moment fiir den nur bei 4 und C gesttitzten Balken ist.
Die ganze Betrachtung lehrt, dafs die vorhin fur X abgeleiteten For-
meln giiltig bleiben, nur hat jetzt |» eine andere Bedeutung; denn es
fehlt die Hingestange, und anfserdem wird der Balken nur auf Biegung
beansprucht. Man findet
£ sec’a.-—li--**)

J
=1-38
B=1+8F 5 1
) *) Diese Gleichung folgt auch daraus, dafs der Einflufs von A, sich auf
die Form bringen lifst: diz=(d— Ad)r=Az— Xtga-z= Az — Xy.

**) Der Faktor I, : 1 ist erforderlich, weil die Linge der Strebe s, — 4' B - -Ill ist.




107 —

Aufgabe 7. Fidr den in Fig. 95 dargestellten Balken mit zwei

von Zugstangen getragenen Mittelsttitzen whhlen wir die Spannkraft
S; in der mittelsten Zugstange zur statisch nicht bestimmbaren Grofse

X und erhalten

Xseca, S3=—Xtga,

5

é('—— g — Y — — — P ——— — - -
fs
A
L

e

.
»
]

L

l,.

l

4 -~ - = e - -

£
U2

« ferner fiir den Balken die L#ngskraft

—X

N=

und (an der Stelle #) das Biegungsmoment

M, — Xy (vergl. Aufgabe 6),

M=
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wo M, das Angriffsmoment fiir den nur in 4 und B gestiitzten Balken
bedeutet. Ist 2z >, aber <!, so wird y=n~h, wir wollen aber

die allgemeine Bezeichnung y beibehalten und oM = —y setzen.

(D¢
Beziehen sich nun die Werte
E, J, F auf den Balken,
E;, F, auf die durch S; gespannte Zugstange,
Ep F: n n n ~Sa n .n (E’=El)1
Ey, F3 , ., , S gedriickte Stiltze,
so ist in die auch fur den vorliegenden Fall giiltige Gleichung (I),

28, . 08 _
Seite 104, einzusetzen: 6X sec o, 8X . =1, 2x tg a, also
Ss 08 5,8 Syh
FFox gm0t E,F, — % €
=X[2llsec’a 1 2, tgda ]
ElFl EIFQ ESFU ’
ferner
M aM N ©ON 1
/ EJ ox ° E_F 2x = g [Mydz
X (21, +0)
g 1
dz + EF )

wobei die Integrale tiber den ganzen Balken auszudehmen sind.
Nun ist —;— f yidz = f(yd:c) . ?y das statische Moment des von der

Balkenachse 4B und den Zugstangenachsen begrenzten Trapezes in
Bezug auf 4B, also

1 lh h
— fy? i S Az
2ﬁ do = +lh 2 3 — und

fy»d,,.wwg 23

Mithin geht die Gleichung (I), Seite 104, tiber in
2
EJfMO dz + Xh* (21, + 80) + X(2l —|—l)

8EJ
21, sec® a- l 2’1 tg®a
=0;
+X[ E,F, + E,F, + E,Fy
sie liefert fur X den Wert

3fM°yd:c
= Wk (2l + 81’
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wo

_ J 2l 1 '
P=1+8 s T h2(21 +az) (2 E, T, ‘°°

E J I E
T T

Da nun den Balkenteilen 7,, I, I; bezw. y = z, y=nh,

ll
y= lh x entspncht so findet man (vgl. Seite 105) leicht die Beziehung
1

Moydx — l_ [F’e’ + F'”e’”] + hF’"
1
wo F', F’, F” die Inhalte der zu den Balkenteilen I, I, I, ge-

hdrigen Teile der ‘einfachen Momentenfliche sind, ferner ¢ und ¢
die Schwerpunktsabstinde der Flichen F', F* von den Lotrechten

durch 4 und B, Fig. 96.

Zwei in Bezug auf die Mittelsenkrechten gleich gelegenen Lasten
P entspricht als einfache Momentenfliche ein Trapez von der HShe Pa,
und man erhilt fur a <I, (Fig. 97):

’ , v 100 l a Pa'(3l’——a’)
Fé=F"¢"= Pa- ll—-——-P 2 i —
F” = Pal, also
2 g
M,yds = 2Pa(8li—a")h + Palh
6ll
und fir ¢ >, und << (; + ) (Fig. 98):
Fé=F"¢"= P, —12—'— ; F"=Pal— P(a —1,)*

fMoydx = 2P—P£ ~+ Phal— (a —1,)%).

Da zwei symmetrisch liegende Lasten zu X denselben Beitrag.
liefern, so entsteht bei Aufbringen nur einer Last:
fur a <1,
88 —a%4 311

2phly (21, + 8)) °

i + 8al— 8(a—-ll)’

2wk (21, + 81)

Behufs Ermittlang des Einflusses einer gleichférmigen Belastung ¢
setzen wir (mit Jy = 2!, -} 1) fur den Teil /,:

*) Vergl. Anmerkung Seite 104.

X = Pa
fiir a > 1,
X=P—




_ ghr _ 97?
2 2
undlﬂrduTeill(indm'irdieAheiaeE=%—zeinﬂhu,Fig.99)
L
¥, = 8

weshalb

h 3
1 . (gl‘,a:_ gr*\z (gl: gs’)
h[mm ..2/ . s ) 9= 2/ : =) at
[}

B4 10m 4 8L
A T R
und schliefslich )
X = g(58 412 4 1001 - 64,1%) .
T apk(2l, +8)
Die fir X abgeleiteten Formeln gelten auch fiir den Druck im
Spannriegel eines doppelten
Ol Hingewerks, Fig. 100, und
y & fuir den Horizontalschub
X ; eines doppelten Sprenge-
l l l l werks, Fig. 101. Fur letz-
teres ist (unter der Annahme,
dafs der Druck X lediglich
vom Spannriegel aufgenom-

N

Fig. 100,

m e e e B ek e - — - >
(=l — » X

Fig. 101,

men wird):

3 ol
R S P 2_ ] oo =.
L IR (2 psectat F)E

1
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Fur das doppelte Sprengewerk erhiilt man ferner, genau wie aunf
Seite 100 fur das einfache Sprengewerk:
P>
: dob Al By + By=2®
b )
4, = Xtga=2B

Das Angriffsmoment fiir den Balkenquerschnitt an der Stelle z
wird M=M, — Xy. Fur den Teil ! ist y=h.

Aufgabe 8. Der in Fig. 102 dargestellte, oben durch ein Halsband
und unten durch einen Zapfen gesttitzte Giefsereikrahn ist einfach statisch
unbestimmt; seine Beansprachung lifst sich feststellen, sobald eine der
beiden Streben-Spannkrifte D, oder D; bekannt ist.*) Wird D, als
statisch nicht bestimmbare Grdfse angesehen, so mufs der Bedingung

[ M oM N N

EJBDd+EF8D

gentigt werden. Mit der er-
laubten Vernachlissigung der i z i
Wirkung der L#ingskrifte, T
welche, verglichen mit dem ud
Einflusse der Momente, gering
ist, entsteht:

@ f EJ aD, =0

Zun#chst sei eine Beziehung
zwischen D; und D, aufge-
stellt. Auf den wagerechten
Krahnbalken wirken die Quer-
krifte P, D, sina, und Dysinay,
und es mufs sein:

Ply+15 +4)+ Dy sinay

(Iy 4+ I3) + Dysinayly =0, Fig. 102.

mithin
b - + h__phthth
ls
und ebenso ergibt sich fiur die an der Krahnsuule angreifenden Quer-
kriifte:

o

§-
Y
¥

e -—r- Sl
¥

_‘_';____
<
S
S\R
VU

,i‘_-_-
e
1
.

Wi
=3
RS

)
R i
-

-~
1
ol
1
1

<

’""TE

(II) Dy sin &y = — D, sin a, ——

Hh —+- Dy cos oy (45 + lg) + D, cos @ylg =0

*) Es ist dies nur dann streng richtig, wenn alle Krahnteile durch reibungs-
lose Gelenke miteinander befestigt werden, was oben vorausgesetzt wird.
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und hieraus

(II) D, cos @y = — D, h

IG
cos ay — 90— — H——"—
U Iy +1g’
wo g phthtil
A

Wir bezeichnen mit J und J,, beziehungsweise die Triigheitsmomente
der Querschnitte von Balken und St#ule, mit £ und E, die zngehdrigen
Elastizititsziffern und erhalten fr die Teile I, I, 5, I, 5 und I

M oM

folgende Momente und Werte f EJ 2D, D, dz:

M
Teil l;: M= Pz,, —— 2D, = 0;

Teil l;: M=P({ + z,) —+~ D, sin o, z,; 7:%‘— =, sin a,

M @M _ hsina, [P ]
fEJ D, dag = ———— 3EJ (84 + 21;) + Dyly sin a,
v
Teil ly: M= P(l, + ly + z5) + D, sin &, (I3 + x3) + D, sin ay - zg,
oder, wenn D, mittels Gleichung (IT) ausgedrtickt wird,

=[P(, + )+ D, sin a,] L3 P oM _ L (ly — =) sin a,;
I, e, 1

L]
M oM lyly sin a, ) .
/EJ oD, dzy = —gr— [P (h +h) + Diy sin o, ];

Teil /,: M= Hz,, :g =0;
1

Teil 4;: M= H (I, + x5) -+ Dy cos ayz;
und, wenn D, mittels Gleichung (III) ausgedrickt wird,

lgx
M=H(1— = )z — D, cos o, —&75 .
bs + 1l ! 10+l
oM e T
oD, Yt
)
M oM lgls cos a, [ H ]
) l — =1, @ 8l)1;
fEJ aD,‘“ 8 (s + 1) E,J, D, lglg cos @, 2 o (b5 1+ 81g)

(]

Teil l;: M= H (I, + !5 -+ z¢) + Dy cos ag (I5 + zg) + D, cos a,z¢
und, mit Beachtung von Gleichnng (I1I),

xe aMG J— 15 (Ie - xs)

M = (Hl, — D,l; cos a;) —° Is‘l‘le ’ﬁ)— 1 e

o8 @ ;
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M oM
EJ oD, "7 =

1518 cos %
8 (s +l,)’E Jo

118

[D, 15 cos &y — H1,].

[
Setzt msn nun, nach Gleichung (I), die Summe aller berechneten

EJ oD,

M
Integrale: ‘/ oM dz gleich Null und multipliziert man mit 8 EJ,

so erhilt man die Gleichung:

0 = sin a, [12)-

lsl. co8 O

+Dllﬂ sinal]‘}_ (l +le)x EJ
l‘,l.cosa.1 EJ

0T B,

und hieraus folgt, mit sin &, = cos a, tg @, = cos LT iy

) 'P[zlz,-|—2(l,+l,)(l,+ls)]l _l|’_,s

(81, +24) + Dll. sin @, | +Iyh sin &y [P+ )

[D,lsl, cos O, — — l4 (s + BI,)]

[D, ! cos &, — Hl4] =0,
l
1‘15 EJ

.Dl=—‘—2*

Nun kann man nach
Gleichung (II) oder (1IT)
die Strebenkraft D,
finden und simtliche
Biegungsmomente be-
rechnen.

Aufgabe 9. Das in
Figur 108 dargestellte
Krahngertist ist bei D
und C fest, aber gelenk-
artig gelagert. Bei 4
und B sind starre Eck-
verbindungen gedacht.
Bedeutet B die Mittel-
kraft aus den auf den
Balken A B wirkenden,
senkrecht angenomme-
nen Lasten, so sind die
senkrechten Auflager-
kriifte bei D und C

Miller-Breslau, Die neueren Mcthoden der Festigkeitslehre.

B3 sin &, + ——
Fig. 108. --
f
i
1
\h
]
]
1}
1
i
Fig. 104.
Fig. 105.
Fig. 106.

80 _;_7_
15 + 18 ! EOJO

kA% % 17

P
i S
F%' I T
...... i,
‘_1 % .:R SRS
g--L--a -.}:*--.b'. ........
|x_ N
-4 - m e } I,
C,
g 4 ,% %,
3
AT e gt T
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bezw. = I_Zlb_ und = %ﬁ - Die wagerechten Auflagerkrifte sind gleich
grols und statisch nicht bestimmbar, sie seien — X gesetat.

Bleiben Verschiebungen der Angriffspunkte der Anflagerkrifte und
Temperaturiinderungen unberticksichtigt, so mufs X der Bedingung ge-
niigen: M oM 8M o+ N oN iz

EJ X EF 90X
Bedeuten J; und E, das Trigheitsmoment und den Elastizitiits-
modul fur alle Querschnitte der Stibe 4D und CB,
J und E die entsprechenden Werte ftir den Stab 4B,

F den konstanten Querschnitt des Stabes 4B,

so folgt fur den Stab 4D:
RY oM (i

M=—Xo, N=—"7" 35 =% %x

A

fM oM Xh3 N OoN
@ JE,J, ax T 3Eg, 'fE,Fl ax 40 =0
Dieselben Werte der gesuchten Integrale ergeben sich fur CB.
Dem Stabe 4B entspricht .

=0,

oN
N=—X, —5=—1,
"N oN X!
I g7 ax Y= FF"

[
Das Biegungsmoment fﬂr irgend einen Querschnitt G' des Stabes

AB ist
M =M, — Xh,

unter M, das Biegungsmoment fiir einen einfachen, bei A und B frei

aufliegenden Balken verstanden (Fig. 53), und es folgt somit gﬁ

= -—h und

H
oM Xh2l h
(D) EJ x =t E—JfM"d”'
[} 0
Setzt man die Summe der mit (I), (II), (IIT) bezeichneten Integrale
(von denen das erste zweimal zu nehmen ist) gleich Null, so erbalt
man die Gleichung:
13
Xhs h*l
aETf,'+EF w7 LJfMWx_O
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und aus dieser folgt:
1
[Modz

2 J E h J 1
“[l+3 e+l

Hierin bedeutet /Modx den Inhalt der dem einfachen Balken A B

(IV) X/

[
(Fig. 104) entsprechenden Momentenfliche A L B. Wirkt z. B. auf A B
nur die Einzelkraft P, Fig. 105, so ist die Momentenfliche AL B ein

Dreieck von der Hohe P—b— und dem Inhalte

) fMod 2=22.

Einer gleichmifsigen Belastung der Lungeneinheit von 4B mit g
2
entspricht eine Parabelfliche 4 LB von der Hohe %—, Fig. 106, und
dem Inhalte

]

2 gf 9
fModx— 3 8 = 12

. o
Bei gleichzeitigem Auftreten einer gleichmifsigen Last und einer
Schar von Einzellasten entsteht:
3
) X= ~ gl®* 4 62 Pad
12"1[1_!_2 JEh+ J
8 J, E, I " Fh

Nachdem X gefunden ist, lassen sich die Spannungen ¢ in allen
Teilen des Geriistes leicht berechnen.

Aufgabe 10. Fig. 107 stellt die Endversteifung einer Balken-
briicke mit einer oben liegenden und einer unten liegenden Fahrbahn
dar. Der untere Endquertriiger fehlt; der obere sei bei 4 und B ge-
lenkartig aufgelagert und durch lotrechte Lasten beansprucht, er tibe
auf die Endstinder die Drticke 4 und B aus; vergl. die Figuren 108,
109, 110, in denen die am Quertriiger und an den Stiindern angreifen-
den Krifte angegeben sind; N bedeutet die im Quertriiger auftretende
L#ngskraft. A4 und B werden nach den bekannten Regeln fur den
einfachen Balken berechnet. Man erhilt )

=Pb B— 2Pa

= ’ = l

l

8*
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Liegt P links von 4,°so wird ¢ negativ, liegt es rechts von B, so
wird b negativ.

H bedeutet den in 4 a.ngrexfenden, gegebenen Wmddrnck X und
H— X/ sind |diecbei B und 4  bervorgerufenen wagerechten Stiitzen-

g L oy 2

K —— O = —b— — =]
- Al 7 @&EJ) % *
&L p Ao
Fig. 107. ' E
£ x i
J,/ H
2, 2
] VS, P A, 1
; 1 4 '
1
HX Xl
111007, 7070701774 *
Fig. 111.
Fig. 112,
Fig. 118. | to’

‘@\\\\\\\\\\\\\\r

LY e

widerstinde. Die lotrechten Stiitzendrticke bei 4" und B sind 4'=— 4
— H-’;— bezw. B = B +H%-

Damit der Stinder A4  im Gleichgewicht bleibt, mufs
(H4+N)hy=(X—H)hy
sein, und hieraus folgt:
hy

N= X—hl——Hk1
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Ebenso mulfs sein _
Uh, + Xh =0, also

h
U——XTI-
K m——— -
: , i
Ll B
E- - o 53— - — -} .
5 i - Fig. 108.
e >
—_———— el ——— =
A

D

b

-a-{-— ;
x ¥
\d i 'H .
By S '*LA
| 4-4 -4

Ferner ergibt sich fur die Diagonale

Ao

_l"a

80 dafs also D unabhiéngig von X ist. Das gleiche gilt von den Lings-
kriften der Stinder.

Das Biegungsmoment fur einen’ zwischen 4 und B gelegenen
Querschnitt des Quertriigers ist, wenn d der Abstand des Windver-
bandes von der Achse des Quertrigers bedeutet

hs(l

M=M,+ Nd=M, — H + X
wo M, das Moment fur einen bei 4 und B frei aufhegenden, nur von
den lotrechten Kriiften 4, B, P beanspruchten Balken A B ist. Die Mo- -
mente fiir die Querschnitte der ausgekragten Teile des ;Quertrigers
sind unabhiingig von X.

Fur die Stinder ergeben sich auf Gmnd der Momentenflichen I
und II die folgenden Biegungsmomente. Es ist an der Stelle x

Dsing=H




des linken Teiles &, . . . . . M= (X— H)h, :T
libtoal.com.cn Ag - - - . . M=(X—H)z
, rechten ., By ... .. M = Xh, %
" ” w hg ... M=Xzx

Die Elastizititsgleichung
M oM N ©N
fff—ax L T

lautet hiernach:
!
—Ef—j/ MO—H h,d)(h,d)d
i
gy ) G Yoot foxmaz 6 )ee

4 x

3
+EJﬁX H) z- a:d:c-l— ,h—l-h,zdz

1 1 k &
+—E—J: Xz‘Zd:t—i—EEX 1 h_ll 0.

Die beiden ersten Integrale beziehen sich auf den Quertriiger, die
folgenden der Reihe nach auf den linken Sttnderteil %,, den linken
Teil hy, den rechten Teil %,, den rechten Teil hy, den Stab U.

Nach Ausftihrung der Integrationen ﬁndet man:

1 hyd J hh h,hd’ 1
X__—_C.{__-_ M, dz +H[F7~h:"+ A x+ 87, _|_ 0
2 2 2
wo C_lh’_ (d’ ____)+ 2'”’"" + 2Jh’ + Js hh‘l .

Das Integral fMo dz ist gleich dem Inh&lte des zwischen 4 und B ge-

legenen Teiles der M, — Fliiche. Einer Last zwischen 4 und B ent-
spricht (vergl. Fig. 111):
Pabd

Mde=--_-,
odz 2
und einer links von A4 gelegenen Last

Mydz = — —32“-’- (Fig. 112),
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ebenso einer rechts von B angreifenden Last
[y

Eine gleichmilsige Belastung ¢ f. d. Lingeneinheit, die zwischen
A und B aufgebracht wird, bringt hervor (vergl. Seite 115):

¥
/Mod:v= 12’

und die gleichmilsige Belastung ¢’ f. d. Lingeneinheit der Kragtriger

erzeugt das Stiitzenmoment (Fig. 118)
g2

M, =— 92L , mithin

’,3
___ge l_
fModﬂ:— )

Aufgabe 11. Es ist ein ebener Stabzug (Fig. 114) zu unter-
suchen, der an den Enden (4 und B) fest eingespannt ist und von
gegebenen, in der Ebene
des Stabzuges gelegenen
Lasten P beansprucht
wird. In den Ecken seien
die Stibe starr mitein-
ander verbunden. Wiren
die Stttzenwiderstinde
K, und K, bekannt, so
liefsen sich die Momente
M und Lingskrifte N Fig. 114.
fiir simtliche Querschnitte
leicht berechnen. Wir zerlegen K, nach lotrechter und wagerechter
Richtung in 4 und H,, bezeichnen den Abstand der Kraft H, von der
Einspannungsstelle mit %, (nach oben positiv geziihlt) und setzen

[l] Hak. = MA’
M, heifst das Einspannungsmoment bei 4. Ebenso zerlegen wir K, in
B und H, und setzen

[2] H,ky, = Mp.
Da zur vollstindigen Bestimmung der Stutzenwiderstinde, ntmlich zur
Ermittlung der sechs Unbekannten 4, B, H,, H,, M,, Mz nur drei
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfugung stehen, so miissen drei Elasti-
zititsbedingungen aufgestellt werden. Hierbei wollen wir den Einflufls
der Liingskriifte N vernachlissigen*) und (von Temperaturiinderungen und

*) Dies ist nur bei grofseren Pfeilhhen zuldssig.
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"M2
Stiitzenverschiebungen absehend) nur die Biegungsarbeit j ;thf;r zueinem

Kleinstwerte machen, wo ds die Linge eines Elementes einer Stab-
achse bedeutet.

Zuniichst machen wir den Stabzug auf irgend eine Art statisch
bestimmt, beispielsweise durch Anordnung eines auf wagerechter Babn
beweglichen Auflagergelenkes 4 und eines festen Auflagergelenkes bei
B*) Ist dann R die Mittelkraft siimtlicher Lasten P, und sind r,
und s, die Hebelarme von R in Bezug auf die Gelenke 4 und B,
8¢ erhilt man mit den aus der Fig. 115 ersichtlichen Bezeichnungen
die Sttitzenwiderstiinde:

__ Bn, __ Rr,

l—, H, == R cos a;

sie mgen im Verein mit dem
Lasten P die Biegungsmomente
M, erzeugen. _
Nun betrachten wir geson-
dert den Einfluls der Kiriifte,
welche bei 4 und B hinzozu-
fugen sind, dumit die wirkliche
Sttitzang (n#mlich Einspannung
bei Aund B) herbeigeftihrt werde.
Dieses Kriiftesystem, welches fur
sich im Gleichgewicht sein muls,
ist in Fig. 116 angegeben; es
besteht aus den entgegen-
gesetzt gleichen wagerechten
Widerstinden X, den ent-
gegengesetzt gleichen lot-
rechten Widerstinden ¥ und
aus zwei bei 4 bezw. B an-
greifenden Kriftepaaren,
deren Momente gleich M,
Fig. 116, und M, sind und die wir kurz
die Kriiftepaare M, und M,
nennen wollen. Zwischen M, und M, besteht die Beziehung (Gleich-
gewichtsbedingung):

4] M, + YI—M,=o0. =
Hat man X, Y, M, mit Hilfe der Elastizitdtsbedingungen er-

*) Diese Stiitz erweist sich fiir die hier ins Auge gefalsten Anwen-
dungen als besonders vorteilhaft.
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mittelt, so findet man
[5] lA —Ao—l—Y B -—Bo—Y
=H, +X
und ist dann imstande, die deerstsnde K. und K, nach Lage und
Grdfse zu bestimmen.

Eine wesentliche Vereinfachung der ganzen Rechnung erzielt man
nun, wenn man den Angriffspunkt der Krifte X, ¥ von 4 nach O ver-
legt, Fig. 117, und die Lage
von O so bestimmt, dals jede
der drei Elastizititsgleichungen
nur eine statisch nicht bestimm-
bare Grifse enthiilt. Das Kriifte-
paar M, ist durch ein an-
deres Kriftepaar Z zu er-
setzen, so zwar, dals mit den
in Fig. 117 angegebenen Ko- e e
ordinaten von O:

Fig. 117,
Xz—Yw—Z=M,
ist.

Wird der Stabzug auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen,
dessen Ursprung der Punkt O ist, dessen positive y-Achse die Richtung
von -+ Y und dessen positive z-Achse die entgegengesetzte Richtung
von + X hat, so ist der Einfluls von X, Y, Z auf das Moment fiir
irgend einen Querschnitt C

M=—Xy—Yz— 2

Dabei ist das Moment der am Teile AC des Stabzuges angreifendem
dufseren Kriifte positiv angenommen, wenn es rechts herum (d. h. im
Sinne des Uhrzeigers) dreht.*) Im ganzen entsteht

[6] M=M,—Xy— Yz— Z,
und insbesondere an der Stelle A4:

[1] M=+ Xz—Yw— Z.

X, Y und Z berechnen wir mittels der Bedingungen

M oM M oM
(8] fEJ 2x Of"ifayd’_ofw 2z =0

und erhalten wegen
eM oMM
ox Yy T T P ez

*) Das Moment der am Stiicke BC angreifenden Krifte ist dann bekannt-
lich positiv, wenn es links drehend ist.

= —1 die Gleichungen:
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( S\yds
/(Mo Xy— Yz J—EJ—O

zds

ds
f(Mo—Xy—Yx—Z)—Ey=O.

Jede dieser Gleichungen multiplizieren wir mit demn beliebig grofsen,
konstanten Trigheitsmomente J,, ferner setzen wir eine tiberall gleiche
Elastizittsziffer £ voraus, und schliefslich wihlen wir den bislang will-
ktirlich angenommenen Punkt O so, dals

oo, Joo, . Jo
[10] nyds—O,fx st—O.fnyda—O

wird. Indem wir dann zur Abkfirzung

[11] :;’ ds=ds

setzen, erhalten wir die einfachgn Formeln
r ’ ’
X = L@%\gi, wo T, =fy*ds'

[12] +Y=];¥0T§_d_3_ » I,= zds

y
Z = *_fM;ds s G= ds’.

Die Gleichungen [10] lassen sich wie folgt deuten. Schreibt man
dem Stabteilchen ds das Gewicht —:—I; ds = ds’ zm, so bedeuten die

beiden ersten Integrale in den Gleichungen [10] die statischen Momente
des Stabzuges in Bezug auf die z-Achse und die y-Achse, das dritte
Integral aber stellt das Zentrifugalmoment des Stabznges vor. Damit
die Gleichungen [10] erfiillt werden, mufs der Punkt O mit dem Schwer-
punkte des Stabzuges zusammenfallen; ferner miissen die Achsen z, y
Hauptachsen sein. In dem in der Fig. 117 vorausgesetzten Falle eines
in Bezug auf die Lotrechte durch die Mitte symmetrischen Stabzuges

1
(w = —2—1) fullt die y-Achse mit der Symmetrigachse zusammen.

Die Integrale T, und T, bedeuten die Trigheitsmomente des Stab-
zuges in Bezug auf die z-Achse bezw. die y-Achse und G ist das
gesamte Gewicht des Stabzuges. Bei Berechnung dieser Integrale ist
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es stets zuldssig, dem Stabzug in prismatische Teile zu zerlegen.
Man erh#lt dann fiir ein solches Stabstlick konstanten Querschnitts

G = s, mit den Be-

J
zeichnungen in Fig. 118,

n
j"/'q’ds:

n mn

=*;.—s'(n2+"z.m -+ ).

Behufs tbersichtlicher Darstellung der die Zibler von X, Y, Z
bildenden Integrale, zeichnen wir fir die einzelnen prismatischen Stab-
sticke die M,-Linien, indem wir die Momente M, von der Stabachse

r\v

(18] T=

]
! 7e.
1 ] 1
4/ ;?v i,] !
Pl H ] |
. [ 1
2 ! * . X 'IA ,l
Fig. 118. Fig. 119.

aus als Ordinaten auftragen, Fig. 119. Sodann bestimmen wir den
Schwerpunkt der zu einem Teile s gehtrigen M,-Fliiche, ferner den
diesem Schwerpunkte entsprechenden Punkt S der Stabachse, bezeichnen
die Kcordinaten dieses Punktes mit rg, ys, den Inhalt der M,-Fliche
mit §, und erbalten fur den Teil 8:

;f

%o Yy

Mox L ds= J 30 Lgors

Diese Werte lassen sich deuten als die auf die Achse z bezw. y be-
zogenen statischen Momente eines dem Punkte S zugeschriebenen Ge-
wichtes —J; Fo. Bezeichnet man also mit &, und &, die Summe der
statischen Momente aller auf die beschriebene Weise gebildeten Gewichte

% S0 in Bezug auf die Achsen z und y, so erhdlt man




wihrend

ist.

Werden einzelne Stibe iber die Verbindungsstellen mit den Nachbar-
stiben hinaus verlingert, Fig. 120, so sind diese tiberstehenden Enden

Fig. 120.

bei Berechnung der Trigheitsmomente 7' und
Gewichte G beseitigt zu denken, weil die Mo~
mente nur innerhalb der Verbindungsstellen
abhingig sind von X, Y, Z. Aus demselben
Grunde kommen auch die M,-Flichen der tiber-
stehenden Enden bei Berechnung der Flichen-
inhalte §, und Ermittlung der Schwerpunkte
dieser Flichen nicht in Betracht. Die an den

Verlingerungen angreifenden Kriifte sind nattirlich von Einflufs anf
X, Y, Z, da sie ja von Einflufs auf die innerbalb der Verbindungs-

|
!
1
'
;
|
1

— - a——

7z

{

-.h
e m = AP = —p

— ....“--.._*_:“_

e R 14

stellen entstehenden M, sind.
Wir wenden jetzt die
abgeleiteten allgemeinen Ge-
getze auf den in Fig. 121
dargestellten Sonderfall an.
Es handele sich wie in Auf-
gabe 10 um die Endverstei-
fung einer Balkenbriicke.
Der Querschnitt des Quer-
trigers habe das Trigheits-
moment .J, der St#nder-
querschnitt das Triigheits-
moment J,. Es sei J,=J
gewiihlt. Dann ist das Ge-
wicht des Quertrigers gleich
/, das Gewicht eines Stiinders:
J
J’

also im ganzen
[17] ¢=1+4 2K

h=F,

Der Abstand z, des Schwerpunktes O von der Achse des Quer-
trigers ergibt sich aus der Momentengleichung
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. h ,
[18] Z,G=2h 'T=hh u
Kb
I+ 2w

Das Trigheitsmoment des Stabzuges in Bezug auf die Achse des
Quertriigers ist

[19]cosz)=

_ 1 J a_.2 , ’_1 .
T=—2 3 J.h —3hh -—-shz.G, mithin
T.,=—= T— Ges =12,G (%h—z.) oder
[20] ,
T, = on_ 32,
8
wofir man auch, wegen h'h = 2,l + 2h'z, schreiben darf:
[21] T,=l:L(2l+ K).

Das Triigheitsmoment fiir die y-Achse ist:
EESPEIPE SYEA U
T, = 12 l +2J.h 3 , do i,

i ’

[22] T,=-—l?(l—|—6h).

Auf den Quertriger A'B’ mbgen beliebige lotrechte Lasten P
wirken; die Stinder hingegen seien unbelastet. Die M,-Fliche stimmt
dann mit der Momentenfliche eines einfachen Balkens A'B/, der an
den Enden frei aufliegt, tberein; ihr Inhalt sei $,, ihr Schwerpunkt
habe von der'y-Achse den Abstand e. Die statischen Momente &, und
&, sind

6x=%ozol 6’=%oc
und man erhilt

—x— Bon __ 88

[28] H=X= ,."r. _h(2l-|°-h')’
Boe . ,__ T,
[24] Y= 1‘:’ » Z=-g

Setzt man den wagerechten Stitzenwiderstand H= X mit dem
Kriiftepaare, dessen Moment gleich Z ist, zu einer Resultierenden (deren
Grdfse wieder — X ist) zusammen, so findet man den Angriffspunkt L
derselben (vergl. Fig. 122) mit Hilfe der Gleichung

X LL = Xz,— Z,
woraus
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— T, oh )_i*
L =z—g=2 s %) =3

Der Neigungswinkel f der Mittelkraft R aus ¥ und X ist be-
stimmt’ durch

tgp:Y-_—W—T’
wo
_Ba4en)
(25] T 4k (2141

eine von der Belastung unabhiingige Strecke bedeutet. Bestimmt man
also in der y-Achse im Abstande v von der Achse des Quertriigers einen
festen Punkt ¥ und
verbindet ¥V mit
dem lotrecht unter
dem Schwerpunkte
der Mj-Fliche ge-
legenen Punkte S
der Quertriiger-
achse durch eine
Gerade, so steht
die Richtung der
Kraft R senkrecht
auf dieser Geraden.
Hat man hiernach
die Richtung von R
bestimmt, so findet
man die Grfse von
R, indem man H
mittels Gleichung
[28] berechnet.
Setzt man schliefslich B mit dem Stiitzenwiderstande 4, des einfachen
Balkens 4’ B’ zusammen, so erhilt man den Stttzenwiderstand (K#mpfer-
druck) K, und ganz ebenso findet man K; als Mittelkraft aus R und B,.
Bezeichnet man mit 2z, und 2, die Entfernungen der Quertriigerachse
von den Punkten 4” und B”, in denen die St#nderachsen von den
Kriften R geschnitten werden, so sind die Angriffsmomente fur die
Endquerschnitte 4" und B’ des Quertriigers:

[26] MA:=—H2,; M3v=—HZb,

T. _ 2h
268

*) Nach Gleichung [20] ist
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und man erhiélt die Momentenfliche des Quertrigers, indem man von
der M,-Fliche 4'CB "ein Trapez in Abzug bringt, dessen Endhshen

gleich M, bezw. My sgind.

Durch die Momente M, und Mj sowie

durch die Puukte /4’| B /Céind auch die Momentenflichen I und II der

Stinder bestimmt.

Es mdge noch der Einflufs einer zwischen 4" und B’ aufgebrachten
Einzéllast P, deren Abstand von der Mitte gleich & sei, ftr sich ver-

folgt werden. Die M,-
Fliche ist ein Dreieck von

der the&;—b— (Fig. 123),
dessen Schwerpunkt im Ab-
stande e = —;—-& von der

Mitte liegt. Bestimmt man
also auf der Mittellinie den
festen Punkt ¥’ im Ab-
stande 3» von 4'B’ und
verbindet man ¥’ mit dem
Angriffspunkte C von P
durch eine Gerade, so ist
4"B” | V'C. Die Kim-
pferdriicke K, und K,
treffen P in demselben
Punkte C’; der lotrechte
Abstand n dieses Punktes
von der Geraden A”B”
ist bestimmt durch die
Gleichung *)

n _ A, _Pb
a H IH'
woraus

Nun ist aber

ferner

[28] H=

g4

\ '
u! '
)

(S
1
Fig. 128.

Pab
[27] ﬂ—‘l—H,—'

3 %o

m, d._ 1.

*) Zum Beweise denke man K, wie in Fig. 122 in 4, und R zerlegt.
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8Pab
2h (2144’
und man erhilt daher fiir #» den von der Lage der Last unabhiingigen,
festen' 'Wert

[29] H=

2h ,

Bewegt sich P von A’ nach B, so beschreibt der Punkt C’ eine
Parabel (die Kimpferdrucklinie), deren Achse mit der Mittellot-
rechten zusammenfillt und deren Scheitel C, von L den Abstand #
bat. Der Hufserste Parabelpunkt C” ist bestimmt durch TL | AV’
ud TC” =n.

Noch sei hervorgehoben, dafs man die in der Fig. 123 schraffierte,
von den Geraden A'B, 4”C’, C'B”, 4’4", B’'B” begrenite Fliiche
als Momentenfliche des Balkens 4’ B’ auffassen darf, denn die auf die
Achse 4'B’ bezogenen Ordinaten z des Linienzuges 4”C B” geben
mit H multipliziert die Biegungsmomente fir den Balken 4'B’. Dem
Querschnitte D entspricht z. B. M == -} Hz, was leicht einzusehen ist;
man braucht nur K, von B” nach D’ hin zu verschieben und dort in
B und H zu zerlegen. Formt man H durch Einfuhrung von » um in

Pabd
[81] H =7
so erkennt man, dafs die Einflufslinie fiir H eine symmetrische Parabel
ASB ist, deren Pfeilhthe

(32 1=

ist. Der Last P entspricht H = Pv.

Wirkt auf den ttber 4" und B’ hinaus verlingerten Quertriger
(Fig. 124) links von A" im Abstande a von A’ eine Last P, so ist
die M,-Fliche (welche jetzt negativ ist) ein Dreieck von der Hohe
Pa. Der zur Strecke ! gehdrige Teil dieser Fliche hat den Inhalt

Pal
B=—"
es entsteht also
8 Pal Pa
B3 H=oiGitm—

Der Abstand des Schwerpunktes der Flche §o von der Mittellinie be-
triigt e = % i, weshalb
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und hieraus folgt A"B” | A'V. Fur 4, und B, erhilt man

Pb Pa

dy=—7—, By=———
Die Lage des Punktes C”, in welchem der Kémpferdruck K, die

Achse des linken Stinders schneidet, ist durch die Gleichung

A’C":l=B,:H
bestimmt, und zwar folgt hieraus B

A” C” — n.

-

e f _'

SN OO
Bl

Fig. 124.

Die Fliche zwischen den Geraden A'B" und C”B” darf als Mo-
mentenfliche des Balkens 4’5" aufgefalst werden. Dem Querschnitt D
entspricht M = - Hz. Fir den Querschnitt B* ist M = Hz,, wihrend
man an der Stelle 4" entweder M — — Pa oder M — H (n — ¢,) er-
hiilt, jenachdem man den Schnitt links oder rechts von der Mittellinie
des Stinders 4 A’ fuhrt.*) Den Stinderquerschnitten 4’, B’ entsprechen
die Momente M, — — Hz,, My — — Hz,.

*) In Wirklichkeit ist dieser schroffe Ubergang selbstverstindlich nicht vor-
handen.

Miller-Breslau, Die ncueren Methoden der FestigkeitsleLrc. 9
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Die Einflufslinie fur H infolge von Lasten, die links von A4’ oder
rechts von B’ liegen, besteht (wegen H= —P%) aus den End-

tangenten der Parabel ASB.

Greift an der Endversteifung eine wagerechte Kraft P an,
Fig. 125,*) so fuhrt man als statisch bestimmtes Hauptsystem zweok-
mifsig den bei B fest eingespannten, bei 4 freien Stabzug ein. Es
wird dann nur der Stinder B'B durch Momente M, beansprucht und
der linke K#mpferdruck ist die Mittelkraft aus den Widerstinden X
und Y und dem Kriftepasre Z. Bedeutet ¥ den Hebelarm von P in
Bezug auf B, so ist die M,-Fliche ein Dreieck vom Inhalte

R W 5’
f - . -
[} B —===%
F : |
S I /) W~ ' |
| ! L
| I
I ' .
! '
T S A
;L_*. e L o by
[} |
g — g1y
Fig. 185,
E . s k
Fo = —Pk—2-; ihr Schwerpunkt liegt im Abstande 2, —g von der

z-Achse, und es ist daher

s )= )

J 1 Pk3l J
C&=—% =t 7

Man erhiilt also:

k
2 _ =
e (e—3) , U A
2T, 7. T 4T, J. YT 26 U,
und ist nun im stande, die Angriffsmomente fiur die Querschnitte A,
A, B, B zu berechnen. Es ist

*) Es handelt sich hier um den Einflufs des Winddrucks. Der Windver-
band liegt in der Regel unterhalb der Achse des Quertriigers.

[34] X=
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i
M=+ Xe,— Y —2
MAI=‘—X3,—Y‘;——Z

[85] | ;
Mp=—Xr,+ Y5 —2

M, = + Xz, + Y%—Z—Pk.

Durch diese vier Momente ist die Beanspruchung des Rahmens
auf Biegung vollstindig bestimmt.

Aufgabe 12, Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug
mit steifen Ecken, an dem sich gegebene Lasten das Gleichgewicht
halten mdgen, 14(st sich nach Fig. 127 auffassen als ein an zwei Enden
C und C’ eingespannter Stabzug. Die beiden Einspannungsstellen fallen

A

Pig. 136. Fig. 127.

zusammen. Der Querschnitt C darf beliebig gew#hlt werden. Ersetzt
man die im Querschnitte C aunftretenden Spannungen durch ein Krifte-
paar Z und zwei Kriifte X und Y, so lifst sich das Biegungsmoment
fir irgend einen Querschnitt D auf die Form bringen
M=M, —XYy— YX—Z

wo y und # die vom Schwerpunkte(/des Querschnitts D auf X und Y
(die sich nicht rechtwinklig zu kreuzen brauchen) gefillten Lote be-
deuten und M, das Biegungsmoment infolge der am Teil DC des Stab-
zuges angreifenden Lasten P. )

Wird das Koordinatensystem (x, y) ebemso wie bei Aufgabe 11 so
goewihlt, dafs die Gleichungen

J, _ J, _ A
[1] /dea-—O, /dee-—O, j&-‘?—i}ds—o

erfilllt werden (Seite 122), so gelten fur X, ¥, Z die auf Seité 124
abgeleiteten Gleichungen:

9*
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_ &, _ 6
(2] X=-7, Y= T
Je
A
(3] Z.="‘—G—“'

Als Beispiel untersuchen wir den in Fig. 128 dargestellten Rahmen,
der bekanntlich bei der Querversteifung eiserner Briicken eine grofse
Rolle spielt. Zum Trigheitsmoment J, wihlen wir das Trigheits-
moment J, des Querschnitts des Quertriigers. Die Gewichte von Sténder
und Querriegel bezeichnen wir mit

J“ ’ J‘
7 h=h und 7 1=/.

Das Gewicht des ganzen Rahmens ist dann

4] G=1+T+2K;

seine wagerechte Schwerachse ergibt sich aus der Momentengleichung

z,G=lh—|-2k'-%=h(l+h’) zu
_ RGER)
B ==
1
|
o :({'y/

——— oo Stk
TKTT T TV ¢ \----’--*-—o——l-a&/
:Zo (0 Jo l :

R L
: Z Jy :’L r
12y Ju ‘|’ X |
| | |
|

Al bly d,
SRR A

£ ¥ X

Fig. 128.

Den Schnitt C fubhren wir durch die Mitte des Querriegels. Die
in die Figur eingetragenen X, Y, Z mdgen sich auf den links vom
Schnitte gelegenen Querschnitt C' beziehen. Da die Y-Achse eine Sym-
metrieachse ist, werden die Bedingungen [1] erfullt.

Das Trigheitsmoment des Rahmens in Bezug auf die Achse des
oberen Querriegels ist
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7,—2 2 "+lh’ h’(2h+l)
und ftir die X-Achse
PRI SRl AR U Yy
Setzt man z,—h — 2,, 80 erh#lt man
(6] T.=h|z (h’-{—l)—%h’h]—
Das Trngheitamoment fur die Y-Achse wird

T,_ s-|- s +2h( )2"

11 T,= H(z-|-z'-1— 6K).

Wir untersuchen getrennt den Einfluls der Lasten H und P.
1. Einflufs der wagerechten Kriifte H. Fig. 129. Im Falle
X=0, Y=0, Z=0 sind der obere Querriegel und der rechte

" 90%-=-2
|
.’3//' :
N 0o
N / —r [}
L L
Condll | w
e
;73 e, | i
(4 ke |
. | *V E’g‘ | TV Hr
fﬁ{/[’ /}’///b////H/// frew
HF \\\
Fig. 129,

Stinder spannungslos. In den Sttzpunkten 4 und ‘B werden zwei
gleiche aber entgegengesetzt gerichtete Widerstinde ¥V = ? hervor-

gerufen. Die M,-Fliche des linken Stinders lilst sich in ein Rechteck
und ein Dreieck zerlegen, beide Flichen von positivem Vorzeichen; die
M,-Flache des Quertriigers zerfillt in ein positives Dreieck und ein
negatives Rechteck. Man erh#lt:
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=2 (Hc.h-I-H—) +-2—

6,=—-3—(He.h + Hi)i+£f-’..’_,

6,=—'§'—:[He.h Zu— ) +H h .e.. b )]-I— (Hﬂ —He..l)z.
und findet ‘

— _Hg ¥ @en 4+ 1) 41 (F— 2],

Y=

12T,

S T YA YA I}

Der Ausdruck fur X lifst sich umformen in
1 e, ehh -+ 6e.2.l
!
Setzt man X mit Z

. Y zusammen, 80 erhilt man
e eine Einzelkraft X im Ab-
H

57 stande
2

, zZ
By = By— &

X

von der Achse des Quer-
trigers, und diese Kraft X
B kann man dann mit ¥ zu
einer Mittelkraft K ver-
einigen.
Ist e,=¢,=0 s0 er-
. A gibt sich (Fig. 180)
Tig. 180. z— HhQtH) Hz
2G 2

— >y
o
~

N|§ EN
g:_'\

~

1 ,
X=—7H; g, =z, +2,=h,

Hrl@Br+0) &

_ 41
Y= 127, B Ay’ ++
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Die Biegungsmomente fir die 4 Ecken sind dann
H l

M4=—2‘h—Y—2—, M3='—MA;
l l
MA:=—Y?, M3c=+ Y—2"
Ftir den Fall J,=J,, also ! =10, erh&lt man
H h Hh
Y=TT, MA=M3=—MB=—M“I='—4—’

2. Einflufs der senkrechten Lasten P. Fig. 181a. Am
Quertriiger 4B mdgen Lasten P angreifen, die zwischen 4 und B
liegen, die Kragarme seien also unbelastet. Die M,-Fliche stimmt dann
mit der Momentenfliche eines einfachen Balkens 4 B tiberein, der an
den Enden frei aufliegt; ihr Flicheninhalt sei §, und der Abstand
ibres Schwerpunktes von der Y-Achse sei e. Dann ergibt sich

5:':50" @n=—'%0z~’
) _ Boe _ To 2
Z= G’ Y= T, , X= T

" Setst man X und Z zu einer Mittelkraft, deren Grdfse wieder
= X ist, zusammen, so findet man deren Angriffspunkt in der Hdhe
, z T, G+ T, T,
WEAT T «t Ge. Gz, 8,

wo T, und &, bezw. das Triigheitsmoment und das statische Moment
des Rahmengewichts in Bezug auf die Achse des Quertrfigers bedeuten.
Da nun

, h! .
T.=l’h’+ 2h 3

@..:fh-{—-?h’—;——

ist, so ergibt sich ftir z, der von der Belastung des Quertriigers un-
abhlingige Wert

Die wichtigsten Belastungszustinde sind nun die folgenden.
Gleichférmige Belastung mit g fur die Lingeneinheit Fig. 131b.

Die M,-Linie ist eine Parabel vom Pfeil% g% Es ist
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Fig. 181 a—d.
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gldz,

127,°
Eine Einzellast [P, Fig: 181 ¢;entspricht als My-Fliche im Dreieck

von der Hthe ﬂ;b— , dessen Schwerpunkt von der y-Achse den Abstand

=%E hat. Man erhilt:

X=— Y=0.

Pabz, ab&

X=— —W, Y=+4—+-

Liegt eine teilweise gleichfdrmige Belastung, welche p fur

die L#ngeneinheit sein mdge und die Strecke ¢ (Fig. 181d) bedecke,
vor, so erhilt man die M,-
Fliche wie folgt. Man be-
trachtet pc als eine im
Mittelpunkte der Strecke ¢
angreifende Einzellast, er- _7_

mittelt das zugehdrige Mo- a r
il

5

l |

mentendreieck 4'JB und =
berechnet dessen Inhalt:

b
pe —02— - Nun bestimmt man 3P

senkrecht unter den End-
punkten D und E der be- l (L
lasteten Strecke ¢ die Punkte 4l il I| 1
D' und E' der Geraden 4'J Fig. 182.
und B’J und zeichnet eine

Parabel D'HE’, welche die Geraden 4'J und B'J in D’ und E be-
rtihrt. Die in Fig. 181d schraffierte Fliche ist die My-Fliche. Es ist

2
FH=HJ = 2° . Der Inhalt der von den Geraden D'J und EJ

8
., 1 pc? ped .

und der Parabel begrenzten Fliche ist 3 8 T Es ergibt
sich also

g — pabe  pct

0T 2 24’

. pabe & pet
&="3""3 24 5
S, 8o 2. )

Y=-2, X=—

T,’ T,
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Wird der linke Ausleger durch Lasten P, deren Mittelkraft =P
sei, belastet, Fig. 132, so ist die M,-Fliche des Quertrigers ein Dreieck
von der HShe 4’4" = —d3P, wo d den Abstand der Mittelkraft
von AVigt//. Man(erh¥lt

ld a 1
Fo=—23IP 5 &,=—23P > e

Aufgabe 13. Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug
werde ungleichmifsig um #° erwlirmt. Infolgedessen werden die Stab-
querschnitte durch L#ngskrifte N und Momente M beansprucht und
zwar ist fiur den Querschnitt an der Stelle zy

1] M=—Xy— Yz — 7,

[2] N=+4 Xcosa -+ YcosB,
wo @ und § die Winkel sind, welche die den Punkt zy enthaltende
Stabachse mit den Richtungen X und Y bildet. Zur Berechnung von
X, Y, Z dienen die Gleichungen

M oM oN
7 ex ¥ "'f‘_fd""o
M oM N
(3] Eror +f 2y =0
' M oM .
fE—JTE‘“ =09

Werden die Richtungen von X und Y wieder so gewihlt, dafs

J, _ J, _
‘/;KJ:“ds—O, fa: Jda—O,

so ergibt sich

EJ,[cetcosads
[4] X= / T ’
(5] Y= EJ,[etcosBds ’
T,
Z=0.

Schreibt man nun allen Punkten eines und desselben Stabes ein
und dieselbe Temperaturinderung zu,**) so gehen die fir X und Y
gefundenen Ausdrticke tiber in

*) Vergl. Seite 87, Gleichung (51). Die Integrale ; 7 gi ds und f EF
oN

Y ds haben wir, wie in Aufgabe 12, vernachliissigt: Auch haben wir At =0

angenommen.
**) Lingere Stibe kann man in kiirzere Stiicke zerlegen und jedem Stiick
einen besonderen Wert ¢ beilegen. Auf diese Weise lifst sich der Genauigkeits-
" grad der Rechnung beliebig steigern.
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¢eEJ Sts,

[6] X=— —
\Or sEJ, 3ts,

Py == 7

wo s, und s, die Projektionen der Stablingen s aunf die Richtungen
von X und Y bedeuten.

Beispiel. Es liege der in der Aufgabe 12 untersuchte Rechteck-
Rahmen vor, Fig. 138. Der obere Querriegel werde erwirmt um ¢,,
der untere um ¢,, der linke Stiinder
um ¢, der rechte um ¢. Um den cC’
Projektionen s, und s, der Stablingen - g -

das richtige Vorzeichen zu geben, um- .
fahre man, von der Einspannungs- I Y l
D¢

stelle C’ ausgehend, den Stabzug und 7
deute dies durch Pfeile an; man er-
kennt dann, dafs die Projektion s, des
oberen Querriegels = —- I ist, die des
unteren = — !, und die Projektion s,

des linken Stiinders = -}- k, des rechten Fig. 183.
Stinders =— — k. Man erbilt daher

¢eEJ L, —1t)

X=—

Fig. 134.
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eEJ.h(t,—1)
T .
Ist also ¢, ¢, und ¢, > t,, so entstehen negative Werte X und Y.
Ihre Zusammensetzung zu K fihrt zu der in Fig. 134 dargestellten
Angrifisweise des Rabmens. Die durch Schraffierung kenntlich ge-
machte Momentenfliche ist durch Berechnung eines Eckmomentes, bei-
spielsweise des Momentes M; — — Kr bestimmt.

Aufgabe 14, Untersuchung der Triiger der in Fig. 135 skizzierten
eisernen Treppe.

Wir versehen die Podesttriiger mit den Ordnungsziffern 1, 2,..r,
(r 4+ 1),.. und betrachten zun#ichst die Wange (r — 1) —» und zwar
unter der Voraussetzung gelenkartiger Endbefestigungen, Fig. 136.

Y=—

Y

- ——— -

""'R"“' -
]
q t
.
:
C
i

O .

r-y r
14
€ — = = - - l---=-~- »
Fig. 185. Fig. 186.

Eine lotrechte Last P ruft bei » — 1 und » schrige Widerstinde
L und R hervor, die nach lotrechter Richtung und nach der Richtung
der Wangenachse in 4 und C bezw. B und C zerlegt werden. Die
Seitenkriifte C sind entgegengesetzt gleich und auf statischem Wege
nicht bestimmbar; ihre wagerechte Seitenkraft werde mit X, bezeichnet.



— 141 —

Fir 4 und B erhilt man aus den Momentengleichungen (in Bezug
auf » und r — 1):

Al— Pb=0; Bl— Pa=0,
die Werte
Pb Pa
A= =7

welche mit den Auflagerdrticken eines einfachen Balkens tibereinstimmen,
dessen Stlitzweite gleich der Horizontalprojektion ! der Wange ist. In-
folgedessen sind auch die Biegungsmomente fiir den ansteigenden Triiger
und fiir den wagerechten Triger (r — 1) — r gleich grofs. Bedeutet
also ¢ die Belastung fur die Lingeneinheit der Horizontalprojektion I, so

ist das grofste Moment M — -;— q!*, Fig. 187, und die Beanspruchung
der Wange: .

Fig. 138.

wo W das Widerstandsmoment und F den Inhalt des Querschmitts be-
deutet. Das zweite Glied ist unwesentlich und darf stets vernachlissigt
werden. .

Auf den r%" Podesttriger werden nun seitens der Wangen die
folgenden Krifte ausgetibt, Fig. 138. In lotrechter Richtung wirkt die
Belastung: ¥V, 4 (X, — X, ,,)tg @, wo ¥, den Einfluls der vorhin mit
A und B bezeichneten Kriifte bedeutet, ferner in wagerechter Richtung
die Belastung X, + X, ,,. Die beiden Lasten P, und P, in Fig. 135
i ll“' +ﬁlﬁ. Alle diese Krifte dtirfen
in der Mitte des Podesttriigers angreifend angenommen werden; sie
erzeugen fir den nach Fig. 138 auf ein Achsenkreuz u, v bezogenen
Querschnitt, im Abstand = von der Sttitze (Fig. 185), die Biegungs-

wiirden z. B. erzeugen: V, =
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momente™)

M= [V, + (X.— X1) tg o]
m X
M= > (X, + X.4) .

Aufserdem verursacht die Belastung des Podestes noch ein Moment
M,, dessen Grdfstwert bei z=%b

1
— bt
M=3eb
ist, wenn ¢, die gleichmiifsige Belastung fiir die Einheit der Linge b
bedeutet. Die Momente M,, M, nehmen ebenfalls an der Stelle

z= ; b ihre Grdfstwerte an, weshalb die Berechnung der Bean-

spruchung auf Grund von

M” ] —1— [V,. + (X,.'— Xr-l-l) tg a] b + _;_g"b”
an X
M.:: -—4—- (X' + Xr+l) b

zu erfolgen hat. Sind J, und J, die Querschnittstrigheitsmomente in
Bezug auf die Achsen % und v, ferner e, und e, die Abstiinde der &ufser-
sten Querschnittspunkte, so sind (ftir den hier vorausgesetzten Fall eines
symmetrischen Doppel--Profils) die Beanspruchungen o; und o, in den
in der Fig. 138 mit 1 und 2 bezeichneten Eckpunkten:

e (s ),
(III) “ L - L ] L
o, =+ M~’°_¥";=°_'(M~__ e J. M.)
2 . J. T, e J,
Fir die Eckpunkte 3 und 4 erhilt man
g3 == — Oy und 6, = —g,.

Das Moment M, ist stets positiv, hingegen wird M, positiv oder
negativ ausfallen, je nachdem X, -} X,,, positiv oder negativ ist. Im
ersten Falle entstehen die grdfsten 'Beanspruchungen an den Stellen
J und 4, im zweiten Falle an den Stellen 2 und 3.

Die Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grifsen X soll

*) Der Podesttriiger mufs als an den Enden frei aufliegender Triiger
berechnet werden. Die Einmauerung der Enden darf nicht als Einspannung
betrachtet werden.
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(unter Absehung von Temperatnrlndemngen) mitfels der Bedingungen:
04 N GN M, oM, ‘M, oM,
°x | EF,2X T EJ,. ex o=t ‘EJ, 0X

deren Anzahl mit der Anzahl der X tibereinstimmt, erfolgen. X, tritt nur

in M,, M, fur den Podesttriger (r — 1) und r und in N fur die beide
Triger verbindende Wange auf. Es ist fur den (r — 1) ten Podest-

triger:

dz =0,

v Z(b— oM,
=L it K — X tgo] + 22207, T 24
oM,
='2_(Xr-l+Xr ) -————'+—-
fir den r* Podesttriiger:
_z _ gr(b—z) M, =z
M = 2 [V,.+(X,. Xr-H) tg ¢]+ 2 H GX,_+2 tga,
=z oM, z
Mo__z_(X'+-Xr+l)1 "a‘—X;-—+2 N
fur die Wange (r — 1) — r:
N=X, seca, aX'=xsecun,
. . o4
weshalb die Gleichung X 0 launtet:
b .
X, lsecda* ! d
Lk /thga[V-n+q,-x 6—2) + (X, — X) tga] &

0
Y

’ . §
+2f”T'(X,-.+X»‘j’,—f+2[’%tgam+q,(b—x)

3 :
SNEAS BITE /”T (% + X 22 =0,

v

und nach Ansfuhrnng der Integration:

X.18sec®
;o'c . 48 J [(Tr-l r) tg x + (Xv-l —2X, + Xf'!'l) tgz a]

+ m (Xr—l + 2Xr + -Xr+l) = 01

*) Fir die Wange istfdz:lseca.



wo

— 144 —

T, = V,+%q,b

oder, pach ‘den Grilsen X geordnet,

wo

XX +2X,x+ X, X' =N,,

®=1— :;,' tg? a,
= Jo_ 1o Job oot
x =1+ 7 tg a+24Fb'sec a,

N=-""tga (T, — T).

Die Zahlen x" und % weichen von 1 so wenig ab, dafs man stets

gentigend genau setzen darf:

und man erh#lt deshalb fur den in Fig. 135 dargestellten Fall einer
durch drei Geschosse reichenden Treppe, deren unterste Wange bei 0
ein wagerechtes Gleitlager erhalten mdge (weshalb X, = 0 wird), die

Xr—l+2Xr+Xr+l=N;‘1

funf Elastizititsgleichungen:

2X, + Xy =Ny,
X, 12X, + X, = Ny,
Xy +2X,+ X; =N,
X+ 22X, + Xy =N,

X, + 2X, = Nj.
Die Aufldsung ergibt:
6X,=— 5N, —4N,+ 8N, —2N,+ N,
6X,=—4N, |+ 8N; —6N, + 4N, — 2N,
6X,— 8N,—6N;+ 9N, —6N; -+ 8N,
6X;, = —2N; 4Ny — 6N, 8N, — 4N,
6 X, = N, —2N; 4+ 8N, —4N; + 5N,.
Driickt man die N durch die 7 aus, so findet man:
1 J,
X,———-? 7. tgaH,, wo
Hy= b5T,— 9T+ 1Ty— 5T,+ 38T;— T,
Hy=——4T, + 12T, — 14T, + 10T, — 6Ty} 2T,
H= 38T, — 9T, + 15T, —15T,+ 97T, —8T,,
Hy=—2T + 6T,—10T;+ 14T, — 12T, | 4 T,
Hy = T,— 8Ty+ 5Ts— 1T,+ 9T;— 5T,

4
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und erhdlt nun fur 6, und o, (vergl. Seite 127) nach leichter Zwischen-
rechnung die Formel

°x}_1-"_[ (#-0  Togq) B2
o)~ as LT E\E -+ )
o A tg o 1 .
+ H,,, (i'. . ——J—tga "gé“+‘2‘9rb]~
wobei das obere Vorzeichen &, liefert, das 102
untere o,. T
Ist beispielsweise tg @ =— 0,6 und erhal- °|30“
ten die Podesttriiger das Normalprofil Nr. 28, &k ~l
Fig. 139, mit .
¢,=— 51 mm, ¢, — 115 mm, 2.6
J, = 191 em*, J, = 3657 cm?, Fig. 189.
so entsteht

6, = :—Jb— [V, + 0,05 H, + 0,04 H,,, -+ 0,5 ¢,b],

e b
% = 3J.

Insbesondere ergibt sich flir die Beanspruchung ¢, des Podest-
trigers 1 (auf deren Berechnung wir uns hier beschréinken wollen)
weégen H,=— H, = 0 und H,,, = H,:

[V, — 0,04 H, — 0,05 H,,,} 0,5 g,b].

eb ., "
(IV) Gy =4—'J~[V + 1 4 _], wo
(V) V'=1,20¥,—0,36 ¥, 0,28V — 0,20 ¥, + 0,12 V;— 0,04V,
b1 '

Der erste dieser beiden Ausdrticke, n#mlich ¥, hingt nur von
der Belastung der Wangen ab, der zweite von der Belastung der
Podeste.

Liegt eine die Wangen entlang wandernde Last P —1 (Fig. 140)
zwischen dem zweiten und dritten Podeste im Abstande = von Triger 2,

1—
so erzeugt sie V, =1 - _l_x -uand V=1 —;—, wihrend alle tibrigen V°
Null werden. Es entsteht dann

’ l_
V'=—0386-- T +o,28 T’

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 10
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das ist eine Funktion ersten Grades von z,
woraus folgt, dafs die zur Wange 2—3 ge-
hirige Einflufslinie fir ¥ eine Gerade ist, die
bei # — 0 und x =1 die Ordinaten — 0,36
und - 0,28 besitzt. Auf diese Weise gelangt
man zu der in Fig. 140 dargestellten Einflufs-
linien fur V'; sie ist durch die Koeffizienten
der Grdfsen V in Gleichung (VI) bestimmt.
Thr Fltcheninbalt ist

3—_-1[1,20 — 0,36 4 0.28 — 0,20 4 0,12
w sl

0,04
—_ —2——] =1,021

Hiervon entfillt auf den positiven Teil der
Einflufsfliche:
l._20‘

1
3_ [120+120+036

0,28 0,28
T 0,85+ 028 0,28 F 0,20
0,122 0,122
0.20-0.12 +0,12 + 0,04
und auf den negativen Teil (absolut ge-
nommen)
Fig. 140. §=12711—1,021=0,251

=1,271,

Wir zerlegen nun die Belastung der Wange in
die stindige Belastung g fir die Einheit der L#nge !
und ,, bewegliche ,, D v i " R A
setzen p |+ ¢ = ¢ und belasten, um das grofste o, zu erzielen, die
positiven Beitragsstrecken mit g, die negativen mit g. Wir erhalten dann

meeV' =T — 9§ = (1,279 — 0,25 g)1

Sind ¢ und ¢ bezw die stindige und bewegliche Belastung fur
den Podesttriger, so wird V" ein Grofstwert mit ¢, =gy =¢; =¢
und ¢ =g, ==g¢ = ¢, und zwar ergibt sich

’” 1 ’ ’
also schliefslich:

e,h - ‘ nt
a0y = 4J—[(1,27 g— 025 9) 1+ (79 —39)3]'
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Wird das Eigengewicht der Treppe fur das qmn Grundfliche zu 200 kg
angenommen, die bewegliche Belastung zu 800,*) so ist, mit den in der
Fig. 135 angegebenen Abmessungen, fur die Wange:

g= 200--%4- = 140 %, q = (200 -} 800) 1—;4- = 1700 %’
und ftir den Podesttriger:
1,6 kg

f— = = it
g = 200 2 160 m

, 1,6 kg
== 0 Bl — —
g == (200 +-800) —) 800 —
Man erbilt dann

(1,27 9—0,259) 1+ (7 q'—3g’)—% = 4781 kg

und, wegen o = W, =318,

€

L _ 4781280 5
mesT1 T 4.318 cm

Nach der gewdhnlichen Berechnung h#tte man in der Mitte des
Podesttrigers die Belastung ¥V, = ¢/ angenommen und die Krifte X =10
gesetzt. Dann wire entstanden

e.b ,
G =7 [g! + 0,5 ¢b],

und hieraus hitte sich 6, — 790 kg'em? ergeben, d. i. ein um etwa 49§
za kleiner Wert.

k
=— 1052 __y?,.**)

§ 16.

Berechnung der Verschiebungen von Punkten gerader Stibe
und der Drehungswinkel von Tangenten an die Stabachse.

1) Umformung der Gleichungen (37) und (38) im § 12. Um
die Verschiebung 3, eines in der Krifteebene gelegenen Stabpunktes m
nach einer in die Kriifteebene fallenden Richtung mm’ zu berechnen,
bringe man im Punkte m eine durch m’ gehende Last ,,Eins* an und

*) Die Treppe diene zur Beforderung schwerer Lasten.
**) Ganz ebenso werden die iibrigen Podesttriiger untersucht. Wir fanden
fiir sie etwas geringere Beanspruchungen.
10*
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bestimme die hierdurch hervorgerufenen Anuflagerkriifte c, Biegungs-

momente M und Langskrifte N. Sodann erhilt man fur den Fall,
dafs die Glexcbung (41) und (42) auf Seite 89 gtiltig sind:

MM ¥ -
(54) b, _/NN‘” f Mdz | [et,Faz + eAt%dx——-L,

wobei

L = virtuelle Arbeit der Anuflagerkrifte c,

N = Ltngskraft, ] hervorgerufen durch die wirkliche

M = Biegungsmoment | Belastung,
withrend ¢, und A¢ die auf Seite 89 erklirte Bedeutung haben.

Die Gleichung (54) ergibt sich aus der Gleichung (87) mit Beach-
tung der Gleichung (46) und (47).

Ist der Stab (oder die Sta.bverbmdung) statisch nnbestunmt, 80
ditrfen bei der Berechnung der C, M und N alle statisch nicht bestimm-
baren Grifsen gleich Null gesetzt werden, wobei es freisteht, in welcher
Weise der Stab in einen statisch bestimmten Haupttriiger verwandelt wird.

Man darf auch schreiben (nach Gleichung 38):

N ©ON M oM oN

(53) . —fEF 2P By et [thr,

At oM ocC
+/‘T 2P, 05— 2p A
wobei P,, eine in m angreifende, durch m’ gehende Last bedeutet, welcher
nbtigenfalls nach Ausfihrung der Differentiation der Wert Null beizu-
legen ist.

2) Drehung einer Tangente. Der Winkel t., um welchen sich
die im Punkte m an die Stabachse gelegte Tangente bei der Form-
#inderung des Stabes dreht, ist gegeben durch die Gleichung

MMd - M -
(548) . _fNNd” f T+ [et, Naz -+ eAt—h;:—d.t—L,

wobei N =— L#ngskraft,
M = Biegungsmoment [
N = Liingskraft, fur irgend einen Querschnitt des
M= Biegungsmoment Haupttrigers,
falls auf letzteren ein im Punkte m angreifendes Kriftepaar wn-kt
dessen Moment M, = 1 ist (vergl. Seite 85).
L bedeutet die virtuelle Arbeit der gleichzeitig mit N und M ent-
stehenden Auflagerkrifte.
Man darf anch schreiben, entsprechend Gleichung (38a) und mit Hin-
weis auf Gleichung (55),

dx

infolge der wirklichen Belastung,
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5 N eM
fEF . +fEJ am, 4T ”"am dz
At |ioM i
2 oM, &
wobei das Moment IM,, nach Ausfiuhrung der Differentiation gleich Null
zu setzen ist, wenn das im Punkte m angenommene Kriiftepaar in Wirk-
lichkeit nicht vorhanden ist.

3) Handelt es sich um einen Krper, der aus einem Fachwerke und
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
Stiben besteht, so tritt auf der rechten Seite der Gleichung (54) und
(548) noch der Wert hinzu:

SSs

+ SetSs.
auf der rechten Seite der Glexchnng (55) der Wert
Ss 'c"S
2 %F EF’ Z‘P + 2et 3 p °p,’
und auf der rechten Seite der Gleichung (55a) der Wert
Ss 08 es .
‘EF oM, @ﬁR.. )

S bedeutet die gleichzeitig mit N und M entstehende Spannkraft
eines Fachwerkstabes.

Bei Anwendung der Gleichungen (55) und (55 a) diirfen die statisch
nicht bestimmbaren Grfsen X als Konstanten aufgefalst werden; es
gentigt, die Integrale und Summen tber den statisch bestimmten Haupt-
triiger auszudehnen.

Aufgabe 1. Der in Fig. 141 dargestellte, ursprunghch wagerechte
Stab mit einem eingespannten und einem P
freien Ende sei gleichmilfsig und aulserdem
im Punkte 4 mit P belastet. Gesucht die
senkrechte Verschiebung & des Punktes 4. ,°
E und J seien konstant; Verschiebungen
der Sttitzpunkte seien ausgeschlossen, hin-
gegen soll eine ungleichmiifsige Erwiirmung
(nach Fig. 77) berticksichtigt werden.

Es ergibt sich

1 oM oM,
8= LJ[Man+ /epd)

v [}

x-

T T e T
G L

Fig. 141,

*) At=1¢, —t,, wobei t, = Temperaturiinderung fiir den untersten, ¢, desgl.
fiir den obersten Punkt des Querschnittes.
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px? M
2 ' P

1
.cont ( : m_’) _ At
d= EJf Pz 5 dz—¢ A zdzx,
0 “w
s

! (_P_ pl) o
7 s EMM

Mit Hilfe dieser Gleichung findet man fur einen ungleichmilfsig
- erwiirmten und gleichm#fsig belasteten, bei

= — Pz —: —z,

8N

/., A frei aufliegenden, bei B wagerecht ein-
(e //// 5z gespannten Balken (Fig. 142), dessen linke,
2 urspriinglich in der Wagerechten durch B
/’ gelegene Stlitze sich um & gesenkt bat, die
l/;/; Beziehung:
7, l ‘
Fig. 142, N 8= FJ( +p )_‘M—

und hieraus die Auflagerkraft

A=-3;i— 3E"[a+ At J

Aufgabe 2. Es soll die Senkung 3 des Punktes A des in Fig. 143

dargestellten, mit P be-

lasteten, festen Krahnes
berechnet werden.

Verschiebungen der Stiitz-
punkte und Temperatur-
#nderungen seien aus-
geschlossen. Es seien

F und J==Inbalt und

Triigheitsmoment des
Querschnittes von Stab
AC,

F, und J; = Inhalt und
E Triigheitemoment des
oo Querschnittes von Stab

CE,

Fy = Inbalt des Quer-
schnittes, s = Linge
von Stab BD,

E, E,, E; bedeuten die entsprechenden Elastizitateriffern.

Wir wenden Gleichung (54) an und setzen L=0,t, =0 At= 0.
M und ¥ entsprechen der Last P=—1, und es folgt N = PN,
M = PM, mithin:

R}
i B
®
]
1S

M

ugl

1--—-—’;‘-——-«-—- aN

7%
‘
2

Fig. 148.
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Nidr M2d.c
O s=rp| [T+ [
In Fig. 148 sind)idie| der/Last) P= 1 entsprechenden Momenten-
fiichen fiir die St&be AC und CE dargestellt; sie sind bestimmt durch
Mz =1-/, = Moment fur Querschnitt B und

ip =1.1 = n » die Querschnitte zwischen D und E.
Die Spannkraft S im Stabe BD ist
- l
§=—1. — (folgt aus der Bedingung Sr 4 Pl=0),

wobei » das Lot von C auf BD.
Es folgt nun, wenn / CBD = a ist,

fur Teil l,:ﬁ:lurl,, j M;‘f;. = 372,:]—, N=0;
fir Teil z,:ﬁ=1-§:- b “;“’I” _';%j’
17=—S-cosa=—{—%cosa, _A%;'i=i’ s’a—ElI,}—
fur Teil fy: M =1- —":— : /—f“; :32’31 ,
e Vg !

Fm— e e / EF w EF’
fur Teil Q:ﬁ:l-l, j.?!%=£%,

— \'2

N=—1, ] S “‘E{‘f;‘

fur Teil DB=3:ﬁ=O, F=—§=__,
"Nidx 12

EF ~ r® EF,
Addiert man die berechneten Integx alg, soerhilt man nach Gleichung (I):

2 2L
d=Pp [ FF°°S “+b B a+EF2)+—E_FT+£E,L

- ls
b (5]
Aufgabe 3. Um welche Strecke 3 senkt sich der Mittelpunkt S
des Balkens AB des in Aufgabe 9 (§ 14) bebandelten Krangertistes?
Beztiglich aller Bezeichnungen wird auf § 14 verwiesen; die dort ge-
zeigte Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Auflagerkraft X mufs
der Ermittelung von 3 vorausgehen. Hieranf wird die Stabverbindung
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statisch bestimmt gemacht, beispielsweise’durch das bei D (Fig. 144)
angeordnete wagerechte Gleitlager, und der so erhaltene Haupttriger
im Punkte S mit der senkrechten Kraft ,Eins“ belastet. Es entstehen
bei D und C.senkrechte Gegendriicke (= §), welche im Verein mit
. der Last ,,Eins‘“ Momente M

D {2 __,I._____ TR und Lingskriifte lVerzeugen, und

S — : 2 es ergibt sich aus diesen — wenn

) I, Verschiebungen der Sttitzpunkte
Y und Temperaturiinderungen un-

: berticksichtigt bleiben sollen —

R

Fig. 144.

@ b __/g_de 4+ I\Nd:c
wobei M = Blegungsmoment und
N=L#ngskraft fur die wirkliche,
inFig. 103 dargestellte Belastung.

Fur die linke Hilfte des Stabes
ABist N=0, M=}z, M =M,
—_ X h und

l

MMdz
/ ohi EJ/(MO—XIJ) —dz

(']
Xhl’
=%EJ (f Mozdz — :

M, bedeutet die Ordinate der frither erklirten einfachen Monienten-
fliche ALB (Fig. 104 und Fig. 145), welche durch die Mittel-Senk-
rechte in 2 Teile zerlegt wird, deren Inhalte = F’ und = F”, und deren
Schwerpunkts-Abstinde von den be;l?chbarten Avuflagersenkrechten — ¢’

und =¢” sind. Da nun F'¢' = f M,zdz ist, so ergibt sich fur die-

linke Hilfte des Stabes AB: °

MM dx ( Feé Xhli )
EJ 2EJ 8 ’
und fiir den ganzen Stab:

MMdz 1 ( R Xh-l’)
f“'k.z‘—m Fé+ £ —=

- 1 = Rb
Fiur den Stab 4D ist: N=——2—, M=0,N=— 7
Seite 113 und Fig. 103) und

’

(vergl.
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fNTde __ RV h

EF ~— 21 E F,’
und dem Stabe BC ‘entspricht: ﬁ:——;—, .h—d=0, N=—-£;——,H
NNdx _Rd’ &
“EF T 21 EF,
Ftr beide Stibe erhilt man zusammen:
NNd:z: R Rk

EF 2l F,F, @+ =35
wobei R == Summe aller auf den Balken 4B wirkenden Lasten.
Nach Gleichung (I) ist nun
Rh . v Xhi?
8= 2E1F1 2EJ(F"+F 4 )
Die einfache Momentenfliche fir zwei in Bezug auf die Mittel-
Senkrechte gleich gelegene Lasten P ist ein Trapez mit der Hthe Pa
(Fig, 146), und fur dieses ist

, l l a a Pa(3l’—4a’) v 1
FO —Pa-?-T—Pa 2 3- T Fc.
Da nun diesen beiden Lasten die Werte entsprechen:
R =2P und
Pabd . :
X= (nach Gleichung (IV) und (V)

2 J E h J )
hl(1+ 8 J, E I +- Fh?
auf Seite 115), so folgt die durch beide Lasten erzeugte Verschiebung d:
§ — Ph + Pa (31*—4a®)  Pabl
bei T E,F, 2EJ 12 m
wobet 2 J Eh J .
= 1+3"—J_—1E—l + Fit 1st.
Zu dieser Senkung liefern beide Lasten den gleichen Beitrag, so
dafs eine Last P nur eine halb so grofse Senkung hervorbringt, némlich:
Ph ) ( s b 10 —a))
am b= 2E,F, 16FI !
Die einfache Momentenfliiche fir eine glelchmafsige Last

(= g fur die Lingeneinheit) ist eine Parabelfliiche (Fig. 147) mit dem
2
Pfeile -9—;'-; fur diese ist
F=r=2.9"1_4d
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gi* 51 _ dglt
24 16~ 192’
und weiter, erzeugt diese gleichmilsige Last:

— —__v ic D). Sei
R=ygl, X= 12hlg (nach Gleichung (VI), Seite 115),

und die Durchbiegung
_ gtk 1 [git gt ]
[ 3= 2E, F, + 2EJ[ 192 48p.
= 2 (—2).
2E, Fy 384 EJ n
Aufgabe 4 (Fig. 148). Ein urspriinglich wagerechter, bei B fest
eingespannter, bei A freier Stab ist gleich-
mifsig mit p fitr die Lingeneinbeit belastet
und wird aufserdem im Punkte A durch
eine Einzellast P und ein Kriftepaar, dessen
Moment = M, ist, beansprucht. .Gesucht
ist der Neigungswinkel © der in 4 an die
elastische Linie gelegten Tangente. Tempera-
turinderungen und Nachgeben des Wider-

F'e' + F.”en — 2 .

Fig. 148. lagers seien ausgeschlossen. Da N = 0 ist,
so folgt aus Gleichung (55a):
13
e [N oM
"= BT em, YT
0
worein zu setzen:
2
M=—Pzr— % —M,,
oM .
oM, :

Es ergibt sich, bei konstantem EJ,
]
1 ( px? ) 1 P pld )
r_EJf Pz + 3 =+ M, d.r—-EJ( 3 + 5 + M)
[]

4

§ 17.-
Aufgaben fiber krumme Stibe mit im Verhdltnis zu der
Querschnittshbhe grofsen Kriimmungshalbmessern.

Ist ein einfach gekrUmmter Stab symmetrisch in Bezaug auf die
die Stabachse enthaltende Kriifteebene, so diirfen, bei im Verhiltnis zur
QuerschnittshShe grofsen Kriimmungsbalbmessern, die senkrecht zur
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Querschnittsebene wirkenden Spannungen mit Hilfe der fur den geraden
Stab entwickelten Gleichung
Mo N .
Resmen-+ &
berechnet werden, und ebenso ist es zuldssig, bei Bestimmung von
statisch nicht bestimmbaren Grdfsen und von Verschiebungen 3 und
Drehungen t die Gleichungen (49) bis (53) und (54) bis (55a) anzuwenden.
Ftr alle im Briickenbau und im Hochbau vorkommenden Bogentriiger ist
diese Vereinfachung der im § 21 abgeleiteten genaneren Theorie statthaft.
Wird das Elemnent der Schwerpuukts-
Achse des gekrlimmten Stabes mit ds be- v
zeichnet, so ist in den genannten Glei- ¥y 94_
chungen dz durch ds zu ersetzen. '
In den nachstehenden Aufgaben wer-
den die zu untersuchenden B3gen auf recht- y
winklige Koordinaten (r, y) mit wage- A
rechter z-Achse bezogen. Der Neigungs- fa
winkel der in irgend einem Punkte D
der Bogenachse an diese gelegten Tangente
gegen die Wagerechte wird mit @ bezeichnet.
Bedeutet dann fur das Bogensttick AD links von D (Fig. 149):
V die Mittelkraft aus simtlichen senkrechien Hufseren Kriften,
H ” . " wagerechten »
und wird ¥ nach oben und
H nach rechts positiv ge-
z#hlt, so mufs die den Quer-
schnitt bei D beanspruchende
Lingskraft N der Gleichung
geniigen
N+ Vsin ¢+ Heos =0,
die man erhilt, indem wman

X

Fig. 149.

o)

die Summe simtlicher auf P A SR

das Sttick 4 D parallel zu N --f+---2 ,

wirkenden Kriifte gleich Null X N\ o NE mg
(56) N—=—V'sing9— Hcos

ergibt.

formiger Bogentriger mit @ R
K#mpfergelenken, aber ohne Scheitelgelenk, ist in Bezug auf die Mittel-

setzt, und aus der sich I

! |

Aufgabe 1. Ein kreis- | l
senkrechte symmetrisch und trigt auf der linken und rechten Hilfte
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gleichmifsig tiber die Sehne 4B verteilte Lasten 2z, und 2, fir die
Léngeneinheit. Die Kémpfer sind durch eine Stange verbunden. Bei
B ist ein festesy bei A4 ein wagerechtes (reibungsloses) Gleitlager an-
geordnet, - Fig./150.” Gesucht ist die Spannkraft X in der Stange 4B.

Wir nehmen zun#chst an, es sei 2, = £, = # und finden mit den
aus der Fig. 151 ersichtlichen Bezeichnungen fiir einen Querschnitt D,
im Abstande x vom Scheitel, das Biegungsmoment

Ff—w

M=cza(a—2z)—z2(a—=z ;
=g — —X(f—y),di

I M=¢ r? (sin® @y — sin® @) — X (cos @ — cos @,).

Die Mittelkraft der auf das Stabsttick 4D wirkenden senkrechten
dufseren Krifte ist
V=za—z(@—az)=z2z=2c¢rsing,
und es ergibt sich daber die Lingskraft N fr den Querschnitt D
mittels Gleichung (56):
(II) N=—¢rsin® @ — Xcos @.

Fassen wir jetzt X als Auflagerkraft auf und bezeichnen mit Aa
die Verlingerung der Sehnen-Hilfte a, so ist die virtuelle Arbeit der
auf die linke Stabhilfte wirkenden Auflagerkrifte, bei festliegend an-
genommenen Linien RR und A4B:

L' = — XAa,
und es ergeben gich fir den Zustand X =1 die Werte
=—r(cosp —co8 @), N =—cos®, L'=—Aa.

Die fur den Fall einer gleichm#fsigen Erwirmung des Bogens
um ¢ Grad giltige Gleichung

L,=/_NNds i _)_l_Mds 4o /\"ds,

welcher die Unbekannte X zu genﬁgen hat, geht, wenn E; F und J
fur alle Bogenquerschnitte gleich grols angenommen werden, tiber in
Py

(II) Ae= _E‘IF'/‘COS?(_" sin? @ — X cos @) rd @

v
)

]
—+ %’ 7 (cos p—cos @) [z—;— (sin®@,—sin?@) — Xr (cos p —cos 90)]rd9

0
Po

—+ et/cos eds;

v
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die in derselben vorkommenden Integrale erstrecken sich nur tiber die
linke Hilfte des Tri#gers. Die Verlingerung Aa der Hilfte der Stange
AB, deren Querschnitt = F, und deren Elastizititsmodul = E sein
mbge, ist Ag— Xa

'EF,
. wobei angenommen wird, dafs sich nur der Bogen um ¢ erwhrmt,
wihrend die Anfangstemperatur der Stange ungefindert bleibt.*) Es
geht Gleichung (III) tiber in

%
Xa 2 Xr s
EF. — ‘EF sin? @ cos pd@ — - [ cos® pd @
0

9o

EF

%
+ o 2EJ (sin® @, — sin® @) (cos ¢ — cos @) d@

v

%o
/(cos ® —cos Py)¥ do + sta.

0
Nun ist: Po

fsin’ P cos pdp = % sin® @,

v

_X
EJ

%
/(sin’ @, —sin? @) (cos @ — cos @) dp = §_ 8in® @,

1 1 .
+ 5~ o €08 @o co8 29, — 5 sin 9 cos® @,

1 3 .
ﬁcos @ —cosPy)idep = ry Py — 5 cos @, sin @ | Po cos? @,

0
und es ergibt sich somit, wegen a = # sin @,:

p.zr—i—2cE J 5 ¢ 8in @,

X=-- p— —

wobei P-

p'=4sin 2@, + 4 @, cos @, cos 2, — } cos? @, sinp, — 4§ —J—2 8in® @, und

J
w %—3005%3“1%-*-2%‘303 Po+ 7 g(%-i-sm‘PocOﬂ%)-i—?F 38in @, *¥)

‘) Bei gleichmiifsiger Erwdrmung von Stange und Boiln ist der unbelastete
Triger spannungslos. Es ist zu empfehlen, einen Unterschied der Temperaturen
von Bogen und Btange von ¢=+ 10° bis + 15° Celsius in Rechnung zu stellen.

**) Die von —;_IT abhiingigen Glieder der Ausdriicke p” und p” diirfen in
der Regel vernachléssigt werden.
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Der Einfluls einer Temperaturinderung ist fir sich allein
J .
X= 23E?7r—2t81n Po
und der 'Einflufs- der Belastung:
X = =, er.
1) .
Zu letzterem Werte liefern dxe auf beiden Bogenhilften ruhenden
Lasten za den gleichen Beitrag: > p',,zr, wirkt auf die eine Hilfte

(wie in Fig. 150) die Last 2, @ und auf die andere die Last £ a, so
entsteht demmach

1 ’
= 7%"(31 + 2,).

Handelt es sich um die sBerechnung eines Dachbinders, dessen
Eigengewicht = g, und dessen gesamte Belastung = ¢ fiir die Lingen-
einheit der Sehne 4 B ist, so gentigt es, die Werte X, M und N sowie
die Spannungen

Me, N
a=+204 1|
F
M e n N [ vergl G!eichung (41) und Fig. 77
F

fur zwei Belastungsflille zu berechnen.
Man setze einmal

62=_

: 2, =g und gg =¢
und hierauf
2, =2y = q.

(Bei betrichtlicher Pfeilhthe ist noch der Einfluls schriger Wind-
driicke mit Hilfe einer besonderen Untersuchung, die #hnlich durchza-
fihren ist, wie die vorstehende, festzustellen.)

Aufgabe 2. Ein in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte
symmetrischer Parabelbogen ist an den Enden fest eingespannt und im
Scheitel mit einem Gelenke versehen; es sollen die durch eine senk-
rechte Einzellast P und durch Temperaturinderung hervorgerufenen
Stutzendriicke K; und K, ermittelt werden, Fig. 152,

Die 38 Krifte K;, K; und P miissen sich in einem Punkte C
schneiden. Liegt P links vom Scheitelgelenk S, so geht der Auflager-
druck K; durch S; er mdge im Punkte S in die senkrechte Seiten-
kraft B und in die wagerechte Seitenkraft H (Horizontalschub) zerlegt
werden. Sind B und H gefunden, so ist das ans P, K; und K, be-
stehende Kriftedreieck bestimmt und die gestellte Aufgabe geldst.

B und H sind statisch nicht bestimmbare Gr8(sen; sie sollen unter
der Voraussetzung berechnet werden, dafs die Stuitzen starr sind und
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der Bogen gleichmilsig erwarmt wird; dann gilt die Gleichung
Md= Nds eN
M o / /EF ax+’[ X

in welche erst X = B, dann X — H zu setzen ist.

Ist der Scheitel der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems, so ergibt sich fir den e 7 o= >
bei x gelegenen Bogenquer- 0
schnitt das Biegungsmoment: | Y E £

M = Hy + Br —M,, o i
wobei (— M;) das Biegungs-
moment fur den Fall: H=0
und B=0 bedeatet. Fur |
alle Querschnitte rechts von P . ; :
ist M, =0, und fdr die links M/ |0 SO
von P gelegenen Querschnitte
ist M, gleich der Ordinate
einer Geraden C; Ay, deren Fi

Endordinate A, 4y = Pa ist, 4
wihrend die Spitze C, senk- p,
recht unter der Last P liegt.

Die Lingskraft N ist far Ay @9
einen Querschnitt rechts von C Fig. 133.
(wenn @ den Neigungswinkel der in z, y an die Bogenachse gelegten
Tangente gegen die x-Achse bezeichnet)

N=Bsing — Hcos ¢
und fir einen Querschnitt links von C
N=(B—P)sing — Hcos @;

v

. ., CN . "oN .
beide Male ist 2p — e und R T o8 @ Da nun weiter
oM

oM . . W ow
35 —*°¢ und ' =7 ist, so folgen aus Gleichung (I) mit X=B

und X = H die beiden Bedingungen:

0 f Mzds /'Ady I st/dy,
Myds Ndx

0= - —_— s

/ fEF atfd.r

sie sollen mit Vernach]ﬁsslgung der von N abhingigen, das Endergebnis
nur wenig beeinflussenden Integrale aufgeldst werden; aufserdem soll

—‘f—;— = 7%:? gesetzt und J cos ¢ = Konst. = J' angenommen werden.
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Es gehen dann, wegen [ dy =10 und / dz =1, obige Gleichungen
ber in: = f(Hy + Bz —M,) zdz,
0= [(Hy + Bz —M,) ydz — e EJ'tL.
Da die y-Achse eine .Symmetrieachse ist, so folgt f yzdz = 0 und

/ zdx =0, und es ergibt sich aus der ersten Gleichung

M, zd
(I B=f i

/ zidx
und aus der zweiten

f M, ydz 4 c EJtl
,‘y’da:

/ M,zdz bedeutet das statische Moment des Dreiecks C; 4, 4, in

I H=

Bezug auf die y-Achse; es ist also
. a (1 a)_Pa’(8l——2a)
[Moxdz—Pa?(2 3 )=

. 12
und +3l Y] .
/x’dz = 2/z’d:c = % , mithin folgt
¥ ) Pa® (31 — 2q)
avy p=-2-"7"2.

Diese Gleichung gilt bei beliebiger Form des symmetrischen
Bogens; sie liefert den senkrechten Widerstand des rechtsseitigen Auf-
lagers. Zerlegt man K, in A (senkrecht) und H (wagerecht), so folgt

) A=p_3_—_wl——2b).*)

.
Aus Gleichung (III) ergibt sich der durch die Belastung erzeugte
Horizontalschub M, ydz
H=:

fy’d;t

*) Die fiir die senkrechten Auflagerdriicke 4 und B abgeleiteten Ausdriicke
stimmen mit denen eines wagerechten, an beiden Enden eingespannten, durch eine
senkrechte Last P beanspruchten Balkens iiberein und bleiben auch bei fehlendem
Scheitelgelenke S giiltig, wie der Verfasser in der Abhandlung: ,,Elastizitiitstheorie
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2
Fur den Parabelbogen ist y — 4 —; f —, wobei f == Pfeilhthe, und

es folgt ’d o / AfRe _
r=2 ( )dx = =

__“
/Moydx = —/Mo zidaz.

/M, z%dx bedeutet das Triigheitsmoment des Dreiecks C, 4,4, in
2

Bezug auf die y-Achse. Der Inhalt dieses Dreiecks ist %:P_a der

2 )
Abstand seiner senkrechten Schwerlinie s von der y-Achse: e——;—
s

—_ -g— und sein Tri#igheitsmoment in Bezug auf 88: J = Pa ;_6 ; es folgt
j’Moxgdx—S-{—%e’— 36 (—————)
__ Pa*(81* — 4al + 2a’)
- 24
und man gelangt zu der Gleichung
5 Pa?

(VI) H= (812 — 4al + 2a?),

613
welche nur anwendbar ist, sobald P links vom Scheitelgelenk liegt.
Befindet sich P rechts von S, so ist
5Pb% . 9
H= 6715 (812 — 4bl -+ 2d2).
Bewegt sich P von S aus nach dem linken Auflager hin, so be-
schreibt der Schnittpunkt C der 3 Krifte P, K,, K, eine Linie SS’,
welche die K&mpferdrucklinie genannt wird; ihre Ordinate 7, be-

zogen auf eine in der Entfernung -%— f vom Scheitel gelegene wagerechte
Gerade, ergibt sich aus der Gleichung
6 _ (l ) L _ B .
—5—f—'q—- g ¢ tg B, wobei tgﬁ—H ist.
Man findet

3 1
(VI =/ ~ 2a(2l—a)

31

der Tonnengewolbe", Zeitschrift fiir Bauwesen 1881, nachgewiesen hat. Besonders
wichtig ist, dafs die Form des (symmetrischen) Bogens gleichgiiltig ist.
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslebre. 11
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und kann nun Gleichung (VI) umformen in

3 Pa?
VIII) H= .
(VIII) 3T
Zur' Berechnung-'der-%-Linie diene die folgende Tabelle:
a l | a l
0 | 0,600 , 0,6 | 0,909
0L | 0,642 | 0,7 . 0,976
0,2 | 0,687.] 0,8 ' 1,047
08 | 0,786 | 0,9 1,121
0,4 | 0,789 . 1,0 ' 1,200
0,5 0,847 |
l !

o -f o -f

Um mit Hilfe der Kémpferdrucklinie die Lagen der einer gegebenen
Einzellast P entsprechenden Kimpferdrticke K, und K, schnell feststellen
zu kbnnen, beachte man folgendes:

Verbindet man die Punkte F; und F;, in denen die Auflager-
senkrechten von den K#mpferdricken geschnitten werden, durch die
»Schlufslinie® F) Fy, zerlegt K; nach senkrechter Richtung und nach
der Richtung der Schlufslinie in B’ und H', so findet man, indem man
die Summe der Momente aller Kriifte, in Bezug auf F,, gleich Null setzt:

Pa

B'l— Pa =0 und hieraus B’ =

Verlegt man die Kraft H' von F; nach dem Punkte O, in welchem
die Schlufslinie von der Senkrechten durch S geschnitten wird, und
zerlegt sie dort in H und in eine senkrechte Seitenkraft, so erhilt man
das Biegungsmoment in Bezug auf S:

M=B’%—-Hr=0 und hieraus

__ Bl _ Pa — l
=2H " 2H  "3a
Die Gerade OD schneidet nun auf der Last-Senkrechten die Ordmnte

“='y=§"l

ab, und es ergibt sich somit folgende einfache Konstruktion der Lagen
von K, und K,.

Man bringt P mit der Kimpferdrucklinie in C zum Schnitt, zieht
die Gerade CSF,, setzt die Strecke u ab, zieht die Gerade DO und
von F; durch O die Gerade F, F,; man erhilt in F,C und F, C die
Richtungen von K, und K,. Indem man diese Konstruktion fiir verschie-
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dene Lagen der Last P wiederholt, kann man die von den Kimpfer-
drticken K; umhillte Linie (K&mpferdruck-Umhtillungslinie) zeichnen,
deren hohe Bedeutung .fur| die Theorie der gefihrlichsten Belastung
bekannt ist.

In gleicher Weise wird verfahren, wenn sich P von S aus nach
F; hin bewegt.

Der durch eine Temperaturerhdhung um ¢ hervorgerufene, durch das
Scheitelgelenk S gehende Horizontalschub H, ist nach Gleichung (ITI):

eEJ'tl

H=_""7%"

woraus, mit [y?dz = }f?, erhalten wird:
5¢EJ't

==

Aufgabe 8. Es wird der Einfluls von Verschiebungen der Wider-
lager auf die Stiitzenwiderstinde B und H des in Aufgabe 2 behandelten
Bogentrigers gesucht. Fig. 153.

Mit EJ = EJ cos ¢ = Konst. und Vernachlissignng von N be-
stehen die Gleichungen:

, M oM __ 1 oM .,
L = B ds B B de»ﬁ— und L' = BT Mda:ﬁ,
wobei L' und L” die virtuellen Arbeiten der den Zustinden X' =1
bezw. X" =1 entsprechenden Auflagerkriifte bedeuten, wihrend (da
die Belastung jetzt =0 vorausgesetzt ist)

M=Hy+Bz,—g—;£=z und
wird. Man erhilt
EJ'L = [(Hy + Bz)zdz, EJ'L” = [(Hy + Bz)ydx
und, wegen [yzdr =0,
_ EJL_12BJL
= [x¥dz 3
und

H

1 oM

oM
om Y

__EJ'L” _5EJ'L
= [yldz U
Es senke sich nun (bei
relativ fest gelegenem Stiitz-
punkte A4) der Stiutzpunkt B
um 8, wihrend ! in 14 Al
tibergebe, und sich die Auf-
lagertangenten im Sinne der daselbst wirkgsamen Einspannungsmomente
M, und M; um die Winkel t, und 7, drehen. Beachtet man danm,
dafs die #uflseren Krifte nur im Gleichgewichte sein k3nnen, wenn bei 4
11*
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Anuflagerdriicke wirken, die den in B angreifenden gleich und entgegen-
gesetzt sind, so findet man die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte
und in diesen Ausdruck sind die aus den Gleichgewichtebedingungen
M, —Hf——-B-21—=0 und M,—Hf+B—2l—=O
folgenden Werte
!
einzufiihren, so dals entsteht:

w=5[L  — ) —8]+ B E 4w —an

Hieraus folgt fiir den Zustand B=1 der Wert: L'= —;— (z,—7g)—d

ond ,, ,, " H=1, , L,’=f(7|+fs)'—Alr
und es ergibt sich mithin: ’

"6EJ’ )
B=—T— Ty — T, —2——)

H=5—I;;,,li,—(r,-|—t, —Afl—)

Aufgabe 4, Ein krummer
Stab ASB ohne Zwischen-
gelenke sei beliebig belastet
und ungleichmifsig erwirmt.
Gesucht ist die Anderung Al
der Sehne 4 B, Fig. 154. Die
Temperaturinderung folge
innerhalb eines Querschnittes
dem in Fig. 77 dargestellten
Gesetze.

Es ergibt sich{nach Gleichung (54):
N
Al—f MMds Nd’ +fetoNds+ s——-Mda,

wobei M und N bezw. das Moment und die Lungskraft bedeuten; welche
- fir irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in 4 und B an-
greifende, in die Gerade AB fallende, nach aulsen gerichtete Kriifte
»Eins“ hervorgebracht werden.

Nun ist M=1-yund. N=1" cos ¢, unter ¢ den Neigungswinkel
der an die Bogenachse gelegten Tangente gegen die Sehne AB ver-
standen, und es ergibt sich deshalb
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57) Al= Myd’ Nd’” etydz + [ eatl ds.
0 h

Beispielsweise verlﬂ.ngert sich dxe Sehne AB eines symmetrischen,
darch zwei der Scheiteltangente
parallele Kriifte P belasteten und
gleichmifsig um ¢ erwirmten
Bogens, Fig. 155 (wegen M
= Py und N == Pcos ¢) um

(588) Al= /y ds -|-1!>/““”°°‘”p + etl.

Setzt man Jcos ¢ =J und Fsec p = F' und fihrt an Stelle der ver-
#nderlichen Werte J' und F” konstante Mittelwerte ein, was in allen
Fillen der Anwendung zulfssig ist, so folgt bei parabolischer Achse (mit

_4fzl—2)Y,
= l
] . P p
_18Pf" [ s g :
Al= 27w | ® (—ax)?2dz+ 7 Jdm—}-etl, d. i
__ 8Pfu
(38Y) Al=—rior 4 +u

Aufgabe 5. Gesucht ist die Knderung Al der Sehne [ eines beliebig
belasteten und ungleichm#(sig erwirmten Bogens 4SB mlt Zwischen-
gelenken, Fig. 156.

Der Winkel ¥, welchen die zu belden Seiten eines Gelenkes G an

die Bogenachse gelegten Tan-
genten miteinander bilden, #n-
dert sich im allgemeinen um
einen endlichen Wert A%, und
hierdurch vergrd(sert sich / um
Al = fAS, wobei f das Lot
von G auf ! bedeutet. Wiiren
alle AS =0, so wiirde sich der Fig. 156.
Bogen beztiglich der Anderung Al genan so verhalten wie ein solcher
ohne Zwischengelenke, und es wiirde die Gleichung (57) giiltig sein.
Figt man nun zu dem Ergebnisse dieser Gleichung den von den An-
derungen simtlicher Winkel ¥ herrthrenden Wert Al= ZfAT, so
erhilt man fiir einen Bogen mit beliebig vielen Zwischengelenken:

(59) Az_fM”d’ f‘\;d;fq- ety dz + sAt%ds-}—EfA‘.‘r.
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Aufgabe 6. Ein dtinner Ring werde nach Fig. 157 mit zwei ent-
gegengesetzt gleichen Kriiften P belastet. Wie grofs ist die Beanspruchung
des Ringes und die gegenseitige Verrtickung 0 der beiden Angriffs-
punkte V4. Vorausgesetzt-sei, dafs der Ring in Bezug auf die Achsen
AA und BB symmetrisch ist.

Jeder der beiden Querschnitte B wird durch eine Lingskraft § P
und ein auf statischem Wege nicht bestimmbares Moment X beansprucht,
Fig. 158; an irgend einer Stelle C entsteht

1
o ..... M=X——?Py und N=%Pcosq>.

Fig. 157. Fig. 158.

Bei Berechnung von X darf die Form#inderungsarbeit der Krifte N
vernachlissigt werden. Dann ergibt sich

04 [ M oM 1 ( 1 _
?X'—f};f"arfd’—E—Jf X~y Py)ds=0

und hieraus
A
ds
1 y
_ 14

A
2 [ ds
Ist SS die den Kriften P parallele Schwerachse des Bogens B.4
und e ihr Abstand von B, so wird sehr einfach

X=—;—Pe

X

und an der Stelle C

1

M = — Pn (Fig. 157).

|
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Das grofste Moment (absolut genommen) entsteht bei A4, namlich
1
M=— 7 P €.
Bei Berechnung ' der Strecke 3, um welche der Durchmesser 4.4

zunimmt, darf ebenfalls der Einflufs der Kriifte N vernachlissigt werden.
Es wird dann

3= 3_4; LJ‘/ ( )ds——f ’da=%§—,

wo T' das Trigheitsmoment des Bogens B4 in Bezug auf die Achse SS
bedeutet.

Im allgemeinen findet man die Lage der SS und das Triigheitsmoment
T am schnellsten zeichnerisch mit Hilfe von Seilpolygonen. Ist dagegen
der Ring kreisformig, Fig. 159,

80 ergibt sich e=r(1——-i),

2
e = =T . Die Momente bei
B

B und A sind
Pr (1 __)

+0 182P", M.‘ =—T

= — 0,318 Pr,
und das Trigheitsmoment T
wird wegen

n 'q=r(cosq>—%)

2 )’ ( T 2 )
— 8 . — (" __%).
r f (cos 9 = ip=r 1 -
v
Fur die Verrtickung & ergibt sich daher der Wert:

S =

wo M..=— M, = % (absolut gemommen). Ist die Stérke des Ringes

==h und liegt der Schwerpunkt des Querschnitts in der Mitte von A,
so ist die grofste Beanspruchung

M,..h

2J

und man erhilt die folgende Beziehung zwischen ¢ und &:

[ —3
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3h 2 LY
=y g =T E
dieselbe/ist | \wichtig_fur die Beurteilung ringfSrmiger Biegungsfedern.
Aufgabe 7. Eine Blattfeder ABA sei nach Fig. 160 zwischen
zwei Backen eifgespannt, die bei & gelenkartig miteinander befestigt

Fig. 160. Fig. 161.

sind und deren Forminderungen, verglichen mit denen der Feder, als
vernachlissighar klein angesehen werden dtirfen. Die Backen werden
durch Kriftepaare (Pa) gegeneinander um den Winkel © gedreht. Wie
grofs ist die Beanspruchung der Feder? BG sei Symmetrieachse.
Bedeutet X die Lingskraft und M, das Biegungsmoment fir den
Querschnitt B (Fig. 161), so mufs, damit Gleichgewicht bestehe,
M; 4+ Pa= Xb
gein, und hieraus folgt
M = Xb — Pa.
An der Stelle C ist
M=M;+} X(y—b) = Xy — Pa.

Zur Berechnung von X dient (unter Vernachl#ssigung der Form-
undemngsarbeit infolge der Krifte N) die Bedingung

M BM 1
I fEJ ex W= g | Ky — Payde=0,
und hieraus ergibt sich
&
X = Pa T,

wo
T;= [y®ds das Trigheitsmoment

S; = [yds das statische Moment } des Bogens B4,



— 169 —

bezogen auf die durch den Gelenkmittelpunkt G und senkrecht zur

Symmetrieachse BG gelegte Achse I bedeutet.
Bezieht man nun den Bogen BA auf eine neme Achse II, welche

parallel zu I ist ‘und von I den "Abstand

hat, so erhiilt man an der Stelle C das Moment
Pan

M=Xy—Pa=Pay-:z=—— Z

und findet, absolut genommen,
M, — Pa

z
Der Winkel T, um den sich die beiden Backen gegeneinander drehen,

* "]ma.r'

ist (wenn Pa = IR gesetzt wird)
A A
04 (M oM 2Pa [, 2PaTy
- | ET P T Es VYT RS

B

wo T’y das Trigheitsmoment des Bogens B4 in Bezug auf die Achse I7

bedeutet. Bezeichnet man nun mit

8 die Linge des Bogens B4,
Z den Abstand der Achse II von der Schwerachse O,

T, das Trigheitsmoment des Bogens B4, bezogen auf die Achse 0,

so erhilt man
T, =T,+s(z—2)*
i g TO + 83'2

Ty— Ty = 2822 — s22.
Nun ist aber T;=—=28;, ferner S;= 38 (¢ — ¢), weshalb
Ty=82¢
und
___ o Passd g M,..87
T % 2EJ T 7 NaEJ

Ist die Stérke der Feder (deren Querschnitt ein Rechteck sein
mige) gleich k2, so ist die grifste an der Stelle 4 auftretende Be-

anspruchung:
M.k

g

und die gesuchte Beziehung zwischen ¢ und <t lautet:
1 /% -
=—cE-— .
¢ 4 * 8z
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Die Ermittlung von £ und 7%,.. geschieht im allgemeinen am
zweckmilsigsten durch Zeichnung mit Hilfe zweier Seilpolygone. Man
zerlege den Bogen B.A in gleiche lange Teilchen, betrachte dieselben
als Krifte, die parallel
zur Achse I wirken und
verbinde sie durch ein
Seilpolygon 8,(Fig.162).
Der Schnittpunkt der
#ufsersten Polygonseiten
bestimmt die Achse O.
Nun werden die von den
Seileckseiten auf der
Achse I abgeschnittenen
Strecken als Kriifte auf-
gefalst, diein den Mittel-
punkten der Bogenteil-
chen angreifen; dann
wird ein zweites Seileck
S, gezeichnet und dessen
letzte Seite mit der er-
sten Seite zum Schnitt

Fig. 163. gebracht. Der Schnitt-
punkt bestimmt die Achse II, denn es ist — mit den aus der Figur
ersichtlichen Beziehungen —

Sr=wup, - Tr=typ1 ps
_Yp __ T
s=ugtga—= Y S,

Damit sind aber die Strecken 2" und 7., bestimmt.
In einfacheren Fillen wird man der Berechnung von 2 und ...
den Vorzug geben.

Mit Hilfe der vorstehenden Unter-
suchung ist man z. B. imstande, anzugeben,
> welche Beanspruchung die in Fig. 163

y dargestellte Feder im Scheitel eines Drei-

Fig. 163, gelenkbogens infolge der gegenseitigen

Drehung der beiden Bogenhilften erfihrt.

Vergl. Aufgabe 2 auf Seite 61; der Drehungswinkel wurde dort mit &
bezeichnet und mit Hilfe einer Einflufslinie ermittelt.
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§ 17.
Die Biegungslinie.

Trigt man’'die' nach-'unten-‘positiv gezithlten, 'senkrechten Ver-
schiebungen 3 der Punkte der in einer lotrechten Ebene gedachten Achse
ASB eines ‘einfach gekrtimmten Stabes von einer Geraden 4B’ aus
als Ordinaten auf, so erhilt %

~

man die Biegungslinie

A”S8”B"; die zwischen ihr <~ ¥

und der Geraden A'B’ ge-

legene Fliche heifse die ¥ B

Biegungsfliche. Fig. 164.
1) Bestimmung der [

3
Biegungslinie fiirein Stab- & ]

stiick 4 BohneZwischen- 4 4 B
gelenke. Die Stabachse : %
mdge auf ein rechtwinkliges & ];‘_’_ ----------------------------- B* -
Koordinatensystem mit nach A=

oben positiver, senkrechter re 15.

y-Achse bezogen werden;
¢ bedeute den Neigungswinkel der.im Punkte zy an die Stabachse
gelegten Tangente gegen die z-Achse. Fig. 164.
Die Anderung Ay von y ergibt sich durch Differentiieren der
Gleichung
dy = dssin @,
wobei das Differentialzeichen durch das Zeichen A zu ersetzen ist. Man
erhilt
Ady = Adssin ¢ | dscos pAQ
da

3, %y +Agdz,
und es folgt, da 6=—-Ay, alno
dd=—dAy=— Ady¥)
ist:
ad Ads

— s At

woraus (durch Differentiieren nach z) die Differentialgleichung der
Biegungslinie

Ads
60) — 8 _ Ade +d ds ')
2 dg dzx

dz

*) Nach einem bekannten Satze der Variationsrechnung diirfen die Zeichen
d und A vertauscht werden.
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gefunden wird. Mit der Bezeichnung
Ads_ tg f.p)

- Ade
EVmes= — +
wird
_a
dx?

=z,

und hieraus folgt,

dafs die Biegungslinie A”S” B” als ein Seilpolygon aufgefafst werden

darf, welches mit dem Horizontalzuge (Polabstande) 1 zu einer

Belastungslinie, deren Ordinate = ¢ ist, geceichnet wird.*)

Die Belastungsrichtung 2z ist nach unten (also im Sinne der po-
sitiven d) positiv.

Woeiter ergibt sich aus der graphischen Statik, dafs die Fliche
zwischen der Biegungslinie 4”S”B” und der Geraden A” B” angesehen
~werden darf

als die Momentenfliche eines einfachen, d. h. an den Enden frei auf-

liegenden Balkens A, B;, dessen Belastungslinie die Ordinate ¢ hat.

Sind die senkrechten Verschiebungen 3, und 3, der Endpunkte 4
und B des betrachteten Bogenstiickes gleich Null, so stimmt die Biegungs-
linie mit der Momentenkurve des einfachen Balkens A4,B; tiberein.

Handelt es sich nun (ebenso wie im § 16) um Stébe, deren
Krimmungsradien im Vergleiche zur Stabdicke sehr grofs sind, und auf
deren Spannungen und Formlinderungen die im § 13 entwickelten firund-
gleichungen angewendet werden dtirfen, so ist in Gleichung (61) ein-

zuftthren:

%ic El}\' 7 ~+ et, (nach Gleichung (43), Seite 90)

und, da die Anderung Adg des {von zwei unendlich nahen Tangenten
eingeschlossenen}Winkels de mit dem im § 13 mit dt bezeichneten
Winkel tibereinstimmt, um welchen sich ein Stabquerschnitt gegen
seinen Nachbarquerschnitt dreht,

Adp = (—%‘7 +e ’;‘-) ds (nach Gleichung (44), Seite 90)

29 (X 8 s,

Es ergibt sich mlthm.

*) Die Differentialgleichung einer Seillinie mit dem Horizontalzuge H und
der Belastungsordinate z ist, bezogen auf rechtwinklige Koordinaten (yzx): :
dy

+Hd T =2.

also
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N
(62) z= (_Ehélf L. _‘:i soag d [(77 :‘xsto) tg@]’

und es lifst sich jetzt die Biegungslinie A”S” B” fur jeden Belastungs-
zustand ermitteln. Bedingung ist nur, dafs zwischen den Endpunkten
A und B des betrachteten Stabsttickes kein Gelenk liegt, da der Winkel,
welchen die zu beiden Seiten eines Gelenkes an die Bogenachse gelegten
Tangenten miteinander bilden, sich im allgemeinen um einen endlichen
Wert #ndern wird.

Hervorznheben ist noch, dafs zur Bestimmung der Verschiebungen 3
sufser der Linie 4”S”B” die Werte 3 fur 2 Punkte der Stabachse
ASB gegeben sein milssen, damit die Lage der Geraden A’ B’ festge-
legt werden kann.

2) Einfiihrung von Einzellasten an Stelle der 2-Linie. Die
Stabachse sei durch Punkte, welche Knotenpunkte heifsen sollen, in Stiicke
zerlegt, deren wagerechte Projektionen A, Ag, Ag -+« A vt . sind.
Zwischen zwei Knotenpunkten werde der Querschnitt des Bogens konstant
angenommen und sowohl die Momentenkurve als auch die Bogenachse
durch eine gerade Linie ersetzt. Es bezeichne (Fig. 165):

M,, das Biegungsmoment fir den mi**® Knotempunkt,

J. das Trigheitsmoment | fir den Querschnitt des Bogenstiickes

F,, den Inhalt } (m — 1)'m,

3. die Lunge der die
Punkte (m—1) und m
verbindenden Sehne,

¢~ den Neigungswinkel
dieser Sehne gegen
die Wagerechte,

3. dieSenkung desKno-
tenpunktes m (auch
Durchbiegung
bei m genannt),

Yw die Ordinate von m,

N,. den Mittelwert der
Léngskraft fir das
Bogenstiick (m—1)m,

J. ein beliebiges, kon-
stantes Querschnitts-
Trégheitsmoment, w.,,

\. eine beliebige, kon- Fig. 165.
stante Feldweite,

und es sei gesetzt Jo €08 Py = J .

| SO >

o T

mes

e \
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Der von den Biegungsmomenten abhingige Teil der Belastungs-
linie, um dessen Einflufs auf die Durchbiegungen es sich zunkichst handeln
moge, besteht aus geraden Linien, und es ist somit die Belastungsfliche
fur irgendy eine Strecke ). /ein Trapez, dessen Inhalt mit T, bezeichnet
werden soll. Dieses Trapez ist bestimmt durch die Ordinaten

_ M., w__ M.,
=gy, T =g

Wird nan das der Biegungslinie einbeschriebene Polygon, dessen
Ecken senkrecht unter den Knotenpunkten liegen, gesucht, so darf (nach
einem hier als bekannt vorausgesetzten Satze aus der Theorie der Bie-
gungsmomente, als welche ja die Durchbiegungen 3 aufgefalst werden
durfen) die Belastungsfliche durch eine Schar von Einzellasten ersetzt
werden, welche in die Senkrechten durch die Knotenpunkte fallen. Die
durch m gehende Einzellast ist hierbei
T-&'

)‘n )‘~+l
wenn &, und &',.., die Abstinde der Schwerpunkte der Trapeze T,
und T,,, von den Senkrechten durch m — 1 und m -} 1 bedeuten.
Das statische Moment des Trapezes (welches man sich in zwei Dreiecke
zerlegt denke) ist

» A A " 2
Tuba=7 55 +7 5
und ebenso folgt

p A2
Tui18mir = GEJﬂ l(M---n + 2ML,.),
weshalb entsteht:

’

+ Tu+_l&'u+l

Wy = y

R
8  6EJ.

M-y +2M,.),

=g | Oy +2M.)+*'“ -t 23)|

Fur die Vergrofserung, welche die Emzellast w erfahren muls,
wenn der Einflufs der Anderungen As der Strecken s berficksichtigt
werden soll, ergibt sich aus der Fachwerkstheorie der Wert

[nach § 4]%),

As,,
W = = — -t 18 Puiy—
3.. +1 "
und es folgt, wenn (fur den Fall ¢ =0):

*) Geht man zur Grenze iiber, indem man )\ durch dz ersetzt, so wird

A:::lx tg%“_ " tg om =40 Ada tgqp), und es folgt, wenn die Einzellast

wm durch das Element zdz einer Belastungsﬂiche ersetzt wird, genau wie frither

()

die Ordinate z =
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As, N, Aspyy  Nuywy
s. EF, und 8msy  EFn.,,

eingeftihrt wird, im ganzen

e e G Lo el LS
wobei zur Abkfirzung gesetzt wurde:
63 ou=-L[ 2o, 4oy a4
"6 LS Jmgr » 71 "

Zeichnet man zu den Gewichten & mit dem Polabstande , Eins“ ein
Seilpolygon 4”S” B” und trigt die Schlufslinie 4'B’ ein, wozu 2 Ver-
schiebungen & gegeben sein mtissen (meistens die Werte 3, = 0 und
3,=0), so erhilt man die Durchbiegungen 3. Noch besser ist es,
die Einzellasten w mittels der Gleichung

N, N.. J,
(64) w..=ﬁ)..—(F— tg Qm — i tg‘P--u)
zu berechnen; man mufs dann die Polentfernung ,,Eins* dnrch die Ent-

fernung = E;‘J‘ ersetzen. Wghlt man hierfir § = E;‘I -,
eine beliebige runde Zahl ist, so sind die Ordinaten des Seilpolygons
gleich den mit y multiplizierten Durchbiegungen.*)

Wenn der Einflufs einer Temperaturinderung berticksichtigt
werden soll, so mufs

M At . M
E7 + ¢ 8 die Stelle von —— treten

wobei ¥y

EJ
N N .
und EF € s 9w EF [nach Gleichung (62)].

Hierbei ist 2" = h cos @ die vertikale Projektion der Querschnitts-
hdhe .

Macht man die Annahme, dafs ¢, und A¢ fir simtliche Bogen-
querschnitte gleich grofs sind und bezeichnet den Wert von 4  fur das
m* Feld mit 4, so findet man leicht, dals die durch die Gleichung (64)
gegebene Einzellast 1, beim Eintreten einer Temperaturinderung um

, eEJ, [ At [\, Ao
(65) w..=—)‘.—[T(hr'+7’:_l])—to(t89-_t8?-+1)]

vergrdfsert werden mufs. Ist die Bogenachse eine in Bezug auf die
Senkrechte durch die Mitte symmetrische Parabel mit dem Pfeile /, so ist

(86) 18 @ — 18 By = i Ot hsn),

*) Beziiglich der Einheiten ist zu betonen, dafs sowohl die Werte @ und s
als auch die Polentfernung § Momente vorstellen.
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und es folgt dann bei konstantem A und %’ fir alle Knotenpunkte der
gleiche Wert
f

(67)., w,.—¢EJ, (% — 81, ¥l

derselbe ist anch bei flachen KreisbSgen brauchbar.
Mds

3) Bestimmung des Integrales: U a mit Hilfe der

Werte o. Zuweilen soll gleichzeitig mit den Verschiebungen & eines
Bogentriigers die Anderung Al der Sttitzweite ! bestimmt werden, Wird
hierzn die auf Seite 150 abgeleitete Gleichung (57) benutzt, so handelt
e8 sich u. a. um die Berechnnng des Integrales
Mds [ Mdz
VEr= )Y e
[} °
und es mdge daher an dieser Stelle gezeigt werden, wie sich dieses
Integral durch die bereits bei der Berechnung der & gebrachten Werte
ausdriicken lifst.
Fiir das Feld ), ergibt slch mit den aus Fig. 165 zu ersehenden
Bezeichnungen:
8 Y =Yn1 3 >... + ym ) und
Am Am

A

Mdz _ yw—y , M Y M
fy ET T x.._/” W Y
o o 0

— L .
N - )‘.‘ Tu&u + X- Tn&u’

. L, M M
denn es sind j BT dz und f 7 dz die statischen Momente des

[
Belastungstrapezes 7,, in Bezug auf die Senkrechten durch die Knoten-
punkte m und m — 1. Es folgt deshalb ftr den ganzen Bogen (mit
yYo=0 und y,=0): :
3

f?/ Md? =" T{&I +un T;&’ +!/a T;&’ +3/2“T;'f_a +.

EJ
. &'— non»
+ Yy )‘l l+-1‘~§1
. —1

™
und hierfir kann, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 175,
geschrieben werden

(68) f Mdz ———E};w.

m=1
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Fafst man die Werte w als Kriifte auf, welche in den Knoten-

punkten O, 1, ...m ... angreifend, parallel zu on sind und zeichnet
mit dem Polabstande © ein Seilpolygon, dessen Hufserste Seiten auf der

Geraden on die Strecke e abschneiden, Fig. 166, so ergibt sich

Fig. 166 u. Fig. 167.

Syo = Pe
und es folgt, wenn 9= fi"
Zahl bedeutet,

gewihlt wird, wobei y eine beliebige

1

de_i
YEIT Ty

0

—;— stellt eine Linie vor, n#mlich die von den Biegungsmomenten

herrtihrende Verlingerung Al der Stittzweite I.

Wendet man die unter 2) und 3) mitgeteilten Verfahren auf die
Berechnung der Form#nderungen von Bogen- 2 2,
briicken an, so gentigt es in der Regel, die %j
Punkte, in denen die senkrechten, zwischen
die Fahrbahn und den Bogen eingeschalteten
Stibe die Bogenachse schneiden, als Knoten-
punkte in dem vorhin erklirten Sinne anzunehmen. Fig. 168. In der
Regel ist die Feldweite A\ konstant, und es wird dann A, = A gesetat.

4) Biegungslinie fiir einen Stab mit Zwischengelenken. Liegt
im Punkte G der Stabachse (Fig. 169) ein Gelenk, so wird sich der
Winkel %, welchen die beiden in G' an die angrenzenden Zweige der

Stabachse gelegten Tangenten I und I/ miteinander bilden, infolge der
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 12

Fig. 168.
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Forminderung des Stabes um den sehr kleinen aber endlichen Wert AY
#ndern. Es mtissen dann die in dem senkrecht unter G gelegenen Punkte
G” an die entsprechenden Zweige 4" G” und G”B” der, Biegungslinie
gelegten Tangenten I’ und II’
miteinander den Winkel AD
einschliefsen. Bedeuten a; und
oy die Neigungswinkel der
Tangenten I’ und II', so er-
gibt sich

a, —a, =A%

oder, da es sich hier um sehr
kleine Form#nderungen handelt,
tga, —tgay = A

und hieraus folgt (vgl. Fig. 169,
in welcher O den Pol der Seil-
linie und LT den Kriftezug
vorstellt), dafs bei der Aufeeich-
nung der Seillinie A”S” B” aufser
der stetigen Belastung (2) noch
unter jedem Gelenke eine Einzel-
last A anzunehmen ist.

Fig. 16Y.

Beispiel. Biegungslinie eines Bogens mit 8 Gelenken. Die
Kémpfer A und B seien in senkrechter Richtung unverschieblich, die
' Stutzweite I gehe infolge Nachgebens
der Widerlager tiber in ! -- Al .
Die gesuchte Biegungslinie stimmt
mit der Momentenkurve eines ein-
fachen Balkens A4, B, iberein, auf
welchen eine stetige Belastung mit
der durch die Gleichung (62) ge-
gebenen Ordinate 2 und eine Einzel-
last AT wirkt. Zuerst mdge
A> =0 angenommen werden; es
: entsteht dann eine Biegungslinie,
die am besten mit Hilfe des unter
"Fig. 170. 2) gegebenen Verfahrens bestimmt

wird und deren Ordinate =&
sein moge. Infolge von AT wird der Wert & fur einen Punkt D,

% . vergrifsert und fir ieinen Punkt I,

links vom Scheitel, um
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‘rechts vom Scheitel, um 2 &,*) weshalb sich ergibt:

8=8’+A‘:r-"7’, bezw. a=a’+as—"%‘»_..
Hat man nun mittels der auf Seite 165 entwickelten Gleichung

7 : ? 7

_ [ Myds Ndx y

Al_f__EJ_+ ﬁ_+ stoda:-{— At /l d:l—“'—fAB~
v v v 0

13
Myds
EJ

den Wert AD berechnet, wobei mit Bezugnahme auf Seite 177 f

[

=-;¥ gesetzt werden darf, so vermag man die Verschiebung & eines

jeden Punktes der Stabachse festzustellen.

B) Nicht immer ist es bei Bdgen mit Zwischengelenken ndtig, die
Anderungen AS zu berechnen. Ein Beispiel hierfur bietet die Lsung
der folgenden (der Aufgabe 2 auf Seite 47 gegentiber zu stellenden)

2
-3 L s 72 %’—-ﬂ—t?-ﬂ—’#—ﬂ-ll-—-—ﬁu-lf-—m-l‘-"
: g N R R iRy

Fig. 171.

Aufgabe: Gesucht wird die Biegungsfliche eines iiber 8 Off-
nungen gespannten kontinuierlichen Bogens mit 4 Gelenken A,
D, G und L (Fig. 171).**)

*) Die auf 4, B, wirkende Einzellast AS erzeugt die Auflagerwiderstinde
é?—b (bei 4,) und i?ﬁ (bei B;) und die Biegungsmomente —A—?—iz (bei =z)

838 &' (bei ).

**) Bei B und C sind keine Gelenke angeordnet, die einzelnen Bogen sind
vielmehr iiber den Auflagern fest miteinander verbunden. Ein besonderer Fall
dieses Bogentrigers ist der bekannte Gerbersche Balken.

und

*
12
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Die senkrechten Verschiebungen der Stitzpunkte 4, B, C, D seien
= 0. Es soll, wie unter 2), mit Einzellasten w an Stelle der Belastung 2

gerechnet werden.
Man zeichne mit der Polentfernung =E;‘I‘

das Momentenpolygon 4'NG  fr den einfachen Balken A'G’ mit
den Lasten w;, bis wj;,

das Momentenpolygon G'EL’ fur den einfachen Balken G'L’ mit
den Lasten w0g bis ;g und )

das Momentenpolygon L' TD’ fur den einfachen Balken L'D’ mit
den Lasten w,, bis 1,,,*)
bringe die Auflagersenkrechten durch B und C mit dem Momenten-
polygone G'EL’ in B’ und C’ zum Schnitt, lege durch B und C’
eine Gerade, welche die Senkrechten durch die Gelenke in G’ und L”
schneidet und verbinde 4’ mit G” und D’ mit L” durch Geraden.
Die zwischen den Momentenpolygonen und dem Linienzuge 4'G”L”D’
gelegene Fliche ist die gesuchte Biegungsfiiche.

6) Die elastische Linie des geraden Balkens ist ein besonderer

Fall der Biegungslinie eines krummen Stabes; ihre Differentialgleichung
ist (mit @ = 0) \

a2d N At
Tt T E TS
und sie stimmt mit einem Seilpolygone iiberein, welches mit dem Pol-
abstande 1 zu einer Belastungslinie, deren Ordinate

M At
(10) e=—g7+e5

(69)

ist, gezeichnet wird.

Sind die senkrechten Verschiebungen der Endpunkte 4 und B des
betrachteten Balkenstiickes — 0, so l#fst sich die elastische Linie als
Momentenkurve eines einfachen Balkens 4 B auffassen, dessen Belastungs-
hthe an der Stelle x gleich 2 ist.

Bei konstantem EJ empfiehlt es sich,

(M) e=M +eEJ—°;‘-

zu setzen. Bedeutet dann (M) die Ordinate der durch diese Belastungs-
linie bedingten Momentenkurve (welche auch die zweite Momenten-
kurve des Balkens 4B heilst), so ist

D

(72) b=-=

*) In Fig. 171 wurden die nach Gleichung (64) zu berechnenden Werte 1o,

. bis wy, 10, bis w,, und w0,y und 1w, positiv (d. h. abwiirts gerichtet), die iibrigen s

hingegen negativ angenommen,
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Beispiel. Auf einen Balken mit konstantem EJ, Fig. 172, der
an den Enden frei aufliegt, wirken zwei Einzellasten P. Es sollen die
Durchbiegungen 3  en den . P P
Stellen z und =z, berechnet E‘""'ﬂ'""j*"-@ ----- T ™ »

werden. Temperaturinderun- Af g ! ;B
gen At seien ausgeschlossen. | HEE B 1 ;
Die Momentenfliiche ist ein | T
Trapez, dessen Hohe — Pa und . |  |Pai i
dessen Inhalt = 2 Pa? ist; sie g B .
wird als Belastungsfliche des Pt § g T
einfachen Balkens 4'B’ aufge- L. : | Ba’
falst und ruft an dessen Auf- Hommenoo Xosoonen d i
lagern die Gegendriicke Pa? Fig. 172.
hervor. Das zweite Moment fiir den Querschnitt bei x ist deshalb
2
(M) = Pa®z — P; (x __23a_ — Pa(z—a) -?—2'—(1‘
Pa (9ax — 3z% — a?)
6

und die gesuchte Durchbiegung:
§ — Pa (9az — 8z —a?) )
6 EJ
An Stelle z; findet man das zweite Moment

z x Px, (622 — z?)
(M)=P02$1—le -—21—'—31—=—l._(_6 . 1
. . _ Pz, (60’-—-,1:})
und die Darchbiegung & = SET .
§ 18.

Der Maxwellsche Satz.

Der im § 9 ftr das Fachwerk bewiesene, an die Voraussetzungen
L =0, At=0 gebundene Maxwellsche Satz gilt auch fir alle den
Annahmen des § 12 entsprechenden, auf Biegungsfestigkeit beanspruchten
stabfdrmigen Korper, was ohne weiteres einleuchtet, wenn die auf
Seite 60 fur die Wege .., und 3., aufgestellten Gleichungen durch

die Beziehungen
__f Ads.,) AV= fa adV and

Ads, 6, 0nd V
= | Gu V=
b= [ (50— [

ersetzt werden.
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Aufgabe 1. Gesucht ist die Einfluflslinie ftir-die Senkung

d eines Punktes D der Achse eines Bogentriigers 4SB (Fig. 173).
Wir denken den gewichts-
losen Triiger nur mit einer in D
:  angreifenden senkrechten Kraft

L i ,Eins“ belastet, berechnen die
P i hierdurch hervorgerufenen Auf-
i - lagerkriifte, Momente M und
i» Lingskrifte & und zeichnen
nach der im § 17 gegebenen

-
«v

4 y B' Anleitung die Biegungslinie
| Z’/?’/ A’S’B’. Ist nun die unter D,

. rg gemessene Ordinate dieser Linie
Fig. 178. =", 80 verschiebt die in D

gedachte Last , Eins“ den

Punkt D, in senkrechtem Sinne um 7, nach unten, und es wird mit-

hin (nach Satz 1) eine in D, angreifende Last ,Eins“ den Punkt D

ebenfalls um 7, senken. Hieraus folgt, dafs die Biegungslinie 4'S’B’

die gesuchte Einflufslinie fir die Senkung & des Punktes D ist. Bei-
spielsweise senken die Lasten P,, Py, P; den Punkt D um

d="Pmy + Py + Pyms.

Die Einflufslinie 4’'S"B’ ftr die Senkung d des Punktes D der

Achse eines Balkens AB mit veriinderlichem Querschnitte (Fig. 174)

stimmt mit der Momentenkurve eines

BB B - einfachen Balkens A" B’ tiberein, des-
A D ] B sen Belastungsordinate
A | . - M’
DI PSR VIR S0 /25 S S— > 2 = ——
{ Lo EJ
| /./ I\fl;\ Sy ist, wobei M’ das Biegungsmoment
Yy e g bedeutet, welches fur irgend einen
Pl Balkenquerschnitt darch eine in D an-

greifende Last ,Eins* erzeugt wird.
Die Momentenfliche ftr diesen Be-
lastungsfall ist ein Dreieck 4'LB’

Fig. 114, von der Hthe LD =1 .flg.

Ftr die Anwendung ist, bei konstantem E, zu empfeblen, die Be-
M'
lastungshdhe ¢ = BT durch

z=M —:]]i
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zu ersetzen, unter J, ein beliebiges aber konstantes Querschnitts-Trig-
heitsmoment verstanden. Die Momentenkurve 4°S’B’ ist dann nicht
mehr die Einflufslinie fur die Verschiebung 3, sondern fir den Wert
EJ.3, und man'erhilt! fiir -die 'Belastung in Fig. 178

i
3=-ﬂ(P:"h + Pymy + Py g).

Aufgabe 2. Gesucht ist die Einflufslinie fiir den Gegen-
druck X der Mittelstiitze eines geradenm kontinuierlichen
Balkens mit vertinderlichem Querschnitte und mit 3 gleich
bohen Stiutzpunkten. Fig. 175.

Beseitigung der Mittelsttitze fithrt zu dem statisch bestimmten Balken
AB. Fir diesen wird, unter der
Voraussetzung, dafs bei C eine P
senkrechte, abwirts gerichtete Last
,,Bins* angreift, die Momenten- &
fliche A" DB’ gezeichnet (Dreieck
mit der Hdhe C'D =1- _1177,_) und
bierauf wird eine Linie 4’D’B’
aufgetragen, deren Gleichung

JC
g=M -
lautet, wobei J das wirkliche, ver-
#nderlich angenommene und J, ein
beliebiges aber konstantes Querschnitts-Trigheitsmoment bedeuten. Fafst
man diese Linie 4"D’ B’ als Belastungslinie eines einfachen Balkens 4'B’
auf und zeichnet die zugehdrige Momentenkurve 4'SB’, so ist diese
(nach Aufgabe 1) die Einflufslinie fur die mit EJ, multiplizierte Senkung
des Punktes C. Wirken also auf den Balken 4 B (aufser den in 4 und B
hervorgerufenen Auflagerkriiften) die beiden Krifte P und X, und milst
man unter P die Ordinate 1 und unter X die Ordinate ¢, so ergibt
sich die Senkung 8 des Punktes C:

8= —~ (Pn— Xo),

P

™
N

Fig. 175.

EJ. .
und es folgt aus der Bedingung 8 = 0 der Wert
X=p2.
c

Es ist mithin die Linie 4'SB’ die gesuchte Einflufslinie fir den
Gegendruck X, und ci ist der Multiplikator fiir diese Linie.

Da es bei der Bestimmung von X nur auf das gegenseitige Ver-
biltnis von 7 und ¢ ankommt, so darf die Hthe des Dreiecks 4" DB’
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beliebig grofs gewithlt werden, und weiter darf die Linie 4 SB’ ein
mit beliebigem Polabstande gezeichnetes Seilpolygon sein.

Aufgabe 3. Gesucht sind die Einflufslinien ftir die Gegen-
drticke/ X und) X" der‘Mittelsttitzen eines wagerechten kon-
tinuierlichen Balkens mit verinderlichem Querschnitte und
mit 4 gleich hohen Stttzpunkten. »

Werden die beiden Mittelstiitzen beseitigt, so entsteht ein einfacher

Balken 4 D; die Pankte

P Ix’ i Bund Cdesselben mdgen
p  sich um 3 undd”senken.

. 7 Die Einflufslinie fir den
7 7 Wert EJ, 3" (wobei J,
ein beliebiges Quer-

ST schnitts-Triigheitsmo-

ment bedeutet) stimmt
mit der Momentenkurve
A'ND' eines einfachen
Balkens 4’ D’ tiberein,
dessen Belastungslinie
37" A L’ D' manerhilt,wenn
man den Balken 4 D im
Punkte B mit der senk-
rechten Kraft ,,Eins‘
belastet, die dieser Be-
lastung entsprechende
Momentenfliche 4" LD’

(Dreieck mit der Hohe
LB =1 L’?) zeichnet

4!

DAL

Fig. 176. und hierauf die Momente
M’ mit J7 multipliziert; man erhlt die Belastungsordinaten &' =M’ J? '

In gleicher Weise wird die Einflufslinie 4"0D’ fur den Wert EJ,5"
gefunden; es wird nach Auftragen des Dreiecks A’ TD’, dessen Hohe

TC'=1 l’% ist, die Belastungslinie 4°7'D’ mit der Gleichung £”
J.
=M=z
J

Wirken nun auf den Balken 4D (aulser den bei A und D hervor-
gerufenen Auflagerkriiften) die drei senkrechten Krifte P, X und X",
so ergeben sich, mit den aus der Fig. 176 ersichtlichen Bezeichnungen,
bei B und C die Durchbiegungen

ermittelt und die zugehtrige Momentenkurve 4" 0D’ gezeichnet.
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¥ = L J -(P — X' — X"¢") und

und es folgen aus den Bedingungen 5= 0 und 3= 0 die beiden
Gleichungen

X+ X'"=Py

X'd+ X'd"= Py’
aus denen sich die folgende Konstruktion der Einflufsfiiche fir X ab-
leiten 1#lst.*)

Man zeichne zu der Belastungslinie 4" L’ D’ mit beliebig gewshltem
Polabstande ein Seilpolygon (I), welches die Senkrechten durch die Sttitz-
punkte 4, C, D in A,, C,, D, schneiden mdge und hierauf zu der
Belastungslinie 4’7" D’ ein durch die 8 Punkte 4,, C, und D, gehendes
Seilpolygon (II). Die Fliche zwischen den Seilpolygonen (I) und (II)
ist die Einflofsfliche fur X'. Mifst man unter P und X bezw. die
Ordinaten % und ¢, so ist

x—p.
¢

Die Hohen der Dreiecke 4'LD’ und A’ TD’, deren Ordinaten M’
und M” mit _‘J;_ multipliziert die Belastungsordinaten 2’ und 2" liefern,
dirfen, da es bei der Berechnung von X' nur auf das gegenseitige
Verh&ltnis von 1 und ¢ ankommt, beliebig grofs gewihlt werden.

Ganz ebenso wird die Einflufsfliche fir X" gefunden.

Aufgabe 4. Gesucht ist der Horizontalschub X eines Bogen-
trigers mit 2 (an denm Kiémpfern
gelegenen) Gelenken. Fig. 177. Es
handele Sich um den Einflufs einer tber
den Tréger wandernden Last P, einer
gleichmifsigen Erwirmung und eines Nach-
gebens der Widerlager.

Zuerst wird angenommen, dals auf den
Bogen nur zwei in 4 und B angreifende, j
nach aufsen gerichtete, wagerechte Kriifte R ?
Eins" wirken (Zustsnd X=—1). Die “<Jo7 &~
Sehnenlénge ! vergrdfsert sich hierbei nach Ky
Gleichung 58a, Seite 165, um Fig. 17,

5__./_1 ds +/£ﬁ9iz,

*) Vergl. Seite 64.
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und es entsteht eine Biegungslinie A'SB’, welche’als die Momentenknrve
eines einfachen Balkens A’ B’ aufgefafst werden darf, dessen Belastungs-
ordinate, nach Gleichung (62) und mit Vernachlissigung von N, stets ge-

nfigend genan: z= y—;;chz- gesetzt werden darf; denn es ist M =1y-1.

Mit Hilfe des Maxwellschen Satzes lassen sich jetzt folgende Schltisse
ziehen, wobei ' die unter der Last P gemessene Ordinate der Biegungs-
linie A"SB’ und D den Angriffspunkt von P bezeichnen mdge.

1) Die in 4 und B wirksamen wagerechten Krkfte 1 verschieben
den Punkt D um & nach abwirts, mithin wird eine in D an-
greifende Last ,,Eins* eine Vergrdfserung der Sttitzweite / um &’
hervorbringen, und eine in D angreifende Last P wird Al = P¥’
erzeagen.

2) Der Horizontalschub X verursacht ftir sich allein Al = — X§.

3) Eine gleichmiflsige Anderung der Anfangstemperatur um ¢ be-
dingt Al =¢tl.

4) Soll sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der
Temperaturtinderung die Sttitzweite ! um einen vorgeschriebenen
Wert Al #ndern, so besteht die Bedingung

Al = PY¥ — XE et
und auns dieser ergibt sich der ftir einen beliebig geformten Bogen
ghltige Wert
Q X= ﬂ"j‘_i;l L

Fir einen flachen Parabelbogen mit konstanten Werten
EJcosp und Fsec ist, wenn Jcosp =J und Fsecp = F ge-
setzt wird, nach Glexchung (58b), Seite 165,

81 !
S= g T EF .
1 4fz(—2)
nndz—EJseccp-—EJ, I
Die Differentialgleichung der Biegungslinie 4'SB’ lautet
ay 4fz(l—ux)
Taet T TRy AR
BS» % _
YT R

ihre Integration liefert

EJ1* dd z3 le?
i a8 2 T
EJ'1? zt Ix

8
St =h e tarta
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Aus den Bedingungen:
z = 0 muls liefern 8 =0,
z=1! w 0=0
ergeben sich die'Tntegrationskonstanten

18
C, = 1o und C, =0,
und es folgt die Gleichung
8 __ 9yt 4
5) 5=f(xl 21z® + z9)

3EJ12 7
so dafs nnt.er der bei a gelegenen Last P die Ordinate
f(al®— 21a% 4 a%)
(16) &= SEJ'I®
erhalten wird. Die fiir X abgeleitete Glelchung (I) geht tber in:
X = 5P (al®— 21a® 4 a%) 15EJ’

87,0 Tappa A

15 J
A=r(+57)

Das von P abhiingige erste Glied von X bestimmt die Einflufslinie
fir X; diese Linie weicht 8o wenig von einer Parabel ab, dafs es stets
zuléssig ist, sie durch eine Parabel zu ersetzen, so zwar, dals beide
Linien mit der Abscissenachse 4’B’ (Fig. 177) gleichgrofse Flichen
einschliefsen. Die Pfeilhshe Z dieser Parabel bestimmt sich aus der
Gleichung

wobei

z21 5 1 e
8 —Sfl’/(al 21a® 4 at);
man erhilt
3Pl
| Z="1e1,
und schliefslich den Einflufs von P auf X:
3Pab
17) X= m‘“ )

Aufgabe 5. Ein urspriinglich wagerechter Stab konstanten Quer-
schnitts liegt bei A4 frei auf und ist bei B unter dem Winkel T, ein-
gespannt. Es soll das durch eine senkrechte Einzellast P hervorgerufene
Einspannungsmoment M, bestimmt werden. Fig. 178.

*) Eine andere Ableitung der Formel X = _§P-a—l-’ findet sich bei Miiller-

4f1
Breslau, Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbriicken, Berlin 1880,
Seite 81.
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Wir betrachten zunichst den bei 4 und B frei aufliegenden, nur
durch ein in B angreifendes Kriftepaar, dessen Moment =1 ist, be-
lasteten Stab (Zustand M, =— 1) und berechnen die bei a entstehende
Durchbiegung 3, sowie den
Neigungswinkel T der in B
an die elastische Linie ge-
legten Tangente. Die Mo-
mentenfliche ist ein Dreieck
ALB von der Hthe LB=1;
fafst man sie als Belastungs-
fliche eines einfachen Bal-
kens A B auf, so entstehen

-l
die Sttitzendriicke (4) = %,

Fig. 178. und (B) = l—a—l und, an der
Stelle a, das zweite Moment (vergl. Seite 180):
1 a a a__ a(l*—d’)
M=Fe—l7 5 5= &
. M _ a(@—a?
es ist mithin &= S = EJI
Weiter ergibt sich

_®B _ 1 o,

T BT 8RS )

Der vierte der vorhin bewiesenen Sitze gestattet jetzt folgemde
Schltsse:

Ein bei B angreifendes, links drehendes Kriftepaar , Eins* senkt
den Punkt D um 3, folglich verursacht eine in D wirksame Last ,,Eins*
bei B eine Links-Drehung 8, und eine Last P erzeugt die Drehung P3.

Da nun das Moment M, fir sich allein die Drehung M, bewirkt,
so entsteht im ganzen die Drehung

T, = Pd -+ M7,
und es folgt hieraus, bei vorgeschriebenem t,, das gesuchte Einspannungs-

moment:

. Pa(l’—a 3EJ‘:,

’)
M = +
*) Da EJ3 als Biegungsmoment aufgefalst werden darf, so lifst sich
EJt=EJ % als Querkraft (Vertikalkraft) deuten. Es folgt dann (Fig. 178):
EJ<x=(B) und ebemso EJ*' = (4).
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§ 19.

Allgemeine Untersuchung des Einflusses einer Einzellast
auf die statisch nicht, bestimmbaren Grofsen X.

Wir betrachten ein Stabwerk, auf welches nur eine Last P wirkt,
und suchen die statisch nicht bestimmbaren Grdfsem X' X" . . . . for
eine beliebige Lage dieser Last unter der Annahme zu ermitteln, dafs
bestiglich der auf Biegungsfestigkeit in Anspruch gemommenmen Stibe
die Voraussetzungen des § 12 zutreffen.

Die Gleiohnngon
e °‘”’ +f stdd?,

Il i Ir r”
—fo qd —{—fetc av,

welche anf Seite 80 ftir den Fall abgeleitet wurden, dafs dlo Spannungen ¢
in der Foom o=o¢,+ X +¢"X" 4 ......

darstellbar sind, lassen sich, wenn der die Unbekannten X enthaltende
Teil von ¢ mit o, bezeichnet und

6 =206, +} o,

(18) ' ”
L= fad"dv—{—fcddv—kftc"dl’

......................

Dle von den Spannungen g, abhéngigen Integmle orstreckon sich
tber den statisch bestimmten Haupttriger, in welchen das be-
trachtete Stabwerk im Falle des Verschwindens simtlicher Unbekannten
X tibergeht; sie lassen sich in folgender Weise deuten:

Bezeichnet, fur irgend einen Spannungszustand des Haupttrigers,
d die unter der Annahme unverrfickbarer oder tiber reibungslose Lager
gleitender Sttitzpunkte und fir den Fall £ = 0 bestimmte Verschiebung
des Angriffspunktes von P, so besteht, da P die Spannungen ¢, hervor-

bringt, zwischen 8 und den Forminderungen Ads, = % ds, die Be-
ziehung (Arbeitsgleichung)

P8=fa° Ad‘i“" dV=f%,

und es ergibt sich insbesondere fir die dem Zustande X'=1 ent-
sprechende Verschiebung & die Gleichung
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i [GddV
i [5507.

(79) |iKymnd ebenso. folgt
Py'= f &OL—‘dK PY = f M, u. 8. w.,
wobei 8", 8", . die bezw. durch die Spannungen ¢”, ¢, . . ..
(entsprechend den Zust&nden X"=1, X""=1,....) hervorgebrachten
Verschiebungen des Angriffspunktes von P bedeuten.
Die Bedingungsgleichungen (78) gehen jetzt tiber in:

L’=P8’—|—f%”+fetc’dl’,
(80) V1= Pb"—|—f G c;'iv_ -|-fsto"d v,

sie m3gen fiir den Fall weiter umgeformt werden, dafs fiir dle auf Biegungs-
festigkeit beanspruchten Stibe die Spannungen ¢ nach Gleichung (40)
(§ 13) berechnet werden diirfen, und die Temperaturiinderung innerhalb
eines Querschnittes dem in Fig. 77 dargestellten Gesetze folgt. Es ergibt
sich dann (vergl. die im § 14 unter 1 dnrchgefuhrten Integntionen):‘)
fc'c,dV__ NNds MMde
E

/sta’dﬁ’:/‘etoN ds —I—f —M'ds;

dabei wird angenommen, dafs die L#ngskraft N und das Blegungs-
moment M durch die Gleichungen
N=N+NX4+N'X"+....
M=M, +MX 4+MX"4.....
gegeben sind und fur die von X abhiingigen Teile von N und M die
Abktirzungen

N=NX4+NX"4 ...
M=MX4+MX"+....
eingefithrt werden.
Fdr die Fachwerkstibe ist, wenn die Temperaturinderung in allen
Punkten eines Stabes den gleichen Wert ¢ annimmt,

/‘GG;:dV—+jeto'dV= SS’+ SetS's,

wobei die Spannkraft S in der Form
S=8+8X +8X"+.....
dargestellt sein mufs und

*) Wir schreiben jetzt ds an Stelle von du.
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S,=8X+4+8"X"+.....
den von den Unbekannten X abhiingigen Teil der Spannkraft S angibt.
. Die Gleichungen .(80) gehen jetzt ttber in

L—PB—I—-[MMds fNNda+f"A;,_tMld

—l—fstoA as+3552 | sags,

EF
(81) 'L"-PB"—}—fM'Mds NIvds +f LU
S"Ss

+fetoN"d s+ 3 + SetS”a

sie ermdglichen u. a. die Berechnung der Einflufslinien fiir
die Grdfsen X', X", . . ... ebener Stabwerke auf die Er-
mittlung von Biegungslinien fiir stets sehr einfache Be-
lastungsfille zurtickzuftthren, da alle in den Gleichungen (81)
stehepden Integrale von der Lage der Last P unabhingig sind und nur
einmal berechnet zu werden brauchen.

Ist das Stabwerk nur einfach statisch unbestimmt, d. h. tritt
nur eine Unbekannte X auf, so folgt

N=Ny+NX, M=M,+MX, §=S5, + 85X also

N.=VN'X, M. =MX, S, =8X
und es ergibt sich dann aus der ersten der Gleichungen (81) der Wert
L' — p¥ —feto N'ds— eAtM—hds— — 38cts
82) X=—

V’ds M 3ds S’
] +f g7 T2 EF

Aufgabe 1. Gesucht ist die Einflulslinie fir den Horizon-
talschub X eines kontinuierlichen Bogentrigers mit 8 Off-
nungen. Fig. 179. Die einzelnen Bigen sind bei B und C starr mit-
einander verbunden; bei 4 und D, G und L sind Gelenke angeordnet.
Uber den Mittelpfeilern liegen wagerechte Gleitlager, weshalb die Gegen-
drticke B und C der Mittelsttitzen senkrecht wirken. Die Veriinderlich-
keit des Bogenquerschnittes soll berticksichtigt werden; sodann ist anzu-
nehmen, dafs der Bogen gleichm#lsig um ¢ erwdrmt wird, und, infolge
eines Nachgebens der Widerlager, ! in ! | Al tibergeht, withrend sich
die Mittelstiitzen um die sehr kleinen Strecken &, und 3, senken.

Der Bogentriiger ist einfach statisch unbestimmt; er geht im Falle
X =20 in einen Gerberschen Balken tiber, fir den sich die Biegungs-
momente M, und Lingskrifte N, leicht berechnen lassen.
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Um die Unbekannte X mittels der aus der Gleichung (82) folgenden
Formel
L'—PY¥ —ct[Nds ,

N'%ds M %ds
f “FF T / BT

bestimmen zu ktnnen, mufs man zuntchst den Zustand X = 1, welchem
die Momente M’ und Lingskrifte N' entsprechen, untersuchen. Dieser

(DX = )

Fig. 179.

Fig. 180.

Fig. 181.

Fig 182. A"} g + ; B 7 A i p’
LN L S

Zustand ist in Fig. 180 dargestellt. Auflser dem Horizontalschube ,,Eins*

wirken noch senkrechte Auflagerkrifte 1 - denn es mfilssen, damit

5
sich die Bogenstticke 4G und LD nicht um die Gelenke G und L
drehen, die Kimpferdrticke durch diese Gelenke gehen. Der Linienzug
ARTD ist (mit der Ausdrucksweise der graphischen Statik) das dem
Zustande X = 1 entsprechende Mittelkraftspolygon, und es ergibt sich
fir irgend einen Querschnitt des Bogentriigers das Biegungsmoment
M=1. Y

wobei y den senkrechten Abstand des Querschnitts-Schwerpunktes vom
Mittelkraftspolygone bezeichnet. Die in Fig. 180 schraffierte Fliche ist
somit die dem Zustande X = 1 entsprechende Momentenfliche; der
mittlere Teil derselben ist positiv.

*) Da Fachwerkstéibe nicht vorkommen, so fallen die Glieder = in Glei-
chung (82) fort; ferner ist, wegen der hier vorausgesetzten gleichmifsigen Erwir-
mung At =0 und ¢, =¢ zu setzen.
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Ist @ der Neigungswinkel der Tangente an die Stabachse gegen
die Wagerechte, so ist die Lungskraft fir den Querschnitt durch dem
Bertihrungspunkt ;

1) innerhalb einer Aufsentffoung: N' = —1-cos p — 1 -

2) »  der Mittelsffioung: N = — 1.cos .

Da nun das tiber eine Aufsendfinung ausgedehnte Integral [ ds sin ¢
=[dy, = 0 ist, weil B und A, desgl. C und D gleich hoch liegen,
o folgt

L —sin @,

[N'ds=—[cospde =— (I, + 13 + 1) =—1
Die virtuelle Arbeit L' der Auflagerkrifte ist, fur den Zustand
X =1 und bei den hier vorgeschriebenen Bewegungen der Stiitzpunkte:

L=—1-a141-L 5 41. 15
L A

und es entsteht, wenn Zihler und Nenner des Wertes fiir X [Gleichung (I)]

mit EJ, multipliziert werden (unter J, ein beliebiges, konstantes Quer-

schnitts-Tréigheitsmoment verstanden) und die Bezeichnung
Jeoso=J

eingefihrt wird:

— PEJS + By, (-lf- (8, =+ 8) — AL e1)
1

m ]
wobei

N=1J f‘v’d’ -|—/M" * dx _JfN"d’-l—f

Das erste Glied von N ist gegen das zweite stets geringfiigig,
und es geniigt, dasselbe angenshert zu berechnen. Man setze fiir alle
drei Offnungen: N'—= — 1 -cos ¢ und nehme fiir Fsec ¢ einen kon-
stanten Mittelwert F. an; es entsteht dann

N'%ds dz J,
J,/ F —J/—FTCE—FluDd

X =

Nach Berechnung von 92 braucht man, um X bestimmen zu kdnnen,
nur noch & anzugeben
Es bedeutet ' die unter der Last P gemesseme Ordinate der fur

*) Wenn der Querschnitt nicht sehr stark veriinderlich ist, ist es auch zu-
lissig, fir J° (wenigstens innerhalb der einzelnen Offnungen) einen konstanten
Mittelwert zu setzen.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 18
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den Zustand X =1 gezeichneten Biegnngslinie, deren Differential-

gleichung ( )

oy W e

dz? T BT %

d( EF '® ?)
unter Vernachlissigung des ganz unwesentlichen Gliedes ———
’ dx

; e M
" dz®  EJ

vereinfacht werden darf. Es folgt dann, wenn an Stelle der Linie mit
der Ordinate ' diejenige mit der Ordinate EJ.d = gesucht wird,
' _ it L

izt~ YT

und es ergibt sich nun im Anschlusse an die Entwicklungen des § 17
(wobei namentlich auf die Aufgabe unter 5 zu achten ist) die folgende
Darstellung der %-Linie.

Man bestimmt die Belastungslinie z =

Y — J" wobei es sich empfiehlt
(damit die Gleichung — E.J,d = 7 bestehe), das Vorzeichen der y um-
zukehren und die y zwischen G und L negativ anzunehmen. Hierauf
falst man die in Fig. 181 mit I bezeichneten Flichen als Belastungs-
flichen einfacher Balken A'G’ und L' D’ auf, die mit II bezeichnete als
Belastungsfliche eines einfachen Balkens G'L’ und zeichnet die zuge-
bdrigen Momentenkurven A4”SG”, G"QL” und L”"KD”. Nachdem
hierauf die Senkrechten durch die Stiitzpunkte B und C mit der Mo-
mentenkurve G“QL” in B, und C, zum Schnitte gebracht worden
sind, wird der Linienzug 4”G,L,D” eingetragen, dessen Eckpunkte
G, und L, senkrecht unter den Gelenken liegen. Milst man nun unter
der Last P den senkrechten Abstand der Momentenkurve von dem
Linienzuge A4” G, L, D", so besteht zwischen % und 3’ die Beziehung
— EJY=n,
und es ergibt sich der durch die Last P hervorgebrachte Horizontalschub

Sind die Momentenkurven 4"SG”, G"QL”, L”"KD" Seilpolygone,
und ist der Polabstand = R, so folgt
X = Pn,.
Es ist dann die Fliche zwischen den Seilpolygonen und dem Linien-
zuge A”G,L,D” die Einflufsfliche fur X. Lasten zwischen B und C
erzeugen ein negatives X.

Besonders empfehlenswert fiir den vorliegenden Fall ist die auf Seite 173
golehrte Einfiilhrung von Einzellasten an Stelle der Belastungsfliichen I und II.
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Vergl. auch Fig. 171. Wegen M’ =1-y erhilt man, wenn der Einflufs der
Liingskrifte N auf die Werte v vernachliissigt wird, nach Gleichung (64) und (63)
die im Knotenpunkte m anzunehmende Einzellast
1P J A Jo M

Y A PRI UREE . SR §
wobei A, eine beliebige konstante Feldweite vorstellt Zelchnet man zu diesen
Lasten w0 (welche zwischen G und L nach aufwirts, hingegen links von G und
rechts von L nach abwirts wirkend anzunehmen sind) die einfachen Momenten-
kurven 4”SG”, G'QL” und L"KD" (Fig. 182), tréigt den Linienzug 4”G,L,D"

ein und milst unter P die Ordinate =, so besteht die Beziehung — 22% & =

A
und es folgt X=m~

N
Nun ist
!
d:c = / LY dz == F:T Zymim = 75 x’ Ey..w.. [nach Gleichung (68)]

[y S dz= A YutOm,

. n
mithin %= —F_.T: + ZYmt0m,
und man erhilt, wenn a eine beliebig lange Strecke bedeutet,

— £ n . __J.l Ey..w-.
=g o™i d=gyo+—
Sind die Linien 4”"8G”, G"QL”, L"K D" Seilpolygone, welche zu den
Lasten w mit der Polentfernung § gezeichnet wurden, so ist

X=P—"—

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Lange a dargestellt
vnrd (Kriiftemafsstab):

X=n

Zu beachten ist, dafs sowohl die Polentfernung § als auch die Lasten s
»Strecken* vorstellen, welche in beliebigem (vom Liingenmalfsstabe der Zeichnung
unabhiingigen) Mafsstabe aufgetragen werden diirfen Meistens ist A konstant;
man wihlt dann A, = wirkliche Feldweite und erhnlt x = )';‘“ =1. Istaufser-

c C

dem die Annahme: J = Konst. zuldssig, so wihlt man J, gleich dem Mittel-
werte von J’ und hat dann sehr einfach

0m = % (ym-1+ 4ym + Yms1)-

Bei kleiner Feldweite ist geniigend genau tom = ym.

Aufgabe 2. Eine auf Pendelpfeilern ruhende Kette sei durch
senkrechte Stibe mit einem Bogen verbunden, welcher an den K&mpfern
Gelenke besitzt. Auf den Bogen wirke eine Last P. Es soll der
Horizontalzug X' der Kette und der Horizontalschub X" des Bogens
unter der Voraussetzung berechnet werden, dafs sich die Sttitzpunkte
um beobachtete kleine Strecken verschieben und ‘eine gleichmifsige
Erhdhung der Anfangstemperatur um ¢ stattfindet. Fig. 183.

Zun#chst milssen die Spannkriifte in dem Fachwerkstiben, sowie

18*
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die den Bogen beanspruchenden Biegungsmomente M und Lingskriifte N
durch die Last P und die Unbekannten X  und X" ausgedrtickt werden.

a) Die;Fachwerkstiibe. Es ergibt sich fiir irgend ein Glied
der Kette, wenn @ den Neigungswinkel desselben gegen die Wagerechte

bedeutet:
I S=X'seca

w ”
Fig. 183.

und fur irgend eine Hingestange GR, wenn a, und a, die links und
rechts von GR gelegenen Winkel a bedeuten;
I S=X (tgau;—tga,).
Fiir den linken Pendelpfeiler ist
) S=—X (tga, +tgay)
und fur den rechten:
(IIIa) S=— X' (tg &y + tg @)
b) Der Bogen. Die senkrechten Auflagerdrticke bei 4 und B
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seien — A4 bexrw. — B; sie mdgen die Kette in L und T schneiden.
Die Gerade L T heifse die Schlulslinie, und es sei an der Stelle z
der senkrechte Abstand der Kette von der Schlufslinie —y’ und die
Ordinate des Bogen = y”.' 'Bei L denken wir die Kette durchge-
schnitten, zerlegen die Spannkraft X' sec a, des geschnittenen Ketten-
gliedes in die Seitenkriifte @' (in der Richtung der Schlufslinie) und @”
(senkrecht) und schreiben die Momentengleichung fiir den Punkt T an;
sie lautet
(V) (4+Q)I—Pb=0,
und liefert 4 4 Q" = —I;b - Nun fuhren wir an der Stelle = einen
senkrechten Schnitt, welcher Bogen, Kette und Schlufslinie in D, K
und U trifft, verlegen Q' von L nach U, zerlegen sowohl Q' als auch
die Spannkraft S des vom Schnitte D U getroffenen Kettengliedes in
eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft (welche letztere — X’
ist) und finden, wenn z < a ist, das Blegungamoment fur den Bogen-
querschnitt bei D
=A4+QNe—X'y' —X"y", d. i.
M_ -Plb z——X"I, X'Iyll’
wihrend im Falle z > a
LI —_— Pla .tr — X y X"yl

erhalten wird, weshalb allgemein gosetzt werden darf

V) M=M,— Xy —X"y",
wobei M, = Biegungsmoment fiir einen bei 4 und B frei aufliegenden,
mit P belasteten Balken ASR.

Die Momentengleichung (IV) fur den Punkt 7' lalst sich auch
nach der (in Fig. 183 nicht angegebenen) Zerlegung von X' sec a; in
X’ (wagerecht) und X' tg a; (senkrecht) in der Form schreiben:

A4+ X' tgag)l—X'¢c— Pb=0;
sie liefert dann den senkrochten Gegendruck des Bogenwiderlagers

(V1) A———X (tga, ——)
und ebenso lifst sich ableiten
o B=2—x (et ),
wobei a,_, der spitze Nexgungswmkel des vom Schnitte BT getroffenen
Kettengliedes ist.

Die Summe der auf das Bogensttick 4D wirkenden senkrechten
Kriifte ist nun fir x < a:
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V=A+x'tga,—X'tga=-Pl—"—x'(tga_il')
und fir  >a .
V=(A_P)+X't8¢2—X’tga=——Pli—X'(tga—-%),
weshalb man setzen darf
vy V=7, —X (tga—"),

unter ¥, die Querkraft (Vertikalkraft) fir den Querschnitt z eines ein-
fachen Balkens 4B verstanden.

Da die Summe der auf das Bogensttick 4D wirkenden wagerechten
Krifte = X" ist, so ergibt sich nach Gleichung (56) fur den Bogen-
querschnitt bei D die Lingskraft

(IX) N=—"V,sin9p+ X’ (tga—%) sin ¢ — X" cos .

¢ bedeutet den Neigungswinkel der in D an die Bogenachse ge-
legten Tangente gegen die Wagerechte.

Durch die abgeleiteten Gleichungen ist die Berechnung der Inanspruch-
nahme unseres Stabwerks auf diejenige von X’ und X" zurtickgeftihrt.

¢) Bestimmung von X und X”. Es sollen die Gleichungen (81)
benutzt werden; dieselben gehen, wegen At =0, ¢, — ¢ und 8”"=0,%
nach Multiplikation mit EJ.**) und mit der Bezeichnung Jcos ¢ = J’
iber in:

EJ,L = PEJ,Y + [M'M ,a +J, [

+JESS’+ EtJ,3S's

N'Nds N ds

EJ,L'—=PEJ,%+ fM"M, T dz U, f X FN’ ds +sEJ,t /N"da,

und hierein ist zu setzen fur den Bogen:

M=—Xy—X"y": N=4+X (tga——:—) sin ¢ — X" cos ¢
M=—y; N = (tga—%) sin ¢ (Zustand X' =1)
Mrl= _ yn; Lr’l= — cos ?; (Zust&lld X”= l)
und fiir simtliche Fachwerkstiibe:

S.,=8X,

wobei &’ bezw. den Koeffizienten von X’ in den Gleichungen (I) bis (IIT)
bedeutet.

*) In den fiir die Spannkrifte S gefundenen Ausdriicken ist die Unbekannte
X" nicht enthalten.
**) J. bedeutet, wie frither, ein beliebiges, konstantes Triigheitsmoment.
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Mit der stets zulissigen Vernachlissigung des fast einflufslosen
Wertes N’ sowie des ersten Gliedes des Ausdruckes ftir N, ergeben
sich zur Berechnung von X' und X" die Gleichungen:

r ’ ’ ’ ’ ¢ ” LA [ 4 ’
EJ.L'=PEJ.% +Xﬁ/ *%ax+x vy S dstIX 2‘%—’
X + ¢EtJ =S’s, )
Es.L'=PEIN 4 X 4y % dx+x'f,,"* %4z + 22
| —e¢EtJ,L*

Die Summen = erstrecken sich tiber Kette, Hingestangen und
Pendelpfeiler und die Integrale tiber den ganzen Bogen.

Um die virtuellen Arbeiten L' und L” der Auflagerkriifte zu be-
rechnen, nehmen wir die Wagerechte durch die Punkte 4 und B relativ
festliegend an und bezeichnen die Verschiebungen der Stitzpunkte N,
und N, im Sinne von N, E, bezw. N; E, mit &, und &,, die Senkungen
der Punkte N; und N, mit & und &, und die Vergro(serungen der
Stutzweite ! mit Al. Es ist dann die von den Sttitzendrticken

X", €, = Xseca,, C; = X seca,,

Cs =X (tga, +tgay), C;=X (tga.,+tga)
geleistete virtuelle Arbeit:
A=—X"Al— X'seca, - & — X'seca,- & — X' (tgx, +tgay) §s
— X' (tg a1 +tg @) &,
und es folgt fur den Zustand X' = 1:
(XI) L'=—%& seca, — & seca, — & (tg a, + tg ag)

— & (tgxas +tgan)

und fir den Zustand X~ =1
(XII) L"=—AL

3 und 3” sind die unter der Last P gemessenen Ordinaten der
far die Zustinde X =1 und X" =1 zu zeichnenden Biegungslinien
eines bei 4 und B frei aufliegenden Balkens 4SB (des Haupttriigers
unseres Stabwerks); sie kénnen mit Hilfe ihrer Differentialgleichungen:

NI
ay  w (_Ef ' q’)
4z ~E; T dx '
ay w | \grtee
T4 EJS T dr

*) Es bedeutet, wie in Aufgabe 1, F. den konstanten Mittelwert aus den
verinderlichen Werten F sec @, wobei F'= Querschnitt des Bogens an der Stelle =.
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-berechnet oder nach der im § 17 gegebenen Anleitung auf graphischem
Wege gefunden werden, wihrend sich die in den Gleichungen (X) vor-
kommenden Integrale u. a. mittels der 8impsonschen Formel ermitteln
lassen’*)

Formeln fiir die durch einen Parabelbogen versteifte parabo-
lische Kette. Sind f und f” die Werte von y" und y” bei z =41,
so ist

, 4fz(l—=x . 4f'z(1—2)
J A=) Ly A=)
und es folgt, wenn J' = Jcos ¢ durch einen konstanten Mittelwert J,

ersetzt wird,

vg V. 16f 812l

2 Ve 3 20l — ) dx =—
/;; 7 dz (—a)dx 5
(XIV) .

vy V. 8f % ,,,J _8ff
8o g — o .

y iy dz = 5 und 7 dx SRTE

Die Gleichungen (XIII) gehen, mit Vernachl&sslgung der unwesent-
lichen, von N’ und N abhiingigen Glieder, tiber in
asy’ , , Afz (1 — )
"—'EJ.TxT-—M = — Yy = —- lg'—'— und
azy”’ Az (l —2)
—EJ, dz* 12 !
und es ergeben sich nach Gleichung (76) Seite 187 bei 2 =— a die Ordinaten
Y _f'(al'—2la’+a") ond 6,,__f"(al’—2la'—|—a‘)
= 3EJ,I® - 8EJ,I? !
wofiir nach Seite 187 stets gesetzt werden darf (Gleichung 77):
, 2f ab ’ 2f"ab
(XV) 8 5EJ Ddb——— 5EJ.
'!

Bei Berechnung der Summen 2 7 und 38’s ist es stets zu-
ltssig, nur die Spannkriifte S’ der Kette zu berticksichtigen; dieselben
gind fur die uunter a,, @, . . . . . o, geneigten Stibe bezw.

. l1-.secay, 1-88C0gy, . . .. .. , 1:seca,,
so dafs sich, wenn der Querschnitt der Kette dem Gesetze
F=F,seca
folgt, wobei F, = Querschnitt der Kette im Scheitel,
S'3s S's 1 = :
= I =3 F'——-—Fa—§sseca

*) In den Gleichungen (XIII) diirfen die von N' und N” abhingigen Glieder
stets vernachlissigt werden.




— 201 —

ergibt, und hierfir darf bei Annahme einer von L bis T stetig ge-
krtimmten Kette und wenn y den Abstand des bei z gelegenen Ketten-
punktes von der Wagerechten durch L bezeichnet, gesetzt werden

4

Sgsec @ = s, sec &, —}-fdsseca—i—s,.seca...
1

[ 13
2
= g, sec a; + 3, sec a, —|—[dz[l + (%—Z—) ]-"’)
[]
Bedeutet ¢ den HBhenunterschied der Punkte L und T, so ist
y=¢y +c— d i&—glg-—— +ec %, und es folgt somit (nach Aus-

fuhrung der Integmtion) :

SFs = 38's = és sec &

.__s,seca1+s.seca..+l(1+ 1872 7+ le)

Werden die Werte aus (XIV), (XV), (XVI) in (X) emgefﬂhrt und
letztere Gleichungen nach X und X" aufgeldst, so ergeben sich mit
den Bezeichnungen:

_ Jomo L1 L
m= 1+8Ff’l’ =15 Epe
_s,seca,—l—s,.seca..—}—l(1+ 16 f s + I’)

folgende Ausdrticke fur X  und X”:
Die Last P erzeugt:

(XVID)

, 8Pab v—1 " 3Pab p—1
GVID X = =1 ™M = 1
die gleichmiifsige Erwirmung verursacht:
15 ceEtJ, 8V l
X =—— ( -4 —
5 Flw—D\F 17
(XIX) 15 sEtJ. (s l
X'=4 - =t B

8 fl(uv—1) \f
und eine Verschiebung der Sttitzpunkte bringt hervor
’ ’” f' ” If‘"
ax) = BEL T e BT
T8 1 pv—1 T8 (7 pv—1
wobei L’ und L” durch die Gleichungen (XI) und (XII) gegeben sind.

*) Es ist hierbei die Dehnung der Stiicke E; L und T E; der Kette ver-
nachlifsigt worden.
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Triigt man die Parabeln 4'W’'B’ und A" W"” B’ auf, deren Pfeil-

hthen bezw.
g— _31__ 1 adn = 8 =1
Sonefp—1 R T e py—1
sind und bezeichnet die unter der Last P gemessenen Ordinaten dieser
Parabeln mit 1’ und 7", so findet man, dafs
X' =Py uwnd X"=Pv"
gesetzt werden darf. Die Parabeln A W'B und 4 W”B sind demnach
die gesuchten Einflulslinien fir X’ und X”".

Horizontalsug der durch einen Balken versteiften parabo-
lischen Kette. Ordnet man bei 4, Fig. 183, ein wagerechtes Gleit-
lager (das aber auch negative Stiitzenwiderstiinde anfzunehmen imstande
sein mufs) an, so ist X” = 0. Der Horizontalzug X der Kette mulfs
der Gleichung gentigen [vergl. (X)]:

‘g
(XX1) EJ,L'=PEJ,5 + X' ﬁ*-j- st + ¢EtJ,=8's,
und aus dieser folgt mit den durch die Gleichungen (XIV), (XV) und
(XVIII) gegebenen Werten:
.__ 8Pab 15 eEtJ,sy 15L'EJ,
T 4ofl 8 f"l + YA

i = Jo_ &
wobei Q_1+T'F,f" 1
ist, wihrend L’ durch die Gleichung (XI) bestimmt ist.

Den durch die Last P hervorgernfenen Horizontalzug kann man

auch setzen: X' =P,
wenn 7 die unter P gemessene Ordinate einer Parabel A W’'B’ be-
81
d d =
eutet, deren Pfeil %’ 160f ist.

Kette mit Versteifungsbalken, deren Horizontalsug vom
Versteifungsbalken aufgenommen wird. In Figur 184 ist eine
Kettenbriicke mit drei Offnungen dargestellt worden. Die gelenkartig
miteinander verbundenen Balken C, 4, 4B und BC; besitzen nur ein
einziges festes Auflager; die tibrigen Auflager bewegen sich auf wage-
rechten Bahnen. Bei C; und C, sind die Rickhaltketten mit den Kuflseren
Balken befestigt — eine zuerst von dem verstorbenen Usterreichischen
Ingenieur Langer vorgeschlagene Anordnung, durch welche die mit
gewissen Ubelstinden verbundene Einfuhrung der Ruckhaltketten in
das Widerlagermauerwerk vermieden wird.

Lasten, welche anf die Hulseren Balken C, A, BC; wirken, er-
zeugen X = 0. Bei Berechnung der infolge Belastung des mittleren
Balkens hervorgerufenen Horizontalzuges ist zu beachten, dafs der Bal-
ken AB nicht nur durch die Momente
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M=M,— X'y,
sondern auch durch die ftr alle Querschnitte gleiche Lingskraft N— — X’
beansprucht wird. Fir die Balken C; 4 und BC; ist bei ausschliefs-
licher Belastung''der - Mittelsfnung M =0 und N=—X". In der

a—— e—_— - - -

STy Sallbat’s Sl

Fig. 184.

Gleichung (XXI) sind hiernach die auf die Kette sich beziehenden Summen
‘3
2"578 und 38’3 zu vermehren um die tiber die drei Balken F' (deren
Querschnitte F,, F, F, seien) sich erstreckenden Summen:
Ntdz A
F——l'—];,,;—i—l -I‘-;-+170‘und
[N'ds =1y 41 +1,.

Man gelangt dann za der Formel

,__ 8Pab 15 eEtJ, (s + 210-;-1)+ 15L'EJ,
T 40fl 8 wf'2l YA
wo
_ 15 J, (8 , 21° 1 )
o=14+-2y\m+tr TF
ist. :
§ 21.
Fortsetzung.

Zu einer besonders itbersichtlichen Ermittlung der statisch nicht
bestimmbaren Grofsen, die jetzt mit X,, X,, X,, ... bezeichnet werden
sollen, gelangt man in der Weise, dals man die X zunlichst zu den
auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Lasten rechnet und
die Wege 3., 3, 3,, . . . der Belastungen X,, X,, X, . . . (nach
Seite 60) auf die Form bringt:

8. = EPnaam - Xabaa - Xbbab — X0 — ... + 80‘ + 8-»
(83) 8, =3P, 0m — X0 — X0, — X8, — . . o + 3y + Oy
3, =2P,3., — X, 5., — X5, — X,5,, — ...+ 8,+d.

.................................
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Hierbei bezeichnet:
8, den Einflufs der Ursache P,,—1 auf den Weg §,
[ S ) ” ”» X,=—1, , » O
da VS i ” ” Xy=—1, ., » O
3. desgl. den Einflufs von Temperaturinderungen
Y ” ” » Verschiebungen der Sttitzunkte des
Hauptsystems,
und ebenso lassen sich die tibrigen mit Doppelzeigern behafteten Werte
S deuten.
Da pun aber nach dem Maxwellschen Satze die Buchstaben
eines Doppelzeigers miteinander vertauschbar sind, so ist
Oum = Opgy Bom ==8msy o « « . .

und es sind mithin die Beiwerte der Belastungen P, durch die den

Ursachen X, =—1, X,=—1, . . . entsprechenden Verschiebungs-
zustinde vollig bestimmt. Schreibt man die Arbeitsgleichung fiir den
Belastungszustand X, = — 1 an und legt man hierbei jedem Teilchen

ds, die Anderung Ads, =0 bei, so erh#lt man
—1.%,+L,=0; —1-3,,+L,=0;.....
unter L,, L, . . . die virtuellen Arbeiten der Auflagerkrifte fur den
Zustand X, — — 1, bezw. X, — — 1, . . . verstanden.
Es gehen also die Gleichungen (83) tiber in
8 — ¥y — L, = ZP,J,. — X, 0., — X, — X,b,, —
& — d¢— Ly = 3P,b,., — X.0p — X300 — X,0,. —

(84) V5 _5,— L ==SP5. — X5, — X,5, — X5,

sie fuhren zo den Unbekannten X, nachdem die Wege §,, 3,, d,, .. .
bestimmten Bedingungen unterworfen worden sind. Ist beispielsweise
a der Angriffspunkt eines Auflagerwiderstandes X,, und ist das frag-
liche Widerlager starr, so ist 3, = O zu setzen. Bedeutet X, die Spann-
kraft in einem tberzihligen Fachwerkstabe, so mufs fir 3, die Lingen-
dnderung dieses Stabes eingeftthrt und positiv oder negativ angenom-
men werden, je nachdem der Stab gedehnt oder verktirzt wird.

Bevor wir zur Durchfithrung eines Beispiels tibergehen, bemerken
wir folgendes:

Sollen die Gleichungen (84) auf die Berechnung von statisch nicht
bestimmbaren Auflagerkriften eines auf Biegung beanspruchten Stabes
angewendet werden, so wird bei der Ermittelung der 3.., ., ... die
Gleichung der Biegungslinie stets in

a2} M
T A T EJ
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vereinfacht werden dtirfen, wobei J' = J cos ¢ ist. Sobald die Annahme
EJ = Const.

erlaubt ist, was in der Regel der Fall sein wird, setze man bei der

Ermittelung der Biégungslinien (3,8, 3 ....) den Wert EJ =1,

integriere also (auf analytischem oder graphxschem Wege) Gleichungen

von der Form 2%

dz?

Man mufs dann die in den Bedingungen (84) auf der linken Seite
stehenden Werte L, — ¢t3,.., mit EJ  multiplizieren, desgl. den von
Ltngskriften N abhiingigen Teil der Verschiebungen 3,,.,, wihrend
der von den Biegungsmomenten abhingige Teil der J,., ebenfalls
unter der Voraussetzung EJ =1 berechnet wird.

Es ist oft zweckmilsig, nur die Verschiebungen §,,, 3., .. ..
mit Hilfe von Biegungslinien zu ermitteln, hingegen die Koeffizienten
der Grdfsen X, d. s. die Verschiebungen 3,,, 3., 3., .... mittels
der Formel

=M.

"N, N,ds M, Mds S,S,a
(89) 3= [—"pp+ f EF
zu berechnen, wo p und ¢ zwei beliebige Zelger sind. Will man auch
einzelne oder alle Summen =P,3,., 2P0, . . . . . ,» 80 setze man
SPudpe =20,
EP "6-5 == 8“

..........

und wende auf 3,,, 3., . ... die Gleichung (85) an.

Aufgabe. Gesucht sind die Sttitzenwiderstinde eines durch
eine senkrechte Kraft P belasteten Bogentrigers mit 8 Off-
nungen. Bei 4 und B sind Kimpfergelenke angeordnmet; tiber den
Mittelpfeilern sind die einzelnen B3gen fest miteinander verbunden und
durch wagerechte Gleitlager untersttitzt. EJ’ sei konstant.

Es bedeuten 4 und B die senkrechten Seitenkrifte der Kimpfer-
drticke, X, den Horizontalschub, X; und X; die senkrechten Gegen-
drticke der Mittelstiitzen. Im Falle X, = 0, X; = 0, X5 =0 liegt
ein an den Enden frei aufliegender Balken 4B vor, und es nehmen
dann 4 und B die Werte

Pb Pa

dy=—"7" Bo="~
an. * Wirken auf diesen (den Haupttriger unseres Stabwerks vor-
stellenden) einfachen Balken A4 B nur die wagerechten Kriifte X; = — 1,

so ist das Biegungsmoment fr irgend einen Querschnmitt: M = 1.y’
Die Fliche zwischen der Bogenachse und der Geraden A B ist die Mo-
mentenfliche fir den Zustand X, = — 1 sie sei kurz ,,Fliiche I genannt.
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Die ,,Momentenfliche II** fiir den Zustand X, == — 1 ist ein Dreieck
4,8, B; mit der Hohe G;8, =1 - l’;’ , und die ,,Momentenfliche IIT*

fur den Zustand X; = — 1 ein Dreieck AgS;B; mit der Hbhe G;S,

=1- —lﬁlr—’ Die Biegungsmomente M” und M" fr den beliebigen

Querschnitt D sind
M’ =1y und M"=1.¢",

Fig. 185.
und das gesamte Biegungsmoment ftr D wird
M=M,— X,y — X9 — X"
wobei (fur den Haupttriger):

M, = —I;—b x, sobald x < a

M, = ?:r', sobald =’ < b.

und
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Falst man die Fliche I als Belastungsfliche eines einfachen Bal-
kens 4,B, auf und zeichnet die zugehdrige Momentenkurve 4, L, B,,
so erhilt man in, dieser die) dem Zunstande X; = — 1 und der Voraus-
setzung EJ = 1 entsprechende Biegungslinie, ihre unter dem Angriffs-
punkte C von P, und unter den Stiitzpunkten C; und C; gemessenen
Ordinaten

Oy O34y B33
sind gleich den senkrechten Verschiebungen (Senkungen) der Punkte
C, C; und C; fur den Zustand X, = —1.

Ebenso bedeuten, wenn Ag;LgB; und 4zLg By die den Belastungs-
fiichen II und III entsprechenden Momentenkurven der einfachen Balken
Ay;B; und A4y B sind, die Ordinaten

Bugs Bg-9) 859

mss Og-3) Og-3 ’
die senkrechten Verschiebungen, welche die Punkte C, C;, C; bei Ein-
treten der Zustinde X; = — 1 bezw. X; == —1 erfahren.

Da die Verschiebungen 3.;, 3.4, d.; unter der Voraussetzung
EJ’ =1 abgeleitet worden sind, und da ferner die Widerlager des
statisch bestimmten Hauptsystems A B als starr angesehen wurden, so
geben die Gleichungen (85) fur den vorliegenden Fall tiber in

X 8., +X8.,+X8.,=P38,., +¢,—8)EJS

X 8.1+ X 85,9+ Xy 8g.5 = Pob,.5 + (35, — 8;) EJ’

X85, + X, 85+ Xy 85.5 = Podn.g + (35, — 85) EJ".

Die auf den linken Seiten stehenden Verschiebungen & sind (da
8.9 ==29;., und 3,., =3;., ist) bereits bekannt bis auf 3, .,; letztere
bedeutet die mit EJ’ multiplizierte Verlingerung der Sehne ! im Be-
lastungsfalle X, =—-— 1; dieselbe ist, nach Gleichung (58a) gentigend genaun

’

5., =ﬁ"ax+-;—,z,

wobei F* den Mittelwert von Fsecq und F den Inhalt des Bogen-
querschnitts bedeutet,*) wihrend

fy”dx= 2fy'dx % =2F, 7

gesetzt werden darf, unter F; den Inhalt der Belastungsfliche I und
unter 7 den Abstand des Schwerpunktes dieser Fliche von der Geraden
A, B, verstanden.

dy¢y Og¢y O, sind die im entgegengesetzten Sinne von X, X,, X;
positiv angenommenen Verschiebungen der Stiitzpunkte infolge einer
Temperaturtinderung. Wird eine gleichmifsige Erwirmung um ¢

*) Bei flachen Bogen ist geniigend genan F’'— dem Mittelwerte von F.
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vorausgesetzt, so bleibt der Bogen seiner fritheren Gestalt Bhnlich; es
gebt tiber:
lin I+ ¢etl, hy in hy 4 €thy, by in kg -} cthy,
und 'es/ergibt/ sich 1
¥ ..=c¢tl, ¥3.,= — ethy, ¥;.,= — cthy.
Andert sich infolge von Verschiebungen der Widerlager:
lin 4 Al, hy in hy — Ahy, hg in hy — Abhy,
so ist
8, = Al, 8 = — Ahy, d; = — Ah,.
Nunmebr sind die simtlichen Konstanten der Gleichungen (I)
bestimmt, und es lassen sich die Werte X,, X;, X; berechnen.
Wir geben die Aufldsung fir den Fall eines in Bezug auf die
Mittelsenkrechte symmetrischen Trigers, setzen:
¥ .. =238.,=¢,
Bg.9=205.3 =0¢4,
d5.5 == dg.5 =c¢5,
fuhren ftir 3., die Bezeichnung ¢ ein und erhalten mit den Abkiirzangen:
1 ” [N g

= — p— 8
c;—eci

’

et ¢z — ¢

e+ ¢

, & =

c—2
die Auflagerkrifte:
X1=a,'P..[5-1'_'(5~2+8~8) + ]+¢ ¢EJ t[l—{-(h,-l—h,) +c]

—«EJ’ [Az—(Ah, + Ahy) +c ]
. ” — . ’ h’
X;=P, (2" 33— "3,5) —cEJ't ate
+ EJ (@ Ahy + o« Bbg) — X — 1
cg+c
—_— ” ui ’ hs
Xy =P (0 By 0"8ug) — 6Bt 22—

+ EJ' (a"Ahg + & ARy) — X' ——1—
s + "s
Wird das eine der beiden festen Auflager 4 und B durch ein
wagerechtes Gleitlager ersetzt, so ist X; = 0; es entsteht ein konti-
nuierlicher Balken, dessen Mittelstitzen die Gegendriicke
X, =P, (2", — a.”'ﬁ,,.s) —eEJ't (@ hy — & hy)
+ EJ' (a"Ahy + a"'Ah,)

X, =P, (2", —a Bg) — eEJ't (0" hy — a” hg)
+ EJ («"Ahy + o Ahy)

ausiiben.
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Wird bei Losang der vorstehenden Aufgabe eine Berticksichtigung
der Ver#inderlichkeit des Querschnittes verlangt, so hat man nur ndtig,
die Belastungeordinaten 4, y”, y~ der einfachen Balken A,B,, 4;B,,

’ e ” [ ”r Jc -
AgBg durch die Ordinaten y —j,—, y '—;,—, y 5 zu ersetzen, wobei J.
ein beliebiges konstantes Querschnittstrigheitsmoment bedeutet. In den

Gleichungen (I) mufs dann J, an die Stelle von J  treten, und schliefs-

lich ist
61-1 =fy2
§ 21.

Schiirfere Untersuchung einfach gekriimmter Stiibe.

1) Grundgleichungen fiir die Spannungen und Form#nderungen.
Es wird, wie bei der bisherigen Untersuchung eines krummen Stabes
angenommen, dafs dieser in Bezug auf die durch seine Mittellinie ge-
legte Ebene symmetrisch. ist, dafs alle #ufseren Krifte in jener Ebene
liegen, und nur die senkrecht zum Querschnitte wirkenden Spannungen
¢ beriicksichtigt zn werden brauchen. Hingegen wird die Voraussetzang
von im Verhiiltnis zu den Krtimmungshalbmessern verschwindenden
Querschnittsabmessungen aufgegeben.

Indem der Querschnitt auf zwei durch seinen Schwerpunkt gehende
Koordinaten-Achsen (¥ und v) bezogen wird, deren eine (die u-Achse)
senkrecht zur Stabebene ist, wird angenommen,
dafs in allen von der u-Achse gleichweit ab-
gelegenen Querschnittsteilchen gleich grofse
Spannungen ¢ und Temperaturinderungen ¢
entstehen, und die Berechnung der ¢ an die
Voraussetzung gekniipft, dafs die vor der
Biegung ebenen Querschnitte auch nach der
Biegung Ebenen bleiben.**)

Sind in Fig. 186: 4;B; und A4yB; zwei
unendlich nabe Querschnitte, C,C; = ds das Fig. 186.
Element der Stabachse, C, D, = Cy Dy = v,

D,D;, =ds, und / A4,0A4; = (— d @), wobei ¢ den Winkel bedeutet,

J. J,
7 dz+ i l

zu setzen.*)

*) Weiteres iiber kontinuierliche Bogentriiger enthilt eine Abhandlung des
Verfassers im ,,Wochenblatte fiir Architekten und Ingenieure, 1884*.

**) Man kann hierfiir auch die Annahme machen, dafs zwei unendlich nahe
Querschnitte infolge der Biegung gleich gekrimmt werden und die Stabachse
unter gleichen Winkeln schneiden.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 14
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den die im Punkte C, an die Stabachse gelegte Tangente mit der
z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems (Fig. 164) bildet, so
ist vor Eintreten einer Verbiegung des Stabes, wenn r den Krtimmungs-
halbmesser 'der Stabachse bezeichnet.

CC=ds=—rd@; DDy =ds,= — (r—v)do=ds -+ vd9
und nach einer kleinen Verbiegung

C,Cy =ds+ Ads, [/ 4,04, = — (do + Ad9),

DDy = ds, + Ads, = ds + Ads 4+ (P4 Av) (do + Adtp),
woraus, mit Vernachlissigung der sebr kleinen Grifse AvAd@ und mit
Beachtung von ds =ds, —vdg:

(86) Ads, = Ads -+ Avde | vAdg,
wihrend andererseits entsteht
2d
E 8oy
" ” Temperaturlinderung ty §) Ads, = etds.

und beim Zusammenwirken von ¢ und ¢:

(87) Ads,= (—E + et) ds,,

so dafs sich ergibt:
i'l- ot — Ads 4 Avde 4 vAde .
E ds + vde
Dividiert man Zihler und Neuner der rechten Seite dieser Gleichung

infolge der Spannung o I Ads, =

durch —d% = —d¢, s0 erhilt man

G Ad?r—A o Addq; ’
(88) T_l_et: e ’

r—v

worein zu setzen
. M o :
(89) Av =]Adv =f(€t -_ TE‘) do,
L) 0

l .
unter o den Koeffizienten der Querdrehung verstanden; derselbe ist

fur Schweilseisen und Flufseisen = % bis ;

Differentiiert man (88), um das Integral Av zu beseitigen, 8o ge-
langt man zu einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den
8 Vert#nderlichen 6, v, ¢t und ist dann imstande, ¢ als Funktion von

v darzustellen, sobald ¢ als Funktion von » gegeben ist. Die beiden



— 211 —

in ¢ noch enthaltenen Unbekannten —Aﬁ— nd % kénnen schliefs-
lich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen

N=[¢dF, M= [ovdF
berechnet werden, unter N die L#ngskraft und unter M das Biegungs-
moment fir den fraglichen Querschnitt verstanden.

Wir wollen zun#chst (vorbebaltlich einer spiteren genaueren Unter-
suchung) den von ¢ abhiingigen Teil von Av vernachlissigen und
Adv = etdv setzen; sodann wollen wir, ebenso wie beim geraden Stabe,
nur solche Temperaturzustinde in Betracht ziehen, welche keinen un-
mittelbaren Einfluls auf die Spannungen ¢ haben.

Beim geraden Stabe wurde gezeigt, dals mit den Kulseren Kriften
(Pund C) auch die Spannungen ¢ verschwinden, sobald ¢ eine Funktion
ersten Grades der Querschnittskoordinaten % und v ist; es knnen dann
durch Temperaturinderungen zwar beachtenswerte Forménderungen,
sber nur im Falle statischer Unbestimmtheit Spannungen hervorge-
rufen werden, sobald n#mlich infolge jener Temperaturinderungen
iufsere Kriifte entstehen.

Es fragt sich nun:

Welchem Gesetze t = F (v) mufs die Temperaturinderung
innerhalb des Querschnittes eines krummen Stabes folgen,
damit auch fiir diesen mit den #ufseren Kriiften die Span-
nungen verschwinden.

‘Wir gehen von der Gleichung

Ads,=— Ads 4 Avdp + vAdo
aus, bezeichnen mit
t die Temperaturinderung an beliebiger Stelle o,

o s . fur v=0,
) ”" »w v=- 6y
t: ” ” y V= —¢,

setzen, da auf den Stab keine H#ulseren Kriifte wirken sollen und =20
sein soll,

Ads, =z¢tds,=—c¢ct(r —v)do
Ads = styds = — ct,rdcp
und erhalten die Bedingung
—&t(r—ov)=—c¢ctyr 4+ Av+v Ad:

Wird diese Gleichung differentiiert, so entsteht, mit Adv = etdv:

_ Ade .
(90) —s(r—t)dt————d? dv,

14*
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und hieraus folgt:

__ 1 Ade do 1 Ado o
t= . dqafr—v—s o In(r—v)4C.

Da nun ftir v = 0: ¢t =2¢, ist, so ergibt sich

C=to—%idilnr und

t—to—|—~1 Adq’l (1———)

Setzt man eret.v=—-o:,,undt—-t,,,hleria.ufo——I—e1 und ¢t ={,,

go findet man
t,—t°+ 1 Ad(pl (1+e,)

d
t,=1t,+ —le— Ad?l In (1.— eT) und

2]

r

woraus sich mit der schon frther benutzten Bezeichnung ¢, — ¢, = At
ergibt:

Ade eAt
do ( NZETAY )
r— e;
und hierfur darf, mit e, -}- e, = h, stets genugend genau gesetzt werden:
Ade
o = A

so dafs schliefslich folgt
01) t=tp— At—;—ln(l— —”—) :
v

Im Falle » = 0o entsteht, wegen In (l — ——) =—7"

(92) t=tp+ At

d. i. die frtther vorausgesetzte Funktion.
In der Regel werden die Ergebnisse von (91) und (92) nur wenig
voneinander abweichen.
Indem wir in der Folge annehmen, dals sich ¢ nach dem durch
die Gleichung (91) dargestellten Gesetze #ndert, setzen wir:
(98) Ads=c¢ctyds und (angenihert):
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(94) Ad¢p=—eAt—;—d<p= *)

Um nun die durch #ufsere Krifte erzeugten o, Ads und Ad¢ zun
ermitteln, setzen wir, indem wir #=— 0 und within auch Av =0 an-
" nehmen,

Ads , Ado »
g as ae __Ads  (Adp  Ads\ v
E . r—o T ds ae ds Jr—o’

fuhren diesen Wert in die Gleichgewichtsbedingungen ein und erhalten
die Beziehungen

N _ Ads . Adq> Ada )
E = ds /:iF /r—v !
M Ads Adq; Ads ) 2dF
E~  ds _/dF /r

Aus diesen ergeben sich, wenn

(95) f:’ ' 4F=2Z
r—v

gesetzt wird, mit Hilfe der Integralwerte:

/;zF F/;dF—Of”dF _f(—— v Var=Z2
r?* r—o r

die Ausdriicke:

Adeo Ads Mr Ads N M
d9 ds  EZ' ds  EF EFr
und es folgt mithin
"
(96) o= _+_;_—-—v_ ,
Ads R
‘ds  EF

Ade N Mr
d9 EF EZ
p=n—11.
r
Figt man zu Ads und Adg die vorhin gefundenen, unmittelbar
von #, und At abhingigen Werte, 8o erhilt man fur den vorhin er-
klirten Temperaturzustand:

, wobei

*) Bei der Berechnung ungleichmilsig erwirmter Bogentriiger ist die
Néherungsformel schon deshalb am Platze, weil das Gesetz, welchem ¢ folgt,
sich nie scharf angeben lilst.
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97) Ads= —%EI;— -+ etyds,

Nds Mds ds

OBordde =— pp-+ 7z tebtos

Im Falle »r = oo ist

-r£7=1, Z=/o’dF=J, = N, a=£+3‘i
Mds ds
Ads-—————-+etods, Adep = 77 +eAt— A

es entstehen die frither fir den geraden Stab abgeleiteten Gleichungen,
welche auch dann noch anwendbar sind, wenn zwar » einen endlichen,
aber, verglichen mit dem grdfsten », sehr grofsen Wert besitzt.

2) Beihenentwickelung von Z. Setzt man
r—_—” =14 — + -|- ..... R

so erhiilt man
1 1 1
Z={+7‘/;3¢1.F+F v‘dF-l—;i v3dF 4.
"und fir den Fall eines beztiglich der u-Achse symmetrischen Querschnittes:
1 1
Z=J+F U‘dF+-;:/;de+ .....

Ftir das Rechteck von der Breite & und der H8he % ergibt sich
bn®

mit dF —=bdy und J = W

h

)
bh* 8 Jhnt
4 —_— 4 —_— ———
ﬁdF—2b/;dv—5.24—5 53
- 7 "
bbb 3Jh
677 — 67, =270 e w.
ﬁdi'—2?f:dv—7_2s—7.2‘usw

o0 oo d () () S (A )

Im Falle r =5k wird z. B. Z=—1,006J, und es leuchtet ein,
dafs bei der Berechnung der im Brtickenbau und Hochbau vorkommenden
Bogentriiger stets Z=J gesetzt werden darf.

Fir einen Kreisquerschnitt vom Halbmesser e ergibt sich in
thnlicher Weise
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8fe\2 8 5 fe\*, 8 5 1 fe)°
(100) Z"J[H'E(?) +5% r) +53 '1o(r) +]

3) Arbeitsbedingungen. Berechnung statisch nicht bestimm-
barer Grdfsen. Fir die Folge sollen nur solche auf ein festes Ko-
ordinatensystem bezogene Verrtickungen & und Ac der Angriffspunkte
der ¥ufseren Kriifte P und C in Betracht gezogen werden, welche durch
Anderungen der die Gestalt der Stabachse be-
stimmenden Werte ds und d¢ bedingt sind.
Man hat sich also entweder simtliche #ufseren
Krifte in Punkten der Stabachse angreifend zm
denken (wie dies in der Regel geschieht), oder
man mufs eine starre Verbindung ibrer Angriffs-
punkte mit der Stabachse voraussetzen.

Um zu einem sebr tbersichtlichen Ausdrucke
fir die virtuelle Form#nderungs-Arbeit zu ge-
langen, denken wir uns durch zwei unendlich Fig. 187
nahe Querschnitte J und II (Fig. 187) ein platten-
formiges Stabstiick abgegrenzt und ersetzen die Spannungen o eines jeden
Querschnittes durch die im Querschnittsschwerpunkte angreifende Liings-
kraft N= [6dF und ein Kriftepaar mit dem Momente M = [GvdF.
Letzteres ist ftir den Querschnitt I rechts drehend. Versehiebt sich
nun, bei relativ festliegendem Querschnitte II, der Querschnitt I im
Sinne von N um Ads, so leistet N die virtuelle Arbeit NAds, whhrend
bei einer Drehung des Querschnittes um den Winkel A(—d¢) das
Kriiftepaar die Arbeit — MA(—d@) verrichtet, wobei das erste Minus-
zeichen ndtig ist, weil A(—d¢@) die Vergréfserung des urspriinglich
von den beiden Querschnitten gebildeten Winkels (—d@) vorstellt,
mithin der Sinn der Querschnittsdrebung demjenigen des Kriftepaares
entgegengesetzt ist. Die virtuelle Form#nderungs-Arbeit ist fur die
betrachtete Platte

dA,= NAds -+ MAdo
und fir den ganzen Stab:
A, = [NAds + [MAdg.
Die Arbeitsgleichung, welche ausdriickt, dafs die von den Huflseren

Kriften P und C geleistete virtuelle Arbeit gleich der virtuellen Form-
inderungs-Arbeit ist, lautet

(101) ZP3+ ZCAc=[NAds - [MAdg;
sie gilt fir beliebige mdgliche, verschwindend kleine Verschiebungen und

mdge zunfichst mit der im § 12 ‘entwickelten Arbeitsbedingung ver-
glichen werden. Dazu fihren wir ein:
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N=/cdF und M = [cvdF,
erhalten
3PS+ SCAc = [[ed F(Ads + vAdQ)

und ' setzeén, indem - wir ‘die durch irgend einen, mittels des Zeigers a
gekennzeichneten Belastungszustand sowie durch Temperaturinderungen
hervorgerufenen Verschiebungen 3,, Ac,, Ads,, Ad¢@, einflihren, nach
den Gleichungen (86) und (87):

dF(Ads, + vAdg,) = % [Ads,., 4 Avd@]=dl"

o; 1 ;
=dV [T +€t+ r_v];tdv]
°

Wir gelangen, mit der abktirzenden Bezeichnung

Ads.. 30ea

-]

r—uv

[etdo
T

zu der, irgend einem nur gedachten Belastungszustande, welcher von
dem die Verschiebungen erzeugenden (a) durch den Zeiger b unter-
schieden werde, entsprechenden Arbeitsgleichung: :

(102) 2P§8¢+ ECI,ACG =f6,, (% + slt) dV;

diese bhat die gleiche Form, wie die aus (28) und (31) auf Seite 78 und
80 fiir den geraden Stab sich ergebende und als Ann#herungsgleichung
filr Bdgen mit grofsen Krtimmungshalbmessern bislang benutzte Beziehung

(103) EPI,B.-{—EC,,AG,: [*73 (‘g.E-"—‘—st d.V’

und es geht tatschlich (102) in (103) tiber, sobald » == 0o also £ = ¢
gesetzt wird, womit dann gleichzeitig ¢ den durch die Gleichung (40)
gegebenen Wert annimmt.*)

Aus der tibereinstimmenden Form der Gleichung (102) und (103)
folgt tiberdies, dafs die frither fur den Fall eines beliebig veriinderlichen et

*) Man gelangt auch zur Gleichung (102) durch die Erwigung, dals die Krifte
S=oadF (Fig. 66) eine in die Halbierungslinie des Winkels (— dq) fallende

Mittelkraft S-— - besntzen dafs sie also die virtuelle Forminderungsarbeit

dA, = ch(Ads, + rd_"’_v_v-Ar) = ch(A;ssv_I_ ,.ir»r)

verrichten.
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und fur beliebige G gegebenen Ableitungen, namentlich die zu dem
Maxwellschen Satze ftihrenden Gleichungen (738), (74), sowie die Glei-
chungen (80), (84), (85) auch unter den in diesem Paragraphen ge-
machten Voraussetzungen gtiltig sind.

Die weiteren Entwicklungen kniipfen wir an die Gleichung (101);
die Anwendung derselben auf die Belastungszustinde X' =1, X" — 1,
..... fuhrt, wenn diesen Zustinden bezw. die Lingskrifte N'N”,. . ..
und Biegungsmomente M, M”, . . entsprechen, zu den die Be-
rechnang der statisch nicht bes'ammbaren Grifeen X ermdglichenden
Beziehungen:
L'=/[AdsN + [AdoM

(104) {L"=/AdsN"+ [AdeM”

wobei L', L”, ..... die von den Auflagerkriften bei Eintreten jemer
Belastungszustinde geleisteten virtuellen Arbeiten bedeuten.
Die Gleichungen (104) lassen sich auch durch die Bedingung

oN oM
(105) L= [8ds—r+ [Ado—5

ersetzen, unter X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grdfse und
unter L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fir den Zustand X =1
verstanden.

Driickt man Ads und Ad¢ mittels der eine ungleichmifsige Er-

wirmung berticksichtigenden, hingegen an die Voraussetzung Tix-= 0

gebundenen Gleichungen (97) und (98) aus, so gehen die Beziehungen
(104) tber in

, MY )

L=fm”’ +f L etoNds-l—fe—%;-M'ds
l ” " i ’ ”
(108) L_f”m de fMM de +/at01v'ds+ 6 S5 M ds

wobei
M ’ ’ MI ” ’ "
R=N——3 RN=N=—, R ———N'—M, .....
r r r

ist, und Gleichung (105) lautet:

N N M eM eN cAtoM

sie ldlst sich, mit der Bezelchnnng
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Nids ds ‘M*ds . At

auch schreiben:

24
(109) L=,

und im Falle L =0:

A; = minimum,
wobei 4, bei angenommenen Lasten und Temperaturinderungen als Funk-
tion der zun#chst unabhiingig veriinderlich gedachten X aufzufassen ist.

Beispiel. Ein Bogentriger mit K#&mpfergelenken, dessen Mittel-
linie 4B ein Kreisbogen ist, wird in der Mitte durch eine senkrechte
Kraft P belastet. Es soll der
Horizontalschub X mit Hilfe der
Gleichung (107) unter der Vor-
aussetzung bestimmt werden,
dafs I in I Al tibergeht und
der Bogen gleichmi(sig um ¢
erwirmt wird.

Fiir den Bogenquerschnitt
bei < 4! ist (wenn @, den
Wert von @ bei z = 0 bedeutet)

N=—§sin<p——Xcos(p,

M=—§x-——Xy=%(sin ®o — 8in @) — Xr (cos  — cos @),

92=N-—£=-——11 sin @, — X cos @y,
r 2
°N M [
xR = — r (cos @ — cos @,), ax = 08 @,
wihrend die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fr den Fall X —1:
L=—1-A4l
wird. Mit ds = —rd¢, t, =1t und A¢t=0 folgt deshalb bei kon-
stantem E, F und Z, wenn [ &t, %‘%d3= — etl gesetet wird:

o

etl—Al=— (£ sin @ -+ X cos tpo) cos %-—ET—F 2 fdcp

Prd

+ 9 FZ 2](sm @, — sin @) (cos ¢ — cos @) d@
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XS 0 .
—~ %z '2¢f°(cosq>—cosq>o) de

P . ro
= (—-2— sin @q/ 4~ X cos (po) 008’0 “prs 29,

—%m%m%+M%—Q

X 3
+ (2 @0 c0s? @ + ¢ — 3 sin P cos ),

und hieraus erglbt sich

. . Z EZ
P [%sm’q;o-}-cos%— 1—@yco8Q,sin 90(1 + f’?)] +—r—.—(stl_Al)
X= .

. Z
®o — 3 sin @, cos @y + 2 @, cos? @, (1+W

4) Verschiebungen und Drehungen. Die Verschiebung 3 des
Angriffspunktes einer Last P (die auch = 0 sein kann) im Sinne von
P ist '

(111) 3 =/AdsN+ [AdoM — L,
wobei N = Lingskraft,
M= Biegungsmoment,
L = virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte
fur den Fall, dafs P—1 wird und simtliche statisch nicht bestimm-
baren Grofsen X verschwinden, wihrend Ads und Ad¢ demjenigen
Belastungszustande entspre¢then miissen, welcher die Verschiebung 3

hervorbringt. Man darf auch setzen

N oM _ ecC
(112) B—fAdsW—l—fAdq—e? 35 Ae

Die Einftihrung der fiir Ad# und Ad@ durch die Gleichungen (97)
und (98) gegebenen Werte liefert die den Gleichungen (54) und (55)
gegentiber zu stellenden Beziehungen

’ X — — -
(1138) 5n___f%9?ds —l—fM 1de /stoNda+fe%Mda—L,

®en M oM ON
(114) a,,_.fEF T +sz — ds+fetoa ds
At oM 2C
+f°_h"aP ds — 225 Ac

M
r

=1

wobei N=
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ist. In derselben Weise ergibt sich fiir die Anderung A¢ des Neigungs-
winkels @ irgend einer an die Stabachse gelegten Tangente die Gleichung

NNds

(115) 'Ap= EF + MMda +/-stoNda+‘/——-Mds

in welcher N und M bezw. die LSngskraft und das Biegungsmoment
fur den Fall bedeuten, dals an der als starre, mit dem betrachteten
Stabe fest verbundene Linie aufzufassenden Tangente und im Sinne der
gesuchten Drehung ein Kriftepaar angreift, dessen Moment gleich , Eins®
ist, wihrend die Grbfsen X verschwinden. T stellt die virtuelle Arbeit
der Auflagerkriifte fir diesen Belastungszustand dar. An Stelle von
Gleichung (115) darf auch gesetzt werden:

N N M oM
(116) de =]z 7a¢ % +sz o "'/ LTy a&m
b oM, aC
+f h E@ﬂﬁ

wenn IR das beliebig grofse Moment eines an der Tangente angreifenden
Kriftepaares vorstellt. Vergl. Seite 84.

Beispiel. Es soll die Verlingerung Al der Sehne AB =1 eines
ungleichmd(sig erwirmten krummen Stabes ohne Zwischengelenke be-
stimmt werden. Fig. 154.

Man erhilt

(117) Al= R%ds MM‘“ ct, Nds e—Mds,
EF °

wobei N und M der wirklichen Belastung entsprechen, wihrend N und

M bezw. die L¥ngskraft und das Biegungsmoment bedeuten, welche
.fir irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in die Gerade 4B
fallende, im Sinne der gesuchten Verschiebung Al wirkende Krifte ,Eins“
hervorgebracht werden.

Es ist 1-6'=1-cosq>, ﬁ:l-y und

— = 1
92=N——L -=cosq>——y—,
» r
mithin ergibt sich, bei konstantem e, ¢,, At:

M ‘Myds ds
(118) Al=f(N—T) (coscp—i{ +j LA +etoz=fsu¥h—-

Beispielsweise ist fur einen Halbkreisbogen, welcher die in
Fig. 177 dargestellte Belastung durch zwei Kriifte @ erfihrt:

N=2¢Qcoso, M= Qy, y=rcosq, N—%:O
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und, wegen ds =— — rd@, bei konstantem E, Z, h:
_} —aq T
ot _saur?
Al=— P8 lasi 20do - ctyl W cos pd @
+in +4n

i
__ofert . eAtr? [ ]
_2[—E7feos pdo 4+ A jcostpdcp +&ty2r,

(t., + At —)

(119) Al=

2EZ

Fig. 189.

5) Die Biegungslinie. Setzt man in die im § 17 fiir die Biegungs-
linie eines einfach gekriimmten Stabes entwickelte Gleichung:

( Ads ¢ )
% Adg ge
T a2 as
die durch die Gleichungen (97) und (98) ﬂir Ad(p und Ads gegebenen
Werte ein, so erhilt man (mit dz = ds cos ¢ = — rd@ cos ¢):

N ds.
_( e %) d[ E‘f"‘“‘“).?;"‘ﬂ?]
azi\EzTh ER)*T iz ’
und es lassen sich jetat, ebenso wie im § 17, die Verschiebungen d
mittels eines Seilpolygons darstellen, dessen Belastungsordmate

ds
d[ &t ) t ]
(121) ,=(£+‘_A.E__”‘_ sec 9+ EF+ *Jaz 8%
EZ h EFr dr
ist. Sind Zwischengelenke vorhanden, so ist nach Seite 165 zu verfahren.
Ftir manche Fille ist es vorteilhaft, Gleichung (120) umzuformen in
d 23 eAt\ ds N aiy

(122) — '"(Ez h 71?""1572%*’[1"" Z_:)’]

+d(-E9‘2—F) dy d%y
z

“ds  dz T gpr

(120) —




— 222 —

hierbei ist ¢, fiir simtliche Punkte der Stabachse gleich grofs ange-
nommen.
Beispiel | 1., Gesucht ist die Biegungslinie eines Halbkreisbogens,
welcher nach Fig. 189 durch zwei Krifte Q belastet wird. Es sei ¢ ==0.
Fur den Stabquerschnitt bei x ist

N=¢Qcos ¢, M= Qrcos @, §R=N—%=0,
__arw _ or
dz® EZ
Nach § 17 stimmt die gesuchte Biegungslinie mit der Momenten-

kurve eines einfachen Balkens tiberein, dessen Lingeneinheit die kon-
stante Belastung .

mithin

— o
"=Ez
trigt, und es ist mithin die Biegungslinie eine Parabel, deren Pfeil
__er? _ Qrt
(123) w=——=3%z

ist, und deren Gleichung
uz (2r — x) Qrz (2r —x)

(124) d3= pr Y

lautet.

Beispiel 2. Gesucht sei flir einen Bogentriiger mit halbkreisférmiger
Mittellinie der durch eine Einzellast P, eine gleichmifsige Erwlrmung
um ¢ und eine VergrBfserung der Stiitzweite ! um Al erzeugte Ho-
rizontalschub X. Der Querschnitt sei konstant, und an den Kimpfern

mdgen Gelenke liegen. Fig. 190.
4 Nachdem fur den in Fig. 189
-} 6 . dargestellten Belastungsfall (mit Q=1)
die Biegungslinie 4'S"B" und die Ver-
ip_g léngerung

E=- il [nach Gleichung (119))

¥z der Sehne 4B ermittelt worden sind,

‘#* wird, genau wie auf Seite 186, mit
Hilfe des Maxwellschen Satzes
Lo der Wert gefolgert:
’ — Al
e x= D=

wobei 3 die unter der Last P gemessene Ordinate der Linie 4'S’B’
bedeutet.
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_Wegen
__ro @2r— a)— .
. b= YA [nach Gleichung (124)]
ergibt sich
Pa (27 —a)
X= o -I- , (2str—Al)

Bei ungleichmilfsiger Erwarmung tritt nach Gleichung (119) an
die Stelle von 2¢tr der Wert 2¢r (to —+ At _r’;_) .

Ist beispielsweise » = 12h und At= T’ so folgt ¢, + At—— = 4¢,, und der

durch die ungleichmilsige Erwirmung erzeugte Horizontalschub erglbt sich viermal
8o grofs wie der im Falle ¢ = Konst. entstehende. Man ersieht hieraus, welch
grofsen Einflufs eine ungleichmiifsige Erwirmung oder Abkiihlung haben kann.

6) Beriicksichtigung der Anderung der Querschnittsab-
messungen bei Berechnung der ¢, Ad8 und Ad¢. Die Differen-
tiation der aus Gleichung (86) folgenden Beziehung

-2,— (r—ov)= Ad(is r— Adqu) v—Av—st(r—uv)
liefert, wenn zun#chst der Zustand ¢=—0 vorausgesetzt wird,
ds r—v 6 ____ Ade  Adv
dv E E  d¢  dv ’
worein zu setzen
Adv G
dv  mE

Es entstehi mit der Abklrzung m—"}: 1 _ e
do g Adep E

Tiv_.»_p' r—ov do r—v
und hieraus durch Integmtion*)
1 Ade
(r —v)“+ p de E
wobei C die Integrationskonstante bedeutet. Fir v =0 soll sein:
¢ Ads

= ds ! und es folgt daher

g=

"') Einer Differentialgleichung
Integral :

:: —yF(2)+ F, (x) =0 entspricht das

y=(¢fF(3’)d” ) (C—fF,(x)e"/F(”)d’ dz:) .
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Ads _ C | 1 Adg

E P T E, mithin
1= E( Ads 1 849 . und schliefslich

xx a9

L P —

6-3)
wobei
. m AdQ __ Ads _
T m+1 de und 3= ds

Die beiden Gleichgewichtsbedingungen
N=/6dF und M= [ovdF
gehen fiber in

L Fomcy il k) Fowea

und liefern, mit den Bezeichnungen:

/]
—dF
aF r dF
K, =‘/‘_—; K, —_-:/‘—‘_— = K, —t/‘_—‘__‘i
r r r

die Werte
s M N M K
" EK,r’'  ~ EF EFr K;'
weshalb sich fir die Spanmmg ¢ der Ausdruck ergibt
(125) o= +—p- ( el 2 ¥

[N

derselbe bleibt bei Eintreten einer ungleichmifsigen ErwHrmung un-
gelindert, sobald ¢ dem durch die Gleichung (91) gegebenen Gesetze folgt.

1 A
Bestimmt man noch A—dig = EL;-'_ und - i?—— o+ 8 und
figt zu diesen Werten die fir jene nnglexchmaifs:ge Erwirmung auf
Ade

Seite 212 und 213 nachgewiesenen Beitrige %{ =sl, und do

-——aAt—h—, so gelangt man zu



v =uF T ER R, e
(126) Ad®, . im 1 ( . M !;‘—)——sAtL-
deo EF  EFr K, h

Fir ein Rechteck von der Breite b und der Hbhe 4 ergibt sich
beispielsweise, wegen dF = bdyv:
K—-Fho,,K,—F (0; — @g), wobei

B 1 1
W, =m — H

Vi Vot
NN /e SRV

Ist » =5h und m = 3, so erhilt man &, = 0,201042, w, — 0,200148,

=50, =1,005210, r X, = 25 Fh (v, — w,) = 0,02285b A8,

N M 1
°=oh T 0,002855K° ‘*/—-__—_"005240

und fir o = {A bezw. o = — }A:

N M N M
O’l=b—h+6,514 W, G, === bh — 5,119 — bh’ .
Die Anwendung der Gleichung (96) hitte mit Z=1,006J geliefert:
M N M

N
_ﬁ+6,427 W’ Oy === oh 5623 AT

und die fiir den geraden Stab abgeleitete Gleichung (40):

M N M
A=gx T8 =k S om

Midller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 15
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Abschnitt III.

§ 22.
Drehungsfestigkeit.

1) S8pannungen. Wird ein gerader Stab durch Kriftepaare be-
ansprucht, deren Ebenen die Stabachse rechtwinklig schneiden, so besitzen
nur die in den Querschnitten hervorgerufenen und in der Folge mit ©
bezeichneten Schubspannungen einen wesent-
lichen Einflufs auf die Form#nderung. Auf
jeden Querschnitt wirkt ein Moment M,, welches
das Drehungs- oder Torsions-Moment
genannt wird und gleich der algebraischen
Summe der Momente der zwischen jenem
Querschnitte und dem Stabende angreifenden
Kriftepaare ist.

Ist der Querschnitt ein Kreis vom Radius e, auf welchen Fall
die folgenden Untersuchungen beschriinkt bleiben mdgen, so ist die in
irgend einem Punkte C (Fig. 191) auftretende Schubspannung <t recht-
winklig zu der von C nach dem Kreismittelpunkte S gezogenen Ge-
raden, deren Li#nge SC=—=p sei, und es verh#lt sich, wenn T, den
Wert von T fiir p = e bedeutet,

TiT, =¢:e

Fig. 191.

Das Gleichgewicht zwischen den inneren und #ufseren Kriften
verlangt:

M,=/[ptdF= Ee’—fp’dF,

wobei das Integral tiber den ganzen Querschmitt auszudehnen ist, und
es ergibt sich, wenn

(127) [e*dF =,

gesetzt wird,
M Mg
(128) =, = 7, und T = ‘J,
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2) Drehungswinkel. Der von irgend einem auf der Stabachse
angenommenen Ausgangspunkte 4 um s entfernte Querschnitt D wird
sich gegen den bei 8 | ds gelegenen Quer- P
schnitt D, um’'einen' Winkel-d%/ drehen, und
hierbei wird eich der Angriffspunkt C der 4
Schubspannung T gegen den gleich gelegenen
Punkt C, des Querschnittes D, um pd? ver-
schieben. Ist C’ die neue Lage von C und
getzt man

/ cc o=, Fig. 192.
so folgt C'C = yds, und es ist mithin pd®> = yds, woraus sich
?

ergibt. Man nennt y die Gleitung im Puankte C; sie ist der Spannung
proportional und durch

<
(129) y= 7

gegeben, wobei G den Gleitmodul (Schub-Elastizitdtsmodul) bedeutet.
Der Ausdruck fur d5 geht nun dber in
tds M,ds
180) d¥ = =1
(180) Go GJ,
und die Drehung des Querschnittes D gegen einen um s von ihm ent-
fernten Querschnitt wird

(131) 3= M"d’ *
Zwischen den beiden Elastmtutsmoduln E und G besteht die Beziehung
mE
RN

1 .
wenn - den Koeffizienten der Querdehnung bedeutet. Fir Metalle ist

m=—238 bis 4.

8) Die Arbeitsgleichung. Da man alle in einem Querschnitte
wirksamen Schubkrifte zu einem Kriftepaare vereinigen kann, dessen
Moment den absoluten Wert M, hat, so ist die virtuelle Arbeit dieser
Schubkriifte bei einer Drehung des Querschnittes um einen beliebigen
Winkel d¥ (wenn der um ds entfernte Nachbarquerschnitt relativ
fest liegt:

*) Ist der Stabquerschnitt kein Kreis, so tritt nach Saint-Venant (Comptes
rendus 1879, Band 88, Seite 144) an die Stelle von J, der Wert
geniigend genau, x = 40 gesetzt werden darf.

I .
A wobei,

15*
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dA, = M,ad%,
und es ergibt sich die virtuelle Formiinderungs-Arbeit des ganzen Stabes

A, = [MaD.

Die/ Arbeitsgleickung Clautet mit den auf Seite 22 "erklirten Be-
zeichnungen P, C, §, Ac:
(183) 3Pd 4 SCAc=[M,d%;

sie gilt im Falle des Gleichgewichtes zwischen den #ufseren und inneren
Kriften fur beliebige, verschwindend kleine, zusammengehdrige Form-
inderungen und kann in derselben Weise wie die entsprechenden Arbeits-
gleichungen der Abschnitte I. und II. benutzt werden, um statisch nicht
bestimmbare Grdfsen X und Verschiebungen 3 zu ermitteln. Die teil-
weise Differentiation von Gleichung (133) nach einer Grdfse X oder
einer Last P fihrt zu den Beziehungen

(184) L= m"d% f < aM‘ s und
!
_ aM,, M, aM. oC

wobei die Lasten P und die Grbfsen X als unabhingige Veriinderliche
aufzufassen sind. L bedeutet, wie frither, die virtuelle Arbeit der Auf-
lagerkriifte fur den Zustand X — 1.

4) Zusammensetsung von Drehungs- und Biegungs-Festigkeit.
Die Gleichungen (184) und (185) eignen sich besonders fiur die Be-
urteilung des Einflusses der Drehungsmomente in Féllen gleichzeitiger
Beanspruchung auf Drehungs- und Biegungs-Festigkeit, namentlich far
die Untersuchung von Stiben kreisfSrmigen Querschnitts, die bei beliebiger
Gestalt der Mittellinie durch irgendwelche Krifte belastet werden.

Ist die Mittellinie des Stabes eine Kurve doppelter Krimmung, so
beziehe man den Querschnitt auf rechtwinklige Koordinatenachsen (¥, v)
und lasse die v-Achse mit dem Krtimmungsradius (d. h. also mit der
Hauptnormale) zusammenfallen; die u-Achse steht dann senkrecht zur
Schmiegungsebene und deckt sich mit der Binormale. Nun denke man
den Stab durch den fraglichen Querschnitt in zwei Teile zerlegt, ersetze
die Mittelkraft R der auf den einen der beiden Teile wirkenden Hufseren
Krifte durch die aufeinander senkrechten Seitenkrifte:

N (Lungskraft) senkrecht zur Querschnittsebene,

Q. (Querkraft) parallel der u-Achse,

Q. ” ” » v-Achse
und bestimme die von der Kraft R ausgetibten Momente:

M,, in Bezug auf eine zam Querschnitte senkrechte Achse,

M,, » die u-Achse,

Mﬂ ” ” ” 9 v-Achse.
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Infolge von N und M, entsteht nach § 21. Gleichung (96) in
irgend einem Querschnittspunkte (u, v) die Spannung

R Mo r
Al B "
wobei
?R=N—-E'—,
,
e E G Rt G I e T € R |
Z’J[H's(r +5 + 65 10 +-
4
J = i;; , F=rme?%, ¢= Halbmesser des Kreisquerschnittes,

r = Krtimmungshalbmesser der Mittellinie,
wihrend die darch das Moment M, erzeugte Spannung ¢ mittels der
fur den geraden Stab entwickelten Formel

M,u

J
zu berechnen ist, da die Schmiegungsebene drei aufeinander folgende
Punkte der Mittellinie enthilt.

Zu der gesamten Lsngsspannung
r M,u

(136) 6__+ VA r—v+ J

tritt moch eine Schubspannung, welche mit der hier als zulissig an-
genommenen Vernachldssigung der von @, und ¢, abhingigen Beitriige
gleich

[ —]

- Map M.
(187) == 37

ist, und es ergibt sich hiermit die Inanspruchnahme an der Stelle (xv):

(188) k=2 —'”—2";;—1 Ve F 4=t
Hinsichtlich der Vorzeichen der von den #uflseren Kriiften abhiingigen
Werte gilt folgendes:

Das Moment M, ist positiv, sobald es den Kriimmungshalb-
messer 7 der Stab-Mittellinie zu vergrdfsern saucht; der Kriim-
mungsmittelpunkt mufs hierbei auf dem positiven Teile der
o-Achse liegen, vergl. § 21.

Das Moment M, ist positiv, sobald es bestrebt ist, auf der
Seite der positiven #-Achse Zugspannungen hervorzubringen.

Die L#ngskraft N ist positiv, sobald sie den Stab an der
betrachteten Stelle zu zerreilsen trachtet.

Das Vorzeichen von M, ist gleichgtiltig, da in k die Schubspannung ©
nur im Quadrat vorkommt.
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Statisch nicht bestimmbare Grdfsen X lassen sich (ftir den in der
Folge vorausgesetzten Zustand == 0) mit Hilfe der aus (58), (107)
und (134) sich:ergebenden -Arbeitsbedingung

"R N M. E‘M., M, 9M,
(189) L=[ gy do-t v dst [y g 08
M,, ’c‘M,
t)er, ox @

ermitteln, und zur Berechnung von Verschiebungen 3 kann die Gleichung

140) b [ 2 amd+fm oM, d+fM oM,

EF 2P EZ ’C‘P EJ ¢P,
M, OM,, °C
+f E_EP,. Ac

benutzt werden.

Aufgabe 1. Ein Ring von konstantem Querschnitte und kreisfSrmiger
Mittellinie (Fig. 198) wird bei 4 durchgeschnitten und unmittelbar zu
beiden Seiten der Schnitt-
stelle von zwei entgegen-
gesetzt gleichen, zur Stab-
ebene rechtwinkligen Krif-
ten P ergriffen.- Es soll
angegeben werden, um wie-
viel sich der Ring, dessen
Querschnitt ein Kreis vom
Halbmesser ¢ ist, bei A4
Sffnet, und wie grofs seine
Beanspruchung ist.

Bedeuten y und x die
von 4 auf eine beliebige
Tangente und den durch ihren Berfihrungspunkt gehenden Halbmesser
gefillten Lote, so entsteht in Bezug auf die in die Stabebene fallende
v-Achse jenes Querschnittes das Biegungsmoment

M, = Pxz.

Das Drehungsmoment ist

M,= Py
und die gesuchte Offnungsweite:

M, oM, M, @M,
= 2fua d+/e.1, 7

Mit Riicksicht auf

Fig. 193.
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oM, eM, and EJ m+41
P op UM G, T T m
folgt:
6=- (f 2ds + t—*—l/ 2d8)
= ————(/.sm 9d9+———“f(1"‘°°9?)2d?)
s
= 1:Pr (1+ L”i__l_ ,
Tet
und beispielsweise fur m = 3, mit J ="
— 20Pr°
Eet

" Die Inanspruchnahme des Ringes ist mach (188) mit m = 3:

1 2
k =-3—6+-§*‘/52 + 41’, :
worein zu setzen: !

s=M, > g’r_sm_tp_’ 2r=_¥ae_=_§_lir_'(i—cosq>)
we® J Ted
4Pr [ _ ;
Es folgt k=—31&—§ 8in @ + 2 Vsin® ¢ + (1 — cos @)

= 3:3 smcp—|—4sm—)
Dieser Wert wird am grofsten fur ¢ = 137°4" und zwar ergibt
sich hiermit

Fooe = 1,869 -~ .- %)

Aufgabe 2. Ein Stab 4S5S4 (Fig. 194) mit halbkreisfSrmiger, in
einer wagerechten Ebene gedachten Mittellinie und konstantem Quer-
schnitte ist an beiden Enden fest eingespannt und mit einer Kraft 2 P
belastet, welche in der zur Stabebene senkrechten Symmetrieebene liegt,
mit der Stabebene den Winkel a einschliefst und auf der im Halbierungs-
punkte S des Kreisbogens zur Stabebene errichteten Senkrechten die
Strecke SB = c abschneidet. Es soll die Inanspruchnahme des Stabes,
dessen Querschnitt ein Kreis vom Radius e ist, ermittelt werden.

Wir denken den Stab bei S aufgeschnitten, nehmen an jeder Stab-
hilfte die Kraft P an und ersetzen die in der Schnittfliche bei S wirkenden

*) Vergl. Grashof, Theorie der Elektrizitit und Festigkeit. Berlin 1878,
Seite 296.
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inneren Krifte durch ihre Mittelkraft H. Wegen der Symmetrie des
Belastungszustandes ist H parallel der in S an die Stabachse gelegten

Fig. 194,

Tangente T'T; sie habe von der Stabebene den Abstand b, wihrend
die Entfernung ihrer Projektion auf die Stabebene vom Punkte S gleich a
sein mdge, und es werde gesetzt

Ha=M,; Hb=M,.

Nach Zerlegung von P in P'=Pcos @
und P”= Psin a ergibt sich fiir einen be-
liebigen Querschnitt D (vergl. Fig. 195, in
welcher die auf eine Stabhilfte wirkenden
Kriifte auf die Stabebene projiziert sind):

die Lungskraft N = Hcos ¢ | P'sin @,

Fig. 195, das um die zur Stabebene senkrechte
‘ u-Achse drehende Biegungsmoment
M,=Prsing—H(r+a—rcos9)
= P'rsin ¢ — Hr (1 — cos §) — M,,
das um die in die Stabebene fallende v-Achse drehende Biegungs-
moment (nach Zerlegung von H in Hcos ¢ und Hsin @)
M,=—P'rsing—P'eingp-c— Hecos ¢-b
= — (P"r 4 P’c) sin 9 — M; cos ¢
und das um die in D an die Stabachse gelegte Tangente T, T,
drehende Torsionsmoment
= P"r (1 — cos ¢) — P’c cos ¢ + M, sin ¢.

Sind nun H, M,, M, bekannt, so vermag man fir jeden Punkt
4, v des Querschnittes die Spannungen 6 und T, sowie die Inanspruchnahme
k mit Hilfe der Gleichungen (186) bis (188) anzugeben, worauf der stets
einem Umfangspunkte entsprechende Wert k,,,. berechnet werden kann.

Die statisch nicht bestimmbaren Grdlsen H, M,, M, lassen sich
mittels der Bedingung
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1 oM,
= 131«"[9t -ds+ Ez./M“ EJ/M"'&‘"
3M,
GJ fM‘
. o M,
in welcher ! = N — - . ; man hat nur

nttig, fur X der Reibe nach H, M, und M, zu setzen, um drei
Gleichungen mit drei Unbekannten zu erbalten.

Zun#chst sollen die in jemen drei Gleichungen vorkommenden,
zwischen den Grenzen O und 4™ zu nehmenden Integrale gesondert
berechnet werden. Es ist, mit ds =rdo:

in
oR _ oR . _ M, e
8H-—l,ﬁﬂ ds——(H+ ; )

oN 1 oN b5
M, - 5&am“‘(H+.-‘T

oM,

8H

134
fM. aM"d.s=—f[P’rsin<p—Hr(l—cosq;.)—Mdr"(l—ooscp)dq)

=-»[——a(3f—-—z> % (5-0)]

/M., ds-—[[Prsmq;—Hr (1—cosp)—M,]rde
- n(G-)-%5)

§§:=_0059’!M'%d8=+nﬁ(Plc+P"r) sin @ + M, cos @] » cos d @

= — 1t

r (o " ]
=—2—(Pc+P r -+ M, ?),
n b4
QM‘_ . f a__M! —_— . . _ _p . .
E‘M’—smcp,o MdaMir da—![P r(1—cos@) —P'ccosp + Mysinp]rsinpd @

rf._. T
=5 (Fr—rety, ),
und es lautet daher die obige Arbeitsgleichung



fir X= H:

1 M,) xr 38 P' ( ) M, (1: )“_
e e =)=\ _|—°'
furX_M,

1 M,)r: r2 | (1: ) M ] __
EF(H+ » )2 EZ-[P Hg )57 |=¢%
fir X=M

r l’ 4 z r 4 (4 1:
-2.E—JT(PC+P 1'+ M2_2_)+—2_G—.I:,(P T—PC+ M, ?)—0.
Setzt man zur Abkiirzung

1+___Z_=
G J m+ ist, so ergeben sich aus den drei
Bedingungen die Werte
' H= 2Pcos¢-—47—x‘u—-,
xm:—8
_ x+1)Tr—6
M, =2Prcosa o S ,
2 [ Pe cos a 1
M, —m— | —MM—— — 1 .
- [2m+ 1 PrsmaJ

Die gestellte Aufgabe ist hiermit geldst.
Ist die Last 2P parallel zur Stabebene, d. h. ist &« = 0, so er-

gibt sich
4 —xm . x+1)mr—6 2 Pec
= —_— M = —_—— M —_——
B=2P g M 2P_r xe?—8 ' x 2m1

H und M, sind unubhiingig von c¢; beide Werte hitten mit Hilfe
der im § 21 fur den einfach gekrtimmten Stab gegebenen Gesetze ent-
wickelt werden kbnnen.

Ist die Last 2 P senkrecht zur Stabebene (& = 90), so ergibt sich

H=0, M, =0, M, =—2—:Z

Fiir eine beliebige, jedoch in Bezug auf den Halbierungspunkt S des Bogens
AS A symmetrische Belastung erhilt man

M. = F,(P)— H» (1 — cos ¢) — M;;

M, = Fy(P) — M, cos ¢; Mas= F3(P)+ M,sing,
wobei F(P), F,(P), Fy(P), Fs(P) gegebene Funktionen der Lasten sind. Die
nach H, M, und M, gebildeten teilweisen Differentialquotienten der Grofsen
N, M,, M,, M; behalten die oben angegebenen Werte, und es ergeben sich daher,
wenn der Reihe nach X=H, X =0M,, X=0M, gesetzt wird, die Bedingungen:
M.
M o= EJ;, —rfEZ——(l—coscp)dzp




AL, Ms .
(1) O_fEJ coscpdcp—fGJp sin pd o,
in denen alle Integrale zwischen den Grenzen 0 und }= zu nehmen sind.
Fir den Fall, dafs alle Lasten, die teils senkrecht zur Stabebene, teils in
dieser Ebene wirken migen, in Punkten der Stabachse angreifen und der Quer-

schnitt des Stabes, desgl. E und G konstant sind, lifst sich Gleichung III noch
wie folgt vereinfachen.

An einem Stabstiicke ds wirken, um die Tangente T, T, drehend, die
Momente M,d® (gewonnen durch Zusammensetzung der auf die Endquerschnitte
des Stabstiickes wirkenden Momente M, und M, - dM,) und dMg (Unterschied
zwischen den auf jene Endquerschnitte wirkenden Drehungsmomenten), und es
erfordert das Gleichgewicht das Bestehen der Beziehung:

M,do + dMs=0.

Verbindet man diese Gleichung mit der durch teilweise Integration ge-
folgerten:

o 3 in
];Masin edo=— |M,;cosq>+[cos pdM;
o

und beachtet, dafs ¢ =0 und ¢ = § = bezw. liefern: Ms =0 (wegen der Sym-
metrie des Belastungszustandes) und cos ¢ = 0, so erhilt man

B iz
[M.gsin pdy = —JM, cos pd o,

und es geht deshalb (bei konstantem E, J, G, Jg) Gleichung (II) iber in
in
(I1Ia) [M, cos pdp =0;
v

sic gilt fir Stibe mit beliebig geformtem, jedoch in Bezug auf die v-Achse
symmetrischem und konstantem (Querschnitte.

§ 24.
Gesetze fiir beliebige isotrope, feste Korper.

1) Arbeitsbedingungen. Im Inneren eines festen Korpers, dessen
4ufsere und innere Krifte miteinander im Gleichgewichte sein mdgen,
sei ein Parallelepipedum abgegrenzt, dessen Kanten den Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems parallel sind und die anfinglichen
L&ngen dz, dy, dz haben.

Die Spannung in der zur x-Achse senkrechten, den Punkt (z, y, 2)
enthaltenden Seitenfliche dydz sei in die Seitenspannungen
6., parallel der z-Achse und positiv, wenn im Sinne von (— z) wirkend,
Trys ” ” !/'AChBO ”” ” ” " ) ” (— .'/) ” ’
Tres ” " 2-Achse ” (1) (1) ” ” ” ('_ 2) ” ’
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zerlegt, und in gleicher Weise mdgen die Spannungen in den dem
Punkte O anliegenden Seitenflichen d¢dz und dxdy durch ihre Seiten-

spannnngen
6' ’ ‘:p y Tyz

Cay Taxy Tay

+*s

A e
g Y. :
AG-o X
x| -
Yk« 7
*X
;1 r
Xz r
Y =
2y ag ¥
z
Fig. 196.

gegeben werden. Die ¢ sind Zug- oder Druckspannungen, die T Schub-
spannungen.

Wird die Momentensumme aller auf das Parallelepipedum dzdydz

wirkenden Kriifte in Bezug auf die der y-Achse parallele Schwerachse

y des Kborperteilchens gleich Null

gesetzt und hierbei davon abge-

Kdxdy sehen, dafs sich die Spannungen

Tdsdy

ax > in gegentiberliegenden  Seiten-

e flichen um Dxﬂ'erentml.e 1.mter-

T dxdy scheiden, weil die Beriicksichtigung
i dieser Unterschiede zu unendlich
Y kleinen Grdfsen der vierten Ord-

,s. nung fuhren wiirde, welche gegen

Ny die der dritten Ordnung verschwin-

Fig. 197. den, so erhilt man (mit Hinweis
auf Fig. 197, in der die Projektion des Parallelepipedums auf die
(2x)-Ebene dargestellt ist) die Gleichung:

(Tedzdy) yz = (T, dydz) dz,
und hieraus und aus #hnlichen Momentengleichungen fr die der x-Achse
und z-Achse parallelen Schwerachsen des Korperteilchens folgt

t"= 23y TW=TY” T":T’Z’
weshalb die kilrzere Bezeichnung eingeftihrt werden soll:

Te = Tys — tzy; Ty=:n=‘tx:; -'.t=:zy=1yzs
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wobei zu merken ist, dals
t.| dz, T, | dy, .| de.

Andern sich die. anfinglichen L#ngen dz, dy, dz um Strecken
Adz, Ady, Adz, 8o leisten die von den Spannungen ¢ herriihrenden
Krifte 6,dydz, o,dzdz, 6,dzdy die virtuelle Arbeit

dA,= ¢6,dydzAdz + 6,dzdzAdy + o,dzdyAdz

_ Adzx Ady Ade )
—(6, iz 4+ g, dy <+, dzdydz

dz
und hierfir kann, wenn die in der Folge Dehnungen genannten Ver-
léngerangs-Verh#ltnisse mit

: Adzx __ Ady __ Adz

= Tdr Y dy ' de
bezeichnet werden und der Inhalt des Kbrperteilchens dzdyds —=dV
gesetzt wird, geschrieben werden
dA, = (0.¢,+ 6,8, + 0.8)dV.

Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkelinderungen, und
es sei, mit Bezugnahme auf Fig. 192:

Y. die Anderung des Winkels Y0Z,
Ty » ”" 1] ” Z0X ’
Yo ” ” " X0Y.

Man nennt Y., Y,, Y. die Gleitungen im Punkte zyz; sie seien
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergrdfserungen
der Winkel YO0Z, ZOX, XO0Y vorstellen.

Infolge der Anderung des Winkels YOZ um 7, verschiebt sich
die Fliche YO’ im Sinne OZ gegen die Fliche 0 Y’ um y,dy, wobei
die in YO und senkrecht zu dz wirksame Schubkraft t.dzdz die
virtuelle Arbeit T.dxdzY,dy leistet, oder es verschiebt sich die Fliche
Z0 im Sinne OY gegen die Fliche 0Z' um die Strecke y.de, bei
welcher Bewegung die in Z0' und senkrecht zn dz wirkende Schubkraft
t.dzdy die Arbeit t.dxdyy.dsz verrichtet. In beiden Fillen ent-
steht die virtuelle Formiénderungs-Arbeit:

d4, =Y. dzdydz = T, Y.dV,
und ebenso ergeben sich die den Winkelinderungen 7y, und 7y, ent-
sprechenden virtuellen Arbeiten
T,Y,4V und t,Y,dV,

so dafs die gesamte virtuelle Formiinderungs-Arbeit der an den Seiten-
fiichen des Parallelepipedums angreifenden Krifte gleich

(G,C, + G,€, + G.&, + TzY= + Ty Ty + 7.7;) av
wird und diejenige simtlicher inneren Kriifte des Korpers:

(141) Av == /(6,5, + cy‘y + 0,6, + T:Ya + ry.Yy + 1:-7-) av.

Setzt man nun A4, gleich der von den #ufseren Kriften geleisteten
virtuellen Arbeit, so erhilt man die Gleichung
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(142) SPd+ 2CAc=/(c.c.+ 0,6, + 6.6, + T.Y.+ =, 7, + T.Y.)dV;
sie gilt fur beliebige durch einander bedingte H#ufsere und innere Ver-
schiebungen &, Ac, ¢, &, &, Y=, Yy, Ys» Wenn diese nur klein genug
sind//um! als) 'vérschwindende Grdfsen aufgefafst werden za dtirfen. Zun
den #ufseren Kriiften gehdren aufser den in Punkten der Oberfliche
angreifenden Kriften, die auf die Massenteilchen wirkenden (z. B. die
Erdanziehung, Erginzungskriifte der relativen Bewegung) und, wenn
Teile des Kbrpers aufeinander reiben, die an den Bertthrungsstellen
wirksamen Reibungswiderstiinde.

Nehmen wir nun an, es sei gegliickt, die nach bestimmten Rich-
tungen wirkenden Seitenkriifte C der Sttitzenwiderstinde, sowie die
Spannungen ¢ und T in der Form

C=C +CX +C'X"4+C"X"+..

6. =06+ 6 X +6 "X +¢ " X"+...

6, =06, + 6, X +¢ X"+, X" +.

Go=75,+6X +c"X" + c"'X"'+ .

T =T + X + X 42X+

T, =T, + .,X' + <, X 4+, X" 4.

=", +tX + .,"X"-{— X4
als geradlinige Funktionen der gegebenen Lasten P und gewxsser, sta-
tisch nicht bestimmbarer Grifsen X herzustellen, wobei nur die mit
dem Zeiger O behafteten Werte von P abhingen sollen, und wenden
die obige Arbeitsgleichung der Reihe nach auf die frither erklirten
Zustinde X'=1, X" =1, ... an, so ergeben sich, da die Kriifte C’
mit den Spannungen ¢ und <, die C” mit den ¢” und t” im Gleich-
gewichte sind, die bei gegebenen Ac, ¢, ¢,, &, Y., Y,, Y. zur Berech-
nung der X ausreichenden Bedingungen
2C' Ac=[(s. e.+ 0, ¢, + 0, .+ Y-+, 1,47 1) dT

(148) {ZC"Ac=[(d."e.+ 6, ¢, + 6. .4+ . Y.+, 7, + % 1) dF

dieselben lassen sich auch durch die eine Gleichung
86, 2*6, e, )

ersetzen, in welcher X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grofse
und L die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte fur den Zustand X =1
bedeutet, withrend die Differentialquotienten :}; und :—;— die Span-
nungen ¢ und T fiir jenen Zustand vorstellen.

Die Versclnebung 3, des Angnﬂ'spunktes m einer Last P, wird
(145) 3. = [(a.e. =+ a8, + 0.6+ %Ye + T, 7,4+ T.7.) dV— ZCAc,
wobei G, T und C diejenigen Spannungen und Auflagerkrifte sind,
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welche mit einer Last P, = 1 im Gleichgewichte sind. Man darf
hierfir auch setzen

2o, oT,
(146) B_ﬂ‘ap'*"ap ap+‘ +'e
+-r.@P )dV d——Ae,

welche Gleichung durch teilweise Differentiation der Arbeitsgleichung
nach der Last P,, bei als Konstanten betrachteten willkiirlichen Form-
#nderungen, 8, Ac, €, €, €, Y. Y,» Y. géWonnen wird.

2) Einfiihrung der durch Spannungen und Temperatur-
#nderungen verursachten Dehnungen und Gleitungen. Wir wen-
den jetzt die Gleichungen (143) bis (146) auf die wirklichen Dehnungen
und Gleitungen an und beschrinken uns hierbei auf den isotropen (d. h.
in allen Punkten gleich beschaffenen) festen Ksrper mit spannungslosem
Anfangszustande.

Die Seite dz des betrachteten Parallelepipedums erleidet, wenn
Adz G,
=E'"
Adzx
dx

#hrend

die Spannung o, allein wirkt, die Debnung

eine Anderung der Anfangs-Temperatur um ¢ erzeugt: =&t

. L Adr _ o,4a L1
und infolge von o, und o, entsteht: i = oy wobei p
den Koeffizienten der Querdehnung (= } bis 4 fur Schweils- und Flufs-

eisen) bedentet. Beim Zusammenwirken aller Ursachen ergibt sich die

Dehnung 6, = % — %" + % 4 et und ebenso
G, O, Oc
(147) e,=f’—-—m-%m+st,
% _ %+to,
= E mkE + et

wiihrend die nur von den Schubspanmmgen abhiingigen Gleitungen
(148) V== G ’ Yy G y Ye= ;.
sind, wobei
_ mE
T 2(m41)
den Schub-Elastizititsmodul bedeutet.
Die Gleichungen (144) und (146) gehen nach Einsetzen der vor-
stehenden Werte der Dehnungen und Gleitungen tiber in
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(150) @,, = 27‘,“-—2—;}? Ac, wobei

1T, &, . 2 av
(151) A4, = ?/[o, + o)+ 6, — (9,0, + 0.0, + 6.6,)]—1,7

1 av
+ 2—[(12 + 7 41D G +ﬁ6, + ¢, -} ¢,) stdV.
Im Falle =0 ergeben sich die Gesetze:

04
(152) L__i)X und

04 oC .
(158) 5,_—81,”—2——”_ Ac, wobei

 [gapata? ar
(154) A= ?/‘ch + 6' + O m (G,U, + 6l62+ otov)] E

1 . 2 14
+_2'j£t:+1'+ra) _G_..

A bedeutet die wirkliche Forminderungsarbeit, wie aus der
folgenden Entwickelung hervorgeht.

Die Arbeit, welche die an den Kbdrperteilchen wirkenden Krifte
leisten, wihrend die im Entstehen begriffenen Dehnungen und Gleitungen
um die Werte dc., d¢,, d¢,, dY., dY,, dY, zanehmen, ist nach den
Entwickelungen unter 1):

(0.de, + o,de, + o,de, + T.dY. + 7,dY, + T.d7.) 4V,
worein zu setzen

1 1 1
dé,=—E—, —dG, ——":dﬂ,—‘; do, |,

1] 1 1 N
d.,——‘ —E, —dO', —_ —"Tdc,—; dc,_,

1 1 1 N
de._i dc,—;dc,—'—ndﬁy_, also

o,de, + o,de, + 6,de, = }fl 6.d¢, 4 o,do, + s,dq,

) ;
——- (9,6 + a0, + m,)]

1 1
und d'Y.=—‘(1'L',, dY’='1—d‘f’, d'f,=-§d?,.

G G

Integriert man diesen Ausdruck bei von O aus wachsenden Span-
nungen, so erh#lt man fiur das Korperteilchen die gesamte Form-
inderungsarbeit
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2 2 -
dA= %[’%{' ‘% ;: —%' (O’,G, + 6'-63 + G,Uy)JdV
1w , 7 T,
T% [—z" ot
und hieraus folgt dann fur den ganzen Kbdrper der durch die
Gleichung (154) gegebene Arbeitswert A.*)

Im Falle t=0 und L =0 entstehen aus (152) und (153) die
Castiglianoschen Sitze:

1) Die statisch nicht bestimmbaren Grifsen X machen die
Formdnderungsarbeit A, welche als Funktion der zsuerst unab-
hingig verdnderlich angenommenen Werte X darzustellen ist, zu
einem Minimum.

2) Die Verschicbung des Angriffspunktes m einer Last P,

- im Sinne von P, ist gleich der nach P, gebildeten teilweisen

Abgeleiteten der Forminderungsarbeit A.
Bei der Ausftihrung der durch die Gleichungen (150) und (153) vor-
geschriebenen Differentiationen diirfen simtliche Grfsen X als Konstanten
. aufgefafst werden. Man gehe gewissermassen von dem allgemeineren
Falle willktirlicher Werte X aus, wende also die Gleichung (150) und
(158) (wie in den Abschnitten I und II) auf den statisch bestimmten
Haupttriger an. Die Auffassung der X als Funktionen der Lasten P
fuhrt, wenn die Bedingungsgleichungen (143) berticksichtigt werden, zu
denselben Ergebnissen; der (ibrigens tiberfliissige) Beweis hierfur kann
shnlich gefihrt werden wie beim Fachwerke. Vergl. Seite 75.

3) Der Maxwellsche Sats. Wir nehmen an, dafs die dem
spannungslosen Anfangszustande entsprechende Temperatur unge#indert
bleibt (¢ = 0) und die Auflagerwidersttinde bei eintretenden elastischen
Verschiebungen keine Arbeit leisten (Ac=10). Den von beliebigen
Belastungen P, ergriffenen Korper denken wir durch drei einander
rechtwinklig schneidende " Fliichenscharen in unendlich kleine Teilchen
zerlegt, in deren Seitenflichen nur Normalspannungen auftreten, welche
dann Hauptspannungen heifsen und mit 6,’, 6;’, 65" bezeichnet werden
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind, wegen ¢ =0

P , 1 , w11

& =] —*—("s + a5') E

. 1 71

(155) { & =\ y — 5 (@ 4 0)) ﬁf
, B 1 11
l‘a=_°' ;(“1 +°’s) i;

die Gleitungen sind = 0.

*) Fiihrt man in Gleichung (142) die wirklichen Werte von e, €y, €, Ye, Yy,
Midller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 16
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Jetzt ersetzen wir die Belastungen P, durch andere Belastungen
P,, behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Kérpers bei.
Es treten dann Normalspannungen 6,”, 6,”, 6;” auf und erzeugen
Dehnungen:

r ” B ." l ” ” ] l

& =L°1 —;‘(53 +6") z

” B ” 1 r” l'— l

(156) g =| 63 ——;(c, + o, )T—E
o [ow U, w, w]d

L% = _53 - (61 + o5 )_ E

Aufserdem werden durch die P, Schubspannungen t” und Gleitungen y”
bervorgerufen.

Bezeichnen wir nun mit (3,.,) den Weg irgend einer Belastung P.
fur den Fall, dafs auf den Kbrper nur die Belastungen P, wirken,**)
und mit (3,,) den Weg irgend einer Belastung P, infolge ausschliefs-
licher Wirkung der 'P,,, und schreiben wir die Arbeitsgleichung zuerst an,

fur den Belastungszustand (P,) und den hiervon unabhingigen,
den Belastungen P, entsprechenden Verschiebungszustand,
sodann
fur den Belastungszustand (P,) und den hiervon unabhingigen,
den Belastungen P, entsprechenden Verschiebungszustand,
so erhalten wir, da die Sttitzenwiderstinde der Voraussetzung gemifs
keine Arbeit verrichten, die Gleichungen:
SP.(Bw) =/ (0,"¢,"+ 064"¢s"+ 05'6,") AV
2P, Bum) =[(0,"¢," + 03"ey"+ 05 7¢5") d 7,
bei deren Aufstellung zu beachten ist, dafs den Gleitungen y” die
Schubspannungen © = 0 gegentiberstehen und den Schubspannungen
v’ die Gleitungen Y = 0. ]
Mit Hilfe der Gleichungen (155) und (156) lifst sich nun leicht
nachweisen, dafls
61'e, "+ 0 ¢y "+ 056" =0, "¢, "+ 03 "ey" 4 03¢y
ist und deshalb auch
2 P () = 2P, (3.0).¥*)

Y» ein, so erhilt man fiir den Zustand ¢ =0: ¥ P34 SCAc=A4,=24. Be-
zeichnet man also mit Q irgend eine #ufsere Kraft und mit » die Verschiebung
ihres Angriffspunktes im Sinne von @, so besteht die Beziehung:
1 32Qr = A4,

welche das Clapeyronsche Gesetz heifst.

**) Wirkt nur eine Belastung P, und hat diese die Grofse eins, so geht
(Bww) fiber in 3ma. Vergl. Seite 60.

***) In dieser allgemeinen Form wurde der Satz zuerst von Betti bewiesen.
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Hieraus folgt aber, als besonderer Fall

Son == Bp.

§ 24.
Schubfestigkgit.

Im Anschlufs an die Entwicklungen des § 28 soll der Einflufs der
durch die Querkrifte Q@ (vgl. Seite 85) hervorgerufenen Schubspannungen
< auf die Forminderungen und
statisch nicht bestimmbaren
Grdfsen von auf Biegungs-
festigkeit beanspruchten geraden
Stiben untersucht werden.

1) Formiinderungsarbeit
der Schubkrifte., Ist die
Krifteebene eine Symmetrie- +u
ebene des Stabes (welcher Fall
hier ausschliefslich betrachtet prwe 4
werden mdge), so wird durch Dz
die Querkraft @ in irgend einem
Punkte D des Querschnitts eine
Schubspannung thervorgerufen,
welche die v-Achse in einem e
Punkte H schneidet, dessen Lage -
erhalten wird, indem man durch '
D die der u-Achse parallele
Sehne 4 B zieht und in B eine |2
Tangente BH an den Quer- ne 198
schnittsumfang legt. Fig. 198.
Von den beiden Seitenspannungen <, und <,, in welche sich © zerlegen
lifst und die senkrecht zur v-Achse und senkrecht zur u-Achse sind,
folgt t, bekanntlich dem Gesetze:

A
0

-\

—_98
A A
wenn 2¢ die Linge der Sehne 4B,
S das auf die u-Achse bezogene statische Moment des einen der
beiden durch die Sehne AB begrenzten Querschnittsteile
(z. B. des Teiles ACB) und
J das Trigheitsmoment des ganzen Querschnitts in Bezug auf
die u-Achse
bedeuten. Es ist somit <©, unabhiingig von % und gleich grofs fir alle
16*



— 244 —

auf der Sehne A B gelegenen Querschnittspunkte, und es folgt, wenn @
den Winkel bezeichnet, welchen die Tangente BH mit der »-Achse ein-
schliefst, fuir den Punkt B: t, =1, tg ¢ und fur den Punkt D:

u
=‘:.tgq;..;_.

Der von den Schubspannungen abhtingige Teil der Form#&nderungs-
Arbeit ist, bei innerhalb des Querschnitts konstantem G und wenn das
Element der Stabachse — dz gesetzt wird,

_/( 4+ =)dV_._ Az f( + <) dudo
___f ]j (1+tg cp——)dudv
e )

(157) A=f%— T (1 +?tg’¢p)zdv.

Hiernach ergibt sich beispielsweise fiir den Rechteckquerschnitt,
dessen Breite b und dessen Hthe h == 2¢ sein mdge, wegen

3 @ v? 1
T, =—- (l—e—,),z=?b und @ =0:

e F
_[dz 9 @* b ( )
A_.[G $ 7 2) 27) o
+e " F
v 16 8 .
und, da /(1 —-e—,) dv——l?e__l.'r_b- ist,
8 [ Q%z
Fur den Kreisquerschnitt vom Radius e ist
T =i£cos' £==eco8 , v = esin
" 3 F Q’ ?’ 97
] +%
dz 16
A f—x——~—0—e/cos‘q>(l +%tg’ q;)cos’tpdq)
T
)

und wegen
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= : 3
r) T

/cos‘cp(l +i3tg’q;)cos’q>dq;=%/(2eos°q>+cos‘q;)dq>

®
2

—l._s_ 005‘ d —__2_ i _3_._15-—-2
38 PP=F BT L LT B
16 [Q%dx
(159) A= 27) 6F
Allgemein darf gesetzt werden:
BfQ’dx
= 2GF’

wobei § eine von der Gestalt des Querschnittes abhingige Zahl bedeutet.
Ftr das Rechteck ist § — § und fur den Kreis: § = §4.

2) Arbeitsgleichung sur Berechnung statisch nicht bestimm.
barer Grdfsen. Ermittelung von Verschiebungen 3. Die auf
Seite 93 mit Hilfe des Satzes

04
, (160) L=-2
abgeleitete Bedingung

N oN M oM At oM

FFex @ T Erex® "°e¥" +f T ex 9°
geht, wenn der Einflufs der durch die Querkrifte Q erzeugten Schub-
spannungen beriicksichtigt werden soll, tiber in

@ °Q fN 'BN f
(161) L= 5 GF BXd =+ EF 'éXd =+ EJ 3X
. At oM
—'_/"0_62( ¢.ix + S 4 dz.
An Stelle der zur Berechnung von Verschiebungen abgeleiteten
Gleichung (55) tritt die Beziehung
Q@ 29 /‘ N 8N M oM
GFvP 4+ | Erer. ET 2P, °*

At oM 80

Aufgabe. Ein wa.gerechter Balken ist gleichmlfsig mit p fiur die
Lingeneinheit belastet, hei B wagerecht eingespannt, bei A frei aufliegend.
Gesucht ist der senkrechte Sttitzenwiderstand X bei 4. Fig. 79. Die

L=

(162) 3, ﬂ
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Sttitzen seien starr (L = 0), und eine Erhthung der Anfangstemperatur
habe nicht stattgefunden (¢ == 0).
Wegen N =0 ergibt sich die Bedingung

Q 02¢Q fM aM
B‘/(:'v‘F 8Xd z+ EJ ?'X

worein zu setzen:
2

Q= X—pz, M= Xz — ”;
20 oM
X bax =

so dafs, bei konstantem G, F, E, J entst.eht
s
O—B f(X—pz)dx+/(Xa:' ; )dx=0,

o= 2 Zix— 2) 42 (x—2) o

2 1
worana,wogen—g—=-—(m7—l_—):
J m-4+1
X 3pll+8Fl’ m
T8 J m+l
1_i_e.Fl' m

6
Ist der Balkenquerschnitt ein Rechteck (b, A), so ist f =3 und

J h? . . .

=72 weshalb sich mit m == 3 ergibt:
16 A2

spt P T

5 -
81+4h

X =

—';-=% liefert z. B. X = 1,01+

3g l, wihrend die Vernachlissigung

3pl
der Querkraft Q@ zu X — Tp gefuhrt btte.
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IV.Abschnitt.

Das riumliche Fachwerk.

§ 25.

Aligemeine Untersuchung des statisch bestimmten riiumlichen
Fachwerks.

1) Bedeuten 4, B, C die rechtwinkligen Seitenkrifte der in einem
Knotenpunkte m eines riumlichen Fachwerks angreifenden #ufseren Kraft,
ferner S, S;, Sz, ... S, die Spannkrifte in den von m ausgehenden
Stiben, s,, 85, 85, ... 8, die Lingen dieser Stibe, und sind a,, b,, ¢,
die rechtwinkligen Projektionen der Stablinge s, auf die Richtungen
A, B, C, so lauten die drei Bedingungen fiir das Gleichgewicht der
in m angreifenden Krifte:

23,%+A=0

b"
1) * ES'_a: +B=0

zs,%+c=o r=1,223,...p

oder, wenn man zur Abkfirzung
S,

(2) ’;=xr
setzt,
3x,a,+A4=0
(8) {2xb +B=0
Sx,.e, +C=0.

Ist die Anzahl der Knotenpunkte gleich %, so stehen 8k Gleich-
gewichtsbedingungen zur Berechnung der unbekannten Spannkriifte und
Stutzenwiderstinde zur Verftigung.

Wird ein Stiitzpunkt reibungslos in einer Fliche gefuhrt, so fllt
die Richtung des Stiitzendruckes mit der Normalen zur Fliche zu-
sammen; es tritt nur die Grdfse des Widerstandes als Unbekannte auf.

An dem in einer Linie gefithrten Stiitzpunkt greift in der zur
Linie normalen Ebene ein Widerstand an, dessen Bestimmung die An-
gabe zweier Seitenkrifte erfordert.




.— 248 —

Der Widerstand eines festen Sttitzpunktes wird durch drei Seiten-
krifte bestimmt.

Ist also

7., die: Anzahl der Stibe,

n  die Anzahl der in einer Fliche geftihrten Sttitzpunkte,

n” die Anzahl der in einer Linie gefthrten Stutzpunkte,

n” die Anzahl der festen Sttitzpunkte,
go ist die Anzahl der zu berechnenden Unbekannten gleich

' r+n' 4+ 20"+ 80",

Das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes, sobald die Bedingung
r+n 4 2n"4 80" =8k

erfullt wird, und die Nennerdeterminante der linearen Gleichgewichts-
bedingungen X 0 ist.

In den folgenden allgemeinen Untersuchungen ersetzen wir (nach
Seite 2, Absatz 8) die Sttitzenwiderstinde durch Auflagerstibe.
Ein Flichenlager erfordert einen Auflagerstab, ein Linienlager zwei,
ein fester Stutzpunkt drei Auflagerstibe. Wir sprechen also fortan
nur von gegebenen Lasten und unbekannten Stabkriiften.

2) Besitzt ein Fachwerk mindestens einen Knotenpunkt, von dem
nur drei Stibe ausgehen, und ist es so gebaut, dafs an jedem folgen-
den Knotenpunkte hdchstens drei
Stdbe hinzutreten, so lassen sich
die unbekannten Stabkrifte leicht
durch wiederholte Aufldsung von
drei Gleichungen mit drei Unbe-
kannten berechnen. Ein derartiges
Stabgebilde wollen wir ein Fach-
werk der einfachsten Art nennen;
als Beispiel diene die in Fig. 199
im Grundrifs dargestellte Kuppel.

Es seien fy, fg, far « « - fu
feste Stttzpunkte und a,, a5, a5, . . . Knotenpunkte, welche mit den
Punkten f durch je drei Stibe, deren Achsen nicht in derselben Ebene
liegen diirfen, verbunden sind, z. B. ¢, mit f,, f; und f;, Punkt a,
mit fy, fs, fi- An drei beliebige Knotenpunkte dieses unbeweglichen
Stabgebildes seien drei neme Stibe angeschlossen, die in einem neuen
Knotenpunkte b zusammenhiéingen, und dieses Verfahren: Festlegung
eines Knotenpunktes mit Hilfe von drei nicht in ein und derselben
Ebene liegenden Stiben sei beliebig oft wiederholt.

8) Aligemeine Berechnungsweise der Spannkriifte 8. Die
Ermittlung der Stabkrifte jedes anders gebauten riumlichen Fachwerks




— 249 —

kann mit Hilfe des im § 1 auf Seite 8 und 4 angegebenen allge-
meinen Verfahrens durchgefithrt werden. Man verwandle das Fachwerk
durch Beseitignng, von Stiben. und Hinzufigung von ebensoviel Ersatz-
stiben in ein solches der einfachsten Art, bringe die Spannkrifte Z,,
Zy, Z, . ... Z, der beseitigten Stibe an dem neuen Fachwerk als
Lasten an, stelle die Spannkrifte S der Stibe des neuen Fachwerks in
der Form

S= 60 +@.Z¢+©.Z.+@¢Z,+ ..... +©“Z.
dar und setze schliefslich die Spannkrifte in den Ersatzstiben gleich
Null. Man erhilt dann ein System von n linearen Gleichungen zur
Berechnung der n Krifte Z. Das Fachwerk ist statisch bestimmt, so-
bald die Nennerdeterminante jener n Gleichungen X O ist.

Liegt z. B. das in Fig. 200 im Grundrifs dargestellte Fachwerk
vor, so fihre man die Spannkrifte in vier Stiben des obersten Ringes
als Z-Krifte ein und fige
die in der Abbildung durch
gestrichelte Linien ange-
deuteten Ersatzstibe 38, 41,
44, 47 hinzu, welche die
Punkte @ mit aufserhalb des
Fachwerks angenommenen
festen Punkten f~ verbinden.
Die Richtungen dieser Stibe
sind nur an die Bedingungen
gebunden, dafs Stab 41 nicht
in die Ebene af;f; fallen
darf, Stab 44 nicht in die
Ebene af;f; u. 8. w. Die
Stabkrifte S werden in der
durch die Ziffern 1 bis 48

angegebenen Reihenfolge
durch die Krifte Z und
Lasten P ausgedrtickt, und Fig. 200.

schliefslich werden die Spannkrifte Syq, S;,, S;4, Si; gleich Null gesetzt.

Auf diesem Wege lifst sich jedes riumliche Fachwerk berechnen.
Die Richtungen der Ersatestibe wihle man so, dafs die rechnerische
oder zeichnerische Ermittlung ihrer Spannkriifte mdglichst einfach aus-
fullt. Wir verweisen im fibrigen auf die entsprechende Untersuchung
des ebenen Fachwerks auf Seite 4 bis 8, insbesondere auf den zu den
Figuren 3 und 4 gebdrigen Text. Der ganze Unterschied besteht darin, dals
man beim ebenen Fachwerk an jedem Knotenpunkte zwei, beim riam-
lichen Fachwerk dagegen drei unbekannte Stabkrifte berechnen kann.
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Als zweites Beispiel betrachten wir die in Fig. 201 im Grundrifs
dargestellte Netzwerkkuppel. Die wagerechten Ringe seien regelmifsige
Polygone, ihre Seiten bilden mit den Verbindungsstiben ab gleich-
schenklige Dreiecke.” Zur Berechnung der oberen Zone gentigt die
Einfihrung eines Z-Stabes. Der Ersatzstab 21 verbinde a; mit einem
aufserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkte; seine Richtung sei
mit der des beseitigten Stabes zusammenfallend angenommen (in Fig. 201
wurde Stab 21 der Deutlichkeit wegen aus dieser Lage Z gedreht).
Die Spannkriifte werden in der Form

§S=6,+6Z
dargestellt. Zur Berechnung von Z dient die Gleichung
G1 =6 .31 +8;,,'Z2=0,

woraus

Fig. 201.

Das Fachwerk ist unbrauchbar, sobald &;,"= 0 wird. Um fest-
zustellen, wann dieser Fall eintritt, untersuchen wir den Belastungs-
zustand Z =1,

Die Mittelkraft der Spannkrifte der beiden in a, angreifenden
Ringstdbe mufs in der Ebene a,b,b; liegen und, da sie wagerecht ge-
richtet ist, parallel zur Geraden b,b, sein. Daraus folgt aber
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8 =—Z=—1
und ganz ebenso findet man
Sy H B =08y = — 6 = —1,
€' =41 €,/ =—1, &, =1,

M S, +zZz=—1, d b &, +1=—1,

endlich
mithin
@’ l’ = — 2.
~ Dieser Wert ergibt sich fir den mit Z znsammenfallenden Ersatz-
stab immer dann, wenn die Seitenzahl des Ringes eine ungerade ist.

Fig. 203.

Bei gerader Seitenzahl erhilt man ftr die Spannkraft &’ des Ersatz-
stabes an Stelle der Gleichung (I) die Beziehung

) &' +zZ=-+1 d h & +1==41,

& =0o.

Die regelmifsige Netzwerkkuppel von gerader Seitenzahl ist also
unbrauchbar, ein Ergebnis, das zuerst, auf anderem Wege, von F¥ppl
nachgewiesen worden ist.

In den Figuren 202 bis 208 haben wir eine Reihe von weiteren
Beispielen zur Erliuterung unseres Verfahrens vorgeftbrt. Der Gang
der Rechnung ist durch die Reihenfolge der an die Stibe gesetzten
Ziffern angedeutet worden. Strichpunktierte Linien bezeichnen die

woraus
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Ersatzstibe, deren Spannkrifte gleich Null gesetzt werden; ihre Rich-
tung wurde in allen Beispielen mit der Richtung eines wirklichen Fach-
werkstabes| zusammenfallend angenommen. Die in den Kreisen neben
den Stlitzpunkten stehenden Zahlen beziehen sich auf die lotrechten
Auflagerstibe. Ftir die Mehrzahl der Beispiele gentigte es, den Grund-
rifs zu zeichnen.

Fig. 202 zeigt eine Zimmermannsche Kuppel, mit funfseitigem
oberem Ringe und zebmseitigem Fulsringe. fy, f;, - - . fs sind feste
Stutzpunkte. In den tibrigen Eckpunkten des Fulsringes sind wage-
rechte Flichenlager angeordnet; ihnen entsprechen die lotrechten Auf-
lagerstibe 5, 9, 14, 18, 28, 27, 82, 86, 41, 44. Man kommt mit
zwei Z-Stiben aus, deren Spannkrifte sich aus den Gleichungen Sgg==0
ond S;;=0 ergeben, die sich auch durch andere an den Knoten-
punkten @ und b verfugbare Gleichgewichtsbedingungen ersetzen lassen.
Ermittelt man z. B. unter Weglassung des Ersatzstabes 89 die Spann-
kraft Sy;, indem man die Summe der zur Grundrifslinie ab rechtwink-
ligen Seitenkrifte der am Knotenpunkte a angreifenden Krifte gleich
Null setzt, bestimmt sodann auf #hnliche Weise Syg, und setzt man
hierauf die Summe der lotrechten Seitenkrifte gleich Null, so erhilt
man eine Gleichung, in der nur noch die Unbekannten Z, und Z;
vorkommen.
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Fig. 208.

Fig. 208 zeigt ein Hhnliches Fachwerk wie Fig. 202. Drei der
den Mantel bildenden Rechtecke sind obne Diagonalen; dafur ist der
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Schlufsring durch drei Stibe zu einem steifen ebenen Fachwerk ge-
macht worden. Es wurden drei Z-Stibe eingefiihrt.
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e >
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Fig. 204.

Die in Fig. 204 dargestellte Kuppel enthidlt einen 12-seitigen
Fufsring und einen 4-seitigen Kopfring. Die Stutzpunkte a sind in
Geraden geftihrt, die mit dem Stiben 6, 15, 26, 41 rechte Winkel
bilden. Die zu den Fihrungen rechtwinkligen Auflagerstibe 8, 20,
32, 45 haben also die Richtungen der Stibe 6, 15, 26, 41. In allen
Sttitzpunkten greifen lotrechte Auflagerstibe an. Es wurden. drei
Z-Krifte eingefithrt.

Fig. 205 zeigt den Grundrifs und Aufrils einer 6rseitigen Halb-
kuppel. Eine standsichere Hauptwand biete genligend feste Stiitzpunkte.
Im tibrigen aber ruhe die Kuppel auf lotrechten Siulen. Es stellt sich
heraus, dafs ein Mantel Schwedlerscher Baunart allein nicht gentigt.
Es fehlen zwei Stibe. Fig. 205 setzt voraus, dafls der obere Ring eine
Plattform stiitzt; es wurden zwei, auch als Triger verwendbare Stibe
zur Gewinnung der erforderlichen Stabzahl eingeftigt. Bei der Be-
rechnung dieses Fachwerks kommt man mit einem Z-Stabe aus.

Fig. 206 stellt eine 8-seitige Halbkuppel dar, deren Mantel wieder
von Schwedlerscher Bauart ist. Der obere Ring mufs durch vier
Stébe versteift werden. Es wurden ein wagerechter Stab (Z;) und drei
geneigte, nach einem und demselben festen Punkte lanfende Gratstibe
eingebaut.
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Ein drittes Beispiel fur die Berechnung von Halbkuppeln enthilt
Fig. 207. Wird die Summe der lotrechten Projektionen der im
Knotenpunkte a angreifenden Krifte gleich Null gesetzt und die in a
wirksame lotrechte Last mit P, bezeichnet, so ergibt sich

h
8 +8) 4+ P=0,
Setzt man also
Sl - S’ == Zl
und nimmt.Z, zundchst als bekannt an, so findet man

wo 8§ =8, = g, ist.
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Si=—Fogr+54

8 1
e TR

und kann nun S; und S, mit Hilfe der beiden ftir den Knotenpunkt a
noch zur Verfiigung stehenden Gleichgewichtsbedingungen berechnen.
Der weitere Rechnungsgang ist aus der Abbildung zu ersehen. Den
beiden Werten Z; und Z; stehen zwei Ersatzstibe oder zwei tiber-
zdhlige Gleichgewichtsbedingungen gegentiber.
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Fig. 207.

Es kommt bfter vor, dals es zweckmilfsig ist, zu Z-Werten nicht
Stabkriifte, sondern andere Werte zu wihlen, die mit Stabkriiften durch
lineare Gleichungen verbunden sind.

Bei der in Fig. 208 abgebildeten, auf vier lotrechten Auflager-
stdben 15, 18, 21, 24 und drei wagerechten Auflagerstiben 22, 28,
25 rubenden Netzwerkkuppel, deren Ringe in wagerechten Ebenen
liegen mdgen, wird man zweckmifsig den Querriegel des oberen Ringes



— 256 —

zum Stabe Z; und den Unterschied S; — S; der Spannkrifte der Stibe
1 und 2 zum Werte Z, wihlen.

20i
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77
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7 J 9 73
70
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25
Fig. 208.

In den vorgeftihrten Beispielen haben wir danach getrachtet, mit
mdglichst wenig Z-Werten auszukommen, damit die Anzahl der aufzu-
18senden Gleichungen Y =0 nicht zu grols wurde, ein Weg, der sich
besonders bei unregelmifsig gebauten Fachwerken empfiehlt. Liegen
regelmiifsig gebaute Stabwerke vor, so wird es sich meistens empfehlen,
die ans der Regelmifsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen -bei der
Kriiftezerlegung tunlichst auszunutzen und daftir lieber eine gbfserer Zahl
von Z-Werten einzufihren. Die Aufltsung der Gleichungen ¥ =0
gestaltet sich bei derartigen Fachwerken fast immer recht einfach, und
der geringen mit dieser Auflésung verbundemen rechnerischen Mehr-
atbeit, steht eine erhebliche Zeitersparnis bei der Ausfihrung der Krifte-
zerlegungen gegentiber. Wir verweisen auf die Beispiele im § 27 und
empfehlen dem Leser, den dort gewihlten Weg auch auf die vor-
stehenden Aufgaben anzuwenden.

4. Das Hennebergsche Verfahren der Zurtickfihrung der Berech-
nung eines freien Fachwerks von 7n-Knotenpunkten auf die Berechnung
eines freien Fachwerks vou (1 — 1) Knotenpunkten. Nach der im § 1 unter 2)

fiir das ebene Fachwerk gegebenen ausfiihrlichen Darstellung dieses Verfahrens
wird fiir den Raum die folgende kurze Beschreibung ausreichen.
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Zuniichst mufs das irgendwie gestiitzte Fachwerk auf die auf Seite 18 an-
gedeutete Weise in ein freies Fachwerk verwandelt werden. REin freies Fach-
werk von n-Knotenpunkten besitzt nun 3% — 6 Stiibe, es mufs also mindestens
einen Knotenpunkt' haben,- an'welchem ‘hochstens 5 Stibe zusammentreffen; denn
liefen in allen Knotenpunkten mindestens 6 Stiibe zusammen. so miifsten wenig-
stens%:?»lc Stibe vorhanden sein. Es handelt sich also beim Ubergange
von der Knotenzahl n zur Knotenzahl » — 1 nur um die Beseitigung drei- oder
vier- oder fiinfstibiger Knotenpunkte. Ein dreistibiger Knotenpunkt darf ohne
Ersatz entfernt werden. Die Wegnahme eines vierstiibigen Knotenpunktes E,
dessen Stibe nach den Punkten 4, B, C, D fithren, erfordert die Hinzufiigung
eines Ersatzstabes, der nach der Vorschrift von Henneberg zwei der vier
Punkte 4, B, C, D verbinden- soll. Man hat also die Wahl unter den Stiben
AB, AC, AD, BC, BD, CD. Entfernt man einen fiinfstibigen Knotenpunkt,
so mufs man zwei Ersatzstibe einbauen, und diese sollen zwei der fiinf Punkte
verbinden, nach denen die fiinf weggenommenen Stébe fithrten. Es stehen im
allgemeinen 45 verschiedene Anordnungen zur Auswahl.

Das Hennebergsche Verfahren fiihrt stets zum Ziele, denn es gestattet
schliefslich die Zuriickfiihrung eines jeden riumlichen Fachwerks auf ein freies
Tetraeder, es fordert aber die Geschicklichkeit des Rechners bei nur einiger-
mafsen schwierigen Aufgaben in besonders hohem Grade heraus. Schuld daran
triigt die Beschriinkung auf ganz bestimmte Ersatzstabanordnungen, die manchem
auf den ersten Blick vorteilhaft erscheinen mag, die aber keineswegs eine be-
stimmte, rasch zum Ziele filhrende Wegweisung bedeutet. Bei dem ebenen Fach-
werk in Fig. 2 mit 12 dreistibigen Knotenpunkten stellte die Hennebergsche
Vorschrift allein bei der ersten Beseitigung eines Knotenpunktes 86, und nur 36
Lagen fiir den einzufithrenden Ersatzstab zur Auswahl. Bei einem rdumlichen
Fachwerk mit 6 fiinfstibigen Knotenpunkten, das weder dreistiibige noch vierstiibige
Knotenpunkte besitzt, wiirde man im allgemeinen die Wahl unter 6 - 45 =270
Ersatzstabanordnungen haben. .

Anmerkung. Ich mufls hier zu demr Buche: ,,Vorlesungen iiber Statik
der Baukonstruktionen und Festigkeitslehret Stellung nehmen, welches Herr Pro-
fessor Georg Mehrtens 1908 bei Withelm Engelmann in Leipzig hat er-
scheinen lassen. Seine Darstellung des Hennebergschen Verfahrens beweist,
dafs er die Hennebergsche Arbeit nicht geniigend kennt, sonst wiirde er auf
Seite 200 wenigstens erwihnt haben, dafs es Raumfachwerke gibt, die weder drei-
stiibige noch vierstiibige Knotenpunkte, mindestens aber einen fiinfstibigen Knoten-
punkt besitzen; er scheint aber der Meinung zu sein. dals mindestens ein vier-
stiibiger Knotenpunkt vorhanden ist. Auch wird man in seiner Darstellung ver-
geblich die voo Henneberg gegebenen und auch nach dem Erscheinen meiner
Arbeiten aufrecht erhaltenen Regeln fiir das Einziehen der Ersatzstibe suchen,
trotzdem er wiederholt und ausdriicklich von einem urspriinglichen Henneberg-
schen Verfahren redet. Die Art und Weise, wie er die Stabvertauschung hand-
habt, entspricht vollstindig dem von mir im Zentralblatt der Bauverwaltung 1891
veriffentlichten Verfahren und riihrt nieht von Herrn Mehrtens her;*) man
vergleiche nur die Scite 218 des Mehrtensschen Buches mit der Seite 444 des

*) Als Beispiel behandelt Horr Mehrtens u. a. das hier in Fig. 207 wieder-
gegebene Fachwerk, mit einer anderen, nicht sehr zweckmiifsigen Ersatzstab-
anordnung.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 17 N



— 258 —

ersten Bandes meiner Graphischen Statik. Die Quelle, aus der er geschBdpft hat,
verschweigt Herr Mehrtens.

Ich benutze noch die Gelegenheit, den die ., Anwendung von Sitzen der
geometrischen Bewegungslehré* behandelnden § 12 des Mehrtensschen Buches
als eine ohne Angabe der Quelle erfolgte, auch auf eigenartige Beispiele sich er-
streckende Benutzung meiner Arbeiten iiber die kinematische Theorie des Fach-
werks zu bezeichnen.

§ 26.

Ermittlung der drei an einem Knotenpunkte auftretenden
unbekannten Spannkrifte.

Im § 25 haben wir gezeigt, dafs sich die Berechnung jedes sta-
tisch bestimmten r#umlichen Fachwerks auf die Lisung der Aufgabe
zuriickfithren lifst: an einem Knotenpunkte sind drei Spannkrifte S,
S;, Sy zu ermitteln, welche mit gegebenen, an diesem Punkte an-
greifenden Kriften im Gleichgewicht sind. Fiir diese Aufga.be mdgen
nun verschiedene LBsungen angegeben werden.

1) Benutzung der auf Seite 247 aufgestellten drei Gleich-
gewichtsbedingungen, welche jetat die Form annehmen

% 6y + %e 89 + %gag + 4 =0,
(4) % by %y by + %385 + B=0,
%6 + %y %3¢y + C=0,
wo A, B, C die Summen der Seitenkrifte aller gegebenen Krifte nach

den Richtungen der drei Koordinatenachsen bedeuten. Die Aufl8sung
dieser drei Gleichungen liefert fiir x, den Wort

— A (byeg — byey) — B (a5 — 3a,) — C(aghy — agh,)
+ ay (byes — byey) + by (eg5 — r5a5) - ¢; (agby — asbg)
Die Werte fiir x;, und %, erhilt man durch entsprechende An-
derung der Zeiger.
Sehr tibersichtlich ist der folgende mit Hilfe der. Determinanten
durchgefihrte Rechnungsansatz.
Es liegen die Gleichungen vor:

+ 8, — Ty — ¥y = 4,
+ 2% + 3% + 4%, = B,
— 6%y | 5% + 9%, =C.
Man schreibe die Zahlen der zweiten Gleichung, mit dem zweiten
Gliede beginnend, in der cyklischen Reihenfolge + 8, + ¢, + 2, } 38

(53 %=
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hin und setze darunter, immer mit dem zweiten Gliede beginnend, die
Zahlen der dritten, ersten und zweiten Gleichung. Am Kreuzungspunkt
der die Zahlen - 8, .+ 9 mnd -5, + 4 verbindenden Linien trage
man den Wert der aus diesen vier Zahlen gebildeten Determinante:
+3:9—5:4=+17 ein und folle in dieser Weise das Schema aus.

+3 +4 +2 +3
) +1 —42 498 (4)
+5 +9 —6 +5

+ 58 + 66 +2 (B)
—1 —1 +8 —1

—2 —34 +388 (©)
+3 +4 +2 +3

Bezeichnet man nun die Nennerdeterminante der drei Gleichungen
mit D, so erhilt man

Dx, =+ 7TA+58B—25C,
Dy, = —42 A+ 66 B— 34 C,
Dxy=-+284-+ 2B} 88C.

Zur Berechnung von D stehen drei Ansitze zur Verfigung:

D=+ 7-8458-24 25.6% = 322,
D=+442-7466-8—84.5 =322
=2-928.1+ 2.-4438.9 =322

Zur Priifung der Zahlenrechnung empfiehlt sich die dreimalige
Ermittlung von D.

Durch passende Wahl der Koordinatenachsen kann man oft Ver-
einfachungen erzielen. Ist z. B. die c-Achse parallel zar Richtung des
Stabes S; und die ¢, b-Ebene parallel zu der durch die Achsen der
Stibe S, und S, bestimmten Ebené, so nehmen die Gleichungen (4)
die Form an

%, a, + 4=0,
%1 by + %gby + B=0,
%16 + %365 + %365 + C=10;

*) Die Zahlen -+ 7, -} 58, — 25 der ersten senkrechten Determinantenreihe
werden mit den entsprechenden Zahlen der ersten senkrechten Koeffizientenreihe
+ 8, 42, — 6 der Gleichgewichtsbedingungen multipliziert. Und in dhnlicher
Weise ergeben sich die beiden anderen Ansitze fiir D aus den zweiten und
dritten senkrechten Reihen.

17*
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die Unbekannten X%,, %, %; kann man dann schrittweise ohne weiteres
hinschreiben.
2)/ Das Verfahren von Mohr*). Anstatt die drei Teilkraftsummen

% 4y + %y 85 + X503 - 4,

%1 b + %y 4 %35 + B,

%6, + %505 + %365 +C
einzeln gleich Null zu setzen und die drei Unbekannten x,, x;, %,
aus den drei Gleichgewichtsbedingungen zu berechnen, multipliziert
Mohr diese Summen der Reihe nach mit den virtuellen Verrticknngen
& 7, §, welche er dem Knotenpunkte in den Richtungen der Krifte
A, B, C zuschreibt. Indem er diese Produkte addiert und ihre nach
den Unbekannten geordnete Summe gleich Null setzt, erb#lt er die
Gleichung

6 % (0, 8400ty §) 4 %5 (ag &+ bym + 5 0)
©) V4% @y +bsm+ est) + 4&+ B+ Ct=0.
Hierauf stellt Mohr drei Gruppen von Gleichungen auf:
a4+t f=—1
M {mE+4n+cl=0
ag + b+ E =0
e bn+et=0
(A1) {adtbntet=—1
03§+b,7]—|—03§=0
a§+bntet=0
@n &+t t=0
as byt gL =—1,
deren Wurzeln der Reihe nach : |

& My &b Ess Mas G Ess M3 &g
sein mbgen. Die Einsetzung der Wurzeln & 7, {, in die Gleichung (6) ‘
liefert fur %, demn Wert

(M) % = 4§, + B, + CF,.

In der gleichen Weise werden x, und % berechnet.

Lost man die neun Gleichungen (I) bis (III) in ihrer allgetneinen
Form ein fiir allemal auf, so gelangt man schliefslich auf einem Um-
wege zu der Formel (5), die sich ans den Gleichungen (4) ohne jede
Zwischenrechnung gblesen lifst, weil die Faktoren der Grofsen 4, B, C

*) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, S. 205.




— 261 —

im Zihler der Formel (5) die zu den Koeffizienten a,, b,, ¢, gebdrigen
Unterdeterminanten sind.

Etwas kfirzer verfibrt, man, wenn man ftir eine der drei Ver-
rtickungen einen beliebigen Wert annimmt. Entscheidet man sich z. B.
im allgemeinen Falle fiir { — 1, so gelangt man zu einer Gleichung,
in der nur x, als Unbekannte auftritt, wenn man & und 7 aus den
Gleichungen ermittelt:

8 6§+ bm+teg =0
® 838+ byM + ¢y =0.

3) Momentengleichungen. Fiir die folgenden Untersuchungen
fihren wir zwei rechtwinklige Projektionsebenen ein und bezeichnen
- die Projektionen der Stabkrafte S mit S’ (Grundrifs) und S” (Aufrifs),
die Projektionen der Stablingen s mit s" und s”. Es ist

R s

’
>
%%‘
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Die Grundrilsebene wollen wir uns in wagerechter Lage denken.

Fig. 209 zeigt Aufrils und Grundrifs eines Knotenpunktes 4, von
dem,  drei |St#be  ausgehen, deren Achsen die Grundrifsebene in den
Punkten 1, 2, 3 schneiden. Die in 4 angreifende gegebene Kraft Q
treffe die Grundrifsebene im Punkte B. Die Léngen der Strecken

AB, A1, A2, A3
seien der Reihe nach
g Uy Iy .

Punkt A4 liege in der Hohe % tiber der Grundrilsebene. Zerlegt -

man in den Punkten 1, 2, 8, B jede der Spannkrifte S;, S;, S; und
ebenso auch Q in eine lotrechte und eine wagrechte Seitenkraft, und

gotzt man hierauf die Summe der Momente simtlicher Krifte in Bezug -

auf eine durch die Punkte 2 und 3 gelegte Achse gleich Null, so er-

bilt man eine Gleichung, in der nur die Unbekannte S; vorkommt.
Man braucht nur die Momente der beiden lotrechten Seitenkrifte
A IL und Q—:;— miteinander zu vergleichen. Sind ¢ und d die in
1

beliebiger, aber gleicher Richtung gemessenen Entfernungen der Punkte B
und 1 von der Drehachse, so lautet die Momentengleichung:

L
L

und man erhilt daher die einfache Beziehung

h
S, d=@Q—c,
q




8 Q@ ¢
(10) L, T g 4
Liegt der, Punkt 1 in -der, Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von I, die Stablinge s,, und es ergibt sich dann

9 .
1) »x, = g d

Diese Momentengleichung ist sehr leicht zu handhaben; man schreibe
den Punkten 1, 2, 3, B die Gewichte

5 8% 5 @

W' ' 4’ g
zn und setze der Reihe nach die Summe der Momente dieser Gewichte
in Bezug auf die Drehachsen 2 —3, 3 —1, 1 —2, die wir kurz
mit I, II, III bezeichnen wollen, gleich Null. Fur den besonders oft
vorkommenden Fall, dafs die drei Punkte in einer Ebene liegen, die
man dann zur Grundrifsebene wihlt, wird |, ==&, Iy =38;, I3 =3,.
Die Momentengleichungen liefern dann ohne weiteres die Werte

X=—>

8

Die Richtungen von ¢ und d wird man nattirlich so bequem wie
mdglich wihlen, tunlichst so, dafs Strecken benutzt werden, die man
ohnehin braucht, um Grundrifs und Aufrifs des Fachwerkes festzulegen.

Fig. 211.

Fur den in Fig. 210 ‘dargestellten Fall erh#lt man z. B. nach
Messen der Strecken a, b; und b; die Werte



— 264 —

S ____ 25

L g
(2 Vs @b
Iy g &’

und aus der Bedingung, dafs die Summe der lotrechten Seitenkrifte
gleich Null sein mufs, den Wert

Es mdge nun in A4 eine zur
Grundrifsebene parallele Last W
angreifen, Fig. 211. Um die
Spannkraft S, zubestimmen, denke
man W in eine zur Drehachse pa-
rallele und eine hierzu rechtwink-
lige Seitenkraft zerlegt. Bezeichnet
man dann mit & den Winkel, den
W mit der Achse I bildet, so ist
das Moment von W gleich

Wsin a - h.

Das Moment der im Punkte 1 angreifenden lotrechten Seitenkraft

h
von S, ist S, v sin &, wo w die in der Richtung von W gemessene

1
Entfernung des Punktes 1 von der Achse I bedentet. Die Gleichsetzung
der beiden Momente fthrt nach Streichung des sich hebenden Wertes
h sin & zu der einfachen Formel
S, W
(14) 4 T w

Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so erhilt man
W
(15) % = Tl.‘— .

Ist W parallel zur Drebachse I, so ist S, — 0. Man braucht
dann nur W nach den Richtungen von S; und S; zu zerlegen. Bei
der in Fig. 212 angenommenen Richtung von W ist S; ein Zug und
Sy ein Druck; man findet

S, W

S’
(1® l’ - _ia-— w



— 285 —

Liegen die Punkte 2 und 8 in der Grundrifsebene, so ergibt sich
w

@ g = — Xg = "*

Wir betrachten noch die folgenden Sonderfille.

Erstens. S; und S; schneiden die Grundrifsebene in den Punkten 2
und 8: S, ist wagerecht. ¢ trifft die Grundrifsebene in B, Fig. 213.
Die Drehachsen IT und III sind parallel zu S,. Mit den aus der Figur
ersichtlichen Bezeichnungen findet man

5 ——24
S _ 405
a8 =+ S 48 @
Sy @b kL L g
{ls q a

Die Vorzeichen hingen von der Lage der Kraft @ gegen die
Drehachsen ab.
Eine wagerechte Last W erzeugt (Fig. 214):

Sl=—W—t—l—
Nl _s_.s_w
L~ 'L w

Zweitens. Es schneide nur S; die Grundrifsebene. S, und S;
seien wagerecht. Die Drehachse I ist parallel zu S;, die Achse II
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parallel za S,. Einer die Grundrifsebene in B schneidenden Last @
entsprechen die Werte

Sl=+_§'bl
(20) Sa=—%ba

S.___ @

133 q
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Zu dem letzten Werte gelangt man durch Nullsetzen der Summe

der lotrechten Krkfte S, ;h— und Q_Z_.
]

Fig. 216.

Als Anwendungsbeispiel fiir, das Momentenverfahren wihlen

" wir den in Fig. 216 im Grundrifs dargestellten Knotenpunkt 4 eines

Fachwerkes, dessen Seitenflichen aus Rechtecken und Dreiecken bestehen
(vergl. auch Fig. 202). Die Ringe mdgen in wagerechten Ebenen liegen.
Punkt 4 habe von der Ebene des Ringes . . . 1, 2, 3 . . . den Ab-
stand . Die Spannkriifte S, und S, seien bereits gefunden; S,, S;, Sy
seien gesucht. In 4 greife eine lotrechte Last P und eine wagerechte,
nach den Richtungen der Stibe des oberen Ringes in die Seitenkrifte
W und H zerlegte Last an. Es mige gesetzt werden S, 4+ H= 4,
S; + W=B.

" Die Grundrifsabmessungen der Rechtecke sind @, d und b, c. Die
von den Punkten 1, 2, 3 nach den Drehachsen I, II, III gezogenen
Strecken w,, w;, vy sind parallel zu W. Zu Hebelarmen der Last P
in Bezng auf die Achsen I, II, III wurden die Strecken d, ¢, ¢ gew#hlt.
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Es ist also der Hebelarm e, parallel zu d; die Hebelarme ¢, und ?,
sind parallel zu ¢. Da A parallel zu I ist, so beeinflulst es mur S,
und S;. Man erhiilt ohne Zwischenrechnung fir x,, %;, %3 die Werte:

B P d

X =—— —_——_——

w, h ¢

B P
@) Jm=t o+ Tt

Die Vorzeichen sind leicht festzustellen, da man nur den Drehungs-
sinn zweier Kriifte zu vergleichen hat, den einer gegebenen und den
einer gesuchten Kraft.

2 F r
B :
1
I Kl
a
%
12 Eas i
i
| L
1
N e NrT Ry L Y_x¥

Fig. 217.

4) Verbindung der untes 1 und 3 angegebenen Verfahren.
Hat man eine der drei Spannkrifte (z. B. die Spannkraft S,) mit Hilfe
einer Momentengleichung berechnet, so findet man oft die beiden anderen
Spannkriifte S; und S; sehr schnell, mit Hilfe zweier Gleichgewiohts-
bedingungen von der Art der Gleichungen (4) auf Seite 258, wobei
man die Bezugsachsen zweckmifsig so wihlt, dafs jede Gleichung nur
eine einzige Unbekannte enthiilt. Diese Losung haben wir in Fig. 217
dargestellt. 4B, AC, AD,..... seien die Projektionen der Stabldngen
8y, 89, 8, .. ... Die Stabkrifte S;, Sg, . ... seien bereits aus den
fur andere Knotenpunkte gefundenen Gleichungen berechnet. P’ sei
die Projektion der gegebenen #ufseren Kraft. Zur Berechnung von S,
erhtilt man mit den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die
Gleichung
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P’ sma—l—Ss——-S +S —I-S 4+....=0.
sie liefert .
P Loa e a

(22) x%3= o sin & + %, as % 2, %5 2 Cen

Fig. 218,

Haufig empfieblt es sich nun, die #ufseren Kriifte P als Spann-
kriifte in Stiben aufzufassen, denen eine gewisse Lénge p zugeschrieben
wird. Ist dann a, die Projektion von p auf die zu S’y rechtwinklige
Richtung, und filhrt man die Bezeichnung P:p =, ein, so ergibt
sich %4 in der Form

(28) xy =

ll r a, g *
% Yy — " — Ry - m— ...
“|‘ 17 o 5 a )
*) Der hiufig zu Vereinfachung der Zahlenrechnungen fiihrende Kunst-
griff, an Stelle der #ufseren Krifte P Werte P:p einzufiihren, ist zuerst von
Zimmermann in seinem Buche: Uber Raumfachwerke angegeben worden.
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Es liege z. B. der in Fig. 218 dargestellte Knotenpunkt 4 vor.
Aufser wagerechten Lasten H und @ greife in 4 die lotrechte Last P
an. Man findet aus der Momentengleichung fir die Achse T

Setzt man nun die Summe der nach der Richtung H wirkenden
Krifte gleich Null, sodann die nach der Richtung @ wirkenden, so
findet man fiir die Unbekannten x; und x%; die Werte

e H P e Q ¢ H

@5) %=+ —o ha b a  a
Q P ¢ c+a H

s s lb h a g a la

Im vorliegenden Fall findet man iibrigens %, und x; ebenso schnell
mit Hilfe von Momentengleichungen. Fiir Ld wihle man beide Male

h
den Hebelarm c; die Hebelarme von %3 und X, sind dann, in der
Richtung von ¢ gemessen, gleich a. @ hat auf %, den Einflufs | 70—

und auf x; den Einfluf —?{:—, woey =Db . fl—c und ey =b%.

b) Zeichnerische Ermittlung von 8,, 8;, 8;. Wir behandeln
diese Aufgabe zuerst ganz allgemein. Fig. 219 zeigt die Richtungen der
gegebenen Kraft P und der unbekannten Stabkrifte 8;, Sy, S; im
Aufrifs und Grundrifs; Fig. 220 enth#lt den Aufrifs und Grundrifs
des geschlossenen Kriiftezuges. Man lege durch die Endpunkte von P
Parallelen zu zwei S-Richtungen, beispielsweise zu S, und S;, und
zeichne hierauf ein Viereck a'b'b”a”, dessen Ecken in den Geraden
8y, 8. 87, 8", liegen und dessen Seiten parallel zu S', S”; und
zu den Projektionsstrahlen sind. Zur Bestimmung dieses Vierecks wurden
in Fig. 220 zunlichst zwei Hilfsvierecke o', b, 5", a”; und a’yb’3b"5 0",
aufgetragen, deren Eckpunkte o', ', ", und @'y, &'y, 0"y in den vor-
geschriebenen Geraden Sy, Sy, S, liegen, und deren Seiten die vor-
geschriebenen Richtungen haben. Es ist dann die Gerade a”,a”y der
Ort des Punktes a”, und hiermit ist die Lage des Punktes a” und das
Viereck a'b'b”a” bestimmt. Denn:

Andert ein n-Eck in der Weise seine Form, dafs simtliche
Seiten durch feste Punkte einer und derselben Geraden gehen
(die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist),
wihrend n — 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so be-
wegt sich auch der letzte Eckpunkt in einer Geraden.
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Die Schnittpunkte der Geradempaare S’;, S’y und a”;a”s, 8%,
liegen in einer Parallelen zu m'm”, und es geniigt daher — eine
glinstige Lage/des/Schnittpunktes won S," und S," vorausgesetzt — die
Aufzeichnung eines der beiden Hilfsvierecke.

5\
’ | ’ r_ —"\—I
( | |
1
| :
I
i \
' I
1 L’{ ]
i
. ! /
2 .
. m?
S ,
5"
Fig. 219. Fig. 220.

Der zeichnerischen Untersuchung von Fachwerken mit einer grofseren
Anzahl von Knotenpunkten und Stiben hat man 8fter vorgeworfen,
dafs sie infolge der vielen Hilfslinien, welche die Kriftezerlegung im
Raume im allgemeinen verlangt, zu untibersichtlichen und deshalb schwer
zu priifenden Krifteplinen fiuhrt. Und dieser Vorwurf ist fast immer
dann berechtigt, wenn simtliche Kriftezerlegungen bei derartigen Fach-
werken in ein und derselben Aufrifsebene vorgenommen werden. Ar-
beitet man aber mit verschiedenen Aufrifsebenen, unter Umstéinden auch
mit verschiedenen Grundrifsebenen, so kann man stets Darstellungen
erzielen, die an Ubersichtlichkeit nichts zu wiinschen tibrig lassen. Die
geringe Mithe, welche die Ubertragung der bereits gefundenen Kriifte
in die neuen Projektionsebenen verursacht, wird reichlich belohnt durch
die Ersparnis vieler Hilfslinien und durch die grofse Durchsichtigkeit
des Verfahrens. Die Projektionsebene wird man nattirlich fir jeden
Knotenpunkt so gilnstig wie moglich wihlen. Es empfiehlt sich, diese
Wahl 80 zu treffen, dafs von den drei an einem Knotenpunkte auf-
tretenden unbekannten Kriften sich zwei in einer Projektionsebene
decken. In den Fig. 221 und 222 ist dieser Fall dargestellt worden.
Im Aufrifs decken sich S,” und S;”; man kann also S,” mit Hilfe

eines Kriiftedreiecks finden und biersuf im Grundrifs S;" und S; er-

mitteln.



Fig. 221. Fig. 222.

6) Die Herleitung von Formeln aus Krifteplinen, die dann
nur skizziert za werden brauchen, ist ein in vielen Fillen sehr rasch
zam Zijele fthrender Weg zur Bestimmung der drei unbekannten Spann-
kriifte. An die Stelle von Kriftezerlegungen treten dann Zerlegungen
von Stablingen oder von Projektionen der Stablingen.

Wir beginnen mit dem einfachen, oft vorkommenden, in Fig. 223
dargestellten Falle. Der fragliche Knotenpunkt triigt eine lotrechte
Last P. Die Stibe S, und S; liegen wagerecht. Zerlegt man die
Projektion s,” von s, nach den Richtungen von S; and S; in die
Strecken @¢; und ay, so findet man mit Hilfe des in Fig. 224 ge-
zeichneten Krifteplanes die Formeln

(8, __ P
8 h
. P
(26) { Se=——a
P
L S'3=——Ta3.

Ein allgemeineres Beispiel zeigt Fig. 225. Aufser der lotrechten
Last P greife im fraglichen Knotenpunkte noch eine wagerechte Last @
an. Keine der Stabachsen sei parallel zu einer Projektionsebene. Im
Aufrifs decken sich S;” und S;”. Zerlegt man im Aufrifs jede der
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drei Krafte P, Q” und S,” in eine lotrechte Seitenkraft und in eine
Seitenkraft in der Richtung von S,”S,”, und setzt man die Summe

TN~ S @2 S3

Fig. 228, Fig. 224,

der lotrechten Seitenkrifte gleich Null, so erhilt’ man mit den aus
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die Gleichung

s W w U

P+ Q —-+8"—==0.
7 +5, Py
Da nun
_Slll‘— Sl d Q” =£.
L3 8 q
ist, so folgt
(27) xl=_$_=_£_.2.i.
1 v q v

Zerlegt man weiter im Grundrisse jede der drei Krifte S,’, S;’
und Q nach der Richtung von S, und nach der Richtung C’C”, und
setzt man die Summe der nach der Richtung C’C” gebildeten Seiten-
krifte gleich Null, so findet man

r e by , €
Sy Pl + 5 5
woraus
9 b s
(28) )(,— q e +X1 e )

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 18
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und in Bhnlicher Weise erhilt man

(@9) =22l

B nr e |

Liegt der Endpunkt des Stabes s; nicht in der durch den End-
punkt des Stabes s, gelegten Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von %3 = Sy : 8 der Wert S;:l;, wo /g die Entfernung des Knoten-
punktes C von dem Punkte ist, in welchem die Achse des dritten
Stabes die Grundrifsebene schneidet. ’

7) Greifen an einem Knotenpunkte mehr als drei unbekannte
Stabkriifte an, liegen aber diese unbekannten Kriifte mit Ausnahme
einer einzigen in ein und derselben Ebene (a), so kann man diese eine
Stabkraft — wir nennen sie S; — finden, indem man die Summe aller
rechtwinklig zur Ebene a wirkenden Seitenkrifte gleich Null setat,
oder eine Momentengleichung fiir eine in der Ebene a angenommene
Drebachse aufstellt. Man kann aber auch S, durch Zerlegung der
Mittelkraft P der gegebenen Kriifte nach der Richtung von S, und den
Richtungen von zwei mit der Ebene a zusammenfallenden, durch den
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fraglichen Knotenpunkt gehenden, im iibrigen aber beliebig angenom-
menen Geraden ermitteln.

§ 21.
Beispiele.

1) Das in Fig. 226 dargestellte Fachwerk wird in jedem der
Punkte B, C, D, B, C’, D’ durch einen lotrechten Auflagerstab ge-

d‘»d;
7
PRI
6 2] L 3 g P A
9° 456
O AN Y5
B L"’l wid 0)
9 : P 13" 7 2 6 E z:z,
I N N P 4
s Dy, @ ¢ swss
‘ E R atit UATEES TLEP ZEEeE ’f
! Viw 7wl ;
: Al Zh a3 A i -
' ' I 7 '
7 2|2 3l2 la g
; R
\B CiD [AY/] B 1
10’ 2 12 o | .
Flg. 226.

stiitzt, aufserdem noch in C, D und B’ durch wagerechte Auflager-
stibe 7, 8, 9', welche mit den Seiten der St#be 4, 5, 8’ zusammen-
fallen. Das Fachwerk liefse sich mit Hilfe von zwei Z-Stiben be-
rechnen; wir fihren aber deren drei ein, nimlich Z,, Z, und Z,’ und
fugen die Ersatzstibe 9, 7', 8" ein. Diese Wahl bietet den Vorteil,
dafs es gentigt, die Spannkrifte der Stibe 1 bis 12 durch die gege-
benen Lasten und die Z-Kriifte auszudrticken. Die Bildungsgesetze fiir
die Stibe 1’ bis 12" sind dann ebenfalls bekannt, da das Fachwerk
symmetrisch gebaut ist.

In den Knotenpunkten 4 und A4’ greifen die gegebenen Lasten
U Vv, W, U, V', W an. Damit wir es nur mit Stabkriften zu tun

18*
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haben, fassen wir die Lasten U, V, W, U’, V', W als die Spann-
krifte in Stiben auf, deren Lingen u, v, w sind, und fihren die
Bezeichnungen ein

Uﬂ

U ’

_'=xln — =X

'u u .
14 v’ ,

- =Ry —- =X,

v v

w w’ ,

.__=xw, ___=x'.. |
w w

Den wagerechten Auflagerstdben 7, 7', 8, 8’, 9, 9’ schreiben wir
die Lingen der mit ihnen in dieselbe Richtung fallenden Stitbe 4, 4,
5, 5, 6, 6 zu.

Den lotrechten Auflagerstiben geben wir die Linge ¢.

Die Linge eines Z-Stabes bezeichnen wir mit 2 und setzen

Za Zb Z,a ’
=X¢, _=xb’ —— =% .
Za 2y Za

Wir wollen, mit einer einzigen Ausnahme, die auf Seite 270 auf-
gestellte Gleichgewichtsbedingung (28) benutzen und das Lesen dieser
Gleichungen dadurch erleichtern, dafs wir durch die Angaben (| U),
(1. w) . ... die Richtung der Seitenkriifte, deren Summe gleich Null
gesetzt wird, kennzeichnen. (M) bedeutet: Momentengleichung bezogen
auf die Stabachse 5. Die Zahlenrechnung wollen wir nur fiir den
Fall @ = w durchfibren. Die Gleichgewichtsbedingungen schreiben wir
aber fiir einen beliebigen Wert von a:w an; sie lauten fir die Knoten-
punkte 4, B, C, D:

a -

(Lo x,=—xw—x:,—|-x..—'b

106 m=ta—x—x) "

(W) sg=1sy— % — %u.
B (1O x=—xy (L9 =¥ty
¢ (L9 x5=—x3—:— (L5 % =23 —+x%

-’ ’ ’ ’ .a
D (L5) xg=—x1—x (12 x;.=><,+x5—xe;
B, C, D (|| V) %0=>%a %1 =%, %y =¥, + %,.

*) Der Abstand des in D angreifenden Gewichtes x4 von der Drehachse 5.
ist doppelt so grofs wie der Hebelarm von x,, angreifend in 4 und von x, an-
greifend in B; er ist auch doppelt so grofs wie die Linge des Stabes U.
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Fur die lotrechten Auflagerstibe wurden die Druckspannungen als
die positiven angenommen.

Mit\Hilfe, derangeschriebenen Gleichungen kann man die Werte x,
bis %,3 und %', bis %';; berechnen, sobald man x,, %,, %', kennt.
Zur Ermittlung dieser drei Werte stehen nun die Bedingungen zur
Verfigung: %y =0, x'; = 0, ¥’y = 0; sie lauten fur s =1:

1 ’ 1
O=xtxg =—ritpr—x

’

’ ’ ’ l ’ ’ ’ 1 ’
0=y}, =+x,—?x. =AW — WX

0=1 +%—¥g=—% + 2% + %3 =%y —% + % +8x.
Setzt man fdr x;, %, %;, %; die durch die Gleichungen (A)
gegebenen Werte ein, so erhilt man

’ 1 ’

%+ % — x.=?(x.—x.)—x..
’ 1 ’ 7 ’

+ x,,—2x.=?(x.+x,)—x,

— 1%+ 6%+ ¥o= w+¥. + %+ %, —6x,.
Aus diesen Gleichungen folgt

3 1, 2,2 1,8 , ,
x._—?x.——?x,—l———s X.—'—“s *®. 4+ 0,8x%, 0,3%,
2 2 , 8,6 04 , p
- —— e — o, — —0,4%,
% PR x4+ g X g X 0,6%, —0,4x
.1 8 ., , 18 22, .
We= — & % — g *x, 4+ g X g X 0,8%, + 0,3%,.

Nun lassen sich simtliche Werte x in der durch die Ziffern an-
gegebenen Reihenfolge mthelos hinschreiben; sie sind in der folgenden
Zahlentafel zusammengestellt worden. Die dort fehlenden Werte sind
durch die Beziehungen gegeben:

—_ — 1 ’ —_— ’ — I_- U — 4
Xy TR =g el Ry T XY TR IS Ny =X,

’ ’
g == —— Rgj Njg = Kaj X9 == Xaj %13 = Xg.



r|lr | v o | w i ow

8o 8v 8u ’ 8u 74 ; 74
w/WIIT 80 COTLG0 | 422 | —1,8 [+08 [ —o08
xs —20 —20 | +36 —04 |—06 A —O04
Xa -10 —80 | +18 —22 '—03 ;408
% | —10 | +10 | —14 , —14  —061 401
%, +10 | —10 | —18.° —18 ' 403 | —03
% —25 | 405 | +29 ' +09 ; —0,15 | 40,15
X'y +05 | —26 | —09 . +51 | 4015 | —0,15
%g —15 | —05 | —87 ! 428 | —005 |4 005
Xs +05 | +15 | +28 | —87 | —005 | 4005
% o | o —48 | 432 |—o02 |4o02
% 0 0 —1,6 | —1,6 | +06 | —06
%y o | o | +82 —4,8 | —0.2 +0,2
e | —18 | —05 | +1,1 | —09 | 4015 | —015
X1 —05 —15 —23 | +87 | 4005 | —005

2) Das in Fig. 227 abgebildete, durch vier lotrechte und drei
wagerechte Auflagerstibe gestiitzte Fachwerk, das wir bereits auf Seite 256
kurz besprochen haben, trage in den Knotenpunkten I, II, III, IV die
lotrechten Lasten V,, V,, V;, V, und die wagerechten Lasten 4, B,
C,D,....H In den Knotenpunkten des unteren Ringes greifen
die wagerechten Lasten L, @ an. Den Lasten 4, B, C, D, . . . H
schreiben wir die Lénge a zu, den Lasten L, @ die Linge 2d und
allen Lasten V die Lénge v. Wir setzen also

-‘4—=)(‘ £—=x £=x —E“‘:X i:x
a ’ Brosoe ' a T 9d ' 2d °
und fuhren fir die V:v die Bezeichnungen ein
Vi Vs
T =T T =Ygy o+ - o - .

Zun¥chst nehmen wir an, es seien bereits bekannt
%, — %3 =% und ¥%g.
% und x, spielen also die Rolle der Z- Werte unserer allgemeinen
Untersuchung.
Ftir den Knotenpunkt I besteht die Gleichgewichtsbedingung

(7)) x+x%+v,=0,

weshalb
1 1,
x,=———2—"(,+—2—x
1 1,
Ko =—-15 T1— o %.

2 2
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Weiter findet man fiir den Knotenpunkt I, indem man die Summe
der Seitenkrifte nach der Richtung des Stabes 8 gleich Null setzt und

beachtet, dafs %, - ®g==-~— v, ist:’

xhl‘:r
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Fig 22i.
1]
c
M %d%=—1 b——xA—x,,—- 2%,

und ganz Bhnliche Gleichungen erh#lt man fir die Knotenpunkte II,

III, IV, némlich
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(In xs+xs=—Ye—; —%c— Xp
(i) x‘+x7=—73—%-—x,;—x,— 2%,
av) x7+x4=—'y‘%—xa——~xg.

Multipliziert man diese 4 Gleichungen abwechselnd mit 4 1 und
— 1 und addiert man sie dann, so erhilt man:

c
4>‘s=‘b—(—'¥1+'¥2_73 F YD) — % — %+ %o+ %p — Xe

— %5+ %6 + %u.
Damit ist %; bestimmt. Aus der Gleichgewichtsbedingung fir den
Knotenpunkt I:

d , d
(1 8) »x—xng=10(0» x)T—!—x,.—x,=x—b—+x4—x,
und aus Gleichung (I) ergeben sich nun die Werte
x — x _d— _c__ —
STy T gy T T

+X Yl 2b

und aus den Gleichungen (II) und (IV) die Werte %; und %;. Aus
den fir den Knotenpunkt II geltenden Gleichgewichtsbedingungen

(7)) a5+ 2g=—r,
(118) %5 — %y = (g — % +Xp‘—>€c)%—

)CB—-)C_,,

findet man
b
Ry = ___72+(x6 X5 | Xp — 2d
b
x9=—"2''Ys;“(xs_":s‘i"‘» xc)ﬁ-

Auf dieselbe Weise kann man x,, und x,, durch %; und »;
ausdriicken, %,; und x,3 durch %; und x,. Nun geht man zum
Knotenpunkt V, ermittelt:

. ¢ 1
(V) (L 15) x“=—x,,27—x“—2——x;,

und setzt diesen Wert in die fir den Knotempunkt VI aufgestellte
Gleichgewichtsbedingung
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¢ 1
(117 “14+"o§"i‘+"1o?+xo=0’
ein. Man findet dann,die| Bedingung
¢
(VD) 2 (% — %) + %30 — %y, + 4 (%9 —%,3) =0,

die nur solche Werte % enthilt, welche sich durch die den Lasten ent-
sprechenden gegebenen x und den Wert %' ausdricken lassen. Die
Gleichung (VI) enthilt also nur noch die Unbekannte . Eine einfache

Zwischenrechnung liefert
. ¢ b
x=—(Yg—Ys) °d (s —xp 4 x('—xn)7

PR (XD—XE+ )(l.r _ Xa) —c_—:_—d— —'(XL— )(o) —c—g-'iid—.

Die Berechnung von x,; bis %,, erfolgt aus Gleichungen von der
Art der Gleichung (V). Die Werte x,, bis x,, der lotrechten Auf-
lagerstibe, denen man die L#nge v beilegen wird, findet man, indem
man an jedem Auflagerknotenpunkte die Summe der lotrechten Seiten-
krifte gleich Null setzt.

Die Durchfithrung der Buchstabenrechnung empfiehlt sich nur bei
einfacheren riumlichen Fachwerken. In den meisten Fillen ist es zweck-
mifsiger, gleich von vornherein mit Zahlen zn rechnen.

§ 28.
Die abgestumpfie Fachwerkpyramide und verwandte Systeme.

Zu den wichtigsten rdumlichen Fachwerken gehtrt die abgestumpfte
Pyramide, Fig. 228. Die Fufspunkte der Rippen mdgen festliegen.
In irgend einem Knotenpunkte m greife eine beliebig gerichtete &ufsere
Kraft an, und diese werde in die Seitenkrifte L, R und U zerlegt,
von denen L mit der links*) an die Rippe ma grenzenden Seitenwand (I)
zusammenfallen mdge, R mit der rechts an ma grenzenden Seiten-
wand (II) und U mit der Rippe ma. Die Wirkungen dieser drei Krifte
werden zweckmilsig gesondert verfolgt. Durch die Last L werden nur
die Stdbe der Seitenwand I beansprucht, und zwar verbilt sich hierbei
das ebene, in Fig. 229 in die Bildebene gelegte Fachwerk I wie ein am
unteren Ende eingespannter Freitriiger. Die Last B beanspracht in
gleicher Weise das ebene Fachwerk II, und die Last U ruft nur in
der Rippe ma Spannkriifte (§==— U) hervor. Die Gesamtwerte der

*) Die Bezeichnungen links und rechts gelten fiir einen von aufsen auf den
Mantel der Pyramide sehenden Beschauer.
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Spannkriifte der Rippe ma erhilt man schliefslich durch Zusammen-
zihlen der einzelnen Wirkungen der drei Krifte L; R, U.

Die Rippen brauchen sich nicht in einem Punkte zu treffen. Die
beschriebene 'Berechnungsweise gilt also nicht nur fur den Pyramiden-
stumpf; sie ist vielmehr nur an die Voraussetzung gebunden, dals die
Seitenflichen statisch bestimmte ebene Triger sind.

Fig. 229.

Die Richtungen der Kriifte L und R brauchen nur mit den
Ebenen I und II zusammenfallen; im tbrigen dtirfen sie nach Belieben
gewdhlt werden. In der Regel empfiehlt es sich, L und R wagerecht
anzunehmen,

Es liege z. B. der in Fig. 230 dargestellte Pfeiler mit wage-
rechten Ringen vor. Am Knotenpunkte m greife eine lotrechte Last P,
und eine wagerechte, nach den Richtungen der angremzenden Ring-
stibe in die Seitenkriifte H,, und Q,, zerlegte Last an. Zerlegt man P,
nach der Richtung der Rippe ma und nach den Richtungen der
Kriifte H, und ¢Q,, so erhilt man (nach Seite 274, Fig. 228) mit
den in die Figur 230 eingeschriebenen Bezeichnungen fir U,, L. und
R,. die Werte



y —p 2
o= P. )
| !
| 30) Y Lo H, + P
| r
R"__Q”_I_P" .
L 3

A
. A
L] 1 0
' |
: §§ '
. | ,
> ) .
R N h
. /. ! '
Vi !
N m. '
¥ ¥ M
al

Fig. 230.

Hat man auf diese Weise die Lasten U, L, R, ermittelt, so, ist
die Berechnung der Spannkrifte auf die Untersuchung einfacher ebener
Fachwerke zurtickgefthrt.

Beispiel. Fir die Spannkrifte und Auflagerwiderstinde des in
Figur 231 dargestellten eingeschossigen Pfeilers sollen allgemeine For-
meln aufgestellt werden. Das Fachwerk besitzt vier feste Stiita-
punkte I', II', III', IV’, deren Widerstinde in die wagerechten Seiten-
kriifte 4 und B und die lotrechten Gegendriicke C zerlegt worden sind.
Es gentigt ngttirlich, Formeln fir die Spannkrifte T,, S,, D, und die
Widerstinde A,, B,, C; aufzastellen.

Man findet fur den Knotenpunkt (I)
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Die Berechnung von U, ist, wie sich zeigen wird, entbehrlich.
Die Seitenwand I, II, II', I' wird belastet mit R, und L,.
Es ergibt sich

a
Ty=—0Ly=—H, — P, —h!,

Dy, _L,—R __ Hy— Q, + Pyay  Piby

d, ¢ € hey he,
Die Spannkraft S; erhilt man am schnellsten, wenn man die
Summe der lotrechten Seitenkriifte aller am Knotenpunkte (I) angrei-

fenden Kriifte gleich Null setzt. Dies gibt
k k
5, . +D1‘E‘+P1 =0,
1 1

woraus mit ¢; — b, — e, folgt
S _a—H_ P 5B e,
8y ¢ he, h ¢
Nun findet man den Sttitzenwiderstand 4, am Knotenpunkte (I')
mittels der Gleichgewichtsbedingung

——g8 % _p &
4, 5 s D, d,’
wo Dy _H —@  Pa B
d, g he, ke,
Man erhilt
e P, e ,
4, = (Hy— +(Qc‘- 1)"‘+'h_l“1 (;L_;“)
1 4
4 _s "2 + P4 b, "4
Der Widerstand B, wird
— b ph
B, = — 8, 5 d‘ das ist
b P, e a
B, = (H, — @) +(04—H! —+ + lbl(cl _c_l)
1 4
P, P b
+ ‘gb +T‘b1 0_4
4

Schliefslich findet man den Stutzenwiderstand C, aus der Gleich-
gewichtsbedingung
h h h

C, =—85 P D,-——-=B,—-
1
Werden die vier Fufspunkte miteinander durch Stibe verbunden,

so mtissen vier der zwolf Stitzenwiderstinde beseitigt werden. Ein
Beispiel zeigt die Figur 232. Die Sttitzpunkte werden in wagerechten
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Geraden gefiihrt, die mit den Richtungen der Stibe des Fulsringes zu-
sammenfallen®). Rechtwinklig zu den Fithrungen treten Widerstinde

Fig. 232.

F,, Fy, Fg, F, auf. Aus den vorhin berechneten Sttitzenwiderstinden
A4 und B findet man fir die Spannkrifte N im Fufsringe und fur die
Widerstiinde F die Werte:

N, = 4;, Ny = 4, u.s. w,,

Fy =B, —N,, Fy =By — N;, u.s. w.

Zahlenbeispiel. Es sei ¢, =¢; = 12,1™, @, = b, ==ay = b
=..=b,=2,0", ¢ —e,=10,1", h=19,9", s=20,1", d=22,4"
Man findet
T, = — H, — 0,101 P,,

D, = 1.851 (H; — @,) -+ 0,186 (P, — P,),

8, = 1,661 (9, — H,) — 0,843 P, — 0,167 P,,

A, = 0,165 (H — Q,) + 0,835 (9, — H,) } 0,017 P, + 0,084 P,,
B, = 0,165 (H, — @, + @, — H,) + 0,017 (P, 4+ P,) + 0,067 P,,
C, = 9,95 B,.

Ein sweites Beispiel ftr ein eingeschofsiges Fachwerk mit vier
ebenen Seitenflichen und zwei wagerechten Ringen zeigt Fig. 233.
Sémtliche Knotenpunkte des unteren Ringes sind durch lotrechte Auf-
lagerstiibe gestiitzt. An den in Geraden gefihrten Stttzpunkten C,,
Cg, C3, C, treten wagerechte, mit denselben Buchstaben bezeichnete

*) Die allgemeine Liosung der Aufgabe der sicheren Stiitzung eines ebenen
Fulsringes, dessen Knotenpunkte in Geraden gefiihrt werden, gab der Verfasser
im Zentralblatt der Bauverwaltung 1892,
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Widerstinde auf. Die an den Knotenpunkten der Rippen angreifenden
Lasten werden in die Seitenkriifte L, R, U zerlegt.

Sind nur, die Lasten R;, R,, Ls und L, vorhanden, so wird nur
das Seitenfachwerk I nebst den Stiben, welche die Knotenpunkte 0

und 5 mit den Stittzpunkten C; und C, verbinden, beansprucht. Die

Vereinigung der Spannkraft des Stabes O—C, mit dem in O angreifenden
lotrechten Auflagerdrucke gibt eine in die Ebene I fallende Mittel-
kraft K (siehe Fig. 234, welche das in die Bildebene gelegte Seiten-
fach darstellt). Eine gleich grofse, aber entgegengesetzt gerichtete
Kraft K erh#lt man am Knotenpunkte 5. Die Gréfse von K ist durch
die Momentengleichung .
K-2b, = (Ry— Lg)2c+ (R, — L) ¢
bestimmt.
Fur die Spannkrifte in den Diagonalen findet man die Werte
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. D K
Dy sin 93 = K, »;i: =5
D,sinq;,=—-D,sinq;,=£f-,
e
D _B L D _ R
g o 2’ d a '

zur Berechnung von T; dient die Momentengleichung
(Ty + Ry) 2¢ + Ryjc— Kb, = 0.

In derselben Weise wird die Seitenfliche II untersucht. Die
Spannkrifte S; und S; findet man am schnellsten durch Nullsetzen
der lotrechten Seitenkriifte der an den Knotenpunkten 1 uynd 2 an-
greifenden Krifte. _

Sind P, und P; die lotrechten Lasten, so lautet die Gleichgewichts-
bedingung fur den Knotenpunkt 1

S, _ 5 D, Dy -
. k iy h+d1 h+ a, h+4 P, =0,
und fir den Knotenpunkt 2

S5 (& Dy 1’7.) —
5 h 4 2, -+ d, + 4, 2k + P, = 0.

Die Spannkrifte in den Stiben des Fulfsringes und den Auflager-
stiben ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten-

punkte des Fufsringes.

§ 29.
Statisch bestimmte Schwedlersche Kuppeln.

1) Die in Fig. 285 dargestellte offene Kuppel Schwedlerscher
Bauart lifst sich in Fachwerke von der im § 28 beschriebenen Art
zerlegen. Wir bezeichnen die Spannkrifte in den Ringstiben, Diago-
nalen und Rippen der oberen Zone mit 7', D, S, in der zweiten Zone
mit 77, D, S', in der dritten mit 7, D”, S” u. s. w.*) Die Berech-
nung der obersten Zone kann ohne weiteres nach dem im § 28 beschrie-
benen Verfahren erfolgen. An der zweiten Zone greifen aufser den
gegebenen Lasten P, H  und @ noch die nunmehr bekannten Spann-
krifte S und D an. Es ist also nur noch die Aufgabe zu l3sen,

*) Man achte also darauf, dafs S°, S”, D’, D” nicht Projektionen von
Stabkriften bezeichnen.
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diese Kriifte anf mdglichst tibersichtliche und einfache Weise nach den
drei ausgezeichneten Richtungen L, R und U (Fig. 228) zu zerlegen.
Zu diesem Zwecke zerlegen wir zunlchst jede Spannkraft D in ihrem
unteren Endpunkte auf die-in Fig. 286 dargestellte Weise nach der
Richtung des Ringstabes und der Rippe in die Seitenkriifte

D.=D-3— und D,=D->

Fig. 285.

wo a die Linge des oberen Ringstabes des betrachteten Seitenfaches
und d die Linge der Diagonale bedeutet. D, tritt zu der Last H,',
D, wird zu S geftigt, and nun wird S -}- D, nach den Richtungen
von H, und @,  und nach der Richtung der Rippe S’ der zweiten
Zone in die Seitenkrifte L', R’, U’ zerlegt. Dazu denken wir unms
zuniichst die Kraft S - D, durch die Linge s der oberen Rippe dar-
gestellt, zerlegen die Strecke AC —3s (Fig. 287) nach der Richtung
von S’ und nach wagerechter Richtung in die Strecken 4B und BC

und hierauf die wagerechte Strecke BC nach den Richtungen der beiden
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 19
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von m ausgehenden Ringstibe in die Strecken %k, und k’'. Die Bei-
trige der Kraft S+ D, zu den Belastungen L, und R,  des Knoten-
punktes m’ sind dann

r=s+n = (24 2)y,
F=@+2 = (24 2).

Fig. 297.

Bezeichnet man noch mit ¢, und ¢, die Stret.xken, welche man durch
Zerlegung des Grundrisses der Stablinge s nach den Richtungen der
beiden Ringst&be gewinnt, so findet man schliefslich fir den Knoten-

punkt m  der Fig. 237 die Belastungen
’ ’ YA S D r D
B1) L. =H, +(E+ )R+

’ 4 Pﬂ' ’ | S ’
#9 RB'=0 +ma'+(Z+ 2w

-— e
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Durch diese filr simtliche Knotenpunkte zu berechnenden Lasten
L und R’ sind die Spannkréfte 7° und D’ der Ringstibe und Diago-
nalen der zweiten Zone bestimmt. Vergl. Fig. 231 auf Seite 285.

Die Berechnung''der Spannkraft S’ erfolgt am einfachsten mit
Hilfe der Bedingung, dafs die Summe der im Punkte m’ angreifenden
Seitenkriifte gleich Null sein mufs. Es ergibt sich die Gleichung

KK
S 40

p o b b
+P/=s_+D

s P. D | h (s D
#8) S=—ir—D (54 d)_

By i Yy e T

(S s
— =¥, — =X
8 8
D r _,
(B {F =Wk F=FK
P )
T=Y’ h_'=Y
\

und erhalten dann
(8 5) L.l’ == Hn, + Yﬂ' cl, + (X + F-) kl, + p'av
(36) R-, = Qﬂl + Y-' c', + (x + ) kr'y

’ 7 ’ h
B7) ¥ =—1v.—p +h—,(x+u)-

Bei der Ableitung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dals
am Knotenpunkte m’ eine linkssteigende Diagonale D und eine links-

steigende Diagonale D’ angreift. In der Regel werden aber die Dia-
19*
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gonalen nur als Zugstibe konstruiert. Es erhilt dann jedes Fach zwei
sich kreuzende, abwechselnd in THtigkeit tretende Diagonalen.

SR

/

”

"\\ /
/

Y

\
S/~

-_--__-__---.h
< — - — - - - D-3 -]

Ist fur das mte Fach der obersten Zone L., > R.., so wird die
linkssteigende Diagonale gespannt, und es ergibt sich (Fig. 288)
Dau Lu-l- 1 R-

@) =g =" =l
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Ist dagegen R, > L,..;, 8o wird die rechtssteigende Diagonale
gespannt, und man findet (Fig. 239)

DIODLCOTRGA Layy g
(89) p=-gm =", L.=—R.
Fur die zweite Zone sind die L und R zu ersetzen durch !die
L und R, ferner ¢’ durch a
Den Gang der Berechnung einer solchen Schwedlerkuppel wollen
wir nun an der in Fig. 240 dargesfallten regelmm‘sxgen G-Eck-Kuppel
erlintern. Esist ¢, =¢, =¢, ¢ =¢, =¢, und k' =k =Fk. Fur
die Knotenpunkte des obersten Ringes werden die Lasten
L, = H, -+ Y.c und
R, = Qu -+ Yt m=1, 2, 8, 4, 5, 6)
berechnet, und nun wird festgestellt, welche Diagonalen in Tutigkeit
treten. Unsere Figur setzst voraus, dals
Ly >R, By > Ly, L,> Ry, B, > Ly, Ry > Lg, Ly > By
ist, und es ergibt sich daher:

P-1=L’—'.;ﬁ: T,=—1L,

=R,:L,’ T, — — B,
F3=L‘:“£,” Ty=—L,
4=R‘:L6: T,=—R,
s—Rb—a_'_L!v Ts=—R,
6 Ll_:Rs, Tg =—0L,

Setz2t man nun an jedem Knotenpunkte des oberen Ringes die
Summe der lotrechten Seitenkriifte gleich Null, so erhilt man fur die
Rippen der obersten Zone die Werte

¥u=—"T—* %o = —Y¢
g = — 173 g = — Y5 — M4
g =Yg — g — g | %= —Tg — 5 — 4

Damit ist die Berechnung der obersten Zone erledigt.
Jetzt ermittelt man fur die Knotempunkte 1’, 2', 8, 4', 5, 6
der zweiten Zone nach den Formeln (85) und (86) die Kriifte
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L1:=ij+71:°:+k: (%y 1 trg) + ape
R'=@/ + '+ K (x, + )
L::= H:: + Y::": + ": (g + 11 + 1g) T apy
Ry = Q) +1'¢ + K Otg + 1y + 113) 04
La’, = Ha: + 'Ya:°: + k: %3
R'=0; +1s¢ +Kx
L4:=H4:+74:°:+k:()‘4+|"s + ) o
R'=Q/ 41/ + ¥ (% + ps + ) +opy
L.'.: = Hﬁ: + 75:0: + ": (s + 1)
By = Q5" + 15’ + K (x5 + 1) +apy
Lo: = He: + Yo:": + k: *g
Ry = Qg +Ye ¢ + Kk %
Nun wird festgestellt, welche Diagonalen der zweiten Zone ge-
spannt werden. Fig. 240 setzt voraus:
R'>1L,, Ly >Ry, By > L., R/> Ly, L >Rg, R > L,
Ee ergeben sich also fiir die Diagonalen und Ringstibe der zweiten
Zone die Werte

H,=£%;_i, T1’=’_R1'
H’=_£La_”_R':., T'=_La'
P-a’=_R£;_TI'IL’ Ts'=—Rs'
l-'-4'=_‘R“,;—r+IQ’" T,=—R/
by = L,';Rs'_, T = —1L,
. P-e'=R—.,;';'L‘—'a Ty =—Ry

Indem man nun fiir jeden der Knotenpunkte 1, 2’, . . die Summe
der lotrechten Seitenkriifte gleich Null setzt, erbilt man ftir die Rippen
mit der zur Abktirzung eingeftihrten Bezeichnung h: ' = ¢ die Werte
[vergl. Formel (37)]:

% =— + € (% + )

X =—y — i — s e 0+ )
xXg = —Ys +ex
"4:=—Y4:—P~s, + 6 0t + 1 1)
"5,=—Ys’—"l‘-4'_l‘-5'+‘(>¢5 + )

Xg =g + & %.
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Damit ist auch die Berechnung der zweiten Zone erledigt. Und
in der gleichen Weise liefsen sich die Spannkrifte in einer dritten,
vierten u. s. \w., Zoneermitteln,

Zur Untersuchung der Sttitzenwiderstiinde tibergehend, nehmen wir
zunéichst an, es seien 17, 27, 87, . . . feste Sttitzpunkte. Jeden Stttzen-
widerstand bestimmen wir nach Fig. 240 durch drei Seitenkrifte 4, B, C.
Die Widerstinde C mdgen positiv sein, wenn sie von unten nach oben
gerichtet sind. Nach Ermittlung der Strecke k” in Fig. 240 finden wir

Ay =—F"(x'+n)
By =—K 04 +p)—pyd
Ay =By =—K'»’
Ay =—K (4 + 1ty + 1) — 110

Bs —_— kll (Xal + l"’ + p.‘l) — i’.slal
A, =—k (% + 1)
By=—K (/) —
As = B5 _ k” )C5'
Ag=—K (g 1+ 15 + tg) — P50
By=—K (%' + s’ + tg) — 1a'@
C=—W (x1,+ 1) : 04—'—"’("4""!-'-4')
C=—hx' | O =— K xg
Cy=— K ("4 py’ +P~a) | Cs = — W (tg"+ ps" 4 ttg)-
Lasten H”, Q”, P”, welche in den Punkten 1”, 2", 8", ....
angreifen, werden von diesen Sttitzpunkten unmittelbar aufgenommen.
In Fig. 241 haben wir noch den Fall eines die Sttitzpunkte ver-
bindenden Fulsringes dargestellt und dabei angenommen, dals die Stutz-
punkte 17, 2%, 8” ... in Geraden gefuhrt werden, die rechtwinklig
zu den Stabachsen 17— 27, 2”—38", 83"—4”, . .. sind. An den
Ftihrungen treten die Widerstinde F,, F;, Fy . . . . auf. Aufserdem
sollen noch Lasten H”,, H”;, H'y . ... berticksichtigt werden.
Lasten Q” werden ohne weiteres von den Fithrungen aufgenommen.
Die Spannkrifte in den Stiben des Fufsringes seien T7,, T, . . . .
Die Zurtickfuhrung dieses Falles auf den vorhin hehandelten Fall fester
Sttitzpunkte geschieht mit Hilfe der Gleichungen
Te" + H,” = 4,
M {0+ H"=4,

und
(T,"+ F, =B,

an (5,"+F,=B5

..........
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Fig. 241,

Die Gleichungen (I) liefern die Spannkriifte 7 und die 'Glei-
chungen (II) die Sttitzenwiderstinde F.

Zahlenbeispiel. Fir den in Fig. 242 dargestellten Fall einer
regelmiifsigen 6-Eck-Kuppel mit steifen Diagonalen sollen die Spann-
krifte so dargestellt werden, dals der Einfluls jeder einzelnen Last er-
kennbar ist. Mit den in der Figur angegebenen Zahlenwerten erhilt
man fiir die obere Zone:

Ly=H, 1 2197,
B,=¢,+219T,
Tl == — Lg
=2 B 1 0,00170 (5, — )+ 0,474 (1 — 1),

g = + 0,001 70 (Hy — Q) + 0,474 (Y5 — ;)
e = -+ 0,001 70 (H; — Qg) + 0,474 (1, — o)
By = — p’l —Yl = — 0,001 70(-H' - Ql)—"01474 (Y’ _Tl)—‘rl'



— 297 —

Ftr die zweite Zone ergibt sich

L'y =H, + 221 v,"+ 187 (% + ;) 4 309 1,
==\ Hy 1221 9187 (b, — pe — ¥5) + 809 1y
R,=9, 1221 'Yx'+ 187 (%, + )
=@, + 2217, + 137 (g — Py — T1)-

T,'=— L,/’=— Hy'— 0,283 (H, — Q;) + 0,758 (H, — ¢,)
4211y, — 187y, 4 65y, —221 7y,
, LS—R/
M =809
= —+-0,00123 (H; — @,) — 0,000 29 (Hy — Q, + H; — Q)
= 0,001 24 (Hy"— ;") + 0,252 (Y — 7,) — 0,080 (Y5 — Y4)
+0,278 (1,'— 1)
142

%=1 — Py Oty + ) 291
, , 142
=1 e —Ty) 221
=} 0,000 29 (H, — Q;)— 0,002 32 (H, — @,) + 0,001 88 (H,—Q,)
—0,00124 (Hy" — @) + 0,080 (Y5 — ;) — 0,477 (Y, — 1)
+ 0,885 (Y, — 1Y) — 0,278 (Y, — v, ) — 0,643y, — 1, .
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Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man die Werte x, i, », 1’
fur die gefihrlichste Belastungsweise und aus ihnen dann die Spann-

krafte/S/== %8| 08 =xs'0 /D = pd, D' = p'd".

2) Berechnung der in Fig. 242 dargestellten Kuppel nach dem Ver-
fahren von Mohr. Da es stets lehrreich ist, ein und dieselbe Aufgabe nach
verschiedenen Verfahren zu behandeln, so moge noch die von Mohr fiir dieses
Zahlenbeispiel im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 205, angegebene
Losung wiedergegeben werden.

Jede Knotenlast ist in drei Seiten-
krifte X, ¥, Z zerlegt; die wagerechte
Last X zeigt in der Richtung des Halb-
messers nach innen, die lotrechte Last ¥
nach unten; Z ist zur Ebene XY recht-
winklig gerichtet und zeigt fiir einen
aufsen stehenden Beschauer nach links,
Fig. 248. Das folgende Verzeichnis ent-
hilt die Kosinusse der Winkel, die von
den positiven Lasten X, ¥, Z mit den
von den Knoten 2 und 2’ ausgehenden
~ Stabstrecken eingeschlossen werden. Um
mit ganzen Zahlen rechnen zu konnen, ist das Hundertfache der Kosinuswerte

angegeben.

Knoten 2 l Knoten 2’
T, T, D, Sy S | D | 1| D | S
X [+50 |45 | +8 [ —89]+89]+82]+50]+450]+24]—11
0 0 | 427|445 —a5]—27] o 0 |+2|+m
z |—87|+87|—96| 0 | o |+451|—87|4-87|—98] 0

~

Erteilt man dem Knotenpunkte 2 gleichzeitig drei Geschwindigkeiten, die
in der Richtung und in dem Sinne der #ufseren Krifte X, Y, Z die Grofsen
&, m, { haben, so erhdlt man fiir den Knoten 2 die allgemeine Gleichgewichts-
bedingung

0=100EX;+nY,+{Z)4 (50§ —875) T, - (50§ +870) T,
+ B8+ 27— 96() Dy + (— 895+ 457) S,.

‘Wir wihlen zuniichst die Werte &, v, { so, dafs die Geschwindigkeiten der
Kriifte T, und S, verschwinden, diejenige der Kraft T, aber gleich — 10000 wird.
50§ —87(=0

—89E+4459=0
50 & 4 87 { = — 10000.

Die ersten beiden Gleichungen driicken aus, dafs die resultierende Geschwin-
digkeit des Knotens 2 zu den beiden Kriiften T, und S, rechtwinklig steht. Da
die drei Krifte Ty, D,, S, in einer Ebene liegen, so ist infolgedessen auch die
Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft D, gleich Null. Die Gleichungen ergeben:

§=—100, n=—198, { =—5T.
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Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (I) erhilt man
M) 100 T, = — 100 X, — 198 ¥, — 57 Z,
und nach demselben Bildungsgesetz
(I0)' ' 100'7, ="~ '100' X, — 198 ¥, — 57 Z,

Um ferner D, durch Gleichung (I) zu bestimmen, lassen wir die Geschwin-
digkeit dieser Kraft—=— 10000 und die Geschwindigkeiten der beiden Kriifte T
und S, gleich Null werden:

8+ 27Tn— 96 L= — 10000
508+ 87¢=0
— 89+ 450=0.
‘Wir erhalten
E=—189, n=—176, { =51,
also durch Gleichung (I)
und in Verbindung mit Gleichung (III)
(IV) 100 D, =89 (X, — X,) 4176 (Ys — Y,) + 51 (7 + Z))-
Dieses Bildungsgesetz liefert auch
(V) 100 D, =89 (X, — X,) + 176 (¥, — Y;) + 51 (%4 + Z)).

Man bestimmt endlich die letzte Kraft §; durch Gleichung (I), indem man
die Geschwindigkeit dieser Kraft=—— 10000 und die Geschwindigkeiten der
beiden Kriifte T, und T, gleich Null setzt:

— 89 & 45 9= — 10000
50§ —87¢({=0
5084 87¢ =0.

§=0, n=—222, {=0,
ferner nach Gleichung (I):
0=—222Y,—60D,—100 S,
und nach Gleichung (IV)
(VD 100 S, =58 (X3 — X;) — 116 ¥ — 108 Y, — 81 (Z + 2Z,).
Damit ist die Berechnung der ersten Zone erledigt.
Nun bildet man fir den Knotenpunkt 2" mit Hilfe des Kosinusverzeich-
nisses die allgemeine Gleichgewichtsbedingung
(VID 0=100( X, + Yy +12,) - (89§ — 45 1) § + (826—2Tn 1 51%) D,
+ (508 —878) Ty + (50§ + 87%) Ty'+ (24§ + 29— 988) Dy
+(—71E+T19S.
Um hieraus die Stabkraft T, zu berechnen, ist die Geschwindigkeit dieser
Kraft =— 10000 und die der drei anderen unbekannten Kriifte gleich Null

Es wird also

zu setzen:
50 £+ 87 { = — 10000
508 —87¢{=0
— Tt T19=0.
Demnach ist

§=—100, n=— 100, { = — 57,
also nach Gleichung (VII)
0=—100X, —100 Y, — 57 2, — 44 Sy — 84 - D, — 100 T}
und nach den Gleichungen (V) und (VI)
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475X, + 148 Y, — 48 Z, — 100 X," — 100 ¥, — 57 Z,".
Behufs Berechnung von D, sind &, v, § so zu wihlen, dafs
24847129 — 98 = — 10000
50§ +87¢=0
— T1E4+T1n=0
wird, w. 8. w. Wir iiberlassen es dem Leser, das Beispiel zu Ende zu rechnen.

2a) Es mige dasselbe Zahlenbeispiel noch nach einem dritten Ver-
fahren behandelt werden. Setzt man fiir den Kuotenpunkt 2 die Summen der
nach den Richtungen X, ¥, Z gebildeten Seitenkrifte einzeln gleich Null, so
erhilt man mit Hilfe des Kosinusverzeichnisses die Gleichungen
(a) 100 X,4-50(T,+ Ty)+ 8D, —89S5,=0
(b) 100 Y, + 27D, +458,=0
(c) 100 2, + 87 (T, — Ty) — 96 D, =0.
Da nun D,, S;, T, in ein und derselben Ebene liegen, so darf man bei der
Berechnung von T einer dieser drei Spannkriifte einen beliebigen Wert beilegen.
Wir setzen D, =0, filhren in Gleichung (a) den aus (b) folgenden Ausdruck

Sy=— -11059 Y, ein, und finden dann aus den Gleichungen:

100 89 100

30 Bt Tt Tt 55 =0
@ 3 100

87 Z’+T1—T’ =0

den Wert
100 Ty = — 100 X, — 198 Y, — 57 Z,.
Hieraus folgt auch
100 Ty = — 100 X; — 198 Y3 — 57 Z,.
Nun ergibt sich aus Gleichung (c) die nur noch die Unbekannte D, enthil

100 D, =+ 90 (X, — X,) + 179 (Y, — Y,)+ 52 (%, + Z,)*)
und aus Gleichung (b):

100 8, = 54 (X, — X,) — 114 Y, — 108 Y, — 81 (Z, + Z).
Ganz ebenso verfihrt man am Knotenpunkte 2",

8) Die in Fig. 244 im Grundrifs dargestellte, oben durch acht
zu einer Spitze zusammenlaufende Rippen geschlossene Kuppel lifst sich
aus der offenen Kuppel wie folgt herleiten. Man schliefst die Spitze
durch drei Stibe an den obersten Ring an, figt die funf Stibe Z,,
Zy, Zy, Z,, Z; hinzu und beseitigt dafiir funf andere Stiibe. In Fig. 248
sind wir von einer Kuppel ausgegangen, deren Fuflsring in simt-
lichen acht Knotenpunkten in geraden Linien gefthrt wird. Wir haben
drei Fihrungen und zwei Diagonalen beseitigt. Die weggenommenen
Auflagerstibe und Diagonalen fuhren wir als Ersatzstibe wieder ein

*) Infolge der Abrundungen der Werte §, n, { weichen die unter 2) gefun-
denen Ziffern von den jetzt erhaltenen etwas ab. Die jetzt auf kiirzerem Wege
gewonnenen Werte sind die genaueren,
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und berechnen die Unbekannten Z, bis Z; aus den Bedingungen
RyY—L'=0,R'—R,/’=0, F;=0, F;=0, F,=0.

Fig. 344,

Ganz shnlich wird die in Fig. 245 abgebildete Kuppel mit einem
durch vier Querriegel versteiften Schlulering berechnet. Die Spann-

Fig. 245
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krifte Z,, Z,, Z;, Z, der Querriegel ergeben sich anus den Gleichungen
R —L/=0, R'/—L,/=0, Ry —L,’=0, R/’ — L,’=0.

In Fig. 246 ist noch gezeigt worden, dals man bei Kuppeln der
hier bétrachteten Art-in/ gewissen Sonderfillen die Anzahl der Z-Stibe
erniedrigen kann. Die dargestellte Achteck-Kuppel hat nur zwei
Geschosse. Nur an drei Knotenpunkten des Fufsringes greifen wage-
rechte Auflagerstibe (45, 48, 51) an.*) Es wurden drei Z-Stibe ein-
gefthrt, denen die drei wagerechten Auflagerstibe 44, 47 und 50 als
Ersatzstibe entsprechen.

N/ u
S \‘\‘\@
3 ol 9
® 15/ 7 \gs @
31
JA
P z% ,/
9 P
22N ) 32 Vias
/
QEZ—{—e N
17 7 o6 29,
3 465
X 6 2 “
2 38
®© ®
2

S~ o
'~
Fig. 346.

4) Es mbge daran erinnert werden, dals die ganze hier vor-
getragene Berechnung réumlicher Fachwerke an die Annahme gelenk-
artiger Knotenpunkte gebunden ist. In Wirklichkeit aber haben wir
es stets mit steifen Knotenpunkten (Niet- oder Schraubenverbindungen)
zu tun, deren Berlicksichtigung auf ganz erhebliche Schwierigkeiten
stofst und praktisch nicht gut durchfuhrbar ist. Bei den bekannten
Schwedlerkuppeln mit Ringen von grdfserer Seitenzahl ist nun die
Steifigkeit der Knotenpunkte von so grofsem Einflufs, dafs die An-
nahme von Gelenken unzulissig ist; sie liefert viel zu grofse Spann-

*) Wir haben hier dieselbe Darstellungsweise gewihlt wie im § 26.
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kriifte. Flache Kuppeln mit niedriger Laterne werden meistens nach
den durch die Erfahrung als gentigend sicher bestitigten einfachen
Schwedlerschen Formeln die man u. a. in dem bekannten Taschen-

- buche der Hutte |findet, (berechmet. Ftr eine grbfsere Kuppel mit

hoher Laterne ist aber die Schwedlersche Berechnungsweise schon
deshalb unbrauchbar, weil sie gar keinen Aufschlufs tiber die sehr ins
Gewicht fallende Wirkung des Winddrucks gibt. Soll hier die Berech-
nung ohne zu grofse Schwierigkeiten durchfthrbar sein, so vermeide
man Ringe mit gréfserer Seitenzahl.*)

§ 30.
Die elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte.

1) Die allgemeine Untersuchung der Form#nderung eines statisch
bestimmten, riumlichen Fachwerks fubhren wir nach einem Verfahren
aus, welches sich eng an die im § 25 gezeigte Ermittlung der Spann-
krifte anschliefst. Wie dort, fassen wir auch hier zun#chst ein Fach-
werk einfachster Art ins Auge, d. h. ein Fachwerk, dessen Knoten sich
an eine Gruppe ruhender Sttzpunkte in der Weise anschliefsen lassen,
dafs jeder neu hinzutretende Knotenpunkt durch drei Stibe, deren
Achsen nicht in dieselbe Ebene fallen, festgelegt wird. Die Bestim-
mung der Spannkrifte eines solchen Fachwerks geschah durch Ldsung
der einfachen Aufgabe:

Drei in einem Punkte angreifende Krifte S;, S;, S;, deren
Richtungen bekannt sind, so zu bestimmen, dals sie einer eben-
falls in jenem Punkte angreifenden gegebenen Kraft das Gleich-
gewicht halten,

und die Darstellung der Forminderungen lifst sich auf die ebenso
einfache Grundaufgabe zurtickfithren:

Ein Punkt d ist mit drei Punkten @, b, ¢ durch elastische,
nicht in derselben Ebene liegende Stibe verbunden. Die Ver-
schiebungen der Punkte a, b, ¢ und die Anderungen As,, As,,
Asg der Stablingen s,, 85, 85 sind bekannt; gesucht wird die
Verschiebung des Punktes d.

Ein Stabgebilde von anderer als der oben angegebenen Erzeu-
gungsweise verwandelten wir behufs Berechnung der Stabkrifte durch
Wegnahme von Stiben und Hinzufigung einer gleichen Anzahl neuer
Stibe in ein Fachwerk einfachster Art, brachten die Spannkriifte Z,,

*) Die Ringe der vom Verfasser konstruierten, 85,65 m weit gespannten
Kuppel des Berliner Domes sind regelmifsige Achtecke. Siehe Zeitschrift des
Vereins deutscher Ingenieure 1898, Seite 1205.
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Zy, Z, . . .. der beseitigten Stibe als #ufsere Kriifte am Fachwerk
an, drtickten hierauf die Spannkriifte (Y) der Ersatzstibe durch die
gegebenen Lasten und die Krifte Z aus und setzten schliefslich die
Spannkrifte | ¥+=.0. -Wircgewannen hierdurch die zur Berechnnng der
Z-Krifte erforderlichen Gleichungen.

Im Anschlufs hieran lifst sich auch die Darstellung der Form-
#inderungen fiir den Fall verschwindend kleiner As, auf den wir uns
hier beschriinken, verallgemeinern.

Die Lingen der beseitigten Stibe seien 2,, £, 2, . . . . ., die
Lingen der Ersatzstibe y', y”, ¥ . . . . Schreibt man den letzteren
zunbichst die willktirlichen Anderungen Ay’, Ay”, Ay” . . . zu, so er-
hilt man fir die Verschiebung 3., welche irgend ein Knotenpunkt m
nach einer bestimmten Richtung erfihrt (d. i. die Projektion der Ver-
schiebung des Punktes m auf jene Richtung), einen Ausdruck von
der Form:

(40) 3.=38,0 + 3. Ay + 8. Ay + 8. Ay"+ . . ...
worin 3,, den Wert von 3, fir den Fall bedeutet, dals die Llingen-
inderungen Ay simtlicher Ersatzstibe gleich Null angenommen werden,

whhrend 3,/, 8" . . . . die den Zustinden Ay’ =1, Ay ' =1, . ..
entsprechenden Werte von 3, vorstellen. Und in gleicher Weise er-
geben sich fur die Anderungen Az,, Az, . . . . . der Knotenpunkt-
entfernungen z,, 2, . . . . . die Ausdrticke

Az,=Ayz,+ Az,Ay + A"z,Ay" + A"z, Ay" + . ...
(41) . Agb = Aoib + A’g.Ay’ + A"szy” + A"’Z’Ay”' + .

.....................................

Da nun aber die Lingeninderungen Az,, Az, .... der Stibe
% % .... bekannt sind, so lassen sich die Ay mit Hilfe der vor-
stehenden Gleichungen berechnen, und damit sind dann auch die Ver-
schiebungen J,, bestimmt.)

Dabei ist zu beachten, dafs die Verschiebungen 3,’, 3., ... ..
A’z,, Az, . ... von den Lasten und Temperaturiinderungen nnabh&ngig
sind, und dafa nur die 3, und A 2 fiir jeden neuen Belastungs- und
Temperaturzustand von nemem berechnet werden miissen.

Wir haben in der vorstehenden Darstellung unseres Verfahrens
der Ktirze wegen nur von St#iben gesprochen. Stiitzenwiderstiinde
miissen also in der bekannten Weise durch Auflagerstibe ersetzt
werden, deren Lingen#nderungen gleich den Verschiebungen der Stiitz-
punkte sind. Nach festen Punkten fiihrende Ersatzstibe spielen die
Rolle von Auflagerstiiben. Anstatt zu sagen, die Linge y eines Stabes,
der einen Fachwerksknoten a4 mit einem festen Punkt f verbindet,
indere sich um Ay, darf man nattirlich auch sagen: die Projektion
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der Verschiebung des Punktes ¢ auf die feste Richtung fa ist gleich
Ay. Die Auffassung unbekannter Hufserer Kriifte als Stabkrifte und
der Verschiebungen |ihrer) Angrifispunkte als Lingeni#nderungen von
Stiben gestattet aber eine sehr kurze Aussprache der allgemeinen
Gesetze, da man es nur mit einer Art von Unbekannten zu tun hat.

2) Die naheliegendste und #lteste Losung der auf Seite 304 an-
geftihrten Grundaufgabe ist wohl die folgende.

Sind z;, Y. 2; und 2,, y,, 2, die rechtwinkligen Koordinaten
zweier durch einen starren Stab verbundenmen Punkte und s, die Liinge
des Stabes da, so erhilt man darch Differenzieren der Gleichung

(42) (@a— 2+ (e —ya)* + (e — 22 = s}
die Bedingung
(43) (xa_ Z4) (Axa_ Ax,) ‘+‘ (y.—- !/d) (Ay.— A!/d) .
4+ (2. —2,) (A2, — Ar;) =3, - As,.

Ist also & durch drei Stiibe an die Punkte a, b, ¢ angeschlossen,
deren Verschiebungen Az, Ay, Az bekannt sind, so stehen zur Berech-
nung der Verschiebungen Az,, Ay,, Az; drei lineare Gleichungen zur
Verfugung.

8) Zweckmiilsiger ist in der Regel die folgende L¥sung der Grund-
aufgabe; sie bestimmt jede Verschiebung nach einer festen Richtung
mit Hilfe einer einzigen Gleichung.

Wird die Projektion & der Verschiebung des Punktes d auf eine
feste Richtung d — r gesucht, so belaste man den Punkt d mit einer
von d nach r gerichteten Kraft P =1, bringe in den Punkten a, b, ¢
die mit den Achsen der Stibe s,, s;, 33 zusammenfallenden, der Kraft
P=1 das Gleichgewicht haltenden Krifte S,, S;, S; (welche nicht
mit den wirklichen Spannkriften S;, S;, S; zu verwechseln sind) an
und berechne & mit Hilfe des Gesetzes der virtnellen Verrtickungen.
Bedeuten 3,, 3,, 8, die Projektionen der Verschiebungen der Punkte
a, b, ¢ auf die Geraden da, db, dc, so ergibt sich die Gleichung

(44) 1-34 85,5, + 8,8, 838, = S, As, -} S;As, + S,As,,
welche nur die Unbekannte 3 enthilt.
Ist der Stabbuschel auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem z,
y, z bezogen, und sind die Seitenverschiebungen der Punkte a, b, ¢, d
nach der Richtung der z-Achse: &, &, &, &,
n » n n Y a TNay Moy Moy MNay
n ” n n 2 g Cn Ch C., Cw
sind ferner 5'.— : Sf,, é: : die den Achsen xz, y, z parallelen Seiten-
krifte von S; u. 8. w., 80 ist
(45) S 8¢=SI'S§G+S|'y1iG+SI‘l§¢

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 20
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und in gleicher Weise lassen sich auch die Glieder S; 3,, S; 8, um-
formen. Indem man nun Gleichung (14) der Reibe nach ftr eine nach
den RichtungenHa| ¥,z angreifende Kraft P =1 anschreibt, findet man
die gesuchten Seitenverschiebungen &;, s, {; des Punktes d. Die Ein-
fuhrung rechtwinkliger Koordinaten ist aber nicht erforderlich; sie ist
sogar nicht einmal immer zweckmifsig. Man kann die Verschiebung
des Punktes d auch durch drei beliebig gerichtete Projektionen 3 be-
stimmen.

§ 81.
Kinematische Ermittlung der Stabkriifte.

1) Auf ein statisch bestimmtes Fachwerk mdgen in den Punkten
1, 2, ... m .. . gegebene Hulsere Kriifte P,, P, .. P, .... von
beliebiger Richtung wirken. Es soll die Spannkraft S;, irgend eines
Stabes ik, dessen Linge = s,, sei, in der Form

So=p, P+ Pr+..+p.P.+4......
dargestellt werden, wo p,, p3, . . Pm . . . . Zahlen bedeuten, welche
von den Lasten P unabhiingig sind und den Namen Einflufszahlen
fihren.

Zur Lbsung dieser Aufgabe verwandeln wir das steife Fachwerk
durch Herausnahme des Stabes ¢k in eine zwangliufige kinematische
Kette, bringen in den Punkten { und k zur Wiederherstellung des ge-
stdrten Gleichgewichts die Krifte S;, als #ufsere Krifte an, schreiben
nun dem Punktepaar ik eine verschwindend kleine gegenseitige Ver-
schiebung A 8;, zu, ermitteln die hierdurch bedingten Verriickungen
simtlicher Knotenpunkte und wenden schliefslich auf diesen Bewegungs-
zustand das Gesetz der virtuellen Verrtickungen an. Wir erhalten dann
die Gleichung

(46) S‘kAs‘k=Plbl+P382 +-..+P.|8..+.-..,
in welcher 3,, 8, ... die Projektionen der Verschiebungen der Punkte

1, 2, . ... auf die Richtungen von P,, Py, ... P., ... . bedeuten
und finden die gesuchten Einflufszahlen mittels der Beziehung
— 8~
Pm= As,

Die Aufgabe der Berechnung der Einflufszahlen ist hiernach nur
ein einfacher Sonderfall der im vorigen Abschnitt bebandelten Dar-
stellung der elastischen Verschiebungen. Dort handelte es sich um die
Ortsverinderung der Knotenpunkte infolge von Lingent#nderungen simt-



licher Stibe; hier wird nach dem Einflufs einer einzigen willkiirlichen
Liéngeninderung As,, gefragt. Setzt man As;, =1, so erh#lt man
P =03,

2) Das kinematische Verfahren ist besonders vorteilhaft fiir die
Berechnung von solchen Fachwerken, die durch Beseitigung von n Stiiben,
deren Lingen #,, 2; ... 2, seien, und durch Einfugung von n Ersatz-
stiben in Fachwerke der einfachsten Art verwandelt werden. Man
schreibe den Ersatzstiben zuniichst willkiirliche L#ngentinderungen Ay
zu, und stelle nach § 29 die Verschiebungen simtlicher Knotenpunkte
und die in ihrem Gefolge auftretenden Anderungen Ag;, Agy, . . Az,
der Knotenpunktentfernungen 2,, 2z, . . . 2, als Funktionen der
Werte Ay dar. Zwischen den n willkiirlichen Werten Ay und den
# Werten Az bestehen n lineare Gleichungen.

Wahlt man nun

Azy =1, Azy = Azg=A0g, = ...=A2,=0,
so lassen sich mit Hilfe dieser Bedingungen diejenigen besonderen
Werte jener n Verschiebungen Ay berechnen, welche den Bewegungs-
zustand einer kinematischen Kette bestimmen, in die das Fachwerk
durch die Beseitigung eines einzigen Stabes, des Stabes 2, verwandelt
wird. Zwischen der Spannkraft Z; des Stabes z,, den gegebenen
#ufseren Kriiften K, P, Q, . . . . . und den Projektionen der Ver-
riickangen k, p, ¢, . . . . . der Angriffspunkte dieser Krifte auf die
Richtungen dieser Kriifte besteht dann die Gleichung '

Z,=Kk+Pp+Qqg+.....
Hat man auf diese Weise die Krifte Z berechnet, so erfolgt die

Ermittlung der iibrigen Stabkrifte und der Stiitzenwiderstinde in der
20*
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Regel am schnellsten mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen fiir die
einzelnen Knotenpunkte.

In den folgenden Beispielen werden wir die Verschiebungen nach
dem im § 29 unter 3) angegebenen Verfahren berechnen. Fiir die
Knotenpunkte der ebenen Fufsringe soll von dem Satze Gebrauch ge-
macht werden: Stellt man die verschwindend kleinen Verrtickungen
der Endpunkte @ und b eines starren Stabes nach Grfse und Richtung
durch die Strahlen Oa’ und OY dar, Fig, 247, so muls a'b’ | ab sein,
weil die Projektionen von Oa’ und Ob" auf die Stabachse gleich grofs
sein mussen. Sind also die Verschiebungen Oa’ und Oc’ der End-
punkte zweier im Knoten b zusammenh&ingenden Stibe bekannt, so findet
man die Verschiebung Ob’ des Punktes b mit Hilfe von a’d’ | ab und
b | eb.

3) Erstes Beispiel. Es liege das in Fig. 248 im Grundrifs dar-
gestellte Fachwerk (System der von Zimmermann konstruierten

[ et (‘o _________ >|r
i Vo 1
T
1 N »
SRS S s g !
P 2,
A S, :2
i—“" G R, 1 Z, )4 .I.‘__IEL
:l ? Q, .”’ e
i ('L, 1 N g 2,
[}
i /] /A
l y ¢ H, 4 ’
A Z, g PEA
o) X
[ 3
" L
Fig. 248.

Reichstagskuppel) vor. In den Knotenpunkten I, II, III, IV greifen
lotrechte Lasten P, Py, ... und wagerechte Lasten H;, Q,, Hy, Q,,....
an, in den Knotenpunkten des Fufsringes wagerechte Lasten W,, K,
W, Kpy o oo v Die Hthe des Fachwerks sei &.

Es werden die vier Stibe des oberen Ringes beseitigt und dafir
vier Bewegungsfreiheiten eingetanscht. Als vorldufig willktirliche Ver-
schiebungen sollen die Verrtickungen k,, k;, k5, %k, der in Graden
gefuhrten Fufspunkte 1, 2, 8, 4 im Sinne der daselbst angreifenden
gegebenen Lasten K,, K;, K;, K, eingefthrt werden.
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Durch %, und %, ist die Verschiebung des Stﬂtzpunktee (1)
bestimmt. Stellt man k;, und k, durch die Strecken 01’ ‘und 04’
dar (Fig. 249), so ist  die Vemhlebnng w, = 0(1) von (1) darch
die Bedingung 1°(1) | 1(1) gegeben.

Man findet

b b b
[1] w, =_k1b—:' w’=_kgb_:7 Wa=—ka‘iy w‘=—k‘—::

und ist nun im stande, die Verschiebungen der dreistibig an den Fulfs-
ring angeschlossenen Knotenpunkte I, II, III, IV im Sinne der in
diesen Punkten angreifenden senkrechten La- w0k

sten P und wagerechten Lasten Q und H an- (7 4!
zugeben. Es mdge dies hier mit Hilfe der bereits
auf Seite 271 benutzten Gleichgewichtsbedin- K,
gungen geschehen; sie lauten fiir den Knoten-
pankt I (mit den Bezeichnungen 4, = H, -+ Z; 7’
und B, = @, + Z,;) Fig. 249.
(S __ B _ B
8 h by
o 1P _ Bk _Bbh 4
d, h “1 by @ “1
R, B1 ( b, )
it . 1
| 1 + h a, +a +

Da nun die Projektionen der Stablangen 8, dy, 1y auf die Ver-
schiebungen k,, k,, w0, ihrer Fufspunkte der Reihe nach gleich b,, b;, b,
sind, so sind die Projektionen der durch P, == 1 erzeugten Krifte S,
D, und R, auf jene Verschiebungen gleich

by b by b by

! h a,

A’ h a,

und man erhilt daher fir die der Kraft P, zugeordnete Verschiebung p,
des Knotenpunktes I den Ausdruck

1

_ b, by b, bs bl
8] py=— A k, —h_a, k, n o — Wy,

und ebenso findet man fur die Verschiebungen im Sinne der Krifte
Q, und H; die Werte
b,

b b
[4] 91=—_k1 “1 k4+(1+ai)w1

b
[51 &, _—"L Ky + _‘“1
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Werden die w durch die k ausgedriickt, so ergeben sich die fol-
genden Formeln [6], aus denen die Formeln [7] bis [9] durch Ver-
tauschung der Zeiger entstehen.

"
P1='—'%:‘:_lk4'_‘%:‘(l+£l“ ky
1 1
b b b
6 = & __l_( _L)
(6] 5 a, ky b 2+ a ky
b b
hy=— Kk — Lk
L 1 a, 4 a] 1
[ __ b b b:( ba)
Py = h g 17 1+a, ky
b b b
(7] 1= — ‘a_:‘kl_’L(2+;:‘)kz
. b by
\h,-— 2 ky — a, ky.
[ by by ( )
Py = — h a, k l+ ks
b
[8] (g5 =— ;:‘ —_1(2"'7.;‘) ky
= b by
th—- 2, k, 2, k.
b, b .
==t =2 (1 )k
b
(9] {ga=— ika—‘_(z'*‘ )7&
b b

Die Knotenpunktentfernungen I II, II III, III IV und IV I
#indern sich infolge dieser Verschiebungen um
[10] Azy=-—gq, —hy, Ay =—qy — by, Az‘-— gs —hy
Az =—gqq—hy,
und es ergeben sich daher die folgenden Beziehungen zwischen den
Grdfsen Az und k:
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b b b
k4i+k,~6:—(2+s)+k,;’3—=Az,
k »Ii’--l-k -bi(2+e)+k —b—’——A:
1 ag le aal - 3

| (11] b, b, by
| Qb g @0 k= e

b b b
ky 2 4k -2 (24 4k L=A
"‘a, ‘61(2 €) 1“1 21y

| wo
L
a, a
Addiert man die dritte Gleichung zur ersten, die vierte zur zweiten,
und subtrahiert man die dritte von der ersten, die vierte von der
zweiten, so entstehen die folgenden beiden Gruppen von Gleichungen

b
(k1+k3)b—:(2—l—a)+(k,—|-k‘)s = Az, + Az,
[12]
(k- Ry) + (ky + ) %’- @ 4+ ¢) = Az, + Az,
1 .
b
Oy — k) 3 @ ) - Gy — k) ¢ — Az, — Az,
[13]
(b, — ky) € —|—(k,—k‘)%(2+e)=Az,——Az,
1
wo .
' PR N
] a,

Fir die Nennerdeterminanten der Gleichungen [12] und [13] er-
geben sich mit den Bezeichnungen ¢, =a, -+ b, und ¢, =a; 4 b
die einfachen Ausdriicke

@C+e)—el=4(1+4¢)=

4 (e —biby)
G, 04
? 79 2 4 cl (.2
Etor—e=efetoete—g="19"
G, g
und man gelangt nach einer kurzen Zwischenrechnung zu dem fol-
genden Ergebnis.
Man berechne die drei Zahlen

¢ by —e3by =clbs +eaby . ayby +agb,

[14] o= 8cieg 8ceg ' 8(cycg—byby)
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und aus diesen die vier Zahlen

A=Y—a, v=—B—7y-+0,5
[15] lp=y+a E=+B—1

um dann zu erhalten
ky=—pAz, —\Az -I--%-(vAz, +&Az)
M

b
ky=—0hAz, —p Az —|--b—’(‘JAz, +EA24)
1

[16] b
= —pAg ——)\Az‘—|-—b—’(vAz, +&Az)
2

b
kg = —XAAz; —p Az, -{—b—’(vAz‘+§Az,).
1

Nach dieser einfachen Untersuchung kann man den Einflufs der
einzelnen Lasten P, @, H, K, W auf die einzelnen Stabkrifte schnell
angeben.

Wird z. B. die Spannkraft Z, des Stabes IV I gesucht, so handelt
es sich um die Verschiebungen der Knotenpunkte einer durch Beseiti-
gung des Stabes 2z, ans dem Fachwerk abgeleiteten zwangliufigen
kinematischen Kette. Alle Stibe dieser Kette sind starr anzunehmen,
es ist also Asy = Azy = Az, — 0 zu setzen. Uber die eine Be-
wegungsfreiheit der Kette wird durch die Festsetzung Az, = 1 verfugt,
um Z;, in der Form

Z,=3Pp+2Q¢q+ SHh}+ 2 Ww+ 2 Kk
darzustellen. Man findet ans [16]

b b
k‘=tv, k, =—), k,=ﬁ&, ky =—np
und kann nun mit Hilfe von [1] und [6] bis [9] alle iibrigen Ver-
schiebungen w,, p,, q; . . . . berechnen.

Ist z. B. b, = 8,0", by = 5,0, a; = 4,07, ay == 6,0, h = 4,07,
so ergibt sich

L S . L
=308 ' PT 154 ' 1T 243
A =0,0734, pn=0,0799, v=0,3180, &=0,0888,
k, = - 0,1878, k, = — 0,0734, k, = - 0,0208, k, = — 0,0759,

und man erbilt die in dem folgenden Verzeichnis angegebenen, auf
2 Stellen abgerundeten Verschiebungen %, w, p .




km ! Wm Dm l gm . ;!-_ B
m=1 —007 | +004 —008 | —002 | —018
m=2 002 | =008 | —000 | —008 | +0.02
m=3"—008 | +0,05 " 1009 | 40,12 | +0.08
m=4| +0,19 | —0381 | —o088 | —082 | —0,12

Danach ergibt sich
Z, =—0,07 K; + 0,02 K, — 0,08 K, + 0,19 K,
+ 0,04 W,— 0,08 W, + 0,05 W,— 0,81 W,
— 0,08 P, — 0,00 P, + 0,09 P, — 0,88 P,
—0,02 9, — 0,03 9, 4 0,12 ¢; — 0,82 ¢,
— 0,18 H, + 0,02 H, -+ 0,03 H, — 0,12 H,.

Damit sind auch die Bildungsgesetze ftir Z;, Z; und Z, gegeben.-

Nach Berechnung der Spannkrifte Z in den vier Stiben des
oberen Ringes lassen sich die tbrigen Spannkrifte und die Stttzen-
widerstinde ohne weiteres mit Hilfe der Gleichungen [2] und der ein-
fachen Gleichgewichtsbedingungen fir die Knotenpunkte des Fufsringes
angeben. [Es bietet aber auch keine Schwierigkeit, alle diese Un-
bekannten kinematisch za ermitteln.

Handelt es sich z. B. um die Spannkraft D,, so mUssen die
Knotenpunktverschiebungen fiir-den Bewegungszustand Ad, = 1 berech-
net werden. Da nun die Krifte P, =1, 4, =1, B, =1, jede flr
sich allein, im Stabe d, die Spannkriifte

_hd b 4
h oa’ by a; ’ a,
hervorrufen, so erzeugt Ad, — 1 die Verschiebungen
__ b4 __ b4 __ 4
P = h';‘l‘lr Q= by @ 1, k= o 1

und die Formeln [6] gehen ilber in

—_ bk b ( _li) _b a4
pl_———h——a_;-k‘ h l'..i_a1 kl h al

b, b ( b, b, d,

_— — — pu—— . ] = )k, —— —

[6a] § @ a, k, by + a 1 by a,
by b, d,

= — St A — — k, — —
h, s, k, o 1 o

Die Gleichungen [7], [8], [9] und die Gleichungen [1] bleiben
ungetindert, und die Bedingungen [10] liefern, da alle Az gleich Null
gesetzt werden, vier Gleichungen, die sich von den Gleichungen [11]
nur dadurch unterscheiden, dals an die Stelle von
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. Azg, Azg, Az, Az
der Reihe nach die Werte treten
b4, d
b, al' 0, oo—al'
Daraus folgt aber, dafs Ad, =— 1 die Verschiebungen erzeugt:
by
3,
d b
ks=(l’-_&);: ’ kg=ﬁka'

Es sei noch darauf hingewiesen, dafs sich auch der Einfluls der
elastischen Lingentnderungen der Stibe auf die elastischen Verschie-
bungen der Knotenpunkte mit Hilfe der bei der Berechnung der Spann-

" kriifte gewonnenen Zahlenwerte schnell verfolgen lifst.

Zweites Beispiel. Der obere Ring des in Fig. 250 dargestellten
Fachwerks sei ein regelmilsiges n-Eck, die Seitenfache bestehen aus
Rechtecken und gleichschenkligen Dreiecken. Es gentigt, das Bildunge-
gesetz fur 7, durch Untersuchung des Bewegungszustandes Ag; =1
zu ermitteln.

Die Beziehungen zwischen den Spannkriften S;, D;, R, und den
in 1 angreifenden Kriften P,, B, = @, + Z;, A, = H, | Z, lassen
sich wieder mit Hilfe der Momentengleichungen obne weiteres hin-
schreiben (siehe Seite 268). Die Lingen der drei Stibe seien s, s, 4,
die Hohe des Fachwerks sei 4; die tibrigen Bezeichnungen sind aus der
Fig. 251 zu ersehen. Man findet

d
kl=().—v)a—:—, k, =

S5 __B b B

8 h 1 ¢

B_ AL B 4
(a) 8 '—+ h f- + e + a

D,__Bb_ B _ 4

d~ A om a a

Da nun die Projektionen der Stablingen s, s, d auf die Rich-
tungen der Verschiebungen k,, w,, k, ihrer Fulspunkte gleich b sind,
und da sich w, = —k, ergibt, vergl. Formel [1] auf Seite 310, so
erbilt man fur die Verschiebungen p,, ¢,, A, des Punktes 1 die Werte

n=l(h_kh_k

=3 (— kl._ﬁ,__’f:)
(b) @n=2> ( ¢ P a




N D
]‘/7, RRES
"1
O
T
n-1
=
o
A\

Y

Fig. 250.

und damit sind auch die Verschiebungen der tibrigen Knotenpunkte
des oberen Ringes bestimmt. Beispielsweise wird

Fig. 251.
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Nun erhitlt man
=—q —h

— [ +n (— D+ ().

Multipliziert man diese Gleichung mit 2 und beachtet, dals

b
atc
C_ [

ist, so erhtilt man die Beziehung

kot @k +ky = %—Az,,

wo
2a
p=—". .

e

Der Verschiebungszustand Az, =1, Az, = Az .. .. Az, =0
wird also durch die Gleichungen beschrieben*)

ko + ok +k=0
ky +eok +k=0

.............

a
Kuoo + @k Ky =3

Die Aufltsung geht stets schnell von statten. Ftir n = 8 erhilt
man mit den Bezeichnungen

1 a 1

_ _ a
== PTre=n s

die Werte**)

*) Die linken Seiten dieser Gleichungen haben dieselbe Form, wie die von
Herrn Zimmermann in seinem Buche iiber Raumfachwerke auf Seite 61 zur
Berechnung der Werte D:d eines sechseckigen Kreisfachwerks gefundenen
Gleichungen 109.

*¥) Um die acht Gleichungen aufzuldsen, addiere man die 5. zur 1., die 6.
zur 2. u. 8. w. und subtrahiere die 5. von der 1., die 6. von der 2. u.s. w. Man
erhiilt dann vier Gleichungen mit den Unbekannten 2, = k, + kg, 2, = ky -+ k¢,
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hh=kh=—a—8

ky—=ky=—o B
2a

WERE
2k

by =— ;

ky = — ks — @k, .

Nach Berechnung der Spannkrifte Z findet man die tibrigen
Spannkrifte und die Auflagerwiderstinde mit Hilfe der Gleichungen (a)
und der leicht zu findenden Gleichgewichtsbedingungen ftir die Knoten-
punkte des Fulsringes.

4) Als lehrreiches Ubungsbeispiel empfehle ich dem Leser auch
die Untersuchung des in Fig. 252 angegebenen unregelmifsigen Fach-
werks mit wagerechten Ringen und rate, die Verschiebungen p,, ¢,, A,
Psy 93, g . . . sowohl auf dem in den vorstehenden Beispielen ein-
geschlagenen Wege, als auch nach
einem geometrischen Verfahren zu
bestimmen, das auf der Ltsung der
folgenden Aufgabe beruht.

Ein Knotenpunkt 4 sei mit drei
in einer Ebene liegenden Knoten-
punkten 1, 2, 3 durch starre Stébe
verbunden, deren Li#ngen s,, 8;, 83
seien (Fig. 258). Die Punkte 1,
2, 8 bewegen sich in der Grund- |/
rifsebene und erfahren gegebene, %
durch die Strecken 0'1’, 0'2’, 0’8’
dargestellte verschwindend kleine
Verschiebungen; gesucht ist der
Grundrifs 0’4’ der Verschiebung
des Punktes 4. Man lege durch
die Punkte 1°, 2°, 3" des Verschiebungsplans die Geraden (s,"), (s;),
(s3"), welche senkrecht auf den ihnen entsprechenden Richtungen s",
8,", 8 der Stabgrundrisse stehen, und bestimme den Schnittpunkt 1 - 2
von (s,") und (s;") und den Schnittpunkt 2-8 von (s,") und (s5).
Zieht man dann durch 1-2 und 2-8 die Geraden (n, . 4) und (ng . 5)

Fig. 253

xg=Fky—+ k%7, 4=kt ks und vier Gleichungen mit den Unbekannten y, =k, —k;,
ys=ks— kg, ys=ks— kq, yo=Fk,—k,. Aus der ersten Gruppe von Gleichungen
lassen sich nun in derselben Weise zwei neue Gruppen von Gleichungen mit den
Unbekannten x,+ 25, zy+2,, und z, —xzy, x,—x, bilden und in derselben
Weise wird auch mit den y verfahren.
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senkrecht zu den Verbindungslinien #, . 3 und ng . 3 der Knotenpunkte
1, 2, 8, so schneiden sich diese beiden Geraden in dem gesuchten
Punkte 4.  Um. dies zu beweisen, nehmen wir zuntichst an, 4 liege
in der Grundrifsebene und sei nur an 1 und 2 angeschlossen. Seine
Geschwindigkeit ist dann durch die in 1" und 2" auf s,” und 8" er-
richteten Lote bestimmt, und es fillt 4’ mit dem Punkte 1-2 zu-
sammen. Lassen wir nun 4 aus der Grundrifsebene heraustreten, so
bleibt die Projektion der Geschwindigkeit 0’4’ auf die Richtung der
Geraden n, ., ungetindert, weil eine in 4 parallel zu n; . 3 angreifende
dufsere Kraft @ nar in den beiden Stiben s, und s, Spannkriifte er-

zeugt und zwischen diesen Spannkriften und ihren Projektionen auf die
Gruondrifsebene die Beziehung besteht

S _&_ 0 __&__ 8

= - == R

! 8’ n oy Sg 5
wo n, .4 die Linge der Strecke 1—2 bedeutet. Daraus folgt naun,
dafs 4" in der Geraden (n, -4) liegt, und ebenso wird bewiesen, dals
4’ auch der Geraden (ng -5) angehdrt. Kennt man nun den Grundrifs
0’4’ der Verschiebung des Punktes 4, so kann man auch den Aufrifs
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0”4” schnell angeben. In Fig. 253 wurde die Anufrifsebene durch den
Stab s, gelegt und 0”4” mittels der Bedingung 2”4” | 2 4 bestimmt.
Mit Hilfe dieses Verfahrens lagsen- sich die Einfltisse der Verschiebungen
k., kg, ky, k, auf die Verschiebungen p,, q,, k;, 23, 93, hg . .. sehr
schnell feststellen. Fig. 254 zeigt die Anwendung unserer Konstruk-

Fig. 354.

tion auf den im ersten Beispiel untersuchten Sonderfall der Reichstags-
kuppel; die Verschiebungen sind in der Reihenfolge w,, A,, ¢,, p, mit
Hilfe von (@) | d’,(») | » und (r) | » bestimmt worden. Die beiden,
die Einflisse von %, und k, gesondert angebenden einfachen Zeich-
nungen kdnnen auch zur schnellen Herleitung der Glelchungen 12)
benutzt werden.

§ 82.
Das statisch unbestimmte riumliche Stabwerk.

1. Werden die Spannkrifte der Stibe eines statisch unbestimmten,
riumlichen Fachwerks in der Form
§$=8,—8,X,—S$X,—8,X,—.....
alg lineare Funktionen der statisch unbestimmten Gréfsen X, X;, X, . ...

dargestellt, so stehen zur Berechnung der Grofsen X die Gleichungen
zur Verftigung
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0=238,8.p + 28,ets — X, 38,% — X,35,8,p — X,38,S,p—. ...
0 = ES.S‘p + ES)ste - X.zs.s.p— Xhzs,gp _XcES,S'p T e e e
wo

L

7 EF

Dabei wird vorausgesetzt, dafs die von der Nachgiebigkeit der
Widerlager herrtihrenden Verschiebungen der Sttitzpunkte durch An-
derungen der Lingen von Auflagerstiben berticksichtigt werden.

Als leicht zu behandelnde Beispiele sind die in den Fig. 244 und
245 dargestellten Schwedlerkuppeln mit Spitze und versteiftem Schlufs-
ringe anzuftihren, die aber in allen Seitenflichen die Diagonalen behalten
und ebenso an allen Fufspunkten die geradlinigen Ftthrungen. Die
Achteckkuppel mit Spitze ist dann 5fach statisch unbestimmt und die
Achteckkuppel mit einem durch vier Querriegel versteiften Schlufsring
4fach statisch unbestimmt.

. 2. Besonders wichtig ist der Fall eines r#umlichen Stabwerks,
welches teils fachwerkartig, teils vollwandig ausgebildet ist. Fur die
auf Biegung beanspruchten Stdbe werden die Lingskrifte N und Bie-
gungsmomente M ebenfalls als lineare Funktionen der X dargestellt:

N=N,—N.X,—NX,—NX,—..
M=M—MX,—MX,—MX,—
und zur Berechnung der X stehen die Elastmtstsglewhnngen zar
Verftigung:
0= 80. + 6-:( i Xaaca - Xibbc - Xebvc -
0= 8ob'l‘ 8 — X.a.b— szu—" X, 0., —
0= 600 + Bet— Xcsuc - szbc - Xusca—

...........................

(47)

wo fir zwei beliebige Zeiger p und ¢
S S 8 "N, N,ds M, M,ds
Gleichung (48) gilt fur alle 8 mit Ausnahme von
8.“ an 8¢.~t e sy
welche nach der Formel zu berechnen sind

At
(49) 8,,= ZS,cts + | Nyetyds-| | M,e Y ds.

Hinsichtlich der Bedeutang von ¢,, At, A verweisen wir auf
Seite 89, Fig. 77.
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An Stelle von 3y, (p =a, b, ¢ ...) darf man auch schreiben

8pp = 2 P.3,.,.
Bei stirker ‘gekriimmten’ Stiiben ist N zu ersetzen durch
NR=N— o )
,

wo r den Kriimmungsradius der als Kurve einfacher Kriimmung
gedachten Stabachse bedeutet. Auch muls dann an die Stelle des
Triigheitsmomentes J des Querschnitts der auf Seite 218 erklirte
Wert Z treten. :
Will man den Einflufs der von Querkriften
0=0 — QX.—0X,— X.X.—....

Fig. 255,

erzeugten Schubspannungen berticksichtigen, so mufs man zu dem oben
angegebenen Ausdruck fiir 3,, noch das Glied
B, 0,08
. GF
hinzuftigen.

3) Beispiel. Da die Untersuchung statisch unbestimmter rium-
licher Stabwerke meist zu recht umfangreichen Rechnungen fubrt, so
begntigen wir uns hier mit einem einfachen Beispiel, das aber voll-
stindig genfigen wird, die Art und Weise der Behandlung derartiger

Aufgaben zu erliutern.
Miller-Breslau, Die neuoren Methoden der Festigkeitslehre. 21



— 822 —

Wir wihlen die Untersuchung einer offenen, regelmiifsigen Schwed-
lerschen Achteckkuppel mit biegungsfestem ebenem Schlulsring. Fig.255.
Die Belastung; |der Kuppel .sei symmetrisch in Bezug auf die Halbie-
rungsebene 4 B zweier Ringseiten. Die in Fig. 255 fortgelassenen
Diagonalen sind dann spannungslos.

Zun#ichst mdge der Schlufsring fur sich allein betrachtet werden.
Fig. 256. Das Trigheitsmoment J seines Querschnitts sei konstant.
Von den drei auf Seite 122 abgeleiteten Elastizititsgleichungen [9] ist
die eine infolge der Symmetrie der Belastung uberfliissig. Die beiden
anderen gehen fiber in

[Mds =0, [Mzds =0.

Fig. 256,

Greifen die Lasten nur in den Knotenpunkten an, was hier vor-
ausgesetzt werden mdge, so ist die Momentenfliche jeder Ringseite ein
Trapez. Fiir den Querschnitt m sei das Moment gleich M,,; sein Bei-
trag zom Integral [ Mds ist gleich dem Inhalte der beiden in Fig. 256
schraffierten Dreiecke, d. i. gleich M,a, und es geht daher die erste
Bedingung tiber in

[1] =EM,=0.

Der Beitrag von M, zum Integrale [ Mzds ist gleich dem auf
die y-Achse bezogenen statischen Momente der in dem Drittelpunkten

d und d” der an m grenzenden Ringseiten wirksam gedachten Gewichte

~M;a~- Vereinigt man nun diese beiden gleich grolsen Gewichte im
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Mittelpunkte m’ der Strecke d’d”, und bezeichnet man die Linge der
Strecke Om’ mit ¢, so wird der gesuchte Beitrag = M,.a - ¢ cos §,,, und
die zweite Bedingung mimmt die einfache Form an

[2] =M, cosq,=0.

Wir bezeichnen nun die Biegungsmomente fiir die Knotenpunkt-
querschnitte ¢, e, b, d (Fig. 255) mit Y,, X,, X, Y,. Zwischen
diesen Momenten bestehen nach den Gleichungen [1] und [2] die Be-
ziehungen

Y+ X.+X,+ Y,=0
Y,cose + A,sine — X,sine— Y eco8e =0,

und es ergibt sich mit tge == V2—1 fur jeden Belastungszustand
der Kuppel
3 Y.=— ;V2X—C—VD)X

| I 1 —
[4] Yi=— '—2‘V2 Xb—?@-—-} 2) X,.

Es sollen nun diejenigen Spannkriifte D und S in den am frag-
lichen Ringe angreifenden Fachwerkstiben berechnet werden, die nur
von den Momenten X, und X, abhtingen, die also verschwinden, wenn
X, und X, gleich Null werden. Wird jede Spannkraft D in ihrem
oberen Endpunkte zerlegt in eine mit der Rippe zusammenfallende

Seitenkraft A D, wo A = % ist, und eine mit der Ringseite zusammen-

’

fallende Seitenkraft w D, wo w — %—, so miissen die am unbelasteten

ebenen Schlufsringe angreifenden S und D offenbar den Bedingungen
gentigen:

S, +AD, =0
Sy 42D, =0
(5] {8, +2D, =0
s, =0

denn Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn die am Ring angreifenden
Krifte in der Ebene des Ringes liegen.
Aufserdem muls, falls sich fir wD;a der Wert

(6] oDja=+2X,+3 X,
ergibt,

[7] 0D3a=_‘6¢Y”_a‘Yb
sein, und wDya mufs die Form

[8] oDja=v(X,— X,)
21%
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erhalten. Aus Gleichung [6] und [7] foigt
oD, e+ 0wDja=(a — B) (X, — X,).
Aufgerdem (besteht (die (Gleichgewichtsbedingung
(0D, + ©D,)sin 45° 4+ 0w Dy =0,
weshalb sich

9] = —ﬁ—;a \%)

ergibt.

Bezeichnet man nun die Lingskraft ftir den Ringquerschmitt 4
mit N (Fig. 257), so lassen sich X, und X, auch wie folgt schreiben
X,=wD,asin 45° — Na (1 4 sin 415°) 4 ¥,

X. == — Nasin 45° + T,

Fig. 7.

und man gelangt, indem man N aus diesen beiden Gleichungen elimi-
niert und Y, mittels Gleichung [8] durch X, und X, ausdrtickt, zm
der gesuchten Beziehung zwischen D,, X, und X,. Damnit sind aber
auch D; und D; als Funktionen von X, und X, dargestellt. Auf
diesem Wege findet man die Formeln

wDja=—2(2+ X, +2(}2—1)X,
[10] § ©Dga =+ 4 (X, — X,)
oDja=—2(y2—1)X.+2(y2+1) X,.

Jetzt kann man mittels der Gleichung [5] die Spannkrifte S
finden und kennt somit die Spannkrifte in simtlichen Stiben der oberen
Zone der Kuppel. Die Spannkriifte in den iibrigen Teilen der Kuppel
werden nach dem im § 28 angegebenen Verfahren berechnet, und da-
mit ist dann die Ermittlung des Einfluasses von X, und X, auf alle

Stabkriifte erledigt.
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Der Einflufs der in den Knotenpunkten angreifenden Lasten auf
das statisch bestimmte Hauptsystem wird nunmehr unter der Voraus-
setzung berechnet, dafs auch in den Knotempunkien des Schlulsringes
Gelenke angeordnet sind (Zustand X==0), und schliefslich werden die
beiden statisch unbestimmten Grdfsen X, und X, mit Hilfe der Glei-
chungen berechnet

[11] 80.—X 8¢¢+X0850
—805 X 8.5 +szbb
Benutzen wir das Zeichen S vorlibergehend fir alle Stabkrifte, so er-
halten wir

B =238, .EF,a zsos.EF

— g ¢ 2 %8
boa= 38, EF+fM
8.b=ES.Sg _"‘+ch Ml %
3y, =38, —- +/Mb ,—-

Die Summen erstrecken sich tber die Fachwerkst!ibe die Integrale ttber

den biegungsfesten Ring.
Fur die Ringseite ca ist z. B. im Abstande # vom Knotenpunkte a

o= —zx

und dieser Wert geht fiir X, = —1 fiber in
z —
Mo=VE it 142 (14 4V2).

Die Ringseite liefert a.lso zu d,, den Beitrag
Auf diesem Wege ﬁndet man leicht fiur die Ringhilfte*) die Werte

[ = (=v0)5

Diese Ausdrticke sind unabh#ingig von der Anzahl der Geschosse, der
Kuppel. Die Berechnung der itber die Fachwerkstibe auszudehnenden

*) Es geniigt, die Summen fiir die Hilfte der symmetrisch belastet ange-
nommenen Kuppel zu berechnen.
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Summen wird am besten sofort mit Zahlen ausgefiibrt; sie bietet keine
Schwierigkeit und erfordert nicht einmal besonders grofsen Zeitaufwand.
Fir den Fall einer eingeschossigen Kuppel wollen wir die Buchstaben-
berechnang' hier ‘noch ' etwas ' weiter durchfthren. Wiblen wir fir die
Spannkrifte in den Diagonalen wieder das Zeichem D, so erhalten wir
fur die Beitriige der Fachwerkstibe zu den Grdfsen 3,,, 3., 8, mit
Beachtung der Gleich [5] die Werte

6"'"2 DEFd ;‘E: EF.,)ED’
5”‘=(E'_ EF,)ED"
a..=(E EF,,)ED D,,

worin F, den Querschnittsinhalt fur eine Rippe und F, fir eine
Diagonale bedeutet. Den Diagonslen D,, Dy, D; entsprechen fur
X,= —1 und X,=— — 1 der Reihe nach die Werte

vaD,=+2(2+1); —4; +2(V2—1)

waDy=—2(Y2--1); +4; —2(V2—1),
weshalb sich fur die Hulfte der Kuppel ergibt
40

2DA=3D1= ——

24
ED.D.-':—-Fa—g.

Nehmen wir nun an, es greife am Schlufsringe eine sich anf die beiden
Knotenpunkte d verteilende wagerechte Last H an, Fig. 255. In diesem
Belastungsfalle, Zustand X,=—0, X,=0 (Schlufering mit Gelenken)
werden nur die Stibe der an die Knotenpunkte d grenzenden Seiten-
fache beansprucht. Es entsteht

H —
0D3-0=—2‘V2
Sy =—0A\Dy 4;
Die tibrigen S und D werden = 0, und es ergibt sich daher
s d ‘

B0. = EF EF)ED"

= (3 + 55 Ds-o Don

- }f_’_+‘_d_ Hy2 2(V241)
EF, T ER) e —
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und
b (M 4\ _HV2  2(/2+4D)
o EF, EF,) 20 2w
Setzt man zur Abklirzung
Fo* a e
J s vt arF "
s F,
7 —_
o 2) =
3 v [ 1

(V2—1) p=y,,
so gehen die die Gleichungen [11] tiber in
01+ 40) X+ (0 —24) X,=(+2—V2) Ha
(vg —24) X, + (v, + 40) X,=(—2—V?2) Ha;

4 .
sie liefern, wegen v, 4 v, = 3 B und v, — vy = rund 5 ®

H 1
x—x—42__ L
_|__P‘_
128
X+ x=——te V2
14
12
Nun folgt
op,—H 1
4 l—i—-—pt-
128
wDga= H‘z/2 a—2(V2—1)X.+2(V24+1X
wDja=— —2(V2+1)X,+2(V2—1)X,
Hy?2
(W, D3— o D)) a= —»—‘2/——— e+ 4(X,+ X,).

Man kann deshalb auch setzen

. o H "
(wDy — @ D,) sin 45° = 5 124p
£
2

(wDg + wD,) sin 45° =
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Zahlenbeispiel. Ist p =0 (vollkommen starrer Ring) mit J=1oc ). s0
findet man
uD,=—§—, 0D, =D, =—;—i Y 2=—f—sin45"
und fir H=10000 kg

0Dy =11770, » D, = 2500, mD, = 1770 kg.
Es sei nun ¢ = 2,6", s = 3,6™, d =4,T", a = 3.2 also

__ 82 _3 6_ a L
=47 =068, A_w._on 111, L =072
=84 qcm, Fa=11qcm, also ;" =3.

d
Der Ring bestehe aus einem [C-Eisen N. Pr. 14 mit wagerecht liegendem
Stege. Dann ist
F.a® _ 34-260?

J=609emt ST =% oo = 3714
p=28774-0,12 059%—276,
und es ergibt sich
X.—Xb—~+-1—°ﬂ;é-2-6—°--ﬁl%2—8 = 0,08 ﬁ“-
Xt Xo—— 100008. 2,60 217261_32

und hieraus und mittels Gleichungen [8] und [4]
Xa =+ 162 kgm, X, = — 858 kgm
Y. =— 11kgm, Ya=+ 202 kgm.
Das Widerstandsmoment des Ringquerschnitts ist 87 cm®, und es wird daher
die Biegungsspannung im Ringe
= 3588700 =rund 400 kg/qcm.
Fiir die Diagonalen erhilt man schlielslich die Werte
Dy =9400, D, =+ 1200, D, = — 610 kg.
Ein vollkommen starrer Ring wiirde liefern
Dy =+ 2600, D, =+ 8700, D, = -+ 2600.
Sind die Knotenpunkte des Schlufsringes gelenkartig ausgebildet (X, =0,
X3 = 0) so entsteht

Dy.o= H-2'u—2=72501/2’= 10250 kg, D, =0, D, = 0.

Der Unterschied zwischen Dy . , und Dy = 9400 ist nicht sehr grofs. Trotz-
dem also der elastische Schlufsring nur die geringe Beanspruchung von ¢:=400kg/qem
erfihrt, triigt er wenig zur Versteifung der Kuppel bei.

- -



Anhang.
I. Entwicklung der Arbeitsgleichungen.

Obgleich das Gesetz der virtuellen Verschiebungen zu den bekann-
testen Lehren der Mechanik gehdrt, dtirfte eine Entwicklung der in
diesem ‘Buche benutzten Arbeitsgleichungen, welche dieses Gesetz fir
die betrachteten Fille ausdriicken, manchem Leser erwiinscht sein; sie
mbge deshalb hier gegeben werden, zuerst filr das Fachwerk, sodann
ftir einen beliebigen Korper.

1) Das Fachwerk. Wirken an den Endpunkten m und % eines
Stabes von unverinderlicher Linge zwei entgegengesetzt gleiche, mit der
Stabachse zusammenfallende Kriifte S, so ist die bei irgend einer Be-
wegung des Stabes von den beiden Kriiften verrichtete Arbeitssumme
gleich Null.

Um dies einzasehen, zerlege man jene Bewegung in eine fort-
schreitende und eine drehende und wible fiir die letztere irgend einen
Punkt der Stabachse (z. B. #,) zum Drehpunkte, 5
Fig. 258. Wuhrend des ersten Teiles der Orts-
veriinderung leisten die Krifte S entgegengesetzt
gleiche Arbeiten, die sich mithin tilgen, und wih-
rend des zweiten verrichten sie, weil fortwihrend
durch den Drehpunkt gebend, tiberhaupt keine
Arbeit. Dabei ist es gleichgtiltig, ob die Stab-
krifte S konstant sind oder sich stetig 4ndernm;
im letzteren Falle dtirfen sie innerhalb jedes un-
endlich kleinen Zeitteilchen als konstant be-
trachtet werden. '

Wiichst die anfingliche Linge s des Stabes
wibrend jener Bewegung um As, und bedeutet Fig. 8.
fur irgend ein Teilchen der Bewegungsdauer:

S. den augenblicklichen Wert der Stabkraft und dAs die Anderung
der Stabliinge, so ist die Arbeitssumme fiir dieses Zeitteilchen = S;Ads
und fur die ganze Bewegungsdauer:

S

A=s/.S,dAs,

S,
wobei S, den anfinglichen und S den schliefslichen Wert der Stabkraft
vorstellt.
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Der Ausdruck A4 gibt hiernach die Arbeitssumme an, welche die
un den Endpunkten eines elastischen Stabes mn eines Fachwerks
wirkenden Spannkriifte verrichten, sobald irgend welche Ursachen die
Knotenpunkte 1, n in’ die' Lagen m,, n, (wobei m,n, = 8 -} As ist)
verschieben, wihrend die Stabkriifte von S, bis S wachsen.

Der wirklichen Arbeit 4 wollen wir nun diejenige Arbeit 4, = SAs
gegeniiberstellen, welche die Stabkriifte in dem nur gedachten Falle
verrichten, dafs sie wiihrend der ganzen Dauer der Bewegung ihre End-
werte S besitzen, und dafs an Stelle der wirklichen Verschiébungen
der Knotenpunkte irgend welche willkiirliche Verschiebungen treten, die
wir uns zwar als mbglich vorstellen konnen, die aber in Wirklichkeit
picht einzutreten brauchen, und virtuelle Verschiebungen genannt
werden. Die Arbeit 4, heifst die virtuelle Arbeit der auf den
Stab s wirkenden Spannkr#fte S. Fiur das ganze Fachwerk er-
gibt sich

A, = ZSAs,
welche Summe tiber ‘siimtliche Stibe auszudehnen ist.

Wir betrachten jetzt die Spannkrifte S als Krifte, die an den
Knotenpunkten angreifen, also entgegengesetzte Richtung wie vorhin haben,
und die virtuelle Arbeit: — ZSAs leisten; sodann setzen wir voraus,
dafs an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht besteht und keine Kraft un-
endlich grofs wird. Erfahren die Knotenpunkte irgendwelche unendlich
kleine Verschiebungen, so ist die Arbeitssumme fur simtliche Krifte
gleich Null, weil filr jeden Knotenpunkt die Mittelkraft aus allen da-
selbst angreifenden Kriiften zu Anfung gleich Null ist und wihrend
jener Elementarbewegung bis auf eine verschwindend kleine Grifse den
Wert Null behilt.

Bedeutet also ftir irgend einen Knotenpunkt m: Q,, die Mittelkraft
aus den daselbst angreifenden #ufseren Kriften und r, die Projektion
der Verschiebung des Punktes m auft die Kraft @, (positiv, wenn im
Sinne von ¢@,, erfolgend), so ist die virtuelle Arbeit der Hufseren Kriifte
=3¢,r,, und es folgt:

ZQnTm— ZSAs =0
und hieraus:
Q. rm = Z5As.

Diese Gleichung driickt das Gesetz aus:

Fir ein im Gleichgewichte befindliches Fachwerk ist die bei
unendlich kleinen virtuellen Verschiebungen der Knotempunkie von
den dufseren Krdften verrichtete virtuelle Arbeit ebensogrofs wie
die virtuelle Arbeit der Stabkrifte S.

Die Arbeit £SAs, welche man aus den Anderungen der Stablingen
berechnen kann, ohne die anfinglichen und schliefslichen Lagen der
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Knotenpunkte zu kennen, wird auch die virtuelle Form#nderungs-
arbeit des Fachwerks genannt.

Scheiden wir, die Hufseren Kriifte ganz allgemein in Lasten und
Auflagerkrifte und ftihren die auf Seite 22 erklirten Bezeichnungen
P, C, 3, Ac ein, so erhalten wir 2Qr = S P3 + ZCAc, und es ent-
steht die Gleichung

(I) ZPd+4 SCAc=ZSAs,
welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks genannt und zum Aus-
gangspunkte unserer Entwicklungen gemacht haben.

Hinsichtlich der auf das Fachwerk wirkenden Krifte wurde bei
der Ableitung der Gleichung (I) nur vorausgesetzt, dafs sie miteinander
im Gleichgewichte sind. Hat man also die Spannkriifte S und Auflager-
kriifte C eines statisch unbestimmten Fachwerks durch die Lasten P
und durch gewisse statisch nicht bestimmbare Gréfsen X so ausgedrtickt,
dafs die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind (vergl. Seite 21), so darf
man bei Einsetzen der S und C in die Gleichung (I) den Grdfsen P und
X willktirliche Werte beilegen. Indem man nun diese Werte ver-
schiedenartig wihlt, ist man im stande, aus (I) beliebig viele Gleichungen
zu folgern und erh#ilt, sobald man diese nun auf die wirklichen Ver-
schiebungen &, Ac, As (die ja nur besondere Fille von willktirlichen
Verschiebungen sind) anwendet, eine geniigende Anzahl von Beziehungen,
um die wirklichen Grdfsen X berechnen und die wirkliche Formiinderung
des Fachwerkes feststellen zu kdnnen. Dabei wird allerdings voraus-
gesetzt, dafs die wirklichen Verschiebungen klein genug sind, um als
verschwindende Grifsen aufgefalst werden zu dtirfen.

2) Beliebiger Korper. Wir gehen von der Voraussetzung einer
stetigen Erfullung des Raumes durch die Materie aus, im Gegensatze
zur Auffassung des Kbrpers als ein System von Massenpunkten, die zwar
einander unendlick nahe liegen, immerhin aber durch Zwischenriume
voneinander getrennt sind, und denken uns an irgend einer Stelle ein
unendlich kleines Kdrperteilchen abgegrenzt, beispielsweise, um die Vor-
stellung zu erleichtern, ein Parallelepipedum. Die auf die Seitenflichen
desselben wirkenden Krifte sollen Flichenkrifte genannt und ins-
besondere als innere Kriafte oder Oberflichenkrifte bezeichnet
werden, je nachdem die durch sie beanspruchten Flichen im Inneren des
Kbtrpers liegen oder zur Oberfliche gehdren; aufser ihnen wird an dem
Kbrperteilchen im allgemeinen noch eine auf die Masse desselben
wirkende Hufsere Kraft angreifen, welche eine Massenkraft heifst
(z. B. die Erdanziehung, Ergnzungskrifte der relativen Bewegung).

Beztiglich siimtlicher Kriifte wird vorausgesetat, dafs sie endlich sind.

Nehmen wir nun an, es erleide ein anfinglich im Gleichgewichte
befindlicher Korper durch Hinzutreten Hulserer Kriifte und durch Tem-
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peraturinderung eine Umgestaltung, dieselbe hdrt auf, sobald sich ein
neuer Gleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; wihrend
ihrer Erzeugung werden die Flichenkrifte des betrachteten Kdrper-
teilchens '¢ine 'bestimmte Arbeitssumme verrichtem, und von dieser ist
besonders derjenige Teil von Wichtigkeit, der nur ven der Form-
dnderung des Korperteilchens abhéingt, der also verschwindet, wenn
sich das Teilchen bewegt, ohne seine Gestalt zu #ndern. Man nennt
diesen Teil der Gesamtarbeit der Flichenkriifte die Forminderungs-
arbeit des Kbdrperteilchens; ihre Integration tiber dem ganzen
Korper liefert die Form#inderungsarbeit des Korpers. Bei der Berechnung
dieser Arbeit ist zu beachten, dafls die Flichenkriifte, deren schliefsliche
Werte wir ganz allgemein mit R bezeichnen wollen, sich im Verlaufe
jener Umgestaltung #ndern.

Denkt man sich hingegen die Flichenkriifte wihrend der ganzen
Dauner der Formnderung konstant und mit ihren Endwerten R wirkend,
bestimmt die von den Kriiften R geleistete Form#nderungsarbeit und
ersetzt hierbei die wirkliche Form#nderung durch eine willkitrliche,
die zwar als m3glich gedacht werden kann, in Wirklichkeit aber nicht
einzutreten braucht, so erh#lt man einen Ausdruck d4,, welcher die
virtuelle Forminderungs-Arbeit heilst, withrend jene willktirliche,
mdgliche Umgestaltung des Korpers eine virtuelle Forminderung
genannt werden soll.

Um die im vorstechenden erklirten Begriffe an einem Beispiele zu er-

ldutern, betrachten wir ein unendlich kleines

}; Parallelepipedum, welches an der Stelle =z,

y, z eines auf rechtwinklige Koordinaten be-

2B ] c zogenen Kfirpers abgegrenzt ist, und desse.n

drf D S iy S

lg «._de —"}‘l. Norfﬂspm;lun;;n auftreten und zwar gxfur sol-

che, die der (z, y)-Ebene parallel sind; sie seien
A l D stetige Funktionen der Koordinaten (Fig. 259).

Ist dann die Normalspannung
fiir Flache A B gleich o, (positiv im Sinne — z),
'q " .“ AD .. Oy ( » " “  — y),
Fig. 259. so ist die Normalspannung

fiir Fliche CD gleich a,+%‘;—' dz und

o,
”" ” CB . o+ g‘y" dy.
Diesen Spannungen entsprechen die Flichenkriifte:
R, =o.dydz: B, = (°a+ 2: dz) dydz.
Ry=o0,dzdx; R,=\oy+ -% dy) dzdzx.
und zwar seien -dies die schliefslichen Werte der Kriifte R.
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Erleidet nun das Korperteilchen im Sinne von z und y die virtuellen Ver-
schiebungen Ax und Ay, ohne dafs sich hierbei die Gestalt des Teilchens dndert,
so leisten die Kriifte R die Arbeit:

00,

(B — R) b+ (B — By dy= (52 224 £2 ay)av,

unter dV —=dxdydz den Inhalt des Korperteilchens \erstanden Andert sich

withrend jener Bewegung: dz um Adx =e,dx (wobei c,_% das Ver-

lingerungsverhiltnis der Kante dx bedeutet) und dy um Ady = ¢,dy, so nimmt
die vorhin ermittelte Arbeitssumme zu um die virtuelle Form#nderungsarbeit
d A,, bei deren Berechnung R, ersetzt werden darf durch R, und R, durch R,.
Denn die Flichenkriifte fiir gegeniiberliegende Seitenflichen des Korperteilchens
unterscheiden sich bei stetigen Spannungen nur um unendlich kleine Werte, so
dafs infolge der Gleichsetzung von R, und R,, sowie von R, und R, nur ver-
schwindende Grifsen vierter Ordoung vernachlissigt werden.*) Mithin folgt:
dA, = R Adx 4 RyAdy = (0:6s -} aye,)d V,
und es ergibt sich schliefslich die virtnelle Gesamtarbeit der Flichenkriifte:

dA,=(aat: )ar..

Wir fassen jetzt eine unendlich kleine, virtuelle Form#nderung
eines im Gleichgewichte befindlichen Korpers und insbesondere die Be-
. wegung und Umgestaltung eines Korperteilchens ins Auge und bezeichnen
die virtuelle Arbeit der anf dieses Korperteilchen wirkenden Massen-
kraft mit dA,, diejenige der Flichenkrifte mit d A, Letztere Arbeit
besteht aus zwei Teilen; der eine. d 4,, biingt nur von der Umgestaltung
des Kbrperteilchens ab, der andere, niimlich d 4,—d A4,, von der Be-
wegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des Kdrperteilchens
um diesen Punkt. Somit stellt d A, + d 4, —d.4, diejenige virtuelle
Arbeit vor, welche simtliche auf das Korperteilchen wirkenden Krifte
leisten, wenn dessen Bewegung ohne eine Forminderung vor sich geht.
Diese Arbeit mufs aber — Null sein, da die Mittelkraft der auf das
Kbtrperteilchen wirkenden Krifte wihrend der ganzen Dauer der an-
genommenen Elementarbewegung, bis auf eine verschwindende Grblse,
den anfinglichen Wert Null beibehilt.

Es folgt somit d4,+ dAd,=dA4, und, wenn entsprechende
Gleichungen fiir samthche Kbtrperteilchen aufgestellt und hierauf addiert
werden,

¢oy

an 4.4 4,= 4,

Da sich nun in dem Ausdrucke A, die Arbeiten der inneren
Flichenkriifte gegenseitig tilgen, weil auf die Flichen, in denen an-
einandergrenzende Kbrperteilchen zusammenbi#ngen, bei gleichen Ver-
schiebungen entgegengesetzt gleiche Kriifte wirken, so leuchtet ein, dafs

*) Bei unstetigen Spannungen muls der Korper in Teile zerlegt werden,
innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind; die Werte d 4, werden fir die
einzelnen Teile gesondert integriert und schliefslich addiert.
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A, die virtuelle Arbeit der Oberflichenkrifte, mithin 4, | A4,
die virtuelle Arbeit simtlicher &ufseren Krifte vorstellt, und
es driickt deshalb die Gleichung (II) das Gesetz aus:

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Forminderung eines
tm Gleichgewichte befindlichen Korpers ist die virtuelle Arbeit der
dufseren Krifte gleich der virtuellen Formdnderungsarbeit.

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dafs alle anflinglich sich
deckenden Seitenflichen von aneinander grenzenden Korperteilchen auch
wihrend des ganzen Verlaufes der Formiinderung sich decken, weil nur
dann die Arbeiten der auf diese Flichen wirkenden Krifte sich auf-
heben. Besteht nun der betrachtete Kdrper aus mehreren einander be-
ribrenden Teilen, von denen jeder einzelne der obigen Voraussetzung
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfinglich zu-
sammenliegenden Bertihrungsfllichen je zweier Teile statt, ro mtissen,
wenn das bewiesene Gesetz giiltig bleiben soll, alle diese Flichen der
Oberfliche zugeziblt werden; d. h. es sind die auf diese Flichen wir-
kenden Krifte, soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den Hulseren
Kriiften zu rechnen. In allen Fillen der Anwendung gentigt die Fest-
setzung, dafs bei aufeinander reibenden Teilen eines Korpers die an
den Berfihrungsstellen wirkenden Reibungswiderstinde als #ulsere Krifte
aufzufassen sind.

Wird der betrachtete Korper durch fremde Korper gestiitat, so
nennen wir die Driicke, welche die letzteren auf den ersteren austiben,
Sttitzenwiderstiinde oder Auflagerkriifte. Alle iibrigen Hufseren
Krifte mdgen Lasten heifsen. Es ergibt sich dann, mit den auf
Seite 22 erklirten Bezeichnungen P, C, 8, Ac, die virtuelle Arbeit der
dufseren Kriifte — 2 P3 |+ ZCAc, und es entsteht die Arbeitsgleichung

(IlT) Z2Pd + =2CAc= 4,,
welcbe in den Abschnitten II. und IIL. in derselben Weise wie die Arbeits-

gleichung des Fachwerks zur Berechnung von statisch nicht bestimmbaren
Grdfsen und von Verschiebungen beliebiger Punkte benutzt worden ist.

I1. Literatur.

Die ersten Anwendungen des Satzes von der Arbeit auf Aufgaben
der Festigkeitslehre finden sich bei Clapeyron, welcher die von
Navier*) aus dem Prinzipe der virtuellen Verschiebungen gefolgerte
allgemeine und einzige Bedingung fir das Gleichgewicht zwischen den

*) Mém. de l'acad. des sciences 1827, Seite 388.
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inneren und Hufseren Kriften eines elastischen Korpers anwendet und
in diese an Stelle der virtuellen die wirklichen elastischen Verschiebungen
einfiubrt. Indem, erjhierbei die Annabme eines spannungslosen Anfangs-
zustandes macht und voraussetzt, dals in jedem Punkte des Korpers
die anfingliche ‘Temperatur herrscht, erhiilt er die von ihm spiiter zur
Berechnung der Durchbiegung von Federn benutzte Gleichung:

_%_ > Q’ p— A.*)

Lamé nennt diese Gleichung in seinem ,Legons sur la théorie
mathématique de D'élasticité des corps solides® (Paris 1852 und 1866)
das Clapeyronsche Gesetz, er erlintert es an mehreren Beispielen
und hebt seine Wichtigkeit ftir die Statik der Bauwerke hervor.

Im Jahre 1864 entwickelt Clerk Maxwell in der im Philoso-
phical Maguzine, Band 27, Seite 294, abgedruckten Abhandlung: ,On
the calculation of the equilibrium and stiffness of frames“ mittels des
Clapeyronschen Gesetzes die erste allgemeine Theorie des Fach-
werks, indem er fur die Berechnung der statisch unbestimmten Grofsen
die Gleichungen:

0=38(S, + X + 8" X" +8"X"+..) 55

sufstellt und das im § 9 dieses Buches der ,Maxwellsche Satz“ ge-
nannte wichtige Gesetz von der Gegenseitigkeit der elastischen Ver-
schiebungen beweist. Maxwell war der erste, welcher eine Beziehung
zwischen der Lingeninderung As eines Stabes und der durch sie ver-
ursachten Verrtickung & eines Knotenpunktes in der Weise bestimmt,
dafs er das Fachwerk als eine Maschine auffafst, mittels welcher eine
treibende Kraft P einen Widerstand S tiberwindet. Die Vergleichung
der von P und § geleisteten Arbeiten vollzieht er mit Hilfe des Gesetzes

1 1
1) —2—P8— ?SAa,

indem er P und S als Kriifte auffalst, die von Null aus allmihlich
anwachsen. Die auf diesem Wege abgeleitete Grundgleichung
(2) =Pd=28As

ist tibrigens von derselben allgemeinen Bedeutung, wie die unmittelbar
aus dem Prinzip der virtuellen Verrtickungen gefolgerte Bedingung
2 P = Z3SAs. Denn solange es sich nur um die Erfullung der Gleich-
gewichtsbedingungen handelt, ist die Grifse der Elastizititszifern E
und Querschnittsinbalte ' der Stabe gleichgtiltig, und man kann daher
auch mit Hilfe der ans dem Clapeyronschen Gesetze gefolgerten

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 242 dieses Buches.
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Gleichung (2) leicht auf den von Maxwell nicht berticksichtigten Ein-
flufs von Temperaturdnderungen schliefsen, ebenso wie man beobachteten
Stutzenyerschiebungen-durch Anbringung von Auflagerstiben mit passend
gewhhlten Querschnitten Rechnung tragen kann. Dem Fehlen prak-
tischer Beispiele ist es wohl zuzuschreiben, dafs die Maxwellsche
Arbeit lange Zeit nicht die verdiente Anerkennung gefunden hat.

Die erste Ableitung der Maxwellschen Gleichungen und Gesetze
auf dem ktirzeren Wege der Benutzung des Prinzips der virtuellen Ver-
rtickungen rithrt von Mohr her. Seine Beitriige zur Theorie des
Fachwerks in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins
zu Hannover 1874 und 1875 sind durch wichtige Anwendungen bahn-
brechend geworden. Mohr stellte auch zuerst die elastische Linie des
geraden Stabes und die Biegungslinie des Fachwerks mit Hilfe des
Seilpolygons dar.

Im Jahrgange 1884 der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover vertffentlichte Krohn eine Herleitung des Max-
wellschen Satzes und zeigte seine Anwendung auf die Ermittlung der
Einflufslinie fiur den Horizontalschub eines Zweigelenkbogens, und im
Jahrgange 1885 derselben Zeitschrift gab der Verfasser die allgemeine

Deutung der Einflufslinien der Summen =S, S“FSF—' =5, S,,FRF-, .

als Biegungslinien, ohne hinsichtlich der Grdfsen X einschrinkende Vor-
aussetzungen zu machen. Schliefslich stellte der Verfasser in der ersten,
1886 erschienenen Auflage des vorliegenden Buches nach einer Erweite-
rung des Maxwellschen Sutzes die allgemeinen Elastizititsgleichungen

La + 8« - Bat - EP—S-MI - Xasﬂa - szub_ """

auf, deren Giltigkeit nicht auf das Fachwerk beschrinkt ist.

Neben den Maxwellschen Sitzen bilden die Sitze von Castigliano
die Grundpfeiler der gegenwirtigen Theorie der statisch unbestimmten
Konstruktionen. Man darf sogar behaupten, dals der Einflufs Casti-
glianos insofern der grdfsere gewesen ist, als die Untersuchungen dieses
leider so frith verstorbenen Forschers sich nicht auf die verhiltnismifsig
einfache Theorie des Fachwerks Leschréinkten. Das hervorragende Werk
Castiglianos: ,Théorie de 1'équilibre des systdmes élastiques“ enthiilt
eine Fille wichtiger Anwendungen auf verschiedenen Gebieten der
Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruktionen. An seiner Spitze
steht der mit Hilfe des Clapeyronschen Gesetzes entwickelte Satz von
der Abgeleiteten der Form#nderungsarbeit sowie der aus diesem ge-
folgerte Satz von der kleinsten Formi#nderungsarbeit. Den letzten Satz
gab bereits frither Menabrea in der Abhandlung: ,Nouveau principe
sur la distribution des tensions dans les systimes élastiques® [Comptes
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rendus 1858, I, Seite 1056]*); eine eigenartige Herleitung verdffentlich
Frinkel (1882) in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover.

Bemerkenswert ist, dafs auch Daniel Bernoulli ein Gesetz der
kleinsten Biegungsarbeit gerader Stibe aufstellte und Euler brieflich
mitteilte.**) Euler macht hiervon Gebrauch in der seinem bertthmten
Werke: ,Methodus inveniendi curvas maximi minimive proprietate
gaudentes* angehiingten Abhandlung: ,,De curvis elasticis*, in welcher
er bei der Untersuchung der elastischen Linie eines geraden Stabes
gleichen Querschnitts und gleicher Elastizitit von dem Satze ausgeht:
ut inter omnes curvas ejusdem longitudinis, que non solum per puncta
A et B transeant, sed etiam in his pumctis a rectis positione datis
tangantur, definiatur ea in qua sit valor hujus expressionis /—;—2- mi-
nimus. Hierbei bedeutet ds das Bogenelement und R den Kriimmungs-

radius. Setzt man 1 , 80 erhilt man, da EJ = Konst. ist:

R EJ

EJ
potentialis.‘ .

Zu den neneren Methoden der Statik zihlt auch die kinematische
Untersuchung statisch bestimmter Systeme. Sie schligt den um-
gekehrten Weg ein wie die Maxwellsche Arbeit. Das Ziel der Max-
wellschen Theorie des Fachwerkes ist die Verwertung der Arbeitsgleichung

S Pd=23SAs

zar Berechnung der Forminderungen statisch bestimmter Fachwerke
aus den auf statischem Wege gefundenen Spannkriften S und deren
Verwertung zur Untersuchung statisch unbestimmter Systeme; die ge-
suchte Grifse ist

*ds .. ds C o .
| ein minimum. Das Integral: 27 nennt Bernoulli die ,,vis

@ a=2%m.

Die kinematische Theorie des Fachwerkes verfolgt das entgegengesetzte
Ziel: die Berechnung der Spannkrifte aus den Verschiebungen 3; die
gesuchte Grdfse ist

5
a s=3 P

. ® Man sehe auch: Comptes rendus, 1884, S. 174.
**) Vergl. Fuls, Correspondance mathématique et physique, Tome II,
8. 457, 507, 588.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 29
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Die erste Herleitung der S aus den auf geometrischem Wege gefun-
denen d gab der Verfasser in der Schweiz. Bauzeitung 1887 (Mai) und im
Band I seiner Graphischen Statik 1887 zun#ichst fiir das ebene Fachwerk.
Dann folgten 'die Arbeiten  von R. Land in der Schweiz. Bauzeitung
1887 (Nov.) und der Zeitschrift des Osterreichischen Architekten- und
Ingenieur-Vereins 1888. Die kinematische Berechnung des Raumfachwerks
entwickelte der Verfasser im Jahrgange 1892 im Zentralblatt der Ban-
verwaltung. Ein Teil dieser Untersuchung wurde im § 31 des vorliegen-
den Buches wiedergegeben; der hier eingeschlagene Weg besteht aus
einer Verbindung der Grundgleichungen I und IL. Bereits 1880 hatte
Foppl in seinem Buche ,Theorie des Fachwerkes“ aunsgesprochen, dafls
man beim statisch bestimmten Fachwerk zu einer Gleichung mit nur
einer Unbekannten S gelangt, wenn man einem Stabe, und nur diesem
allein eine verschwindend kleine L#ngen#nderung zuschreibt, und aunf
den dadurch eindeutig bestimmten Bewegungszustand des Fachwerks
das Gesetz der virtuellen Verrickungen anwendet. Fdppl hat aber
diesen Gedanken nicht weiter verfolgt und deshalb ist wohl diese Stelle
seines Buches nur von wenigen bemerkt worden.*)

Wir schliefsen mit der Anfilhrung einiger Schriften, in denen der
Leser weitere Anwendungen der in diesem Buche vorgetragemen Ge-
setze findet.

1. Castigliano, Théorie de Uéquilibre des systemes Elastiques et ses
applications. Turin (bei Negro), 1879.

2. - -- Intormo ad una proprietc dei sistems elastici. Atts della Acca-
demia delle Scienze di Torino, Juni 1882; enthiilt eine sebr all-
gemeine Entwicklung des Maxwellschen Lehrsatzes und einen
Bericht itber den Satz von Betti, vgl. Seite 243 unseres Buches.

-3. Frinkel, Das Princip der kleinsten Arbeit der innerenm Krdfte
elastischer Systeme und seine Anwendung auf die Liosung bau-
statischer Aufgaben. Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover 1882, S. 68.

4. FOppl, Theorie des Fachwerks. Leipzig, 1880.

5. ——-- Das Fachwerk im Raume. Leipzig, 1892.
6. Gebbia, Una questione di priorita su alcune contribuzioni alla

teoria dei sistemi articolati. 11 Politechnico 1891.

7. Henneberg, Statik der starrem Systeme. Leipzig, 1886.

*) Verfasser wurde erst spiter durch ein Referat von Henneberg auf
diese Stelle aufmerksam gemacht.
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8. Kdnen, Vereinfachung der Berechnung kontinuirlicher Balken mit

Hilfe des Satzes vonm der Arbeit. Wochenbl. f. Archit. u. Ing.
1882, ,Seite - 402.

9. —— Theorie gekrimmter Erker- und Balkontrdger. Deutsche Bau-

zeitung 1885, S. 607.

10. Krohn, Der Satz von der Gegenseitigheit der Verschiebungen und

11,

Anwendung desselben cur Berechnung statisch unbestimmter Fach-
werktrdger; Zeitschr. des Archit.- u. Ing.-Ver. zu Hannover 1884,
S. 269.

Land, Die Gegenseitigkeit elastischer Formdnderungen u. s. w.
Wochenblatt fiir Baukunde 1887, Seite 14.

12. —— Uber die Ermittlung und die gegenseitigen Beziehungen der
Einflufslinien fiir Trdger. Zeitschr. f. Bauwesen 1890, S. 165.

13. —— Die Ermittlung der Spannungsverteilung und des Kerns u. s. w.
Zeitschr. f Bauwesen 1892.%)

14. Landsberg, Ebene Fachwerksysteme mit festen Knotenpunkten und
das Pringip der Deformationsarbeit. Zentralblatt der Bauver-
waltung 1885, S. 165.

15. —— Ddcher und Dachstuhlkonstruktionen. Handbuch der Architektur
3. Teil, 2. Band, 4. Heft. 2. Aufl. 1901, S. 148.

16. --— Beitrag zur Theorie des rdumlichen Fachwerks. Zentralblatt
der Bauverwaltung 1903, S. 221 u. 861.

17. Melan, Berechnung eiserner Hallengespirre unter Anwendung des
Satzes von der kleinsten Arbeit. Wochenschr. des Ssterr. Archit.
u. Ing.-Ver. 1883, S. 149 u. 162.

18. —— Uber den Einflufs der Wdrme auf elastische Systeme. Eben-
daselbst 1883, S. 183 u. 202.

19. —— Beitrag zur Berechnung statisch unbestimmier Stabsysteme. Zeit-
schrift des osterr. Archit.- u. Ing.-Ver. 1884, 8. 100.

20. Mohr, Beitrag eur Theorie des Fachwerks. Zeitschr. des Archit.-
u. Ing.-Ver. zu Hannover 1874, S. 509 und 1875, S. 17.

21. —— Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerktriger. Ebendaselbst
1881, S. 243.

22. Miiller-Breslau, Der Satz von der Abgeleiteten der ideellen Form-

23.

dnderungsarbeit. Zeitschr. des Archit.- u. Ing.-Ver. zu Hannover
1884, S. 211.

—— Zur Theorie der durch einem Balken versteiften Kette. Eben-
daselbst 1883, S. 847. Diese Arbeit schliefst sich an den in

*) Der bekannte Satz o p = op4 (Seite 88 unseres Buches) wird hier

mittels des Maxwellschen Satzes bewiesen und zur Bestimmung der Einflufs-
knie fiir ¢ benutzt.

ag* .
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derselben Zeitschrift 1881, S. 57) von demselben Verfasser ver-
tffentlichten Aufsatz an.

24. ——  Vereinfachung der. Theorie der statisch unbestimmien Bogen-
trdger. Ebendaselbst 1884, S. 575. Ein Sonderabdruck erschien
bei Schmorl u. von Seefeld in Hannover.

25. —— Theorie des durch einen Balken verstdrkten steifen Bogens.
Civilingenieur 1883, S. 18.

26. —— Influenclinien fiir kontinuirliche Trdiger mit drei Stiltepunkten.
Wochenbl. f. Archit. u. Ing. 1883, 8. 3858.

27. —— Uber kontinuirliche Bigen und Balken. Ebendaselbst 1884.

28, —— Zur Theorie der Versteifung labiler und flexibler Bogentrdger.
Zeitschr. f. Bauwesen 1883, S. 312.

29. —— Beitrag zur Theorie des durch einen Balken versteiften Bogens.
Ebendaselbst 1884, S. 823,

80. —— Beitrag zur Theorie des Fachwerks. Zeitschr. des Architek.-
u. Ing.-Ver. zu Hannover 1885.

81. —— Elastieitdts-Theorie der nach der Stitzlinie geformten Tonnen-
gewdlbe, Zeitschr. f. Bauwesen 1886.

82. —— Beitrag eur Theorie der ebenen elastischen Trdger. Zeitschr.
des Archit.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1888, S. 605.

88. —— Beitrag zur Theorie der ebenen elastischen Trdger. Zentral-
blatt der Bauverwaltung 1889.
84. —— Uber einige Aufgaben der Statik, welche auf Gleichungen der
Clapeyronschen Art fihren. Zeitschr. f. Bauwesen 1891.
85.-—— Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd. 1I, Abt. 1.
1892. 1901. Leipzig, Baumgtrtners Buchhandlung.

36. —— Beitrag zur Theorie des rdiumlichen Fachwerks, 1892. Berlin,
Ernst u. Sohn. :

87. —— Uber die Berechnung statisch unbestimmter Auslegerbrilcken.
Zentralblatt der Bauverwaltung 1898.

88. —— Uber rdaumliche Fachwerke. Zentralblatt der Bauverwaltung
1902.

89. —— Beitrige zur Theorie der Windversirebungen, Zeitsch. f. Bau-
wesen 1904.

40. Ovazza, Sul calcolo delle deformacione dei sistemi articolati. Atti
della Academis delle Scienze di Torino, vol. XXIII, 1888.

41. -— - Sul calcolo delle freccie elastice delle travi reticolari, ebenda-
selbst vol. XXIII, 1888.

42. Stelzel, Berechnung der Ferdinandsbriicke in Graz. Enthalten in
der Schrift: v. Gabriely u. Winter, Ferdinandsbriicke in Graz,
Mitteilangen des Polytechnischen Klubs in Graz 18883.
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43. Swain, On the application of the principle of virtual velocities to
the determination of the deflection and stresses of frames. Journal
of \the,Franklin Institate 1883, Febr. bis April, 8. 101, 194, 250.

- 44. Weyrauch, Theorie elastischer Kirper. Leipzig (bei Teubner) 188 4.

45. —— Aufgaben zur Theorie elastischer Korper. Ebendaselbst 1885.

46. - — Arbeitsbedingungen fir statisch unbestimmte Systeme. Wochenbl.

47. Winkler, Berechnung der Windverstrebungen in Brilcken mit zwei
Tragern. Civilingenieur 1884, 8. 211.

48. Zimmermann, Uber Raumfachwerke. Berlin 1901.

Berichtigungen.

Seite 6, Zeile 10 v. o. lies: und nur 2 ¥ — 8 statt: und nicht mehr.
» 16, , 22 v.u , Nennerdeterminante, Nennerdeterminate.
s 17, , 4v.o0. , G, w Say
» 27, , Bv.o. , D, . D%

s 27, , 6v.o. , X" . Y

n 27, , 11v.o. , um » und.

n 44, , 1Tv.u. , Seite 87 und 38 , Seite 30 und 31.
n 44, , 16v.u. , (18) und (14) » (12) und (18).
» 44, , 2v.u , PFig 44 » Fig. 42.

n 47, , 13v.u , Gleich. (13) » Gleich. (12).

» 47, Anm, - Fig. 48 »n Fig. 46.

»n 50, Zeile 283 v.0. , § 2 n § 8.

» 52, , 1v.o0. , Spannkrifte S , Spannkrifte S.
. 55 , 16v.u. , 1,28, 8,2,1, 1,2, 8,2 8.
» 109, 2 v. 0. fillt die Anmerkung fort.

, Y !
. 109, , 10v.u lles:=P11?‘-—3‘—;gtatt=P11_l;_._3L.
2 Lih
c109, , owu , =ZPERL o _2PER,
Sal —3 (a—1)?
, 109, , 3v.u , 2+ 3a @=h)" ot

2wk (21, 4 81

N+ 8al—38(e—1,)2 .
2ph (21 + 3))

. 114, Tv.u. , (Fig. 104) statt: (Fig. 53).




Seite118, Zeile 7 v. u. lies: 4 - 37

2"

1”

”

11

”

181,

137,
137,
141,
154,
1786,

203,

203,

203,
208,

208,

208,
224

227
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2 JhS 2Jh;

A statt: 37

w0 wim o M=M —X.y— Y. .2— Z statt
M=M—X,—Y,—Z

., 8v.u. , DFE  statt: D' HE'.
2w 6vu ,, FH=FJ |, FH=HJ.
by Tv.u. ,. §15 ’ § 16.
, 6v.u , §16 " § 17,
, 8V.o0. ., Seite 165 " Seite 150. .
, 8 Pab , 8 Pab
w 16vu , X —40)/'7_" statt: X _Z—m'_f'l.
J. 21 l
y Hdvu , 0o=1 + 8 I"l- _F_ + Foo + 7?_)
. 15 J, so 210 l )
statt: © =1 4 — 8 —Fo— —-{-—F—

s 12 v.u. lies: § 20 statt: § 21.
» 16v.o0. 53 .g==0y . g==cg statt 85 . ;=085 . ; =0¢5.

: ¢ c
11 v. u. —X,— - . S e
” . ” 1 1
g e : cs 1 ¢
t
c c
- 1 - 1
w 9vu ,, —X—F— w —X——-:
L ¢y + ¢

in Formel (125) ist unter dem Wurzelzeichen der Exponent
-+ m 1 zu ersetzen durch m - 1.

fehlt in der Fulsnote die Bemerkung, dafs der de Saint-
r4

Venantsche Niherungswert =T (wo % =40) nur fir
»

gewisse einfache Querschnitte brauchbar und durch Versuche
von Bauschinger beststigt ist. Ftr die wichtigen | -, |-,
TJ-» T-Querschnitte mufs das Torsionsproblem zur Zeit noch
als ungelost bezeichnet werden.

—_——— et —



{berficht und Einteilung des Werkes

Die graphijche Statik der Bau-
Ron|truktionen

von

beinrich ¥, B. l'liillér-Breslau.

Biervon bisher vorliegend:

Band I: Zufammen[etzung und Zerlegung der Rrifte in der Ebene.
Trdgheitsmomente und Zentrifugalmomente ebener Querfdhnitte.
Spannungen in geraden Stiben. Theorie der [tafijch beftimmten
Trdger mit RAusfhlug der Unterjuchung der Yorménderungen.
3. wefentlich vermehrte Ruflage 1901, Mit 541 Textfiguren und
7 lithographijchen Tafeln. Brojch. 18 Mk. In balbiranz geb. 20 Mk.

Band “, Abt. 1: Yorménderung ebener Yachwerke. Das ebene
[tatijch unbeftimmte Yachwerk. 3. verbef[erte Ruflage 1903. Mit
436 Texffiguren und 7 lithographifjchen Tafeln. Brojch. 16 Mk.
In Balbfranz geb. 18 Mk. T

Band 11, Abt, 2, hiQle'lll'lg 1: Formverdnderung des geraden
Stabes. Der Balken auf mehreren Stiitzen. Mit 110 Textfiguren
und 2 lithographifchen Tafeln. Brojch. 3 Mk.

Band II, Rbt. Z, Liefg. Z (Schlug von Bd. II, Abt. 2), [owie Band Il
(Cheorie des Erddrucks, Unterjuchung der Stiitzmauern, Gewdlbe-

theorie, Steinerne Pfeiler und Widerlager) [ollen [obald als
mdglich nachfolgen.
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