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PREFACE.

Jai réuni dans ce petit Livre les Lecons sur la Théorie des
séries trigonométriques, que j'ai faites au Collége de France en
1904-1905 (fondation Claude-Antoine Peccot). Je n’ai pas cru,
toutefois, devoir reprendre ici, comme dans mon Cours, les parties
les plus élémentaires de la théorie qu'on trouve exposées dans
un grand nombre d’Ouvrages classiques. Cela m’a permis de
m’étendre, un peu plus que je n’avais pu le faire au Colléege de
France, sur quelques résultats, publiés récemment, concernant
la possibilité d’utiliser les séries de Fourier pour la représentation
des fonctions arbitraires.

Je suis heureux de remercier ici M. Emile Borel qui m’a aima-

blement invité a écrire ce Livre.

Rennes, le 21 octobre 1905.
Henrt LEBESGUE.
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SUR LES

SERIES TRIGONOMETRIQUES.

INTRODUCTION.

PROPRIETES DES FONCTIONS (!).

1. Les deuxr espéces de points de discontinuité. — Parmi
les discontinuités que peut présenter une fonction f(z), d'une
seule variable réelle, il y a lieu de distinguer un mode simple de
disconlinuité qui se rencontrera souvent dans la suite.

£y est point de discontinuité de premicre espéce pour f(r)
si, quand .r croit vers z,, f(x) tend vers une limite bien déter-
minée qu'on nolera. avec Dirichlet, f(x,—0) et si, quand z
décroit vers z,, f(r) a une limite qu’on notera f(x,+ o) (?).

La propriété essentielle des points de discontinuité de pre-
miére espéce est d'étre toujours comparables entre eux: j'entends
par la que, si ¢ a, en r,, un point de discontinuité de premiére
espéce pour lequel 9(z,+ 0) et p(z,— o) différent, quelle que
soit f, admettant aussi z, comme point de discontinuité de premiére

(') Dans cette Introduction jai réuni un certain nombre de définitions ou
d’énoncés qu'il importe de connaltre pour bien comprendre le reste de I'ouvrage.
1l n'est dailleurs pas nécessaire de lire ce Chapitre préliminaire avant les autres;
il suffirait que le lecteur s’y reportat s'il lui arrivait d’étre arrété par quelque
difficulté. J'ai mis dans le texte dc nombreux renvois a 'Introduction.

(?) Pour abréger on écrira f(+o0) et f(—o)alaplacede f(o+o0), f(0o—o0).

L. 1



2 INTRODUCTION.

espéce. on pourra toujours trouver la constante N de maniére que
pour F=f+ K¢ onait F(xr,+o0)=F(r,—o). Cest-a-dire que,
au point x,. il ne subsiste plus qu'une discontinuité en quelque
sorte artificielle. Rien de pareil n’existe pour les autres points de
discontinuité qu'on appelle points de discontinuité de seconde
espéce.

Cette propriété permet, dans certains cas, de conclure pour tous
les points de premiére espéce en s’appuyant sur I'étude d’un point
de premiére espéce particulier (n° 31).

2. Points réguliers. — Nous dirons (ue x, est un point régulier
pour f'si f(.ro+ o) et f(.r,— o) existent et sont lels que

S(xrg+0)+ flxe—o0)=2f(79):

tous les points de continuité sont des points réguliers.

Tous les points réguliers sont comparables au sens du numéro
précédent; la discontinuité artificielle dont il a été parlé n’existe
méme plus. La propriété de ces points qui nous servira le plus
est la suivante : la fonction = (¢) délinie par I'égalité

o(t) =flxro+2t)+ f(arg—2t)—2f(x,).

est continue pour f = o.

3. Fonctions monotones; conditions de Dirichlet. — On dit
que f(.r) est une fonction partout non décroissante ou, plus briéve-
ment, que f(.z) est une fonction croissante si, quels que soient z,

et ry, ona
(ry—x9) [ f(x)) — flxy)] Z 0.

S(z) ne décroissant jamais, quand r croit, el ne croissant
jamais quand z déeroit, f(x,+ o) et f(xr,— o) existenl toujours;
une fonction croissante n’a donc jamais de points de discontinuité
de seconde espéce. Ses points de discontinuité forment d'ailleurs
toujours un ensemble dénombrable, car, si 'on a

Al L., .o, <b.
on a aussi

Sby- fla) | ftay+0)— f(ary— 0)]
+~[flrs+0)— flry— o)) +...+ | f(xy+0) — f(xy— 0)],
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et cela montre que les points en lesquels la différence
Sf(xr+o0)—f(xr—o)

surpasse ¢ sonl, quel que soil ¢ > o, en nombre fini.

Les fonctions décroissantes, qu'on obtient en changeant z
en — z dans les fonctions croissantes, jouissent évidemment de
propriétés analogues. Les fonctions croissantes et décroissantes
constituent 'ensemble des fonctions monotones. '

On dit qu'une fonction bornée satisfait aux conditions de
Dirichlet si elle n’a qu'un nombre fini de points de discontinuité
dans l'intervalle (a, b) qu’on considére et si cet intervalle peut
étre partagé en un nombre finf d’intervalles partiels dans chacun
desquels la fonction est monotone. Une telle fonction n’a évidem-
ment que des points de discontinuité de premiére espéce.

4. Fonctions a variation bornée. — M. Jordan a appelé ainsi
toutes les fonctions bornées qu’on peut oblenir en faisant la somme
d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante ou, si 'on
veut, en faisant la différence de deux fonctions croissantes.

Une telle fonction n’a tout au plus qu’une infinité dénombrable
de points de discontinuité, qui sont de premiére espéce, et 'on peut
remarquer qu'il suffit de modifier la fonction tout au plus en ses
points de discontinuité pour que tous ses points soient réguliers.

On peut encore dire qu’une fonction f est a variation bornée si
elle varie moins vite qu'une fonction croissante bornée, entendant
par la qu'il existe une fonction croissante bornée F telle que I'on
ait toujours, pour o > o,

Flx +h)—F(x)z|f(x+ h)—fix)].

Si, en eflet, cette condition est remplie, fest la différence des
deux fonctions croissantes F et F — f, et d’autre part, si fest la
différence des deux fonctions croissantes 3 et 4, elle croit moins
vite que 9-}—!!4. Cette seconde définition est souvent commode,
elle montre en particulier qu'une fonction satisfaisant aux condi-
tions de Dirichlet est a variation bornée.

S étant a variation bornée, on peut, d'une infinit¢ de manieres,
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écrire, pour £ > a,
S{z)=f(a)+P(r)—Nux),

P(.r) et N(z) étant denx fonctions non négatives el croissantes.
Soient p(x) et n(z) les limites inférieures, pour x donné, des
valeurs de P(2) et N(2); on a évidemment

ftz)=fla)+p(x) nir);

p(a) et n(z) sont les plus petites fonctions P(.r) et N(.z).

Ces quantités p(x) et n(z) s'appellent les variations totales
positive et négative de [ dans (a,r); ¢(x)=p(x)+ n(x)
est la variation totale de [ dans (a,x); elle est au plus égale
aF(zx)—F(a).

Il est évident que les deux différences p(z,) — p(£e— 0)
et n(ry) — n(zx,—o) ne peavent étre différentes de o er méme
temps, sans quoi, en appelant d la plus petite des deux, les fonc-
tions p,(x) et n,(x), égales a p(z) et n(x) pour z <z, et a
p(x) —d, n(x) —d pour r Z x,, seraicnt des fonctions P et N plus
petites que p et n. De méme les différences p (x,+ 0) — p(x,),
n(z,+ o) — n(x,) ne peuvent différer de 0 en méme temps et,
comme ces différences sont égales deux i deux quand z, est point
de continuité pour f, on en déduit que, pour un tel point, p(z),
n(x) el ¢(x) sont continues.

Il est facile de voir que la somme, la différence, le produit de
deux fonctions a variation bornée est a variation bornée; cela est
vrai aussi pour le quotient de deux fonctions pourvu que le
module du dénominateur ne descende pas au-dessous d'une cer-
taine limite diflérente de zéro. Jexamine seulement le cas du pro-
duit; en conservant les notations précédentes et en affectant de
I'indice 1 les quantités relatives a une seconde fonction, on a

Shi=Sta)+p—n|[fi(a)+p;-- 1]
= ppi+ nny+pf(a) +pfila)—[pri+ npi+n, fla) + nfi(a))],

ce qui démontre la propriété et fait voir en méme temps que la
variation totale du produit est au plus égale a

[o+1S(a)[)[or+ | fi(a)|].
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C’est une expression qui nous servira plus loin; mais nous y rem-
placerons I'origine a de («, x) par I'extrémité z, ce qui est évidem-
ment permis (').

3. Nombres dérivés. — On appelle nombres dérivés de la
fonction continue f au point .r, les plus petites et plus grandes

Sfrxr+hy - f(r)
h

on fait tendre A vers zéro positivement d’une part, négativement

limites vers lesquelles tendent le rapport

» quand

d’autre part. Ainsi, en chaque point, une fonction continue a
quatre nombres dérivés finis ou non. Lorsque ces quatre nombres
sont finis et égaux, f(x) a une dérivée, au sens ordinaire, égale a
ces nombres dérivés.

Les fonctions f, qui satisfont a la condition, si connue dans la
théorie des équations différentielles sous le nom de condition de
Lipschits, qui s’exprime par I'inégalité

I flxr+h)—f(r)| < k|h)|,

ot A esl une constante, ont évidemment leurs nombres dérivés
bornés; la réciproque est vraie (*).

6. Dérivée seconde généralisée. Théoréme de M. Schwars.
— D’autres généralisations de la notion de dérivée pourraient éire
atiles. C'est ainsi que, pour le n* 37, il y aurait avantage a définir la
fr+—h)—f(x—h)

2h

dérivéede fen x par la considération du rapport

au lieu du rapport ordinaire; cela conduit a une définition de la
dérivée, qui comprend la définition classique comme cas parti-
culier. mais qui est plus générale puisque, par exemple, elle
conduit a attribuer une dérivée nulle & +/z* pour z=o. Je
n'insiste pas sur ce point et j'indique une généralisation plus im-
portante.

La dérivée premiére est définie comme la limite du rapport de
la différence premiére de f a Faccroissement de la variable; consi-

(') Pour plus de renseignements sur les fonctions 3 variation bornée voir le
Tome 1 de la denxieme édition du Cours d’Analyse de M. Jordan ou le Cha-
pitre 1V de mes Lecons sur l’Integration et la recherche des fonctions primi-
Lives.

(%) Voir mes Lecons sur U'Integration, p. 72
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dérons maintenant le rapport de la différence seconde de f au carré
de Paceroissement de la variable. Ce rapport s'éerit (*):

é*_._f_‘ | fix—hy - for]-- | froe -k — fr)]
hr ht
S = hy - fle—hy—af(r)

h*

Quand la dérivée seconde ordinaire existe, elle est la limite du
rapport précédent, pour h=o0: mais il se peut que cette dérivée
seconde n’existe pas et que la limite existe. Ce serait le cas, pour
£=o0, si f ¢tail une fonction continue sans dérivée premiére
telle que f(Ah) =-—f(— A). On convient d’appeler dérivée se-

C . At . , .
conde généralisée la limite de lfzf' toutes les fois qu'elle existe.

Remarquons que cette dérivée seconde généralisée est, d’aprés
.. . A f .. .
la prennere forme du rapport 'h_;" posttive ou nulle en tout pmnl r

ot fest maximum; eela va nous servir a démontrer une propriété
analogue au théoréme des accroissements finis @ s¢ la fonction f
a en tout point une dérivée seconde généralisée , la quan-

., A f(x . .. T
tité —%L) est comprise entre les limites inférieure et supé-

rieure de 3 dans («y — h, 2, + h).
2 fixy)

. , A
Il suffira, par exemple, de démontrer que —7 - ne surpasse
=

pas la limite supéricure de 2. Posons

A2 fir, o +=hy— fory -
"f“"zil,j _f/;-:—")‘-"‘—a'u)’«»ﬁ = ,h'/‘lo Ve —xg) + f(z0):

la fonction continue a(r)= f(x) —d(x) sannule pour &g — h,
Lo Lo + N, done elle atteint son maximum pour une valeur .,
intérieure a (xg—h, £o + )5 &y pourra, diailleurs, égaler .rg.
La dérivée seconde d’un trinome du second degré étant constante,
on a
ATy A2 foary _ Azd oo A for _ A2 [y
A2

IE i = PP

(') En réalité, si lon prend les difiérences i la facon ordinaire, on est conduit

(r=a-2h) - fix) -2 flL- by o .
au rapport AT e qui conduit a une délinition non

¢quivalente & celle du texte.
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d’ot
Arfer) _ A'Ax) A fixy)

ATk ' h:

d’aprés notre remarque la limite du second membre, pour & = o,

A flry)
i

est au moins 2y, donc on a

A? flry)

?(Il): It

Le théoréeme est démontré.

Supposons, en particulier, que @ soit constamment nulle; alors
A2/(.r,) est constamment nulle. Quels que soient z, &y, £, ona
donce

’

S+ +fir)—a2f

r+r +h
) =0

f(z.)+f(z+/c)—zf(-ait—'j~—h)=(».

Cest dire que les deux différences f(x,+ h)— f(xr,) et
f(x+h) — f(x) sont égales ou, en d’autres termes, que f(r)
s‘aceroit de quantités égales quand la variable s’aceroit toujours
de la méme quantité. D'aprés un raisonnement bien connu et
qu'on développe ordinairement a l'occasion du mouvement uni-
forme on doit conclure de la que f est une fonction linéaire. D’od
le théoreme de M. Schwarz : les seules fonctions continues qui
ont une dérivée seconde généralisée constamment nulle sont
les fonctions linéaires. La dérivée d’une différence étant la dif-
férence des dérivées, on peut encore dire : deux fonctions conti-
nues dont les dérivées secondes genéralisées sont partout finies
et égales ne différent que par une fonction linéaire. Cela fixe
le degré d'indétermination du probléme qui consiste a chercher
une fonction connaissant sa dérivée seconde généralisée; ce pro-
bléme sera étudié au Chapitre V.

7. Ensembles e points. — C'est a I'occasion de la théorie des
séries trigonométriques (voir n® 61) que M. G. Cantor a commencé
I'étude des ensembles de points. Je me contenterai de rappeler ici
un certain nombre des délinitions posées par M. Cantor, renvoyant
pour une étude plus compléte a la Note qui termine mes Legons
sur UlIntégration.
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Un point P est point limite de I'ensemble E si tout domaine (1),
contenant P a son intérieur. contient aussi des points de E. L'en-
semble des points limites de E constitue le déricé E'de E. Le dé-
rivé E” de E' est le second dériveé de K. On forme ainsi une suite
finte ou méme transfinte de dérivés. Si 'un d’eux ne contient
aucun point, E est dit réductible.

8. Ensembles mesurables; fonctions mesurables (*). — Ap-
pelons éntervalle les domaines spéciaux obtenus en assujettissant
chacune des coordonnées a une inégalité telle que a; <<ar; <<b;.
La mesure d’un tel intervalle, lesaxes élant vectangulaires, est par
définition le produit des dilfévences (b; — «;).

Soit E un ensemble de points tous contenus a Pintérieur d’un
intersalle 1. Enfermons les points de K dans une infinité dénom-
brable d'intervalles ¢ et soit 2 la limite inféricure de la somme des
mesures des ¢ quand on choisit ces intervalles de toutes les
maniéres possibles. Soit 3 la limite analogue relative a I'ensemble
des points de [ ne faisant pas partie de E. Si 2+ 3 est égale a la
mesure de I, E est dit mesurable et sa mesure cst égale 4 a. La
mesure d’un ensemble ne dépend ni des axes de coordonnées ni,
ce qui est la méme chose, de la position de I'ensemble par rapport
a ces axes,

L’ensemble somme de E et de K. ¢’est-a-dire celui qui est formé
a l'aide des points de E et de E,. est mesurable si E et E, le sont.
La mesure de E 4 E; est la somme des mesures de E et de E,,

si Eet E; n'ont pas de point commun. Ce théoréme s'étend a la
somme d'un nombee fini quelconque d'ensembles ¢t méme a la

somine d’une infinité dénombrable d'ensembles.

Si P'on considére les ensembles mesurables E,. E., ... en
nombre fini ou dénombrable, 'ensemble ¢ des points appartenant
a la fois a tous les E; est ausst dénombrable ; sa mesure est la limite
inférieure des mesures des E; dans le cas particulier oa chaque
ensemble [ contient les ensembles d'indices plus grands, E, .,

l":i+2, c e

(') Il s'agit ici des points d’un espace ayant un nombre quelconque de dimen-
sions.

(2) Pour les démounstrations, voir wmes Lecons sur l'Integration, Chap. 111
et VIL
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A Tlaide de ces énoncés on s'assurera facilement que tous les
ensembles actuellement connus sont mesurables.

On dit qu'une fonction fd’une ou plusieurs variables, définie
dans un certain intervalle, est mesurable si, quels que soient a
et b, I'ensemble des points pour lesquels on a « < f< b est me-
surable. les fonctions continues sont évidemment mesurables,
puisque, pour les fonctions continues, les ensembles considérés
peuvent étre obtenus en formant des sommes d’intervalles. De
méme, les fonctions croissantes sont mesurables, donc les fonc-
tions & variation bornée le sont aussi, car la somme et le produit de
deux fonctions mesurables sont des fonctions mesurables; la limite
d'une suite de fonctions mesurables est mesurable. Démontrons,
par exemple, cette derniére propriété; soit fla limite des fonctions
mesurables £, fa, .. .. Désignons par E, I'ensemble des points en
lesquels on a a < f, < b; E, est mesurable. Soit E# I'ensemble,
mesurable, des points communs a E,, E,,, E, ., .. .. Soit enfin
E la somme E' + E2 4 ... 1] est évident que E est mesurable, et
c’est I'ensemble des points en lesquels on a a < f<< b.

De la résulte, en particulier, qu’une série trigonométrique con-
vergenle ne peut représenter qu'une fonction mesurable; d’ail-
leurs, toutes les fonctions actuellement connues sont mesurables.

9. Théoréme sur la convergence des séries. — Soit une suite
S far ... de fonctions mesurables, I'ensemble des points ou elle
converge est mesurable. On obtient, en effet, cet ensemble & par
le procédé suivant. On forme les ensembles I, , y a I'aide des

. . I .
points en lesquels on a | £, — fu,p| < N on prend les points

communs a tous les ensembles E, , , ayant les mémes indices n
et N, ils forment un ensemble K, y: on forme les sommes Ey de
tous les ensembles E, y ayant N pour second indice; on prend
enfin Pensemble ¢ des points communs i tous les Ey. ot N est
entier. Tous les K, , . E, . E,, ¢ sont mesurables.

Ceci posé, soient ¢, I'ensemble mesurable des points en lesquels
onalf,— fl<s et {,'ensemble mesurable des points communs
aep, pyy.... L'ensemble mesurable &+ (8, — &) (3 — o) ...
contient ¢, il est formé d’ensembles sans point commun, done, en
prenant dans la série précédente un nombre n, suffisamment
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grand de termes, on a un ensemble somnme (qui n’est autre que p)
dont la mesure est au moins égale a celle de ¢.

De ce raisonnement général tirons deux énoncés particuliers
qu'on utilisera plus loin (*). Pour eela remarquons que f est la
somme de la série convergente f, + (/2 — fi) +. ...

Pour les points de £, tous les restes de cette série, a partir du
n*¢, sont inférieurs en valeur absolue a e, et tous les termes, a
partir du "¢, sont inférieurs en valeur absolue & 2:. Done : sé
une série de fonctions mesurables converge en lous les points
d’un intervalle, les points e cet intervalle pour lesquels I’un
des restes, a partir du n‘me, p'est pas inférieur a € > o. en va-
leur absolue, est de mesure aussi petite que Uon veut, a condi-
tion de prendre n asses grand; ou encore : Soit T, Uensemble
des points en lesquels le n‘émc terme d’une série de fonctions
mesurables ne surpasse pas, en valeur absolue, un nombre
positif ac; s'il existe une infinité d’ensembles T, dont la mesure
ne surpasse pas, on peut affirmer que la mesure de ’ensemble
des points de convergence est au plus égale a 1.

10. Définition de Uintégrale. — Soit f une fonction mesu-
rable; divisons l'intervalle 4 une dimension (— %, + ) en une
infinité dénombrable d'intervalles partiels a l'aide de nombres
croissants l; (é=o0,1,2,... d’'une part, —1, — =2, ... d’autre
part), tels que iy, — I; ne surpasse jamais 7. Soit ¢; la mesure de
I'ensemble des points en lesquels on a

LEf< iy (2):

formons la série infinie dans les deux sens

+ o
2 lie; = A.

(') Pour un autre énoncé voir LLEBESGUE, Sur une propriete des fonctions
(Comptes rendus de " Acadeémie des Sciences, 8 décembre 1go}).

(?) Cet cnsemble est mesurable, car il est formé des points qui appartienuent,
quel que soit Uentier n, 4 'ensemble des points en lesquels on a

1
[-_ I_l <f<[u-l'
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En général, cette série ne sera pas absolument convergente, mais
elle le sera toutes les fois que f sera bornée, puisque la série se
réduit alors & une suite finie; elle sera aussi convergente pour
certaines fonetions non bornées. A loutes ces fonctions on donne
le nom de fonctions sommables; toute fonction mesurable bornée
est sommable.

Supposons f sommable et intercalons entre les {; d’autres
nombres; la série A sera remplacée par une série analogue A,,
qu'on vérifiera facilement étre absolument convergente, plus
grande que A et plus petite que A + 7 > mesure de I = B. Opé-
rant encore de méme on trouve A, au moins égale a A,, au plus
égale 4 B. En continuant ainsi, de manicre a faire tendre vers zéro
les nombres analogues & #n, on a une suite de nombres A, A,,
\.. ... non décroissants qui tendent vers une limite au plus égale
a B: cette limite est appelée U’intégrale de f dans 1.

Par le raisonnement classique on vérifie que cette intégrale est
indépendante des nombres /; choisis. Pour le développement de la
démonstration, je renverrai a mes Lecons sur I'Intégration déja
citées; on y trouvera aussi les démonstrations d’un certain nombre
de propriétés qui seront utilisées dans la suite et que je vais
¢noncer.

La définition de I'intégrale qui vient d’étre donnée, et qui est
la seule adoptée dans la suite, est plus générale que celle a I'aide
de laquelle Riemann définit I'intégrale des fonctions bornées.
Toutes les fonctions intégrables au sens de Riemann sont sommables
et la définition ci-dessus indiquée conduita leur attribuer la méme
intégrale que la définition de Riemann.

La définition classique, que nous n’adoptons pas ici, conduit a
attribuer a une fonction f(.zr) non bornée autour de » = o, et au-
tour de ce point seulement, une intégrale dans (o, 1) égale a la li-
mite, si elle existe, de I'intégrale dans (€2, 1), quand ¢ tend vers
zéro. ll importe de remarquer que cette définition peut s’appliquer
sans que la définition adoptée ici s’applique; la fonction ;‘ sin i en
est un exemple. Avec la définition adoptée, si f(z)a une intégrale,
S(z)| ena une aussi, cc qui n'est pas vrai nécessairement avec la
définition classique [exemple, Sflz)= lr sin (;‘l—)], plus générale-
ment, si f est sommable, et si ¢ est sommable et bornée, fo est
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sommable. Cela nous permettra d’affirmer que fcospz et fsinpz
sont sommables dés que f Iest.

On démontre aussi que f + 7 est sommable quand f et o le
sont, el que 'intégrale de la somme est la somme des intégrales.
Nous utiliserons aussi ce fait que le domaine d’intégration peut
étre divisé en autant de domaines partiels que I'on veut, a condi-
tion de faire la somme des intégrales étendues a ces domaines.
On peut méme diviser le domaine en ensembles mesurables et faire
la somme des intégrales étendues a chacun de ces ensembles, en
entendant par intégrale de f dans 'ensemble E Vintégrale de la
fonction ¢ égale a f pour les points de E et nulle pour les autres
points.

Ce sont les intégrales qui viennent d’étre détinies que je dési-
gnerai par les notations classiques

.[;Ilfd.r, l/"[‘_/'(l.rd_y,

Relativement aux intégrales multiples, il est atile aussi de savoir
qu’on peut les calculer a I'aide d'intégrales simples successives,
comme s’il s’agissait de fonctions continues, toutes les fois que les
intégrales simples auxquelles on est conduil existent, ce qui ar-
rive, en particulier, toutes les fois qu'il s’agit d’une fonction
bornée représentable par une série de fonctions continues, et c’est
le seul cas que nous rencontrerons ().

11. Propriétés de Uintégrale indéfinie. — Je n’ai pas énoncé
toutes les propriétés de 'intégrale qui seront employées; celles que
j'ai indiquées suffiront & montrer combien I'intégrale des fonctions
sommables se rapproche de l'intégrale des fonctions continues.
Voici maintenant quelques propriétés fondamentales de I'intégrale
indéfinie d’une fonction sommable f d’une seule variable .

=
On appelle ainsi la quantité N + f fdz; cette fonction de z

est continue; de plus, comme elle croit moins vite que la fonction

(') Pour la démonstration voir les n°* 36 & 40 de ma Thése : Integrale, Lon-
gueur, Aire (Annali di Matematica, 1go2).
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X
croissante [ |f| dx, elle est a variation bornée, et nous avons une
‘‘a N

limite su'périeure de sa variation totale (n° 4).

Une autre propriété fondamentale est la suivante : fest la dé-
rivée de son intégrale indéfinie en tous les points, sauf, tout au
plus, pour ceux d'un ensemble de mesure nulle (§ VI, Chap. VIII,
de mes Legons sur UIntégration); complétons ce résultat.

Les points ot f(z) — z n’est pas la dérivée de son intégrale in-
définie forment un ensemble de mesure nulle E(2). Soit € I'en-
semble somme des E(2) correspondant aux z rationnels. Soient z,
une valeur n’appartenant pas i {, 2 un nombre irrationnel quel-
conque, 3 un nombre rationnel voisin de 2. On a

[1fiz)—2i—|/(x)—-BI|S{B—al,
d’onl

<) p—al.

' r o - .
l_l._—xo"/;l./(l')—lld-l' I-T—Tol,[: |flz)—B|dx

Or, d’aprés nos hypothéses. le second terme du premier membre
difi¢re de | f(x,) — 3| de moins de ¢ pourvu que .r soit pris dans
un intervalle (o — h, 2o + h) assez petit. Domc on a

s 1,3—1|+€,

‘lx——'mf'f"”—""x—l.ﬂfo'—al

[+
l|-’"“1'o|.,

[ 1fe)—2ldz— | fize)— 2|

SalB--al e

el, puisque € et 3 — 2 sont aussi petits que P'on veut, | f(x) — 2|

est pour = x, la dérivée de son intégrale indéfinie. Ainsi, sauf

tout au plus quand x, appartient a un ensemble & de mesure

nulle, | f(x) — a| est, pour x = x,, la dérivée de son intégrale

windéfinie, quel que soit a et, en particulier, pour 2 = f(z,).
On utilisera plus loin la formule d’intégration par parties :

b

]
fUvdx:[U(b)\"(b)—U(a)V(a)]——f wV dz,

dans laquelle U et V désignent des intégrales indéfinies de u et o.
On verrait en effet, en remplagant U et V par les intégrales qu’elles
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représentent, que la formule précédente exprime seulement, dans
un cas particulier, la possibilité de remplacer une intégrale mul-
tiple par des intégrales simples successives.

On admettra facilement aussi que si f(z) est compris constamn-
ment entre m et M on a, pour @ < b,

n
mb—a)< [ flzr)yder <M(b—a);
*a
si I'on applique cette égalité i (z, £ 4 &) on voit que I'on a, pour

I'intégrale indéfinie F de f,

m< I‘(.7'+hl:—l'(.7') <M

De méme, ¢n intégrant F, on obtient 7 telle que

) - Fr+h)y+~3F(r—h —253(x)
=~ I

<MW

12. 7'héoréme sur U'intégration des séries. — Soit une suite
convergeant dans un intervalle 1 vers une fonction f et formée
de fonctions mesurgbles f,, fa, ... toutes inféricures en valeur
absolue a une constante K. Soit E, I'ensemble des points de I en
lesquels quelqu’une des dilférences | f, ., — f| est supéricure a ¢;
soite,=|l—E,. Ona

f,fn-o—,:dT =ffn+pd-'l'+ [fn+pdﬂ\
I Cn *"Ep

La premiére intégrale du second membre différe de fdz au
p g .
e,
plus de € multiplié par la mesure de ¢,, donc au plus de e/, ¢ dési-
nant la mesure de [. La seconde intégrale du second membre est
o]

inférieure en valeur absolue a K myltiplié par la mesure m, de E,

et cela est vrai aussi de ffd.r. Donc on a
E

|ffdz——ff,,+,,dz"<2Km,,+ei;
1 ] i

el, puisque m, tend vers zéro el que ¢ est aussi petit que I'on veut,
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il est démonuwé que, dans les conditions indiquées, U’intégrale
de f est la limite de U'intégrale de f,.

Si l'on écrit f=f, + (f2— /1) +. .. ona unthéoréme sur P'in-
tégration des séries qui comprend, comme cas particulier, le théo-
reme bien connu sur les séries uniformément convergentes.

Remarquons encore qu’il importerait peu que la suite ne tendit
pas vers f pour les points d'un ensemble de mesure nulle ¢, car,
d’une part, il suffirait de faire rentrer les points de ¢ dans E, e,
d’autre part, quelles que soient les valeurs attribuées & f pour les
points de &, I'intégrale de f restera la méme.

13. Théoréme général sur les fonctions sommables. — Ce
théoréme va nous faire connaitre une propriété de toutes les fonc-
tions sommables qui, dans le cas particulier des fonctions conti-
nues, résulte iinmédiatement de la continuité uniforme. J'énonce
ce théoreme pour le cas d'une seule variable : S¢ f(zx) est som-
mable, l’'intégrale

8
V= [ 1fred)—filde <Y
J,

tend vers zéro avec 6.

Remarquons que 'énoncé suppose f définie dans (a, y) plus
grand que (2, 3) et qu'on doit prendre 5 au plus égal a y — 3.
Maintenant on a, f et f, étant sommables,

Y
J(f.a);zf Ifldr.  3Cf, )23 fur 3) +I(f—fr. 8):
E 3
d’ou

Y
J(ﬁa):J(f1.3)+af Lf — /i |der.

X
Ceci posé, si [ est assez grand, en appelant £, la fonction égale a f

pour | f| <! et zéro pour | f| > lvf. |f—/i|dzr sera plus petite
que g, d'ou *
J(f, a).;_-l(fh 8)-{—-').6,

et il suffit de démontrer le théoréme pour la fonction bornée f,.
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Divisons (— {, + [) en 2p parties égales et soit f3 (A prend les

valeurs —p, —p+1, ..., p— 1, p) la fonction égale a f, pour
. e W A1)l

les points ou l'on a > i< (+')

mules du début, il résulte que Fon a

et nulle ailleurs. Des for-

+p +p

Y S, 3):—521(-/‘;’.’ 3’*"‘(‘[7(’/'—2}'1)""'
__P A -r

et comme, dés que p est assez grand, le second terme du second
membre est aussi petit que 'on veut, il suffit de démontrer la pro-
priété pour une fonction, telle que f;, ne prenant que deux va-
leurs o et A.

Soit  une telle fonction ne prenant que les valeurs o et A.
Soient E 'ensemble des points ou 3 ditfere de zéro, £ un ensemble
d’intervalles contenant E ¢t dont la mesure ne différe de celle de E
que de 7 au plus; soit &, un ensemble formé a I'aide d’'un nombre
fini des intervalles de ¢ et dont la mesure ne difféere de celle de ¢
que de n au plus. Soient enfin @ et ®, deux fonctions égales a A
pour les points de ¢ et ¢, respectivement et nulles pour les autres
points. Alors on a

Y Y
S le—eldriialn, e —eidrz]aly,
« a

d’on
J(?y a):'l ('1)“ a)+"l|\l"lv

et il suffit de démontrer le théoréme pour ®,. Mais ®, n’ayant
qu’'un nombre fini de points de discontinuité on peut trouver @,

~Y .
continue et telle que / |®, — ®,| L soitinférieure a g, alors on a
A §
J(dy, 8)S ) (Psy 8) + 25,

ct, comme le théoréme est vrai pour ®,, la démonstration est
achevée.



CHAPITRE 1.

DETERMINATION DES COEFFICIENTS DES SERIES TRIGONOMETRIQUES
REPRESENTANT UNE FONCTION DONNEE.

14. Définition des séries trigonométriques. — Une série tri-
gonométrique est de la forme

1 ) . .
—ay~+ (aycosx + b, sinz) + (ascos2x + by sinax)+. ..,
2

les a et les b étant constants; cette série peut aussi s’écrire
po—+ prcos(z -0;)+ pycos2(x —0g) +...,

les p et les 6 étant constants.

Lorsqu’une telle série est convergente elle représente une fonc-
tion de r de période 27; aussi, lorsqu’on s’occupera de la repré-
sentation d’une fonction f () par une série trigonométrique, on
supposera toujours qu’il ne s’agit de la représentation de f(z) que
dans un intervalle (2, 27 + 2) (') d’étendue 2= et 'on modifiera,
s'il est nécessaire, f(z)en dehors de cet intervalle de fagon que
I'on ait toujours f(z + 2x) = f(z). Cette opération conduira, en
général, a une fonction discontinue aux points o'+ 2 Ax; dans les
cas ordinaires, ces points de discontinuité seront de premiére
espece.

Si z et z, ne différent que d’un multiple entier de 2, ils jouent
le méme role dans les raisonnements, aussi sera-t-il toujours
presque inutile de distinguer x et z,. Nous écrirons, en emprun-
tant cette notation a l'arithmétique et a la théorie des fonctions
elliptiques, z = 2, qu’on lira « x est congrue & x, »; étant sous-

(') L'extrémité 2 + a est exclue.
L. 2
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entendu, sauf indication expresse du contraire, suicant le mo-
dule »7.

Si, dans une série trigonométrique, tous les b sont nuls, on a une
série de cosinus; si tous les a sont nuls, on a une série de sinus.
Ces séries furent seules considérées au début, mais elles ont I'in-
convénient de changer de forme si I'on transforme z en z + K,
tandis que cela n’arrive pas pour les séries trigonométriques com-
pletes. En d’autres termes, 'origine £ =0 n’est pas un point
remarquable pour une telle série tandis que c’est un point jouant
un rdle spécial pour une série de cosinus ou de sinus. Dans
le premier de ces deux cas, on a, en effet, pour la somme 3 (),
¢(z) =0 (—x); et pour la somme ¢(x) d’'une série de cosinus
on a §(xr)=—19(—x). Ces deux relations, jointes a I'égalité
S(x)=9(z)+ ¥(x), permettent de calculer les sommes des séries
trigonométriques de sinus et de cosinus en lesquels on peut décom-
poser une série trigonométrique compléte de somme f(x), a sup-
poser ces trois séries convergentes. A cause de ces relations on
peut soit, comme le fait Fourier, ne s’occuper que de la détermi-
nation des coefficients des séries trigonométriques de sinus ou de
cosinus propres a la représentation d'une fonction 2 () ou ¢ (z)
de 0 a =, et en déduire les formules relatives a la représentation
d’une fonction f(x) dans (0, 2®) par une série compléte. soit
adopter, comme plus loin, la méthode inverse.

Les séries trigonométriques sont constamment employées en
Astronomie et dans certaines parties de la Physique mathéma-
tique; on les a utilisées aussi dans toutes les branches des mathé-
matiques pures, méme dans la théorie des nombres. On verra plus
loin quelques applications géométriques et analytiques immeédiates
de la théorie des séries trigonométriques, mais je dois signaler dés
maintenant le rapport étroit qu’il y a entre les séries entiéres et
les séries trigonométriques. Si I'on fait 3 = ¢*" dans la séric

1 .
7% +2(a,, - iby) 3P,

on retrouve la série trigonométrique écrite au début de ce para-
graphe. L'étude des séries trigonométriques est donc P'étude sur
une circonférence de la partie réelle d’une fonction analytique.

o . . . 2T
Si, dans une série trigonométrique, on remplace z par —, on a
a
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une nouvelle série qu’on appelle ordinairement une série trigono-
métrique et a laquelle évidemment s’appliqueraient tous nos énon-
cés moyennant de légers changements (').

15. Comment fut posé le probléme de la représentation
d’une fonction arbitraire par une série trigonométrique (2).
— Dans un Mémoire Sur les inégalités du mouvement de Ju-
piter et de Saturne, Euler, pour la commodité des calculs pra-
tiques, remplaca des expressions de la forme (1 — g cosw)~# par
des séries de cosinus (3).

Cette transformation parait avantageuse a Euler, parce que, dans

les intégrations qu’il a a effectuer, cospw va se transformer en
sinpw

> et la présence de ce dénominateur p, augmentant la con-

vergence (d’aprés Euler), diminuera le nombre des termes de la
série qu’il faudra calculer pour avoir une approximation suffi-
sante.

Euler est donc conduit a la considération de séries trigonomé-
triques, mais il n’est pas conduit par ses recherches astronomiques
a se demander si toute fonction est représentable trigonométri-
quement. Cette question fut posée par Euler en 1753, a 'occasion

(') Je laisserai aussi de coté les séries trigonomélriques qu’on obtient en rem-
plagant cospz. sin pz par cosn,Z, sinn,z; n, étant Pune des racines d'une équa-
tion transcendante, par exemple de I'équation na = (1 — hzx)tangna considérée
par Fourier.

(2) Pour toutes les questions historiques relatives a la théorie des séries tri-
gonométriques, on consultera avec profit un Essai historique sur la representa-
tion d’une fonction arbitraire d’une seule variable par une serie trigonome-
trigue de M. Arnold Sachse quon trouvera traduit duns le Bulletin des Sciences
mathematiques et astronomiques de 1880.

(®) Le Mémoire d’Euler, bien qu’il ait remporté le prix de I'Institut en 1948,
manque 3 la plupart des collections du Recueil des piéces ayant remporte le
prixz de I’ Academie royale des Sciences; on en trouvera la raison dans la Pré-
face du Tome VII de ce Recueil. M. Fatou, auquel j'adresse ici mes remerci-
ments, a bien voulu aller consulter le Mémoire d’Euler 4 la Bibliothéque de I'In-
stitut et m’en analyser le contenu.

On trouvera des renseignements sur le Mémoire d’Euler dans le Tome II des
Recherches sur differents points du systéme du monde de d’Alembert (Paris,
1754) et dans un Mémoire de Clairaut ( Histoire de !’Académie royale des
Sciences, 1754 ).
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d’un Mémoire de Daniel Bernoulli Sur les cordes vibrantes (*).

Ecartons de sa position d’équilibre une corde tendue dont les
deux extrémités sont fixes et abandonnouns-la au temps o sans
vitesse initiale. Soient / la longueur de la corde en équilibre, ) le
déplacement au temps ¢ du point qui est a la distance z de I'on-
gine fixe de la corde quand elle est en équilibre. Bernoulli dé-
montre que la formule

y= Za,, sinp 1% cos pkt,

dans laquelle 4 est un coefficient dépendant de la corde, fournit
une solution du probléme, et il regarde cette solution comme la
plus générale possible.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut, fit remarquer Euler, que, pour
t = o, la formule donnée, qui se réduit alors a

y =Zz,,sinpz1—z,

puisse représenter la courbe position initiale de la corde. Or, a
I'époque d’Euler, on distinguait deux espéces de courbes : les
courbes géométriques, pour lesquelles y et x étaient liées par une
relation analytique, et les courbes arbitraires qui correspondaient
4 un trait tracé a volonté (2). Pour Euler et ses contemporains, il
était certain que la seconde catégorie de courbes était plus vaste
que la premiére; or, pour que l'affirmation de Bernoulli fit fon-
dée, il aurait fallu que la courbe arbitraire, position initiale de la
courbe, pit se définir analytiquement a 'aide d’une série trigono-

(') Les travaux d’Euler et de Bernoulli sont imprimés dans les Memoires de
U’Academie de Berlin.

Pour ce qui concerne la discussiva sur les cordes vibraates, on lira avec intérét
V’Historique que Riemann a placé au débutl de son Mémoire Sur la possibilite
de representer une fonction par une serie trigonometrique (QEuvres mathe-
matiques de Riemann), ou le Chapitre de la Section 1 des premiéres Recherches
sur la nature et la propagation du son de Lagrange (GEuvres, L. 1).

(?) Jusqu'a Euler, on avail complétement banni ces courbes arbitraires des
Mathémnatiques; a l'occasion du probléme des cordes vibrantes, Euler avait cru
pouvoir leur appliquer cerlaines des opérations du Calcul infinitésimal, mais la
légitimité de ses raisonnements était généralcment contestée.
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métrique, c’est-a-dire en somme que toute courbe arbitraire fut
une courbe géométrique. '

Le cas le plus simple qu’on avait a considérer était celui d’une
position initiale polygonale de la corde ('). Si I'affirmation de
Bernoulli était exacte, il fallait qu’une série trigonométrique
pit égaler une fonction linéaire dans un intervalle et une autre
fonction linéaire dans un autre intervalle; ou, si 'on veut, il fallait
que deux expressions analytiques fussent égales dans un intervalle
et inégales dans un autre. Tout cela paraissait impossible (2).

La question de la représentation des fonctions arbitraires par
une série trigonométrique fut a nouveau posée par Fourier. Le

premier probléme qu'il traite dans sa Théorie de la chaleur peul

. . . ™
se ramener au suivant : les deux demi-droites y > o0, z ==* 3

sont maintenues a la température zéro, le segment (—— ;—t, + %)

est maintenu dans un état de température constant et donné, quelle
est la distribution de la température, supposée stationnaire, dans
la portion du plan, homogéne et isotrope, limitée par ces trois seg-
ments de droite? Fourier démontre qu’on obtient une solution du
probléeme en prenant, pour la température V,

A\ =2 ap,e-tP—Vycos(2p —1)7,

et ce sera la solution générale si, en faisant, dans cette formule,

(') « La maniére ordinaire, pour ne pas dire l'unique. de faire sortir une
corde de son état de repos, c'est de la prendre par un de ses points et de la
tendre en la tirant, ce qui lui donne la figurc de deux lignes droiles qui font un
angle entre elles. » ( D’ALEMBERT, Opuscules mathématiques, t. 1, p. 41; voir
aussi t. 1V, p. 149.)

(?*) Comme on admettait que deux expressions analytiques égales dans un in-
tervalle sont égales partout, on admettait qu'il suffit de se donner une fonction
4 définition analytique dans un intervalle, si petit qu’il soit, pour qu’elle soit par
cela méme déterminée dans tout son domaine d’existence. D'ou le nom de func-
tiones continuee donné par Euler a ces fonctions. C'est aprés Cauchy que les mots
Jfonction continue ont acquis leur sens actuel.

La propriété qu’Euler croyait reconnaltre a ses functions continues est celle
qui caractérise les fonctions analytiques d’une variable complexe. Jusqu’a Weier-
strass, qui fit voir que deux expressions analytiques d'une variable complexe
peuvent étre égales dans un domaine sans étre égales partout, on admettait géné-
ralement que cette continuité culérienne appartenait a toute fonction de variable
complexe définie par un procédé analytique.
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¥ = o, on peut représenter la loi arbitraire de température donnée
T T . N g ey

pour — - Jr < - C’est a nouveau la possibilité de représenter

une fonction arbitraire par une série trigonométrique qui est er
question.

. . 1
Pour le cas le plus simple, celui ou V est constant de — -

. . . .o . . L, . .
a-, Fourier est ainsi conduit a la considération de la série (C

. ., . . . T 3
que P'on verra plus loin (n® 21) et qui est égale a = de — — a -
] M
. k4 ®, 3% . , . . L.
etd — = de = 4 —. De sorte qu'une série trigonoméltrique peu
J P 2

représenter des fonctions discontinues (au sens actuel) et que dews
expressions analytiques peuvent s’égaler dans un intervalle san:
s’égaler partout (*).

Nous allons maintenant nous occuper de la détermination de
coefficients des séries trigonométriques propres a représenter de
fonctions données.

16. Formules d’Euler et Fourier. — La méthode classiqu
consiste a raisonner comme si la série trigonométrique cherché
élait nécessairement uniformément convergente, ou du moin
intégrable (terme a terme) de o a 27, méme apres mnultiplicatiol
par cospx ou sinp.z. Alors, en se servant d’identités évidentes, o
obtient les coefficients de la série cherchée, soit

' . .
Sflx)= ekl cosxr + by sinx + aycosax + by sinaar +. ..,

en intégrant cette égalité de o a 2= aprés 'avoir multipliée terme
terme par cosp .z ou sinpx (p entier positf ou nul). Cela donn

1 2T

27
a,,=$f Sf(z)cosnzx dx, b"::;tj Sflr)ysinnzdx;
tJo 0

ces formules, dans lesquelles I'intervalle (0, 2®) peut étre rem

(') Cest parce que les fonctions délinies analytiquement peuvent ne posséd
ni la continuite eulerienne, ni la continuilé ordinaire, que I'on renonce en génér
maintenant a définir les fonctions par les expressions analyliques.

Ici, j'ai adopté la définition de Riemann : y cst fonction de z quand, a z arb
traire, correspond une valeur bien déterminée de y.
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placé par Pintervalle (2, 27 + «), sont connues sous le nom de
Sformules d’Euler et Fourier. Riemann croyait qu’elles étaient
dues a Fourier; en réalité, Euler les avait démontrées antérieure-
ment par le procédé que je viens d’indiquer (') pour le cas d’une
série de cosinus. Pour ce cas et pour celui d’une série de sinus, si

I'on pose
f(x)=izo+2a,,cosn.r ou f(.z'):Zﬂ,, sinnx,

les formules précédentes deviennent, en tenant comple de la
remarque du n° 14,

5 T 9 T
z,,=_-_/ Sf(x)cosnrdz, {3,,:; [ f(z)sinnzxdz (%)
() N

17. Formules d’interpolation. — 1’une des méthodes qu’a
employées Euler pour calculer les coefficients 2, conduit a des
formules d’interpolation trigonométrique intéressantes. Cette mé-
thode n’est pas rigoureuse, elle suppose que la série 21,, est abso-
lument convergente.

Dans la formule f(z)= il" —4—21,, cos pr, faisons successi-

(') Nova Acta Akad. Petropolitance, t. X1, année 1593, Volume paru en 1798.

(*) Voici quelques indications historiques : Dans son Mémoire de 1748, Euler
donne I'expression de =z, a l'aide de séries (voir n* 18). Euler donne de plus,
sans démonstration, des expressions approchées de =z, ct &, qu’il avait trés pro-
bablement ubtenues par la méthode qu’il a fait connaitre e¢n 1798, dans le
Tome déja cité des .Yova Acta, en méme temps que la formule générale du texte
qui fournit « .

Avant l'apparition des Mémoires d’Euler (datés du 26 mai 1777), on trouve la
formule qui donne z, 4 la page 66 du Tome II des Recherches de d’Alembert sur
differents points du systéme du monde (1554). La formule générale qui donne «,
se trouve dans un Mémoire de Clairaut (daté du ¢ juillet 1957). publié en 1959
dans I'Histoire de ' Academie royale des Sciences, année 1734.

l nc formule fort voisine de celle qui donne 3, se trouve dans un Mémorre de
Lagrange, paru dec 1562 a 1765 (page 353 (du Tome I de ses QEuvres complétes).

Eafin, les formules qui donnent «,, B, a,, b, se trouvent dans la Theorie ana-
lytique de la chaleur, par Fourier (Art. 219 et suiv.). Fourier avait d’abord
fait connaitre ses résultats par une Note communiquée a I'Académie des Sciences
le 21 décembre 1805.

Daus les paragraphes suivants, les méthodes qui ont é1é employées par ces
géometres se trouvent indiquées.
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= = = - .
vement r =o. —-2-: .... 71— 1= el ajoutons les résultats. Le

coefficient de z, sera la somme des cosinus des arcs se terminant
aux sommets d'un polygone rigulier. Par suite ce coeflicient est
nul. sauf si tous les arcs ont méme extrémité. ce qui exige que p
soit divisible par 22 ¢ *1. Nous avons donc

Z/li:) 2; i Zyga:

avec nos hvpothéses. il est légitime de néghizer la séne du second
membre dés que n est assez grand. et I'équation précédente fournit
une valeur approchée de z,.

De méme partons de la formule

-
1 v
[ X ocossr =-2, 00531 — 2, CNEPTCOEIST
2 -t
=1
-
: 'y
= -2, CO83IX — - 2, Cs P — 31X — I, CVR P - IXD
2 2 ot )

=1

- x = -
faisons v r —o. 27 "-or m—u - et ajoutons. Pour 3 <n on

T Cela peut aussi se véritier a ande de~ formales qui dearent s sommes de
sinas ou d¢ cusisus darvs em progresse o anthmetique

. -~ m—1
r=m $a{d - — 3iso S
E sim 2 — p3v = - = -
t
=» N’ -3
? "
”m—
r=m Rl & — — 3o <
E v:v'?'rl—P. = — - s
= wa -3
=2 ;
la secwade d,age. on particalwr. wae bewmzie qura wtiisera pluas ea
= T
r=m Neim — -3
t v :
- - Bal 3 - = -
x abd [y
= LT I
.
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trouve .
n—1 . -
22] iﬂ:)cosz”r a+2(¢' + 2 );
n n o n - %2 Qgn—23 2gn+zs)y
i=o0 q=1

formule d’ou I'on tire une valeur approchée de =..
Ces valeurs approchées seraient rigoureusement exactes si tous
les coefficients, a partir de z,, étaient nuls. Donc, si 'on pose

i=n—1 p=n—1

, 2 .7 iw v, , .
ap =~ S t;)cosp—n—y ?(:t)=;ao+ 2, COS PT,
i=0 p=1

la fonction o(z) égale f(z) pour z =o, E, cees (R — 1);- Cette

formule d’interpolation trigonométrique est due a Clairaut qui
aremarqué, de plus, qu’en faisant croitre n, 2, tend vers la valeur a,,
définie par les formules du paragraphe précédent.

On peut traiter de méme le cas d’une série de sinus; cela con-
duit a poser

i=n—1 p=n--1

, 2 .\ . Im . ..
p,,:z 2 f(t;)smp;: Y(z)= 2 Bpsinpz,

i=1 p=t

la fonction ¢(x) ainsi définie égale f(z) pour xr = ;;1, 2’:;, ooy

(n—1) ’3‘ Cette formule d’interpolation est due a Lagrange.

On a parfois considéré comme évident que 3¢.x) et §(z) tendent
vers f(z) quand n augmente indéfiniment; cela n’est nullement
certain et il se pourrait que, pour certaines fonctions f(z), les
fonctions o(r) et ¢(z) ne s’approchent pas indéfiniment de
S(x) (*). Je me contente de signaler cette question et je lermine
ce paragraphe en indiquant quelques formules d’interpolation tri-
gonométrique.

(') C'est ainsi que MM. Runge et Borel ont montré récemment que la formule
d’interpolation ordinaire de Lagrange ne permettait pas, dans tous les cas,
I'approximation indéfinie des fonctions continues (voir la Zeitschrift fur Math.
und Physik, t. XLV, p. 229 et les Legons sur les fonctions de variables reelles
de M. Borel, p. 75).
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Supposons qu'on veuille trouver une série trigonométrique
limitée égale & f(z) pour r =z, £ =1x,, ..., x =Z,. Alors on

pourra prendre 4 (z) _—_2 Pi(z) f(x:i), Pi(z) étant une série tri-

gonométrique limitée nulle pour toutes les valeurs xy, z,, ..., Zu
sauf pour z; ou elle doit se réduire a 1. On peut prendre, par
exemple, P,(z) égale a I'une des quantités

(sinz — sinx,) (sinr — sinry)...(sinz —sinz,)

0 0 0 ] 0 T )
(sinry— sinxy ) (sinxy — sinx;)...(sinxr; — sInx,)

sin(xr -xy)sin(x — x3)...5inixr —z,)
SIN(xy — Ty) Sin(F) — F3)...5IN(xy— Zp)

Bien entendu les z; ne peuvent pas étre absolument quelconques;
il ne faut, par exemple, avec 'une ou I'autre forme de P, (z), que
Pon ait

Ty = Ty+ 27.

Quand on a trouvé une série trigonométrique limitée répondant a

la question, on peut évidemment en avoir d’autres. Par exemple,

on peut multiplier P, () par ;‘

(z) ’ . .
z ): pourvu que ce soit une Sél‘le
1

(
trigonométrique limitée et que A(.r) soit différent de zéro; pour
z,7# 0, on pourrait prendre A(x)=sinz. On peut ajouter a la
série trouvée une série de méme nature s’annulant pour tous
les x;, par exemple

Y(x)sin(x — .ry)sin(xr — z,)....

Sf(zx)

z(r)
obtenu par 3(z), 3(x) étant une série trigonométrique limitée ne
s’annulant pas pour les valeurs considérées de .c (*).

On peut aussi appliquer la formule a et multiplier le résultat

18. Méthode de Fourier. — Fourier cherche i déterminer
les B, de fagon que I'on ait f(x) =2,’5P sinpr, f(x) élant une

fonction donnée par sa série de Taylor. Il admet pour cela que

(') Cet artifice est du & Lagrange (voir I'endroit cité de ses Gkuvres).



DETERMINATION DES COEFFICIENTS. 27

’

'on peut différentier indéfiniment terme a terme le second membre
et il égale les dérivées de / calculées pour z = o al'aide de la série
entiére d’une part, 4 Paide de la série trigonométrique d’autre
part. Pour que cela soit possible il faut évidemment que f et toutes
ses dérivées d’ordre pair soient nulles pour x = o; aussi Fourier
prend-il f(z) sous la forme

flz)=A\z— %’-x3+ -?-!‘31:5— %’-z"—f—....
Les A sont connus, les 3 sont inconnus et 'on a pour les déter-
miner une infinité d’équations, oblenues par le procédé indiqué,
et qui sont de la forme

(a) Ap=Br+ 2P+ 3PP+ 4PBi+. . .,

p €étant un nombre impair quelconque. Pour tirer 3, de ce systéme
infini d’équations a une infinité d’inconnues (') Fourier limite le
systéme aux m (m > r) premiéres équations dans lesquelles il
annule toutes les inconnues, a partir de $,.,,. La résolution de ce
systéeme fournit pour 3, une valeur 37" dont Fourier cherche la
limite pour m infini. Ce mode de résolution préte a bien des
objections : d’abord il n’est pas évident que la limite des B soit
une solution, puis il n’est pas évident que cette limite soit la seule
solution. Comme je n’essaierai pas de rendre rigoureuse la méthode
de Fourier, j'emploierai un procédé de résolution peut-étre plus
critiquable encore, mais plus rapide : le procédé des coefficients
indéterminés (*).

Si nous ajoutons les équations («) multipliées respectivement
par des facteurs %, Ay, A5, ..., On aura

p,-: k|A|+A3As+A5A5+..-,

(') Relativement a de parcils systémes d’équations on pourra consulter des
travaux de MM. Poincaré (Bull. de la Soc. math. de France, t. XIII et XIV),
Borel (Annales de I’Ecole Normale, année 18go), von Koch ( Act. Math.,t. X
et XVI), Cazzaniga (Ann. di Mat., années 1897 et 18g8). i

(?) Il parait d’ailleurs bien difficile, sauf peut-étre pour le cas particulier ou f
a la période 2%, de rendre rigoureux le procédé qu'emploie Fourier pour déter-
miner les §; pour le cas simple ou f =z, ce qui est le premier des exemples de
Fourier, les scries qui figurent dans les équations (a) sont divergentes.
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a condition que l'on ait. pour ¢ entier positif différent de r,

0o=khg— M@ +hg+...

et
l=1,r—l,r‘—k;r'-.-....

La fonction
QT =MT — A3 — ASrs—_ .

doit donc étre une fonction entiére impaire, nulle pour r entier
différent de *=r. égale a 1 pour r =+ r. On peut prendre

' arsinxrx

N T)=1—IV- P g
(— ot =t ==t
== e (R -m) =G -s )
./ = 1 = 1 =? 1 .
Tl -mEsTRT =) )

D’ou. puisque A, égale fiP'(0) au signe pres.

[ ot DY

Sr=—7T— [_I'\o)-e—fﬂM(%——%)

Fourier ordonne la quantité entre crochets suivant les puissances
- 1 ~ . .
croissantes de _; les coefficients de ces puissances se calculent par

la formule de Taylor et I'on a

w

;..r—l? . [ . 1 -
,=‘———r_ [j«_:»—;f"\z)—,T-.J"":'—"']'

1Y Siloa m'apercevait pas cette forme particuliere de w(x» reposdant a la
questioa va pourrait (ormer la foactioa estiére o (X ). Comamaissamt ses 2éros. a
larde de la méthode de Weierstrass: oa serait aiasi coaduit 2 la foactioa o\ x)»
choisic dams le teate. Mais il est biea évideat que cette foactiva n'est pas la
seule gumi satisfasse asx diti imp 4 u x), soa cube v sausferant tout
ausss been; awssi la méthode de résolutioa du texte esi-elle tres critiquable. Aw
sujet de adéterminmatioa qui se rescoatre ii. voir une Note de M. Borel Sar
Uinterpolation | Comptes rendus. mars 1397 et so8 Memoire Sur les series
divergentes | Annales de "Ecole normale. 139, p. S2).
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Pour calculer la quantité entre crochets, on remarque qu’elle
égale s(=), en posant '

$(2) = f(@) — 5 fB(2) + = [0 (2) +....

Une double différentiation montre que I’on a

1 d’s
s + =1 m:/(x),

équation linéaire dont I'intégrale générale est
x
s=acosrr+bsinrr +rsinrzx S(z)cosrx dx
o
a£
— rcosrx f S(z)sin rz dz,
el

a est nul, car s doit étre une fonction impaire; de sorte que, pour
Z=m=,0na

©
s(m) =(—|)’—'rf Sf(z)sinrxdr,
o

et, par suite, on trouve pour 3, I'expression classique.

La méthode de Fourier est intéressante surtout a cause de
I'ingéniosité des transformations qu’effectue Fourier. La premiére
méthode d’Euler, dont il a été parlé au n* 13, permet aussi d’ob-
tenir la formule classique par des transformations analytiques.

Soit la fonction

Sf(x) =2 A,cosrx:

transformons-la a I'aide de I'identité
2P~V cosPx =cospx + Clcos(p —2)xr + C} cos(p — )z +...,

le second membre étant continué jusqu’au terme en cosz ou au
terme constant. Ordonnons le résultat obtenu par rapport aux diffé-
rents cosinus, nous obtenons une série trigonométrique de cosinus,
le coefficient de cospz étant

.
2, = AP_ (‘}':+2 AIH-S C'Ip+4 A[H—b
P yp—1 op+1 2p+3

+.ee.
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Ce résultat est di a Euler; pour transformer I'expression de 2,
nous remarquerons que I'identité indiquée entraine

= 4=P

I
. S —_ — 2 .
f costrcosprdr =o ou o C,* 5
[
la premiére forme convient au cas ol ¢ est plus petit que p et au
cas ol ¢ — p esL impair, la seconde forme convient aux autres
cas. De la résulte que 'on a

. 11 , T
2, = EEA".[ costx cosprdr = z [ S(x)cospxrde,

/9

pourvu que la série EA” cosP.r soit convergente dans (o, 27%).

a, s'obtient par un procédé analogue.

19. Séries de Fourier. — Les méthodes du numéro précédent
ne s’appliquent que dans des cas trés particuliers; dans les cas
ou les méthodes du n" 17 s’appliquent, celles du n® 16 s’ap-
pliquent aussi. C’est donc ce n" 16 qui nous fournit le résultat le
plus général, mais il ne répond cependant pas a la question que
nous nous étions posée : quelles sont les séries trigonométriques
propres a la représentation d’une fonction donnée. Nous revien-
drons sur ce probleme au Chapitre V; les Chapitres II, 111 et IV
seront consacrés a l'étude des séries trigonométriques remar-
quables dont les coefticients sont donnés par les formules d’Euler
et de Fourier, séries auxquelles, suivant I'habitude. nous donne-
rons le nom de séries de Fourier.

Pour éviter toute confusion, il importe de bien se rappeler le

sens qu'on est convenu de donner au signe / (n° 10). Pour

qu'une fonction admette une série de Fourier, il faut et il suffit
qu’elle soit sommable, auquel cas f el | f| onl une intégrale. La
. Pt , L, . . .
fonction - sin -, par exemple, n'a pas de série de Fourier, bien
qu’avec la définition ordinaire de l'intégrale, définition que nous
n’avons pas adoptée, elle ait une intégrale. Les séries qu’on obtien-
drait en donnant aux intégrales qui figurent dans les formules
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d’Euler et Fourier un autre sens que celui qui a été adopté ici, je les
désigne par le nom de séries de Fourier généralisées. Je ne m’en
occuperal pas; non pas parce que ces séries sonlt moins intéres-
santes que les autres, mais parce que je n’aurais presque rien a en
dire (*).

Jexprimerai la correspondance entre une fonction et sa série de
Fourier par la notation

1 . .
Sf(x)~ ;ao-f-(a, cos.r + by sinx) + (@, cosa2x + by sin2z) +.. .,

empruntée 3 M. Hurwitz et qu’on peut énoncer : f(z) a pour
série de Fourier la série ia.,—}— (aycosr + by sinz) +....

Rien, dans ce qui précéde, ne nous permet d’affirmer que le
signe ~ peut étre remplacé par le signe = pour toutes les fonc-
tions qui ont une série de Fourier (*); nous rechercherons dans
les Chapitres 1l et HI des conditions sous lesquelles la série de
Fourier d’une fonction f est convergente et représente f. On a
parfois prétendu prouver la convergence des séries de Fourier par
des arguments physiques; par exemple, on a dit : une fonction f(z)
de période 2% et continue peut éire considérée comme définissant
la position au temps z de I'extrémité d'une lame vibrante. Cette
lame rend un son qu’on peut décomposer en sons simples (un son
fondamental et ses harmoniques) qui correspondent a des mou-
vements pour lesquels f(x) seraient remplacés par des fonctions

(') A l'occasion du sens a donner au signe [ dans les formules d’Euler et

Fourier, la notion de l'intégrale a éié précisée par Clairaut, Fourier, Dirichlet,
Riemann.

(%) Cela a été cependant admis pacfois. Par exemple, bien qu'il parle & certains
endroits de la nécessité de démontrer la convergence des séries Lrigonométriques
qu'il forme, Fourier semble admettre que toute fonclion qui a une série de Fourier
peut étre représentée par cette séric. Avant lui, Clairaut écrivait au sujelL de la
méthode de détermination des coefficients indiquée au n° 17 : « Un avantage de
la formule précédente, c’est l'universalité de la construction qu’elle dounne; elle
est telle qu'on peut I'appliquer & des fonclions de ¢ beaucoup plus compliquées
que celles que 'on a traitées jusqu'a présent. Dans les cas ou la loi de la fonc-
tion ne sera pas méme donnée algébriquement, dans ceux ou la courbe qui
I'exprime ne seroit donnée que par plusieurs puints, notre maniére de résoudre la
séric s'appliqueroit avec autant de facilité. »
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de la forme 3, cosp(xr — 0,). Donc f(z) est une somme de telles
fonctions.

Il est évident que cet argument ne peut remplacer une démon-
stration mathématique. Dailleurs, et cela infirme tout essai de ce
genre, 1l existe des fonctions gentinues non développables en
série trigonométrique : cela résultera des Chapitres IV et V (').

(') Dans un Mémoire de M. Boussinesq (Journal de Liouville, 1%%1) on trou-
vera d'autres arguments en faveur de la convergence des séries de Fourier.
Je signale la méthode employée au paragraphe I de ce travail: quand on la
développe rigoureusemeant comme l'a fait M. P. Staekel (.Noucelles Annales de
Mathematiques, 1902). cette méthode. qu'on peut rattacher 3 un théoréme de
Riemann [voir LEBESGUE. Sur les series trig etrigues ( 4 les de I'Ecole
normale, 1903)]. est susceptible de conduire a une démonstration de la conver-
geace des séries de Fourier, valable dans des cas ¢teadus et qui est la plus
simple et la plus intuitive que je connaisse.

————



CHAPITRE 1L

THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES DE FOURIER.

I. — SoMMATION DE SERIES TRIGONOMETRIQUES.

20. Généralités. — Lorsqu’une série trigonométrique est donnée
par la loi de ses coefficients, on ne sait pas, en général, recon-
naitre si elle est convergente et encore moins calculer sa somme.
Mais, lorsque la loi des coefficients est trés simple, ce qui arrive
fréquemment dans les applications, on peut parfois calculer la
somme de la série a I'aide d’artifices qu’il est bon de connaitre et
(ui ont permis de sommer bien des séries trigonométriques avant
les recherches générales sur les séries de Fourier. Ces artifices
manquent de rigueur; il serait souvent facile de compléter les
raisonnements, mais cela est tout a fait inutile, car, lorsque ces
artifices nous ont fait prévoir que la série trigonométrique donnée
représente probablement telle fonction f(.r), nous pouvons vérifier
que cette série est la série de Fourier de f(z) et, par conséquent,
nous pouvons appliquer les caractéres de convergence qui seront
donnés plus loin.

21. Procédé d’Euler et de Lagrange. — Je prends comme
exemple la série (C)

1 -
(C) cosx—:icos3x+ cosHrzr —. ...

b

Cetle série est la partie réelle de la série (Z)

“

<

(Z) :—:3-—+-

\J" 3
|
<) ] Y
!
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quand on y fait z = ¢r; alors la partie imaginaire de (Z) est (S)
(S) sin.r—%sin'i.r+%sin3.r....

Or on reconnait la série (7.); c’est celle qui représente la déter-
mination de arc tang 3, holomorphe dans le cercle | 3| <1, qui est
nulle pour 5 =o.

Si I'on ne se rappelait pas ce que représente (Z), il suffirait de
dériver la série (Z) pour retrouver sa valeur :

° ds " [ ds v [ ods i 1+1is
arc tangs = — == —— + - _—"—‘{—--
Jy v+3 2, 1+=3i 21—z 1— 13
1+ 13 . 11z
=— + | ar 2h%|;
'L||—z., [ g(l—l:) ]

en désignant, suivant 'habitude, par | 2| et argz le module et I'ar-
gument de 2. Comme il s'agit de la détermination holomorphe
dans le cercle | 5| <1, on doit prendre A = o. Pour s=e¢/*, on a

x
. lan 2 -
I1+13 . COsSxr . ). ™
— =1 - =1 —tlau"(7—-——)
1—1is3 1+ sinr xr .
1+ (dll" -
~ L © xr
arctangs ==+= - — - L|tang| - — - ||;
4 R 2 L 3 ['I 2 J ’
. . ™ ™~ .
dans cette formule on doit prendre + - ou — > suivant que
i i
T
tang (— - —) est |)osmve ou négalive.
2

En définitive, nous trouvons que (C) représente --i—4 dans
T ™ T /= 3=
(—-- = 4+ —) et — - dans ( =, —) pour r ==+ - ((J) a évidem-
2 2 4 2
ment une somme nulle. Quant a (8), sa somme peut toujours
s'écrire

,.Llan"’( );

-\l ']
#1s

pour & === = la série est divergente.

Cette méthode est celle que I'on emploie le plus souvent dans la
pratique: elle s’applique a toutes les séries trigonométriques qui
correspondent aux séries entiéres que l'on sait sommer, par

Ve
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exemple a celles qu'on déduit par des dérivations, des intégrations
ou des changements de variables, des progressions géométriques,
des séries exponentielles, des séries hypergéométriques.

Lagrange, qui, avec Euler, I'a employé 1'un des premiers, pré-
sente cette méthode autrement (*).

Pour sommer la série (C), Lagrange y eiit remplacé cosnx par
ciu:+ e—inx . . L. . . .
— il aurait été ainsi conduit a calculer la demi-somme
des valeurs de (Z), pour 5 = %+,

Que l'on donne a la méthode 'une ou l'autre forme, elle n’est
rigoureuse que si I'on a étudié, pour | 5| =1, la série qui joue le
rdle de (Z). On n’étudie guére dans les Cours la série (Z) que
pour | z | < 1; aussi notre méthode de sommation appliquée a (C)
et (S) n'est pas enticrement légitimée. Dans ce cas particulier
elle conduit a un résultat exact; mais, dans d’autres cas, elle peut
conduire a des résultats incorrects; c’est ainsi que Lagrange écri-
vait ’égalité

1
0= — + COSZ + COS2T +...,
2

alors que la série du second membre est divergente, comme on le
voit en calculant la somme de ses n premiers termes (2).

22. ‘Procédé de Fourier. — Quand on a sommé une série
trigonométrigue, on en déduit par des intégrations et des dériva-
tions de nouvelles séries qu’on sait _sommer. Je n’insiste pas sur
ce procédé; il manque de rigueur parce qu'une série trigonomé-
trique n’est pas, en général, dérivable terme a terme (n® 34).

Pour le cas de (C) Fourier a employé un procédé intéressant,
qu’on peut utiliser dans d’autres cas.

Soit S,, la somme des m premiers termes (m impair), on a

ds,, . .. . . sin2mzx
- =—sinr +sin3r —sindzx +...+sin(2m —1)r = ————

’
2CO0ST

(') Voir son premier Mémoire : Sur la nature et la propagation du son
(QEuvres, t. 1, p. 109).

(?) Il faut remarquer que, si la méthode peut conduire & attribuer une somme
4 une série divergente, clle ne peut jamais conduire a attribuer une somme
inexacte a une série convergente; cela résulte d’un théor¢me d'Abel qui est rap-
pelé un peu plus loin (n° 25): voir aussi (n°® 31).



36 CHAPITRE 11,

€ .

. 1 sinamzx
Sum ! TR,
2, = cosx

2

Intégrons plusieurs fois de suite par parties en considérant
sinz2mx dx ou cos2mx dxr comme une dérivée; nous rencontre-
rons des difficultés provenant de ce que cosz s'annule, nous ne
nous en préoccuperons pas et nous trouverons que 25, égale une
constante plus la somme des premiers termes de la série

cosa2mzx sec’'r +. ..,

: 1
sina2ma séc’'z +
2t m? 23m3

1 .
— —— Ccos2mx secxr +
a2m

ou les accents indiquent des dérivées, plus une intégrale complé-
mentaire. Fourier admet que cette intégrale complémentaire tend
vers zéro, quand on prend de plus en plus de termes; il admet
donc que la série précédente représente S,,. Or, quand on y fait
m = o, elle se réduit a une constante, la somme de (C) est donc
indépendante de z.

Les valeurs exceptionnelles .« ==+ Z sont évidentes; 1l suffit
alors de voir a2 quoi se réduit la série pour r = o0 ou ® pour en
conclure que (C) égale + ~ dans (— z. Zr-) et — = dans (3, 31—‘)

4 2 2 4 \ 2 2

Lla méthode de Fourier est sujette a bien des objections, et il
ne serait peut-étre pas trés difficile d’imaginer des exemples ou
elle conduirait a écrire une égalité inexacte, mais il ne faut pas
oublier que, comme la méthode précédente, elle a permis, avant
les recherches générales sur les séries de Fourier, de sommer les
séries trigonométriques les plus simples, celles qui sont au-
jourd’hui encore les plus importantes pratiquement. La série (C)
a été sommée pour la premiére fois par Fourier.

On trouvera d’autres sommations intéressantes dans le Mémoire
d’Abel Sur la série du binome (Journal de Crelle, v. 1).

lI. — ETUDE ELEMENTAIRE DE LA CONVERGENCE.

23. Principe de la méthode. — Pour que les séries de Fourier-

™
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puissent servir a la représentation des fonctions continues, il faut
que, une série trigonométrique étant donnée, il y ait tout au plus
une fonction continue admettant cette série pour série de Fourier.

11 est bien clair, en effet, que, si deux fonctions continues diffé-
rentes avaient la méme série de Fourier, elles ne pourraient étre
toutes deux égales a la somme de cette série, et cela quel que
soit le procédé employé pour attacher une somme unique a la
série, que ce soit le procédé ordinaire ou- tout autre procédé de
sommation. Nous nous assurerons tout d’abord qu’une fonction
continue est déterminée par sa série de Fourier.

Ceci fait, il nous suffira de rechercher a quoi I'on peut recon-
naitre qu'une série trigonométrique, donnée par la suite de ses
coefficients, est uniformément convergente, et dans quels cas les
conditions ainsi obtenues sont remplies par la série de Fourier
de f. Lorsqu’on se trouve dans I'un de ces cas, la fonction con-
tinue f est représentable par sa série de Fourier; nous savons, en
effet, qu'une série trigonométrique uniformément convergente est
la série de Fourier de la fonction continue qu’elle a pour somme,
cette somme ne pourra étre différente de f.

24. Détermination d’une fonction par sa série de Fourier.
— 8’il existait deux fonctions continues différentes ayant la
méme série de Fourier, leur différence serait une fonction con-
tinue non partout nulle et dont la série de Fourier serait iden-
tiquement nulle; il faut démontrer que ces conditions sont incom-
patibles. En d’autres termes : il faut prouver qu'il y a contradiction
a admeutre a la fois que /() est une fonction continue non partout

nulle, et que l'intégrale / f(.r) ?(x) dx est nulle quand 9(z)
‘o

égale cos px ou sinpz, quel que soit I'entier , positif ou nul.
De la premiére hypothése il résulte que, dans (o, 27), on peut
trouver un intervalle (@, b) dans lequel | £| surpasse un nombre m
non nul. Nous supposerons que f est positive dans («, b), ce qu'on
réaliserait au besoin en changeant fen — /. De la seconde hypo-
thése il résulte que I'intégrale considérée serait aussi nulle si Pon
y remplacait (.x) par une suite finie de Fourier (') ou encore, ce

(') Clest-a-dire une série trigonométrique limitée.
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qui revient au méme. par un polynome quelconque en cosz. Pre-
nons

a-+b a—b
T =41, q;=|-.—cos(z— )—-cos H
N 2 2

¥ est supérieure a 1 dans (a, b); dans (o, @) et (b, 2%w), |¢] est
inférieure a 1. Quand on fait augmenter indéfiniment I'entier n,
z croit indéfiniment dans tout intervalle (z, 3) complétement
intérieur a (a, b), et. comme dans (a, b) f surpasse m, la contri-

T
bution de Uintervalle (@, b) dans I'intégrale f S dx augmente
o

indéfiniment. Au contraire, la contribution de (o, a) et (b, 27)
dans la méme intégrale est toujours, en valeur absolue, inférieure
a (2 — b+ a)M, si le module de f ne surpasse jamais M; il

b2
est donc impossible que [ Sodr soit nulle quel que soit n.
/o

Deur fonctions continues différentes ont des séries de Fourier
différentes.

En poursuivant le raisonnement, on verrait que deux fonctions
ne peuvent avoir la méme série de Fourier que si elles different
seulement aux points d’'un ensemble de mesure nulle; il est d’ail-
leurs évident que, dans ce cas, les deux fonctions ont effective-
ment la méme série de Fourier. Cette généralisation sera obtenue
incidemment plus tard, mais on peut observer que ce qui précede
suffit pour démontrer que deux fonctions, n’ayant qu'un nombre
fini de points de discontinuité et qui ont la méme série de Fou-
rier, ne différent qu’en certains de leurs points de discontinuité.

25. T'ransformation d’Abel. Théoréme de la moyenne. —
l.e terme général d’'une série trigonométrique de sinus ou de
cosinus se présente sous la forme d’un produit de deux facteurs.
Il en est de méme, pour le terme général d’une série entiére et de
bien d’autres séries; aussi cst-il utile d’avoir des renseignements
généraux sur les séries de la forme

UyVo+ WV + UgVe+. ..

On peut, évidemment, affirmer la convergence absolue d’une
telle série quand, la série Xu; étant absolument convergente,
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loi! est bornée, c’est-a-dire quand |v;| est, quel que soit i, infé-
rieure 4 un nombre fixe N. :

S’il s’agit d’une série a termes variables, on pourra affirmer la
convergence absolue et uniforme quand | v;| sera uniformément
bornée, ce qui veut dire que N doit étre indépendant de 7 et des
variables, si, de plus, la série |u;| est uniformément conver-
gente; ou bien quand ¢; tend uniformément vers zér> pour
i croissant indéfiniment, et que, de plus, | u;| est convergente, sa
somme étant uniformément bornée (je dirais simplement Z|u;|
est uniformément bornée).

A ces cas de convergence évidents on peut en ajouter d’autres
obtenus par I'emploi d’une transformation qui semble avoir été
utilisée tout d’abord par Euler, et dont 'importance a été bien
mise en évidence par Abel, d’od le nom de transformation
d’Abel quon lui donne généralement. Posons

Ip= Vo Vy+...Vp, W= Wiy + AU;,
on a I'identité évidente
UgVy+ U O+ oo UV = AUTo+ AU G ...+ AUy | Tp— |+ Uy Oh,

qui transforme une somme de n + 1 produits en une somme ana-
logue. Si Pon faisait jouer aux s le rdle des ¢, aux Au le réle des «;
J ’ ’
et, si I'on rangeait en ordre inverse les termes du second membre,
la transformation d’Abel, qui vient d’étre indiquée, permettrait de
y Y4 y
repasser du second membre au premier.

.o , 4 . ’
Si w;s; tend vers zéro avec e la série proposée Zu,¢; sera

convergente en méme temps que la série SAu;g;, que lui fait cor-
respondre la transformation d’Abel; si u«;s; tend uniformément
vers zéro, de la convergence uniforme de Fune on pourra conclure
a la convergence de I'autre. En appliquant a XAu;s; les condi-
tions de convergence déja trouvées on a pour Xu;v; de nouveaux
cas de convergence que j'énonce :

La série Su;v; est convergente si 3;u; tend vers zéro, si |v;]| est
bornée et si, de plus, ¥ Aw; est absolument convergente.

La série Y u;v; est uniformément convergente si s; tend unifor-
mément vers zéro, si T|Aw;| est uniformément bornée ainsi que
|wi]; ou encore si |5;] est uniformément bornée, si X|Au;| est
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uniformément convergente et si, de plus, 3;u; tend uniformément
vers zéro.

La transformation d’Abel peut étre appliquée de bien des ma-
niéres : d'abord on peut faire jouer aux « le réle des ¢ et inverse-
ment et puis on peut remplacer «; par z;u; et ¢; par 2; z; étant
une fonction de ¢ convenablement choisie; dans la pratique il y
a souvent avantage a prendre z;= (— 1)‘. D’autres fois il est légi-
time et avantageux d’appliquer la transformation d’Abel plusieurs
fois de suite. ce qui conduit a des conditions de convergence ou
interviennent les différences d’ordre supérieur des nombres u;.

Voici I'application la plus connue de la transformation d’Abel.
Supposons que. dans certaines circonstances qu’il est inutile de
préciser, les u; bornés tendent tous vers 1 et supposons que les ¢;
soient constants et forment une série convergente de somme 7;
demandons-nous dans quelles conditions T u;¢; est uniformément
convergente, auquel cas Tu,¢; tend vers 3 = Z¢;.

D’abord, quand Z| u;| est uniformément bornée; ensuite, comme

0y » 1 . . - .
dans le cas ou «; tend vers zéro avec 7 etou T:Au;| est uniformé-
ment bornée. on peut écrire

Suivi=X3;5u;=30,— X(3 —3;)Au,:

quand ces conditions sont réalisées, la convergence est uniforme.
- ; x \¢ . -
En faisant v;=a;x} et u; = (,—) on a la démonstration clas-
e
sique du théoréme d’Abel sur les séries entiéres quon va bientot
utiliser (n® 31). Le théoréme général sera utilisé au n" 38.
Voici une autre conséquence de la transformation d’Abel.
Supposons les nombres wu,. u,. -... v, positifs et décroissants,
notre identité fondamentale montre que la somme

Na=Ugte+ Uty —... = Upty
est comprise entre les deux produits obtenus en multipliant le
plus grand et le plus petit des nombres 7,. 7,. ..., 7, par
Altg—+— AUy ...+ Allg_ |+ Uy = U,.

b
Considérons alors une intégrale de la forme / uv dx, dans

el ]
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laquelle « est une fonction positive décroissante (!); divisons
(a, b) en n +1 segments égaux, de longueur A. Soient u,¢,,
Uy vy, Uy¥y, ... les valeurs de la fonction a intégrer pour les ori-
gines des segments; hZ, sera une valeur approchée de l'inté-
grale a calculer. Cette valeur approchée est comprise entre le plus

petit et le plus grand des nombres uohs;; comme ho; est une
14

a+ih 3
valeur approchée de f v dx et que f v dz est fonction con-

a a

tinue de &, nous concluons que I'on a

i)

£ étant compris entre a et /.

Cette égalité est connue sous le nom de second théoréme de
la moyenne; elle est due i Ossian Bonnet qui I'a donnée dans son
Mémoire Sur les séries trigonométriques ( Mémoires des savants
étrangers publiés par 'Académie de Belgique, t. XXIII). Weier-
strass a indiqué un autre énoncé qui, grice surtout aux recherches
de P. du Bois-Reymond, de MM. Dini et Jordan, est maintenant
I'un des plus généraux que 'on connaisse concernant les fonctions
intégrables au sens de Riemann. Ce théoréme a servi de base a
plusieurs des recherches sur les séries de Fourier; comme je ne
m’en servirai pas dans la suite je ne m’y arréterai pas davantage
et, pour ce qui le concerne, je renverrai le lecteur au second
Volume du Cours d’Analyse de M. Jordan.

Du second théoréme de la moyenne nous n'utiliserons que

b 3
uvd.r:u(a)f vdr,

cette conséquence : on a

b

uvdr |[SUY,

U étant le maximum de |«| dans (a, b) et ¥ le maximum de

]fapw/x

quand 2 et 3 varient entre a et b. Scus cette forme

(') Je ne m'occupe ici que d'une intégrale au scns de Riemann.
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notre théoréme suppose seulement « monotone (n° 3) et de signe
constant.

26. Condition de convergence d’une série trigonométrique.
— Une série trigonométrique peut toujours étre considérée comme
la somme de deux séries.dont I'une ne contient que des cosinus et
I'autre que des sinus: étudions séparément ces deux séries.

Soit donc la série

Ay—+ Ay COST ~+ Ay COSAT ~+. ..;

elle est évidemment uniformément convergente quand la série
Za; est absolument convergente. Ce cas de convergence se de-
duit des résultats précédemment obtenus en posant a;= u;,

] . . . .
¢o=—» v¢;=cosix ('); faisons maintenant la transformation
2 b

d’Abel en conservant ces notations, alors (voir n® 17, en note)

e x
. sm(u-&-n);
;= ;+cus:¢-+...+cosiz‘= —_—
) 28in =
2

| 3:| est uniformément bornée dans tout intervalle ne contenant
.aucune valeur congrue a zéro. Donc, dans un tel intervalle, la
.série considérée est uniformément convergente si L|a;— ai,,|

s . , 1
est une serie convergente et st a; tend vers séro avec 7

Cela a lieu en particulier quand les a; sont tous de méme signe
et vont constamment en décroissant jusqu’a zéro.

. 1 o .
Prenons maintenant ¢y, = 3 vi= (— 1) cosixr, nous aurons
. z
. cos(2i—+1 )5

Oi= - — COSL + COS2T +...+ (—i1)costr =(—1)f —0—ous—T",

J
2 COS —
2

donc, dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue

(') Bicn entendu ici, comme dans le numéro précédent, ¢ est un entier; on n'a
pas F+1=o0.
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a w, la série est uniformément convergente si | a;,+ aj,.| est
. , N}
convergente el si a; tend vers zéro avec 7

Cela a lieu, en particulier, quand les a; sont a signes alternés et
que | a;| décroit constamment jusqu’a zéro.

Les valeurs exceptionnelles z = o, .r = = doivent él.re exami-
nées a part. Remarquons encore que les deux procédés qui viennent
d’étre employés pour appliquer la transformation d’Abel ne sont
pas essentiellement différents; on passe de I'un a I'autre en chan-
geant ren w® + x.

Si 'on opére d’une maniére analogue pour la série

bysinx + by sina2x +...,
on trouve que cette série est uniformément convergente, dans tout
intervalle ne contenant aucune valeur congrue a zéro, si b; tend
2 ¥ R . M
vers zéro avec - el si Ij bi— bi,, | est convergente; elle est uni-
formément convergente dans tout intervalle ne contenant aucune
. . 1 PR
valeur congrue a =, si b; tend vers zéro avec et si S|bi+ biy |

est convergente. Ici I'on est toujours assuré de la convergence
pour les valeurs exceptionnelles o, &, mais il se peut que la conver-
gence ne soit pas uniforme autour de ces valeurs; nous en verrons
un exemple d’ici peu (n° 28, en note).

Pour que la transformation d’ Abel conduise a une série de forme
simple, il est bon, quand on I'applique a unc série de sinus, de
prendre un terme ¢, différent comme forme des autres termes v;,
ainsi que nous l'avions déja fait pour les séries de cosinus. On

I T . .
pourra prendre, par exemple, ¢o=— SCoL=, v;=siniz ou

1 e . .
Vo= Jlangz, v;= (—1)sinix, ce qui donnera pour 3; les deux

valeurs
. xr .. xr
cos(u+|); s1n(2l+l)~;
ql=——.~z~—’ gi=(— 1) ————
2 sin — 2C0S —
2 P

En prenant ces précautions, la transformation d’Abel appliquée
a une série de sinus ou de cosinus conduit a une nouvelle série de
sinus ou de cosinus pourvu qu'on en multiplie chaque terme par
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. Tr xr .
2sin_ou 2cos - Cela permet d’'obtenir de nouveaux cas de con-

vergence.
Partons, par exemple, de la série Za;cosiz; pourvu que a;

. . x
tende vers zéro, nous la transformons en X(a;—aiy)sin(2i+1)

ou en X(—1)f(a;i+ aiy ) cos(2i+ 1)? Sans nouvelle hypotheése,

nous avons le droit d’appliquer encore la transformation d’Abel,
et I'on voit que la série proposée est uniformément convergente

. ™
dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue a o, 3’

3n s ]1 d IR
U Ty S1 1 une aes series
S(ar—2ai1+ @r4q), E(@i+ 281+ B14s), E(ai—aisvq)

est absolument convergente. Laissons de coté le caractére de
convergence relatif a (a;— ai,.), les autres caractéres trouvés font
intervenir, comme on devait s’y attendre, les différences secondes
de 'une des deux suites aq, a,, @i, ...; @y, — a,, @z, — as, ....
Le caractére général de convergence que 1'on obtient est donc le
suivant : la série Za;cosix est uniformément convergente
dans tout intervalle ne contenant aucune valeur congrue

kY

2PpT . . .
a —;P;—(/: entier) si a; tend vers zéro et si l'une ou Uautre

des deux séries TA" a;, TA"[(—1)a;] est uniformément conver-
gente. Un théoreme analogue est vrai pour les séries de sinus.

Le caractére de convergence fourni par la série L(a;, — ai;2),
auquel les procédés indiqués conduisent de deux maniéres diffé-
rentes, n'est pas essentiellement nouveau; c’est celui que I'on
obtient en appliquant le théoréme sur les différences premiéres a la
série Ta;cosiz aprés Pavoir décomposée en deux séries

Zay;cos 2L, Zdagiyqcos(2i+1)2.

Or il est évident que cette décomposition et les décompositions
analogues conduisent toujours 4 des séries auxquelles on peut
appliquer ce théoréme, parce que notre raisonnement supposait
uniquement o; bornée et que cette condition est remplie si I'on
prend ¢; égale a cos(ép + A)x ou a sin(ip + h)z, que p soit égal
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a1 etha o, comme dans le cas examiné précédemment, ou que
cela ne soit pas. 4

Les résultats relatifs aux différences premiéres s’appliquent
encore si 'on change dans leurs énoncés a, en a,2, lorsque la

. cosnzx . :
série Za— est uniformément convergente, parce que, en pre-
n

cosix

nant ¢; = » o; est évidemment bornée. Par exemple, des

4
cosn.r

résultats indiqués il résulte que la série 2 est uniformément

convergente, sauf autour des valeurs congrues a o, donc une série
de cosinus est uniformément convergente, sauf autour de ces
valeurs, si na, tend vers zéro et si E[na,— (n +1)au, ] est
une série absolument convergente. Une telle remarque peut étre
utile parce qu’elle conduit & une vérification simple de la conver-
gence uniforme de certaines séries, mais les caractéres de conver-
gence que I'on obtient ainsi sont en général plus particuliers encore
que ceux que j'ai indiqués.

27. Ordre de grandeur des coefficients d’une série de Fou-
rier. — Soit fune fonction a variation hornée (n* 4), elle est la
différence de deux fonctions bornées monotones de signe con-
stant 7, et $,. Comme l'on a

8
f cosnz dr
-3

I'inégalité qu’'on a déduit du théoréme de la moyenne (n* 25)
donne, en appelant M, la limite supérieure de | ¢, |,

f prcosnrdr
o

La méme inégalité a lieu quand on remplace cosnz par sinnz;

sinnP - sinna
n

2
<2,

n

< .

M..

2
n

des inégalités analogues sont vraies pour o©,, donc aussi pour
JS=19—92; de la il résulte que, dans les conditions indiquées,
les coefficients du n*“™ terme sont inférieurs en valeur absolue

. A , ..
a—» A ayant été convenablement choisi.

28. Cas de convergence des séries de Fourier. — Considérons
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une fonction f continue de o 4 2% et ayant une dérivée a variation
bornée. Alors l'intégration par parties donne

' = 1 I
a, = = f fcosnrdz:———f f'sinnzdzx,
’t'«o 0

nw

T - T
I)n=5f fsinnxdz=f(+°)—'ﬂ2" o), L f fcosnz dzx.
~Jo

nx nw J

De la série de Fourier de f soustrayons la série S(x)

S$(z) = f(+0)—f(—o0) Zsiun.r.

- = n

La série restante R(z) est uniformément convergente partout,

A .. .
-1+ la série soustraite

puisque ses coefficients sont de P'ordre de

est, d’aprés le n® 26. uniformément convergente, sauf autour des
valeurs congrues a zéro. Donc la série de Fourier de f est unifor-
mément convergente dans tout intervalle intérieur a (o, 27%); elle
représente donc f partout, sauf peut-étre pour z=o. En ce point,
la série S est convergente et de somme zéro, la série R partout
convergente a une certaine somme K d’ailleurs, puisque, pour x
non congru a zéro, on a

f(z)=S(z)+ R(x),
et, puisque R est continue au point zéro. on en déduit
f(+0)=S(+0)+K, fi—oi=8(—o0)+K.-

Remarquons encore que S(+ 0) + S(— o) = o, puisque S(z)
est une fonction impaire, et nous obtiendrons

_f(+o)—-f«-—-o> K_f(-+—o)—+—f(—og
— - "

S(+o0) "

Donc, au point zéro, la série de Fourier de f converge vers la
demi-somme des valeurs f(+ o), f(—o) (').
On raménerait par un changement de variable, au cas qui vient

. sinnzx - . .
(') La série Z — est un cxemple de série non uniformément convergente.
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d’étre étudié, celui d’une fonction satisfaisant d’ailleurs a toutes
les conditions indiquées et qui n’aurait, comme valeurs de discon-
tinuités, que les valeurs congrues a z,. Supposons maintenant
que f, satisfaisant par ailleurs aux conditions indiquées, ait pour
valeurs de discontinuité les valeurs congrues & z,, z,, ..., Zp
en nombre fini.

Posons, sauf peut-étre aux points de discontinuité,

S=9—filf(z+0)—flzi—o)|—...— fu[f(Zp+0) — f(x)p—0)],
9 étant continue et f; désignant une fonction de période 27 égale,
de z; 3 ;4 27, a 2—'1‘-(.1'—1',') et a —: pour z = z;. Il est évident
que ¢ et f; sont représentables par leur série de Fourier, donc :

Si Uintercalle (o, 2w) peut étre partagé en un nombre fini
d’intervalles partiels dans chacun desquels la fonction f admet
une dérivée a variation bornée, la série de Fourier de f est
partout convergente. Elle converge uniformément vers f dans
lout intervalle ne contenant aucun point de discontinuité de f;
en un point de discontinuité la série tend vers la moyenne
arithmétique des valeurs vers lesquelles f tend quand la
variable s’approche du point de discontinuité.

La méthode qui nous a fourni ces résultats ne différe que par de
petits détails de celle que vient d’employer M. Kneser pour 'étude
des séries trigonométriques et d’autres développements spéciaux
fournis par la Physique mathématique (').

Il n’est pas difficile d'étendre quelque peu le résultat obtenu,
mais il semble que, pour appliquer la méthode qui nous a servi a
Pétude de cas plus généraux de convergence, il faudrait reprendre
tout d’abord I'étude de la convergence, d’une série trigonométrique
donnée par la suite de ses coeflicients. L’étude directe des séries tri-
gonométriques, qui a été trés négligée jusqu’ici, semble d’ailleurs

(') Yoir Untersuchungen iiber die Darstellung willkirlichen Funktionen in
der mathematischen Physik (Math. Ann., Bd. LVIII, 1904). Je venais d'exposer
au Collége e France les considérations du texte quand jai eu connaissance du
Mémoire de M. Kneser paru depuis quelque temps déja. La méthode qu'emploic
M. Kneser. pour démontrer qu'une seric de Fourier détermine la fonction 2
laquelle elle correspond, est différente de celle qui a éLé utilisée ici.
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devoir étre trés utile dans bien d’autres parties de la théorie des
séries de Fourier. II y aurait lieu aussi d’étudier davantage
la suite des coefficients d'une série de Fourier, relativement a
laquelle je démontrerai plus loin un théoréeme fondamental did a
Riemann (n° 34).

III. — AppLicaTIONS.

29. Représentation approchée des fonctions continues. — Le
résultat qui précéde permet de démontrer simplement un théoréme
de Weierstrass ('), comme l'ont remarqué MM. Lerch et Volterra.

Soit f(¢) une fonction continue dans un intervalle fini (2, B).
Posons x = kt, k étant assez petit pour que x ne sorte pas de

(—=,+ =) quand ¢ est dans («, 3). Posons w(z):f(-;) dans

(ka, k3) et définissons ¢ en dehors de cetintervalle par la condition
d’étre continue partout et de période 2=. Tragons la courbe repré-
sentant ¢ et, sur cette courbe, marquons les points correspondant
aux valeurs o, z, z,, ..., z,= 27 de z, prises assez rapprochées
pour que, dans (r;, i), Poscillation de 3 soit inférieure a ¢. Les
points marqués sont les sommets d’'un polygone représentant une
fonction continue ¢(z) de période 2w. Cette fonction est une de
celles pour lesquelles la convergence uniforme de la série de
Fourier vient d’étre démontrée. En prenant donc assez de
termes dans la série de Fourier de ¢, on peut représenter ¢ a
moins de e. Quant au nombre de termes qu’il faut prendre, la
méthode qui a servi a étudier la série de Fourier de ¢ pourrait
nous 'indiquer. Laissons cela de c6té; ¥ est représentée a moins
de ¢ par une suite finie de Fourier qui représente par suite ¢ a
moins de ze. Cette suite de Fourier peut étre développée en série
de Taylor uniformément convergente; donc, en conservant assez de
termes dans cette série, on a un polynome représentant la suite a
moins de ¢ et par suite @ 4 moins de 3¢. Remplagons maintenant
par k¢ nous voyons qu’'une fonction continue peut étre repre-

(') Au sujet de ce théoréme voir le Chap. 1V des Legons sur les fonctions de
variables reelles et les developpements en series de polynomes de M. E. Borel.
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sentée, a moins de ¢ prés, par un polynome ou par une suite
JSinie de Fourier.

30. Principe de Dirichlet. — Je vais faire une application de
ce résultal & la démonstration de théorémes intimement liés a la
théorie des séries trigonométriques. Je vais d’abord m’occuper
d’un probléme célébre connu sous le nom de probléme de Di-
richlet et dont voici I'énoncé : démontrer I'existence d’une solu-
tion de I'équation

U atU

AU = — +

ozt dy? =0

qui soit continue a l'intérieur d'un contour fermé C et qui se
réduise sur ce contour & une fonction donnée f. e principe de
Dirichlet est I'affirmation de la possibilité du probléme de Di-
richlet. Le seul cas qui va étre examiné est celui o C est une
circonférence (').

Faisons quelques remarques préliminaires. Si l'on pose
3 =2z + iy, tout polynome en 3, décomposé en sa partie réelle et
sa partie imaginaire, fournit deux polynomes en x et y qui satis-
font a ’équation de Laplace AU = o, ce que I'on exprime en disant
que ce sont des polynomes harmoniques. Si nous posons mainte-
nant = rcose, ¥ =rsing, cesl-a-dire si nous passons aux
coordonnées polaires, ces polynomes harmoniques se présentent
sous la forme d’une suite finie de Fourier en ¢, chaque terme en
cospu ou sinpp étant multipli¢ par r7. Réciproquement toute
expression de la forme indiquée :

1 . .
P=-ao+ r(a,coso + b;sino)+...= ri(acosnz + b, sinng)
Py ? ?) :

est un polynome harmonique parce que c’est évidemment la partie
réelle d’un polynome en 5 = res.

Remarquons encore que P n’a ni maximum, ni minimum. En
effet, on a évidemment (n° 16)

I

ao.:Tl—-_ / P(r,2)ds,
= J,

Nl -

2 o

(') Pour la méthode classique, voir, par exemple, le Tome Il du 7Traite d’Ana-
lyse de M. Picard.

L.

&~
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a condition de donner i 7 une valeur constante positive quelconque
dans I'intégrale. Cela prouve que, ou bien P(r, o) est toujours

” P . . I

¢galea - aq, oubien P(r, ¢) prend des valeurs plus grandes que ; @,
. 1 . . . .

et des valeurs plus petites que - a, et I'origine n’est ni un maximum

ni un minimum. Mais lorigine n’a rien qui la distingue d’un
autre point : si 'on pose 5 =134+ Z, I'origine devient le point quel-
conque — 3, et le point quelconque 5=z, devient la nouvelle
origine Z = o; il est donc démontré qu’un polynome harmonique
n’a ni maximum, ni minimum.

Ceci posé, soit f(2) une fonction continue de période 27, nous
allons démontrer I'existence d’une fonction harmonique, c’est-
a-dire satisfaisant & I'équation de Laplace, a l'intérieur de la cir-
conférence 5 = e‘? et se réduisant a f(p) sur cette circonférence.
Du méme coup l'existence de la solution sera démontrée pour une
circonférence quelconque.

Prenons des nombres positifs <,, €, ..., formant une série
Z¢;= ¢ convergente et soit (')

S](?)=-2-a,;+(a; coso + b sm?)+...+(a,f,.cosn,-qa+b,',_.smn,~?)

une suite de Fourier représentant partout () a moins de ¢; prés,
ce qui esl possible parce que fa la période 2%. Posons

p=n;
Si(r, 9) = ‘-;-a.';-&—Z(a;; cospo + bl sinpe) re.
) p=1
La série

J(r,9)=S1(rye)+ [Sa(r,0)—S,(r, )]+ [Ss(r,9)— Sa(r, @)]+...

est uniformément convergente, car, d’aprés notre remarque,
| Si— Si41 | atteint son maximum sur C et, par suite, ne surpasse
Jamais ¢;+ €;y,; donc f(r, ¢) est continue a l'intérieur de C et
sur C. Elle se réduit évidemment a f(2) sur C, il reste a faire voir
que c’est une fonction harmonique.

(') Dans ce numéro et le suivant les symboles a}',, b{, représentent des quan-
tités affectées de deux indices ct non pas des puissances iit=*: au contraire /7
représente la puissance pit™e de r.

e
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Counsidérons les termes en cospx dans f(r, 9); leurs coefficients
forment la série

rela), + (al —al)+(a}, —aj)+...|:

cette série est absolument convergente et de somme au plus égale
a 4erpP parce que a;—a;,“, élant un coefficient de la série de
Fourier de S;— S,,,, est au plus égal, en valeur absolue,
a 2(&i+ €y ). Par conséquent, si dans f(7, ©) nous remplacons
chaquec terme S;— S, par la suite finie de Fourier qu’il repreé-
sente, nous obtenons une série dont la somme des coefficients des
sinus et cosinus est au plus

felt+r==rt4...);

par suite, cette série est absolument convergente pour rr <1, ¢t
nous pouvons grouper ensemble les termes contenant un méme
sinus ou un méme cosinus. On obtient ainsi

a . .
Sf(ryo)= ;3 +r(a; cos@ + by sing) + ri(ascos2o + bysinag) +...;

cette expression, qui n'est peut-étre pas valable pour r=1, montre
que f(r,9) est la partie réelle d’une série entiére en 5 = refs,
donc f(r, ») satisfait a I'équation de Laplace & {'intérieur de C.

L’existence de la solution est démontrée. On peut remarquer que
cette solution, étant limite de polynomes harmoniques, n'a ni
maximuni, ni minimum.

31. Intégrale de Poisson. — On a évidemment

a, = lim aj,

n=w

T 2T
al = %f Sucospydy,  bh =1 f Su sinpy d¥,
° o

3

el, comme S, tend uniformément vers f(4), on a

254

2T
al’=% [ f(\'{)('US[N!J(l", b/::- é f(!%«)sinp!{/dq/.
<o Jo
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Portons ces valeurs dans I'expression de f(r, %), on trouve

5 27T
2frey=3 [ fdbr [ r) e — o) ay
" Yo o
27T
+r’f S(¥ycosa(y—o0)db ...,
Jy
r étant plus petit que 1, on peut écrire
R I
zj(r,c?):f f(q;)[;+rcos(v.[a—q)ﬁ-r’cos'z('{;—q)+...] dy,
[}

parce que la série sous le signe /, étant uniformément conver-
gente, est intégrable terme a terme. La formule précédente s’écrit
encore sous la forme

17
1 f¥)(—r2) '
f(r’?)_'z_‘r;w l—:zrcos(q;—c?)—o-r’d;"

connue sous le nom de formule ou d’intégrale de Poisson. parce
que Poisson la fit connaitre dans le XIX* Cahier du Journal de
UEcole Polytechnique.

Le raisonnement de Poisson laissait a désirer au point de vue de
la rigueur, M. A. Schwarz a montré qu’il était facile de le rendre
tout & fait rigoureux. M. Schwarz a étudié aussi ce que donne I'in-
tégrale de Poisson dans le cas ou f(.x) a des points de disconti-
nuité de premiére espéce. Pour avoir ie droit de conclure, relati-
vement i ce cas, il nous suffirait d’utiliser une remarque déja
faite, sur la possibilité de comparer deux points de discontinuité
de premiére espice quelconques (n® 1), et d’étudier I'intégrale de
Poisson pour une fonction particuliére ayant des points de discon-
tinuité de premiére espéce; il nous suffirait, par exemple, d’exa-
miner si 'intégrale de Poisson peut servir a la représentation pour
r <1 de la fonction harmonique

r—a . .
arc tang 7 (z=rel? =x +1iy),
Y=

(qui a déja été employée pour des fins analogues par M. A. Schwarz
(Gesamm. math. Abh., Bd. 2) et M. J. Riemann (Annales de
UEcole Normale, 1888).
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Ces considérations conduisent & une conséquence imporlante
que M. Schwarz a signalée. Supposons que, pour une valeur 3, la
série de Fourier de f(v) soit convergente. D'aprés un théoreme
d’Abel, appliqué i la série entiére en r qui représente f(r, 9),
JS(%0) est la limite, quand r tend vers 1, de f(r,9,). Mais I'étude
qu’on vient de faire fournit des renseignements sur f(r,,) lorsque
S (%) est assez simple; de sorte qu’on peut dire, dans certains cas.
a quoi est égale la somme de la série de Fourier, supposée conver-
gente, de f(2). Les résultats obtenus nous permettent de conclure
pour le cas ot f(9) est partout continue; en utilisant les indica-
tions données on pourra supposer que f(©) a des points de discon-
tinaité de premicre espéce, d’ou Pénoncé suivant :

Sila série de Fourier de la fonction f() bornée, de période
2%, partout continue sauf en un nombre fini de points de dis-
continuité de premiére espéce, est convergente pour la va-

. 4 AN | .
leur 24, sa somme est égale & ;[ f(9o+ 0) + f(9o—o0)].

32. Propriété fondamentale des fonctions harmoniques. —
Je ne pousserai pas plus loinl'étude de I'intégrale de Poisson et des
fonctions harmoniques, relativement i laquelle on consultera avec
profit les tomes I et Il du Traité d’ Analyse de M. Picard, mais je
veux indiquer comment on pourra démontrer, avec la méthode
employée ici ('), que la formule de Poisson fournit toutes les fonc-
tions harmoniques continues ainsi que leurs dérivées des deux
premiers ordres a condition qu’on I'applique a une circonférence
convenable et, par suite, que les fonctions harmoniques n’ont ni
maximum, ni minimum.

Pour cela, il suffira de prouver, par la méthode de M. Paraf
(Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, t. VI), qu’il ne peut

(') Cette méthode est en quclque sorte Uinverse de celle que M. Picard em-
ploie, dans le tome I de son Traiteé d’Analyse, pour démontrer le théoréme de
Weicrstrass qui nous a servi de point de départ. Riemann avait peut-étre prévu
une méthode de ce genre; parlant d'un théoréme équivalent au principe de
Dirichlet pour le cas de la circonférence, il dit : « Si I'on admet ce théoréme
qui, en fait, cst exact, alors la voie suivic par Cauchy (pour étudier la série
de Fourier) conduit au but; de méme que, réciproquement, ce théoré¢me peut se
déduire de la séric de lourier. » Ncumann a essayé d’utiliser cette indication
(Journal de Crelle, t. 71), mais scs raisonnements sont fort critiquables, comme
Heine et Prym l'ont remarqué.
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exister deurx fonctions harmoniques, continues ainsi que leurs
déricées des deux premiers ordres  Uintérieur d’un contour
Jermé C, qui soient égales sur ce contour. Posons u = (a* — z2)¢.
la quantité a*— z* étant positive dans la région considérée. L'équa-
tion de Laplace devient

.

o
Au=(a—x*)A¢--20r — —2¢ = 0.
Jr

S'il existait deux fonctions « remplissant les conditions indi-
quées, il existerait deux fonctions ¢ satisfaisant a cetle équation,
ct leur différence. que je désigne encore par ¢, satisferait aussi a
cette équation. D'ailleurs ¢ s’annulerait sur C sans étre identique-
ment nulle a Pintéricur de C, donc ¢ aurait a l'intéricur de G un
maximum positif ou un minimum négatif. On va voir que cela est
impossible. Supposons que ¢ ait un maximum positif au point r,.
Yo; alors on a

J¢ /06
—_— ) = ( - ) = 0,
\NOZ [ vy v, Ny [ rere

N (ar — ay)? [0 ..
e, yo) —(xo, 3o) = ! )‘ o
e

el yo) 200,

! ur?

» L ) _ (;.).___0)1 (01‘.‘. .
‘(‘l'uy) )— ¢ (Toy Jo) = —T'J, -— \_;}Ti).r..'r,; o,
';' élant compris enlre x el x,. 7, entre 1 ct y,.

Ces relations montrent que les deux termes de A¢ sont négatifs
ou nuls au voisinage dc z,, ¥4, donc que le premicr terme de I'é-
(uation de Laplace transformée est nul ou négatif en ce point. Le
second terme de cette équation est nul, le troisieme est négatif et
non nul; c'est la contradiction annoncée.



CHAPITRE III

SERIES DE FOURIER CONVERGENTES.

l. — RECHEI\CHE SUR LA CONVERGENCE.

33. Caractére de convergence des séries de Fourier. — Dési-
gnons par S, la somme des n + 1 premiers termes de la série de

Fourier de f(z); on a

I+ 2

) S0ydo

r=n IR+
> [ cospx f S(0)cospb db

-3

A2T4-X

S0) sinpb dﬂ]

Ja
":Il

Z cosp(ar —0) | dt

p=1

. r—10
tmaa SIiN(202 4+1) ——

),
P Y |
/; pr— Si0)db.

28in

Faisons le changement de variable § = z + 2¢: nous aurons

B+m .

1 ¥ sin(an-—nt

S,= - — T fix + 2t)dt,
" 1:_/; sint Jix ol
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1 /"’ sin(an +1)¢

) S(z+2t)dt

) /‘ sin{an +1)¢

<inl Sflx+2t)dt

»ia

sin (4 't
=% f MR [ f(z +at) + f(x —20)] dt,

Jo sint

comme on le¢ voit en changeant ¢ en — ¢ dans la premicre intégrale
du second membre.

Si nous appliquions cette formule a la fonction F qui est con-
stante et partout égale a la valeur f(z) que prend notre fonction /
pour la valeur particuliére z que nous considérons, S, serait
¢videmment égale a f(z), puisque la série de Fourier de I se
réduirait & son premier terme; d’ou la formule, facile a vérifier
directement,

T

T .
f(.z‘):_’l:- /‘ 5m(2n+'“2/(z)d!.

Jo sint

Pour la somme S, relative a la fonction f, nous avons

A

sin(2n +1)¢

1
T[Sn—f(2)] =f T[f(z—é—z!) “+ f(x —2t) — o f(x)] dt.
o

Représentons cette quantité par R, et posons
c(t)y=f(xr+2t)+ flxr —2t)— 2 (xr)=4¢(L)sing,

de sorte que, avec nos notations, nous avons

el
A

a,,=f M‘iﬁl9(¢)d:=f sin(2n +10e4() dt.
Jo sin¢ Jo

1l va nous suffire de rechercher des cas ot R, tend vers zéro
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1 . -
avec - pour avoir des cas de convergence de la série vers S(x);

dans ces cas, la signification de R, sera évidente : R, sera, au
facteur = prés, le reste de la série de Fourier, quand on s’arréte
au (n + 1)i*®¢ terme.

Avant de faire cette recherche, remarquons que f(z) n’étant
assujetti qu’a avoir une intégrale et & admettre 2= pour période,

$(¢) ne sera assujettie dans (o, g) qu’a la condition d’avoir une

intégrale dans tout intervalle n’ayant pas o pour origine.

Pour donner des exemples des circonstances qui peuvent se
présenter, il nous suffira donc de citer des fonctions ¢ assujetties
a la condition que je viens d'indiquer et pour lesquelles ces cir-
constances se présentent.

Remarquons encore que, si z est un point de continuité ou un
point régulier de £ (n°® 2), (¢) est continue pour t=o et 3(0)=o0;
cela veut dire que 7¢(¢) tendra alors vers zéro en méme temps
que ¢.

Nous avons

p=n—1 lp+l):”—-’:_l
R, = 2 / Y(t)sin(2n +1)t dt
,r=o .‘I)_‘K-
2n+1

T
:
+f d(t)sin(2n +)tdt.
T

"!n-o-i

xaminons d’abord cette derni¢ére intégrale que l'on appel-
Examinons d’abord cette d tégral r pel
lera ¢, ; elle est évidemment inférieure en valeur absolue a I'inté-

1 4 ise de n —— & ‘ers zéro
grale de |§(¢)|, prise de n——— i -: donc clle tend vers zér

1 \ . o, . A . A .
avec —, a cause de la continuité des intégrales indéfinies (n° 1),

parce que |4 (¢)| a une intégrale autour de E

Dans les intégrales correspondant aux valeurs p =2, 4, 6, ...,

changeons ¢ en ¢ + %—

1

; cela transforme chacune de ces inté-

grales en une intégrale prise entre les mémes limites que celle
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qui la précéde, a laquelle nous la réunirons; nous obtenons ainsi
T

2n+1
R,,:e,,-J.—s;,—.Lf Y(t)sin(a2n 1)t de
0

3
= . ) —
=4 2q+1 Inl

+2f sin(-).n—!—l)l[t{a(t)——-t{a(t—!.— -zn‘;—o—f)]dt;

T
q =1 (gq—l\m—l

dans cette formule, s désigne le plus grand entier ne surpassant

n T
~ 2n+1
n—1 . . . . ' .
pas » €, désigne o si n est impair el d(¢)sinede
) > 0
2 o
TR

. . . . , 1
si n est pair. Il est évident que ¢, tend vers zéro avec - de méme
que g,.

Comme on a

T

S F vy

sin(-zlz+|)t[¢(t)—\'g(l+ ’:, )]d‘
= 2n —1
7 -Ye

T
S AR T

o N e P | 2

KAt =

il en résulte

[Rn |

iA

T
lf’ Y(£)sin(2n +1)ede
0

a2an+1

T[; |40 =4 (1+ 555 ) [ e+ 101+ 100

2n+1

Pour ¢tudier la premiére intégrale, admettons que Pintégrale
indéfinie

t
@)= [ leo)lde

ait une dérivée nulle pour ¢ =o0; ce qui est réalis¢ en particulier
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toutes les fois que ¢ est continue et nulle a 'origine, donc en tous
les points réguliers de f. :
Nous avons

9 =
Tn+1 2n+1 9(!)
[ Y(t)sin(an +1)tdt| = [ Yo—sin(2n + 1)t dt
Jy Jy sint
T
n+1 ™
S(2n +1) f '?(’>'d‘=("'+')zn_.°”’

“0

. o, . . ] . .
0,, etant une quantlle qu tend vers zéro avec 7’ puisque ¢ est une
valeur approchée de la dérivée ®'(0).

Nous pouvons maintenant conclure :

La série de Fourier converge au point x vers la fonction si
Uintégrale de |2(t)| a une dérivée nulle pour t =o et si la
quantité

k]

2 4

2
f |Y(t+2er—d(e)|dte (o<a<5)
Jg
tend vers séro avec .

34. Théorémes de Itiemann. — La quantité |$(¢+0)—d(2)],

e . T [ R .
integree de a a 3 (0 <<l ;), tend vers zéro avec 3, puisque,

™ .
S J 3 o |« . <
dans (a, '-l), 4 a une intégrale (n° 13); on peut, par conséquent,
remplacer dans la condition de convergence qui précéde

T

.
‘,N

-3
|$(t+8)—Y(t)|dt  par f [Y(t+3)— ()| dr.
]

Cette remarque conduit a un théoréme important di a Riemann.
Soient deux fonctions f, et f,, ayant des séries de Fourier, et
égales entre elles autour du point z. Les fonctions o et ¥ corres-
pondant i la différence f, — f, sont nulles pour ¢ assez petit, par
suite @ est nulle autour de ¢ = o et pour =z et 6 assez petits

j [Yt+8)—4d(t)|dt
e
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est aussi nulle. C’est dire que la série de Fourier de f, — f. est
convergente pour la valeur z; par suite, les séries de Fourier de f,
et de f; sont convergentes ou divergentes a la fois; c’est le théo-
réme de Riemann :

La convergence de la série de Fourier de f pour une valeur
déterminée de x ne dépend que de la maniére dont se com-
porte f autour de cette valeur z.

Cette propriété peut se déduire de notre raisonnement d’une
autre maniére. Ce qui nous a obligé a étudier a part la contribu-
™~

\
o . ) (] )
—;) dans l'intégrale R, c’est que ¥ n’a

tion de l'intervalle (0,
22N -+

peut-étre pas d'intégrale dans cet intervalle. Quand on suppose
! intéor . T ) 3 : .-
que ¥ a une intégrale dans (o, e )» on peut traiter cet inter

;

valle comme les autres, ou encore on peut affirmer que la contri-
bution de cet intervalle tend vers zéro quand n croit, car on a
T T

T+l n+1
f Y(tysin(an+1)e dt :[ L4ty | de;
[) 0

et le second membre tend vers zéro quand n croit, puisque 'inté-
grale indéfinie de | 4 (¢)| existe, et par suile est continue.
D’autre part, dans I’hvpothése considérée, on peut écrire

A
»A

1
S v n—gordes [ e+ —yo1de,
[ .

le second membre tendant vers zéro avec o.

x\
Donc, si ) a une intégrale dans (o, -9),

L]

f Y(t)sin(an+1)tde
[}

’ 1 , e . . . .
tend vers zéro avec ~- Qu'y aurait-il de changé si 'on étudiait la

. , , . . . ™
méme intégrale étendue de a a b, au lieu de o a 3’ ¥ ayant une

intégrale dans («, )?
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Tous nos raisonnements s’appliqueraient ; seulement on aurait en
général deux termes de forme irréguliére, analogues a celui qui a
été désigné par ¢,, I'un fourni par le commencement de (a, b),
Pautre par la fin. [l n'y aurait encore rien d’essentiel 4 modifier
sl s'agissait d’étudier l'intégrale de ¢(¢)sinne, ou celle. de
Y(¢t) cosnt, au lieu d'étudier Vintégrale de 4 (¢)sin(2n +1). De
1 résulte un autre théoréme de Riemann :

Si la fonction 4 a une intégrale dans (a, b), les intégrales

b

b
f $(¢)cosntdt, f d(t)sinnt dt
a a

, 1 . .
tendent vers séro avec e et, en parhculler:

La suite des coefficients d’une série de Fourier converge
toujours vers séro.

Riemann a démontré ce théoréme pour les séries de Fourier
relatives aux fonctions auxquelles sa définition permet d’attacher
une intégrale; la démonstration donnée ici s’applique i toutes les
séries de Fourier des fonctions sommables. Le théoréme n’est pas
nécessairement exact pour les séries de Fourier généralisées (n* 19);
Riemann 'a montré par un exemple au paragraphe XIIl de son
Mémoire. C'est pour cela que la méthode employée ici pour
étudier la convergence des séries de Fourier ne parait pas pouvoir
servir pour I'étude des séries de Fourier généralisées.

Du second théoréme énoncé, celui qui a été donné le premier
se déduit immédiatement. Reprenons les fonctions f, et fu: les
fonctions ¢, et ¥, correspondantes sont identiques dans un certain
intervalle (o, 2); alors, dans chacun des restes correspondants R, ,,
R4, la contribution de l'intervalle (o0, 2) est la méme ct la con-
tribution

T

T
3 K}
f $(¢)sin(2n+1)tdt ou f Ye(t)sin(2n-—1)tdt
-3 3

. = , 1 . .
de l'intervalle (1, ;) tend vers zéro avec o Cest dire que R, ,
et R, , tendent ou ne tendent pas en méme temps vers zéro, d'ou
le théoréme énoncé.
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335. Les deux espéces de conditions de convergence. — Ce
théoréme de Riemann prouve que, pour la convergence de la série
de Fourier de f, au point z il est nécessaire que f posséde une
certaine propriété en ce point; il n’est pas nécessaire que f pos-
séde une certaine propriété dans tout un intervalle.

La condition de convergence qui vient d'étre énoncée ne fait
intervenir qu'une propriété au point z; les conditions énoncées
au Chapitre précédent faisaient intervenir des propriétés relatives
aux intervalles. Aussi ces conditions étaient-elles, en réahité, des
conditions de convergence uniforme.

M. P. Fatou (') a remarqué que, de toutes les conditions de
convergence en un point actucllement connues, on pouvait déduire
des conditions de convergence uniforme en supposant que les
conditions de convergence en un point soient remplies uniformé-
ment dans tout un intervalle; le sens précis du mot uniformément
étant facile a fixer dans chaque cas. Pour la condition de conver-
gence en un point précédemment trouvée la remarque de M. Fatou
s’applique aisément. Daprés la signification de R, il faut, pour la
convergence uniforme dans un intervalle ou f est continue, que R,,
tende uniformément vers zéro; il suffit pour cela (n° 33) que la
somme

T
n+1
f d(t)sin(2n +1)tde
. v

T
2
3

2n+1

q;(t)-—-\‘g<t+ ;)Idt+[e,,|+|a{,|

an-—+1

tende uniformément vers zéro.
D’abord Is,, | tend uniformément vers zéro; on a, cn cffet,

n ]
laulgj

Iq,(l)]dtgaf le(e)]| de;
T T

n n——
2n+1 zZn+1

T

k]

la premiére inégalité a éLé obtenue au n° 33, la seconde résulte de

(') Societe Math. de France, séance du 18 mai 1go5.
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. 1 .. [ < e

ce que sin¢ surpasse ~ au voisinage de - Or, le troisiéme membre
tend uniformément vers zéro, car on a, w (/) désignant le maximum
de Yoscillation de 'intégrale indéfinie de | £| dans un intervalle
quelconque d’étendue 2/,

a+! a+1
f le(e)|des f |f(z +2¢)|dt
a+l a+1
+f lf(z—'wdtlﬂf | f(2) | dz$awl).

Un raisonnement semblable s’applique a |&,|. On a vu, d'autre
part, que I'on a, quand f est continue dans un intervalle qui con-
tient z,

T

2n+1
;/‘ Y(t)sin(an +1)ede| <=0,
0

\

= .,
); donc I'intégrale

2n 1
du premier membre tend uniformément vers zéro dans Lout in-
tervalle complétement intérieur a l'intervalle de continuité consi-
déré. Donc :

9, étant une valeur que prend % dans (o,

La série de Fourier d’une fonction f, continue dans (a, b),
est uniformément convergente dans (a,, b,), (a<<a, <<b,<<b),
si Uintégrale

T

2
U[T [ §(t+3)—d(2) | dt,
A _

qui est une fonction de 3 et de z, tend uniformément vers séro
avec 8, quel que soit x dans (a,, b,).

On va voir, dans un instant, que I'on peut remplacer la limite

, . . =~ ) L .. T
supérieure d’'intégration ; para, avec la condition 0o < 2 < 5

36. Transformations des conditions de convergence. —
Posons
2(?)

x(t)= 3

dans les deur conditions de convergence obtenues, on peut
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remplacer
|4t +28)—due) |

par Uune des quantités

"s(t=8)—elt): gt —3)—5(1)
iy .

|70t +2)—71t)]. n , sint

On va légitimer seulement les deux premiéres transformations.
Pour cela. il suffira évidemment de poser

R sin(¢+¢) . c(l4+c)r—oit .
1it+8)—yih=[9(+8)—¥())]——— --R() = ‘—+—“—’+~w .
- - * T {—0 t

-3 -3
et de prouver que [ |R(3)|dt et f | S(3)|dt tendent vers zéro

avec ¢; et cela uniformément, quel que soit x dans tout intervalle
complétement intérieur a un intervalle de continuité de f(.c) (') :
sin(¢+3) sin¢

R(ei=d(t)| ——Mm8— —
e vt L+ 9 [4

| =#w,
. , e, in¢ .
{ étant lavaleur de la dérivée de s'%— pour une valeur ¢ == prise dans

(t, t+2). Comme on a

fim (d sin¢® _ lim—.cos-.—sin-. o,
c=ez\dt t [i=z <=0 <3 -3

on pourra choisic A, indépendamment de x, de maniire que,
dans (6. 2), |J ne surpasse pas Az. Mais on a

A

s t<=s<t+¢

h/

at,

donc
t
R(¢)!_2M08][cit)]| —:
I‘(')-—2 ‘I.( )lsmt’

de cette formule on déduit

x x 54
f [R(z)|deZaAe [ |?(l)|dt§8Aaf |fiz)ior
3 Je 0

(') Le nombre z est toujours tel que 'on ait 0 < 2.2 =; avec cert.ins eapres-
2

sions des conditions de convergence on peut prendre 2 quelconque |- ~itif.
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et la premiére transformation est légitimée. Pour la seconde, on a

a

]
(e+é’

-3 X ~
f |S(a)|dt§f 1l P
) (3 ©®

Intégrons par parties; en conservant toujours les mémes nota-
tions (n°® 33), nous avons

x b (2+3) P#(23) “d (1 +3)
- ~ < _ o> \
J; 18(8)| deg =2 : +20£ = .

S(8)=¢(t+2)
d’ou

Puisque nous supposons ®'(0) = o, les deux premiers termes
tendent vers zéro avec ¢. La convergence est d’ailleurs uniforme;
ceci résulte, pour le premier terme, de ce que ®(x—+8) est
bornée, quels que soient x, 2 et &; pour le deuxi¢me, de ce

l ’ . . . . .
que 5 @ (28) est au plus égal a quatre fois P'oscillation maximum

de f dans un intervalle d’étenduc 43, pris dans (a, b); reste le
troisieme terme. L’ordre de grandeur de ce terme est le méme que

p -~
celui de 3~£ gil;;-—o)dt, 3 étant choisi positif quelconque. Or on
peut prendre 3 assez petit pour que l'on ait, dans (¢, 3).
oL P(t+2) < (t+3)e < 2¢t,

¢ étant positif arbitrairement choisi. Alors on a
#d' (t ~ X -
N -+ 4) N dt c
o‘/a‘ le<zso‘/; 7 =22 < 2s.

La seconde transformation de la condition de convergence en un
point est ainsi justifiée. Pour que la méme transformation soit jus-
tifiée pour la condition de convergence uniforme il suffit de
remarquer que le choix de 3, correspondant ae, peut étre fait indé-

-3 a
pendamment de x et dé prouver que 3f w dt tend unifor-
B

mément vers zéro. Or cela résulte de 'inégalité évidente

N T PP T x
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Il n’a pas encore été démontré que. dans la condition de conver-

gence uniforme, on pouvait remplacer I'intégrale de 4 d; par la

> .

méme intégrale prise de ¢ a 2. Pour montrer que cela est possible
il nous suffira, d'aprés ce qui précede. de montrer que

23

/"|?4l~:-6)—;¢l)ld’

A ¢

tend uniformément vers o avec ¢. Or cela résulte de I'inégalité
évidente

T ™~
K - T
le(t=2)—o(t)ldt _ 1 LA
£ - =E,[ lg (e +3)— g ()] dt
<2 [ s d
=3 |f(x +28)—f(z)|dxr.
37. Condition de M. Dini. — 1l a été démontré incidem-

ment au n° 34 que S, tendait vers zéro quand < avait une inté-

gralede o a E. donc la série de Fourier de f est convergente au

. I . , . 77 . 0 '
point x s 4 (t) a une intégrale dans (o, _l) I est évident que ¢
et/ ont ou n'ont pas, en méme temps, une intégrale dans (o, :I), on

peut donc remplacer ¢ par ;7 dans I'énoncé précédent. Si I'on se
reporte a la définition de 7 on pourra dire, en particulier, que /a

H—f(=)

séric de Fourier de f converge au point x si !L(I+ ;
« une intégrale dans tout intervalle.

Ces conditions de convergence ont été données par M. Dini pour
le cas particulier des fonctions intégrables au sens de Riemann (*).
On pourrait démontrer facilemnent qu’elles rentrent comme cas par-
ticuliers dans I'énoncé du n® 33; on pourrait aussi en déduire une
condition de convergence uniforme. Je laisse tout cela de coté
pour donner les énoncés plus particuliers que celui de M. Dini.

(1) Serie di Fourier e rappresentasioni analitiche delle funzioni di una va-
riabile reale, Pise, 1880.
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Nous obtiendrons de tels énoncés en appliquant a|¢], || ou &

Slz+)—f(x)
t

des critéres connus de convergence des intégrales; ceux de Cauchy
et de Bertrand, par exemple. Bornons-nous aux premiers; on voit
alors, en particulier, que, si l’on a

| +x)—f(2)|SMB,

oie M et § sont des nombres positifs constants quelconques, la
série de Fourier de f est convergente au point z parce que le

critere de Cauchy s’applique a M:—_f—m .

Cette condition de convergence est souvent désignée sous le nom
de condition de Lipschits bien que Lipschitz n’ait énoncé qu'une
condition assez différente qui est une condition de convergence uni-
forme; on la rencontrera plus loin (n° 39).

Un énoncé plus particulier encore est relatif au cas ou 6=1.

Alors flz+t)—f
¢

T , s
€ étant borné, f a ses nombres dérivés bornés

au point z. La série de Fourier de f est convergente au point x
si, en ce point, f a des nombres dérivés bornés et en particulier
si, en ce point, f a une dérivée déterminée et finie.

Nous aurions eu des énoncés plus généraux en opérant sur § ouy,

. t) — )
au lieu d’opérer sur M .

38.- Exemples de fonctions développables en série de Fou-
rier. — Voici des exemples qui montreront quelques-unes des sin-
gularités que peut présenter la somme d’une série de Fourier.
Prenons f(z) telle que

S(@)+f(—=) =0,
r@=rm=5(2)=1(%) = (5)=-=0

Sf(z)=1 pour 2'T~'l'>w>zi% (p=o0,1,2,...),
T =
Sf(x)=—1 pour m>x>m (p=o,1,2,...).

La série de Fourier de f(x) est partout convergeute parce que,
quel que soit z, ¢(¢) est nulle pour ¢ assez petit. Cependant f(z)
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présente des points de discontinuité de premiére espéce : les
. T = . . , . y e .
points =, = 3> - -+, qui sont des points réguliers. L’origine est un
point de discontinuité de seconde espéce.
Changeons f(z) dans les intervalles ou sa valeur était *=1 de

maniére qu’elle devienne égale a \#—l la ot elle était égale a 1 et
x
1 .
a — —— la ou elle égalait —1 szl + 7). z)| a une
7o 8 (—=<z<+r). |f(2)]

intégrale, f(z) a une série de Fourier et, comme ©(¢) a toujours
une dérivée pour ¢ =o, cette série de Fourier converge partout
vers f(z). La fonction f(z) présente les mémes singularités que
précédemment et de plus elle est non bornée.

Voici maintenant un exemple de fonction non intégrable au
sens de Riemann et cependant représentée partout par sa série
de Fourier. Il nous suffira de définir cette fonction f dans (o, 27).
Nous supposons marqué dans (0, 2%) un ensemble fermé E, dont o
et 2= font partie, de mesure non nulle. La fonction f(z) aura les
points de E pour points de discontinuité, elle ne sera donc pas
intégrable dans (o, 27) par la méthode de Riemann.

Soit, d’autre part, une fonction w(¢) continue et bornée
dans (3, ) qui a partout des dérivées premiéres et secondes et
telle que w'(f) ne s’annule que pour les valeurs entiéres de ¢,
pour lesquelles on a

=1—t 4! Sl
w(t)=1 2+3-4-...-&— i

Soit (a, b) un intervalle contigu a E, c’est-a-dire un intervalle
dont les extrémités appartiennent i E et qui ne contient pas d’autre
point de E. Nous supposons E tel que tous les intervalles (a, b)

. . o . 2
soient de longueur inférieure a 3 Nous prendrons

)]

de a jusqu’a la plus grande valeur @4 ¢ qui ne surpasse pas

s =g [er—ars(

a+b

ct pour laquelle cette dérivée s'annule. De a+c¢ a8 b—c on
prendra f = o0; de b —c 4 b on prendra

1@ =g |e—ere(25)]



SERIES DE FOURIER CONVERGENTES. 69

11 est évident que si w'(¢) ne tend vers aucune limite quand ¢
croit, fadmet tous les points de E pour points de discontinuité de
seconde espéce; d’ailleurs, en prenant f=o pour les points de E,
J est bornée si ' est bornée, ce que nous supposerons (*); alors f
a une série de Fourier.

Cette série de Fourier converge vers fen tous les points qui ne
font pas partie de E, parce qu’en ces points f(z) a une dérivée.

|f()

Soit z, unpointde E, on va voir que a une intégrale. Soient

(a, b) unintervalle contigu 4 E, ¢ le nombre précédemment défini,
ct supposons a2z,. On a z —zy>z—a dans (a,a+c),
T—zy>x—a>b—xdans (b—c¢, b), donc

f If(r)
x — xy
=,[ 111:22[”+c|‘z—{.-(:—31! dz.

La démonstration serail la méme si I'on avait b < x,.

On a

1
T Py L=

f(z)

T — Ty

dx+f | fix)
|z — =,

bh—¢

car @ est une fonction positive. m est inférieure a 1, donc

a+c ® g
f lf('r)ldz<9 +f I———w(tt)ldl.
«

r—a

. . , ]
Soit y le plus grand entier non supérieur 4 —» on a
c

© g n=e n+1 g
J" lmit)ldtggY[ |m¢(”|d'

"_‘Im(n-+-|)—m(n)| ) L
2‘ n Zn’<~{—|
n=y n=Yy

(') Les conclusions resteraient cxactes sans cette supposition; voir mon Mé-
moire des Annales de I’Ecole Normale; oclobre 1go3.
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U R
Comme ¥ est au moins égal a 3, car ¢ est au plus égal a 3

2 . .
» donc inférieur a 2c.

— est au plus égal &

v

L’intégrale de

JSx) I dans (a, b) est donc inférieure a 8¢ el
r — X

par suite inférieure 4 (b — a); donc 'intégrale de _{(LI)I prise
— Lo

de o 4 2% est inférieure @ 8=. Comme on a f(z,)= o0, on voit
que la condition de M. Dini est remplie au point z,, la série de
Fourier de f converge donc partout vers f ().

8 P

39. Condition de Lipschitz-Dini. — Les condilions de con-
vergence qu’on va trouver sont surtout intéressantes comme con-
ditions de convergence uniforme. Supposons ©(¢) continue et
désignons par A (8) le maximum de | o (¢ + 8) — 2(¢)], alors on a

*lo(t+8)—q(t Sy [ 3)f 3)L£ (8
fa Lo ( +2) — 9 )'d:;:,A(o.)fa - =A@ La— A3 LO).

Il suffit donc que A (%) £(2) tende vers zéro avec ¢ pour qu'il
y ait convergence. On énonce généralement ce résultat pour le
cas ou f(z} vérific la condition analogue; d’ou ce théoréme :

Si f(x) est convergente dans un intervalle (a, b), & Uinté-
rieur duquel |[ f(z + 8) — f(x)]. £2| tend uniformément vers
séro avec 5, la série de Fourier de f concerge uniformément
dans tout intervalle (a,, b,) complétement intéricur a (a, b).

Cette propriété résulte des raisonnemeuts de Lipschitz (Journal
de Crelle, t. 63) trés différents de ceux du texte; mais Lipschitz
n’avait conclu que pour le cas plus particulier ou I'on a, dans tout

un intervalle,
|flr+2)—f(r)| <Msz

(') La fonction f () du textc n’est pas entié¢rement déterminée; pour qu’elle
le soit, il faudrait nommer un ensemble E et une fonction @ satisfaisant aux
conditions indiquées; cela ne présente pas de difficultés. Dans tous les cas f est
une fonction dérivéc non intégrable au sens de Riemann; si I'on remplacait, dans
la définition de f, m(¢) par sint, on aurait la premiére fonclion dérivée non
intégrable, au sens de Riemann, qui a été construile; elle est duec a M. Volterra
[Sui principii del Calcolo integrale ( Giornale de Battaglini, 1881)].
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M et z étant positifs. Lipschitz énoncait ainsi une condition de con-
vergence uniforme qui correspond a la condition de convergence
en un point énoncée au n° 37. C'est M. Dini qui a remarqué le
premier que le raisonnement de Lipschitz conduisait & une conclu-
sion plus étendue (Sopra la serie di Fourier, Pise, 1872).

40. Condition de M. Jordan et condition de Dirichlet. —
Pour arriver i ces conditions, je vais énoncer quelques théorémes
intermédiaires.

La sériede Fourier de f est convergente au point régulier r,
si Uune des fonctions (t) ou §(t) est monotone dans (o, ) (n°3).
Supposons, par exemple,  décroissante, alors

-3 -3
I ly(t+8) = (O] de = [ [7(0) =yt =) de
1] -0

28 ,.a-o-';
=I y(t)det — / 7.(t) de.
o - 3

Les deux intégrales du troisiéme membre tendent évidemment

vers zéro, car on a

24 a+8 a+4
f 2(¢) dt f l(l)dt’;if | o(t)|dt;

G 3 «

L, qui désigne la limite supérieure de | ¢| dans (8, 26), tend vers
zéro puisqu’il s’agit d’un point régulier, pour lequel, par consé-
quent, ©(¢) est nulle et continue pour ¢t = o.

Si la condition supposée était remplie dans tout un intervalle
(@i, by) complétement intéricur i l'intervalle de continuité (a, b),

Zal,

x
L etf | #(¢) dt| tendraient uniformément vers zéro avec 6, donc
3

on serait assuré de la convergence uniforme dans (a, b,).

On peut encore affirmer la convergence de la série de Fourier
au point z lorsque 7 est la différence de deux fonctions mono-
tones 7, et 4y telles que 3, =17, v2 =1y, tendent vers zéro
avec t. Lorsqu’il en est ainsi </ est a variation hornée dans (¢, «),
t % o, nous allons calculer l'ordre de grandeur de sa variation
totale v(t).

Si les fonctions 7, et 7, sont décroissantes, on a

7(a) —x(t) = [xa(t) — 72(2)] — [74(8) — 71(2)],
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c¢t, comme les quantités entre crochets sont positives, il en résulte
72(8) —72(2) 2 p2), 21(t)—7i(2)Zn(t),

p(t) et n(t) élant les variations totales positives et négatives
de vy (¢) dans (¢, «) (n° 4). Puisque ¢(¢) =p(t) + n(t), il est
évident que ¢ ¢(¢) lend vers zéro avec .

Réciproquement, si ¢ ¢(¢) tend vers zéro avec ¢, il en sera de
méme de ¢ p(¢) de ¢ n(t) et aussi de ¢+, (). t(¢) si 'on prend

() =g @)+ (D] +nit).  72(8) =|7(2)]| +p(2).

Ainsi : la série de Fourier concerge au point x vérs la fonc-
tion s'il est possible de trouscer 2> o tel que, quel que soitt # o
dans (0. 2), 7 (t) ou 4(t) soit a variation bornée dans (¢, ), la
variation totale correspondante v(t) croissant asses lentement

1 . ,
avec - pour que t¢(t) tende vers séro avec t.

Calculons les limites supéricures L, et L, de 3, et o dans
< A . s <. ;
(8. 29). Puisque dans (3, 23) on a |9, |£2487,, on a aussi

Li—§é]|y7(x) |+ 28 n(28),

¢t une inégalité analogue pour L,. Donc. en utilisant les inégalités
écrites au commencement de ce numéro. on voit que. si la condi-
tion précédente est remplie dans (a,, b,), intérieur a Uinter-
valle de continuité (a, b). et si t¢(t) tend uniformément vers
séro, la convergence de la séric de Fourier est uniforme
dans (a,. b,).

Soit enfin $(¢) continue a l'origine et a variation bornée, soit
+(¢) savariation totale dans (0. £1: ¢ (¢) est continue et nulle pour
t = o. La variation totale ¢(¢) de 5 dans (£.5) (o <t <3< 2)
est ¢(3)— ¢(¢). donc celle de 4. qu'on notera V(¢), dans
(¢ 2)=(¢, 3) = (3, z). satisfait a I'inégalité (n" 4)

Vs ; [e(&)—e(tr+ 5]+ %[m)_.-q 8+ T3(2)]].

Avec cette formule on reconnait que ¢ V(¢) tend vers zéro
avec ¢, puisqu’on peut prendre 3 tel que ¢(3) 4|51 3) | soit aussi
petit que 'on veut: lorsqu’il est possible de choisir 3 indépendam-
ment de x, ¢V (¢) tend uniformément vers zéro. De la un carac-
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tére de convergence en un point que je n’énonce pas et le caractere
de convergence uniforme bien connu qu’on doit a2 M. Jordan (').

La série de Fourier d’une fonction f concerge vers la fonc-
tion en tous les points de continuité et en tous les points régu-
liers d’un intervalle (A, B) oi f est a variation bornée; la
convergence est uniforme dans tout intervalle (a,, b,) compléte-
ment intéricur a un intervalle de continuité (a, b), intérieur
lui-méme a (A, B).

Cette condition de convergence contient comme cas particulier
la célébre condition due a Dirichlet, la premiére qui fut connue (*).

La série de Fourier d’une fonction f, satisfaisant auzx con-
ditions énoncées au n° 3 sous le nom de conditions de Dirichlet,
converge vers la fonction en tous ses points réguliers et cela
uniformément dans tout intervalle complétement intérieur
aun intervcalle de continuité.

Au n° 3 il est dit en particulier que la fonction f est bornée; on
renonce parfois a cette restriction pourvu que | f]ait une intégrale.
Rien dans nos raisonnements ne supposant qu’il s’agisse d'une
fonction bornée, la conclusion indiquée reste exacte pour ces
fonctions non hornées satisfaisant aux conditions de Dirichlet.

Dirichlet énoncait cette condition : f'n’a qu'un nombre fini de
points de discontinuité. Cette condition lui était indispensable
parce qu'a 'époque de Dirichlet on ne savait pas intégrer les
fonctions n’y satisfaisant pas. Pour se débarrasser en partie de
cette restriction, Dirichlet a étendu quelque peu la notion d'in-
tégrale et I'a appliquée a certaines fonctions ayant une infinité
de points de discontinuité. Ces travaux de Dirichlet ne nous sont
parvenus que par le Mémoire de Lipschitz déja cité. Les travaux
de M. Jordan ont permis de laisser entierement de coté la restric-
tion de Dirichlet, de sorte que le théoréme reste exact si, par
Jonction satisfaisant aux conditions de Dirichlet, on entend
une fonction f qui ne cesse d'étre croissante pour devenir décrois-
sante ou inversement qu’en un nombre fini de points et, de plus,

(') Comptes rendus, 1881.
(?) Journal de Crelle, t. 4.
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telle que | f| ait une intégrale. Notre démonstration est valable
pour ce cas.

II. — APPLICATIONS DIVERSES.

41. Formule de Fourier. — Les résultats obtenus jusqu’ici sont
relatifs a la convergence de I'intégrale =S,

M+ &

. r—10
sin(2n—+1) 2
=S,= ——m—f‘,o)de,

2 sin

quand » augmente indéfiniment. Nous avons vu que la limite de
cette intégrale restait la méme quand on I'étend de 3 & + au lieu de
I'étendrede a & 27 + =, pourvu que onait <z <y < B+ 2w
Il existe toute une classe de fonctions g(n, 6) des deux va-
riables n et § qui jouissent des propriétés suivantes : 1° pour
une certaine valeur z de 0 la fonction o(n, §) croit indéfiniment

Y
avec nj 2" f o(n, 9) d tend vers zéro avec n pourvu que z n'ap-
v

partienne pas a l'intervalle (3, v); 3° au contraire cette intégrale
tend vers une limite déterminée et non nulle quand n croit, si.r
est intérieur a Pintervalle (3, v); cette limite est alors évidemment
indépendante de 3 et v. Ces intégrales ont recu le nom d'inté-
grales singuliéres; dans beaucoup de cas on peut démontrer
qu’une intégrale est singuli¢re et rechercher sa limite en utilisant
des raisonnements analogues i ceux qui ont servi a I'étude de I'in-
tégrale singuliére =S,,.

C’est d’ailleurs toujours par Pemploi des méthodes quiconvien-
nent au cas de =S, et, en particulier, par I'emploi des théorémes de
la moyenne qu’on aétudié les intégrales singuliéres plus générales.
Le principal intérét d'une telle étude c’est qu'elle permet de
démontrer du méme coup la possibilité de développer une fonction
en série de Fourier et en d’autres séries particuliéres comme celles
dont les termes sont des polynomes de Legendre ('). Je vais me

(') On pourra consulter a ce sujet I'Ouvrage déja cité¢ de M. Dini : Serie de
Fourier e altra representasioni, etc. et le Tome 1l du Cours d’Analyse de
M. Jordan.



SERIES DE FOURIER CONVERGENTES. 75

contenter ici d’étudier I'intégrale de Fourier trés voisine de I'inté-

grale =S,. On a

r—0 db
2 2

o .
zS,,=f J(®)sinn(zx —0)cot
«

I X+
+-f S(0)cosn(xr—9)do;
2 -3

du théoréme de Rieman, sur la limite des modules des coeffi-
cients des séries de Fourier, il résulte que la derniére intégrale
de I'égalité précédente tend vers zéro quand »n croit. Par suite,
s’il s’agit d’une fonction fn’ayant que des points de discontinnité
de premiére espéce et dont la série de Fourier est convergente,
on a

d0—~|f(.r+o)+f(.z'—n)]

1T+
lim f f((l)smn(:r——ﬂ)col
@

Supposons en particulier quefsoit a variation bornée; alors il

f(0)

—0 . N
en est de méme de > tang = et 'on peut appliquer a cette

fonction la formule precedente, ce qui donne

2T+ A f( )
limf smn(.r—!i)d() —[j(x+o)+f(z‘—n)].
n=wJy r —

Jusqu'ici nous avons supposé que f(4) était de période 27 et
alors le choix de o importait peu; si £ (8) n’a pas la période 2% il
faut prendre « de telle maniére que z soit intérieur a (2, 27 + a).
Pour rendre fixes les limites de notre intégrale remarquons que, si
| £(8)] existe et a une intégrale dans (— o, 4+ %) ('), on a

+ @ X
f {(_ﬁ-)esinn(r—ﬁ)df)
2

T+ &
$ x

f 'ﬂe)sinu(x—f))dﬂ‘—f-al—x/‘ [£(0)] do;
—zJg

pour 3> 2=+« la premiére intégrale du second membre tend

(') L'intégrale dans un intervalle infini se définit comme dans un intervalle
fini, de sorte que f n’a une intégrale quc si | /| en a une.
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vers zéro quand 7 croit, car z est extérieur a (27 + 2, 3); d’autre
part on peut prendre 3 assez grand pour que la seconde intégrale
du second membre soit aussi petite que 'on veut; donc I'intégrale
du premicr membre tend vers zéro quand n croit.

On peut raisonner de méme pour l'intégrale étendue de — 0 a a;
cela nous donne le résultat suivant :

Si f(9) est a variation bornée dans (— o, + ) et si

+ @
8) | dbY @ un sens, on a, en tout point régulier,
i P -4

lim AL

n=wJ_ o ar—0

sinn(xr —0)d) = 7—;[f(.1.'+o)+f(:r—o)].

Cette formule est connue sous le nom de formule de Fourier.
H serait facile, bien entendu, de la démontrer dans des cas plus
généraux ct de la démontrer directement; il serait facile aussi
d’étudier la convergence uniforme, quand n croit, de I'intégrale
de Fourier qui figure au premier membre de la formule.

Fourier a obtenu sa formule sous une autre forme qu’il est
intéressant de connaitre; je ne la démontrerai que dans le cas

-+ ®
trés simple ol [ |f(8) 8 @ un sens et ot il Wexiste qu’'un

nombre fini de points en lesquels f(9) cesse de croltre pour
décroitre, ou incersement; on supposera de plus comme plus haut
que f n’a que des points réguliers.

Remarquons que 'on a

sinn(z—0) _

——0 f cosv(xr —0)dyv,

o

de sorte qu'on peut écrire U'intégrale de Fourier F, sous la forme

+ o n
F,= f S(0)cosv(x — 0)dvdld
‘[- [

= lim f,.f+.'f(0)cosv(x—0)d0dv.
°

= —a

Donnons i v une valeur quelconque, l'intégrale

+af(0) cosv(z —0)d0

—a
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a une limite pour a = qui est [+.f(0)cosv(x—9)d0 etla

différence entre l'intégrale et sa limite est bornée, quels que
soient a et v; nous sommes donc dans un cas (n* 12) ot I'on a

n +n
F,,=Iimff F(0) cosv(x — 0) db dv
[1] —_a

= J

=f" f“f(o)cosv(m_o)dodv.
[} vV —=

Remplagons maintenant la varviable discontinue n, par une
variable continue qu’on notera n + 3z, (5 <<1); on a

H + o
F,,+:—F,.=f / F(8) cos(n +v) (z —0)db dv.
L) —-

Partageons l'intégrale de — o 4 + %, qui figure dans cette for-
mule, en des intégrales prises respectivement de — w0 a —a,
de —a a + a, de @ a + . On peut faire en sorte que la premiére
et la troisieme aient unc somme inférieure a P en valeur absolue.

M
+v

Quant a Vintégrale de —a a + a, elle est de l'ordre de '’

M étant fixe (n® 27). Donc, puisque 3 est inférieur a 1,
|Fpez:—Fa| < Pz+.\l.‘;(|+ %) <P+ \I);(I—I- -::);
P peut étre pris a volonté, M est indépendant de a, donc F,,,

et ', ont la méme limite. Par suite : dans les con litions indiquées
on a, p étant positif quelconque,

;[f(z'+o)+f(z-—o)]=p121:‘/o‘p"/-‘:of(‘))cmv(r—-ﬂ)dﬂdv (1).

(') On écrit généralement le second membre sous la [vrme

© +»
f f S(8)cosv(z —0)db .
0 —w

A

mais, avec les conventions adoptées ici, du fait que / 2(v)dv a une limite
0
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42. Formules sommatoires. — On a vu que l'intégrale
. r—=0
sin(an + —
h= | —————s® a0

. T
2 Sin

%

avait, pour n ==, une limite indépendante de I'intervalle auquel
on I'étend. pourvu cependant que cet intervalle et la fonction £(6)
satisfassent a certaines conditions. Dans ce qui suit, on va sup-
poser, ce qui sera bien suffisamment général, f(6) & variation
bornée. mais on ne supposera plus f(6) périodique. Quelle est la
limite de 1,, si on étend cette intégrale a l'intervalle (A, B)?

Tout d’abord on peut toujours supposer B— A multiple de 2=,
car, si cela n’était pas, et si B,— A était un multiple de 2=,
B, étant supérieur a B, on pourrait étendre 1, de A a B,, a con-
dition de faire f(0)=o dans (B, B,). Ceci posé¢, partageons (A, B)
en (A,A+2%), (A+ 2%, A+ 4=%),... et appliquons a chacun de
ces intervalles les résultats trouvés, nous obtenons

lim l_—" =f(r))+ f(xs) +...-- %lzf(’;\)—a— 3f(B)],

Zy, Iy, ... ¢lant les valeurs congrues a . suivant le module 2% et
intérieures a (\\, B), 2 (ou ) étant égal a 1 ou o suivant que A (ou B)
est ou non congru a z suivant le module 2%. Si I'on remarque que
l . . " b1
—1I, est la somme des n premiers termes d’une série analogue i la
k3

série de Fourier, on a, en désignant par S la somme figurant au
second membre de la formule précédente,

2T

S = L'/A'Bf(o)+%ifnf(o)cosp(z—e)w.

p=1

Appliquons cette formule au cas 0t A=0, B=12n=, puis faisons

quand p croit, on n'a pas le droit de conclure & Pexistence de I'intégrale

./o“’ e(v) dv.

Bien entendu, cclte remarque n’est pas unc critique adressée aux Ouvrages
classiques; ellc a sculement pour but d’éviter les erreurs qui pourraient résulter
de confusions catre des conventions dilférentes.
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. . 0 t—a
le changement de variable qui remplace — par » nOUs aurons,
B 2T .

pour r = a,
%f(a)—bf(a+m‘)+f(a+-zm)+...

4 fla+n—1w)+ :l;f(a+n(o) =38,

'=L,fj4l)(ll ——2 f j(l)cos')pr“-a)

p=1

c'est la formule sommatoire de Poisson.
Cette formule est employée au calcul de S ou aun calcul de er-
reur commise en prenant S pour valeur approchée de l'inté-

b
;:rale[ f(t)dt; aussi est-il utile de pouvoir apprécier I'ordre de
ta

grandeur des termes de la série du second membre. Ces termes
sont analogues a ceux d’une série de Fourier, on aura leur ordre
de grandeur par les procédés indiqués précédemment (n°® 27).

Admettons, en particulier, que f ait des dérivées continues, au
moins jusqu'a I'ordre 2m; alors chaque terme pourra étre trans-
formé par des intégrations par parlies successives et I'on utilisera
des égalités telles que la suivante :

~b
/ f(l)ro>np. ") dt

a ( )If(b)——f(a)]——>( )[fm(b)—f'"(a)]—__.

(0]

(= ',I"-l.‘(_._.) lfl!ln-l)(/’) _flzln—n(a)]

LA

b
w \mog t
-+ (— o — P (2m) one=
(. l)lll),(.l .) [,:m‘/u< f m (‘)COSAP‘.

pzlll

—2 a.

En posant
, ) 1 1 1
‘,-A.‘: (_'),1:)’1 (I-!— ,—’5 -+ }!_'i —+. -.) = (—21)! Ba,

ou B, est le 2™ nombre de Bernoulli, nous trouvons

-1 f f(e)dt

= Y[ f(b)— f'(a)wr— Y, [ f"(b) — f"(a)| P +...
-+ (._ 1 ,m--l\"m [f.!m—l:(b) _f-.!m—ﬂa ]wlll'+ (_l)m R”"



80 CHAPITRE 111.
et

o 2 1 b t—a
Rn|=w"”2(T;P—m;m[ f""(t)coszp'l: © d‘.

p=1

C’est la formule sommatoire d!Euler et Maclaurin.

Pour I'appliquer, il est bon de remarquer que l'on a

b
R | < Yamwtm [ | f2m(2)] dt,
«
de sorte que. quand f-*™ a un signe constant, le reste R, est au
plus ¢gal, en valeur absolue, au dernier terme régulier conservé.

La formule d’Euler et Maclaurin s’applique facilement dans
deux cas : quand f est indéfiniment dérivable et que R 5 tend vers
zéro quand m croit. alors la formule conduit au calcul d’une série
convergente: quand cette série existe, mais est divergente, elle
peut encore servir au calcul si ses termes commencent a décroitre
pour croitre ensuite, car on obtient alors une valeur approchée de
la quantité a calculer en prenant la somme de tous les termes
jusqu'au plus petit. Ce procédé, qui n'est légitimé ici que si la
dérivée f-2™ correspondant au reste négligé est de signe constant.
est employé, comme l'on sait, pour beaucoup de séries divergentes,
la série de Surling par exemple.

L’emploi de la formule sommatoire d’Euler et Maclaurin sup-
pose que l'on a calculé les Y., et les B;: ce calcul peut se faire
a l'aide de la formule méme. Si I'on ¥ fait /(%) =60» a=o,,
bh—1. w=1. on aura une formule de récurrence entre les m
premiers nombres Y:u. De cette formule on déduira facilement
jque les Y et les B sont rationnels.

13. Sommes de Gauss. — Dirichlet a fait connaitre un procédé

s=a—1 s—m-1

~ ax=s? . 2ws? .

. ‘s s de Gauss. & cos .

de calcul des sommes de Gauss, S cos——, Z,sm —> qui
3I=® =0

utilise la formule de Poisson \ Journal de Crelle, 1. 18 et 21).

Les sommes a calculer constituent la partie réelle et le coeffi-

cient de ¢ dans Uexpression

L. . —_— .
S=-Ffo ~—Ffornr=rtr—flan—az) + ;j\an:),
3 . . :
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i
ou I'on a pris f(8) = ¢*"%. La formule de Poisson sapplique a
cette fonction f, parce qu’elle s’applique & sa partie réelle et a sa
partie imaginaire; cette formule donne

i 2am it
z::S:f e’"“dt-o— 22 f eInT cos pt dt.
0
iptam
Supposons d’abord n multiple de 4, auquel cas e * =1, ce

qui permet d’'éccire

i

a2 aT it
2[ enT cospt dt=/ e (eirt 4+ e—ipt) dt
Jy /o

nm i AT i
(t ~png)? — (t—pnT)
= [ einz ' P dt +f einm (TP gy
. (]

°
(p+2iaT i (—p+2in i 9
e""" d0+ exr®  df.

25 -pn*®

La somme S, des p + 1 premiers termes de la formule de Poisson
peut donc s’écrire

~ip+2inm i (p+1)nm b
enT d en® do,
/—pnx —(p+1nT

) 02
Or. en posant —— =¢, on a
2T

+h i — T, !nﬂ
[ AT = ‘/’"‘"(f dt+f L)
Jog 2 )

\

si donc on pose

|' ‘/.Aell de "
im —dt=12 s
A=edy e

(') Pour démontrer l'existence de la limite, il suffit de démontrer V'existence

A A
A cost sint
de limites pour /‘ D8 dee dt; si I'on s'occupe, par exemple, de la

Jo Wi Jo VI

seconde intégrale, on vérifiera facilement que la série
® . I . £ 54
snn¢d¢+f sll:_tdl+/' smtd
o Ve vt Jam Wt

est a termes alternés, indéfiniment et constammment décroissants en valeur absolue.
L. 6
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on a

. — an
a‘r:S:llmS,,:a:u/a.nr., S = ?’-

Pour n=4, par un calcul direct on a S=2(1+¢); d'oui a, puis
la formule générale qui donne S,

2(1+¢')=\/§a, 1=(l+i)‘/§, S =ynu+i).

Pour passer au cas ou n n’est pas multiple de 4, posons avec
Dirichlet

s=n—1
. 2T ms?

¢(m,n)= e ",

§$0
m et n entiers, n positif. Remarquons que I'on a
1° p(m',n) =9(m,n) si m'=m (mod n).
On a encore, si ¢ esl premier avec n,

20 o(m,n)=g¢(c*m,n):

e cs R
en effet, les restes des divisions - (s =o0,1,...,~ —1) étant tous

différents, sont égaux 2 0, 1, ..., n — 1. Les termes qui composent
les deux membres sont donc les mémes, a 'ordre pres.
Enfin, si m et n sont positifs et premiers entre eux, on a

3 o(m,n)e(n, m)=1qg(1,mn);

en effet, le premier membre est égal a

s=n—1,l=m— . S=n—1l, t=m-— .
1 1 e s=n—1, t=m-1 u i

(mYst4+n2{d) — ms+nl)* —
e mn — e mn

$=0,1=0 s=0.1=0

~+ nt)?
et les restes de (ms + nt)?

sont égaux a o, 1, ..., mn —1.
Ceci posé, on a, pour n = o (mod 4),

¢(1, n) =V (1+ Q).
Soit n ==1 (mod 4), on a, d’apres 3°,

P4 n)o(n, §)=o(1, jn) =201+ i) Vn.
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D’aprés 2°, on a
o(4,n)=9(1,n),
puis, d'aprés 1°,
?(n"i)=?(l16) ou ?(314))

suivant que n est congru (mod4) & +1 ou a —1; o(1, 4)
et 2(3, 4) se calculent directement, on trouve

P(n,4)=2(1+1) ou 2(1—¢)
et
Q(I,n)zy/; ou iyn.

~ N . n. .
Supposons enfin r pair et 5 impair, d’aprés 3¢,

9(2, %)o(-’;’ 2) =o(1,n):

d’apreés 1°
no
(3 2)=9(|,u)=o, (1, n) =o.
La formule
s=n-—-1 s=n—1 .
2T . Y . 2T 1+ -
cos — s — ¢ sin = ——yn
D e e X sin T TG
=0 sS=v

résume les résultats obtenus qui ont été donnés par Gauss comme
conséquence de ses recherches sur les équations de division du
cercle (Disquisitiones Arithmeticee, n® 356). Toutefois, il subsis-
_tait une indétermination relativement au signe du radical; Gauss
a levé cette indétermination de diverses maniéres et, en particalier,
par I'emploi de formules d’interpolation trigonométrique.
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SERIES DE FOURIER QUELCONQUES.

. — ExisTENCE DE sEriEs DE FOURIER DIVERGENTES.

44. Ezemple de fonction continue dont la série de Fourier
ne converge pas partout. — Paul du Bois-Reymond réussit le
premier a construire des fonctions continues dont la série de
Fourier ne converge pas partout (').

L’étude du trés remarquable Mémoire de Paul du Bois-Reymond
doit étre recommandée a tous ceux qui veulent approfondir les
questions relatives a la convergence et a la divergence des séries de
Fourier. Du Bois-Reymond y introduit une notion que nous n’avons
pas eu P'occasion d’utiliser : la notion de type d’infinitude d’ une

Jonction f(t) qui crott indéfiniment avec t ().

Pour les fonctions continues qu’étudie du Bois-Reymond, fonc-
tions toutes spéciales et formées par un procédé trés particulier il
est vrai, c’est par la comparaison de types d’infinitudes qu’on peut
décider de la convergence ou de la divergence. Il y a la un fait
dont devront sans doute tenir compte ceux qui voudraient essayer
d’obtenir des conditions de divergence des séries de Fourier.

Je ne donnerai pas ici les fonctions a séries de Fourier diver-
gentes construites par P. du Bois-Reymond ; leur définition et leur
étude sont assez compliquées. De I'exemple général de du Bois-
Reymond, M. Schwarz a déduit un exemple plus particulier et plus

(') Untersuchungen iber die Convergens und Divergens der Fourierschen
Darstellungsformeln ( Abhandlungen der Bayer. Akad., Math. vhys. Classe,
t. XII, 1896).

(?) Au sujet de cetle notion, voir la Note Il des Legons sur la theorie des
fonctions de M. Borel et les Legons sur les series a termes positifs du méme

auleur.
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simple qu’il a fait connaitre dans ses Cours et qu’on trouvera dans
la Notice de M. Arnold Sachse déja citée (n° 13).

Voici un exemple un peu plus simple que celui de M Schwarz
duquel d’ailleurs il difféere peu.

Soient ¢,, ¢, ... des nombres tendant vers zéro; soient n,y, n,,
ny, ... des entiers impairs croissant indéfiniment, posons

a(k)=non,nyny...n;,

T
a(k—n)’ a(k)
fonction continue par la condition que l'on ait f(z)= f(— x) et,
dans l;, en conservant les relations des n"* 33 et suivants,

et désignons par l; 'intervalle [ - Définissons une

o(t)=ck em[n(k)!]s—m—t

S (z) est ainsi entiérement déterminée pour z assez petit, on la
définira ailleurs par la condition qu’elle soit partout continue et
de période 2w. Pour cette fonction, on a

ki
xS, = ’9(!)5in(2n—+—|)ldt
A sin ¢
k=w P
—En"”') /‘sm(»n—+—n;am|a( )t|d
Py

1 . a(k)—
g, tendant vers zéro avec . Faisons n = —(T— = v,

a(h
t
=Sy, -—Ev.+f ey sinfackyt]

sint
S, [ sinlack)t)sina(p)e]
S (K)t]sinfa(p)t
+vcp /‘mn a dt.

La premiére intégrale tend vers zéro quand & croit, c'est le
résultat d’un calcul dé)ja fait; étudions les autres. Pour p £ &, on a

sin[a(A)t]sin[a(p)t] . dt ,
lcﬂ./ [ ¢ dt :lcl'|~/l‘T=!cl'l‘Lnl"
p

L
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Pour pe=4, on a
cAfM"![a(‘)t]dt CL-L"k— ; /‘cos[u:(k)t]d[;

Iy Iy
|fcos[2a(k)¢]dt
t
I

d’aprés I'inégalité du n° 25.
Donc, on a, n4 n’augmentant pas indéfiniment avec £,

a(k) 1
%4

< _
= x a(k)

p=k—1

l l
T[Sul2 e | Lrw— 2 lep [ £ np~+ k.

p=1
Si donc on fait en sorte que

p=k—1

1 > |\ N
;leILnk— 2‘ lep| L np

p=1

augmente indéfiniment avec £, la série de Fourier de f sera
divergente pour ¢ =o0. Or cette condition est facile a réaliser;
on pourra prendre, par exemple,

lex| L= %P,  cx= >  dou  np=(ePyk.

4%
Pour P = £ 3, ny= 3% sera bien impair.
45. Remarques sur la convergence des séries de Fourier. —

On peut rattacher 'existence de séries de Fourier divergentes a
une remarque immédiate qu’on peut énoncer ainsi :

La Uumite supérieure Mp(n)de la valeur absolue des
(n—+1)*mes sommes S, des séries de Fourier des fonctions f(z),
telles que lUon ait constamment |f|SM, crolt indéfiniment
avec n.

On a en effet

ISal= —|/ RO f e atyde

sint
.M
<N —_
<= f

sin(2n +1)¢
sin¢

ldt = Mp(n);
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cette limite M3(n) est atteinte quand f(z + 2¢) est la fonction
discontinue f, égale 3 == M et de méme signe que ﬂ‘%ﬁif—'—)‘ Il
résulte de 12 qu’on peut s’approcher autant qu’on le veut de cette
limite en prenant pour f des fonctions continues comprises
entre = M el tendant vers f, (n° 12); on peut d'ailleurs supposer
que ces fonctions f sont a variation bornée et sont des fonctions
paires comme f,, c’est-a-dire telles que f(z + t)=f(z —¢).
Reste a étudier p(n).
Considérons les intervalles dans lesquels |sin(2n + 1)¢| sur-
1 6p +1 6p +5
passe 2 [ﬂﬁ(zpn 1) nﬁ('fﬂ 1)
bution dans 3, est supérieure a

est un tel intervalle; sa contri-

6p+35

lf 6 2n+1)
T 6p -1

6(2n+1)

1 1 ,§p+.3_L, 4
.;dt_;:{'6p+l_2ﬁ~{(l+6p+l)

N |-

ou est donc supérieure a la somme des 27 +1 premiers termes de
la série dont le terme général est '

w= (1 )

Or cette série est divergente, car pup tend vers la limite 3';“ quand p

croit, donc 3, croit indéfiniment avec n.
A cette remarque j’en ajoute une autre qui ne différe d’ailleurs
pas du premier théoréme du n° 34.

Si l'on a constamment | f|SM et si, dans (xo— h, 2o+ h),

on a f=o0, on peut tracer pour |S,(x,)| une limite supé-
rieure de la forme MR (h).

En effet, dans ces conditions, on a

T L

E \ 2
1 sin(2n +1)¢t . aM dt _
[Su(xe)| = nf/ PR Teoaes 28 [ < NR(A).
1
46. Autre exemple de série de Fourier divergente. — Je pose
Sr)=¢ fi(nx) + &y fr(Rax) + 53 fH(n3x) +...
=F,(r)+ep fpr(Rpax)+..05
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dans cette expression les ¢; sont positifs et la série Z ¢; est conver-

gente et de somme inférieure 4 1, les fonctions f; sont des fonc-
tions de période 27, continues, paires, a variation hornée et infé-
rieures a 1 en valeur absolue. De plus, 'une au moins des sommes
de la série de Fourier de ¢ f;(¢) doit, pour ¢t = o, surpasser i + 1
quand on la prend en valeur absolue: soit p,; 'indice d'une telle
somme. Quant a n;, c’est le plus petit des indices des sommes de
la série de Fourier uniformément convergente de F;_,, a partir
duquel ces sommes, prises en valeur absolue, ne surpassent pas 1.

Dans ces conditions, il est évident que f est continue et de
période 2 et que, pour = o, la somme d’indice n;p; de la série
de Fourier de f, qui est égale a la somme correspondante de F;,
a une valeur absolue supérieure a (. La série de Fourier de f
diverge pour z = o.

47. Ezistence de fonctions continues représentables par leurs
séries de Fourier non uniformément convergentes. — Consi-
dérons des valeurs ay,=rm, a,, a,, ... positives, décroissantes et
tendant vers zéro. I, désignera U'intervalle (@,p, @2p_,), Xp serason
milieu, 24, sa longueur. f,(z) sera une fonction de période 27,
continue, a variation bornée, et telle que I'on ait |pf,| <1. De
plus, en z,, I'unc des sommes, prise en valeur absolue, de la
série de Fourier de f, surpassera p + Ri/,) (n°® 43): soit u, I'in-
dice d’une telle somme. Alors, si f(r) est une fonction impaire,
continue, de période 2=, a variation bornée sauf autour de x = o,
et, quel que soit p, égale & f, duns [,. sa série de Fourier
converge partout, méme a l'origine puisque cetle série ne con-
tient que des sinus. Cependant cette série n’est pas uniformément
convergente autour de £ = o, puisqu’en r, la somme d’indice u.,
de cette série surpasse p quand on la prend en valeur absolue,
d’aprés le second énoncé du n” 45 ().

Nous venons de construire des fonctions présentant une cer-
taine singularité a l'origine: a I'aide de séries construites a partir

(') Les raisonnements qui précédent peuvent étre utilisés pour I'étude de déve-
loppements plus généraux que les séries de Fourier (voir H. LEnrsouE, Comptes
rendus, 17 novembre 1905).
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de ces fonctions nous pourrions obtenir de nouvelles fonctions
pour lesquelles la singularité considérée se présenterait pour tous
les points de certains ensembles. Mais il parait plus difficile de
savoir si 'on peut faire en sorte que la singularité considérée se
présente partout, c’est-a-dire de répondre a ces questions : Existe- .
t-il des fonctions continues dont la série de Fourier est divergente
partout? Existe-t-il des fonctions continues dont la série de Fou-
rier est partout convergente, sans étre uniformément convergente
dans aucun intervalle (*)?

Je signale une autre question analogue : on a vu qu’il existait
des fonctions sommables, non intégrables au sens de Riemann
dans (o, 2 =) et qui sont représentables partout par leurs séries de
Fourier convergentes; existe-t-il de telles fonctions qui ne soient
intégrables au sens de Riemann dans aucun intervalle?

II. — SomvarioN DES sErRIES DE FOURIER DIVERGENTES.

48. Procédé de Poisson. — A I'époque de Poisson, contempo-
rain de Fourier, la convergence des séries de Fourier n’était pas
démontrée; de plus, on ne distinguait pas encore soigneusement
les séries de Fourier des autres séries trigonométriques et il arri-
vait fréquemment qu’un calcul analytique conduisait a une série
trigonométrique divergente. C’est ainsi que, si 'on dérive terme a
terme I'égalité

=—xr sinnz
5 = E = (o< r<ax),
on obtient I’égalité toute formelle
I
—_— = cosnzr,
2

dans laquelle le second membre est une série divergente (n° 21).

(') Dans une Note des Comptes rendus (29 décembre 19o2) M. Steklofl a
indiqué que la réponse & la premiére de ces questions élait, pour lui, négative.
La démonstration de cette propriété n'a pas encore été publiée et les renseigne-
ments que contient la Note citée sont insufflisants, & ce qu'il me semble, pour
permettre la reconstitution de cette démonstration.
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De sorte que, ou bien il fallait renoncer a I'’emploi de ces séries
divergentes simples bien u’elles n’aient jamais trompé dans les
cas ol on les avait employées : c’est le parti qu'on a pris générale-
ment a la suite de Cauchy et d'Abel; ou bien il fallait adopter un
_ procédé de sommation des séries autre que le procédé ordinaire :
c’est le parti que prit Poisson.

Pour sommer la série

l .
—ag+ E (apcosnzx + b, sinnx),
2

Poisson considére la fonction

1 .
S(r,r)= 2% +Er"(a,, cosnzx + b, sinnx),
qui existe, pour » <1, dans tous les cas qu’il considere, et il con-
vient que la somme de la série pour £ = .r, sera, par définition,

Slro)=lim f(r,zo) (}).
r=1

S’il s’agit d’une série de Fourier, f(r, r) existera toujours
pour r < 1. Les considérations du Chapitre Il montrent que le
procédé de Poisson permet de remonter de la série de Fourier a la
fonction correspondante, en tous les points réguliers de cette
fonction, s’il s’agit d'une fonction bornée n’ayant qu'un nombre
fini de discontinuités (n* 31). M. Schwarz, auquel est due la démon-
stration rigoureuse de ce résultat, I'a étendu a des cas plus géné-
raux.

49. Procédé de Riemann. — Admettons une propriété qui va
étre bientot démontrée (n® 33) : toute série de Fourier est inté-

grable terme a terme. L'intégrale F(r) = [f(.r) dz de la fonc-
+'o

tion sommable f(z) sera donc égale a
1 1 .
F(z)= -aoxr + —|ansinnz — b, cosnr —1
( ) 2 (] Z n l n ] )]9

les a, et b, étant les coefficients de la série de Fourier de f.

(') Journal de U’Ecole Polytechnique, 18* Cahier.
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Or, quand on connait F(z), on en déduit f(z), en tout point
ou f est la dérivée de F, c’est-a-dire en tous les points sauf en ceux
d’un ensemble de mesure nulle (n°® 11), par 'emploi de formules
telles que

F(r +~ h)— F(2) F(z + h — F(xz — h)

Sf(z)=lim A ’ f(z):}i::' v

h=o

L’emploi de la seconde formule est préférable, parce qu’elle
permet de calculer f en tous ses points réguliers. Avec cette for-
mule, on a

. . 1 Y sinnh . .
S(z) =I!l="; [;a., +Z h (apcosnzx + b, snnn.r)] =I|.|;nop,,,
en tous les points ou notre procédé de sommation s’applique. Pré-
cisons quels sont ces points : ce sont d'abord ceux déja nommés
pour lesquels f est la dérivée de F; mais ce sont aussi les points z
tels que la fonction de 4, f(z +h)+ f(x —h)—2f(z), qu

est nulle pour % nul, soit la dérivée de son intégrale indéfinie. Si
'on se rappelle que cette fonction a été désignée par o (g), on

pourra conclure que le procédé de sommation qui vient d’étre
indiqué peut étre appliqué en tous les points tels que l’inte-
grale indéfinie de 3(t) a une deérivée nulle pour t=o, et en
particulier pour tous les points réguliers de la fonction f et en
tous ceur ou fest lu dérivée de son intégrale indéfinie.

La série

p,(.r)-a—[p_;(.r)—;;(z)] +[p%(z)——p%(z~')J “+...

fournit donc une représentation analytique de la fonction f(z)
valable partout, sauf pour un ensemble de valeurs de £ de mesure
nulle. Comme on peut écrire cette représentation dés que I'on
connait la série de Fourier de [, il en résulte qu'une fonction est
déterminée, sauf pour un ensemble de valeurs (e mesure nulle,
par sa série de IFourier (n°® 24).

La série qui représente F(.r) est uniformément convergente
(n" 33), donc on a, si F(z) est 'intégrale de F(.r) étendue de o
az, :

: 1 1 . a, b,
J(z)=-a .z"—i-z — —(apcosnx +bysinnr)+— +~ —zx|.
(&) ;e PO " T B
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Or (n°6) f(x) est la limite, pour h =o. de

Fz+h+Fx—h)—2F(z)
i

= Ra(T)

en tous les points ou s’applique le procédé de sommation; donc
nous pouvons remplacer dans nos énoncés &a par

1
8\/,(1‘): ;‘ao—z

. h\?
sinn—

(agcosnx + by sinnx).
n—
2

Ce nouveau procédé de sommation est celui qu'a indiqué Rie-
mann. A la vérité, Riemann ne se proposait pas. comme le faisait
Poisson. de sommer des séries trigonométriques divergentes, mais
il a démontré, comme on le fera plus loin (n* 38), que ce procédé
peut remplacer le procédé de sommation ordinaire partout ou
celui-ci s’applique. et c’est a I'étude de ce procédé de sommation,
plus simple a plusieurs égards que le procédé ordinaire, qu’il a
consacré son célébre Mémoire Sur la possibilité de représenter
une fonction par une série trigonométrique.

Il faut observer que si f est toujours compris entre m et M il en
est de méme des rapports

_ Fi(r+-hA —F(x—h)

.‘i(:r—,—h)—f-j(z-—h)—aj(z')
Pa 2h ’

h?

1] «"I.=

puisque F et 7 s'obtiennent en intégrant une et deux fois la fonc-
tion £ (n* {1). De plus. pour la méme raison. si f est compris
entre m et M dans (a—he. b+ hq ). 24 €l R, sont encore compris
entre m et M. pour h << hy. Donc z4 et & sont toujours compris
entre les limites inférieure et superieure de f et ils tendent
uniformément vers [ dans tout intervalle 2. 3) ot f est con-
tinue; car. si f est d'oscillation au plus égale a = dans tout intervalle
de longueur 2/, intérieur a (a — ho. b — hy). pour h < h, les
quantités 34 et R, différent de £ au plus de <. dans (a. b).

3. Procédé de M. Fejér. — Les deux procédés du numéro
précédent rentrent comme cas particulier dans les procédés géné-
raux de sommation des séries divergentes que M. Borel puis
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M. Mittag-Leffler ont employés récemment pour I’étude des séries
entiéres. On sait que ces procédés conduisent a atiribuer a la série

U+ U+ Usg—+. ..

une somme définie ainsi : considérons la série
ao(h)uo-’r— a.(h)u, —+ Qo h)u,—i—. .oy

les coefficients a@;(4) tendant vers zéro quand ¢ croit pour £ diffé-
rant d’une certaine valeur singuliére, o par exemple, et se rédui-
sant tous a 1 quand h a cette valeur singuliére. Si les a;(/) sont
convenablement choisis, cette série sera convergente. La limite,
que je suppose existante, vers laquelle tend sa somme quand A
tend vers la valeur singuliére est, par définition, la somme de la
série proposée. Bien entendu les a;(/4) sont assujettis 2 plus de
conditions que je n’en ai énoncées, le plus souvent ces coefficients
sont entierement déterminés; quant au paramétre k il est pris
continu ou discontinu suivant les cas (').

I’exemple le plus simple de ces procédés de sommation, celui
qui est le plus ancien, c’est le procédé de sommation par la moyenne
arithmétique, qui consiste a attribuer comme somme a la série
considérée, dont les n 41 premiers termes ont une somme S,, la
limite pour n = 2, quand elle existe, des quantités

So+ S|+..-+S”-1
Gp = n

=uo+u,(1—'—>+u,<l—-%>+...+u,..(|—g)-

| n \

[ci le paramétre £ est discontinu, il est égal a '; Cette méthode a
été employée tout d’abord a la sommation de la série

0 + COST + €0S2Z + coS3x +...,

que nous avons déja rencontrée (n° 48). Alors

. r . T
sin(2n +1)— sinn —
2 1 1 2 ]
Sn= —_— Gy = — —_— -
. T 2 n .z 2
2 sin— sin =
2 2

(') Pour plus de renseignements sur ce sujet, voir, par exemple, les Lecons sur
les series divergentes de M. E. Borel.
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ce qui conduit a attribuer a la série la somme — i' sauf pour z==o,
cas auquel nos calculs ne s’appliquent pas (o’ ALevserT, Opuscules
math., t. IV, p. 156 et suiv.).

M. Fejér a pensé a appliquer cette méthode a toutes les séries
de Fourier (Math. Ann., t. LVIIl); alors on a

A

3 .
S p t
Sn—f= 1/‘ sin(2n2 +1) 9(l)dI.
()

= sint

JF]

e f= 1 [ (2R 1) ar.

. sint

Je vais démontrer que la méthode de M. Fejér permet la som-
mation de la série en tous les points pour lesquels |2 (¢t)| est la
t
derivée de son intégrale indéfinie ®(t)= [ lo(¢)|dt, pour
Ty
t = o, c’est-a-dire en tous les points pour lesquels ®'(0) =o (').
Faisons d’abord une remarque trés simple. On a

So+ S|+...—‘— S,,_| + n—p S/,+ S,,+|+--.+ S”~-]
n n n—p

On =

(">p)1

donc si, a partir d'une certaine valeur p de ¢, tous les S, sont
compris entre m et M il en sera de méme de la limite, ou des
limites, de 7,. En particulier le procédé de sommation par la
moyenne arithmétique s'applique toujours quand la série est con-
vergente; il est alors d’accord avec le procédé de sommation ordi-
naire.

Ceci posé, partageons l'intervalle (o, E) en (o, 2) et (1, 1—:) La

. . T ) .

contribution de (1, ;) dans 5, — / est la moyenne des contribu-
tions du méme intervalle dans les différences Sq— f, S, — f, ...,
Su_1+— f; or la contribution dans S, — f tend vers zéro avec 1

. . . =\ : ,
par suite la contribution de (1, ;) dans s, — f tend vers zéro

(') J’ai démontré pour la premicére fois cette propriété dans un Mémoire Sur
la convergence des series de Fourier, paru aux Math. Ann., t. LXI. La méthode
du texte est beaucoup plus simple que celle que j’avais cmployée tout d’abord.
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avec '; Il suffit de s’occuper de

/‘ (slnnl o(t)dt
Il‘l! sint

1 "H" sinnt\? ! & /sinnt\?
=E-[ (:m—,) ?(”‘”""n—n,[“ (sinl)?(‘)d"

]

2n+1
En remplacant ™% 5ar n dans | iere intégrale et
n remplagant -=—- par n dans la premiére intégrale et par

dans la seconde, on trouve

2n ~+ 1
x .

4 sinnt?

;:;/‘; ( sint ) pe)dr

§£tb( il )+ ! [¢(’z)—¢< ki >]
T \on -+, . T 20+

nTsm
2

n -1

Si, dans (o, a), on a constamment d)(t)SOl la plus grande des
limites, pour n =, est au plus - -0 + 90: et, comme on peut

prendre § aussi petit que 'on veut, a condmon de prendre « assez
petit, il est démontré que s, — f tend vers zéro quand -~ croit
indéfiniment.

Si f est continue dans (a, b), y compris a et b, on pourra, ayant
choisi § arbitrairement petit, prendre la valeur correspondante
de 2 indépendamment de x dans (a, b) et alors les contributions

de (o, 2) et (a, 1—;) dans s, — f tendent uniformément vers zéro
quel que soit .r dans (@, b). Cela est évident pour la contribution
de (0, 2), et cela résulte pour la contribution de (a, ' ) dans 5, — f

de ce que la contribution du méme intervalle dans S, — f tend
vers zéro uniformément. Avant de conclure remarquons que, si
Poscillation de f est toujours inférieure 4 Q, auquel cas || est
toujours inférieure 4 2Q, on a

[E]

T

sinnt
—f1<ae [
f1< (sml
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Le multiplicateur de Q est ce que devient 5, — f quand f est
partout constante et égale a1 sauf au point considéré ot f=o;
dans ce cas S, — f et 3, — f sont, quel que soit n, égaux a 1; donc,
le multiplicateur de Q est égal a 1 et, dans le cas général, |5, — f|
est au plus égale a Q.

Ainsi, quand n crolt, les quantités s, tendent vers S en tous
les points pour lesquels ®' (o) = o; 5, est bornée, quel que soit n,
st f est bornée; s, tend uniformément vers f dans tout inter-
valle ou f est continue.

Or, pour que ®'(0) == o, il faut que, pour ¢ =o0, | 2(¢)| soit la
dérivée de son intégrale indéfinie et, puisque I'on a

o(t)=[flx +2t)— f(x)]+ [f(x—2t)— f(x))],

cela sera réalisé en particﬁlier quand | f(r + 2¢) — f(z)]| et
| f(x —2t) — f(x)| seront, pour ¢t =o0, les dérivées de leurs
intégrales indéfinies, c’est-a-dire quand |f(X)— f(z)|, consi-
dérée comme fonction de X, sera, pour X =z, la dérivée de son
intégrale indéfinie. Or nous savons (n” 11) que cette condition
est réalisée pour tous les points sauf peut-étre pour ceux d’un
ensemble de mesure nulle; les sommes s, ont donc des pro-
priétés entiérement analogues aux sommes g, et K.

1. Nature de la divergence des séries de Fourier. — Je
laisse de cOté le procédé de Poisson, trés peu étudié ici, et pour
I’examen duquel on pourrait d’ailleurs utiliser les résultats des deux
autres procédés ('). Ces deux procédés, et tous ceux qu’on peut
déduire des procédés généraux de sommation de M. Borel (voir
le § 2 du Mémoire de M. Fejér), fournissent des résultats équi-
valents. -

Tous ces procédés montrent qu’'une fonction f sommable est

<déterminée par sa série de Fourier et fournissent une représen-
tation analytique de f, comme il a été dit au n° 49. Tous permettent
de démontrer le théoréme de Weierstrass sur la représentation

(') Voir, au sujet du procédé de Poisson, un Mémoire de M. P. Fatou qui
paraitra dans les Acta mathematica.
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approchée des fonctions d’'une maniére analogue  celle employée
au n° 29 (). '

Le procédé de M. Fejér est particulierement commode pour
I'approximation des fonctions parce que les quantités s, auxquelles
il conduit sont des suites finies de Fourier et non des séries; nous
I'utiliserons de préférence aux autres, sauf dans le Chapitre V
consacré a I'étude du procédé de sommation de Riemann.

Voici des conséquences évidentes de nos résultats :

Une série de Fourier ne peut étre convergente en un point
de continuité z, de f(x) sans converger vers f(z,), ni en un
point de discontinuité de premiére espéce z, sans converger

1 . . .
vers ;[f(.z‘. — o) + f(z,+ 0)], puisque 5, (x,) et 5, (z,) tendent
vers ces valeurs.

Lorsqu’une série de Fourier est divergente en un point de
continuité x, ou en un point de discontinuité de premiére
espéce x, la plus petite et la plus grande des limites des
sommes successives de cette série contiennent towjours entre

1
elles f(a:) ou z[f(z'. — o) — f(z\+ 0)], sans cela s5,, dont la
limite est comprise entre ces plus petite et plus grande limites, ne
tendrait pas vers f(x,) ou il[f(z. —0) — f(zy+ 0)]. Les points
de divergence sont donc, en z, et z,, des points d'indétermination
de la série et non pas des points ot les sommes successives tendent

vers + oo ou vers — . 1l en est d’ailleurs presque toujours ainsi.
On a, en ecffet, en appelant L la limite supérieure de f,

sinnx_e !
. — 1 fiﬂ—O-G By 0 d’)
““ oz, .z J) 2
sin —
. ox—0\1?
. L M+ 2 smnT db . i
= anr . x—0 2’
x sin ——
2

(') Lorsqu’on utilise de la mnémne maniére le procédé de Poisson, supposé légi-
timé par le raisonuement de M. Schwarz et non par celui du n° 31, on a la démon-
stration du théoréme de Weierstrass qu’a fait connaitre M. Picard ( Traite d’Ana-
lyse, t. 1).

L.
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dans le dernier membre, le multiplicatenr de L est ce que de-
vient 3, quand f(9) est constante et égale a1, done ce multiplica-
teur égale 1. De ce raisonnement et d’un raisonnement analogue
on déduit que 7, est comprise entre les limites inférieure et supé-
rieure de f.

Supposons maintenant que f soit' comprise entre [ et L quand
on ne s’occupe que de (z — h, x + k), alors, en modifiant f a
I'extérieur de cet intervalle de facon qu’elle soit partout comprise
entre [ et L, on ne modifie 5, (z) que d’'une quantité qui tend vers
zéro quand n croit, donc : les limites inférieure et supérieure
de la fonction f au point x, comprennent entre elles toutes les
limites vers lesquelles tendent z,(x,) quand n crolt indéfini-
ment. Par suite, U'intervalle, qui a pour origine et pour extré-
mité la plus petite et la plus grande des limites des sommes
successives, pour x = x, de la série de Fourier de f(x), a tou-
Jours au moins un point commun avec Uintercalle qui a pour
origine et pour extrémité la limite inférieure et la limite supé-
rieure de f au point r,.

IlI. — OepEraTiONS sur LEs sERiEs pE Fourigr.

52. Multiplication. — Pour pouvoir utiliser une série il ne
suffit pas de savoir lui attribuer une somme, il faut encore savoir
effectuer sur elle certaines opérations simples.

Il est évident que la série de Fourier de af, + bf., a et b étant
des constantes, s'obtient par I'addition des séries de Fourier de f,
et f; multipliées respectivement par a et /. ll est plus difficile de
former la série de Fourier de /| f. = F. Nous poserons

1 .

Si~ 5 ao+2(al,cnsp.r+b,,smp:t).
fa~ .'; 10'*‘2 (2,cospr—+ B,sinpx),
F~ __:A,,+Z(A,,cosp:r+ B, sinpr):

nous nous bornerons au cas ot f, et f, sont bornées ce qui permet
d’affirmer que F a une série de Fourier si f, et /; en ont une.
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Nous avons trouvé des cas oa les coefficients a;, b;, 2;, B; for-
ment des suites absolument convergentes, n® 28; alors les séries
représentant f, et f, sont absolument convergentes, on peut les
multiplier terme a terme, remplacer les produits de cosinus ou
sinus par des sommes algébriques de cosinus et sinus et grouper
les termes ainsi obtenus d’une maniére quelconque. Groupons
ensemble les termes contenant cos p.r ou sin p.r, nous obtenons, en
convenanl que a_y=ax, b_r=— by,

=
] ]
Ap= ‘)‘a010+ by E (a,z,+ b/}“‘p)1
) p=1

] 1 S
M) A= ;aoi,,-}— ;ZIG,,(&,.-H.-F1,»—n)+bp(pp+n+pp n)l (n#o),
p=1

] IO
B, = 5 ay {3:. -+ ; Z Iap(gp-o-u— |’5p—n ) — bp(blH-n - bl: n)]-

p=1
. ’ [ . 9 ’ ’ . ¢ |\
Ces égalités ne sont jusqu’ici démontrées que si les séries z |a:l,

Zlbil, 2|1,~|, Z|{$,| sont convergentes et en particulier elles
sont vraies quand ces séries ne contiennent qu'un nombre fini de
termes non nuls, c’est-a-dire quand il s’agit de multiplier deux
suites finies de Fourier. Elles sont vraies aussi quand une seule
des séries de Fourier a multiplier se réduit a une suite finie; pour
le voir il suffira évidemment d’examiner le cas ou f, se réduit a
cospz ou i sinpz. Supposons, par exemple, fo=cospz et
examinons sculement I'égalité relative a A, tous les a etles  sont
alors nuls sauf 2, qui est égal a 1, I'égalité qui donne A, se ré-
duit a

A= i (aln-n +@p-n),
ce qui n’est qu'une autre maniére d’écrire I'égalité évidente :

1 ~2T

-J J1(8) cosnb cos pb db

T o
1 T 2T

== [ [ Si(B)cos(p+n)h d()+f f,(ﬂ)cos(p—n)ﬂdo].

d /o 0

Ces remarques faites, il suffira évidemment de démontrer la
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premiére des égalités (M) pour tous les systemes de deux fonctions
bornées et sommables pour avoir le droit de conclure a I'exactitude
de toutes les formules (M) pour ces fonclions; car, si 'onapplique
la premiére formule (M) aux fonctions f, et f,cosnz, dont on
connail les séries de Fourier, on a la formule qui donne A, et de
méme, si 'on applique la premiére formule (M) aux fonctions f,
et fysinnz, on ala formule qui donne B,.

Simplifions encore le théoréme a démontrer. Dans le cas du
produit f3, il se réduit a

2T
Mo=lap+Fiaprop=2 [ fro)am.
~I.‘)

)
2

Si cette égalité était démontrée, il suffirait de 'appliquer au
calcul de '

I k519 2T 19
f (f,+xf,)rdo=[ srdv+on [ fifrav e [ fy s,
0 0 0 o0

) désignant une constante indéterminée, pour en déduire la
premiére des formules (M). En définitive, pour démontrer ces
formules (M), il nous suffira de faire voir que, pour toute fonc-
tion f bornée et sommable,

1 .
S~ 5%+ Z(a,, cospx + b, sinpx),
on a
i i 1 S
") ;.[ S @ =Lazs Fiaz+ o).
p=1
Cette formule est exacte, nous le savons, quand il s’agit d’'une
suite fime de Fourier; appliquons-la a la somme 5, de M. Féjer
relative a la fonction f. On trouve
,’:n

b 514
- f °,’.d0=-;-a.’,+2(a,’,+b,’,)(|—f)z.
p=1 '

‘R./o

D’ailleurs, f étant bornée, les o, sont aussi bornés et, puisque o2
tend vers f? partout, sauf pour les points d’un ensemble de mesure

2T |
nulle (n° 49),f o df tend vers [ S*db, quand n augmente
[ “o
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indéfiniment (n" 12). Par suite I'égalité (N) serait démontrée si 'on
convenait d’appliquer au second membre de (N) le procédé de
sommation suivant : a la série

Ug—+ Uy —+ Ug+...

on fait correspondre comme somme la limite de

1\? 2\? n\?
2,,=uo+u,<|—;) +u,(|~ h—) +...+u,,(|—— ;) .

Pour que (N) soit démontrée quand on emploie le procédé
ordinaire de sommation des séries, il suffit donc de prouver que le
procédé de sommation par les Z, fournit le méme résultat que le
procédé ordinaire quand on l'applique 4 une série a termes posi-
tifs, comme celle qui figure dans (N). Or, cela résulte de ce que,
quand les « sont positifs, Z, est au moins égal a la somme de ses p
premiers termes, laquelle tend vers la somme des p premiers
termes de la série proposée quand n croit indéfiniment, et de ce
que I, est au plus égal & uo+ uy+...+ u,.

L’égalité (N) et, par suite, les égalités (M) sont ainsi démontrées
pour toutes les fonctions sommables bornées, c’est-a-dire que
nous savons écrire la série de Fourier du produit de deux telles
fonctions données par leurs séries de Fourier. Ce n’est qu’assez
récemment que cette multiplication des séries de Fourier a été
légitimée pour toutes les séries correspondant a des fonctions
intégrables au sens de Riemann; la inéthode qui vient d’étre em-
ployée pour le cas des fonctions sommables est peu différente de
celle qu’avait utilisée M. Hurwitz pour le cas des fonctions inté-
grables de Riemann (').

Il serait naturel maintenant d’étudier la division des séries de
Fourier; on ne connait que bien peu de choses a ce sujet.

L’idée qui se présente inmédiatement a P’esprit consiste a con-
sidérer dans les équations (M) les A, B, « ¢t 3 comme connus et
les @ et b comme inconnus. Le probléeme est ainsi ramené a la
résolution d’une infinité d’équations a une infinité d’inconnues;
je me bornerai i renvoyer aux quelques travaux que j'ai cités

(') Voir Math. Ann., t. LVII et LI\. On trouvera la des indications bibliogra-
phiques concernant la multiplication et I'intégration des séries de Fourier.
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(n" IR) et qui concernent ces systémes. ainsi qu'a un article de
M. P. Appell (Bull. de la Soc. math. de France, 1. XIII).

Jindique cencore une question qui mériterait d’étre étudiée soi-
gneusement : de la convergence des séries de Fourier de f, et f,
peut-on conclure, dans des cas étendus, a la convergence de la
série de Fourier de f, f.?

33. Intégration. — Soit une fonction sommable

S~ ? -—E(a,. cospr—+bysinpr),

v
son intégrale F(r) = f Sir)de, éuntavaniation bornée (n° 11),
‘v
est representable dans (0. 27) par sa série de Fourier uniformé-
ment convergente (n* #)), sauf autour de r =o.
- A .
Firy= T‘—St.\,cuspr -B,sinpxr) oL rLaxw).

avec. pour p == o.

A= { / Feospodr
.

1 sinp.r = 1 =R b,
= - F———] _— sinprdr=— -2
'*[ P . P=~/. f ! P ’
1 -
B,= - ’ Fsinprdr
See
1 cospr|e 1 3= a, a
=-[F——I - — / Seosprdr=——= - L.
= P oz P=0 P P
Do
Fir A vl b wpr - 22 sinpr o 'inp.r‘)
' = —_— — - — Cus —-— = —_ —= -
2 a—d P f P P J

Faisons r = o: en tenant compte de Fi— 0) = o on trouve

Fi—ovr—Firz—or  z=a, A, _v_?_,

» » X ad P

dou \,: et. dautre part. dans (o, 27,

\‘—(;:sinprz Ay

ad
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donc on a

F(xr)= '?.z-+z—-;[a,, sinpr —b,(cosxr —1)];

la série de Fourier de f est donc intégrable terme a terme de o
a.r < 2=. En soustrayant F(x,) de F(z,) on verra que la série
de Fourier de f est intégrable dans (z,, z.), pourvu que dans cet
intervalle ne se trouve aucune valeur congrue a o. Si I'on faisait le
changement de variable £ =X — @ avant le raisonnement, on
serait conduit & constater la possibilité d’intégrer la série de Fou-
rier dans (.z,, z,) ne contenant pas de valeur congrue a a, c’est-
a-dire, puisque a est quelconque, dans tout intervalle d'étendue
moindre que 2m. En partageant un intervalle quelconque en
parties d’étendues moindres que 2%, on vérifiera I'énoncé général :

La série de Fourier de f, intégrée terme a terme dans un
‘tntervalle quelconque, fournit U'intégrale de [ dans cet inter-
valle. St I’ une des extrémités de cet intervalle est variable, la
série obtenue est uniformément convergente.

4. Dérivation. — Supposons qu'on connaisse la série de
Fourier d'une fonction F(.r) partout dérivable, sauf pour r =o,
et dont la dérivée est sonumable, et proposons-nous de former
la série de Fourier de sa dérivée £ ou bien, supposons que F(r)
soit 'intégrale indéfinie de f, et proposons-nous de former la série
de f. En conservant les notations du numéro précédent, les
égalités qui y ont élé établies résolvent le probléme; seulement,
comme on ne suppose plus F(+ o) = o, P'égalité qui nous a servi
a calculer A, doit étre remplacée par la suivante :

F 0)--F(ar—o Ta. . A N\
(o) (27 )=—-~&—|"(+())=—o+\ AI"
: % ad

2 2

d’on 'on tirera

Qg =

w T ~

Flar—o)—F(+—0)  2F(+0) Ay 9 .
= LU 1-:2,\,,.

Supposons que I'on dérive terme a terme la série de Fourier
de F, nous obtenons, ¢n tenant compte des relations indiquées,

2—— pALsinpr +pB,cospx =2b,, SINPT + @, cospr — aycospz.
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En général ce n’est pas une série convergente; en ellet, a, tend
vers zéro quand p croit, donc. saufsi a, = o, le coefficient (ap — a,)
de cosp.r dans celte série ne tend pas vers zéro, et nous verrons
que c’est la une condition de divergence (n*37). La série obtenue
ne différe de la série de Fourier de f que par 'absence du terme
constant et par la présence des termes «, cos px. Mais, d’aprés ce
qui a été ditau n® 30 sur P'application du procédé de M. Fejer
a la série Scospz, la série obtenue en dérivant la série de
Fourier de F est sommable par le procédé de la moyenne
arithmétique et représente f en tous les points ot la série de
Fourier de f serait sommable par le méme procédé.

Bien entendu la série obtenue en dérivant la série de Fourier
de F pourrait aussi étre sommée par le procédé de Riemann, en
tout point si f est la dérivée de F, partout sauf aux points d’un
ensemble de mesure nulle si F est I'intégrale indéfinie de f.

Pour que la série de Fourier de F fournisse, par dérivation, la
série de Fourier de f il faut et il suffit que @,= o, c'est-a-dire
que F soit périodique, et c’est dans ce cas seulement que la déri-
vation peut conduire a une série convergenle partout.

Ainsi, quand on est dans les meilleures conditions possibles, une
série de Fourier dérivée terme a terme conduit & une série de
Fourier: intégrée une fois elle conduit en général a une série trigo-
nométrique plus un polynome du premier degré, intégrée n fois
elle conduit a une série trigonométrique plus un polynome
dn ni™¢ degré. Si donc on veut utiliser les séries de Fourier pour
obtenir des développements qu’on puisse dériver ou intégrer indé-
finiment terine & terme sans que le développement change de forme
il sera naturel d’essayer si I'on ne pourrait pas arriver au résultat
désiré par I'emploi de la somme d'une série de Fouricr et d’une
série entiére. En fait M. Borel a démontré que ces sommes conve-
naient pour la représentation des fonctions indéfiniment déri-
vables ().

(') Voir la Thése de M. Borel (Annales de ’Ecole Normale, 18¢g5, p. 37) ou
le Chapitre IV de ses Legons sur les fonctions de variables réelles. Dan~ le
Volume cité des Ann. de I'Ec. Norm. on trouvera aussi un Mémoire de M. M.
Lerch : Sur la derivation d’'une classe de series trigonometriques.
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IV. — APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

35. Théoréme de Jean Bernoulli. — Pour appliquer les ré-
sultats qu’on vient d’obtenir, je vais démontrer un théoréme de
Jean Bernoullf par la méthode qu’a employée Poisson dans ce but
(Journal de I Ecole Polytechnique, Cahier 18).

Considérons une courbe C ayant des tangentes et suppo-
sons que, lorsqu’un point M parcourt C, la tangente en M tourne
toujours dans le méme sens, ce que nous exprimerons en disant
que C est convexe ('). Soit AB I'arc de courbe C considéré, nous
supposons que la tangente en B fait un angle droitavec la tangente
en A. Soit I' celle des développantes de C dont le rayon de cour-
bure en A est nul, c'est-a-dire qui passe par A.

Jappelle B, son extrémité. Soit G, celle des développantes de T
qui passe par By, jappelle A, son extrémité. Soit 'y celle des dé-
veloppantes de C, qui passe par A,, j'appelle B, son extrémité, et
ainsi de suite. Les points A, A, A,, ... sont sur lanormale AX aC
en A; les points B, B, By, ... sont sur la tangente BX' 4 C en B.
AX et BX' sont deux droites paralleles. Nous nous proposons de
rechercher si les courbes C; et les courbes I';, qui s’éloignent indé-
finiment entre AX et BX’, ne tendraient pas vers une forme limite.

Considérons un point M de C et les points p et M, correspon-
dants de T et C,. Désignons parz I'angle aigu de la tangente en M
avec BX/, par s I'arc BM de C, par r le rayon de courbure de C
en M; par z,, s,, r, nous désignons les éléments analogues de G, ;
par & I'angle aigu de la tangente a I'en w avec AX, par ¢ 'arc Ap
de T, par ; le rayon de courbure de T en 1. Avant d’aller plus loin
remarquons qu'on n'introduit aucune hypothése nouvelle en
supposant Fexistence de rayons de courbures, car, si C n’en avait
pas, C, en aurait un et il suffirait de faire commencer a C, la suite

(') Bien qu’une druite puisse parfois reacontrer Cen plus de deux points; c'est
ainsi qu’avec la délinition du texte un arc quelconque de spirale d’Archimeéde est
convexe. Cette délinition cst celle qu'a adoptée M. Borel dans sa Geometrie ele-
mentaire, p. 39 et 4o.



106 CHAPITRE IV.
des courbes C. On a
r=ur. r—:=25I, 5+ 3 = const.. 3 4+ r; = const.,
2
ds ds
—_—=Tr. —_ =
dr 1743
d’ou
ds’
. . d‘ — )
d*ry _ d's _ &' ds  ds ,
drt =  dr* dr T dr~ dr .
Posons alors
re~b,sinr —bysin3xr —b;sinvr—. ..,

ce qui est possible puisque r n’est encore défini que dans (o, ;)
On pourrait d'ailleurs remplacer cette égalité formelle par unc éga-
lité entre nombres telle que la série du second membre soit unifor-
mément convergente. car, a condition peut-étre de supprimer les
premiéres courbes C. (. .... on peut supposer que r(o)=o et
que r(.r»a partout une dérivée bornée. En intégrant deux fois on

dry | i ) _
aura — 7. s1 l on n‘llla“lut‘ qllt‘ r.\o 1—oel -—E—— — ';‘ ;) -_
on obtient
by .
_—c = b, COSF =— —COS Y — —cosH r — .,
' 3 3
. by . | by . .
ry=b.sinr — —sin3r — —sindr —....
»” »>

Par suite le rayon de courbure 1, de (C, est
. b, . .| b, . .
rp=bysar — —snir— ——sundr ...
b »r

rpixr tend done vers Riry = b, sinr. On déduira facilement de
la que. st I'on elfectuait sur ;. C,. ..., les translations le long
de BN qui aménent B,. B.. ... en B. les positions que pren-
dratent M. M.. ... tendent vers un pownt de la courbe € passant
par B et détinie par U'égalité Rixr- = b, sinr entre son rayvon de
evurbure R et Fangle r que sa tangente fait avee BN

Les formules ondinaires de la géométrie permettent de vérifier
que £ est une demi-cvcloide avant B pour point de rebrousse-
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ment et qui est normale & AX. Dailleurs, dés qu’est démontrée
I'existence d’une courbe limite € ne dépendant que du seul para-

meétre b,
k3
1

A ds __;
/ mnz(;;)da_xh,

RT3
by = - / rsina-dz-:i
0 T

1
.

b2

h représentant la distance de AX et BX', il est évident que € est
cette cycloide puisque, pour elle, toutes les courbes G; sont
égales.

Les courbes I'; ont évidemment pour limite une demi-cycloide
égale a €. On verrait de méme que, si la courbe C était convexe,
mais que les tangentes aux extrémités ne fassent pas entre elles un
angle droit, les courbes C,, C,, ... et I', 'y, ... tendraient vers .
une forme limite épicycloidale ; pour que ces courbes elles-inémes
aient une courbe limite il faudrait elfectuer sur elles des transforma-
tions par figures semblables, les rapports de similitude ne dépendant
que de I'angle des tangentes a Cen A et B.

Dans le cas on C n'est pas convexe il semble bien qu’il n’existe
pas de propriété analogue: on le verra en considérant le cas d’une
courbe C formée par un arc 2% de circonférence puis par le méme
arc parcouru en sens inverse de 3 vers 2. Le cas des courbes
gauches n’a pas été examiné que je sache.

56. Théoréme des isopérimetres. — Pour faire connaitre une
antre application géométrique je vais démontrer, par la méthode
de M. Hurwitz, I'inégalité¢ qui constitue le théoréme des isopéri-
métres ('),

Soit C une courbe plane fermée sans points multiples, rectifiable,
c'est-a-dire de longueur finie I.; M. Jordan a démontré qu’une
telle courbe partageait le plan en deux régions et que la région
intérieure est de celles qu'il a appelées quarrables et auxquelles
on peut attacher une aire \. M. Jordan a montré de plus que, de
quelque facon qu’on exprime les points de G comme fonctions
continues d’un paramétre, ces coordonnées sont des fonctions a
variation bornée de ce paramétre. Enfin, de quelque facon qu’une

(') Voir Annales de l'Ecole normale supérieure, 19o2.
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courbe rectifiable C, tende uniformément vers C. la longueur L,
de C, a une plus petite limite au moins égale a L et 'aire A, de C,
a pour limite A. Dailleurs. on peut toujours choisir C, de maniére
que L, tende vers L.

Ceci posé, exprimons les coordonnées des points de C en fonc-

tion de l'arc s de C compté a partir d’'une origine arbitraire et

a2 s g
posons = ——- Nous aurons

1 .
I=—a¢+ Y 1a,cospt—b,sinpt,
il Z p COSP P /

1 .
Y= % -1—2(1,, cospt + 3, sinpt).

les séries qui tigurent dans r et dans ) étant uniformément conver-
gentes. Supposons d'abord que x et ) aient partout des dérivées
en ¢ et que ces dérivées soient sommables: nous aurons. puisqu’il
s'agit de fonctions périodiques (n° 34),

‘;—‘: ~ Z(Pb" cos pt — pap sinpt).

dy —— G .
@~ 2(,1;,, cospt — pa, sinpty:

et. d’autre part.

(@7 (@ =2

~2%

R
. ST rdr 2 Iy 1
Nous savons calculer / ‘E ) dt. / ('7' ) dt par la for-
Jooon J,
mule « Ny du n” 32. De ce calcul nous tirons
ul
L= -):2‘\-'pr at — b —a23— 52,
D’autre part. de la premiére des formules (M) du n” 32, nous
déduirons
% 54

A= .r—dL':cflz':Sna,,:J,.—bpxpl.

Donc

N\ K : »
L*— j=A = quzlc Pap— 3,7+ p,—b,t—  pr—n. b} - 33|
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Débarrassons-nous maintenant de I’hypothése faite relativement

N . dr dy .
4 l'existence de —- et - En remarquant que z(¢) et y(¢) sont

4 nombres dérivés bornés et, par suite, ont des dérivées presque
partout (n” 11), on pourrait vérifier que nos calculs sont corrects
dans tous les cas; mais les remarqués qui suivent suffiront.

Prenons une courbe G, qui tend vers C et dont la longueur L,
tend vers L; il est facile de construire cette courbe de fagon
qu’elle soit de celles auxquelles s’appliquent les raisonnements
précédents.

Alors, les éléments affectés d'un indice 1 correspondant a G,,
ona

L} —4=A, = 21'!’2[(Pa|.,:— Brp)+(pay, p+by,p)t+(pr—1)(b} ,+ B,

Le premier membre tend vers L? — 47 A quand C, tend vers C;
la somme des & premiers termes du second membre tend vers la
somme correspondante relative a la courbe C, donc on a

L gmAZam W [(pap—By)t+ (1o by)t -+ (p1—1) (B3 + B},

et, par suite,
L2— j=A > o,
sauf peut-étre si

ay=8,, b =—z, ar=a3=...=by=by=...= 2= 43=...=o0;
auquel cas C est une circonférence et I'on a bien
2= 4=A.

Donc, pour toute courbe fermée sans point double, recti-
fiable et de longueur L., limitant une aire A, on a

L— §=A 2o,

le signe = ne convenant qu’au cas de la circonférence.



CHAPITRE V.

SERIES TRIGONOMETRIQUES QUELCONQUES.

Les recherches exposées dans ce dernier Chapitre continuent
et complétent celles dont il a é1é question au Chapitre 1I: comme
celles-ci. elles ont pour but principal de nous faire connaitre
quelles peuvent étre les séries trigonométriques représentant des
fonctions données.

51. Théoréme de M. (ieorg Cantor. — Lorsqu’une série
trigonométrique est convergente pour tous les points d’un in-
tervalle, ses coefficients tendent vers séro. Cela sera évidem-
ment prouré si nous démontrons que la série trigonométrique
dont le terme général est 3, cosn(r — 2,) ne peut converger que
pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle lorsque p, ne
tend pas vers zéro quand 7 croit. En effet. lorsqu’il en est ainsi, on
peut trouver une suite croissante d'entiers n; tels que les nombres
za correspondants soient tous supérieurs a un nombre fixe m diffé-
rent de zéro. = élant arbitrairement choisi positf, le nombre
|zn.cosnjtxr —2,) surpasse z. sauf pour des valeurs de x qui
forment, pour o < r < 2%. un ensemble de mesure au plus égale

By . E
av,= farcsin_. et nous devons en conclure (n” 9) que la

mesure de l'ensemble des points de convergence est au plus 7.

Notre théoréme est ainsi démontré. car 7, tend vers zéro avec e.
Ce théoreme. que Riemann semble avoir considéré comme évi-

dent. a ét¢é démontré pour la premiere fois par M. G. Cantor (*).

(*y Journal de Crelle. t. 32: Math. Annalen_ . IV: Acta mathematica, (. 11.
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Pour les recherches suivantes, il est possible de s’en passer comme
lont remarqué Riemann et Kronecker (');il suffit pour cela,
ayant la série trigonométrique S(.r) convergente pour £ = z,, de
raisonner uniquement sur la série en 3, S(zy+ 8) + S(zo— 3),
dont les coefficients tendent vers zéro.

Une série dont les coefficients ne tendent pas vers zéro peut
avoir des points de convergence dans lout intervalle; on en trou-
vera des exemples dans le dernier paragraphe du Mémoire de Rie-
mann, le plus simple est celui de la série Tsinn!wz qui est évi-
demment convergente pour loute valeur rationnelle de z (2).

38. Théoréme fondamental de Riemann. — Nous allons
considérer maintenant une série trigonométrique (S), dont les
coefficients tendent vers zéro,

. 1 N\ .
(S) ;a.. —+—2‘(a,, cosnr + b, sinnxr) =Ay+ Ay + Ag4-...,

et rechercher dans quels cas on peut lui appliquer le procédé som-
matoire de Riemann (n* #9) qui consiste, comme on le sail, & poser

F(a-):C+C,.7'——.—':————_ =2 .

et a attribuer comme somme a la série proposée la limite, pour
h = o, d’une quantité que I'on notera, en modifiant légérement
les notations du n" 6,

A'F(.r)_F(:r+-gl:)+F(.r—-al:)—').F(:r)_ A (sinph"
Rt T i = A YA, “ph )

Le théoréme fondamental quon va tout d’abord démontrer est
le suivant : lorsque (S) est convergente, le procédé sommatoire
de Riemann s’applique et est d’accord avec le procédé e som-
mation ordinaire.

(") Voir le paragraphe Il du Mémoire de Riemann et un travail de Kronecker
dans le Tome 72 du Journal de Crelle.

(?) On prouvera facilement que la série Ensinn!mz n'est convergente que
pour les valeurs rationnelles de z.
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sinph’

Il suffira, pour cela, de montrer que Z :\,,( ) tend. quand

h tend vers zéro, vers la série £A, supposée conwrgenlo.
D’aprés le n° 23, il suffit de montrer que la quantité

slnph "sin(p+1)h)?
21 _-l (p+nh
_ sinph sin(p+1)h]? . sinph]’_lsin(p—&—l)h 2
Zl[ ] _[ (p+nh ] |+2 [ ph | | (p—0h

est uniformément bornée. Dans le second membre prenons I’en-
tier n de facon que le signe | | soit inutile dans la premiére
somme; il suffira, pour cela, que l'on ait njh| <m<(n—+1)|A]|.
sinh’)’_ (sinnh \2

A '?T) ’ quanllle

La premiére somme est alors (

bornée.
L.a seconde somme est égale a

p)

n

(sinph)t—[sin(p+1)h]? ., . 1 I .
yaT + [sinip+n)h] [p’h’ _(p—f-l)’h’] 5

en remarquant que la différence des carrés des sinus est égale a
|sin(2p +1)hsinh| <|A!, on voiL que cette somme est infé-
rieure a

gwlhl i /["‘ it+ 1 ' 1
d pth* T niR? S R (=) k| + RRt’

e Y’ 1 1
quantité bornée, car elle tend vers — + o

A

Démontrons encore que l'on a toujours :

A*F(z) (sinph)?
i 2 g o S, ],

Cela résulte (n*25) de ce que l'on a, en conservant les notations
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précédentes,

| (sinph)
2 ph
1

_ Ihlz(smph)
+|h|2("""" < rzihl-l:—i ,L:‘,,',

n+1 n+1

Y ’ |
quantité bornée, car elle tend vers = + — (*).

39. Condition nécessaire et suffisante déemontrée par Rie-
mann. — Soit une fonction f(x) de période 27, nous nous
demandons i quelles conditions elle doit satisfaire pour qu’il existe
une série trigonométrique, dont les coefficients tendent vers zéro,
a laquelle s’applique le procédé sommatoire de Riemann et dont la
somine, obtenue par ce procédé, égale f(.x).

Il faut évidemment tout d’abord que la condition suivante soit
remphie (n° 6) :

1° f(x) est la dérivée seconde généralisée d’une fonction

continue F(x).

La dérivée seconde généralisée de F(z + an) — F () est égale
A f(z + 2m) — f(x) = 0; donc F(z + 2w) — F(x) est une fonc-
tion linéaire (n® 6) que I'on peut noter 2x[A,z + nAo+ Ci];
on vérifie de suite que, st I'on pose

2t
F(z)= Ciz + A, 5+ P (x),

®(x) est une fonction continue de période 2x.
En remplagant ®(z) par sa série de Fourier, on trouve une
égalité formelle qu’on peut écrire

F(z-)=C+C':c+A

A, étantde la forme a cosnz + B sinnz; il reste seulement a écrire

(') Pour d’autres applications des raisonnements de Riemann, voir une Note
de M. Fatou (Comptes rendus, 19o5).

L. 8
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que A, tend vers zéro pour écrire du méme coup que I'égalité pré-
cédente est une égalité entre nombres et que, en dérivant deux
fois le second membre, on a une série a coefficients tendant vers
zéro qui représente f(x) a la maniére indiquée. Dol celte
seconde condition :

2° En posant

2R+ X
—xA, =n? [ ®(t)cosn(xr —t)dt

«

e 1 . .
le second membre tend vers zéro avec -» uniformément quel
que soit x.

Les conditions 1¢ et 2* constituent la condition nécessaire et
suffisante cherchée: on verrait facilement comment il faut la mo-
difier si f(z) n’existait pas en certains points ou si I'on renongait
a la sommabilité de la série, ou a I’égalité de f(.r) et de sa somme
en certains points. Je laisse cela de coté pour indiquer la transfor-
mation que Riemann a fait subir 4 la condition 2°, et qui est la
partie importante de cette recherche. 1l est évident en effet que la
condition 1*, qui n’est qu’une tautologie, serait suffisante si l'on
ne s’imposait pas la restriction supplémentaire que les coefficients
de la série représentant f(.r) tendent vers zéro en vue d’un appli-
cation ultérieure au procédé de sommation ordinaire.

Nous désignerons par w(.x) une fonction continue de période 2w
ayant partout une dérivée premiére et ayant partout, sauf en un
nombre fini de points, une dérivée seconde a variation bornée.
D’aprés les n* 27 et 28, si le (n+1)“™¢terme de la série de Fourier
de u(z)esta,cosnr + b,sinnr, na, et n®b, sont bornés, donc
nia, el n*b,tendent vers zéro. D)’autre part, si le(n + 1) terme de
la série de Fourier de ®(x) est 2, cosn.x + 3, sinnz, n*a, et n*3,
tendent vers zéro. Donc, d’apreés les formules (M) (n° 52), le
(n 4 1)me terme A, cosn.ax+ B,sinnx de la série de Fourier de
®(x) () est tel que n?\, et 2B, tendent vers zéro, ou, si I'on
veul, que n*(A,cosnr—+ B,sinnx) tende uniformément vers
zéro, quel que soit z.

Ceci s'écrit

2T+ 2
(A) lim n? [ P(t)u(t)cosn(x —t)dt =o.

n=w Ja
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Admettons que w n’est différent de zéro que dans une partie
(a, b) de (2, 2 + 2), ce qui exige

pla)=p(b)=y'(a)= w(b)=o;

on pourra remplacer les limites d’intégration (2,27 +2) par a et b.
D’autre part, w ayant les propriétés indiquées, I'expression

b 2
nt [;;f y.(t)<C't+ A:t )cosu(.r——t)dt]

ll

, 1 ., "

tend vers zéro avec o carlaquantité entre crochetsest le (n +1)i™e
. . A, 22 .

terme de la série de Fourier de p(z) (C’x -+ —°l";) » qui est con-

linue ainsi que sa dérivée premiére et dont la dérivée seconde est
a variation hornée. Par suite, si 2° est remplie,

b
n'f w(t)F(t)cosn(x — t)dt

; 1 , -
tend vers zéro avec 2 Pour conclure, énoncons une condition 2'.

2’ Désignons par w(t) une fonction définie dans (A, B) qui
¥ est continue ainsi que sa dérivée premiére, qui a, sauf un
nombre fini de points, une dérivée seconde a variation bornée,
et telle que U'on ait

MA)=A(B)=%A(A)=2(B)=o0.

La quantité

n? [ Ae)E(t)ycosn(x —t)dt
'—A

. . ’ . ]
tend uniformément vers séro, quel que soit z, avec .

Je dis que 2° et 2’ sont deux conditions équivalentes. En effet,
si 2° est remplie, 2’ I'est aussi, car on peut considérer A comme
la somme d’un nombre fini de fonctions p, et remplacer ainsi
I'intégrale ot figure A par des intégrales ou figurent des fonctions y,

et qui sont étendues seulement i des intervalles (a, ) de longueur
moindre que 2.
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Supposons maintenant que 2’ est remplie, ¢’est-a-dire que
PP q p q

n’fn)(t)‘b(t)cosn(.r—t)dl
A

, 1 . .
tend vers zéro avec a Faisons d’abord la-dedans

.‘\:——1 B =

"ln

et
A(t) = cost dans (—;, o) et (zn-, 3‘3), A(t) =1 dans (o0, 27m);

puis

A=——, B=+~1—‘7 1(!):005!.
2 2

. . T | \
La contribution de (:, o) est la méme dans les deux cas; la con-

tributionde (21:, %) dans le premier cas est égale a celle de (o. ’{)

/

dans le second. Si donc on soustrait les deux résultats obtenus, on
voit que P'intégrale

27
nt [ P(t)cosn(x —t)dt

hal'}

1 A
tend vers zéro, avec e 2’ entraine 2°.

Riemann donne a la condition 2’ une forme un peu plus géné-
rale en ne supposant pas que » soit entier, il serait facile de mon-
trer que les deux formes de 2’ sont équivalentes (‘). Je ne m'y
arréte pas, d’autant que I'on utilisera seulement 'égalité (A) pré-
cédemment trouvée, dans laquelle p(¢) est une fonction de pé-
riode 2, ayant une dérivée seconde a variation bornée. La mé-
thode qui conduit a I’égalité (A) fournit aussi P’égalité (B)

n=w

'Y I
(B) lim n / P(t)py(t)cosn(zx — t)dt = o,
Ja

(') La méthode de Riemann, exposée d’une fagon un peu concise par l'auteur,
ne préte a aucune difficulté si I'on tient compte des notes que H. Weber a ajou-
tées au Mémoire de Riemann (voir surtout 2 édition des QEuvres de Riemann).

Jai utilisé ces notes dans le texte.
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dans laquelle ,(¢) est une fonction de période 2w, ayant une

Y

dérivée premiére a variation bornée. A ces égalités il faut en
joindre une troisiéme
sin (2n+()(__z:—l)
2
r—1
2

2T+ &

(C) lim D) pa(t)

n=w oy

dt = o,

sin

dans laquelle p,(¢) désigne une fonction qui jouit de toutes les
propriétés de u,(¢) et qui, de plus, s’annule pour la valeur x com-
prise entre x et 2 + a. Cette égalité résulte de ce que I'intégrale

qui y figure est, au facteur 2'—1: pres, la somme des (n—+1) premiers

termes de la série de Fourier de ®(x) x2(x), série qui est absolu-
ment convergente.

60. Retour au procédé de sommation ordinaire. — La somme
des n +1 premiers termes de la série qui représente f(x), quand
on la somme par le procédé ordinaire, est évidemment égale a

in (2n +1)(x—1t)
2T+ & S - .
I ar 2
Ly . d
A°+21t_[ cb(')dt’ . r—t t
« sin 5

valeur que I'on obtient en prenant la dérivée seconde de la somme
des n + 1 premiers termes de la série F(z); au lieu d’étudier
directement cette somme, nous allons lui faire subir des transfor-
mations analogues a celles qui ont permis de passer de la con-
dition 2" a la condition 2'.

Demandons-nous tout d’abord dans quel cas la série trigonomé-
trique s, qu’'on obtient en dérivant deux fois de suite terme a
terme la série de Fourier de ®, peut étre remplacée par la série
trigonométrique s, qu'on déduit ‘par le méme procédé de la série
de Fourier de ®J, oa A est la fonction de I'énoncé »'. Mais, pour
parler de la série de Fourier de ®, il faut que cette fonction ait la
période 2%, aussi supposera-t-on dorénavant que l’on a

ALz << BIA +x,

A(¢t) étant supposée de période sw et égale a o dans (B, A+ 2x)
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On a évidemment

A A)
TR =-4-,;;l(z+~eh)
_¢(I_2")_i§4(r+-zh )—h(xr—2h) N 2¢(I)l(:+zh)—l(r)

$ht {ht ’

par suite, si I'on emploie le procédé sommatoire de Riemann, s et
s, peuvent se remplacer mutuellement quand on a

Az) =1, AM(r)=MN(x)=o0;

on supposera dorénavant ces conditions remplies.

Si l'on emploie le procédé de sommation ordinaire, on est
conduit a considérer la différence des sommes des n premiers
termes de s et s,, laquelle s’écrit

. r—t
. /,:1r+: d snn<2n+|)r_
. P(Yl1—rt)] 55| —————— | dt.
aw Jy det sin 7= t
2
Posons
1— A= o, r—1It{=u,

et désignons les dérivées par des accents, on a

[sin(n +~})u]"= sin(n+3)uy

.1 P R
— - psin - u cosée” ~ u
sinju sinfu | 2 2§

1 L1
+ (an+ l)cosnuzp cos o ucosec’; uz

. L L1
—(2n + l)smnugpsm Su cosec';u%

A

\

1\? . ) [
—(n+ - ) sinnui{pcot-u,
2 { 2
1\? .
—_ n+; cosnu,p'.

Par un calcul élémentaire qu'il est inutile de développer ici, on
vérifie que les quantités placées entre accolades ont des dérivées
bornées jusqu’a l'ordre 2, pour les trois premiéres quantités,
et jusqu’a I'ordre 3, pour les deux derniéres, si A(t) a des déri-
vées continues jusqu’a Uordre 4, au moins autour de t = z;
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on supposera cette condition remplie. Alors la premiére quan-
tité est uue des fonctions w, dont il a été parlé a la fin du nu-
méro précédent, les deux suivanles sont des fonctions p,, les
deux derniéres des fonctions w. Si donc nous partageons l'inté-
grale a calculer en cinq autres a I'aide de I'égalité précédente, il
est évident que ces cinq intégrales tendent toutes vers zéro; la
premiére a cause de (C), les deux suivantes a cause de (B), les
deux derniéres a cause de (\). De sorte que s peut étre rempla-
cée par s, méme quand on emploie le procédé de sommation ordi-
naire ().
Avant de conclure, remarquons que pour

d?
f(t) = F[(K+K|l+ K,t*)A(2)],

la série de Fourier de f est certainement convergente et que sa
somme, quand ¢ =, égale 2K,. Comme les fonctions F(¢) et ®(¢)
correspondant a cette série sont égales a (K + K, ¢+ K, e2)A(¢),
on peut écrire

. r—t
sin(a2n-+1) ———

1 IM+a 2
) lim — ( .22 = dt=12K,.
D) ,.I!'L 21:,/“ (K+K, ¢+ K.t ")‘“)dti sinz__‘ dt=2K,

En faisant dans (D) : K=o, K,=C(C,, K,= %‘-’, et en utilisant

le résultat précédent, on est conduit a I'énoncé de Riemann :
Soit A <z <BSA+ 2w, et A(t) une fonction ayant des dé-
rivées continues jusqu’'a Uordre 4, telle que Uon ait

A(A)=A(B)=2(A)=4A(B)=o, Mz)=1, N(z)=A(z)=o;

alors la différence entre Ag+ A, +...+ A, (voir le n® 59)

(') En utilisant, par cxcmple, l'intégration par parties, il est possible de ne
se servir, dans la démoastration, que de la formule (\) qu'on peut considérer
comme une conséquence immédiate de 2'. Mais, dans tous les cas, les diffé-
rentes intégrales que 'on rencontre ne peuvent étre traitées toutes de la méme
maniére; aussi, en ce qui concerne cette partie du Mémoire de Riemann, les
notes de H. Weber me paraissent avoir besoin d'étre complétées.
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lf
27/,

tend vers séro quand n croit indéfiniment (‘).

Riemann remarque que, si I'on modifie f en dehors de (A, B),
on ne modifie en rien la convergence ou la divergence. au sens or-
dinaire, de la série trigonométrique qui représente f quand on lui
applique le procédé de Riemann. En effet, une telle modification
ne peut avoir pour résultat que d’ajouter a F une fonction linéaire,
d’apres le théoréme de Schwarz (n 6) démontré postérieurement
aux recherches de Riemann, et cette fonction d’aprés (D) n’a aucune
influence sur la convergence ou la divergence. C'est par ce raison-
nement que Riemann démontra que la convergence au sens ordi-
naire, de la série trigonométrique, qui représente une fonc-
tion f quand on lui applique le procédé de Riemann, ne dépend
que de la facon dont se comporte f au voisinage du point con-
sidéré. Cet énoncé n’est pas enticrement équivalent a celui du
n° 34.

Il est intéressant de remarquer que ce résultat suppose démontré
le théoréme de Schwarz et, par suite, le théoréme du numéro
suivant. D’ailleurs, dans le Mémoire de Riemann, on trouve aussi
I’énoncé du théoreme de M. G. Cantor qui a fait 'objet du n* 37;
le théoréme de du Bois-Reymond qu’on lira plus loin est aussi
admis implicitement par Riemann (?).

et
B

sin(n+%)(:r—t)dl

) az
F(”Nt)ﬁ sind(z — 1)

61. Théoréme de Heine-Cantor. — Le procédé de sommation

(') Ici on n’a pas le droit de supposer, sans précautions supplémentaires, que
B — A est supérieur & 2% Oun vérifiera facilement que I’énoncé serait encore
exact si, les autres conditions étant remplies, on remplacait la condition
A<z <BZA+ 2% par la condition qu'il y ait des valeurs congrues a = dans
(A, B) et les conditions que doit remplir A pour ¢ = x par la condition que I'on
ait A(¢) = N (¢) = A (¢) = o pour toute valeur de (A, B) congrue a z sauf pour
I'une d’elles pour laquelle il faut que l'on ait A(¢) =1, A’ (¢) = A"(¢) = o.

() Au paragraphe VIIdu Mémoire de Riemannon lit : « Silescoefficients @, et b,
tendent vers zéro pour n croissant a Pinfini, les termes de la série Q [celle qui,
peut-étre, représente f(z)] finiront par devenir infinimeant petits, quel que soit z;
sinon, ils ne pourront le devenir que dans des valeurs particuliéres de z. » C’est
le théoréme du n° 57. Quant au théoréme de du Bois-Reymond. il est admis,
mais moins nettement, a la fin du paragraphe III et dans le paragraphe X.
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de Riemann étant plus général que le procédé ordinaire, pour
qu’une fonction soit représentable trigonométriquement, il faut
qu’elle satisfasse a la condition 1” du n* 39. Et alors, d’aprés le
théoréeme de M. Schwarz (n” 6), la fonction F(¢), qui admet f(¢)
pour dérivée seconde généralisée, est enticrement déterminée a
une fonction linéaire additive prés. Nous avons vu que, quand
F(¢) est ainsi déterminée, la série trigonométrique qui, sommée
par le procédé de Riemann, donne f, est entiérement déterminée.
Donc : il existe au plus une série trigonométrique conver-
gente (') qui représente une fonction donnée.

Ce théoréme a été démontré tout d’abord par Heine (Journal
de Crelle, L. T1); mais en imposant diverses restrictions aux sé-
ries considérées parce que le théoréme du n® 57 n’était pas établi.
C’est M. G. Cantor (loc. cit.) qui a donné I'énoncé précédent en
méme temps ue des énoncés plus généraux.

Jusqu’ici on a supposé la série partout convergente et égale a f;
admettons qu’en certains points exceptionnels 'une ou l'autre de
ces deux hypothéses ne soit plus remplie. M. G. Cantor a montré
que le théoréme est encore exact lorsque U'ensemble des points
exceptionnels est réductible (n* 7).

S’il y avait deux séries trigonométriques convergentes représen-
tant f, sauf peut-étre en ces points exceptionnels, leur différence
serait égale a o, sauf en ces points et, par suite, dans tout inter-
valle ne contenant pas de points exceptionnels, la fonction F(¢)
correspondant a cette différence serait linéaire d’aprés le théoréme
de M. Schwarz. Soit A un point exceptionnel isolé; avant A,
Fit)=K+ K,¢; apres A, F(¢)=K'+ K/ ¢. F étant continue,
on a

K+ K A=K-+K|A.

Mais, d'apres le second théoréme du n* 58,

F(A+h)+F(A—h)—aF(h)
h

=K, — K,

(") Ou méme seulement a coefficients tendant vers zéro et sommables par le
procédé de Riemann.
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doit tendre vers zéro avec & ; donc
K=K, K=K,

Par suite. s'il 'y a qu'un nombre fini de points exceptionnels
dans (o, 2. F(¢) est partout égale a2 la méme fonction linéaire.
le théoréme est démontré.

S’il y a un nombre infini de points exceptionnels. notre raison-
ncment montre que F(¢) ne peut changer de forme qu'aux points
limites de cet ensemble. Mais on peut refaire. a l'occasion d'un
point limite isolé, le raisonnement fait pour A, et I'on voit ainsi
que le théoréme est exact si, dans (0. 2%), le premier dérivé de
Pensemble des points exceptionnels n'a qu'un nombre fini de
points. On peut ainsi s élever de proche en proche jusqu’a I'énoncé
général de M. Cantor.

62. Théoréme de Paul du Bois-Reymond. — 1l n'y a qu'une
seule série trigonomnétrique convergente représentant une fonction
donnée f, nous venons de I'apprendre. Mais quelle est-elle? C'est
la série de Fourier de f quand cette série est convergente el re-
présente f, mais dans les autres cas n’y a-t-il pas une série trigo-
nométrique, autre que la série de Fourier de f, qui représente la
fonction donnée f?

MM. Dini, Ascoli et surtout P. du Bois-Reymond ont répondu
négativement a cetle question dans des cas étendus (*). Ici on
ne fera que la seule hypothése : f est bornée (*).

Si f est représentable par une série trigonométrique, c’est
qu’elle est mesurable (n° &); étant de plus bornée, elle est som-
mable (n” 10). Soit F la fonction correspondant, comme il a été
dit, a la série représentant f. On a

. AF(x)
oo a0
ArF . . .
nous savons que —i—,:f—) est bornée (n* 11), donc (n* 12) on peut
(') DiNi. Sopra la serie de Fourier, Pise, 1852. — AscoLl, .innali di Mate-

matica, t. VI, 1873. — P. bt Bois-Revxosn, Abhand. der bayer. Akad.. t. XII.
(?) LeBesGUE, Annales de U'Ecole Normale, 1gn3.
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intégrer sous le sngne «lim ». Appelons F, et P deux fonctions
primitives successives de I, on a

. AF,(z)—Fi(0)] _
o i ff"’d'

. ArFy(x) ArF,(0) A?F, (o)
}L"Z[ 7 iy v a7 ¥ ] f ff“)‘”d“
ou, puisque F est la dérivée seconde de F,,
. F
F(z)_F(o)_zl!m;" ,,’f’-f ff(t)dtdo

l.a limite qui subsiste dans cette formule existe bien puisque
tous les autres termes sont déterminés, et I'on a

r U]
F(z):f ff(l)d¢d6+Az+B.
['] [}]

Connaissant F () on pourrait appliquer la méthode du n* 39 a
la recherche de la série trigonométrique; il sera plus rapide de re-
marquer que, en conservanl toujours les mémes notations, ®(zx)
est de la forme

0
¢(r):f/‘f(t)dld0—%x’+zx+5;

+ ) T a" b" g S HP 3 ie {3
d’ou, puisque — 7 et — —2sont les coefficients du (n+1)*" terme

de la série de Fourier de ®,

AT
a"=l/ /‘j(l)wsnrdtdﬁdz-—)—‘\"

n? T

: [ [ [f(t)smn:rd!dl)dz )A""_E.

n

Maintenant, en changeant I'ordre des intégrations, ce que permet
la considération des intégrales triples (n" 10), en effectuant d’abord
les intégrations en x, puis celles en 6 et enfin celles en ¢, on a

27 2%
a,,=;: / _/(t)cosnldl—#z[:\..—a—;- [ f(l)dl],
oy *’o ¢

1 25 ' 24
b,,:;‘.[ j(l)sinntdl—n[zx,\.,—n—;f j(t;(an—l)dt].

<o
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Pour que a, et b, tendent vers zéro. quand 7 croit. il faut évi-
demment que les quantités entre crochets soient nulles: donc : s¢
une fonction bornée f est développable en série trigonomé-
trique convergente cette série est la série de Fourier de f.

Si I'on admettait qu’il ¥ ait des points exceptionnels en lesquels
la représentation par la série trigonométrique cesse d'étre valable.
le raisonnement précédent ferait connaitre. a une fonction linéaire
additive pres. la forme de ®.x) dans tout intervalle ne contenant
pas de points exceptionnels. Et le raisonnement du numéro pré-
cédent montrerait que cette fonction linéaire est toujours la méme
si 'ensemble des points exceptionnels est réductible: de sorte que.
dans ce cas. le théoréme précédent est encore exact.

63. Exemple de série trigonométrique partout convergente
qui n’est pas une série de Fourier. — Nous avons du supposer.
dans le numéro précédent. que f est bornée: le théoréeme s'étend
cependant au cas ou f est sommable et ne devient infini qu'au
voisinage des points d'un ensemble réductible. On peut méme dé-
montrer que. si certaines fonctions non sommables sont représen-
tables analytiquement. ce ne peut étre que par leurs séries de
Fourier généralisées (n° 19,).

Je renvoie pour ce point 2 mon Mémoire. cité au numéro pré-
cédent. Ce qu’il importe de remarquer. c’est qué la question posée
n’est pas résolue complétement pour les fonctions non bornées. Il
est d'ailleurs facile de voir que. si I'on conserve aux mots série de
Fourier le sens que nous avons adopté n° 19i. il existe des
fonctions qui sont représentables par des séries trigonométriques
convergentes. qui ne sont pas des séries de Fourier. En voici un
exemple qui m'a été indiqué par M. P. Fatou.

Nous avons vu incidemment 0" 33) que. pour une série de

N . - b, . . s

Fourter, la séne 27’ était convergente el méme nous avons

sinnr
La

Fourier: elle est cependant partout convergente (n" 26).

calculé sa valeur. Done. la série 2 n'est pas une série de

G4. Théoréme ‘sur la multiplication des séries de Fourier.
— Supposons f continue, auquel cas F a une dérivée premiére F’
et une dérivée seconde F* = f. Soit 2 la fonction qui figure dans

"
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Pénoncé du n® 60. Comme l'on a

AMF) AIF
iT=ml(z+,h)
Flr—2h)—F(r) Mz +2h)— ANz —2h) AT)
+ —2h ih +F(x)4h¢’
il en résulte
-
I!"r:, Aé%l =LA 2F. N+ Fa%

La fonction 2F'A' 4+ F)" a une dérivée, sa série de Fourier est
donc convergente. Mais on sait que la série obtenue en dérivant
deux fois la série qui représente F'A converge en méme temps que
celle qui se déduit de F, c’est-a-dire en méme temps que la série
de Fourier de f. Par suite, les séries de Fourier de f et fA con-
vergent en méme temps au point z, les conditions du n® 60 étant
remplies.

C’est la un énoncé trés particulier; j’ai tenu a I'indiquer en ter-
minant parce qu’il montre qu'il y aurait intérét a n’assujettir les
fonctions 2, u des paragraphes précédents qu'a des conditions
moins restrictives.

FIN.
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