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DELL AUTORE

L principale oggetto, che io mi proposi nello scrivere i miei
Elementi d’ Algebra pubblicati per la prima volta nell’an. 1794,
Jis quello di porre i giovani studiosi di tale scienza in grado di
. leggere senza inciampo i libri dei grandi Geometri. Dopo quel
. tempo & comparsa alla luce un’ opera molto piis estesa, parto
~ dell’ insigne Geometra Lacroix , nella quale sono raccolte ¢d uc~
3 curatamente esposte tutte le importanti scoperte fatte nell Analisi
mfino a questi ultimi tempi. Questa opera interessante , che porta
~ il titolo di Trattato del Calcolo Differensiale ed Integrale, pre-
. dentando in bell’ ordine e con somma chiarezza e diligenza svi-
. luppate tutte quelle teorie , che erano sparse per gli Atti delle di-
verse Accademie, ha reso per i giovani Geometri pit facile e pii
pronto T acquisto di tutte le ricchezze dell’ Algebra: e di una ta-
le opera raccomando specialmente lo studio a quelli tra i miei
discepoli , i qumli avendo ben compreso tutto cid, che ne’ miei
Elementi si contiene, si propongono di penetrare pit avanti negli
arcani misteri della Scienza . Intento sempre a render loro pii
Piana la difficil carriera ho aggiunto a questa terza Edizione un
Supplemento sopra diversi oggetti, dei quali, per quanto in gran
Pparte trattati siano da Lacroix, e compresi nella moltitudine
delle. cose da lui contemplate, sembrami si possa da alcuno desi~
derare un ulteriore sviluppo .
Nel prim’Opuscolo di questo Supplemento prendo ad esporre
i principj del Calcolo Differenziale ed Integrale secondo il nuovo
metodo dell’immortale Lagrange . Dopo di aver procurato di
schiarire quelle difficolta, che possono incontrarsi nella lettura
della Teoria delle fonzioui analitiche, non mi sono lungamente
Jermato in quelle materie, che in tale eccellente Opera sono di-
vinamente trattate, ma piuttosto mi sono alquanto trattenuto in
altre , le quali non vi sono che appena indicate, e specialmente
nel mostrare la dipendenza dai nuovi principj dei metodi pii im-
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portanti del Calcolo Integrale . Avevo altre volte concepita lidea
di rifondere tutto il I1. Tomo , e fare ad esso vestire quella nuo-~
va forma che presenta il calcolo delle funsioni derivate ; ma poi
mi sono astenuto da cio fare per alcune ragioni. Primieramente,
siccome tutti i libri sono scritti nello stile usato ne’ miei Ilemen-
ti, facendo tal cangiamento avrei dovuto'lungamente trattenermi
nel passaggio dalle nuove forme a tutti quei modi di espressioni

.  di calcoli, che volgarmente si adopfano. In secondo luogo par-
mi , che nelle ricerche molto complicate non convenga rinunsiare
a quella brevita di discorso , che presenta lo stile comunemente
adotlato , e basti essere assicurato che quei modi meno esatti con-
ducono certamente ai medesimi resultati, che con pii lungo giro
di ragionamenti si ottengono da altri principj piu rigorosi. Per
le medesime ragioni ho creduto benedi conservare la stessa carat-
teristica del Calcolo Differenziale per denotare le funzioni deri-
vate , non trovando alcuno inconveniente nell’indicare col mede-
simo segno una funsione , la quale, per quanto possa apere una
origine ed una denominazione diversa, ¢ pero la medesima in so-
stanza , e si forma con le medesime regole. Anzi mi & sembrata
utile cosa, che nella complicazione dei calcoli un istesso segno
presenti insieme alla mente tutti i principj., dai quali puo esser
nata la funsione da tal segno rappresentata.

11 second’ Opuscolo si aggira per la sua maggior parte nella
esposizione dei principj generali , dai quali dipende la risoluzione
diretta dell’ equazioni. Siccome é necessario, che sia generalmen—~
te conosciuta e coltivata da tutti gli studiosi dell' Algebra una
materia cost importante, la quale fin qui & in pachi libri conve-
nientemente sviluppata , ho procurato di appianare le difficolta ,
che nello studio della medesima si potrebbero incontrare. Vi ho
aggiunte alcune altre ricerche, le quali servono a completare la
Teoria dell’ equasioni esposta nel I, Tomo.

Finalmente il terso Opuscolo presenta il saggio di una teo=
ria presso che nuova finora, ed intatta dalle ricerche dei Geome~
tri, cioé della integrazione dell’ equasioni a differenze parsiali
finite ed infinitesime, la quale per i molti ed interessanti usi,
che presta alla dottrina dells Serie, merita di esser. con tutte
P impegno coltivata e promossa. ‘

t————




OPUSCOLO I.
ESPOISIZIQNE DEI 'PRINGIP}

CALCOLO DIFFERENZIALE

SEQGONDO IL METODO
DI LAGRANGE, :

I principj del Caloolo Differenziale e dagli inventori di esso e
da altri Geometri, che I’banno in seguito coltivato, sono stati
presentati in.varie maniere pid 0 meno rigorose, le quali perd
sono tutte loggette a qualche difficoltd, e lasciano nella mente
qualche dubbio sull’ evidensa dei medesimi principj. Sarebbe
inatile il ripeter qui la storia de’tentativi che sono stati fatti
per illustrare la metafisica di questo calcolo, e condurre i dj Jui
metodi al rigore delle antiche dimostrasioni, la quale & in mol-
ti libri descritta. Uno dei modi i pid accurati ccznsiote nel ri-

guardare il coefficiente differenziale -:—i— come il limite, al qua-
t . ]

le vd sempre pitt atcostandosi il rapporto 2—; , quanto pid dimi-

nuiscono le differenge finite Az e Ay, senza mai giungervi, se
now quando quelle differense svapiscono; e di questa considera-
sione ci siamo noi prevalsi nel volume precedente. Ma quan~
tanque si renda con gli esempj sensibile, che un tal limite esi-
ste ed & determinabile, convien perd confessare che in generale
il rapporto di due guantitd, allorché esso.cessana di ester tali,
ciod quando divengono ambedue sero, non somministya alla
mente una idea chiara e precisa. .

. Dopo molti inutili sforzi & finalmente riescito ne’ nostri
tenp} sl soulnlr;:o Geometra Lagrange di ridwsre il Calcolo Diffe~

om. III, H



2 OPUSCOLO L

renziale a quéfla eviden® e rigora, che acvompagneno un sem-
plice calcolo ahalitich,. spojlilndodo\di qualudqae consideragio-
ne ad esso straniera, e facendolo dipendere dalle regole ordina-
rie dell Algebra: Egli gsservo nelip -yvil pe della: funzione
F (zx+i), che présenta il teorema di ;'ay , ciod nella serie
Fzai dF.x is diFs, i* dsF.x

y :1‘4—‘ ar -l-; dzs '2—5%7--0-00.

il termide che. moltiplich § éssbid il tdeffitisnts diffgrensiale
dF.x
dz

re indipendentemente dal Calcolo Differenziale con i metodi,
che I’ Algebra insegnay vidé che dalla dvolugivhe delle funsioni

in serie ripeter si poteva I’origine della quantita %, consideran-

, e riflettendo che il medesimo sviluppo si poteva ottene-

dola come il coefficiente di i nello sviluppo della funzione y,
dopo di avervi sostituito x+i in luogo di x. L’esposizione dei
?rlbcipj del Ciledlo Diffetensiale secondo questo nhovo metodo
orma I'oggétto del presente Opuveslo . E poichié ci siamo spes-
96 derviti dtl Calcolé Différenziale nelld -ricerca:delle serio ,
'E'rqcur,erenio di ticavare da altri principj quelle, delle:quuli ab-

isognérertio ; 4fihché non possd nascere il dubbie che nof nesia~
110 un viziosd rigionarhents, facerido servire alla dimestramione
i un ‘métodd quelle verita, che dal medésitme sono state de-
dotte . . :

' . . '

.
-

Sia data una funziehe qualunque di z, che indicheremo
eol seguo” F,z; pongltiamoci z+-i in, luogo di .z essendo i una
quantita indeterminkta, e.s_vo!giap\ola in una serie ordinata per
Je potenze positive di i . E evidenté che il primoe termiwe sard
F.x, ed esprimendo con le lettere p, ¢, 7, ec. { coefficionti di
i, i%; is, ec! avremo } : :

C b Fo(fdei)=F. x4piagyitbrit+ec. L
Noi chiameremé F.x la funzioné ptimtiva, e p la fubzione de-
rivata da F.x, e per determinaré'il valore di p dovrerhe svol
re in seri¢ con le regole ‘dell’ Algebra 1a funzione F(va), eﬁ
coefficiente, che in g:esta serie avrd i, sard il valore ceteato.

Cos pite, de nella fungione p porremb ki in luogo di =, e

"poi 1a svolgeremo in sdrie, il coeflicieate di i sird Ia funmione
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prima derivata da. p, a cui daremo il vome di funaione seconds
derivata da F.ao Da guestacoll’istesso metodo dedurremo la
fungione terza desivata da F.x, e cosl in seguito: onde appari-
sece, che le funzigni derivate. di qualunque oydine si ricavano
usa dall’altrs con la.ripetizione delle medesime operazioni. Sia
data, per esempio ]y fangione &* ; ponghiamoci x4 in Inogo
di x, e svolgendo (x-+i)® avremo z*+3x%i+ec., e quindi sa-
rh 329 la fupzione prima derivata da x*. Nelly quantita 3z2
ponghiamoci z+i in luogo di x, ed avremo
3(x4-i)2=3z¥+-6xi4ec., onde 6z & la fupzjone geconda deriva-
ta da =* . Di puovo Ja guantitd 6, mettendovi x4+ in luogo
di z diventa 6x-+6¢, ¢ percid- 6 ¢ la terza.funsione derivata da
x*, la quale essendo costante, ¢ chiaro che le seguentj funzioni
derivate saranno tutte zero. ' 0 T
‘ T
Quando sapremo trovare le fungzioni derivate da qualunque
fanzione F x, avremo il valore di tutti i coefficienti p, ¢, r,
ec. delle potenge di i nello sviluppo della funsione F.(x<).
Ponghismo infatti che x divenga 2+, essendo / una quantitd
indeterminata e indipendente gd i ; F.(x+i) diventerd
F.(xa-i+l), ed & evidente che otterremo il medesimo resultato,
se nella serie , che rappresenta il valore di F.(x-w) , porremo i+J
in luogo di i, o =+ in luogo di x. Mediante la prima sostitu-
sione quella serie diventera ' :
Fgitp(id) g (iied) 34 (istd) i i-D) St
o sia, svolgendo le potenze di i+l,
" F.x4pi4s gid- rid4- si* 4-ec.

“+pla-aqil 4-3risl+4sidl+-oc.

-+-ec.
Per ssegunire Ja.seconda sdstituzione mp;qnghiamo che Fx,p,

, 7, ec. divengano respettivamente F.z+F".xl-ec.,
ppi+ec., g4q'laec., r+v'l4ec., quando vi si pone z-l in-
~vece di x, .2 la medesima fupsione \F,(x-iw)) sard ;1appresenta-
ta dalla serie .
Pzt pi - .gide 1id 4 sidec,
+1 xlpil 4-q'i%1 4r'i bec,
, -+ecC.

Ora queste due serie dovendo essere identiche, qualunque sia-
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no i ed I, converrd che siano i medesimi in ambedue i coeﬁ-
cientidi 7, it, isl, ec.; onde avremo p=F.x, ag=p', !
4e=r',ec. M x, p', q', ', ec. sono respettivamente le pti-
me funzioni derivate da F.x,p, q,r, ec.; percid se indichiamo:
con i segni F.x, F'.z, F".x, F'".x, ec. le funzioni prima, se-
conda, terza, quarta ec. derivate da F. 2z, avremo p=F.x, e
) F'x 'z 9' F'"
p—F'x,q"— —~—e4d= » =3 3,ed
.z r_ Fzr
r'—= —3 :=z... 234’ e cosl in seguito. Sard pertanto
. » ,, .
.F.(u-i)zF.v-o-iF.z-o-;’Faf-o-z F’ it F;4+ec.
a
Quindi, allorché sapremo trovare la prima funzlone derivata da
ualunque funzione, potremo non ooﬁ: trovare tatte le funzioni
genute di qualunqne ordine, ma anche tutti i termini della se-
rie precedente.

30

Vediamo adesso, come per le regole dell! Algebra si deter-
mini la prima fanzione derivata dalle diverse specie di quantita.
Sia data in primo luogo la funzione log,z, ¢ ponendovi 2+ in

tuogo di x essa diventerd log. (z-+-i)=log.z+log. (l-o-—) Svolgia-
mo in serie questa ultima qnantnta e ponghiamo
log- (l-i--):A -~ +B - +C i.—-o-D -‘-‘--o-ee

" A, B, C, ec. essendo costanti, ove ho lasclato il termine sen-

za i, lP"mhé questo sarebbe —Iog 1, che & zero in tutti i siste-
mi di logaritmi. Siccome

log. (H- —log (I-O-— —)—nlog ( l+—) & chiaro che il
doppio della serie precedente sara ecuale a cid, che d;venta la
medesima serie, quando in luogo di: -—v1 si pone 2-o-— Avre-

mo adunque svolgendo le potenze di = ..- =7 gqmmon. iden-
tica




OPUSCOLO I. 3
zA-i--o-aB-i:--‘-nC-i—. -+ nDi‘- «ec.
x X3 X3 x4
i i s it
=24+ A 4B + B_ +-ec.
+4B£— +80£-; -+ mC;’; “+-ec.
' -+~ 16D;—: -+ecC.,
e percid A=+-2B=0, 4B+-6C=0, B+12C+14D=0, ec. Median-
te %uest’equazioui, nelle quali le quantita 4, B, C, ec. entra-
no

inearmente, dato il primo coefficiente 4 potremo per esso
determinare il valore di tutti gli altri coefficienti B, C, D, ec.

e percid il valore di log.(x-o-—i) sard bene rappresentato dalla

serie assunta. Rimaune perd indeterminata la quantita 4; ma es-
sa deve esser tale , perche la serie rappresenti il valore di

log.(x-o-%) in tatti gl’infiniti sistemi di logaritmi. In seguite
vedremo qual rapporto ha questa quantitd 4 con la base di cig-
scun sistema; intanto osserveremo che il valore di 4= appar-

tiene ad un sistema di logaritmi, che si chiamano naturali o
iperbolici. Onde, se consideriamo i logaritmi di questo sistema,

eara la funsione prima derivata da log.x eguale ad :T .

4

/

Passiamo a considerare la funzione 2" » OVe n & una quan-
tita costante qualunque, la qual funzione posto aw-i in luogo

di x diventa (z+i)", e facciamo
(z-o-i)":.z"-t-piq-qi'-wi’-o—ec.
Prendendo i logaritmi iperbolici avremo
nlog.(z-oi):nlog.x-o-log.(x—o- -fn H-ﬁ i '-o-ec.)

e riducendoli in serie

n . .
nlog.w — i+ec.=nlog.a+ -E';H-ec.
z



6 OQPUSCOLO 1.
cioe Ln =-:7 , e p::nx""‘. Sard dunque nz’ ' la fangzione
&

prima derivata da =", cioé posta Fa=z", sark F.r=nz"""* ,

o quindi Flemafa—1)e""2 , Foma(emnn—2)s""" , ec.
nde avremo
(.z'-H) =z nz i...l’.‘..'i—_', n=3 ;s rec.

che & la nota formola delle potenze del binomio, la quale & cost
dimostrata accuratamente per qualunque valore dell’esponen-
te n.

Posta F.x=log.x, siccome abbiamo pel numero precedente

in qualunque sistema di logaritmi F.m%:dz—‘ » sard
Pl o= ds™2, P, :r—aAz F".z::-a 3.4:: 4,ec # percid

i9 is

log.(z'-o-;)zﬂog.u‘-o-A \-; alreri gl yring 4? -ro-ec.)

Ora se faociamo l+—i= alla base ¢ dei logantmx avremo

log. (x-+i)-lag.3=log. (.H-—)—Iog c-;:A(o-x ‘c';’ 2 (—c-aﬂ:-ec) ’

nella qual’ equarione t...A(c-—x-!f:-'—: ) & espressa la re-

lazione tra la quantitd 4 e la base o.
. 5‘

Se adesso facciamo F.z=a" * sard F(.r-p-i)_ax ; pon-

ghiamo

=¢ vqu-o-qc'-t-ec
e prendendo i logamml sperbolioi avremo

(w-t-i)log.a=xdog. ulng,(*ld--—u-—z- i%-ec )

::xlog.a-o--p:_ i+ec.
a

onde si deduce p=4"log.a, e questa & la funzione prima deri-
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vata da a”. Sard dunque F.ax=a’log.a, F'a=d"Toga ,
F".x:a"lcbg.a' y © )

s :
i, .o log. ., log.
P »..ax(x-o-ilog.a-u’-l-of—-? +i? -;o-g?a

Se a ¢ la base dei logaritmi iperbolici, che chiameremo e,
siccome log.e=1, sard ¢” la fanzione prima derivata da &, e

mettendo nel valore di a™* Ia quantitd e in luogo di ¢ e fa-

cendo x=0 avremo ,
- 2 2.3 a.3.4 °?

dalla qual seri®, posta é==1, oi pud ealcolare il valore di e.

6.

Per trovare le funsioni derivate da sen.x e cos.x bisogna
prima cercare le serie, ¢he esprimeno queste quantita, ed a tale
oggetto ci serviremod della nota eyuasione

€O8.(2~+i)==c08.x)Cc08s.i~—sen.zH}s8n.i .
Ponghiamo . »
- sen.ozArwed12 +-Aox 4+ A35 " 4ec.
c08.2==1+Bz34-B114+:Bat ¢~-ec.
ove nella serie del seno abbiamo omesse le potenze pari di =,
e le dispari in quella del coseno, perchd sen.—~x=—sen.z, e
cos.—z=cos.x . Cangiando 2 in i, o ponendo nella serie del co-
seno x-+i in luogo di x avremo - - :
sen ic= Aid=A 1i* - A2i t4-A3i " 4-ec.
CoBi=14Bi*a-Bri‘x-Baitpec. - .
€08.(2~4i)==1 4 B(z4i)34~B 1 (24-i) * +Ba(2-4-i) ¢ -eC.
Sostitnendo questi valeri mella -equaxione precedente, ¢ non
considerando che i termini, nei quali i non supera la seconda
dimensione, perché questi soli bastano per determinare i coeffi-
‘cienti della sexrie, ottetrenid’' I'equazione identica :
aBri+ 4Bix%i + 6Baxti 4 8B3x'i «ec..
-+~ Bi'+i;§Blz'i'-o-é;—sBzx‘i'-o-g-';zBSx‘i'-pec.

= Bis4+ B3z"i*4-BBi1x*i® 4 BBaxsisec.
— Avzi— AA12'i —AA22% — AAIx'i —ee.
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Dunque paragonando i termini simili avremo a@:—d’ ,
4B1=—AA1, 6Ba=—AAas, 8B3=—AA3, ec., 4.3B1=2B>,

6.5Ba=3BB:, 8.7.B3=3aBBa, ec; onde si deduce B=—‘-4£ ,

A+ As As
Bi= 334’ Ba=— g7 B3=3ameye 0 o
e L! SR L.
1==33 4230355 —334567'°"
Per trovare il valore del coefficiente 4, che resta indeter
minato, si osservi che I’arco é sempre maggiore del seno e mi-
e  >z,edaque
V (1—een.2z)” ' q
x
(1423) 1z
vo di |/(14-2%) pid grande dell’unitd. Ora mediante la divisio-

, cio¢ 1-:4" >1—=x* ; dunque

nore della tangente ; onde sen.x<z,

sta ultima relazione si deduce sen.2> a moti-

. ) SN x4
ne §1 trova < =3 o 2 ;

1ef=2 -z 8
sen x
z
la serie, che lo rappresenta , avremo

A Asrs Asrae Aoxs
23 32345 1234067

tanto pid sard > 1=z, Sostituendo adesso invece del seno

+€eC. <1 6 Dlemx? ,

Ma se sommiamo il secondo termine col terso, il quarto eol .

quinto, ec., oppure il terzo col quarto, il quinto col sesto, ec.,

questa serie prende le forme seguenti
A Avxs fAsrs —1)-0- Arxs J!_'__r_‘ —1)aec
+ 23\ 35 2.3.4.56 7\ 8¢9 ) *
4 Alz’* Asrs [l A'z') Asze 4 Asxe
. 2.3 2.3.4.5\ . 6.7 2.3...9 \'_xo.u)

E se ponghiamo x tale, che sia ‘-‘;.;—.-<1, nel qual caso la gerie

del seno ¢ convergente fino dal suo principio, i termini
Adozs Az

-4.—5—1, Hg 1 o saranno tutti negativi, e viceversa i
Asxs Asxa

termini -y = ,ec.tutti positivi. Onde avremo la

10.11
serie ' :

Au:i Asxa ‘ Asxs
A— 23 v 2.3.4.5 —~ec.<d ¢ >A— 2.3




OPUSCOLO I 9

e paragonando questi limiti con quelli ottenuti di sopra ne de-

durremo A>Y<&22 ) 'ed A—‘:.T; <1; e siccome queste relazioni

devono aver luogo, qualunque sia x, ne ricaveremo 4=1. Poi-
chd se A fosse maggiore dell'unita, cioé se fosse 4—1-+9, la

relagione A— j‘_"-}:<’ non avrebbe luogo per i valori dix tali,

che fosse ':.?q; se poi A4 fosse <1 ed =1—p, non sussistereb-

be il rapporto 4>1—2z*, quando x* & <o. Sard dunque 4=,
e percid

xS xb
O S v v At
- x? x4
CORT1 == - Ty —eC.

Adesso- per trovare le funzioni derivate da sen.z ¢ da cos.x
ponghiamo nell’ equazioni sen.(a~-i)=sen.z)cos.i+-cus.zXsen.i ,
c08.(x--i)==cos.zXcos.i—sen.xXsen.i i valori in serie di sen.i e
di cos.i, e vedremo che la funzione prima derivata da sen.x &
=cos.x, e quella derivata da cos.x ¢ =—sen.x.

70
Abbiamo trovate le funzioni derivate dalle quauntitd %",

%, log.x, sen.x, e cos.xz, che sono le pit semplici funzioni,
dalle quali con le operazioni dell’Algebra si formano tutte le
altre. Se p, ¢, r, ec. saranno funzioni semplici di x, ed y una
funzione composta di p, ¢, 7, ec., ponendosi x--i in lnogo di
x le quantita p, ¢, 7, ec. diventeranno p--p'i+-ec., g-+-g'i+-ec.,
rr'i4-ec., ec., e sostituendo queste quantitd in y, e sviluppan-
do i termini secondo le potense di i, il coefficiente di i ci dard
la fungzione prima derivata da 5. Vedremo tra poco il modo di
giungere piu facilmente alle funzioni derivate dalle funzioni
composte; ma prima per maggior brevita di discorso prenderemo
un segno per indicare le funzioni derivate. E per non allonta-
parci dai segni adottati, se y ¢ una funzione di #, denoteremo
la funzione prima derivata da essa col segno % , ove la z che
¢ nel denominatore indica che x ¢ la variabile, di cui y & fun,
Tom. Il a
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zione . Cosl ‘%? significa la funzione prima derivata da z, quan-

do z & funzione di ¢. Ma convien riflettere che questa manie~
ra di scrivere & indipendente da qualunque idea di limiti e d” in-
finitamente piccoli, che % non é che un segno, e rappresenta il
coefficiente di i nella funzione y sviluppata secondo le potenze
di i, dopo di avervi sostituito x-+i in luogo di x. Cosl pure
esprimeremo col segno :—% la funsione seconda derivaty da 5,
e questo segno non significa che il coefficiente di i nella serie,
che nasce dallo sviluppo della funzione % » dopo che invece di
x vi 8i & posto z+i, e cosl in seguito. Secondo questa maniera
di scrivere la fungione y, allorché vi si pone z+-i in luogo di x,
diventa yai L 4 in 2y B0 4 L.
Iventa Y et s dzs T2 3dws
. 8. .
Sia adesso y=F.p, e p funzione di z, e posta 2+ in luo~

di x 1a funzione p diventerd p+i 22 2 yec.=p+, fa-

go di x la funzione p diventerd p+i -~ “=1-+ec.=p+, 1a
. oy sdp %40 -

cendo per pid semplicita z-zx’-’--l-'; d—;i: -+ec.=] .- Dunque per la
medesima sostituzione y diventera F.(p+d), ciod’
F,},.,.z‘_i.g:z...%%;‘-ﬂ..-ec., la qual’espressione xpettendovi il
valore di I diventa iF d :

- .dp dF.p i%/dp P p\2 d3F.p\ . .
F-P“"E . -F -0-;(‘1—;; . —{f’ ;;) -4F~)+ec. E siccome
. . .., _dp dFp ,
il coefficiente di i & =—~ . e ne segue che per avere la
funzione derivata da y relativamente ad x convien prendere la
funzione derivata da y relativamente a p e moltiplicarla per la
funzione derivata da p; lo che si esprime cosi %=% . % .

Supponghiame che y sia una funzione di p e ¢, che noi
denoteremo col segno F.(p, q). Nel fare la sostituzione di z-+-i
in luogo di x nei otterremo il medesimo resultato , se faremo in-
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sieme la sostitnzione nelle due funzioni p ¢ ¢, o se Ia faremo
prime in p e poi in ¢, Sostitniamo adunque x--i in luogo di =
in p, e la funzione F.(p, ¢) diventerd F.(p, q)-o-i:{. . T:-c-ec.,

ove % & la fungione prima derivata da F.(p,q) presa relativa-
mente a p, considerando ¢ come costante. Adesso nel resulta-
to ottenuto sostitniamo x-i in Juogo di # in ¢, e non tenendo
conto che dei termini meltiplicati per i otterremo
F( )-Hdl d-f-hiﬂ d—% e quindi
(Pr9)HG; - Hiar - 7g © indi
dy_dF dp dP dq
dx—dp dxtdg ds’
Cosl pure, se y ¢ f{;nzione di p, ¢, r rappresentata da
F.(p, gq,r), troveremo nell’istessa maniera
dy_dF dp dF dg F dr_
dz—dp'da T g ' dx v Iz}
onde si pud concludere in generale, che la funsione prima deri-
vata da una funzione composta di pid funsioni particolari sard.
eguale alla somma delle fungioni derivate prese relativamente a
ciascuna di queste partioolari funsioni, considerandole come se-
Pparate e indipendenti tra loro. Con questi principj si potrd tro-
vare la funsione prima derivata da qualunque funsione, qualun-
que sia il modo della sua composizione, come pure le funzioni
derivate degli ordini superiori.

9. .

Ma la funsione y pud non esser data esplicitamente per x,
¢ solo da una equagione tre = ed y. Per esaminare quest’ultimo
caso incominciamo dal riflettere, che se I'equazigne g.x—o &
identica, qualunque sia il valore di », saranno pure identiche
tutte 1’equasioni, che nascono da questa , se invece di ¢.x vi si
pone una funzione derivata da essa di qualungue ordine. Poiché
ponendo x+-i in luogo di & Yequazione g.x==q diventera

.dg i* dg dovrd identi 1
$. x4 x5 2zs +C-=0, e dovra essere identica qualunque
sia il valore di i, e percid i coefficienti delle diverse potenze
di i saranno eguali a zero, o sia I’equazioni :—E:O, g:«;,ec.
saranpo tutte identiche,
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Data adesso in generale tra z ed y I’ equazione F.lz,y)==0 ;

. mediante la di lei risoluzione sarebbe y una funzione di z, che

denoteremo per f.x, sostituita la quale in luogo di y la funzio-
ne F.(z,y) diventerd una fungzione di x sola, che chiameremo
¢.%, © sard ¢.2=0 una equazioue identica, e percid sussisteran-

no I’ equazioni Z—;:o, :—}?:o,ec'. Ora abbiamo -

¢p.x=F.(z, fx)=F.(x,y), e siccome y ¢ funzione di z; awre-

mo (8) :—:: E-o-;—f . é . Dunque I’ equazione %:o ci dara
dF

dF dF dy__ .. . .dy _ dz

e TRl el dalla quale si ricava il valore di p i
dy

ossia la funzione prima derivata da y sar data per una funzio-

ne di z ed y, dalla quale si potra dedurre la funzione seconda
derivata da y, e cos) in seguito. Inoltre apparisce, che data una
equazione qualunque tra =, ed y, I’ equazione sussistera ancora
tra le funzioni prime derivate da tatti i suoi termini, come an~
cora tra le funzioni derivate seconde, ec., e piu generalmente
sussistera qualunque combinagione, che si faccia della equazio-
ne primitiva, e di quelle che contengomo le funsioni derivate.
A tutte queste combinazioni daremo il nome d’equazioni deri-
vate, e le chiameremo del primo o-second’ ordine ec., secondo
che conterranno le funzioni derivate prime o seconds, ec.

10.
.

Nella teoria precedente abbiamo supposto, che qualunque

funzione di x-4-i pud esprimersi per una serie della forma
o Fxaip4idqeitr4its+ec.

Nel percorrere le funzioni pit semplici abbiameo trovato, che es~
se erano suscettibili di una simile forma, e dal modo, con cui
abbiamo ridotta la ricerca delle funzioni derivate dalie funszio-
ni composte a quella delle funvioni semplici, potrebbe dedursi
che la nostra supposizione ha luogo anche riguardo alle funzio-
ni composte . Ma a queste verificazioni indirette sara bene 'ag-
giungere un’altra dimostrazione, dalla quale pilt chiaramente
vedrassi, se la regola generale pud esser soggetta a qualch’ecce-
zione . :

e - . . ——
D e RT— . ¥ ___3J ——
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Primieramente siccome facendo nella serie i=o essa deve
ridursi al primo termine F.z, é chiaro che non pud eontenere
potenze negative di' i, 1e/quali posta i—o diventerebbero infi-
nite: vediamo adunque se la medesima serie pud contenere po-
tenze fratte positive di i. E evidente che, se la funszione F.r
non contiene alcun radicale, non ne conterra né pure la funzio-
ne F.(x--i); onde i radicali di i non possono nascere che da ra-
dicali gia esistenti nella funzione F.z, e la sostituzione di z4-i
in luogo di # non pud né crescere né diminuire il numero di
questi radicali, né cangiarne la natura, quando x ed i sono
quantita indeterminate. E noto ancora che le funzioni irraziona-
li hanno tanti valori differenti, quante sono le combinazioni che
possono farsi dei valori diversi di ciascun radicale in esse conte-
nuto. Quindi apparisce che, se lo svilappo della funzione

. m

F(z+-i) contenesse un termine della forma ui”, la funzione F.x
sarebbe irrazionale, ed avrebbe un certo numero di valori di-
versi, il gnale dovrebb’essere lo stesso per la funzione F(x-i),
e pel di lei sviluppo . Ma questo sviluppo, essendo espresso dal-
' m
la serie F.x—+-pi+qi® ....~+ui" -~ec., conterrebbe tutti i va-
m

lori di F.x combinati con gli » valori di i ;e percid avreb-
be pil valori lo svilappo della funzione F.(z-+i) di quelli, che
ha la medesima funzione: lo che & assurdo.

II1.

Il fondamento di questa dimostrazione cousiste nel dover'es-
sere il medesimo il numero dei valori differenti tanto della fun-
zione F.x, che della funzione F.(x+-i). Cid & vero in generale,
quando z ed i si mantengono indeterminate, perché i radicali
contenuti in F.x si trovano egualmente in F.(r<-i), se non che
nella prima funzione involvono la variabile x, e nella seconda
la variabile x<-i. Ma pud non esser vero, se 2 cessa di essere
indeterminata, poiché un valore determinato a di 2 pud di-
struggere qualche radicale nella funzione F.z, il quale esistera
sempre nella funzione F.(x+-i), perché la quantith a-i si man-
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tiene indeterminata. Quindi la forma da noi attribuita allo svi-
luppo della funsione F.(x-i), la quale ha sempre luogo quan-
do x ¢ indéterminata, pud non convenire alla medesima fun-
gione nel solo caso, in cui x abbia un valore determinato . Esa-
miniamo pij accuratamente questa eccezione alla regola gene-
e.
13.

Un radicale pud sparire dalla funzione F.z in due manie-
re, o perche divenga nullo il coefficiente del radicale, o perche
si annulli il radicale medesimo. Nel primo caso il radicale pud
sparire in alcune delle funzioni “%’ R %, ec., e non nelle altre,

iche il radicale acquistando diversi coefficienti nelle fungioni
erivate,, questi eo.:l%cienti possono o prima o poi divenir tali,
che non svaniscano nella supposizione del medesimo valore di
z . Nel secondo caso il radicale dovra sparire in tutte le funzio-
ni derivate all’infinito, perché si suppone che il radicale mede-
simo svanisca. Ma siccome il radicale sussiste sempre nella
F (x+i), ove i & una quantitd indeterminata, la serie
F.z4i g-o-g €%_?—a-ec. non rappresel?tfrd esattamente lo svi-
luppo di F(x+i), che in quanto vi si troverd il medesimo radi-
cale: essa sard percid legittima nel primo caso, ma non lo sara

nel secondo.
13.

Sia y una funzione di x, in eui per un dato valore di
sparisca un radicale, il quale perd si 'mantenga in d—y; ¢ chiaro

che in grazia di questo radicale la funsione % avrd per questo
valore di # un maggior numero di valori differenti , che la
fungione y, ¢ non potrd percid la fnnzione% esser data da
una funzione di z ed y, la guale non contenga questo radicale.
Ma se dalla equazione y—F.x si climina questo radicale, o si
rappresenta per =0 I’equazione che ne risulta, e si passa alla
equazione prima derivata da questa, essa (g) avrd la forma
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A%-o—B:o, essendo A e B funsioni di x ed y. Questa equa-

gione, che ci da genemlmez;w il valore di Q, quando z ¢ in-

determinata , non ce lo potrd dare pel date valore di x, perché
le quantntﬁ 4 e B non contengono il noto radicale, omdpe ei va-

lori dx ix Y carebbero dello stesso numero, che qqex di 5. Ma sic-

come 1’equazione A%*B:o deve aver luogo anche per questo
valore di a, dovrd sussistere indipendentemente dal valore di
%, e percid sard in questo caso 4=o e B=o, ed il valore

di % comparira sotto la forma indeterminata % .

Non potendesi per questo valore particolare di x ricavare
il valore di % dalla equasione Aﬁ +B=o0, che & identica,
sseremo all’equazione seconda derivata, la quale (8) avrd la

orma
4 y dA (dy (a (dA d dB
) =" d IE"' =0
Questa ci di in generale il valore di —= doy » ma nel caso nostro es-
& dxs

sendo 4=o sparira il termine che contiene g, e I’equazione

rimanente in % essendo del secondo grado ci dank due valori di

% corrispondenti a ciascun valore di y. Se anche I'equazione

seconda derivata fosse identica pel dato valore di z, converreb-

be passare all’equazione terza derivata, e cosi in seguito.
Qualora per un dato valore di x svanisse un radicale in y
dy 47, & evidente che b

e in 75 Yenza svanire in E— » ¢ evidente che bisognerebbe ap-

plioare alla ricerca di —'-7 in questo caso particolare un ragions-

mento analogo a quello usato di sopra relativamente a %; e co-

s del resto.
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Sia per esempio y=(r—a)/(x—b), avremo )
%q/ (@=b) co—2_, e nel caso di x=a sparira il radicale in

3}/ (x~b)

¥ , ma non in :—: » in modo che sard y=o, e :—iq/(a—b), cioe

il valore di y sard semplice, e doppio quello di :—'-: . 8e adesso

eliminiamo dalla proposta il radicale |/(x—b) riducendola alla
forma razionale y%—(x—a)*(x—b)=0, ne dedurremo I’equazio-

ne derivata sy%—s(x—a)(s—-b)—(x—a)’::o » la quale posta
x=a si riduce a 0=o0. Percid passeremo alla equasione derivata
seconda ay:—;'-::-o-a(%). —3(2—b)—4(x—a)=0, dalla quale nel

caso di w=a otterremo a(%)' ~3(a=b)=0, e quindi

%-_1/(4—6), come sopra .
14,

I1 medesimo metodo si pud generalmente applicare alla ri-
cerca del valore di quelle fragioni, che in qualche caso partico~-

. . 0 a.
lare compariscono sotto la forma indeterminata > Sia B quel-

la frazione in cui il numeratore ed il denominatore divengono

zero quando x=a , e ponendola =y avremo I’equazione By=24,

1a quale si verifica nel caso di x=a indipendentemente dain:lo-

re di y, che percid rimane indeterminato. Prendendo I’ equagio-

ne derivata avremo B2 %5 y— 94 e siccome nel caso di z—4
F g e &=

_svanisce B, avremo in tal caso y=§.%, e questo sard il valo~

dx

re cercato della frazione ‘i Ma se anche a4 e 4B svanissero
B dx = dx

nella medesima supposizione, ponendo %‘-: in Juogo di 4 e ‘—i—g
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dsAd
io luogo di B avremmio nella stessa maniera F%—% , € cosl in
dxos
i1
Iy . - n < . A d:tn
seguito. Onde in generale il valore della frasione  sard — .,
a"B
. . ar"
essendo d—ué e é—g le prime funszioni derivate, che non sva-
dr dx

niscano insieme allorchd vi si pone a==4. Cosl o prima o poi
giungeremo certamente a trovare il vere valore della frazione

%> Ppoiche non & possibile che tutte le funzioni derivate da una
funzione di x all’infinito svaniscano per un valore particolare

di x. Infatti siccome F.(xuei)=F.xi g*;%g‘* ec., se
dF dsF

:echuo di x=a fossero zero tutte le funsioni F.x, ==, 9,
. :
7+ ec. allinfinito, sarebbe F.(a+-i)=o0, lo che ¢ impossibile,
perché la quantitd i & indeterminata.

15.

Ma una funzione % comparisce sotto un aspetto indetermi-
nato, anche quando la supposizione di =4 rende infinita tan-
to 4 che B. Allora sard inutile il metodo precedente, perche
tatte le fanzioni derivate da 4 e da B saranno sempre infinite
nel caso di x=a. Per rinvenire il modo, con cui in simili eirco~
stange dobbiamo condurci, passiamo a considerare quello che
succede, quando la supposizione di 22=a fa sparire dalla funzie-
ne F.z un radicale rendendolo nullo, nel qual caso esso sparisce
ancora in tutte le funzioni derivate. Ma siccome questo radica-
le si mantiene nella funzione F.(x+-i), deve aver luogo anche
nello sviluppo di essa, e poiché non pud involvere la x, convie-

ne che implichi la i; onde lo sviluppo deve contenere delle po-
Tom. III. 3
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tenze irrazionali di i . Infatti se F.x contiene la quantita V X,

ove ' X'@ unafunzione di x che svanisce quando z=a , posto
w-+i in luogo di = la quantitd X diventerd iﬁ-c--i:ﬂ-c-ec
g 1 dx adxs °»

perche in questo caso 8 X=o, ¢ V X s cangerd in

‘Vi . V %-o——i— ?—;—f +ec.); onde E.(x+i) nel caso di x=a

conterra il radicale |’ i, e dovrd ancora contenerlo lo svilup-

po di F.(z+i) secondo le potenze di i . :
Per vedere ehe cosa ci da allora lo sviluppo illegittimo
.dFzx i3diFx . . R ;
F.xaei T T o -+ec., sioervi che siccome x ed i entra~
z a dxs
no egualmente nella funzione F.(xw-i), le funzioni derivate da
questa saranno le medesime o prese relativamente ad 2z o relae
tivamente ad i , poiché accrescendo x o i della medesima
quan‘tii;‘i‘ r is’tess;Frisulterd r acctescimex;so di’.r-o-z' . Quindi
(xi (xtei) dOF (x=-i) _ d3F (x+i
sard = fﬁ ,, d.i' )= dga » €C., e per-
. 1 2 . 2 i » -
cib. d;:: dn;i"") , d df;‘”: é IZ‘;"’” »ec., purché ne’secondi
membri di quest’ ultime equazioni si faccia i=o . Cid
sto, se nel caso di x=a lo sviluppo della funsione F.(z--i)

deve contenere un termine Ai", ove 4 ¢ funzione di a, ed
m non & um numero imtero positivo, é chiaro che gli sviluppi

. . dF.(zewi) dsF.(z+i)
delle fungioni I ' T

termini mA4i™T | m(m—1)4i™ 2 | ec., o percid posta i=o

. . dFz dsF.x .
le funzioni F.x , 3o * ~dza » °C. conterranno respettivamen-

, ec. dovranne contenere’ i

te i termini 4o™, mAc™ ", m(m—1)40™ 2, ec. Se m & un

. numero qualunque negativo, tutti questi termini riesciranne
infiniti: se m & un numero positivo non intero, ed indichiamo
pet n il numero intero pid prossimamente maggiore di m, &

evidente che il termine m(m—1) . . . (M=n41)4o™ ", e tutti
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i seguenti saranno infiniti, e guindi la funsione derivata
d"Fz koG Cor e a d"F.x
— ¢ tutte le seguenti ‘riesciranno infinite. E se ——— ¢ la

dz" dz"
prima funsione che divenga infinita, il vero sviluppo di F.(x--i)
dovra contenere un termine della forma Aim, ova m & un nu-
mero compreso tra n—1 ed n. Onde se tutte le funzioni in-
comiociando dalla prima F.z sono infinite, il vero sviluppe di
F.(z+-i) non conterra che potenze negative di i.

16.

In questi casi, ne’quali & erroneo lo sviluppo generale, per
ottenere la vera forma ge‘;lo sviluppo di F.(x+¢) bisognera inco-
miociare dal porre x eguale al dato valore a, e poi sviluppare -
la funzione &(a-o—i), avato riguardo alle potenze fratte o ne-
i:tive di i in essa contenute. Prendiamo per esempio
.x=(x—a)}/(x—b), ove la supposizione di z=> rende nullo il
radicales e la forma generale dello sviluppo di F.(x-i) riesce

o . . d
percid difettosa. Ed !nvero'a'1 trova -5;:;/ (x—b)*vx(::_:?bj ’
ciod infinita quando x=b, e pel medesimo valore saranno in-

;f:z , ec, Adunque il vero svilup~
po dovrd contenere un termine i™, ove m & un numero com-
preso tra o ed 1: ed infatti se ponghiamo z‘:{sb-‘-i, la funsione
1
 F.x diventerd (b—a4=i)}/i, ciod (b—a)i ® +i®. ‘ :
Con un metodo simile si trovera il valore di quelle frazi
ni, le quali si mantengono sempre indeterminate per un dato
valore a di x, per quanto si prendano le funsioni derivate dal
numeratore e dalp;enominatore » le quali sono tutte -infinite. Si
porrd x==a--i in queste frazioni, poi si ridurranno in serie se-
condo le potense cresoenti di i, e posta i=o il primo termine
della serie ci dari il valore della frazione nel caso di 2=sa.

17.
La medesima teoria, che ci ha condotti al generale svilup-
po della funzione F.(xw-) secondo le potenze di i, ci sara ntile

finite tutte le altre fanzioni
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ancora per convertire in una serie ordinata per le potenze ascen-
denti di # una funzione qualumge di . Infatti ’equasione
Floaiy=Faosni B2 280z
’ - dx ~ o dx*
avra luogo anche posta a==0, purché in questo caso alcuna delle
X

fungioni F.x, 'd?z—’ ec. non divenga infinita. 8¢ dunque pon-

ghiamo F, F', F', ec. essere i valori di Fx s %ﬁ ’ %2. ec.

allorché x==0, avremo
FimFaiF+ 2P 2o Fiee, |
Adesso potremo prendere x in luogo di i, ed otterremo
FamFazFae TP ZoF "o,
Se Ia funzione di  non sark data esplicitamente, ma di-
penderd dalla equazione F.(x,y)=o0, converra prima da questa
ricavare i valori di % , %{ , ool metodo insegnato di sdpra (9),

poi chiamando ¥, ¥, ¥", ec. cid che divengone le quantita 5,

% , g » €C., allorché vi si pone 2z=o0, avremo

L X8y, T8 oy,
y=YazY'+—Y"+—=Y"+ec. , _
ed ¢ chiaro che tante serie otterremo per determinare y, quante
sono le radici della equasione F.(0,y)=o. In tal modo potremo
esprimere il valore di y, quando sara suscettibile di questa for-
ma, e ci accorgtemo che essa non ha lnogo, quando troveremo
alcuno dei coefficienti ¥, Y7, ec. infinito. In questo caso, che
corrisponde a quello, in cui il generale sviluppo della funzione
F.(x=-i) diviene illegittimo, converrd ricorrere ad altri artifizj
per trovare la vera forma dello sviluppo di y secondo le poten-
ze.di . Noi abbiamo altrove imperfettamente accennato il me-
todo da tenersi, parlando degli asintoti delle curve, ma per la

di lui importanza I’ esporremo 'adesso con maggior generalitd ed
accuratezza. 18 )

8ia data adunque una equazione tra 2, ed y, la quale sup-
ponghiamo che aia(libera dalle frazioni e dai radicali complessi,
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ed abbia percid la forma . .
’ !
Ax TP d™y '™y wec=0,
ove A, A', ec. sono quantita costanti, ed m, n;m', n', ec. nu-
meri interi.o fratti, positivi o negativi; o si voglia trovare la
serie
y=az" -o-bzp wca? ea’ vec.

che rappresenta il valore di y. Questa serie pud essere o ascene
dente, cioé ordinata per le potenze crescenti di z, 0 discendente
o sia ordinata per le potenze decrescenti di =. Noi considereremo
il primo caso, perché da esso potra facilmente ricavarsi il meto~

do, che convien tenere, per conseguire una serie discendente.
Facciamo per pin semplicitd ' eguale a tutti i termini del-

1a serie eccettuato il primo, in modo che sia y=ax"+y', e so-
stituendo questo valore di y nella equagione proposta otterremo
' Aa"zm“-hA'a"'xm'*"'“-o-A"an 'a:m""'"”a-o-ec.

L. ’ L
B R et e L LN et T i Y y*

*(n (=1 )Aan-ﬂzm—l- (n—ﬂ)d_._’ﬂ n'—1 )Aran,- ’zm'-o-(n'-a) [ 4-ecC .) yl °
2 2

+ec.==o0. .

In questa equazione, che deve essere identica, il primo membro
¢ una serie ascendente secondo le potenze di x; onde se gli espo-
nenti &, f, y, ec. fossero dati, il paragone dei termini simili
ci darebbe il valore dei coefficienti a, 5, ¢, ec.; e segnatamen-
te si otterrebbe il valore di a dal porre ==o0 la somma dei coefhi-
cienti dei primi termini della equazione precedente, cioé di
quelli che contengono la pit piccola potenza di x. Ma come po-
tremo sapere quale sia la pid. piccola potenza di x, quando &
¢ indeterminata? Converra determinarla in modo, che almeno
in due termini della equazione 2 abbia il medesimo esponeate,
il quale sia insieme minore degli esponenti di tatti gli altri ter~
mini ; accid dal confronto di due termini simili si possa dedurre
il valore del coefficiente a. E qui si rifletta che le- pin piccole
potenze di x non potranno trovarsi in quei termini, che con-
tengono y', perché y' comprende per ipotesi potenze superiori

ad #%. Onde in questa ricerca doyremo aver riguardo a quei
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soli termini, che sono indipendenti da y*, ciod a quei soli che

pascono dal sostituirsi nella proposta az® in luogo di y. Uno
qualongue di questi termini dovra paragonarsi con ciascuno de~-
gli altri, e dovranno ritenersi quei valori di.a, i quali rendono
in due o pi termini gli esponenti eguali, e questi minori degli
esponenti degli altri termini. Per diminuire la lunfa molestia di
questi confronti, molti dei quali riesciranno inutili, noi espor-
yemo un bel compendio di calcolo, il quale si deve al sommo
Geometra Lagrange.

Data la serie degli esponenti .

m=-na, m'+n'a, m"+n"a, m"+n'"a, ec.
si tratta di determinare il valore di & in modo, che due o pid
termini della serie siano eguali tra loro e minori di tutti gli al-
tri. Se la n fosse eguale in due termini, converrebbe ritenere
il termine in cui la m corrispondente é minore, e rigettar I’altro
in cui la m & maggiore, perché questo termine é sempre piu
grande di quello, qualunque sia il valore di a. I numeri 5, n',
n'", ec. essendo cosl tutti diversi, suppongo che i termini della
serie siano in modo disposti, che questi numeri n, ', n" ec.
forminowuna serie crescente, ove i numeri negativi devono con-
siderarsi come pid piccoli dei positivi, e tanto pid piccoli, quane
to prescindendo dal segno sarebbero maggiori; di maoiera che
per esempio si deve scrivere —7 prima di —3, ¢ —3 prima d1 a,
Cid posto si paragoni il primo termine della serie con ciascuno
. . . . . m—m' m—m'

dei seguenti , e si otterranno per & i valori =——, ——,

m ml”

nlll-n
ec.; onde sard m—m'=(n'—n)a', m=—m'""=(n"—n)a",
m—m""=(n""=n)a'" , ec. Avremo adupque
1 4 A=A G i (0 —D) Gt ni o (5 —n)(0—0"),
m'"+-n" a==m-+na-(n"-n)(a~a"), m" an'" a=mw-no-(n'"-n)(a-a"") ¢,
Percio, se chiamiamo. # il primo termine della serie, essa potrd
porsi sotto la forma '

R, Kete(1'wnt) (Geets) , HA-(n"'==n)(G=mis"") , pt=(R""=2) (a—0""), eC.

~ Adesso si vede .chiaramente, che posta & eguale alla pid
grande delle quantitd &', a”, &', ec., che sia per esempio a",
il termine corrispondente a questa quantitd &' ¢ioé il quarto sa-

, €c., i quali per pid semplicitd chiameremo o', a", ™,

J“_-J——-*——————————————'—————--/"‘

-
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13 eguale al pripo e minore di tutti gli altri, perch? i numeri
n'—n, n"—n, ec. sono tutti positivi. Se delle quantitd a’', a",ec.
due o pit fossero'eguali tra loro, © maggiori di tutte le altre,
posta & eguale a queste quantita, si avrebbero altrettanti termi-
ni eguali al primo x e minori di tutti gli altri. Trovato cosi un

valore soddisfacienge di &, vediamo se ve ne sono altri, che ab-

biano le medesime condizioni .

Primieramente non potra & avere un valore maggiore del-
la pid grande delle quantitd &', a”,ec., perché sarebbe in tal
caso il solo primo termine minore di tutti gli altri, giacché tanw
to i numeri n'—n, n"~n, ec., che le quantita a—a', a—a", ec.
riescirebbero tutte positive. Non potra danque & avere che un
valore minore della pia grande delle quantitd &', a”, ec., la
quale come sopra suppongo essere &"'; in modo che, se vi sono
pidt quantita tra loro eguali e pid grandi delle altre, sia a" I'ul-
tima, cioé¢ la pid rimota dal principio della serie. Ma se a &
<a", & facile il vedere che il termine corrispondente ad «" &
minore di tutti i precedenti, poiché la quantitd (n"'—n)(a—a")
& negativa, e le quantitd corrispondenti negli altri termini o so-
no positive, o se alcusa di esse, per esempio (n'—n)(a—a') & ne-
gativa, se si prescinde dal segno, & perd minore di (n'"'=n)(a~a""),
giaeché n'—n<n"'—n, ed @¢'—a<a’'—a, onde o
R—(n'—n)(a'—a)>n~(n""—n)(a""—a). Pertanto i piu piccoli ter~
mini, se esistono, dovranno cercarsi in quello che corrisponde
ad a'", e nei seguenti. Da tutto cid si deguoe la regola qui sot-
to descritta.

Si uguagli il primo termine della serie a ciascuno dei se-
guenti, e si ricavi il valore di a da ciascuna di quest’equazio-
ni; il piv grande dei valori di & risolverd il problema, ed i ter-
mini che formano !’ equasgione, dalla quale questo valore ¢ de-
dotto, riesciranno i piti piccoli. Adesso ponendo da parte tutti
i termini della serie, che precedono I’ ultimo di quelli, i quali
sono riesciti i pid piccoli, si uguagli di nuovo quest’ ultimo ter-
mine a ciascuno dei seguenti, ed il pit grande tra i valori di a,
che se ne dedurranno, ¢i dard una nuova solugione. E cosl ripe-
tendo la medesima operazione, finche si giunga all’ultimo ter-
mine della serie, otterremo in tal modo tutti i valori soddisfa=
cienti di a.

-*
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Sia data per esempio la serie
o+3, 2041, §a=—3, Sa-+-3, Ga—4, 70=2, Ba—3.

Uguagliando il primo termine a ciaseuno degli altri avremo

per & i valoria, a, %, -Z- , -2- , g-, il maggiore dei quali @ a,

e risulta dal paragone del primo termine col secondo e col ter-
go. Uguaglieremo pertanto il terso termine a ciascano dei se-

guenti, ed otterremo per & i valori -5, -;- , —% » 0, dei quali

il pid grande & -;-, e nasce dal paragone del terzo termine col
quinto. Adesso eguaglieremo il quinto termine ai due seguenti,
e ne ricaveremo per & i valori —a, —-:- , dei quali --;- & il

maggiore, e risulta dal paragone del quinto termine coll’ ulti-
mo. Dunque I’operazione & terminata, ed i valori soddisfacien~

ti di a sono 3, -;— ,@ --:;. Sostituiti questi valori la serie diven-

ta nel primo caso 5,5, 5, 1a, 8, 13, 13, nel secondo

7 9 3 5 5 1 1x

o H=h<,=1,5,1,¢ pel terzo P hd it tenr el Pty &
Determinato I’esponente & ed il coefficiente a nel primo

termine az” della serie, che rappresenta il valore di 5, ponghia~

mo y-_-.az“-o-y'. ed aviemo una nuova equazione tra y edx,

Mettiamo in questa '=bz'ﬂ , € col medesimo metodo cercando
il valore di § e quello di b otterremo il secondo termine del va-
lore di . Ove conviene avvertire, che non dobbiamo ammette-
re che quei valori di §, i quali sono maggiori di a, accid la se~
rie az*+bx"+ec. sia ascendente, come I'abbiamo supposta .
Nell’istesso modo ponendo y’:bzﬁ <+y", © cosl in seguito, giun-
geremo a determinare gli altri termini della serie.

Se la serie, che rappresenta il valore di y, dovess’ essere di-
scendente, ¢ chiaro che dopo la sostituzione nella proposta di

az” in luogo di y converrebbe determinare & in modo, che in
due o piu termini 1'esponente della z fosse eguale, e insieme
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maggiore di tutti gli altri esponenti. Onde riandando le cose

recedenti facilmente yedremo, che in questo caso dobbiamo tra

Ka quantita, che abbiamo chiamate o', a”, a"', ec. scegliere la

pin piccola, e cosl pure in ciascuna nuova serie prender sempre
il piu piccolo dei valori di a.

Sia data per esempio I'equagione 14-zys—y*=0, e cerchia-

mo primieramente il valore di y per una serie ascendente. Po-

nendo y=az* avremo gli esponenti 0, aa+1, 34, e prendendo
il maggior valore di a, che nasce dal paragone del primo termi-
ne col terzo, troveremo a=0, ed a dovrd determinarsi dalla
equagione 1—a'=0, e quindi sard a==1, perché le altre due ra-
dici di questa equazione sono immaginarie. Trovato il primo
termine 1 della serie facciamo y=i-+y’, ed otterremo la trasfor-
mata

2=3y'42xy'—=3y's 's—y't0.

Ponendo in questa y'=bz" dovremo considerare i soli esponenti
1,8, a0, 3f trascurati gli altri, che sono maggiori dei prece-
denti, qualunque sia il valore di . Troveremo per f i due va-
lori 1 e o, dei quali perd non ammetteremo il secondo, percheé
f dev’essere >a. Sard dunque f=1, e b ci sara data dall’equa-

zione 1—3b=0, ciod sard b=%-, ed il secondo termine della se-

rie %— Facendo y’:% 4" avremo la seconda trasformata
zﬂ ars

SN -

nella quale ponendo y"=ca? , e paragonando gli esponenti tro-
veremo per 7 i due valori 2 e 0, dei quali ammetteremo il so-
lo primo per la ragione addotta di sopra, ed il valore corrispon-

dente di ¢ sark — , o percid I il terso termine della serie.

Continnando le operazioni avremo gli altri termini della serie,
e troveremo :
T x9e ars 414

=1+ -3—-0-—--0-?.--0-;4—'5'-0-00.
Passiamo a cercare le serie discendenti, che esprimono il

valore di y, e ponendo y=a2" dovremo esaminare gli esponenti
Tom. Ill.
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0, 2a-1, 34, e prendendo i pid piccoli valori di a ¢he nascono

‘ : K -
dal loro paragone troveremo 6=——, ed a=1, i quali valori

considereremo separatamente. Incominciando dal secondo dovre-
mo determinare a dalla equazione a®—a’=0, cioé sard a=1, ed
il primo termine della serie =x. Facendo y=z-+y' avremo la

trasformata
1—x%y'—azy’'s—y's=0,

e ponendo y':b.zﬂ troveremo per f i valori —a ed 1, dei guali
non ammetteremo il secondo, perché non sarebbe f<a, come
convien che sia, accid la serie riesca discendente. S8ard dunque

f=—3, e b=1; onde facendo y':x—a-o-f' otterremo la seconda
trasformata

=3 -6 r =X_n ‘4 7 " =2 5 '
2z -z 423y 'hx Ty 43z Ty'axy' 't 432y 94y =0,
nella quale ponendo y"=caz? consideriamo gli esponenti

=3, y+2, ay+I, 3{ trascurati gli altri, perché riescono sem-
pre pid piccoli, qualunque sia il valore di y . Dal confronto dei

.. . . . . 2 .
coefficienti ammessi deduciamo per y i valori —5, e 3 dei

quali per la ragione addotta di sopra ritenghiamo il primo sola-
mente, ed il valore corrispondente di ¢ essendo —2, il terzo ter-

mine della serie sard —az—> . Nelld medesima maniera trove-

remo gli altri termini, ed il valore di y riescira

Y=+ =22z 4% —30z ' ec.

Se vogliamo prevalerci dell’altro valore di a, ciod —— ,
3 -

dovremo determinare a dalla equazione 14-a%=0, la quale ha
le radici immaginarie, onde la serie riescirebbe immaginaria. II
medesimo caso pud aver luogo in un termine assai rimoto dal
primo; onde apparisce con quanta cautela dobbiamo servirci di
quelle serie, nelle quali non si conosce la legge generale dei ter-
mini, ma solo alcuni di essi. Poiché una serie, che in principio
comparisce reale, pud nel progresso de’suoi termini divenire
immaginaria. Per tal motivo abbiamo fatto osservare al num. 3,
che i coefficienti B, C, D, ec. erano tutti determinabili per
mezzo di equazioni del primo grado; la qual riflessione ci assi-
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curava, che niuno di quei coefficienti riescirebbe immaginario,
e la serie in conseguenza sarebbe reale.

Data una equaszione tra x ed y, nella quale per un dato va-
lore a di x quellodi y divenga indeterminato, si potra usare
il metodo precedente per determinarlo. 8i ponga nella equazio-
ne proposta a-+i in lnogo di x, poi si svolga y in una serie
ascendente per le potenze di i, ed il primo termine di questa
serie, posta i=o ci dara il valore cercato di y. Questo metodo
si potrd qualche volta con vantaggio adoprare, quando le fun-
gioni derivate da y saranno nel caso di x=a espresse per una
frazione, nella quale il numeratore ed il denominatore svani-
scono ; ma sara il solo che possa usarsi, allorché il numeratore

‘ed il denominatore della frazione esprimente il valore di y pel
caso particolare di x==a diventeranno ambedue infiniti.

19.
Da questa digressione, alla quale ha data origine la parti-
colare eccezione, che soffre il generale sviluppo della fungione
F.(z+-i), ritorniamo al calcolo delle funzioni derivate. Abbiamo
veduto, che data qualunque funzione y di , o qualunque equa-
zione tra x e y, si pud sempre con regole molto semplici ottene-
re le funzioni derivate e I'equazioni derivate di qualunque or-
dine. Questo calcolo oltre a servire allo sviluppo delle funsioni
in serie, ha molti usi importanti nella teoria delle curve. Ma
frima di ﬁ!mre ad esporli, & necessario stabilire che nello svi-
uppo della funsione y, allorché vi si pone x+i in luogo di =,
cioé nella serie
.dy isdsy i s
e g v
si potrd sempre prendere i cost piccola, che prescindendo dul se-
gno un termine qualunque superi la somma di tutti i seguenti:
cosl per esempio potra rendersi id—:>'—.- d—‘-'-r-o-%%g-o-ec. > 0

dx” a2 dx?
. dy_.f1d i
sia é>¢ %d% -0-2—'3"—"-:4-430) Quando il precedente svilup~

-+€C.

dx?
po ha luogo, abbiamo veduto che niuna delle quantita % ,

:7': » ¢c. diventa infinita, ma sono tutte finite; dunque la se-
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rie i(:—%+;’; j;—’:-o-ec) sard zero quando i=o, e crescen-
do |i|per)i gradi insensibili essa pure anderd crescendo per gra-
di insensibili. Cid posto, se per un dato valore di i quella se-

rie & maggiore di % , diminuendo continuamente il valore di i
essa pure diminuird continuamente fino a divenire zero, onde
vi sard un valore di i, che la renderia minore di i—':, e gli altri

valori di i piu piccoli di questo produrranno il medesimo effet-
to. Lo stesso ragionamento potra applicarsi ad ogni altro termi-
ne della serie proposta, ed a qualunque serie ascendente secon-
do le potenze di i, ove potra prendersi i cosl piccola, che il
primo termine superi la somma di tutti i seguenti, e quindi il
valore di tutta la serie abbia il medesimo segno del primo ter-

ine .
min 20.

Con guesto principio potremo render piui rigoroso il discor-
so da noi usato nel Calcolo Differenziale cPﬂ determiuare il mas-
simo o il minimo valore di una funzioue di 2. Sia y questa fun-
gione, e si cangi in y' ed y", allorché x diventa z+i ed x—i;
avremo 2 4 2

oy 4 A0 3 Ay

L T PR

— .dy 19 dﬂj i’ d']

S = b v e

Ora potendosi in queste due serie prendere i cosi piccola, che
dy

il termine i~ superi la somma di tutti i seguenti, & chiaro che

finche Z—’; non ¢ zero, le due quantitd y' ed 5" saranno una mag-
giore, Valtra minore di y, e percid y non potra essere né massi-

ma né minima. Ma se %:o, potrd con un valore conveniente

di i il termine gg rendersi maggiore di tutti i seguenti
presi insieme, e le quantitd y’ ed y” saranno ambedue maggio-

T d . ..
ri o ambedue mineri di y, secondo che ‘-‘% sara positiva o nega-

-+€C.

-+-ec.
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tiva, e percid y riescird un minimo o un massimo. Quindi per

trevare 3l valore di , che rende y un massimo o un minimo,
. d ) 8 I .

si dovra porre Ej:o, ed il valore di x ricavato da questa equa-

zione rendera la funzione y massima o minima, secondo che
. . day . .. . .y

nel medesimo caso la funzione =3 Tiescird negativa o positiva.

Se il medesimo valore di x rendesse nulla anche la funzione
g‘}{', & evidente che non si avrebbe né massimo né minimo fin«

ché non fosse nulla la funzione g—;%; ma :se anche questa foﬁa

zero, dipex?derebbe dal segno di %’{ , che y fosse massima o
minima: e cosl in seguito.
al.

Per determinare le tangenti delle curve adotteremo H prin-
cipio stabilito dagli antichi Geometri, secondo il quale riguarda-
vano una retta come tangente di una curva in un punto di es-
sa, quando per questo punto non poteva condursi alcun’altra
retta, che cadesse tra la prima retta e la curva. Infatti data una
secante, che tagli la curva in due punti, per quanto sia piccola
la porzione di corva intercetta, & facile i). concepire che per uno
dei punti, nei quali la curva & tagliata, si possono tirare'infmite
altre secanti, che passino tra la curva e la prima secante. Sia
data adunque (Fig. 1) una curva riferita all’asse 4P. per mezzo
delle coordinate AP—x e PM=y, e ponghiamo che pel punto
M passi una retta MR riferita ai medesimi assi per mezzo delle
coordinate p e ¢, e sia g=ap+b I'equazione di questa retta .
Siccome il punto M & comune alla retta ed alla curva, se fare-
mo p=z , dovrd diventare g=y ; onde sard y=azr+-b, dalla
qual’ equazione riguvardando x ed y come date potremo determi«
nare una delle costanti b, e fatto cid I’equazione di qualunque
retta, che passa pel punto M sard g=a(p—z)+y.

- +Adesso per vedere quanto la curva e la retta differiscono
nel loro corso, accresciamo di P9=i Pascissa AP, ed avremo
. dy

y  ae . dy isdsy i3 dsy
nella curva Pordinata QN=y-i Sttt
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nella retta I'ordinata Q R=a(x~+i)+b=y-+ai. Onde la distanza
tra i punti IV ed R della curva e della retta corrispondenti alla
medesima ascissa 4Q, cioé la retta RIV sard

.'::(:—i —a)+ %’ %"' ?STS' Z—;%+ec. 8iccome pud prendersi un
valore di i cosl piccolo, che renda il primo termine di questa
serie maggiore della somma di tutti gli altri, & chiaro che avre-
mo un maggiore avvicinamento tra la retta e la curva, se man-

chera questo primo termine. Sara in tal caso az%:_ , ¢ I' equa-

zione della retta diventerd q:'(p—x)%-t—y .

L’avvicinamento della retta cos) determinata alla curva sa-
ra tale, che non potra pel punto M condursi un’altra retta, che
passi tra la curva e la prima retta. Sia infatti sz=4r+B I’equa-
zione riferita ai medesimi assi di un’altra retta MS, che passi
pel punto M, e posta r—z dovra anche in questa essere s—y,
cioé y=Ax+B. La distanza RS tra le due rette sard (4—a)i,
isndyy s dsy
2dzs T addzse
prendere un valore di i tale, che sia (A4—a)i maggiore della se-

. isdsy is dsy
M S data3an
e quindi la retta MS non potrd passare tra la curva e la retta
MR. Pertanto questa retta MR sard la tangente della curva al
puato M,

Nella equazione g=ap+b la quantitd a esprime la tangen-
te frigonometrica dell’angolo, che la retta forma con I’ asse del-

mentre la distanza RN ¢ = +ec. Ora si pud

-+ec.; dunque sard RS maggiore di RN,

le ascisse, e —-5 ¢ Pascissa corrispondente all’incontro della

retta col medesimo asse . Sara dunque % la tangente dell’angolo

MTP, che la tangente della curva forma coll’asse AP, e la retta

d
y—z
AT=— rraati percid la sottangente PT:.AP—AT:%—.-
iz dz

— A
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a2.

Ripigliamo Pequazione == 4r4+-B della retta MS, ove A4
¢ eguale alla tangente dell’angolo MV'P. Siccome la tangente

dell’ angolo MTP & =a, sard

A2 1 tangente dell’ angolo
14-Aa

VMT: onde se vogliamo che quest’angolo sia retto, nel qual
caso la retta MS diventerd normale alla curva, sard 1+-Aa=o,

e quindi A.—.—-:-;:— I, L’altro termine B si determinera

L2
dalla equazione Ax+B=az+b,la quale sostituiti i valori diven-
dr
r+BY =¥ . “dz
ta —z+-B P ci dA B= rranks Sara dunque
dz

:%r.r—r-y%—r I’ equazione della normale, z-t-y%-: la distanza

dell’incontro della normale coll’asse dell’ascisse dalla origine

delle medesime, ed y% la subnormale.
23,

La retta RIV essendo =QN—QR avri un valore positivo
0 negativo, secondo che I’ordinata della curva sard maggiore o
minore della ordinata della tangente. Nel primo caso la curva
MN sara situata sopra la tangente, e percid volterd la sua con-
vessitd all’asse 4P, nel secondo la curva sard posta al disotto
della tangeute, e volgera all’asse la sua concavitd. Ma nelle vi-
cinanze del punto M il segno della retta RNV dipende da quello
del primo termine ‘;‘3—;{ del suo sviluppo; dunque la curva sa-
1A convessa o concava verso 1’asse delle ascisse, secondo che la
funzione 227 ard positiva o negativa. Abbiamo supposta
dzs po & . pposta y po-
sitiva, e facilmente si vede che il contrario avverrebbe, se y fos-
se negativa; onde possiamo generalmente stabilire che la curva
volgera all’asse delle ascisse la sua convessitd o concavita, sc-
dsy
dz»

condo che la funzione sard positiva o negativa.
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Se M & un punto di flesso contrario (Fig. a), la curva da
una parte di questo punto sara concava, dall’altra convessa;
dunqueilcvaloré'di RN dovra cangiar segno, quando in luogo
di i vi si pone —i. Ora cid non potra accadere, finché nel valo-

. . . . . isdsy .
re di RNV sussistera il primo termine — —=, che non cangia se-

gno allorché i diviene negativa, e dal quale in vicinanza del
punto M dipende il segno della retta RINV. Quindi nel pante

. . N da .
di flesso contrario dovra essere ——2 =0, poich¢ allora essendo

dx3
is ds is dsy .. )
S +m Tos e e potendosi i prender cosi pic-
s ds

cola, che il segno del primo termine ;—d:-;—{ sia quel medesi-

mo di tutta la serie, RIV cangera segno quando i diventera ne-
gativa.
24

Se M (Fig. 3) ¢ un punto di regresso della prima specie,
la tangente MR cadera tra i due rami MN, MN' della curva,
e la retta RN avra due valori uno positivo, e I'altro negativo.
In tal caso lo sviluppo = 227 4 Lt ‘-{—.'-’-'-u-ec dando un solo va-

PPO 2 s ¥ 23 dz '
lore di RN diventa difettoso. Per trovare il vero sviluppo sia a
il valore di x corrispondente al punto di regresso, e ponendo
a+i in luogo di x svolgiamo il valore di RV in una serie ascen-

dente secondo le potenge di i, e sia

RN:aia'-o-biﬂ “+cil +ec.
Siccome si pud prendere i cosl piccola, che il primo termine

R.N:

ai® superi la somma di tutti gli altri, bisognerd che 1’esponen-
te & sia un numero fratto col denominatore pari, affinch¢ RN
abbia due valori uno positivo e Paltro negativo, e diventi im-
maginaria se si varia il segno della i . Questa ¢ la_condizione
necessaria, perché il punto M corrispondente all’ascissa z—a
#ia un punto di regresso della prima specie. Ora se chiamiamo
y' il valore di ¥, quando x diviene x+i, abbiamo, nel caso di
x=a, NR:y'—-y—-i%:aia-o-biﬂ <+ec., ¢ prendendo la funzione
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seconda derivata per rapporto ad i ne dednciamo
! * st
%:a(w—l)az" Aot OMa-(15); posta i=o, %‘diventa il va-

lpre di g: dunque :-:—g nel caso di x=a &vra per primo termi-

. [ . . .
ne del suo sviluppo a(a—1)ao™ , il quale a motivo di & mu~
mero rotto sard zero o infinito; e se questo primo termine & ze-
ro, lo saranno tutti gli altri, perche la serie é ascendente . Per-

. )
tanto nel punto di regresso della prima specie la funsions %;;
diventa nulla o infinita. '
~ 8elo sviluppo di INR contenesse esponenti fratti col deno-
minatore pari, ma I’esponente & del primo termine nen fosse
tale, NR avrebbe due valori, ma questi sarebbero ambedue del
medesimo segno a motivo del primo termine, che pud rendersi
maggiore di tutti gli altri, e che ha un solo segno. In tal caso i
due rami di curva caderebbero dalla medesima parte della tan-
gente, ed il punto M (Fig. 4) sarebbe un pusto di regreséo del-
la_seconda specie. ‘

-

29.

Lo sviluppo generale di VR pud anche divenire erroneo,
allorche la funzione y contenga un radicale di esponente dispa-
ri, il quale diverti nullo nel caso di a=a. Allora se nel vero

- . . - . K
sviluppo di RNV per questo caso di z==a il primo termine ai
sard tale, che &« sia nn numero intero dispari, o un numero
fratto col numeratore ed il denominatore criapari, il valore di
RN cangerd segno allorché i diventera negativa, e percid il
punto corrispondente all’ascissa z==a sard un punto di flesso
contrario. Se si osserva, che I’esponente a del primo termine,
allorch¢ @ un numero intero positivo , dev' esser maggiore

dell’ unitd, poiché nel valore di RN:y'—y—i% si sono tolg
. . .

con la sottrazione del termine i 3—2 tutti quei termini moltipli-

cati per i, che vi aveva introdotti y’, anche qui si potrd di-
Auostrare come sopra, che il valore di :—%’E diventa nel camso di
Tom. III. N 5
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ax=a o nullo o infinito. Queste riflessioni servono di supple-
mento a cid che abbiamo detto di sopra (23), e c’'insegnano a
troyare anche quei punti di flesso contrario, relativamente ai

quali ¢ llegittimo il generale sviluppo di RN .
26.
® Per trovare adunque i‘p\mti di flesso contrario o di fegres-
s0 della prima specie dovremo porre E’{ eguale a zero 0 all’in-

finito. Sia a uno dei valori di @, che si ricavamo da queste sup-
posizioni, e ponendo nel valore di RV a in luogo di z si svolga
RN in una serie ascendente secondo le potenze di i, e 1a for-
ma di questo sviluppo ci fard conoscere se il punto in questio-
ne ¢ un flesso contrario 0 un regresso. Abbiamo fin qui suppo-~

sto che g non sia infinita; se % fosse infinita, sarebbe tale

anche g:z onde la regola data comprende ancora questo caso.

za’
Ma per gindicare della qualita del punto, in cui cid avviene, bi-
sognera esaminare I’andamento della curva in vicinanza di que-
sto punto. :
dsy

Nei punti di regreeso della seconda specie la funzione Toa

pud essere zero o infinita, e pud non essere né I'uno né I’altro;
e questo ultimo caso avviene quando I’esponente a del primo
termine dello sviluppo di RN ¢ =a. E qui merita di essere os-
servato come quella eccezione, la quale in alcuni casi soffre il
generale sviluplpo della funzione dy’, ¢ non solo una necessaria
conseguenza delle varie affezioni delle curve, ma ci somministra
ancora il selo mezzo, di cui possiamo valerci, per ben cono-
scerle .-

Data per esempio I'equazione (y—b—(x-a)m)P =(z—a)*"? ,
®ve 7, n, p sono numeri interi positivi ed m'diverso dall’ uni-
td, e la fragione Z & ridotta ai minimi termini, si cerchi di

quale specie & quel punto della curva, che appartiene all’ascis-
sa z==a. Posta 1'equazione sotto la forma
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n n e
—] — =X

y=d-+(z-a) " x-a)P -rany'--m-fr-w')'”,ﬂx'-aﬂ)l’ ,

m—1 - ‘
%:m(a—-a) -o-:'-'gz(a.\-a)p ; onde il valere di RN, ciod
. : n T
—aI

y’—yw% nel caso di = sard i®+i? . Pertanto se pe

un numero pari, si avra un punto di regresso, e questo della.

. . n n Ny
prima specie se -;<m—:, della seconda se m<—-+1. Sepé
un ‘numero dispari, si avra un punto di flesso contrario quando

§+l<m, purché 7 sia pari; o quando m essendo dispari sard

n .\ . . dsy -
m<—--1.. Troveremo tutti questi punti facendo —— o zero o

iofinita, ad eccezione del punto di regresso della seconda spe-
cie, quando m=a. Se fosse m=1, il valore di RN si ridurrebbe
n
—e) .
al solo termine i? , ed all’ esponente di guesto termine do-
vrebbe riportarsi il giudizio della qualita del punto in que-

.

stione.
. a7.

I1 medesimo metodo, col quale abbiamo determinate le tan-
genti delle curve, potsd servirci per la ricerca di quelle curve,
che hauno un punto di contatto con una curva data. Sia y=F.x
I'equazione di uoa curva data, e g=f.p I’ equazione di un’altra
curva riferita ai medesimi aesi. Perché queste due curve abbia-
no un punto comune corrispondente all’ascissa x, bisogna che
posta p=x sia ¢g=y, e quindi f.a==F.x Questa & la condizione
necessaria, perche le due curve abbiano un punto comune, ma
gli altri punti saranno in ambedue diversi. Adésso per vedere

uante una curva differisca dall’altra, ponghiamo 2+ in luogo
iz, e le fungioni F.(z+i), f.(x-i) rappresenteranno le ordina-
te corrispondenti nelle due curve alla medesima ascissa x--i, e
‘la differenga di queste funzioni ci dara la distanza, che hanno tra
loro i punti deHe due curve relativi all’ ascissa z+i. Se chia«
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miame D questa distanza, e ci ricordjamo che F.a=f.x, svol-

endo in serie le funsioni F.(x+-i) e f. (x-o-;) avremo ®
D_‘(di' df zﬂ ( dsF dsf d'F dsf
dzs) " 2.3\dxs dm')"‘ec’

8i vede in generale, che questa distanza sard tanto pu\ pic-
cola, e percid le curve tanto _pit si avvicineranno, quanti pia
termini svaniranno nel principio della serie. Ma per conoscer
meglio questi diversi gradidi avvicinamento consideriamo un’al-
tra curva, che abbia per eqnazione s=¢.r tra le coordinate r ed
s riferite ai medesimi assi, e supponghiamo che anche questa
abbia un punto comune con le altre due cor ndente alla
medesima ascissa z, in modo che sia g.z=F. x:fP: Chiaman-
. do A la distanza tra i punti della prima curva e della terza cor-
rispondenti alla medesima ascissa x-+i avremo

(@ dg n(daF d-¢ ,. d'\F dsqs
dz dr dzs drs

Supponghiamo adesso che le pmne due curve sian tali, che

si abbia ‘—lf 4. ; il valore &i D dlventer&

+ec'

“drx
iafdsF it fd*F WP
D= (T d_z{ “a3\dzs )-'-ec. .
ed ¢ facile il vedere che, se E” non & = :f, si potrd prendere

i cosl piccola, che sia A>D. Cid infatti si riduce a prendere

{ tale, che nella sene
dF_dp _i(dyf_deg) i (df &
T dr T a\dzs dz) s 5 s dzs)TeC.
il primo termine T -£ superi la somma di tatti i seguenti,
lo che & sempre possibile, e trovato un valore di i che soddi-
sfaccia a questa condizione, essa avrd luogo anche per tutti i

valori pin picceli di i. Dunque la terza curvad;'on potra passa-

re tra le due prime, se in essa non sara == d.—r .

Se non solo sard f d , INa ancora == d.f :l?' , in modo

che il valore di D d:ven a8
D= i (4'F dcf i* (d+F dc/) .
dzs 2.3.4\dz* dz+) "
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i dimostrerd nella medesima maniera ,'che quando non sia
dp_dF o e dRO E lors di ;
= = 7 ¢d insieme === si (potrd prendere un valore di
"cosi piccolo, che A riesca maggiore di D; e cosi in seguito.
gi pud adunque in generale concludere che, data una cur-
va qualunque se un’altra curva avrd un punto comune con la
prima, cioé se le loro ordinate saranno eguali per una medesima
ascissa, e se di pin le funzioni prime derivate da queste ordina-
“te saranno esse puré eguali, in tal caso sara impossibile che un’
altra curva condotta pel punto comune passi tra le due pri-.
me, a meno che la fanzione prima derivata dall’ ordinata co-
mune non sia anche in questa terza curva la medesima. E se
nelle due prime curve anche la funzione seconda derivata
dall’ordinata comune sard eguale, & impossibile che una terza
curva condotta pel punto comune passi tra le due prime, a me-
no che ancora in questa la funzione prima e seconda derivata
dall’ ordinata comune non sia la medesima; e cosl in seguito.
Nell’ Analisi degl’infinitamente piccoli questi diversi cone
tatti si riguardano come coincidenze di due o pilt punti delle
curve che si toccano, ma questa idea non & esatta. Poiche le
due curve propriamente non coincidono che in quel solo pun-
to, nel gquale le coordinate sono eguali, e I'eguaglianza delle
funzioni prime, seconde, terze, ec. derivate dalla ordinata co-
mupe non rende le curve coincidenti in altri punti, ma le fa in
modo avvicinare tra loro, che non pud tra esse passare un’altra
curva, nella quale la medesima eguaglianza di altrettante fun-
gioni derivate non abbia luogo. Ma per distinguere tra loro que-
ste diverse specie di contatti, chiameremo contatto del prim’or-
dine quello, nel quale ha luogo I’eguaglianza tra le sole funzio-
ni prime derivate dall’ordinata comune alle due curve, contat-
to del second’ordine quello, in cui sono eguali le funzioni pri-
me e seconde derivate dall’ordinata comune, es. *

28.

Siccome abbiamo gid considerato il caso, in cui una delle
linee ¢ la linea retta, paragoniamo’adesso una curva qualunque
data col cerchio, che ha per equazione (p—a)*+(g—b)2=c*,

-ove a e b sono le coordinate del centro, e ¢ il raggio. Avre-

mo g=b-+/[cs~(p—a)*}=f,p, e percid f.z=ba{/[c?~(x~0)2],
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° dfx —'..:- o] Facciamo f.r=F.a=y, e
daf..|d d '
d-f;:=7d;=5j’ ciod y—d=)Tc?—(r—a)*],
%/[c'—(x-—a)'hd—o—a, e la seconda di quest’equazioni ci
A
dard r—a=— nd FETTS la prima
l/ (l-i-m
z—0 c

= e dalle quali si deduce
dy
c

°r
= e b=y+-—__T
V0-z) )

11 circolo del raggio ¢, nel quale le coordinate a ¢ & del
centro hanno i valori precedenti, sara tale, che tra esso e la cur-
va non pud passare un altro cerchio del medesimo raggio, e si-
tuato diversamente. Poiché dato un altro circolo, nel quale le
coordinate del centro siano e ed f, in modo che sia
s=f+/[co—(r—e)*J=¢p.r, accid questo possa passare tra.la cur-

va ed il primo cerchio, dovra essere g.zx=y, e %:% . Ona

quest’ equazioni nascono dall’equazioni f.x=y, e %: %, pur-
. cheé vi si cangi a in e, © b in f: dunque avremo da esse per e ed
f i medesimi valori di a e b, e percio il secondo circolo coinci-
dera col primo. Pertanto, secondo la definigione delle tangenti,
il cerchio del raggio ¢, il di cui centro é determinato dai valori
trovati di @ e b, sara tangente alla curva proposta nel punto
corrispondente alle coordinate = ed y.

iccome ¢ pud esser qualunque, vi saranno infiniti cerchi
di diverso raggio, che sono tangenti al medesimo punto della
curva, e la relazione tra le coordinate @ e b del centro ed il rag-
gio ¢ si dedurrd dall’equazioni precedenti, che ci danno i valori
di ¢ 6 b qualunque sia ¢, Se da quest’ equazioni elimineremo ¢,

|
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. dy  dy .
otterremo I’equazione 5-== Y Hr—as la quale sussiste, qua-

lunque sia il valore di ¢, e deterarina la linea retta, sulla qua-
Ie sono situati i centri di tutti i cerchi, i quali sono tangenti al-
la curva nel medesimo punto . Questa retta adunque dovra es-
ser normale alla curva; ed infatti i vede che la di lei equazione

combina con quella, che sopra (22) abbiamo assegnatg alla nor-
male.

35.
Tra tutti questi circoli, che hanno con la curva proposta

un eontatto del prim’ordine, se ne pud trovare uno, il quale ab-
bia con la medesima un contatto del second’ ordine, se si deter-

- minera ¢ in modo, che abbia lnogo I’ equazione D =27 Ora

dzs™ dx
essendo %:— e 3 » avremo
[e*~(a—a)]®
g—;%’:.—___L__‘%; ma. abbiamo trovato
[ e—a)]®
l/[ca_(x—a)a]=_.xz: = ¢ T dungue
24
& l/ (’*-d?:)
-3
dys\a dys\a
14 = T
‘di—:;{-=( d"”) - c=( d‘:;‘) . Be sostituiamo queste
' dzs
valore di ¢ in quelli di a e & otterremo
dy dya dys 3 )
_ #edE) e
- aneane ol
dzs dze

Tra il ciroolo cosi determinato e la curva data non potrd
. cadere Parco di qualunque altro circolo, Sia infatti

s=p.r=f-+/[g*—(r—e)*] I'equazione del cerchio, che si sitppo-
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ne passare tra il primo e la curva, e dovrd percid essere
]
y=¢.0) %:% ) g =g£ . Quest’equazioni si cangiano in
2 .
y=f.x, %:% , %:j—; , se le quaatitd e, f, g si mutano
respettivamente in 4,5, c. Dunque le prime equazioni ci da-
ranno per ¢, f, g quei medesimi valori, che le seconde i han-
no dati peP a, b, c; ed il secondo cerchio, che si supponeva
passasse tra il primo e la curva, coincidera esattamente col pri-
mo. Questo circolo ha relativamente ai circoli la medesima pro-
prietd, che ha la tangente rapporto alle linee rette, ed & quello
che si chiama circolo osculatore o di curvatura, perché serfe a
misurare la carvatura delle linee curve. Il raggio ¢ di questo
circolo si chiama raggio di curvatura} e le quantitd a e 5 deter-
minano la posizione del centro del circolo osculatore, e sono le
coordinate della curva, nella quale cadono i centri dei circoli
osculatori di ciascun punto della curva data.

3o.

Questa teoria dei contatti si pud presentare in un modo pit
generale, e che somministra un calcolo pii comodo. Siano x ed
¥ le coordinate di una curva proposta, p e ¢ quelle di un’al-
tra curva, che si vuol paragonare con la prima, e sia I’ equazio-
ne della seconda curva F.(p,¢,a,b,c...)=0,0vea,bd, c, ec.
sono quantitd costanti. Se le costanti sono due sole a e 4, e le
determiniamo per mezzo dell’ equazioni F.(»,y,a,b)=o0,
dF.(v,y,a,Y)

dz
ré tangente della proposta; poiché, quando p=x, sard in vigo~
re della prima equazione ¢g=y , ed in vigore della seconda

=0, la curva dell’ equazione F(p, q.,a,b)=o0 sa-

dq 4y .
dp ~dzx’

Se le costanti sono trd, e le determiniamo coll’equazioni
dF.(x,y,a,b,c)_. d3F.(z,y,a.b,c)
dz —,o’ dza
la carva dell’equazione F.(p, ¢, a, b, c)=0 avri con la propo-
sta un contatto del second’ordine, poicheé in grazia delle tre pre-

dg Zdy deg_dey
dp™ dz 'dps ~ dzs '
E cosl in seguito per i contatti degli ordini superiori.

F.(z,y,a,b, c)=o,

=0,

cedenti equazioni, quando p==z, & g=y,

—_
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L' eqnasione la pia gemerale della linea retta essende
vg~—ap—~b==0, la quale nen contiene che due costanti, la lines
Ietta non pud avere 'con uns enrva che un contatto del prim’,or-
dine, per ottenere il quale si dovranno determinare a ¢ 5 dall

equagzioni y—az—¥b=o, %—a:o, e si troverd a:% s
b=y—x% , come sopra (ar) .

I1 cerchio, di cni I'equasgione pilt generale &
(p=—a)®~+~(q—b)3—c?=o0, non & suscettibile che di un contatto
del second’ ordine. Per determinare le costanti a, e ¢ ponghia-
mo x ed y in luogo di p e ¢, e prendendo due volte I'equazione

derivata avremo (x=—a)2=4=(y=5)9=c9==0, 2—g-=(y—b) %:o .

St=(y—D) % -+ %;zo , dalle quali equazioni ricayeremo subite

3
dvya dys\dy dvs\a
I e 1 e Iy
y—b—_—Tadrf.'., x-a=( d:; 2;, e c=( d.':.) » i qua-
dzs dx9 dxre

li valori combinano con quelli ottenuti precedentemente (ag).

La curva della equazione gma+bp+cp®+-ep* pud avere a
motivo delle quattro costanti un contatto del terz’ ordine, e per
ché lo abbia convien determinare queste costanti per meszo

dell’equasgioni y==g+-bx-+cxo~+-ez? , %:&-o-acx-o—i&ez' ’

g—:—:-::«-&z , %:60 ; le quali ci danno cz%%.:: ,

1dyy =zdv dy _diy g3dsy .
r Frml e el RSy
my—x;—:-c--?:% —?6—'% Bostitniti questi valori I’ equa-
zione proposta diventa o d p—cis 4
dy )8 dd%v P_z‘ s dy
f-‘-”*‘("")a—,*":; b ey SO
31.

Nel Calcolo Differensiale si rignarda I'asinteto come la
Tom. IIL. 6

.
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tangente della curva in un punto situato ad infinita distanza;
ma questa nozione non & giusta, perche I’ asinteto vd sempre pia
accostandosi allal curva senza mai ragginngerla. Vediamo adun-
que come possiamo formarci una idea pin adequata degli asin-
toti- tanto rettilinei che curvilinei. 8ia y=F.z l'equazione di

« I . . . . .
una curva, e ponendovi < in luogo di x svolgiamo il valore di

F%— in una serie ascendente della forma

Ag“...g;“"‘p -|-Cc'a'+ﬂ+7 ~+ec. Se data I'equazione di un’altra

curva y=f.z svolgiamo similmente fZ—:- in una serie ascenden-
te, di cui alcuni dei primi termini siano identici con quelli del-
lo sviluppo di F.-%-, dimostreremo col ragionamento pia volte
usato, che si potrd prendere i ‘cosl piccola, che un’altra curva
dell’equazione y—=g.x, nella quale ¢.% sviluppata per le po-
tenze ascendenti di i non abbia un egual numero di primi ter-
mini identici con quelli di F.% , mon potr passare tra le pri-

. . . . T
me due curve nei punti che corrispondono all’ascissa r=-, o

a tutte le altre ascisse piit grandi: poiché se un valore di i sod-
disfa alla condizione richiesta, vi soddisfaranno egiualmente i
valori di i pin piccoli di quello. Da cid si deduce che la curva

della equazione y=Az  * andrd tanto pid accostandosi alla
curva proposta, quanto piu grande sard I’ascissa, e che vi sara
un'ascissa tale, passata la quale niun’altra curva, in cui la y
sviluppata per le potenze discendenti di = non abbia per primo

termine Ax -, potrd cadere tra le due prime. Similmente la

curva della equazione y=Az ™ "+ Bz ¥, allorché Pascissa

x & molto grande, si accostera alla proposta pin che la curva

dell’equazione y=Ax~ %, ed insieme pid di qualunque altra
curva, nella quale lo sviluppo di y non abbia i due primi ¢er-

mini’ Az~ *+Bx . .E cos) in seguito.

/
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Queste curve , che si accostano alla proposta pid di qualun-
que altra curva, la quale non abbia le medesime condlz!oni, si
cbiama‘no' asintote /dells proposta CE se i primi due termini del-

lo sviluppo di F.-:.- saranno A-:- +B, la retta della equazione

—Az+B sard I’asintoto rettilineo della curva data, e quando

>ascissa divien molto grande si avvicinera alla curva pia di
qualunque altra retta. Dalla nozione, che abbiamo data degli
asiototi si ricava subito il metodo, che deve tenersi per ritro-
varli, il quale consiste nello svolgere la y in una serie discen~
dente secondo le potenze di x. Data tra x ed y 1’equazione
. 1-4~Ty?—y?==0 abbiamo trovato (18), chela y svolta in una se-
rie discendente aveva la forma

1 2
. F=r+ =+ ;7-.- —ecC.
Dunque la curva di quella equazione ha un asintoto rettilineo
espresso dalla equazione y=z, la quale rappresenta una retta
condotta per I’ origine delle ascisse e formante un angolo semi-
retto coll’asse delle ascisse. Ma se vorremo una linea carva, che

pid di questa retta si accostialla proposta, prenderemo la curva

della equazione y'_-.z'-o-;'-; » 0 quella delia equazione

) 4 b
y:a:-o-;-;_;.. , €C.

Mediante i principj esposti in questo articolo acquistiamo
una idea del modo di trovare gli asintoti delle curve pih chiara
di quella, che ci somministra il Cap. X. della Seconda Parte.
Anzi conviene correggere I’articolo g1. in quella parte, ove si

determinano i coefficienti #, y, ec. dei termini S ﬁ »€C., per-

ché il metodo quivi esposto per questa ricerca ¢ difettose, e con-
viene usare quello del num. 18. di questo Opuscolo, o, cid che
¢ lo stesso, regolarsi in un modo analogo a quello praticato nel
num. ga. del medesimo Capitolo. Cosl pure deve correggersi
I’ esempio posto in fine dello stesso Capitolo, ed in lnogo della

. ] 3 . 1 1
equazione y+-r=—— — si trovera Y+F=<— -, & per conse-

guenza i due rami Bb, B'}' saranno relativamente all’asintoto
rettiliveo LL' in parte opposta a quella, in cui sono descritti
nella figura . :
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. 8a.

Passiamo a cercare la quadratura delle curve. Sia data
(Fig:|S)ld curva CM riferita alle coordinate AP=z,e PM—y;

diamo PQ=, sara I’ ordinata QN=y+i’Z 4 2 42¥
se prendiamo PQ=:i, sard I'ordingta QN=y+i_~+ ——— —-ec.

L’area BCMP, che incomincia ad una ascissa data AB, sara
una funzione di x, che chiameremo u, e ponendovi z+i in luo-

go di 2 sard I'area .BCNQ:uw-i:-;-o-i‘I g

2 dx
PMNQ=i %*?% +e0. Prendiamo i cosi piceola, che tra i
punti P e anon cada alcun massimo o minimo dell’ordinata;
in tal caso I'ordinata PM andra continuamente crescendo o
continuamente diminuendo per tutto lo spazio P dell’asse. Po-
sto cid & facile il vedere, che I'area PMNQ sard sempre mag-
iore di uno e minore dell’altro dei due rettangoli, che hanno
Q per base, e PM, QN per altezze, i quali sono iy, ed

oy it ds ;
dy+id ﬁ»f; dT{ ~+ec. Dovra dunque la quantitd

.du i3 dsu e qi _sie s
é g+ 7 53 -recC. esser compresa tra i limiti iy, ed

iy-o-i'%-u—% %4—0& Ma essendo il medesimo il primo termi-
ne di questi limiti, col discorso pix volte usato vedremo, che
la quantita ig; 4-'—; j‘-‘z:-?-q-ec. non pud esser compresa tra loro,
se il primo termine i% non ¢ eguale al primo termine dei li-

“ec., e 'area

miti. Sard danque 3——::_7, ciod sard la funsione prima derivata

dall’area eguale all’ordinata, e quindi I'area oguale alla funzio-
pe primitiva dell’ordinata. :
' 33.

Se due linee curve o composte di rette hanno le loro con-
cavitd voltate verso Ja medesima parte e gli stessi termini, quel-
la¢la &ih lunga che racchiude 1’altra. Di questo principio am-
n esso da tutti i Geometri antichi ¢ moderni ci serviremo per Ia
ricerca della rettificazione delle curve. L’arco adunque MN

-
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(Fig.5) della curva concavo in tutti i suoi punti dalla medesima
parte sara maggiore della corda MNN, e minore della somma
delle due tangenti/ MO/, O NCcondotte ai punti M ed N della
curva, le quali 8’incontrano nel punto O. Poughiamo, come
sopra, i cosl piccola, che per wutto 1’intervallo PQ 1’ ordinata
vada continuamente o crescendo o decrescendo, né vi sia alcun
flesso contrario. Cid posto, se si prolungano le tungenti MO,
INO finche incontrino in § ed R le ordinate QN ¢ PM, e si
conducono MV ed NT parallele a PQ, ¢ facile il vedere che
una delle tangenti JVR cade tra la perpendicolare NT e la cor-
da MN, e percid ¢ minore di questa corda, I’altra MS si alt
lontana dalla perpendicolare MV piindella-corda MN, e percid
@ maggiore di essa. Inoltre nel triangolo SON simile al trian-
Tolo MOR il Jato OS opposto all’angolo ONS & maggiore del
ato ON opposto all’angolo minore g’ , € percid la tangente MS
¢ maggiore della somma delle rette MO ed ON. Potremo fa-
cilmente assicurarci, che lo stesso sempre accade, gqualunque
sia la figura, e ne concluderemo che I'arco MN della curva ca-
de tra le due tangenti MS, NR, cioé & maggiore di una e mi-
nore dell’altra.
8e chiamiama s I’arco CM, sard I’ arco
i3 da i

CN::-‘-i:—;-o-% ZT: +ec., e 'arco MN=i%-o-';'- g%-o-ec. La

tingente MS ¢ :/(W’-h?s‘)——l"l/( x-o-i-%:) ﬁ¢.z ) 8€

ponghiamo ¢.z=l/ (l-o-:-%:—) , e la tangente
d

NM.(zﬂ'hiqi.c-o—i'Eg <+ ec. Dunque avendo i due limiti il

medesimo primo termine i¢.z, devrd a questo essere egnale an-
che il primo termine della quantita i%-u- ';.- :—;%-o-ec. contenu-

ta tra questi limiti, e percid g‘;;qsz:‘/ (l-o- :—i—;) , ciod sark
I'arco s eguale alla funzione primitiva della funzione

(2.
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 Nei problemi relativi alla quadratura ed alla rettificazione
delle 'curve; 'come in molti altri, si rende necessaria la cognizio~
ne del calcolo inverso, con cui data una funzione o equazione
derivata si possa giungere a quella funsione o equazione primi-
tiva, dalla quale la proposta funzione o equazione pud esser de-~
rivata, Noi per aniformarci alla maniera di scrivere ricevuta in-
dicheremo col segno f4dx la funzione primitiva di 4, ove il
segno dx significa che A ¢ funsgione di z, o sia che la derivazio-
pe ¢ stata fatta relativamente alla variabile x. Cosi le due equa-

gioni :;—i:A , ed y.—.:/AJ; significano la medesima cosa, ed indi-

cano che la funzione A4 ¢ la funzione derivata da y, o y la fun-
sione primitiva di 4. Ma qul convien fare una osservazione im-
portante; siccome la funzione derivata da una quantita costante
@ zero, nel prender una funzione primitiva converrd aggiunger-
vi una costante indeterminata, la quale o ¢ sparita o puo essere
sparita nel prendere la funzione derivata; giacche ¢ la stessa la
funzione derivata da y, e quella derivata da y accresciuta di
una costante. Se a questa costante si dard un valore determina-
to, si otterra una particolare funzione primitiva, ma se si lascia
indeterminata, si avranno tutte le funzioni primitive, dalle qua-
li 1a funzione proposta pud esser derivata.

35.

Questo calcolo, con cui dalle funzieni derivate si ritorna
alle primitive, dipende dalle medesime regole prese inversa~-
mente, ma come succede in tutti i metodi inversi quelle regole
non vi si applicano con la stessa facilita. Se ci contentassimo
di esprimere la funzione primitiva per mezzo di una serie, po-
tremmo ottenerla sempre e con molta facilitd. Infatti essendo

data la funzione prima derivata da y avremo il valore di % , @

da questa otterremo i valori delle altre funzioni fl%-: , :—;—r ,
Siano Y, Y, Y", ec. cid che respettivamente diventano le
quantita y,% ,%{ , ec. , quando vi si pone =0 , e si

avra (17)

- .M——'——-—— — — —
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Yorr Y 2y 2oy
y=I-+x -0-—; e -2-3 4= eC.
ove Y sard una’ costante arbitraria. Qui perd si suppone, che
niuna delle funzioni %, g-;% » ec. diventi infinita quando z=o0;

altrimenti bisognerebbe ricorrere al metodo esposto al num. 8.
La medesima serie ci dard il valore di y, quando sara data tra
% ed y una equazioune derivata del prim’ordine . Ma se avessimo
tra x ed ¥ una equazione derivata del second’ordine, potremmo

da questa dedurre il valore di 3—'—7 e delle funzioni derivate se-’
. xzd

guenti per y e%, ma non conosceremmo il v'dldrc di quest’ul-

time, e percid né pure Y ed ¥". Onde il valore di y ci verra da-
to anche in questo caso dalla serie precedente, ma essa conter-
rd due costanti arbitrarie ¥ ed Y. Si potrd un simile discorso
applicare all’equazioni derivate degli ordini superiori, e si ve-
dra che il valore di y contiene tante costanti indeterminate,
quanto & I’ordine della equazione derivata. Ma per cid, che ri-
guarda il numero delle costanti, le quali devono completare 1’e-
quazioni primitive ci rimettiamo a quanto ne abbiamo detto nel
Calcolo Integrale, ove questa materia & bastantemente discussa
e schiarita .
36.

Ma il problema, in cui si cercano le funzioni primitive apt-

.to una forma finita, non pud risolversi che relativamente ad al-
cune particolari apecie di funzioni, ed il metodo per risolverlo
convien dedurlo dal confronto delle fungioni primitive date con

. \

Je loro derivate. Cosi essendo nx~  la funzione derivata da
n 20 o LT
=, viceversa — sara la funsione primitiva di x T ed la

ne-1

fanzione primitiva di =" . Noi non ci tratterremo in questa ma-
teria, perche le regole, che potremmo dare, sono quelle mede-
sime, le quali abbiamo esposte nel Calcolo Integrale. Infatti
quantunque nel Calcolo Differenziale abbiamo data una origine

ed un significato diverso al segno %, il valore perd della fun-
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. zione rappresentata da questo segno si trova quivi con le mede-
sime regole, che abbiamo insegnate di sopra. Onde viceversa le

régole sarauno! l¢ stesse, allorché dal valor dato di % si vuol

passare alla funsione y , dalla quale questo valore ¢ stato de-
dottp . : '
37.

Quantunque in generale data una funsione derivata non se
ne sappia trovare la funzione primitiva, si possono perd asse-
goare 1 limiti, tra i quali essa é compresa. Incominciamo dall’os-
servare che, se nna funzione primitiva F.g ¢ tale, che la fun-
zione %—f derivata da lei si mantenga sempre positiva per tut~
ti i valosi di s compresi tra a e b, ove 5>a, la differenza dei
valori di F.s corrispondenti a questi limiti a e b, eioe
F.b—F.a sard una quantitd positiva. Per dimostrar cid denotia-
mo per piu semplicitd le funzioni prima, seconda, tersa, ec.
derivate da F.z con i segni F'.5, F'.z, F'".z, ec. ed avremo

F.(z-o-i)—F.z::iF'.z—o-';’F’.z-)--%F".z-.o—ec.

E siccome possiamo prendere i cosd piccola, ehe nel secondo
membro della precedente equazione il primo termine iF.z su-
peri la somma di tutti i seguenti, se F.z & positiva, potremo
rendere i positiva e cosi piccola, che la quantita F.(z-+4)—F.z
sia positiva. Ora se dividiamo la differenza tra 4 e & in porzio-
ni come si voglia piccole, ciascuna delle quali sia =i, poiche
la funzione F'.z & positiva da z=a fino a z=b, ponendo sncces-
sivamente @, a-~i, a-2i, ... .b=—i, b in luogo di z, tutte le
funzioni F.a, F.(a+i), F.(aw2i), . ... F.b—i), F'.b sono po-
sitive. Dunque potrd sempre prendersi i cosi piccola, che tut-
te le quantita Ig(a-o-i)—F.a y F.(a2i)—F(ai), '
F.(a+3i)—F.(a+3i), . . . . F.(b=i)—F.(b—2i), F.b—=F.(b~i) sia-
no positive: e quindi la loro somma, ciod F.b—F.a sard una
quantitd positiva.

Cid premesso sia K il pitt geande, ed L il piu piccolo dei
valori, che riceve la funzione derivata f.'z per tutti valori di =
compresi tra le quantitd a e b, ove dei valori negativi si riguar-
dino come pi grandi quelli, che prescindendo dal segno sareb-
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bero minori; e le quantith K—f'.z, f.z—L saranno positive da -
z=a fino a z=5, Facciamo F.z=K—f".z, e prendendo“le fun-
zioni primitive avremo, a motivo di K costante, F.sx=Ks—f.3;
e siccome F'.z & sempre positiva da 3==a fino a z==b, sard
F.b—F.a>o0, e sostituiti i valori Kb—f.b—Ka+f.a>0, e quin-
di fb<f.a+K(b—a).

Nella medesima guisa ponendo F.z=f".z—L avremo
F.z=f.z—Lsz, e siccome anche in questo caso F.b—F.a>0, ot-
terremo f.b—Lb—f.a+L,a>0, percid fubi>f.a+L(b~a) . Se
adunque la funzione primitiva f.z sard cos) determinata, vhe
sia dato il di lei valore quando z=a, avremo i limiti tra i qua-
li & contenuta f.z per un altro valore qualunque 4 di z. Convien
perd riflettere, che questa teoria essendo appoggiata allo svilup-
Po della funzione F.(z-+-i) ¢ soggetta a quell’eccesioni, che sof-

re queésto sviluppo; onde cessa di aver lnogo quando tra i limi-
ti a e b alcuna delle:funzioni derivate f.z, f".z, ec. diventa
infinita.

38.

Se la funzione f'.z avri la forma z"'Z, ove Z & una funzio-
ne data di z, e se le quantiti @ e b saranno positive, i limiti
della funzione primitiva f.z si potranno esprimere sotto un’altra
forma. 8ia M il pid grande ed IV il pit piccolo dei valori, che
riceve la funzione Z da z=a fino a z=b; saranno tra guesti li-
miti positive le quantita M—Z, e Z—N, e cosi pure, a motive

di @ e b positive, lo saranno le q;xantiti I (M=2), e

5" (Z—N). Cid posto considerando la prima di queste quantita,
e facendola =F'.z, avremo F.5—F.a>0: ma I’ equazione

n ) M+!
F.z=2 (M—2Z) ci dA F.z= — —f.z, perché¢ M ¢é costan-
N1 ,
te, ¢ 2" Z=f.5; dunque avremo

. Mbn+l i ' Man"'l

—f o +f. -
ne-1 f N1 Sa>0

onde si deduce

fb<farM
Tom. III.

b"-.- I N1

>
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Usando un simile ragionamento sulla quantita zu(Z—N) ne ri-
caveremo

n1  ne4I
b —a

n-4=1

f&>f.a+N

39.

Per mostrare I'applicazioni di questi principj ad un oggetto
importante , ce ne prevarremo per valutare I’ errore che si com~
mette, allorché nella serie (a) :

F.(z4i)=F.x4iF x4 ';'F’.z-h%F".x-u-ec.. (a)
si prendono alecuni dei primi termini trascurati tutti i seguenti.
Consideriamo lo sviluppo di F.(x+-i+3) secondo le potenze di =

F (24 R)=F (@i} F {ori)ot - F" (4} e
e ponendovi i—z in luogo di i avremo

Fo(a+)=F (it} F (i)t F" (5-tit)ec. (8)

e questa serie (b) si cangera nella serie (a), se vi faremo s=i.
Siano adesso P(') s P(S s P(s) , ec. gli errori che si commetto-

no, allorché nella serie (b) si prende il solo primo termine
F.(z++i=—=), o isoli due primi termini F.(x-i—g)4zF .(24vi—2),

o i primi tre termini F.(d-o-i—z)-o-zi'.(x-o-i-z)-o—%i".(x-.-i—z),

ec.; & chiaro che P , P(’) , P(3), ec. saranno tali funzioni
di g, che diventeranno nulle quando =0, e se vi porremo z=—ij,
si cangeranno negli errori corrispondenti per la serie (a)..

Avremo dunque in primo luogo per determinar P(') Ie-
quazione

F.(z+i)=F.(z4i—z)+P"")
e siccome questa sussiste qualunque sia z, sussisterd ancora
tra le funzioni derivate prese relativamente a z. Quindi osser-
vando phe, posto x+i—z=p, & 3

ﬂz;-—'-"—_-'—)ﬂ .p%:—F’ p=F .(x+i—2), otterremo

N
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: (1)
O I (i)t df;z >
(1) :
ciod df:z =F.(z+i—s5), e,P(‘)::fsz'.(z-t-i—z) » la qual fun-

gione primitiva deve prendersi relativamente a s considerando
x ed i come costanti, ed in modo determinarsene la costante
arbitraria, che la funzione svanisca quando z=0. .
In secondo luogo sard

F (v=-i)=F .(xtri—z)+z F .(a:-o-i—z)-o-P(s) ’
e prese le fanzioni derivate per rapporto a z P( )
., dpP?
0= F (2 i)+ F (@it )t F' (2 4ri—) 4~
(a) :

rm =g F"' . (x+i—2), e P(2)=fxsz".(w+i—z).
Cos) pure se faremo

.
?

onde si deauce

(3)

F.(x-i-i):F’.(x+i—z)+zF.(x+i—z)+:EF'.(:—.-:’—:)-.—P R
e prenderemo le funzioni derivate relativamente a z, trove{;;no
" dR

O F . (5rimt)—s F" (5t} 2o F" (aimt)+ id.;-— :
+F (z4-i=z)+-sF'.(x4-i—12) .

3
aP! )== ’—;-F’".(x+i—z) , © PO)= -;— /;'sz"’ (x4-i—2) .

de
Ounde in generale apparisce che, chiamando P+ perro-
re che si commette, allorche per esprimere il valore di F.(x<+i)
si prendono gli n+-1 primi termini della serie
F.(x+i—2)43F .(x-4-i—2)-ec. trascurati gli altri, aviemo

(n=1) '
ar ::' = 3’.". e P (pis), ciod

P('H'x)= 2—3‘——;‘ /;"sz (""").(x-n-i—z) . Presa questa fun-

zione primitiva in modo, che svanisca quando z==0o, se vi fare-"

cioeé

mo poi z=i, e dopo questa sostituzione la funzione P+ g

(1)

venti Q , Sk




52 OPUSCOLO I.
s n
F.(z+i)=F.a+iF a+"F'z... +-——F; (n).‘x-t-Q(""") .
3 2.9...7
4o.

Siccome il valore di Q("""l )a espresso per la funzione pri-
mitiva di una data funzione derivata, potremo trovare i limiti,
tra i quali é compresa Q("'H), mediante il metodo esposto (38).
Facciamo flz:fz"sz(""'I).(m-t-i—z), e sard
f'.z:z"F(M').(x-o-i—z), e quindi Z=F(n'H) «(x+i—z) . Pon~
ghiamo a=o, b=i, e chiamando M il pia grande ed IV il pin

. : : An--1 ,
piccolo valore, che riceve la funzione H ).(x-t-t—z) da z—o
fino a z=i, avremo :

Tit=1

fi<forM' _

N1
-1
i>fo+N"—.
fizfo+ N1

Ma siccome si deve prendere la funzione f.z in modo, che sva-

N1 -1
Mi Ni .
ed . saranno i
n=1 n4-1

Mt Nt
3.3...(n+1)  2.3...(n41)

nisca quando z'=o, sard f.0=o,

limiti di f.i, e quindi i limiti di

(n+1)
Adesso potremo determinare quel valore di i, che rende
n
un termine qualunque __3_‘__.._F(”) «x dello sviluppo di
2.3...n
F.(x+i) piy grande della somma di tutti i termini seguenti.
Poiche essendo questa somma =Q(""H) R

(p+1)_  M"HT
Q <m » bastera porre

[

ey
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) o M 1)F o
2.3...n a8 (n ) M )

41.

Il resultato ottenuto nel num. precedente si potrd presen-
tare con gior brevita di discorso, se si riflette che, essendo
M ed NV il piit grande ed il pid piccolo dei valori di

s/ ciod i<(”*

F(""").(z-o-i—z) da z=o0 a z=i, qualunque valore intermedio
tra M ed N potra esprimersi dalla medesima funzione

F(""").(z-o-i—z), se si dard a 3 un valore intermedio tra o ed

i, o sia dalla funzione F" +l.(z+i—yi), ove u ;}. un nnmero
compreso tra o ed 1, o pid semplicemente, posto 1—p=4,

dalla fangione F"*+7) .(x~+Ai), ove anche A ¢ contenuto tra o

-1
| ed 1. Sard pertanto Q(n*x)=-a'—3‘“—'-(-n:h—617(“l).(x+&i) , €

n
3

41
F®) gy -—F("'H).(.z‘-o-/li) R
2.3...n 2.3... (n41)
ove A ¢ un numero incognito, ma compreso tra zero e I’ unita.
Sia per esempio F.x—log.x, ed avremo

F.(z~+i)=F. aiF oo ..+
. 2

Ji=1

. 1
T, . e, 1 1 1 3 b
log.(z+i)=log.x+i L~ =2 L. =L 1o .
g( _ 6 x a2 n

! sono il pilt grande ed il pin pic-

e siccome —1 _ ed
LI (= _._i)n-o-x

colo valore della funzione

, Saranno

(:t‘-o»ivi)"""'I

e L ; \PI -
___“ - e _‘ — i limiti dell’ errore che si
=n-o-1 -"’) :FrH-x -3 :

commette, allorche i prendono i soli #n-+1 primi termini dello

sviluppo di log.(x-+).
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Se Bl SR x==0, e chiamiamo F, F', F", ec. i valori di
F.z, F.x, F'.x, ec. nel caso di =0, avremo

. . N1
FimFaiFP+2LF".. .+ : A, 2 .ﬁ‘(n"").zi,
Y a.3...n 2.3...(n+1)

e cangiando i in x

n . nel
Fa=FiaF+ 5P, % A7, _2 , F'(""").&x.
2 2.3...n 2.3...(nw41) R

‘Nei metodi di approssimazione, che dipendono dalle serie, po-
tremo per mezzo del teorema precedente molte volte stimare
Y’ errore, che risulta dai termini che si trascurano.

8e per esempio F.o—}/(14-z), sard F.z= ! -5

a(r -i-.‘l‘);

F'.x=— ! 3 Prag=_1: 3 , € generalmente

&

' 3'(1-0-3‘).; a'(l-o-x);

F(").r::l:i'}-'s—'%;":-? » ove il segno + ha luogo quando ~ &

2 (1+a2) *
dispari, ed il segno — quando n & pari. Sostituendo questi va-
lori nel teorema generale avremo,
V(1+a)=1 L z_’_‘_ﬁ zt 135 x4
_-!-n PYIPY a8 .H -——24 '—8.3-4..'.""

41350 (ang) z w135 dan—r) Wit
a® 2.3..n a2n-=t  2.3...(r<-1)

N1 Py
AT 2™ (1-vke
Siccome il valore di 144z cade tra 1 ed 14z, Ierrore per ec-
. cesso o per difetto commesso nel trascurare tutti i termini po-

1.3.5...(:113—: )zn-'-l

Nt

. .+ 119 esimo
steriori all’ (n+1), sard < , ¢ioé minore
' a.3...(n-m1)a

del termine (n+a)." ™" della serie .
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43.

I metodi, coni quali dall’equazioni derivate si passa alle
loro primitive, sono quei medesimi, che abbiamo esposti nel
Calcolo Integrale, e percid ci asterremo dal parlarne. Sulo per-
ché questi metodi spesso introducono in luogo di x ed y altre
varlﬂ)ili t ed u, delle quali le prime sono funzioni, conviene
accennare il modo, che secondo gli esposti principj si deve te-
nere nell’ eseguire queste sostituzioni. Essendo 2 ed y funzioni
date di ¢ ed u, e dopo la sostitusione u divenendo onzione di
t, anche x ed y diventeranno funzioni di ¢. Ma, quando « &

funzione di ¢, abbiamo (8) %: :—i . :—f ; dunque in luoge di
&y :
% convien porre 3‘_ » quando si vuol passare alla ipotesi, in
X

de
cui x ed y sono fungioni di #. Data adunque I’ equazione

%:F.(z, ), bisogna prima trasformarla nella seguente

d - . 2 .

EJ‘-’:::—:'F.(:&', ¥), e poi sostituire in luogo di z, y, Z; ) %‘Z i lo-

1o valoriin ¢, u, e g’f Se si ponesse per esempio a=t+u,

y=t—u, sarebbe 3—‘:-:_)4-5‘2 , Z—{:l—% » @ la proposta diven-
du _ du

terebbe 1— = (n-o-z)F.(t-.-u, t—u)

Per la medesima ragione in luogo di g R :—g » €c. con-
P-4

a.%
dr’ de  "dzs dsx
dt dt’ " gt at

queli espressioni, sostituendovi gradatamente i valori di % ,

verri porre respettivamente s, ec., le

By dy drs
dt * dis

dsy dss ,
@ @

o e @ sviluppandole divengono
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dsy day dsz dy dix dy _dﬁ)'
T dmds & d L, d\ae
dx\* dr\'* 4 dx\ ¢
@ @ @ %
44. o )
y—l,' e nella equa-

Se facciamo =y ed u=x, avremo =

) S . dy
in luogo di Pt

zione data dovremo percid sostituire

dy
dox am ey
dys . . day dys dys . .
--2.{_- in luogo di ——, — di: - = in luogc') di
& @ @
dsy

o e In tal modo si otterra una equazione equivalenye al-

la proposta, ma nella nuova equaszione, invece di riguardare y
come funzione di x, viceversa si riguarderd z come funzione
di y.

Quindi si deduce in primo luogo, che data 1'equazione
dy
dz

vertere i termini della frazione %, purche &' inverta ancora il

1 . . . .
=, incuiz si considera come

=4, ove ¥ si considera come funzione di x, si potranno in-

dz
dy
funzione di vy, sussisterd eguslmente. Sia per esempio y=sen.z,
dz_ 1 __ 1 - X

2;_ cos.T V/(1-sen.sx) - V (1—y?) ’

sard la funzione derivata da x o sia dall’arco del

termine 4, e I’ equazione

dy
e —===co0s.x7; avremo
dz

1
V' (1—y?)
19; secondo luogo apparisce che, o si consideri y come fun-
zione di x, 0 x come funzione di y, non potranno aver luogo in-
sieme i due segni d®x e d%y in una equazione derivata del se-

cond’ordine, ma uno solo di essi. Similmente non potranno in-
sieme sussistere né pure i due segni d*z e d*y in una equasio-

seno




. OPUSCOLO L 57

ne derivata del terz’ordine; e cosl in seguito. Che se i medesi- -
mi segni si trovassero insieme in una data equasione deri-
vata, cid indicherebbe, che nella proposta equesione ha luo~
go un’altra variabile ¢, di cui & ed y sono funsieni. Ma questo
sembrando contrario a quello, che abbiamo veduto nel Calco-
lo Differenziale, fa d' uopo spiegare I’ origiie di ues tale dif-
ferenza.
45'

Dalla equazione F.(x, y)=cost: si dedace I’ equasione deri-
vata del‘la forma 4 :—': -+ B=o0. Questa medesima equazione I'ab-
biamo nel Calcolo Differensiale ricavata dalla teoria dei limiti.
ove quantunque la funsione indicata dal oegno% avesse un’al-

tra. origine e significato , pure si deduceva dalla funsione y con
le medesime regole, che abbiamo adesso usate pel caleolo delle

fanzioni derivate, e pereid il valore di % ¢ in un caso e nell’al-

tro il medesimo. Ma poi stordandoci che % era un segno abbia-

mo considerate dx e dy come se fossero quantitd, e fatta la mol-
tiplicasione per da abbiamo posta )’ equazione derivata sétto la
forma Ady--Bda=o, che ¢ quella, alla quale si ginnge col me-
todo inesatte degl’infinitamente piceoli, in oui dr e dy si ri-
guardano come gli accrescimenti infinitesimi di x e di y, e nel
prendere il valote di dy si trascurano le potenze superiori di dx.
Questa forma ¢ vigiose, in quantd ci presenta la falsa idea,
. che dx e dy siano quantit, e volendola ritenere per uniformar-
ci all’uso ricevuto, debbiamo mentalmente dividerla per dr,
affine di distruggere )’ inopportuna moltiplicazione, e pensare

che il segno J—x{- rappresenta una funzione formata con certe re-
gole dalla funsione y. '
Sia data adesso I'equasione derivata del prim’ordine
() AL+ B=cost.

ove 4 ¢ B sono funzioni di z e di y, dalla quale si derivi I'e-
quazione del second’ ordine ‘
Tom. III. . . 8
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. dsy dA. (dy\» (dA dB\dy dB__
(9.) Ad—x—‘-o-d—y.(-d;:) *(E+2;dt+ 2;—0. ’
Nel Calcolo Differengiale , considerando sempre dx e dy come
' quantitd, passiamo all’equazione differenziale del second’ordine
o supponendo dzx costante, o supponendola variabile. Nel pri-
mo caso abbiamo I’ equazione

dd a4 d dB :
Ad’y-t--@dy'-o-(z; -+ a—g)dzdy-g- d—;dz’:o ’
la quale essendo divisa per dx*, affine di distruggere la viziosa
moltiplicazione per dizs , non differisce dalla equazione (3). Ma
nel secondo caso si ottiene I'equazione

d dd d4d d aB
(¥ Ad“y—AI-':d’x-o- Z;dy'-o-(z; +3 zdy- L% =0

la quale contiene di pih~il termine —A%d'x. Quantunque que-

sta equasione sia dedotta con un metodo vizioso dalla equazio-
ne (1), potremo inversamente operando ritornare dalla equazio-
ne (3) alla equazione (1). Ma a questa medesima equazione (r)
giungeremo ancora, se cancelleremo il termine soprabbondante
_Ada—':d‘z, e riducendo l'gquazione (3) alla forma della equa-
zione (2) cercheremo poi I’ equazione primitiva di questa.

Qui perd convien riflettere, che nel termine soprabbondan-
te il coefficiente di d%x non pud esser qualunque, ma deve ave-

re un certo rapporto con quello di d%y: infatti se chiamiamo C

questo coefficiente di dsx, dovra essere ‘CE—' %; e q;lestu

condizione & necessaria, perche I’equasione (3) sia dedotta dalla
equazione (1). Quindi viceversa, se sar data I'equazione
Ad*y+Cd> x4-Ddy*+Edxdy+-Fdxs=o0,

essa potrd sussistere, se sard C=—A:—§ , ed in tal caso ci dard la

medesima relazione tra  ed y, che ci di essendo ridotta alla
forma legittima _ * »
2 ‘
- Aj—;{ +D (%). -o-E:—: +F=0.
Ma se non fosse C-_—A:—i:- » quella_equazione sarebbe for-
mata & capriccio, non sarebbe dedotta da una equasione tra x
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ed y, ed in'eonsegnensa non potrebbe sussistere. Non ne segue
perd, che essa sia asstirda)in tuttici) sensi, ma & tale soltanto,
quando y & fuoszione di x, e cessa di esserlo, quando x ed y si
riguardano come funzioni di un’altra variabile #. Infatti divisa
per dt? prende la forma della equazione derivot;

7 A3y dax dy\® pdxr dy Tr\s__

A‘E—’ +C-¢“—’+D(Tt) -O-E?; . —d-t--!-F(-d—t-) =0,
-la quale pud sussistere (44), quando = & funzione di ¢£. Ma poi-
ché I’equasione data nulla ci dice sulla forma di questa funzio~
ne di #, a cui & dev’essere eguale, essa rimarra indeterminata,
e potri esser qualunque. Lo che combina con quello, che ab-
biamo detto nel Cap. 1X. del Calcolo Integrale.

Le precedenti riflessioni potranno facilmente rendersi pin
generali, ed anche applicarsi aYlo’ equazioni degli ordini superio-
ri. Da esse apparird, che qualunque volta I’ equazioni differen-
siali sono di aspetto diverse da quelle, che si deducono dal me-
tedo delle funzioni derivate, cid nasce sempre dall’errore mede-
simo che si commette nel riguardare i segni dz, dy, d*x, d%y,
ec., come se fossero quantitd. Conosciuta I'origine di questa
differenza si potrd facilmente la forma illegittima ridurre a
quella, che & coerente ai principj del calcolo rigoroso delle fun-
zioni derivate.

46.

Avendo nel Calcolo Integrale diffasamente spiegata 1’ori-
gine, e la maniera di ritrovare quelle soluzioni particolari, che
soddisfanno all’equazioni derivate, quantunque non siano con-
tenute nella loro equazione primitiva completa, ci asterremo
dal parlarne di nuovo. Ma per compimento di questa dottrina
faremo qul brevemente vedere, che cosa significano le soluzio-
ni particolari, quando si riferiscono alla Geometria. Una equa-
sione qualunque F.(z, y, a)==0 tra x ed y ed una costante arbi-
traria a, allorché si danno a'questa costante tutti i valori possi-
bili, rappresenta una famiglia d’infinite carve, le quali variano
di posisione e di grandezza relativamente alle variagionidi 4. In
ciascuna di queste curve il valore di a si mantiene costante, ma
& diverso da una curva all’altra. Cosi I'equazione x%+-y*=a®*
rappresenta la famiglia di tutti i circoli, che hanno il medesi-
mo centro, e raggio diverso; I’equazione (x=a)%-+y?=1 tutti i
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circoli &i raggio eguale, che hanno il centro situato in diversi
punti dell’asse delle ascisee; e finalmente I equazione

(x.—a)‘-o-y’.'.—ﬂ“ rappresenta tutti i cerchi, nei quali varia e la
posizione del centro sull’asse delle ascisse, ¢ la grandezza del
ragg/i‘o in un modo dipendente dalla composizione della funzio-
ne f.a.

Data la famiglia di curve espressa dalla equagione
F.(x, y, @)=0, se si volesse una curva, che avesse un punto
comune con cigscuna di quelle, questa nuova curva. potrebbe
rappresentarsi dalla medesima equaszione F.(x, ¥, a)=0, purché
si riguardasse a come funzione di x, Infatti se 5 & un valore de-
terminato della costante arbitraria 4, la curva dell’equazione
F.(x, y, b)=0 avra un punto comune con la curva della equa-
zione F.(z, y, ¢.)=30, o questo punto oorrispondera a quell’a~
scissa x tale, che renda @.x==b; e lo stesso discorso si applica a
ciascuna delle curve contenute nella medesima famiglia.

La fynzione ¢.z ¢ indeterminata, e pud esser qualunque;
onde pud in modo determinarsi, che la curva deﬁ’equazione
F.(z, ¥, ¢.x)=0 soddisfaccia a qualche nuova cendizione. Pon-
ghiamo che questa curva debba, toccare ciascuna delle curve
contenute nella medesima famiglia; dovra in tal caso il valore

di % essere il medesimo tanto nella curva toccante che nelle

curve toccate, lo che per le cose precedenti otterremo (30), se
faremo in modo, che. I'equazione derivata da F.(x, y, a)==0 sia
la stessa quando g & cestante, e quando & fuuzione di . Ma
quando, ¢ ¢ variabile, questa equazione derivata contiene di piu
il termine 422275 4) g—g; bisogoa dunque che manchi questo

termine, cioé che sia .‘!.FL’J“_M.). =o, la qual’equazione ci da-
ra il valore di a, o sia determinera la forma della funzione ¢.x,
rché la curva della equasione F.(x, 5., ¢.x)=0 tocchi ciascu-
na delle curve rappresentate dall’ equazione F.(z,y, a)=0.
8e riguardiamo I’equazione F.(z, y, a)=o come I’eqnazio-
ne primitiva completa di una equazione derivata del prim’ordi-
ne, I'equazione F.(x, y, g.x)==0, ove @.z & determinata nel mo-
do precedente, & cid che si chiama una soluzione particolare

{
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della proposta equazione derivata. Dunque la solazione partico-
lare di una equasione derivata del prim’erdine yappresenta una
curva, la quale avvolge tutta la famiglia di eurve eapresse dal-
la equagione primitiva completa, ed ha con cisscuna di esse un
contatto del prim’ordine. '

Sia data adesso tra z, ¥, %, ed una costante indetermi-

nata a I’equazione F.(x, y,:j—‘: » 8)=0; questa equazione rap-
presenta una intera famiglia di curve, le quali nascono quando
si danno ad a tutti i valori possibili. E se in luego di a vi pon-
ghiamo ¢.z, I’equazione F.(z, ¥, %, $.x)=0, qualunque sia

¢.z, rappresenta una curva, che avvolge tutte quelle della fa-
miglia precedente, ed ha con ciascuna di esse un contatto del
prim’ordine. Se determineremo adesso ¢.x in modo, che I'equa-

zione derivata da F.(v, v, %, a)=0 sfa la medesima quando a

-& costante, e quando & variabile, alla qual condizione soddisfa~

dF.(a:, Y, % s a)
da . ‘
F.(.-r, y,‘%, ¢.z)=o, avia allora con le medesime curve un

contatto del second’ordine . Trasportando queste considerazioni
alle soluzioni particolari vedremo, che la soluzione particolare
di una equagione derivata del second'ordine rappresenta una
curva, la quale ha un contatto del second’ordine con ciascuna
delle curve di quella famiglia, che & espressa dall’ equazione de-
rivata del prim’ordine, la quale & ) equazione primitiva com-
pleta della proposta. 8imili riflessioni potranno applicarsi alle
soluzioni particolari dell’equagioni derivate di un ordine pia
elevato. -

47.

Fin quiAbbiamo considerata una sola variabile y eome fun-
zione di x; diciamo adesso qualche cosa del caso, in cuidue
variabili y e z sono ambedue funzioni di una terza ». Siano M
ed IV funsioni date delle variabili z, y, %, e ponghiamo che

remo. ponendo =0, la curva dell' equazione
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abbiano luego insieme le due equazioni M=s, N=b, ove a e &
sono quantitd costanti; tanto y che z saranno funzioni di « .
Quindise| prepdiamo le funzioni derivate da M ed IV conside-
rando y e s come funsioni di x, sussisteranno insieme le due
equazioni, che nascono dal porre eguali a zero queste funzioni
derivate, .cioé

< . A &z dM &y dM_
- &G &y aVv

. dN dx dN dy 4N
( 7 i T I i
lo che pud dimostrarsi con un discorso analogo a quello unsate
al num, g. ,
Viceversa, de fosser date le due equazioni derivate
: . 40z dy
DE+EY P, .
ove i coefficienti 4, B, C dipendessero in' modo da una mede~
_dM g dM M
—d

sima fungzione M, che fosse A_TE R L C='d.7’ e cosi

pure fosse D=d1: , E=‘fi—1: s F:%g—,urebbero M=aed N=3

le loro equazioni primitive. Ma siccome date due equazioni si
pud dalla loro combinazione in infinite maniere dedurre altre
due equasioni equivalenti alle prime, ma di coefficienti diver-
si, & molto raro il caso, che I’equazioni proposte abbiano tra i
loro coefficienti quella relazione, che abbiamo ad essi assegna-
ta; onde per lo pil mnon sara cosi facile la ricerca delle loro
equazioni primitive. Qualunque perd sia la forma di questi
coeflicienti, una tal ricerca potrd sempre ridursi a quella dell’e-
quazione primitiva di una equazione derivata tra due sole va-

riabili. ' } oo
Incominciame dal ridurre I’ equazioni proposte ad una foi-
ma pid semplice, eliminandone prima % e poi :—:; e ponendo

AE<~BD=G, CE~BF=H, AF~CD=I, in 1@go di esse
consideriamo le seguenti .

o I
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(1) c%’;...H:o" e e e

(®) €Z+io,

che equivalgono alle prime, ma sono pid semplici. Prendiamo
le funzioni derivate da ciascun termine della egﬁazione (1), ed

dy dx des
%132 a4z’ dzn’
le si ridurrd solamente tra « 5,92 4% o in Tuogo di
2 Y> 'dz ® dze:? E

3—1 vi porremo il suo valore —?I;- . Ora medignte questa e I’ e~

avremo una nuova equazione tra x, y, la qua-

quazione (1) eliminando y otterremo une equarione derivata del
second’ordine tra x e z, e tutta la difficolta dipenderd dalla ri-
cerca della equagione primitiva di essa. Infatti trovata questa
equazione primitiva, ehe chiameremo (3), la quale conterra z,
% e due costanti arbitrarie a, b, ne prenderemo 1’ equazione de-
rivata, e ponendovi — gin luogo di g;_ avremo una nuova equa-
sione (4) , che conterrd z, y, £, a, ¢ 5. Le due equazioiii
(3) e (4) soddisfaranno alle proposte eqnazioni derivate, e de-
termineranno ciascuna delle due varishili § e s per x.
facile adesso il dimostrare, che dalle proposte si pud
sempre dedurre ‘altre due équazioni,’ ciascuna delle quali sia
della forma : '
dM dz ' dM dy dM_ - |
N :7;:' E"'d_y"d—x""ﬁ""' ) .
Dall’ equazioni (3) e (4) ricaviamo il valore di a e di & per x,
¥, 8, esia a=P, b=Q; quest’equizioni P=a, Q=) equivar-
ranno all’equazioni (3) e (4), e ci presenteranno sotto un’altra
forma 1’equazioni primitive delle proposte . Consideriamo una
di gquest’equasioni P=a, e passando alle funzioni derivate avre-

dz- dP - aP’’ . : .
mo‘% s o %4— =0 ¢ sostituendo in questa in luo-

go di % e %'i‘lé;o ‘valori ricavati dall’ equazioni (1) e (a) ot-

terremo una equasione jdentica. Poiché se non fosse tale, ci da-
rebbe una relazione tra x, i, e =, 1a quale dovrebbe esser d’ac-
cordo con I'equanioni P=a, ¢ Q=b, ¢ cid non pud essere, per-
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ché quella relasione non conterrebbe le costanti a e 5. Se inve-

dP dz 4P dy dP
ce/disostituire nella equazione p il & ds + =0 am-

bedue i valon di é e it » vi ponghiamo solamente quello di
dy dP de I 4P L
2p MO L Z—E LY Hm
sione dwenterebbe xdentlca se vi 'si sostituisse il valore di &2 d.r ,
ne .egue che ll valore di E ricavato da essa dev’ essere ldentl-
camente egnale ; quello che ci somministra I’equasione (1) . Sa-
I a4pP
. G .
12 dunque —%%——:—g » alla qual condizione soddisfa-
gz .

remo nel modo il pid gengrale prendendo r_ I . d—P_mH
ap dr G ' dy

T...mG ove m & funzione di x, y, . Similmente se nella

P
equazxone medenma ‘P 5: ‘;y Z ‘:::c costltummo il

.B siccome questa 'equa-

valore di L ricavato dalla proposta (1), 1’equazions

dP 3': g ‘fif dp..o, che ne risulta, dovrd esser d’accor-

do con I'equazdone (a), onde nell’istessa mnnera avremo
9P _ B 2Pl 22206, emendo n § di
=G & y.._n essendo n unznone z,y,%., E

qul si osservi che ambedue I’ ‘equazioni P _ -{- ?-’zmH

dr
g;P—E él—,..nI si uniscono a darcl éf-_JnH-unI

dP ds dP dy ap
Pertanto I equazione —— P PR e pnnderi
Ja forma
m(G 3—‘-+H)+n(0—+1)...o ,
e sostituiti i valoritdi G, H, I diventerd -~
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: dz d : dz d
(Em—Dn) (47-+B Z+C )-o-(An—Bm)(D;l-;-o-E Z+F)=o,
ciod nascerd dalla somma dell’equazioni proposte .
A% Y

P ~+B pr +C=q

z d
’ Dg—;'-o-,E Fi +F=o0

moltiplicate respettivamente per le funzioni Em—Dn ,.An~Bm.
Applicando il medesimo discorso all’altra equazione Q=5 giun-
geremo ad un simile resultato; onde viceversa si pud conclude~
re, che esistono tali funzioni, per le quali essendo moltiplicate
I equazioni proposte e poi sommate, si ottengono due equazio-
ni della forma .

dP dz dP dy dP__

PP TR " P "

dQ dz dQ dy dQ

d_i . d—z'-i- .d._r . Z;‘-.. E;—.
le quali conducono immediatamente all’equazioni primitive
P=a, e Q=b. I medesimi principj si possono applicare alla ri-
cerca dell’equazioni primitive di tre equazioni derivate tra
quattro variabili; e cosl in seguito.

48.

Due equazioni tra tre variabili x , i, s riferite alla Geome-
tria rappresentano in generale una linea di doppia curvatura,
di cui 2, y, z sono le coordinate. Se dall’ equazioni date in =z,
Yy, e z si elimina prima z, e poi y, si avranuo due nuove
equazioni, una tra = ed y, I'altra tra x e 5, le quali rappre-
sentano le projezioni della linea di doppia curvatura mel piano
delle z e delle y, e nel piano delle = e delle z; e quest’equazio-
ni i possono usare in luogo delle altre, perché servono egual-
mente a determinare i punti della linea di doppia curvatura.

8iano dunque z, y, z le tre coordinate rettangole di una
linea di doppia curvatura, ed y=F.z, e=f.z le di lei equazio-
ni'. Ponghiamo che siano p, ¢, r le coordinate di un’altra curva

. riferita ai medesimi assi, e g=¢.p. r=¥.p le di lei equazioni. Se

si vuole che queste due curve abbiano un punto comune corri-

spondente all’ascissa «, posta p=xz dovra essere gy, ed r—z,

ciod g.x=F.r,e Y.z=f.x . Per un altro punto corrispondente
Tom. III. 9



66 OPUSCOLO I

all’ascissa x+i le coordinate y e z della prima cnrva divente-
ranno F.(z-+) , f.(z+i), e le coordinate ¢ ed r della seconda
curva saranno @.(x-+i), ¥.(x+i). Quindi la distanza tra i due

unti, i quali nelle due curve appartengono all’ascissa x-+-i sa-
rd =y [(F i) (-+0)) (- (a4+) - (2-+i)) ]2 /(D+-A3),
se per pil semplicitd facciamo D=F.(x-i)—p.(x+i),
A=f.(x+1)=—Y¥.(x+i): ed & chiaro che questa distanza sard tanto
pil piccola, quanto pid piccole saranno le quantita De A .

Ora se svolgiamo queste quantitd in serie, e ci ricordiamo

che g.a=F.x e ¥.x=f.x, avremo

De; (F_99) 3% (4°F _dog\ it (IF _d'¢
—‘(dz"ﬁ) ?(—w-m)*ra dzs dzs) rec

—; g_j: a¥ g(ﬂ d_-_‘lf)_._ is (dsf ¥

zdz) "3 \dzd — dzs 25\dz dx')+ec'

ed & evidente che queste quantita D e A saranno in generale
tanto pili piccole, quanti pid tra i primi termini del loro svi-

dg__dF _d¥ _df
dx=dz ® dr—adz’
siano egnali le funzioni prime derivate dalle coordinate comuni
in ambedue le curve, e col solito ragionamento proveremo ¢he
si potrd prendere i cosl piccola, che riescano piu grandi i valo-
ridi D e A relativi ad una terza curva condotta pel punto co-
mune alle due prime, nella quale non abbia luogo la medesima
eguaglianza tra le fungioni derivate. Dunque in vicinanza del -
punto comune sard maggiore la distanza tra la prima curva e la
terza di quella, che si trova tra la prima e la seconda, e per
eonseguenza la terza curva non potra passare tra le due prime.
E qui applicando le medesime nozioni, che abbiamo dati per i
contatti delle curve ordinarie, diremo che le due prime curve
contemplate hanno un contatto del prim’ordine. Che se fossero
eguali anche le funzioni seconde derivate dalle coordinate co-
muni, allora il contatto delle due curve sarebbe del second’ or~
dine; e cosl in seguito.

49.

Prendiamo in luogo della seconda curva una retta qualun-
que, di cui la posizione sia determinata dall’equazioni g=a-+-Jp,

luppo si annulleranno. Sia infatti cio¢

r=c-rep; avremo p.x=a+bx, ¥ x=c+ex, %g:b , =t On-




OPUSCOLO I 67

de, perché questa retta abbia un contatto del prim’ordine, ciod
perché sia tangente della linea di doppia carvatura, di cui I’e-

quazioni sono y=F.z, z=f.x, dovranno aver luogo le quattro
$ ot F. b= dF — d_y_
equazioni a+bx=F.x=y, c+ex=f.r=3, b= B ds’

e= éﬁ: il . Determinate per meazo di esse le costanti a, 5,
dr~ dz
G, e saranno

I’equazioni della tangente riferita alle coordinate p, ¢, ed r.

Le due equazioni trovate appartengono alle projezioni del-
Ja tangente nej piano delle x ed y, ed in quello delle x ¢ z, o
facilmente apparisce, che esse rappresentano (a1) le tangenti
delle curve piane espresse dall’ equazioni y=F.x, z=f.x, le
quali sono le projezioni della linea di doppia curvatura sopra i
medesimi piani. Quindi si pud concludere, che per condurre la
tangente ad una linea di doppia.curvatura in un puanto dato ba-
sta tirare ne’punti corrispondenti le tangenti alle due projezio-
ni di essa; poiché quella retta, che ha queste due tangenti per
Projezioni, sara la tangente cercata,

50.

Se nel piano delle = ed y si descrive la projezione di una
linea di doppia curvatura, si potra riguardare questa projezione
come I’asse curvilineo.della linea di doppia carvatura, al qua-
le essa sia riferita per mezzo delle coordinate z. Questo princi-
pio ci somministra un modo facile di trovare la lunghezza
dell’arco della linea di doppia curvatura, e I'area della superfi-
cie cilindrica, che avendo per base 1a projezione & terminata al-
la medesima linea di doppia curvatara. Chiamiamo s.1’ arco
della projezione, facendolo cominciare ad una data ascissa , S
Yarco corrispondente della linea di doppia curvatura, U I’ area
della superficie cilindrica; e supponendo che I'arco s sia diste-
80 in linea retta, la superficie cilindrica si ridurra ad un piano,
sul quale verra ad essere applicata la linea- di doppia curvatu-
ra, che potra allora considerarsi come una curva piana, di cui
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le coordinate ortogonali siano s e =. Quindi applicando ad essa
le formole trovate (32, 33), e riguardando =, S, ed U come fan-

zioni di s avremo j—f: l-c-%sz—: , © %’:z . Ma poiche s 8
una fanzione di x determinata (33) dall’ equesione -
.‘fﬁ—‘/(x-i-d-—y') sard a5 _ds ﬂ—d—s’l/ dye)
dz— dzs) O BT &5 & & ""Ez‘n) ,

2
%:% l//(l"'ii_n)’ %g:%? (r-;-:—i; » ¢ sostituendo

. . . qs dz dU . . , . .
di sopra i valori di %‘é' s 2—:— , ZD ricavati da quest’equazioni ot-

" dys d
terremo g:‘/(l-hzi-; +dzi: ,‘%:zl/(x-o—j%:) 5 ciod

saranno § ed U respettivamente le funzioni primitive delle

o d 9
" guantita l/(l-o-d—i—:-o-:-%), ez'/(t-o-j-g
© 81,

Non abbiamo fin qul parlato, che delle funzioni di una so-
la variabile; passiamo adesso alle fanzioni di due o pia variabi-
li. Sia F.(z, y) una funzione qualunque delle variabili = ed y
tra loro indipendenti; ponghiamo in essa -+ in luogo di x, ed
y-+k in luogo di y, ove i e k sono due quantitad indeterminate,
e svolgiamo la funzione F.(z+4i, y+-k) in una serie ascendente
secondo le potenze ed i prodotti di i e k. I coefficienti di i e k
saranno nuove funzioni di x ed y, che chiameremo funzioni de-
rivate dalla fungione primitiva F.(z, y): di queste e dei coeffi-
cienti seguenti ci proponghiamo di trovar la legge. '

La teoria delle funzioni di uua sola variabile ci sommini-
stra il modo di trovare lo sviluppo della fungione F.(z~i , y--k)
secondo le potenze ed i prodotti di i e k. Incominciamo dal so-
stituire nella funzione F.(x, y) solamente z+-i in lnogo di z la-
sciando y intatta, ed avremo per le cose precedenti.

F . (xi, y)=F.(x, y)-g-i—-—-m(x 24 )_,_2 @F(z,y)

, “dz &  dzs OO
e dF'i:’y ) , dﬂl:iz;,y ) , ec. sono le funzioni prima, seconda,

ec..derivate da F.(x, y) considerandola come funzione della so-
la variabile z, cioé riguardando y come costants. Adesso se nel-

oV
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le fansioni F.(x, ¥), dF. (" 2] , d.ng’j ) , ec. ponghiamo y+k
in lnogo di y lasciando mtatta x, esse diventeranno respettiva-
mente

4. 8F.(x,y) ko dsF.(z,y) ks dvF.(z,y)
F.(z,y)+k — 722 4 — dj,’ R T L
g 4Pz, 4o, iz, 7)
dF.(z, ¥) ok dz ka dz

ar dy -t T dy’ +eC.
- d daF.(z, ) ds dsF.(z,y)
dsF.(z,7) k ' dze - ks : ec
dzs dy Py ——d_y‘—'— R
ec.

Sostituendo questi valori nella equazione precedente avremo Io
sviluppo di F.(x<-i, y+-k), ciod

F(asty k=P o,y iS50 1o "’Z';ff"’-h .

dF (z',y)
-t €C.

k“ dsF. (r,y) 7) + ec.

d_ifv)

Per pitr semplicita indicheremo 2 col segno ( d:)
dF.(z,7) _Jj) S s
_éy__ col segno (d] , dy col segno =dy)’
ds dF.(z,y) d. d!F.(x,y!

— 9= d+F ) 2% _ col segno (—‘i.-z—)
dys dzdys dy gn dxsdy)’
d™F.(z,
d"., F. m(z )
dz” d"F

e generalmente —————— col segno
dy dzmdy”
dsFy . . .
ne adunque ( Tnd ) si formera dalla funzione F, se prima se ne

prenderd la funzione prima derivata rapporto ad «, e poida

col segno (

. La fungio- _
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questa la funzione prima derivata rapporto ad y. Cos) otterre-
mo, la, fangione (‘d.%%) prendendo la funzione seconda deri-
vata da F per rapporto ad x, ¢ da questa la funzione prima de-
rivata relativamente ad y, ec. .

Secondo questa maniera di scrivere la fupzxon.e z delle va-
riabili z ed y, allorchd vi si porrd i in luogo di x, ed y+k
in luogo di y, diventera

. [dz is fdsz i dse
£t 7,) +3 2;") *;‘—;;_3 ‘;Tx‘ + ec.
dz ., [d3% is sz
+k E) -+ ik (z;z;)-i-—z— d—.t'—’-d]') =+ €C.
ks fdsz ikd ( diz )+ec
+a (@‘) *+ 2 \dzdys ) '
ks (dsz

*+a3\5s) T
nel quale sviluppo la forma generale dei termini &
.m n
k

i . z
2.3...m a.3...n dxmdyn)

5a.

Nel cercare lo svilappo della funzione F.(z+i, y+-k) ab-
biamo prima sostituito x+i ad x, e poi y+-k ad y.'Ora & chiaro
che lo sviluppo sarebbe identicamente lo stesso, se invertendo
le sostituzioni ponessimo prima y+-k in luogo di y, e poi nella
serie che ne risulta x—+i in luogo di #. Operando in questa se-
conda maniera , e ponendo z in luogo di F.(x, y) otterremo per
lo.sviluppo di F.(x<+i, y+-k) la serie

dz kafdaz ks fdsz '
z-+k (Z;)-.-—s— a}—’ *-;3—(27)4-00.
+i ‘2) .k(___d'z i_!.:'_(_-i'f’_)_.‘.ec
az) ™ dyd.r)* a \dysdzr, )
is (d'z i’k—( dsz -
*+3 Ex—ﬂ)"'_n" dydxa)""’c'

is d'z)
+2.3 ey “+cC.

Questo secondo sviluppe dovendo essere identico con quello gid
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. daz daz
Ottenuto, converrd che, sia (EH;)_ (‘W) ’

d'z _ d'z d'z — d'z . l
(dzndy f'(dydzﬂ) . (d.rdy’)— dy’dz‘) » € generalmente
( d"”'"z)_ ( fr-wn,

dz"dy"” dy"dz™
care le funzioni derivate dalla funzione z e relativamente ad 2
e relativamente ad y possiamo seguire quell’ordine, che pid ci

e
piace, sicuri di giunger sempre n% medesimo resultato.
' 53,
Dalla fanzione z di due variabili si ricavano adunque le
due funzioni prime derivate (Z—;) e %) » che sono i coefficien-

tidi i e k nello sviluppo di =, dopo che vi si & posto .c+i ed
y~+k in luogo di  ed y. Queste funzioni derivate si deducono
dalla funzione primitiva £ con le medesime regole, che per le °

funzioni di una sola variabile ; infatti nel prendere (‘dizi) si con-

sidera z come funzione della sola variabile 2 , @ 8i riguarda =

come funzione della sola variabile y nel prendere (g—;) . Tro-

vate queste se ne dedurranno nell’istesso modo le funzioni deri-
vate seconde (j—;) , (j—’-’f) , (d—d;:;;) » la prima delle quali & la

funzione prima derivata da (3—:) relativamente alla :i:edesim;

; onde si pud cox—lcludere, che nel cer-

variabile z, lz; seconda & la funzione prima derivata da %)
. rapporto alla variabile y, e la terza ¢ la funzione prima deriva-
ta da (:—:-) relativamente alla variabile v, o la fungione prima

derivata da (Z’—-r) rapporto alla variabile x, che abbiamo veduto

esser lo stesso. E cosi in seguito si troveranno tutte le funzio-
ni derivate di un ordine piu elevato con le medesime regole, -
che haano lnogo per le funzioni di una sola variabile.
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54.

8e z non & espressa esplicitamente per z ed y, ma & data
da una equazione tra z, y, e z, siccome questa equagione deve
aver luago qualunque siano x ed y, sussisterd ancora dopo che
in luogo di = ed y vi porremo z+i ed y+-k, qualunque siano i
e k. E quindi se dopo queste sostituzioni si sviluppa I'equaszio-
ne secondo le potenze ed i prodotti di i e k, i termini moltipli-
cati per un medesimo prodotto di i e A formeranno tant’equa-
zioni separate. Ma i termini moltiplicati per i danno la funsgio-
ne prima derivata secondo z, i termini moltiplicati per k la fun-
sione prima derivata secondo 5, quei che sono moltiplicati per

13 . .
7 daono la funzione seconda derivata secondo x, ec. Dunque

essendo proposta una equazione qualunque tra z, y , e z, se ri-
guardando z come funzione di x ed y data da questa equa-
zione prenderemo le diverse funzioni derivate da tutti i suoi
termini e per rapporto ad x e per radpporto ad y, avremo per
ciascuna operazione una equazione derivata, che chiameremo
del prim’ordine, del secondo, ec., in quanto conterra le funzio-
ni derivate prime, seconde, ec., e da quest’equazioni dedurre-

. . . fdz\ [d2) dsz dsz
mo 1 va]on di (a; 9 @) ’ (a?.) ’ (-d;-d_):) y €C.

Sia I’ equazione proposta F.(z, y, z)=0, e considerando y
come costante, e z in gonseguenza come funzione di x avremo
(8) la funzione prima derivata da F.(x, y, 2) relativamente ad

d. dF\ {dz ye .
a cos) espressa (d-f)-o- (Tz (ﬁ) . Nell’istessa maniera la fun-
zione prima derivata da F.(z, y, z) rapporto ad y sard
(;g) + (—gg)(j—;), e siccome ciascuna di queste funzioni deriva-

te dev’ essere eguale a zero, avremo le due equazioni
aF dF\(d
(2;) -+ (‘g)(i.)-_-o , (%)... (% (% =0, dalle quali si dedu-
’ d dl

" il =
ce (ﬁ = _\dz/ , (g_j:) == Trovate cos le funzioni

(@) ()
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(dz dz ’ . . .
E) » (d—y-) espresse per x, y, € 3, ricaveremo da esse i V&lorl

di jTaf) , (-j—;%) , (j—;;) prendendone di nuovo le fanzioni

prime derivate relativamente ad x ed y, e cosl in seguito.

I medesimi principj si possono applicare alle funzioni di tre
o pil variabili per la ricerca delle loro funzioni derivate. Ma
questa applicazione ¢ cosl ovvia, che non merita ulteriore schia-
rimento , giacché non si tratta che di ripetere per ciascuna va-
riabile gontenuta nella funzione quelle medesime operazioni,
che si fanno sulle funzioni di una sola variabile.

55.

Ripigliamo I’equazione F.(x,y, z)=0, e nel prendeté la
funzione derivata da F.(x, vy, 2), invece di considerare le varia-
bili x ed y tra loro indipendeati, riguardiamo y come funzione
di z; la funzione derivata in questa ipotesi sard anch’essa egua-

*le a zero. Per dimostrar cid denotiamo col segno Z—% la funzione °
derivata da z, allorché si riguarda y come funzione di x. Abbja-

mo posto tra duevparentesi il segno (g—:_—) , che indica la funzio-

ne derivata da z relativamente ad z considerata come isolata ed
indipendente da y, perché si distinguessero tra loro queste due
funzioni derivate. Cid posto la funzione derivata da F.(z, v, 2),
" allorche y ed in conseguenza anche % si riguardano come funzio-
ni di x, sard (8) . :

() () e ()% - '
ax) ' \dy) az " \dz) iz * .

Ma siccome = & funzione di x ed y, ed y si suppone funzione di
x, abbiamo pel medesimo num. 8.

dz __ (dz dz\ dy

z=(z)+G)Z:
Dunque sestitnito questo valore la fuonzione derivata da
F.(z,.y, %) vella ipotesi di y funzione di x sard

() (28 £[D -2

ed & chiaro che questa quantitd & =o indipendentemente dal
Tom. III, 10
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aore di & a motivo dell ") (
valore 1 d a VO e eqmlonl d dz h -0 Y

dl’) (dF
Merita* dl euete osservato che, qunlunque fungione di « ed.
y sia z, I’equazione ,
dz __ (d_z dz\ dy

dy) d=
& una equagione identica. Nell’istessa maniera, se indichiamo

col segno —— 4% 1, fungione derivata dalla funzione u di tre varia-

bili =, y, =, allorché si riguardano y, 2, ed 4 come funzioni di
», avremo l’equazlone identica

“()(a, @z

e cosl delle altre

Lo svxluppo trovato della funmone F (ar-o-z y=+k) ci som-
ministra il mezso di svolgere una funzione qualunque di 2 ed
in una serie ordinata per le potenze ed i prodotti delle varia-
{lll x ed y, quando la fanzione & suscettibile di una tale evolu-

viome , Siano F°:°, F*:° F9! p?> °, T %2 ec.
le quant)té nelle uah reapett.lvarnente si can iano le funzioni

dsF
F(z,y), ( F) F) (d:td_r d.r' » ec., allorché
vi si pone z==0 ed y=o0, e generalmente sia ¥’ " il valore
A :

d&ella funzione (

dz" dy
come lo sviluppo della funzione F.(z+i, y+k) ha luogo, qua-
lunque siano i valori di z ed y, poncndo mo ed y=o0 avremo

F., H=FO" i O ZF 200 P50
kO ‘-..sz‘ '-..%F "...ec.
-v-%:Fo’2 th”’ ec.

_Foa

) nel caso di x ed y eguali a zero. Sic-
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E poiché i e k sono qualunque, potremo adesso porre 2 in luo-
godii, ed y in Inogo di &, ed otterremo

F.(x,y)=F°®4zF 422 F**°4cc.
2

-pyFo’l-o-xyFl"-i-ec.

’ 2024 ec.

nella qual serie la forma generale dex termini &

zmy" Fm ,

2.3...m.2.3.. :

Se avessimo ( da:)=A ove A & una funzione data di x ed
¥ il valore di -z sard rappresentato dalla formola precedente .
Ora dall'equazione proposta abbiamo il valore di (75) , e da

.

questo possiamo dedarre i valori di {— dy) ( di-:z)') ( d:«:_:’) )

I
zn) » purchd m sia eguale o

ec., e genemlmente quei dl(
dz"dy
maggiore dell’ unitd; ma la stessa equazione nulla ci dice sopra

ivaloridi zedi (d—"— i quali possono esser qualunque: quin-
dy”"
di saranno indetermimte le quantitda F 0,0 , FO! , F°* s
F°'3, cc. Ma la serie
FO» °+yF°’ y y* FOs3 y X' pos 3+ee

rappresenta (17) lo sv:lnppo di ana fnnmono qualunque a ¥
Dunque avremo

s=f{y+xF”°-o— *Fp30, 2! Fs

-o-a:yFI '-0-'2;’-’F° ey

]
-u-f‘:— F1 3 e,
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ove f.y & una fauzione indeterminata di y. Generalmente nel
prendere la funzione primitiva di qualunque funzione derivata
gonviene aggiungervi una funzione arbitraria di quella variabi-
le, che nella derivazione ¢ stata considerata costante; la qual
funzione pud essere sparita mediante la derivazione, giacché &
la stessa la funzione &ivdt& da F.(x, y) relativamente ad =z,
e la funzione nella medesima ipotesi derivata da F.(z, y)+f.y.

57. ‘
Data I’ equazione primitiva F.(z, ¥, z)=0, da essa si dedu-

cono I’ equazioni derivate (%’) + (%)(% —o,

d dF\(dz\_ .. .
(294- (-di:)(@)_o > 'le quali sussistono insieme con la propo-
sta; e quindi qualunque combinazione, che si faccia di queste

tre equazioni, pud tener luogo dell’ equazione primitiva. Se la
funzione F.(z, y, z) conterrd due costanti a, b, 3i potrauno
queste climinare col mezzo delle tre equazioni, e si otterra.una

equazione derivata in x, y, z, (%) R (g;) , la quale conterra

due costanti a e b di meno che I’equazione primitiva. Dun-
que viceversa 'equazione primitiva di una data equazione deri-
vata dovrd comprendere due costanti arbitrarie di pid chel'e-
guazione derivata; ma non sard percid I'equazione primitiva la
pid generale, dalla quale la proposta possa esser derivata.

Per trovare questa equazione primitiva piu generale si os-
servi che I'eliminagione di a e & condurra alla medesima equa-
ziane derivata, anche quando a e & non siano costanti, ma si ri-
guardino come funzioni di = ed y, purche I’equazioni

2

) . () ) s e e

desime. Ma allorché si considerano a e & come funzioni di =
143, la prima di quest’ equazioni contiene di pid i termini
a

ed

%— (%E)...(%)(g), e la seconda i termini

('-id-; %)4—(%‘—:)(%) questi termini percid dovranno aonaul-
larsi . Ponendo b=f.a avremo (%):%(:—D ’

~
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%’)=dti: (’:—';) » € quei termini diventeranno

) Y] () (5]t i

riranno insiense, se si prendera a tale, che soddisfaccia all’equa-

zione (%;)* k13 d‘i—?:o, e la funzione f.a rimarra indetermi-

nata . . . :

Da cio si deduce che I’equazione primitiva, la quale in ge-
nerale soddisfa ad una equazione derivata del prim’ordine, deve
contenere una funzione arbitraria: e per giungere a questa ge-
nerale equazione primitiva basta che si conosca una equaszione
primitiva pid particolare F.(z, y, 2)=0, la quale comprenda
due eostanti arbitrarie a e b. Si porra in questa b=f.a, e si de-
terminera 4 in modo, che soddisfaccia all’equazione

(%) +(%, %;ﬁzo, e trovato il valore di a sard ). la funzio-

ne arbitraria.
58. .

. [ ]

‘L’isteaso principio pud applicarsi all’equazioni tra un pid
gran numero di variabili . Data una equazione derivata del
prim’ ordine tra le variabili ', y, z, ed u, ove u si considera
come. funzione di x, y, e z, ponghiamo che si conosca una di
lei equazione primitiva F.(x, y, 2, &)=o0, la quale contenga
tre costanti indeterminate a, 4, c. La proposta equagione de-
rivata nascera dalla eliminazione delle tre costanti mediante

Y equaszioni F.(x, ¥y, 2, u)=o0, (%94— (%—f—:) :—2):0 ’

c (d . .
(Z__r ..-(%—‘-‘ %)=°’(E -+ %‘ % =0 ed & evidente che il
resultato della eliminazione sard lo stesso, anche supposte a,
b, ¢ variabili, purché le tre ultime equasioni si mantengano le
medesime. Ma se facciamo c=f.(a, 3), e riguardiamo a e 5 come
funzioni di x,y, 5, quelle tre equazioni verranno aumentate
respettivamente dei termini
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fm“) “%; W
R B - - (RGN

i quali dovranno perolb annullarsi Ora ¢ facile il vedere, che
per ottener cid basta po

("’) (i'c)(zﬁ)’
)+ (@G-

Se dunque determinati i valosi di 4 e b per mezzo di quest’e-
quaszioni si sostituiscono nell’equazione F.(z, y, 5,u)=0, essa
diventerd I’equagione primitiva generale della pl:opoata, e con-

terrd la funzione arbitraria f.(a, 8).

59. .

Data una equazione derivata, I ricercu della di lei equa-
gione primitiva dipende da quei metedi, ché nel Caloolo Inte-
grale abbiamo ingegnati per I’integrazione dell’equasioni dette
a g{:g"erenze parziali. Ma siccome potrebbe incontrarsi qualche
difficolta nell’esporre questi metodi secondo i principj dell’ ana-
lisi delle funzmm derivate, accenneremo il modo di trasportar
qul alcuni de’ pit1 generali, che appartengeno all’equasioni del
prim’ordine . Spm du.nquo ptoposta ’equagione derivata

(i) or (o

ove X,Y,Z s000 funzxom date dx a'. y,es3:
dz) dz dy
&) i n pren-

da il valore di (E) , ¢ sostitnitolo nella proposta, essa divesn:

R

Dalla equazione xdent:ca (53)

a—
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Per soddisfare a questa ponghiamo
X ﬁ-—Z:o

(1)
X %—Y:o ,

e da quest’equazioni, nelle quali y e z sono rignarddte come
funzioni di & potremo (47) passare alle due equazioni primitive
S=a, R=b, ove S ed R sono fanzioni datedi z, y, z,ed ae b
costanti. Ora io dico che ciascuna dell’equazioni S=a ed R=b
soddisfa alla proposta. Infatti prendendo dall’equagione S=a le
fungioni derivate nella ipotesi di y e z fungioni di  avremo
dS\ (dS\dy {(dSyde __ .
Ma siccome ¢uesta eguazione & stata dedotta dall’ equrasioni (1),
dovra esser d’accordo con esse; onde 'Qstituiti in essa i valori
di % e % ricavati dall’ equazioni (1); I'equazione che risulta
da tali sostituzioni (47), ciod )

X(&)r(@)-2 (B,

sard identica . Adesso dalld equazione S=a prendiamo le funzio-
ni derivate relativamente ad &, ed y, rignardando queste waria-
e . . dS\  (dS\(dz .
bili come indipendenti, ed avremo (ﬁ) -+ }1—5)(2; .
ds\ - . . . 4 fdz\ _ (93
(Ti)-’- %)(% , e sostituendo i valori q: a—;) e (d7) nel-
la proposta otterremo

d dS\ ', (dS
. X (-d—::) +Y (7;) +Z (—I;):o ’
che & la precedente equazione identica .

Nell’ istesso modo #i dimostrera, che I'equazione R=b sod-
disfa alla proposta; amzi & facile il vedere che alla medesima
soddisfara anche I’equazione S4-aR=25, dove a e b sono costan-
ti. Trovata cos} ana equazione primitiva della proposta con due
costanti arbitrarie; patremo (57) consegnirne 1’equazione primi-
tiva generale. Avtemo civ¢ F.(zx, y, 2)=S+aR—b, e quindi

('d—a R, (%):—1 ; onde, posta b=f.a, dovremo de‘terminau
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a dalla equazione R—dg—':zo . Sara dunque R una funzione

.di a, e viceversa a sara una fanzione di R, che chiameremo
#-R, e siccome la funzione f & arbitraria, lo sard ancora la fun-
Zione ¢ . Ora essendo b funzione di a, 5~aR sard una funzio-
ne indeterminata di R, che chiameremo ¥.R, ed S=¥.R sari
la generale equazione primitiva della proposta.

Lo stesso metodo pud presentarsi sotto un’altro aspetto.
Siccome abbiamo veduto , che tutto si riduce a trovare due par-
ticolari equazioni primitive, che soddisfacciano alla proposta,
sia S=a una di quest’equazioni. Prendendone le funzioni deri-

vate rapporto ad x od y avremo (;g) %:—_)-0- (:é):o ’

(%g)(;—;)-l- (g)zo, e odstituendo nella proposta i. valo'ri di

dz da\ . . coe r . '
Zl;) e (T)') ricavati da queste o'tten'emo equazione
ds As dsy_

‘ X E)*Y(Z}) +Z 72)"'0 , .
che sard identica. Infatti dovendo essa sussistere insieme con
S=a, conviene che sia identica, o che lo divenga quando vi si
sostituisca il valore di z in #, ¥, ed 4 ricavato da S=a; e que-
sto secondo caso non & possibile, perché quella equazione non
contiene a.

Ora prendiamo la funzione derivata dall’equazione S=—a
nella ipotesi di y funzione di « , ed avremo

ST ST
=dz— \&z)dz " \dy) &z \dz/) * |

e sostituendo il valore di (:‘-:) ricavato ‘dalla: equazjone iden-

=8y (H)rk—2) 3 (B2 )
Nella medesima maniera, se R=b ¢ un’altra equazione primi-

tiga, ched ;{:ddilfaccia alla proposta , troveremo
4R __ 1 (dR dz 1 /dR dy
=z=x(Z)*%-2)+x(HHxZ-7)
Q_uir{di 8§=a ed R=b saraono I'equazioni primitive dell’ equa-
sioni

tica
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(O xt2)e 1 (Y-
X E)(x =-2)+ i(df)(x =Y )=° :
Ma queste equivalgone.alle seguenti
X% —Z=o
X :l —¥=o0:
X

dunque-cercando I’equazioni primitive di quest’ultime trovere-
mo I’equazioni richieste S=a ed R=5. Questo metodo & simile
a quello, che si trova nella Teoria delle funzioni analitiche, ma
¢ reso indipendente dalla cognizione della forma, che deve ave-
e la generale equazione primitiva della proposta.

. 60.
Sia data adesso 1I'equazione tra quattro variabili z, y, 3,

ed u
du du du\__
X(Z;) +Y z;) +Z (Z)=7,
.ove sono X, ¥, Z, ed V funsioni delle medesime variabili.
Prendendo dalla e}uazione identica (55)
4

:—:: (%)-o- (% i (i_:! ‘;—: il valore di (%) , @ ﬁsﬁtnen-
dolo nella proposta, essa diventerd 2 N
du du\f <~dy du z - \
xz-r—(5)(*z-7)- @ z-2)=
alla quale soddisfaremo ponendo
du

S

(1) X%-—Y:o

X% —Zo.
‘Da quest’equazioni, nelle quali y, %, ed u son riguardate come
fungioni di- x, passeremo all’equazioni primitive R=a, §=b,
T=c,-ove R,.S, e T sono funzioni date di z, y, z, ed-u, ed a,
b, c costanti; e ciascuna di esse soddisfara alla proposta. Infat-
iti dalla equazione R=a prendendo le funzioni derivate nella
Tom. LI, , By
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du (d d.
z"(rl;) —"(EZ =0
)

(3) %-..(%u’f =0

i’-—F(a:, ¥, %, u)-o-u(ip)zo y

e trovatene l equazioni primitive R=a, S=b, T=c, sard
R=¢.(S, T) 1a generale equazione primitiva della equaszione (1).

Nella equazione R=¢.(S, T) ponglnamo (—) in luogo di

u, e siccome non abbiamo che la sola funzione derivata (d—)

tremo supporre x costante, e passare alla equazione primitiva
:l:)oedlante 1lp¢gc;colo delle funmo}: di una solaqvanabnle‘: se non
che in luogo della costante arbitraria dovra porvisi una funzio-
ne indeterminata di «. Sia IN=0 questa equazione primitiva;
essa rappresentera in generale tutte‘i'equazioni , dalle quali si

pub ricavare i valori di (Zy) o sia di u, che soddisfanno alla

equazione (1). Ma i valori di u dedotti dall’equazione M=o
soddisfanno anch’essi all'equoue (1). Dunque I equmone
M=o, cioé I'equazione primitiva della proposta o sara I’equa-
sione medesima N=o0, osara in questa contenuta, e ne nascera
allorché si limitera la genenlit& della fungione arbitraria .
Prendiamo per un esempio semplicissimo I’equazione

dz (ﬁ) ove m & costante . Sara F(z,y, 5, uy=mu, e

qumdl ( dp) ..o, =o, ﬁ):m; onde I’equazioni (3) di-

venteranno T..o , dx-o-m_o , d _o e da queste si deducone

Yequasioni primitive u=a, y+mr=b, z=c, e percid
u=¢.(y+mx, £) rappresenta tutti i valori di u, che soddisfanno
all’equazione (1). Sia ¥.(y+ma, £), una funsione arbitraria di

()

dz
do percid la medesima gemeralita della funzione §.(y+mz, s)

y+m&, ¢ z, sard tale anche la fonzione — » che aven-
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potrd porsi in lnogo di questa. Pertanto I’equaxione

(;;)zqi.(y-t—mz, ) si potrd mettere sotto la forma

(‘%) :—;)-.-(75’ ’:o, e la di lei equazione primitiva sard
V.(y+mz, z)=f.x. Siccome essa contiepe le due fungioni arbi-
trarie ¥ ed £, & troppo generale per soddisfare allu proposta, e
convien limitare la generalitd della fuonzione £, Prendendo le

fungioni dc:';’vate avremo (%)4- (%) g—;)zo ,
dz\ __d .
m %)-o— E)d;d;)—aé’ perch:-L(T:)_m (%) , onde si dedu
ce J_z)_ (77) (d_z)_ ar " (%)
dy) =~ —[avy ’ \dz)™ dy
(= ( ;—,} o
questi valori nella proposta avremo a—;—m( ‘-‘;) —"""(2;)’ ciod
éz— 1 . ’ o o _e4e
35 = ¢ la funzione f.x costante . Dunque I’equagione primiti-
va della proposta sard ¥ (y+-max , )=cost:, o sia s=¢.(y-+mx).
L’ equazione, che abbiamo considerata in questo esempio,
e compresa tra quelle del num. 59, e pid facilmente con quel
anetodo poteva ottenersene I’ equazione primitiva. Noi perd I'ab~
biamo a bella posta prescelta per dare un esempio del metodo
in generale, giacché nei casi, nei quali Ja proposta non & con~
tenuta tra quelle del num. 59, 8’ incontrano difficolta insupera-
bili per passare dall’equazione R=¢.(S, T) alla sna equazione
primitiva N=o. : ‘ .
In vista di questi ostacoli ci limiteremo a cercare della pro-
posta una rquagione primitiva pili particolare. Facciamo nella
- equazione R=¢.(S, T) la fungione ¢ eguale ad una costante,
cioé consideriamo una dell’equagioni primitive R=a, che i ri-
dz

; e sostityende

cavano dall’equazioni (3). Ponendovi (-—) in luogo di u avre-

dy.
. . dsz
MO una equazione derivata tra z, v, %, (3;)’ ove potremo sup-

porre x costante, e riguardare z come funzione di vy, e la ricer-
ea della fungione primitiva dipendera dal calcolo delle funzioni
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di una sola variabile. Questa equagzione primitiva conterri la
costante 4 ed una funzione arbitraria f.x della variabile z, che
¢ stata supposta costante; e dato il valore conveniente alla fan-
gione arbitraria si ridurrd all’ equazione primitiva della propo-

sta. Si sostituisca pertanto il valore trovato di s nella proposta,
e si otterrd una equazione derivata tra z, f.x, e -, la guale

servird a determinare la funzione f.x, ¢ questa determinazione
porterd una nuova costante 5. Trovata in tal guisa una equa-
giove primitiva dellp proposta, la qnale contiene due costanti
arbitrarie a e b, potremo da questa ool metodo del num. 57.
ricavare la generale equazione primitiva,

Sia proposta per esempio I’equazione

&3,
Avremo F.(z, y, z, u)=f.u, e quindi (%):o, (%z- =0,

':li—u = %; onde 1’ equazioni (a) saranno
| du
dz

4 4 —
- duT

=0

-——u-o-d
ustu 4

La prima di esse ci da u=a, e ponendovi per u il suo valore ab-
biamo (%):a, e prendendo le fanzioni primitive z=ay+¢.x .

=0.

8i ded‘“’e‘d& questa (%}:g—g , ¢ sostituiti i valori di (.:_;) e

(%) nella proposta si ottiene Z—Z;ﬁa » ¢ quindi g.r=zfa+b,

¢ z=ay-+-zf.a+b. Da questo valore particolare di z se ne pud
dedurre il generale (57), se si pone =¥.a, e si determina a

dﬁl]’equazione o=y+x %L; -o--d—-:;—a-: .cio si ottiene I’ equazio-

he primitiva generale mediante I’eliminazione di g dalle due
equazioni :
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z=ay-+zf.a+¥.a

da¥.a __
da —°°

g&a
YT
6a.

In una maniera simile potranno richiamarsi ai principj del
cealcolo delle funsioni derivate tutti i metodi conosciuti per I’in-
tegrazione dell’equazioni a differenze parziali. Rimane adesso
da esaminare il caso, in cui una equazione derivata tra le varia-
bili x, y, e z, quantunque due di esse siano tra loro indipen-
denti, non si presenta sotto I'aspetto di equazione a differenze
parziali. Abbiamo di tali equazioni accennata sopra (55) I’ origi-
me, osservando che data una equazione tra x, y ¢ z ha luogo in-
sieme con essa I’eqaazione, che se ne deriva nella ipotesi che
y sia funzione di z, la qual’equazione ha la forma

dz dy __
(a) AFZ-'*B..-C;;_O’/ -
ove A, B, e C sono funzioni di z, y, e z. Vediamo adesso co~
me data I’equazione (a) si possa rimontare alla di lei equazione
primitiva.

Allorché questa equazione (a) 8 stata derivata da una equa-
zione tra z, y e z, se avessimo prese le funzioai derivate per
rapporto ad x ed y considerandole tra loro indipendenti, avrem-
mo ottenute (55) le due equazioni A(g-;_) -o-B:o,A(g1 C=o;

. Y
dum{ue queste due equazioni devono esser d’accordo in darci

quella medesima equazione primitiva, che ci darebbe I’equa-
zione (a). Ora della equazione A(:—:) +B=o0, ove y & supposta

costante , potremo cercare I’equagione primitiva col calcolo del- -
le funzioni di una sola variabile, ma poi invece della costante
arbitraria dovremo porvi una funzione indeterminata di y. Cosl

pure 'equazione primitiva di A(%) «+C=o0 conterrd una fun- -

zione indeterminata di z. Se dunque determineremo le due fun-
zioni arbitrarie in modo, che le due equazioni primitive ottenu-
te si riducano ad una sola, sard questa I’equazione primitiva
dell’ equazione (a). Piu semplicemente trovata 1’ equagione pri-
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mitiva di A(Z—:)-o-B:oA, 'si sostitnird il valore di z mell’ altra
A Z—; 4-C=o0, e si determinerd in modo la funzione arbitraria,

che anche questa equazione abbia luogo.
Data per esempio 1’ equaszione
ds  ar+4z  ay-sz dy__o
& 2y ¥y dx
[ dz) Y-tz

formeremo le due equazioni (%) -+~ ~zw-—-y=°’ ) * ey

-0 *
1e quali poste sotto 1a forma (z-+-y) (E) +224+-2=0,

'(w+y)(§-;:)+sy+z:=o ci danno subito I’equazioni primitive

(T4-y)z+z9=p.y, (x+y)s+y3==F.z. Accid esse si riducano ad
una sola, convien che sia .y+y*=¥.x+29, ed il modo pitx ge-
nerale di soddisfare a questa condizione consiste nel porre cie-
scuna dele quantitd g.y+y9, e ¥.x+x2 eguale ad una costan-
te a; onde (z4-y)z+2%+-y?=g sari I’equazione primitiva del-
la proposta. Avendo trovata I’ equazione (r--y)z+z3=¢.y pote-
vamo dedurne il valore di (iz-)= 1 _(% —z), e sostituen-

oy Ty \dy

ay+2
oy

=0 avremmo ottenute

dolo nella equazione (:—; +

g—g-o-zpo, cioé ¢.y==a—y3, come sopra.
63.

Ma nella equazione (a) le quantita 4, B é C non pmbao
‘esser qualunque, e ‘devono avere una certa relazione tra loro.
Per ritrovarla si oaservi (52), -che qualunque fanzione di 'z ed
¥ sia %z, la funzione derivata da (d_:' relativamente ad y dev’es-

sere eguale alla funzione derivata da (%) relativamente ad z.
Ora abbiamo (Z—: =—§ , © g;):—g—, dunque la funzione

derivata da ‘212 rapporto ad y sard eguale alla funzione derizata
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da g— rapporte ad ‘z. Se riflettiamo che 4 e B sono funzioni

di z, y, 5, ¢%'8 fanzione'di s ed y, la funzione derivata

da g relativamente ad y sard

2 ¢d 1 (dB\/(fdz B (d B (dA\(dz

4 7?)-"7('2!)(7.7 TA\G)T o 7)(3"
—l(di’)-g(d B(dA BCddy . o cosl pure
=A\&) " \d&) " B\G) T o dz)’ P

:_! i._.i}) - %(‘%)_ Zci % + ﬁ? %ﬁ-:) sard la funzione derivata

da = relativamente ad z: onde avremo -

) () 3(2) -4 () -3 (5) 0 (&

Questa ¢ la condizione, che deve aver luogo, perche la
‘prefosta (a) sia derivata da una equazione tra x, y*e z; ed &
quella medesima, che nel Calcolo Integrale vien chiamata con~
dizione d’ integrabilita . Ma qul conviene osservare che, se I'e-
quazione primitiva tra , y ¢ £ comprende una costante arbitra-
xia c, la quale non & contenuta nella proposta, e quindi né pu~
re nella equazione di condisione, dovra questa verificarsi indi-
pendentemente dal valpre di z, cioé essere identica; altrimenti
ci darebbe una relazionb tra x, y e z, la quale mancando della

_costante ¢ non potrebbe accordarsi coll’ equazione primitiva.
Onde viceversa si pud concludere, che I'equazione di condizio-
ne dev’essere identica, qnalunque sia z, ‘perché la proposta am-
metta nna equazione primitive completa contenente una costan- .
te arbitraria. -

64.

Se I’ equazione di condizione non fosse soddisfatta, ¢cid in- )
‘dicherebbe che non vi & alcuna equazione primitiva, dalla qua-
Ie la proposta possa esser derivata, e quindi che la proposta non
puo sussistere, allorché si rignarda z come funzione delle due -
variabili indipendenti x ed y, ed in questo senso & assurda. Per-
ché essa abbia un significato bisogna porre, che y sia realmente -
funzione di x; poiche la proposta riducendosi nlz)ra tra due so~
le variabili = er; ammettera sempre una equazione primitiva,

Tom. I11, 13
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_ Ma siccome dalla equazione proposta nulla ci vien detto su que-
sta funzione di x, a cui y dev’essere ugnale, essa rimarrd inde~
terminata, eCpotrd' esser qualungue; o sia potra prendersi um
altra qualunque equagione tra x,y e 5, la quale abbia luogo

insieme con la proposta. Avremo pertanto (47) due equasioni-

primitive, una formata dalla relagione assunta tra »ed y, I’al-
tra dedotta dulla combinazione di questa con la proposta, le
quali considerate insieme soddisfaranno alla proposta, e conter-
ranno una funzione arbitraria; e riferite alla Geometria rappre-
senteranno una linea di doppia curvatura. Tutto cid combina
con quello, che abbiamo detto nel Cap. IX. del Calcolo Integra-
le rgatiumente all’equazioni, le quali non soddisfanno alle
condigioni d’integrabilita, e forma il fondamento dei diversi
metodi quivi esposti per ottenere le solusioni delle medesime:
onde non ci tratterremo di pi su questa materia . Solo aggiun-
geremo il seguente teorema, il quale ci mostra I’estensione di
tali soluzioni. Data una equagione tra tre variabili #, y e =,
nella quale non sia adempita la condisione d’integrabilitd, si
puod in qualunque superficie segnare una curva di doppia cur-
vatura, i punti della quale soddisfacciano all’equasione pro-
posta. Iufatti dalla equazione della superficie M=o, o dalla
proposta eliminando s otterremo una equazione derivata in =
ed y, di cui 'equazione primitiva sin N=o0; e queste due
equazioni M=o ed IN==0 prese insieme soddisfaranno alla pro-
posta. Ma le medesime equazioni insieme considerate rappresen~
tano upa linea di doppia curvatura deseritta sulla data superfie
" cie, di cui la projezione & espressa dalla equasione V—o0. Duan~
ue i punti di questa linea di doppia curvatura soddisfanno al
a equazione proposta. :
Abbiamo rapidamente percorsi i diversi rami del Cal-
colo Integrale, e gh abbiamo vedati discender tutti dall’analisi
delle funzioni derivate. Le riflessioni che abbiame fatte sopra
alconi dei metodi, che si usano per I’integragione dell’ equazio=
ni differenziali, possono facilmente estendersi agli altri, e pos=
sono tutti richiamarsi ai principj rigorosi del calcolo che abbia=
mo esposto. Non pud adunque rimanere alcun dubbie sulla le~
gittimita dei metods de] Culcolo Differenziale ed lntegrale, poi-
ché quantunque possai.o essere stati dedotti da fondamenti non
abbastanza chiari ed accurati, ai' medesimi metodi perd condu~
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oono altri principj, sul rigore dei quali non pud nascere al-
cuna difficoltd.
05

Passiamo a veder qualche uso delle funzioni derivate di
due variabili; ma prima osserviamo che nello sviluppo della
founsione F.(x<i, y+k) si possono prendere le quantita i e &
‘cosl piccole, che la somma g:i termini, nei quali i ¢ £ hanno
la medesima dimensione, sia maggiore di tutti i termini seguen-
ti. Infatti posto A==Ai quello sviluppo diventera

Fio, g [ ) b2 () (o) (5]
d ]4-01:.,

H s dolv"\‘ AdsF R ds
""_lm (z; 3\ Gigy 3 (s Py

‘¢ qualunque quantita finita sia 4 potra (1g) prendersi i cosi pic-
co?:. che un termine qualunque superi la somma di tutti i se-
‘guenti: dunT:e ec. Mediante questo principio potremo rendere
Pits rigorosa la ricerca dei massimi e dei minimi delle funszioni
di pid variabili, usando ua discorso analogo a quello, che ab-
biamo adoprato (30) per le funzioni di una sola variabile,

In virtd del medesimo principio, se sarsnno date due serie
‘ordinate per le potenze ed i prodotti ascendenti di i e ¥, lo

quali abbiamo il medesimo primo termine 4i™k™, si dimostrerd
col ragionamento pid volte useto, che una tersa serie, ove il

primo termine sia Bi"", non potra aver per limiti le due pri-
me, cioé esser maggiore di una e minore dell’altra, se anche il
jprimo termine di essa nen sard egnale a guello delle altre due,

cioé B=4.

Una equatzione tra tre variabili o, ¥ -e x5, dne delle quali
x ed y sono tra loro indipendenti, e la terza s ¢ una funziene
delle altre due data da questa equazione, riferita alla Geometria
rappresenta una superficie carva, di cui 2, y e 3 sono le coordi-
nate : quindi la teoria delle superficie curve dipende dall’analisi
delle funzioni di due variabili. Come una linea retta pud esser
‘tangente di una curva, cosl un piano pud esser tangente di una

superficie . E qui adottando il medesimo principio, con cui ab-
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biamoe determinate le tangenti delle curye, diremo nn piano es~
ser tangente di una superficie curva, quando tra questo piano e
la 'superficie/ non' potrd passare un altro piano qualunque con-
dotto pel punto, in cui il primo incontra la superficie.

8ia dunque ==F.(z, y) I'equazione di una superficie eurva
riferita alle coordinate rettangole x, y e 5, e sianop, ¢, edrle
coordinate di un piano qualunque prese sopra i medesimi assi,
ed r=a-+-bp+-cq I'equazione di questo piano. Perché esso abbia
un punto comune con la superficie, bisogna, che posta p=x,e
g=y sia r=z2; onde avremo in primo luogo
a+br+cy=F.(z, y)=z, dalla qual’equaziene si potrd determi-
nare una deHe costanti @, b e ¢ . Adesso per vedere quanto ne-
gli altri punti la ;ul:yﬁeie si allontani dal piano, consideriamo
quei punti, che oeftispondono alle coordinate x+-i, y+k. Nella
saperficie I'ordinata z diventerd F.(x+-i, y+k), e nel piano
I’ ordinata r diventerd a-b(z--i)+-c(y+k); onde
F.(z4i , y--k)y—a—b(x-+i)—c(y+k) sard la distanza dei punti,
che nella superficie e nel piano corrispondono alle medesime
coordinate i, e y+-k. Chiamiamo D questa distanza, e svi-
Iuppandola in serie avremo, a motivo di a4-bz+-cy=F.(»,

I (W T

Ponghiamo che svaniscano i coefficienti di i e £, ed avremo
b—(g)—(if- c=(‘g)=(d—’) e siccome a-+dz-+cy=x otterre-
—\dz/ " \dz)’ dy)"\dy)’

dz dz . .
mo “_z—'”(d'}')_y(i;) Il piano cosi determinato sara tale,

che tra esso e la superficie curva non potra passare alcun altrq
piano, il quale sia condotto pel punto comune alla superficie ¢
al primo piano. Infatti se chiamiamo A la distanga tra i punti,
che nella superficie e nel secondo piano corrispondono alle coor-
dinate 2+, e y+-k, la quantitd A conterr i termini moltiplica-
ti per i e k, i quali svaniscono nella quantitA D, a meno che il
secondo piano non coincida col primo, Quindi potranno pren-
dersi i e k cosl piccole, che la distanza A riesca maggiore del-
1a distanza D. Il piano adunque determinato nel modo prece-
dente sari il piano tangente della superficie al punto delle coor-
- dinate x,yez.
Dato il piano della equagione r=a-+dp-+cg, se chiamiame
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# Yinolinasione di esso sul piano delle p e ¢, cioé delle x ed y
ed a l'inclinagione della linea d’intersezione di questi due piani
coll’asse delle p, o delle x, abbiamo (Tom. I. num. 103.)
b=—sen.sXtang.f, c=—cos.a)tang.f; onde si deduce

tmg.a:-:— » © tang.f=}/(b3-+-c?). Relativamente al pianb tan-
gente, di cui I’equazione &

B ()or (e (.
dz
sard tang.a= g—f; , “Bs'ﬁ=l/ {(é_:_)'_._ (:_;).]’ ¢ da que-
. iy :
sta ultima equazione si ricava cos.f= - : - -
V9@
. A 67.

Data una superficie curva (Fig. 6), i punti della quale sia-
no determinati da’ una equazione tra le coordinate rettangole
AP=z, PQ=y, e QM=s, nel piano APQ delle coordinate x
ed y siano descritte due curve qualunque 4S5, AT; e ponghia-
mo che da tutti i panti del contorno ASQT siano condotte del-
le rette perpendicolari al piano APQ, finché s’incontrino con
1a superficie. Queste perpendicolari determineranno un solido,
che avra per base la figura 4SQT', sara lateralmente terminato
dalle superficie cilindriche condotte perpendicolarmente sulle
curve AS, AT, e dai piani perpendicolari a quello delle » ed
# tirati lango le rette SQ, 6T, e al disopra verrd circoscritto
dalla superficie data. Chiameremo questo solido per pid brevita
il solido della base 4SQT, e siocome dev’essere una funszione
di x ed y, lo farenfo eguale a F.(x, ). Se accresciamo I'ascissa
AP di PP'=i, e formiamo il rettangolo PP'Q'Q, il quale sia
tagliato dalla curva A4S prolungata in SS’', sara il solido della
base S§' g:F.(z-o-i, y)—F.(x,%g. Adesso prolungando la coor-
dinata PQ della retta Qq=£k, e ando il rettangolo Qg¢q'Q’
avremo il solido della base SS'¢'q=F.(x-+i, y+k)—F.(x, y-+k),
e togliendo da questo il solido dqe;a base g’Q’Q otterremo fi=
nalmente il solido della base Qg4'Q’
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=F.(a4i, y4) =FE.(x , yt-k)mF.(x4i , ¥) +F.(2, 5} , © ridne
cendo queste funzioni in serie treverema che il primo ternei-
dello svilappo di questo solido 8 =ik (7). Ora s
ne dello svilappo di questo solido ¢ =i Ty e pren=-

diamo i ‘¢ k cosl piccole, che per tutto lo srazio Q72¢'Q 1a 3
., mon sia 'massima ‘0 minima, & chiaro che il solido della base
Qg7'F awra per limiti due dei quattro prismi, che bauno la
medesima base Qg¢'Q'=ik, e lo altezze QM=z,

. fdz i8/ds 4 fdz\ ksjdsz
QM =2+i = -o-;(d—;)-o-ec.,gm-_'z-o-k(d—;* — 7= e

y'm';:wi(:'—-z_)-t-k (g-';)-o-oa. , ciod sara minore del pid grande, e

maggiore del pil piccolo di questi prismi. Ma essi hanno per
primo termine del loro sviluppo la medesima quantita ikz; dun-

que (65) sard (;—;Tl;-):z » e da questa equazione converrd deter-
minare la funzione F.(x, y), cioé la misura del solido della ba-

se ASQT.

8ia P.(x, y) la fanzione primitivq di = presa prima relati-
vamente ad x, e poi relativamente ad y; avremo
F.(z, y)=P{¢, y)+¢.z+¥.y, ove le funzioni g.x ¢ ¥F.y seno
arbitrarie, e la loro determinazione dipende dalla natura delle
curve AS, AT. Infatti se queste curve si riducono alle rette
AP , AR, in modo che si cerchi il solido, che ha per base il ret-
tangelo 4PQR, ¢ evidente che 1a funzione F.(z, y) dovra sva~
‘nire gnando z==0 qualunque sia y, e quando y=o0 qualunque
sia z. Sard danque P.(0, y)+g.0+¥.y=50,
P.(z) 0)+¢.x+¥.0=0, P.(0, 0)+p.0+¥.0=0, onde avremo
##+¥.y==P.(2, 0)}=P.(0, y)+P.(0, 0). ed il solido della ba~
8¢ APQR avra per espressione P.(z,y)~P.(z,0)-P{0,y)+P.(0,0).
‘Se determiniamo la funzione primitiva P.(z, y) in modo, che
svanisca qnando =0 e quando y=o, sara P.(0,y)==0 ; P.(x,0)=o0,
P.(0,0)==0, ed il medesimo solido sard pid semplicemente
‘espresso dalla qnantita P.(r,y). : :

Se da questa quantita togliama i solidi della hasi ASP ed
ATR , avremo il solido della base 4SQT'. Ma siccame nella
curva AS & PS fangione di AP eioé di x, il solido della base
ASP & una funzione X di 2; e cosl pure il solido della base
ATR & una funzione ¥ di y. Quindi il solido della base 45QT

ey
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3. =P.(2,y)~X=Y ; o percid relativamente a questo solido
g.x=—X, e ¥.ymoY : onde per determinare le funzioni arbi-

tratie fa d’uopo trovare la misura del solido della base ASP, o
di quello della base ATR. :
68,

.

L’ordinata PS della curva A4S & una funzsione di x, che
chiameremo f.x, ed il solido della base ASP é simimeate una
funzione di x, che denoteremo col segno I'.xz. Se accresciamo
Tascissa AP di PP'=i, avremo il solido della base
AS8S'P'=F.(x+-i), ed il solido della base PSS8'P'=F .(xui)=T.z;

onde sard i% il primo teimine dello sviluppo di questo soli=

do. Ora se prendiamo (Fig. 7) PQ=y, e chiamiamo u il solido
della base PQQ'F, ‘avremo (;%;—):z-u zi)-o-?- 2°Z rec. Sia

x, dr3

Q.(x, y) 1a fanzione primitiva di z presa per rapporto ad y, ©
t;lmente determinata, che svanisca quando Qy=o, ed avremo

u . . . i% (ds .
(z-)zQ.(x-o-x, 7)=Q.(x,y)+i G—g),-o- ‘; (-‘-G_—;)-,.-ec. Onde pren-
dendo la funzione primitiva relativamente ad i otterremo
u=iQ (x, y)-o-'—:-(z—g) —+ec., ove non si aggiunge la funzione ar-
bitraria di [y, perché u deve svamire quande i=o, Sard dunque
iQ.(=,y) il primo termine dello sviluppo di u, e posa ¥
sard- iQ.(x, f.2) il primo termine dello sviluppo del solido, che
ha per base PSsP'. Questo solido si cangia im quello della base
PsS'P, se invere di f.x vi si pone f.(#4i); onde apparisce che
anche il solido della base PsS'P’ ha per primo termine del suo

sviluppo la medesima quantita iQ.(¢, f.#). Ma i due solidi cons
templati sono i limiti, tra i quali cade il solido delia base

PSS'P’; dunque avremo %:Q.(x, J-z), e I.a= alla funsione
primitiva di Q.(z, f.z).

Dall’analisi precedente si deduce, che per avere il solido
della base ASP dobbiamo prima prendere la funzione primiti-
va di s relativamente ad y, considerando = ed y come tra loro
indipendenti, e determinarla in modo, che svanisca quando
y=0; poi sostituendo f.x in luogo di y in questa funwione pri-
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mitiva, con che diventerd una funzione di x, dobbiamo pren-
dere di quest’ ultima funsione di x la funzione primitiva. Nell’
istessa maniera per ottenere il solido della base AT'R prendete-
mo la funsione primitiva di z relativamente ad #, riguardando
x ed y come tra loro indipendenti; poi in questa funzione pri-
mitiva porremo il valore di z in y dato dalla curva AT, e final-
mente della funzione di y, che risulta da questa sostituzione,
prenderemo la funzione primitiva.

69.

Passiamo a cercare la misura della superficie curva, che
corrisponde (Fig. 6) all’area ASQT, e di cui quest’area ¢ la
rojezione. Se indichiamo tal porzione della superficie con
{z,y), dimostreremno come sopra (67) che.la superficie
MM'm'm, di cui la projezione ¢ il rettangolo Qgq'Q’ ha per

primo termine del suo sviluppo i d.: %) Conduciamo pel

punto M (Fig.8) il piano tangente, il quale incontri in X, T'
ed 7V le eoordinate Q'M', gm e ¢'m', e tiriamo le rette MM,
Mm, mm', M'm' ed Mm'. Poste i e k cos) piccole, che la super-
ficie MM'm'm abbia in tutti i suoi punti la curvatura voltata
verso la medesima parte, & chiaro che il quadrilatero MX VT
insieme con i due triangoli rettilinei MM'X, MmT ed i due
trapezj rettilinei mTVm' , M'XVm' forma un’ area maggiore
della saperficie curva MM'm'm; ed all’ opposto i dae triangoli
MM'm', Mmm' presi insieme formano un’area minere della
medesima superficie curva. '

Cerchiamo il primo termine dello sviluappo di questi due
limiti; e primieramente siccome c’insegna la Geometria, che
Varea del quadrilatero MX VT & eguale alla sua projezione

'¢'q divisa pel coseno della inclinazione del piano del gua-
drilatero con quello della projesione, il qual coseno (66) ¢

7 ! oy Avreme I'area del quadrilatero

z Zz

V@)~ ]

MXVT:.-kl/[;... (&)~ %)’]' Il triangolo MM'X ha
. is ¢d is (d

per altessa QQ'=i, e per base M’X:—’—;-, 2;—-:)—%(-4-3-)-&.;
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dunque I’area del triangolo avra il primo termine moltxpl:cato
ll: r i*. Cosl pure yedremo che il triangolo Mm T, ed i quadri.

teri mTVm', M'X Vm' banno il primo termine del loro svilup-
po della terza dnmennone per rapporto ad i e k. Dunque

ik l/[x-o-( ] ¢ il primo termine dello sviluppo del
limite maggiore della superﬁcne ecurva MM'm'm.
Nel triangolo Mm' M’ abbiamo M = QQ -l-(Q’M’-Q}W)’.
Mn™ ’=Q—’q— ’-o-(q'm'—Q'M')’ , ed
Mn —QQ’ +Qq' -o-(q'm'-QM) Sostituendo i valori di
queste rette QQ', QM , ec. troveremo che il primo termine

dello sviluppo di M & =¢°[1+ (2;) ] s che il primo termi-

:-;)1 , che finalmente
i primi termxm dello avxluppo di Mm'" sono

_z‘q-lc’-o-[ )] Ma Parea del triangolo MM'm' & no-
to essere._4 4MM' M - (MM’ +M r-Mm'l)’];

dungque il primo temnne dello svnluppo di ueot area sard

i1 Tl Yo G )

—zkl/[l-o- 7 ) +\7 ) ] Col medenmo calcolo trovere-

ne dello sviluppo di Mw’ & =k°[x+(

mo, che I’area del tnangolo Mmm' ha per pnmo termine del
suo sviluppo la quantlta - ;Ic‘/ [H— J Dunque

ik l/[r-o- ] ¢ il primo termine dello sviluppo

del limite mmore della uuperﬁcle curva MM'm'm. Avendo per-
tanto i due hmltx ll medesimo primo termine

ik l/[l-l- ' ) ] ed il primo termine dello sviluppo
della mperﬁcxe MM’m m, la quale deve cadere tra questi limi-
ti, essendo dc( ) ne segue (65) che

Tom. III. 13
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’ ____dﬂF =|/ [1 51_2_ * i’_ ?
dxdf) A dx) + dy)‘] ’
SeQ.(«)'y) ‘rappresenta la funzione primitiva della quan-
. dz\% (dz\? . . y
tita ‘/[I-l- (‘—r) +(d_r) ] presa prima relativamente ad una

delle variabili z ed y, ¢ poi relativamente all’altra, e questa
funzione primitiva si determina in modo, che svanisca guando
=0, e quando y==0, otterremo il valore di F.(x, y) cioé¢ della
superficie curva, che ha per projezione I'area 45QT (Fig. 6)
. cosl espresso; Q.(x, y)+p.x+¥.y. Le funzioni arbitrarie g.x e
¥.y devono in modo determinarsi, che sia «—¢@.z eguale alla su-
perficie curva, la quale ha per projezione ASP, e —¥.y egnale
alla superficie curva, che .ha per projezione 4TR. Noa mi
trattengo sulla maniera di misnrare queste due ultime superfi-
cie, perché & affatto simile a quella esposta al num. 68. con la
sola differenza, che bisogna considerare la funzione

l/ll*(z—: .'"(:—;)']-in Iuogo della funzione z.

medesimi principj, con i quali abbiamo determinato il
piano tangente, potrebbero applicarsi alla ricerca dei diversi
contatti, che hanuo tra loro le superficie curve, nel modo pra-
ticato relativamente alle linee curve. Ma noi contenti di avere
indicata la strada rimetteremo per questa e per altre ricerche
i nostri leggitori alla Teoria delle funzioni analiticke di Lagran-
ge, dalla quale abbiamo estratta la maggior parte delle cose
esposte. Noi ci siamo proposti in questo Opuscolo di fagilitare
Iaccesso a quest’Opera eccellente, la lettura della quale non
pud abbastanza raccomandarsi agli studiosi dell’ Analisi. E ¢
in qualche parte ci siamo alquanto scostati dalla via tenuta da
quel gran Geometra, non pretendiamo di averne scelta una mi-
gliore, ma quella che era pih analoga al metodo tenuto nel To-
mo precedente, e pih adattata a porre in evidenza quei rappor-
ti tra I’ Analisi deﬁe funzioni derivate ed il Caleolo Differensia-

le ed Integrale, che in guell’Opera non eramo bastantements
indicati.

e —




OPUSCOLO IL

SULLA RISOLUZIONE DELL’ EQUAZIONI.

In questo Opuscolo ci proponghiamo di trattare con qualch’es-
tensione di alcuni punti relativi alla teoria dell’ equazioni, e
specialmente di dare dietro alle traccie luminose segnate dall’
immortale Lagrange una qualche idea dei principj generali, dai
quali dipende la risoluzione delle medesime . Quantunque sem-
bri a prima vista, che i metodi particolari esposti nel Tomo I.
per trovar le radici dell’equazioni del secondo, terzo, e quarto-
grado non abbiano tra loro alcun rapporto, pure esaminandoli
pit attentamente vedremo, che in ciascuno di essi abbiamo pro-
curato di ottenere una trasformata, la risoluzione della quale
dipendeva da quella dell’equazioni di un grado inferiore, e tro-
vate le radici di questa trasformata potevano da esse facilmente
dedursi le radici della proposta. Gosl per esempio data I'equa=~
zione del quarto grado ‘ :

. XA P2 - T4-T=0
abbiamo ottenuta la trasformata del terzo

M +-3pM3 =(p? =4r)m—g =0 ,

ove m era =e*, ed e essendo il coefliciente del secondo termi-
ne del fattore di secondo grado a?—ex-+f==0 rappresentava la
somma di due radici della proposta; dunque la trasformata in
m aveva per radici i quadrati delle somme di due qualunque tra
le radici della preposta.

Qualunque si consideri dei metodi conosciuti, si vedra
sempre che tutti in sostanza si riducono alla ricerca di una tra-
sformata , che abbia le precedenti condizioni; e questo e il prin-
cipio generale, dal quale dipendono tutti i metodi noti, e quel-
1i che di nuovo potrebbero immaginarsi. Bi puo vedere un tale
esame dei varj metodi proposti per la risoluzione dell’ equazioni
magistralmente eseguito dal ssmmo Geometra Lagrange nelle

.
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di lui Riflessioni sulla risoluzione algebrica dell’ equazioni pub-
blicate tra le Memorie dell’ Accademia di Berlino degli anni
1770 e’ 1777.

Le radici di una trasformata qualunque hanno una data
relazione con le radici della proposta, o sia sono funzioni di
queste. Quindi la risoluzione di una equazione si riduce alla
ricerca di tali funzioni delle radici della propdsta, che in primo
luogo I'equazioni, delle quali queste funszioni sono radici, sia-
no di un grado inferiore a quello della proposta, o siano trasfor-
mabili in altr’ equazioni, che abbiano questa condizione; in se-
condo luogo che si possa da queste funzioni facilmente ricavare
i valori delle radici della proposta. Trarremo in seguito da que-
sto principio un metodo diretto per risolvere 1’equazioni dal se-
condo al quarto grado; ma’ prima convien fare-alcune generali
osservazioni sulle trasformate,

1.

Chiamando 2', =", 2, ... a:(m) le radici di una propo-
sta equazione del grado m indicheremo col segno

Sz (") (=) ... (x(P)) ura funzione di tutte o di alcune di
queste radici, secondo che sard p=m, o p<m. Ma se la funsio-
ne fosse tale, che non cangiasse valore quando si permutano tra
loro le radici ', =", per denotare questo accidente ci serviremo

-del segno £.(a', 2")(&")(&") . . . (=P)). Tale sarebbe la funzio-
ne 2’'%4-z""34-2z""2, la quale si mantiene Ja medesima, allorché
si varia 2’ con &". Questa costanza di valore nasce dalla forma
della funzione, ed ¢ indipendente dal valore delle radici «', =",
le quali possono esser qualunque.

11 valore di una funzione pud mantenersi il medesimo per una
data permutazione anche indipendentemente dalla dilei forma;,
ma in tal caso le radici, che entrano in questa permutazione
non possono esser qualunque, e devono aver tra loro un parti-
colare rapporto. Cos} per la permutazione di ' in 2" la funzio-
ne 2x'+-32"+-4z" si cangia in 3x"4-32"+-42", e pud mantener-
si de]l medesimo valore, ma convien che sia 32'+32"=2z"+32’,
cioé¢ z"=z'. Bisogna distinguer bene questi due casi, ed io in=
tendo adesso di parlare del primo.




OPUSCOLO II. Tor

Nella stessa maniera il segno f.(z', 2", 2"')(z'") . . . (z(p ))
indica una funzione , che per la sua forma non mata valore, al-
lorché si cangiano in qualunque modo tra loro le tre radici
z', x",z". Sela funzione f.(a', z")(="")(z'")(x") . .- (:r(p)) si

UL

mantiene la medesima, anche quando si cangia z"'in /", la de-

noteremo col segno f.(z', z")(z"', 2/")(z¥). . . (z'(p )). E cos} in
seguito. ‘
8i chiamano simili quelle funzioni, che sono rappresentate

. da una medesima forma, e contengono le medesime radici; dis-
simili quelle che sono rappresentate da forme diverse. Sono si-
mili percid le funzioni f.(z")(z")x""), F.(z')(z")(z"'), e cosi pure
le funzioni f.(z', 2")(z""), F.(x', 2")(z'") ; dissimili le funzioni
[z, 2")(=""), F.(2')(x")(«"). Le funzioni simili a qualunque

rmutazione tra le radici o si mutano ambedue, o restano am-
g:due le medesime. Lo stesso non accade nelle funzioni dissi-
mili, perché per esempio la funzione f£.(z’', z")(z"') non si mu- .
ta quando si cangia 2’ con z', ma per la stessa permutazione si
muta il valore della fungione F.(z')(z")(z").

a.
Data adesso una equazione del grado m, di cui le radici

siano z', 2", 2. .. x(m), si debba trovare una di lei trasfor-
mata qualunque, cioé una nuova equazione, che abbia per ra-

dice la funzione £.(2")(z")(=") . . . (x(m)), la quale suppongo ra-
zionale, Chiamata T=0 questa trasformata, e ¢ la di lei in-
cognita, la quantitd’ T sara eguale al prodotto di tanti fattori
semplici .

£ (&))" @) - (@
(")) &"Wa™) . . . (&™)
()N Ea) - @™

quaite sono tutte le possibili permutazioni tra le m radiei ‘z',

", 2" x” . ™). Ma il numero di queste & noto essere
1.2.3.4 ..., m; dunque il grado dell’equazione T=0, che chia~
meremo i, sard in generale =1.2.3...m.
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Per trovare tutti i fattori, senza ometterne alcuno, sara be-
ne di tenere un cert’ordine nell’ eseguire le permutazioni. Data
la funzione f.(z')(z")(="") . . . 8’incominciera dal cangiare «” in
z' e viceversa, e si avra due funzioni; poi in queste si mutera
="' prima in 2’ e poi in 2", e si avrd in tutto sei funzioni; ora
in ciascuna di queste sei funzioni si cangerd z/” successivamen-
tein z', in 2", in 2'”, ed avremo in tutto 24 funzioni, e cost

in se%uito finché si giunga all’ultima radice x(m) .
rovate tutte le diverse funzioni ed i corrispondenti fatto-
ri, dalla moltiplicazione di quésti si otterrd I’equagione T'=o,

che avra la forma

S et B2 —Ct"—s-o- ec.=o,

ove sara A= alla somma di tutte le funzioni trovate, B= alla
somma di tutti i prodotti delle medesime funzioni a due a due,
ec. E siccome la funzione proposta @ razionale, e nel valore del-
. le quantita 4, B, C, ec. tutte entrano. egualmente le radici
della proposta, potranno queste quauntita 4, B, C, ec. espri-
mersi razionalmente per mezzo dei coefficienti della proposta
con quelle regole, che abbiamo date nel Tomo I., e pid gene-
ralmente daremo in appresso.

3'

Quantunque in generale il grado n della trasformata sia
=1.2.3...m, ciot al numero di tutte le permutazioni tra le ra-

dici 2', 2", 2" .. .x(m) , pure se la funzione proposta in grazia
della sua forma non soffrira variazione per alcuna di queste per-
mutazieni, I'equazione T'=o0 si abbassera necessariamente di
grado . Poiché supponghiamo per esempio la forma della funzio-
ne f.(z")(z")(="")(#?") . . . esser tale, che essa conservi il mede-
simo valore, quando si cangia 2’ in 2'"', cioé quando delle radi-
ci contenute nella funzione la prima si cangia nella terza; in
modo che sia ‘ -

SN =)= <. . SN NN ) -
L’equagione T'=o0 avra queste dueradici egunali; ma & facile il
grovare che tutte le altre radici saranno eguali a due a due.

rendiamo infatti un’altra radice qualunque f.(z"")(z"")(2")(!"). .,
e siccome questa per la sua forma mantiene il proprio va-
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lore, quando la prima radice 2" si cangia nella terza ',
avremo

L@@ TR @) .
Dunque la quantita T sard eguale ad un quadrato T's%, e per-
cid I’equazione T=o potra ridursi a T'1==o: il grado di questa

ultima trasformata sard %, ed essa avra per radici tutti i yalo-

ri della funzione data, che sono differenti di forma.
Ponghiamo adesso che la forma della funzione
S (&) (x")(&")(x'7) . . . . sia tale, che essa mantenga il suo valo-
re, allorche si cangia contemporaneamente &’ in 2", 2" in 2",
ed 2" in x', cioé la prima radice nella seconda, la secopda nel-
la terza, e la tersa nella prima, e sia percid
£@)E) @) - . =l )& )@

%a funzione f.(2")(z"")(x')(x'") . . . . ci dara in grazid della sua
orma

Sl &) &Y ") - . Lo Sf (@)@ ) (") () .

e la fanzione f.(z"')(2")(z")(*"") . . . . similmente ci dara
f&") &) ") =) . . . =) )Y ) -

ove I’ ultima funzione ottenuta é la stessa, che la prima. Dun-

que le tre fungioni £.(2')(z"W&'")(x"").. ., f(z")(=")(=)(z")...,

L (&")*"N=")x'") . . .. saranno eguali tra loro, e diverse dalle

altre; ma anche queste altre saranno eguali a tre a tre, e per-

cid I’ equazione T=o, ridotta che sia, sara del grado -:— Nell’i~

stesso modo si dimostrera che, se la funzione proposta per le
permutazioni tra le radici 2', z", 2", ec. conservera il medesi-
mo valore in quattro o pit maniere, il grado della trasformata

ridotta sarh =—, o ec.

Pertanto se la funzione proposta ¢ della forma
‘fi(x', ") (&") (=) . .. ., la quale ha la proprietd di restar la
medesima pel cangiamento di ' in 2", il grado della trasfor~

mata ridotta sard L’—'s-?"-'—'-'-‘ . Cosi se la funzione avra la forma

S, 2", ") =") . ..., la quale non cangia a qualunque per-
mutazione tra le radici z’, 2, 2™, siccome il numero di queste
permutazioni & =r1.2.3, sard il grado dells trasformata
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= "Qiss' 3 n . Similmente se la funzione avra la forma

£z, 2")(=", 2")(z") . ..., il grado della trasformata riescird
r.a

=-—IQ—I'—';"—'; e pilt generalmente se la forma della funzione

fosse

Sz, 2", 2. ..,z(p ))(z(P'H) s x(P"'z), #P+3) seeey (9))...

il grado della trasformata sarebbe 193 M ___ Flafuo
' 19...p.030ecfens

zione della forma f.(z', 2", 2" .. .., a:(m)) »1a quale ha la pro-
prietd di mantenersi invariabile a qualunque permutagione tra
le radici della proposta, dipendera da una equazione del grado
193...m . . . .
=1, cioé del primo grado, e sarad percid determina-

bile razionalmente per i coefficienti della proposta. Lo che cosi

esser deve, perché quella funzione ¢utte egualmente contiene lo-
radici della proposta.
. 4.

Fin qui abbiamo supposto, che la funzione data contenes-
se tutte le m radici della propostd; ponghiamo adesso che ne
contenga un minor numero p, in modo che sia rappresentata
da f.(z')(=")(2") . . . (:r(P)) . E' chiaro che a questa funsione
potremo dare la forma .

L&) =) ="y . . (x(P))(x(P*') , m(lH'a) , P+3) , :r(m)) ,
considerandovi ciascuna delle radici z'(P'H),z(P*a), oo™
moltiplicata per coefficienti =o. Dunque il grado della trasfor-

mata sard ;E;S?—(m—_"—'-, e questo grado potrd anche divenir

minore secondo la forma, che avrd la funzione data relativa~

mente alle radici =, 2", 2", . .. x(p) . éosi se la funzione
avesse la forma f.(z', 2", 2", . .. a:(p )) » il grado della trasfor-

1.23...m — m(m—1)(m=—a)l.". . (m—=p==1)
1.2.3,.p.1.83.(m-p) = . 123...p '
Quindi se si volesse una equazione

2P aaxP 48z P2 ez P3  pe.=0 ,

mata sarebbe
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la quale avesse tutte le sue radici comuni con la proposta, cioé
fosse un di lei fattore, i coefficienti a, b, c, ec., che sono
funzioni della forma f.(z', 2", 2, . . ., x(‘p)) , dipenderebbe-
m(m—l)(m—:{) . . [m=—p—=1)

1.3.3...p

ro da una equazione del grado

(N

5.

Dalle cose precedenti apparisce 1.° che il grado n di una
trasformata qualunque, la quale abbia per radice una fumzione
- razionale delle radici della proposta, sara sempre eguale al nu-
mero 3.23.3...m, o ad un divisore di questo numero; 2.° che
le funzioni simili delle radici condurranno a trasformate del
medesimo grado; 3.° che in qualunque caso si pud trovare di-
rettamente la trasformata, la quale ha per radici i diversi valo-
ri della funzione data. Adesso passeremo a mostrare, che que-
sta trasforinata non solo ci somministrerd il valore della funzio-
pe data, ma che potra da essa ricavarsi il valore di qualunque
altra funzione delle Yadici della proposta, senza che vi sia biso-
gno di calcolare la trasformata, di cui la seconda funzione sia
radice. Sia dunque

T=t"+ 4" ' B2 O34 oc. =o.
la trasformata, che ha per radici tutti i valori differenti della
funsione ¢. Chiamiamo y quella seconda funzione, di cui cer-
chiamo il valore dipendentemente da quello di ¢, e suppon-
ghiamo in primo luogo che queste due funsieni siano simili.

Denotiamo con i segni ¢', ¢", " ,... t(n) i valori della fun-
zione ¢ differenti nella forma, che nascono da tutte le permuta-
gioni tra.l.e radici z' , a',a",ec., e siccome le funziox}i t ed y
sono simili, saranno in egual numero i differenti valori di y, i

uali rappresenteremo oon i segni y', .y, y"', ... y(") in mo-
go disposti, che la funzione y' comprenda le medesime radici
‘e nel medesimo ordine, che contiene la funzione ¢, e le altre

SRR y(") corrispondano alle medesime permutazioni tra

"
' Y
iye radici 2', 2", 2™, ec., alle quali respettivamente corrispon-

dono le funzioni ¢" , ¢, ... £ . Cosi quando £ i cangerd
Tom, III. 14
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in £) , nel medesimo tempo y(r) si mutera in y(s) .
Cid posto consideriamo la funzione
PPt ot adP ),
ove p & un numero intero qualunque, la quale avendo la pro-
prietd di mantenersi invariabile, qualunque permutazione si

. .« . m .
faccia tra le radici 2', 2", 2™, . .. x( ) , ed essendo percio del-

la forma f.(2', ", 2", .. ., x(”f)) , potra esprimersi razional-
mente per i coefficienti della equazione proposta, di cui ', z",
x', ec. sono le radici. Sia H(p) il valore di questa funzione, ¢
ponendo in essa successivamente p=o0,1,2,3,..., n—I
avremo le seguenti equazioni

Y+ ¥y oy e y(n)=H '
t' y'-t—t" y"-l-t”'y'" . .' e _._t(n) .y(n)=H(l)
oyt .y b3y L. +t(”)~°.y(")=H(2)

«

L)

N Ll LN Lt L + ()1 ¥ (")=H(nf-1)

ove le quantita H, H(1), H(2), ec. sono tutte cognite ed espres-
se per i coeflicienti della proposta. Da quest’equazioni, che so-
no n di numero, si potra con i soliti metodi di eliminazione

trovare il valore delle n quantita y', ", "', . .. y(") , ed il
problema sara risoluto . Ma poiché i metodi ordinarj ci condur-
rebbero ad espressioni troppo comPlicate, e tali che comprende-
rebbero tutte le quantita t? , ', t", ec., se vogliamo che il va-

lore per esempio di y(r) sia espresso solamente per mezzo della

corrispondente V'), potremo usare il metodo seguente .

. Moltiplichiamo tutte le precédenti equazioni, incomincian-
do dall’ultima, respettivamente per le quantita

1,L1,La, L3...L(n=1), e aommandotie poi insieme avremo
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¢ 'Lyt "2 Lar =3 . 4L (n—2)¢t' +L(n—1)]y’
-+[2" "_l-o:th" W Lo S +L(n—2)t" +L(n—1)]y"

e e Lt L L L (ne2)" L (1) ]y
-+=€C.

=H(n—1)+L1.H(n—2)+La.Hn—3) .. .. .. « o +L(n—1).H.
Ponghiamo . . ‘
Ti=t"""4L l_tn_’-!-Lﬁt"—s ........ ~+L(n—1),

e denotando con i segni 7', T'1", T'1", ec. i valori particolari
di T'1, quando ¢ si cangia in #, 2", ¢, ec., potremo porre 1'e-
quazione precedente sotto la forma

TV'y'«T1"y"+T1"'y" .. ... . +T1(n)y(n)
=H(n—1)+L1.H(n—2)+L2.H{n—=3) . . . . +-L(n—1).H.
. Adesso per trovare il valore di una qualunque delle incognite

y'sy", ™, ec. per esempio di y 0 , basterd porre eguali a zero i

coefficienti di tutte le altre incognite, e si otterra subito
y(r)_H(n-l)-o-Ll.H(n—a)+L2.H(n—3) .. .==L{n-1).H

7,07

e 'equazioni T'=o, T1"=o,.... Tl(n)=o', eccettuata T (r)zo
serviranno a determinare le n—1 quantita L1, La, L3.... L(n-1).

Ma né pure in questo caso convien ricorrere ai metodi or-
dinarj di eliminazione, poiché il valore delle quantita L1, La, -
L3, ec. si otterri facilmente mediante la seguente riflessione.
L’equazioni T1'=o, T1"=o0, ec. indicano che la quantitd T'x

svanisce, allorché vi si pone t.-.-..t',t",t’"...i(”)eccettuata t(');
dunque tutte qheste quantita ¢', t",t’",...t(")ad -eccezione di

") son0 radici della equazione T1=0. Ma le medesime quan-
titd, niuna eccettuata, sono radici della equazione T=o0; quin-

di avremo T!(t—t(r) )=T, e sostituendo i valori
(L l—t(')) "' (La=Lut ) )" ec.
P CT Lt I - R I Lo S ’

1a qual’ equazione dovendo essere identica ci dari L1=A+t(r) .



08 OPUSCOLO II
L2=B+L|t(') , L3=C+Lat") , ec., cioé Ll:A-l-t(') ,
Das=Biai Do)t , L3=C+-Bt") 44t (") 1) *  ec.

Se nel numeratore del valore di y(' ) sostituiamo quelli di
Lix, La, ec., facilmente vedremo che questo numeratore & cid,
che diventa la quantita
H(n—1)~+H(n=2)(t+A)+H(n—3)(t2~+At+B)
+H(n—4)(t*+At?+Bt+C)+ea

allorchd vi si pone 1=, Dunque, se chiamiamo ¢ quella
quantitd, avremo in generale
(4
=75 \
e-da questa equazione ricaveremo il valore di tutte le quantita
", y", ¥™ , ec. ponendovi successivamente t=t', t", ¢, ec.
11 valore di T'1 si potra ottepere pit facilmente, se osserviamo

che in generale Tx(')z-—TTr, quando vi si mette t:.'.t(r) . Ma
' tet

in tal caso divenendo zero tanto il numeratore che il denomina-

tore della frazione é noto che il di lei valore ¢ = %%' 5

.’

dunque nella equazione y=-7; potremo porre Tl:% .
6.

A
" Col metodo precedente troveremo tutti i valori della fun-
zione y espressi razionalmente per i corrispondenti valori della
funzione ¢, eccettuati alcuni casi particolari. Perché se delle
funzioni ¢', ¢, t", ec., le quali sono tutte differenti nella
forma, alcune fossero eguali tra loro dipendentemente dai va-
lori particolari delle radici «', &', 2", ec., dalle quali sono

composte, I’equazione y:% non ci darebbe i valori di y cor-

rispondenti ai valori eguali di ¢ . Infatti se I'equazione 7T=o0 ha

due radici eguali ¢' e ¢’, sard per questi valori eguali
T —dT_ pe—; n—3 -3 .
1= =nt”Hn—1)At” " +(n—2) Bt "4-ec.=0; e quin-

di dall’ equazione y:-j,oT non potremo ricavare i valori di y'

—_—
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ed y". Converria adunque ricorrere a qualche nuovo artifizio
per conoscere questi/valoric .

8ia o la differenza tra ¢' e ', ciod sia F'=t'+-9, e sicoo-
me relativamente ad y' & :

Ty ’ v " - oYy
Tr'= (T—T’) ('t ) (et Y =t7) oo o s mw (") (E=t17) L,
e relativamente ad y" @&
Tv'=(Zr) SE—e )t =t ... ol —t)....,
. _r

(8==t')(t—2")

ed y'= a—;,“- » 8e nel primo valore si pone r=¢',

se facciamo Ta==(t—¢"')(t—t!")(t=t") . ... = » sard

y'=—

ofa ’
e nel secondo t=¢t"=t'+-¢. Quindi avremo pel teorema di Taylor -

8 0
d.-—— d.. ——
X0 7y & Ta
.'Y'—;(Ta-n_d‘_-o- YR +ec.)
ponendo pel secondo membro ¢=¢'. E sommando i valori di y'
ed. y" otterremo in generale

] 6
@ = d3, —
y'+y "=—-—dfa -+~ % . —dtﬁT‘ -+ €ec.

Ma é[uando t' e ¢" sono egunali, & o=0; dunque avremo in que-
sto caso .

d A

! 1", 2

Y=

ove Tz:Tt—-,—-Tt")—' » ¢i02 conosceremo la somma dei'due incogniti
valori y' ed y" . '

Ponghiamo ¢t"=t'+o , t"=t'4-ko , T3=
e facilmente vedremo essere

» |
(== Ni—")’

P [}

\ Y =fei: T3
I !_c 0
Y “h=kes " T3

'"—v_.—__l _0_
Y == T=Fes " T3’
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ta pitt semplice T=o prendiamo T°=0; ma siccome ciascuna
radice. di questa equazione ne ha altre c—1 eguali, bisognera
modificare la soluzione con le regole date (6) per le radici egua-
li, ed invece di ottenere il valore di ciascuna y non troveremo
che la somma di tutte le y, le quali corrispondono ad un mede-
simo valore della ¢. Ond’; apparisce, che in questo caso il va-
lore di ciascuna y non potra esser dato che per mezzo di una
equazione del grado ¢, la quale comprendera tutti i valori di y
corrispondenti ad un medesimo valore di ¢.
8Sia per esempio t=f.(z', 2", 2""), y=F.(2', 2*'); scriven-

do per ordine i valori diversi della y ed i corrispondenti della ¢
avremo

v, t, ¢, ", ", ", ", ec

yl’ y"o ym’ y”', yv, yl'l’ yV", ec.
onde a ciascuo valore della ¢ corrispondono tre differenti valori
della y. Dovremo perecid considerare la trasformata 7*=o, e
troveremo i valori della y espressi a tre a tre per mezzo di equa-
zioni del terzo grado .

1 9‘
8i pud ancora ridurre la soluzione di questo secondo caso a

quella delle funzioni simili. Siano infatti Y.y, ", y(c)
i c valori della y corrispondenti a ¢', la funzione

SOy ¥y, ..., y(c)) sard simile a ¢/, per.cb(% si manterra
costante o si cangerd per tutte quelle permutazioni tra le radi-
ciz', 2", 2", ec., per le quali ¢ conserva la medesima forma o

la muta. Quindi ponendo in luogo di ¥ una funzione della for-

ma f(y,y",y",..., y(c)) potremo determinare i valori di
essa per i corrispondenti della ¢ col metodo del num. 5., ed in
questa ricerca adopreremo la trasformata pid semplice T=o,
che ha per radici i soli valori differenti della funzione ¢ . Cosi
conosceremo tutti i coefficienti di quella equazione, che ha per

radici i valori o', 4", 4™, ... y(c) » perché ciascuno di questi

coefficienti & necessariamente della forma f.(y’, 5", ¥'",..., y(c)).
I medesimi coefficienti saranno in generale determinabili razio-
nalmente per quelli della proposta e per un valore #' della ¢.
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Ma se questa ' in grasia delle particolari relazioni tra le radici
a', z", x'", ec. ayesse altri valori egnali, i coefficienti medesi-
mi dipenderebbero allora (6) da una equazione del secondo gra-
do, del terzo, ec.

10.

Parrebbe a prima vista, che il metodo stesso del paragrafo
antecedente applicar si potesse al caso del num. 6., in cui le due
fungioni.¢' e ¢’ sono eguali per i particolari valori delle radici
a', z", z", ec. Ma con un poco di riflessione ci persuaderemo,
che s’ingannerebbe chi pensasse in tal guisa. Poiché il valore
di y'+y" ci verrebbe dato da una frazione, la quale avrebbe
per denominatore la medesima quantita 7’1, che svanisce nel
caso di ¢=t'; onde ci troveremmo soggetti al medesimo incon-
veniente. Potrebbe questo invero evitarsi, se in luogo della tra-
sformata T==0 prendessimo quella equazjone che ha per radici
le diverse funzioni t'4-t" , t'4-t"', "4t , ec., ove la t'+-t" cor-
rispondente ad y'+y" non ha altri valori eguali. Ma bisognereb-
be sottoporsi al lungo calcolo, the esige la ricerca di questa
nuova trasformata, e ripetere tutte lo altre operazioni, dalle
quali dipende il valore di y'4~y" . Il metodo del num. 6. ¢ in-
‘comparabilmente pit semplice, perché non obbliga a nuovi cal-
coli, ma profitta di quelli gia fatti; e ci mostra quanto vantag-
gio apporti Papplicazione del Calcolo Differenziale alla teoria
dell’ equazioni. Senza che io I’avverta, si vede che simili rifles~
sioni possono farsi relativamente ai casi, nei quali un maggior
numero delle funzioni #', ¢, ¢, ec. si trovano eguali in vigo=
re delle particolari relazioni tra le radici z’, 2", 2", ec.

11,

Ponghiamo finalmente, che niuno dei due casi precedenti
abbia luogo, cioé che ‘non sia n un multiplo di »', né n' un .
multiplo di n. In questo terzo caso si scrivano tutti i valori di
¢t , ammessi anche quelli, nei quali la ¢ non varia, ed i corri-
spondenti della y; poi dei valori eguali della ¢ si ritengano quei
soli, ai 1ua1i corrispondono differenti valori della y, e si riget-
tino quelli, per i quali tanto la ¢ che la y si mantengono co-

stanti. Avremo coml ridotto questo caso al secondo, perché a
Tom, 111, 18
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ciascun valore della ¢ corrisponderd un dato nuinero di valori
diversi della y.

Sia'per-esempio ¢ della forma,f.(2', 2")(z", z!"), y della
forma F.(z'4-z""+2""), ed il grado della proposta =4 ; sard n=6,
n'=4, cioé né n un multiplo di n', né n' un multiplo di n. Sic-
come la funzione t'=f.(z', 2"')(z"', ’¥) non varia quando ' si
cangia in 2'', o quando x™ si cangia in 2’7, avrd la ¢ quattro
valori eguali, che saranno i seguenti;

f.(:t' ,z") (=", '), f.(x" , x’)(a.-'" , xw) ,ﬁ(z.l’ z")(‘.'.'.n" .1,""') ,
f.(ar", sr)(z.;v’ xm) .
A questi corrispondono i quattro valori della ¥
F.(2'+x"+2"") , F.(2" 42" +2"") , F.(2' 42" 42", F (2" +2'4+2""),
i quali sono eguali a due a dne. Dunque non ammetteremo che
due valori eguali della ¢/, ai quali corrisponderanno dae valo-
vi differenti-della y. Ripetendo il medesimo discorso per gli al-
tri valori della ¢ vedremo che a cigscano dei valori differenti
della ¢ corrispondono due diversi valori della y: onde potremo
adoprare i metodi del secondo caso, ponendo c=a. ’

Viceversa se sard ¢ della forma F.(x'4z"+-z""), ed y della
forma f.(z', x")(z", x'%), la funzione t'=F.(z'+-z"+="") avra §
sei valori eguali seguenti
F.(z'4z"42"), F.(2"+x'+2"), F.(2""4-&" +2"), F.(a'42""+-2") ,
F.(2"4z""4x"), F.(z"4z'42"),
ai quali corrisponderanno i sei valori della

f.(a:', .’l:")(:l‘"' , z"),f.(x",x’)(x"', x1?) ,f.(x"', z")(.r',x"),
£, )", 2l?), fa )  at) , f(x", &) ", o)
che sono eguali a due a due, Dunque a ciascuno dei valori dif~
ferenti della ¢ corrispondono tre valori diversi della y, e percid
nell’applicare a queste esempio i metodi del caso secondo dob-
biamo porre c=3. : ~

12,

Dalle cose precedenti si pud concludere, che chiamate #
ed i due funzioni qualunque delle radici 2', ", 2", ec. di
una equazione proposta, se queste funzioni sono tali, che tutte
le permutazioni tra le radici «', =", 2™, ec., le quali fanno va-
riare la funzione y, facciano nel medesimo tempo variare la
fanzione ¢, potremo avere il valore di iy espresso razionalmente
per £ e per i coefficienti della proposta, in guisa che conoscen-

-
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do un valore di Z conosceremo subito il valore corrispondente
* di y. Cid & vero in generale; poiché se in grazia delle partico-
lari relazioni tra le'radici’ z', z"”, z', ec. il valor cognito della
¢ me avesse altri eguali, allora il valore corrispondente della y
dipenderebbe da una equazione di tanto grado, quanti sono i
valori eguali della 2, ed i coefficienti di questa equazione sareb-
bere funzioni razionali di 2. - : '

Ma se la funzione ¢ conserva il medesimo valore per alcu-
ne permutazioni, le quali fanno variare la funzione y, non si
potra trovare il valore di iy in £ che per mezzo di una equazio~
ne del secondo grado, se al medesimo valore di ¢ corrispondono
due valori differenti di v, o del terze grado se ad un valore di
¢ corrisponderanno tre valori diversi della 4, e cosi in seguito.
I coefficienti di quest’ equazioni saranno in gemerale funzioni
razionali di #; in modo che conosciuto un valore di # avremo
i corrispondenti valori di y per la semplice risoluzione di una
equazione del secondo, del terzo grado, ec. Se perd il valore
dato della ¢ ne avra altri eguali dipendentemente dai particola-
ri rapporti tra le radici 2, 2", 2", ec., in tal easo apche que-
sti coefficienti dipenderanno da una equazione del secondo gra-
do, del terzo, ec. .

13.

Il modo, con cui (5) abbiamo disposte le serie ¢' , "', ¢, -
', ,ec;y ,y" , 9", ¥, ec. & quello, che conduce alla
pil semplice goluzione del problema. Ma stando ferma la pri-
mg serie potremmo prendere per primo termine y' della secon-
da qualunque altro valore della funzione y, purché gli altri si
disponessero in ordine tale , che tutti successivamente nascesse-
ro dal primo per quelle permutazioni, per le quali nella prima
serie dal termine # nascono gli altri ¢, ¢" , ¢/, ec. La nuo-
va funzione '

. td’y'-o-t"}’y"-o-t"d’ y' ... .H(n)p y(") ,

che nascerebbe da questo sistema, sarebbe anch’essa invariabi-
le per qualunque permutazione tra le radici 2’ , 2" , 2", ec.,
ed otterremmo egualmente ciascun valore della y espresso per
quello della z, che nella nuova disposizione gli corrisponde .

Coe} per esempio, se y & della forma F.(2')(z"), invece di di-
sporre i valori della x nell’ordine ,
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F.(z')(2"), F.(z")(z'), F.(=")(="), F.(«') ("), F.(z")(=""),
F.(z"")(='), ec.
il qudle ‘ponghiamo esser coerente al modo da noi adottato nel
num. 5., potremo prendere per primo termine un altro valore
F.(z")(z'), ed otterremo la serie .
R(xll)(xl){ F.(xl)(x") , F.(x")(x'")’ F.(x"l)(x'), F.(z"’)(.p’f),
F.(z')(x"), ec. -
Nel primo caso avremo espressa per ¢ la funzione F.(z')(z"),
nel secondo la funzione F.(z")(z'). Cosi prendendo per primo
termine uno dopo I'altro tutti i valori della y, potremo deter-
minare ciascuno di essi per un solo valore #' della funzione ¢ .
Ma allontanandoci dal primo sistema incontreremo spesso
Tinconveniente, che i valori di y siano determinati per mezzo
di equazioni di un grado pil elevato, lo che si rendera sensibi-

le con alcuni esempj. Sia #'=f.(2")(=")(=") . . . (a:(P)) , la qual
funzione cangia di valore a tutte le permutazioni tra le radici

2", 2" ,... w(P ) , ed y sia una funzione rappresentata da
F.(2')(z")(="). .. (x(q)) , OVé g é = 0 <p . Ponendo secondo il

primo sistema y'=F.(2)(z")(z"") . . . (x(q)) troveremo (7) tutti
i valori della y espressi razionalmente per i corrispondenti del-
la #. Lo stesso accadera, se faremo y’ eguale ad un altro valo-
re della y, purché questo non contenga che le radici

,z",2",... z(p) » le quali sono comprese in ¢’ , per esem-

pio y'=F.(z"")(z")(=") . . . (x(q)); perché le medesime permuta-
zioni, che fanno variare la funzione y', faranno insieme variare
la funzione ¢, e quindi a ciascun valore della ¢ corrispondera
un solo valore della y. Ma se prendiamo per primo termine y'
un valore della y, il quale contenga una o pid radici diverse da
quelle comprese nella #', allora i valori della y non saranno de-
terminabili razionalmente per quei della ¢, ma dipenderanno
da equazioni di grado pitt o meno elevato secondo il numero
delle radici diverse, il numero p, ed.il grado m della proposta.

Facciamo per esempio y'=F.(xF +")(z")(z"). . . (:v(q)), ove una
sola radice z/ ") ¢ diversa da quelle contenute nella ¢'; &
chiaro che la y' si cangera di valore, se in luogo di P+ por-
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remo le altre radici x(P+2), :c(p+3), - x(m) , e che per lo -
niedesime peraiutazioniCld .#Cconservera il suo valore . Dunque -
al solo valore ¢' della ¢ corrisponderanno m—p valori diversi
della y, e percid la ¥' non potra determinarsi per la ¢, che
per mezzo di una equazione del grado m—p. Cosl se prendiamo

y'=F.(x(p’H)) (.z'(p""))(x'") or (a:(q)) in modo che siano due

le radici diverse da quella della ¢, cioé x(p'H) ,ed x (p+2) 3
se queste si varieranno tra loro, o se in luogo di una di esse

porremo le altre radici a:(p -+3) N x(p+4) ye s w(,m) » 1a y' si can-
gera mantenendosi la medesima la #'; onde la 5’ dipendera da
una equazione del grado 2(m—p—1). In generale se 7 ¢ il nume-
10 delle radici contenute nella y' diverse da quelle comprese
nella ', la y' sara determinata per la ¢ mediante una equa-
zione del grado r(m—p—r+1).

Ponghiamo adesso #'=f.(«', x")(z"")(x"") . . . (x(p)),la qual
funzione cangia di valore a ‘tutte le permutazioni delle radici

', =", 2",... 2(P) eccettuata quella di 2’ in 2", ed y sia una

funzione rappresentata dalla forma F.(z',z")(z"")(z"").. .gz(q)).
essendo come sopra g= o0 <p. In questo caso, perché i valori di
& siano espressi razionalmente per quei di ¢, bisogna non solo
prendere per primo termine y' una funzione, che non contenga
radici diverse da quelle della ¢', ma di pid conviene che in es-
sa le radici 2/, 2"’ permutandosi tra loro, ma non mai con le al-
tre radici 2’", 2’7, ec. rimangano nei primi due posti. Infatti

se facciamo y'=F.(z', 2")(z")(2'") . . . (= 9)), questa funzione
cangera valore quando si muta 2’ con =", per la qual permuta-
zione la ¢' conserva il suo valore; e quindi Ey non potra deter-
mit:iatsi per la ¢/, che per mezzo di una equazione del secondo
rado.
¢ Simili riflessioni potranno applicarsi alle altre forme , e da
esse risultera, che in generale il primo sistema da noi adottato
nella disposizione dei valori della ¥ & quello, da cui nasce la
pitt semplice soluzione del problema. I medesimi principj c¢’in-
dicheranno, in quali circostanze possiamo da quel sistema al-
lontanarci senza inconveniente , o ancora con vantaggio. Per



118 ' OPUSCOLO IL
mostrare con un esempio, che anche quest’ultimo caso pud ac-

.cadere, ponghiamo £'=f.(z', ", 2", ..., =" ), ed y della
forma F.(z'). Se facciamo il primo termine y'=F.(z'), dovremo
determinare ciascun valore della y pel corrispondente della ¢
mediante una equazione del grado m—7 ; e lo stesso accaderd se -
;l)er primo termine prenderemo qualunque altro valore della y,
il quale contenga una delle radici comprese nella ¢'. Ma se pon-

ghiamo y‘=F.(x(m)), ¢ facile il vedere che questa funzione si
manterra costante per tutte quelle permutagioni, le quali non
fanno variare la fupzione #'; onde in questa disposizione dei va-
lori della y otterremo ciascuno di essi espresso razionalmente
pel corrispondente valore della ¢ . Possiamo spiegare questa sin-

golaritd coll’ osservare che z'+z"+r" . .. +z' ’=a, chiaman-
do —a il coefficiente del secondo termine della proposta; poicheé

sostituendo il valore di x(m) abbiamo
y'::F.(x(m))=F.(a—x'—x"—x"’ “e -x(m_’)) , ciod della forma

g.(z', 2", 2", ..., x(m’—’)) , e quindi la funzione y' essendo

simile alla funzione ¢ & (5) determinabile razionalmente per
questa. .
14.

Il problema risoluto nei numeri antecedenti comprende
come caso particolare quello, da cui dipende la risoluzione
dell’ equazioni , il quale consiste nel dedurre il valore delle ra-
dici ', =", 2™, ec. dal valore di una funzione qualunque del-
le medesime radici. Chiamata # questa funzione, se porremo =
in luogo di y, i metodi precedenti ¢’ insegneranno a.trovare i
valori di x per meazo dei corrispondenti valori della £. Rimane
a scegliere per ¢ una funzione tale, che la trasformata di cui
essa ¢ radice, sia di un grado meno elevato di quello della pro- .
posta, o almeno presenti solo per la sua risoluzione le difficolta
dei gradi inferiori. Di piti conviene che I’equazioni, per mez-
zo delle qusli dalla funzione ¢ si determivnano le radici, siano
anch’esse di un grado minore di quello della proposta. Passia-
mo a vedere come in grazia dei principj stabiliti si possa diret-
tamente ottenere la risoluzione Sell’equazioni del secondo, ter-
zo , € quarto grado.
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15.

Incominciando dalla equazione di secondo grado
Z*~-ax-+b=0 cerchiamo il valore di una funzione delle radici
a',x" ,dalla quale ricavar si possa quello delle radici medesime.
Chiamiamo f.(z')(x") questa funzione, e siccome essa ha due di-
. versi valori f.(2')(z") e f.(z")(z"), condurrd necessariamente ad
una equazione del secondo grado. Conviene eccettuare il caso,
in cui la funzione f.(z’)(2"") non cangi valore alla permutazione
di 2’ in 2", cioé abbia la forma f.(z', '), perché allora essa
dipenderebbe da una equazione del primo grado. Ma in tal caso
corrispondendo a questo unico valore di f.(z', ") le due diver-
se radici z' ed x”, non potra ciascuna di esse determinarsi, che
per mezzo di una equazione del secondo grado, che sard la pro-
posta medesima. Siccome adungue la funzione cercata, perche
possa condurre alla risoluzione della proposta, deve necessaria-
mente dipendere da una equazione del secondo grado, procuria-
mo almeno che essa sia mancante del secondo termine, accid

o0ssa risolversi mediante la sola estrazione di una radice qua-
grata . Per ottener cid converra che la somma delle due funzioni
f(2')(=") e f.(x'")(z') sia zero, cioé che esse siano eguali e di se-
gno contrario; alla qual condizione si pud soddisfare in infinite
maniere. Ma per trovare una fungione soddisfaciente della for-
ma la pii semplice ponghiamo f.(z')(z")=Pz'+-Qz", ove P e Q
sono quantita indipendenti dalle radici 2', z”"; avremo
J-(&")(z')y=Pz"+Qxz’, e poiché dev’ essere Px'+-Qz"=Pz"-Qq’,
ne ricaveremo Q=—F, e P potendo esser qualunque per pid
semplicitd la faremo —1. Sard dunque 2'—z"" la funzione ri-
chiesta, e moltiplicando insieme i due fattori t-2'4=z", t-x"4-2'
avremo ha trasformata ¢%+-3x'zx"—z'2—~2"9=0, la quale a moti-
vo'di 222" =33z 2 =—(2' 42" ) 3 ht' 2" =ma+-4b diventera
t°—a®4-4b—o. Essa ci dard le due radiei #'=}/(a°~4b), -
t'==—/(a®—4b), e per queste col metodo del num, 5. espri-
meremno razionalmente le radici 2', 2" della proposta. Ma. piu
facilmente potremo cid conseguire mediante I’equazioni
Z'4a'=—a, V=2'—x"=\/(a®—4b), dalle quali subito ricave-

remo x’=_°+‘/(an_4b) , '= —a—i/(a2~4}) .
Py Py
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16.

-/ Sid 'data I"equazione del terzo grado
z 8 4bx4-c=0, .
che per pid semplicitd supponghiamo priva del secondo termis
ne, e cerchiamo una funzione delle sue radici, dalla quale otte-
ner si possa il valore delle medesime radici. Prendiamo, la piu
semplice forma Pz'+-Qz"+Rz", ed eseguendo tutte le possi-
:)ili permutazioni tra le radici 2', ", 2" troveremo i sei va-
ori
1. Pz’ 4+-Qz" +-Rz" 2.° Pz" 4-Qz' +-Rx""
3.0 me_._an_._er 4.0 Px' +Qa:"’+R:v"
5.c Px" +Q.'c"'+Rx' 6.0 me_'_Qa_v +Rx"
e la trasformata, di cui & radice la funzione assunta, sard del
sesto grado. Per poterne fare uso vediamo se ¢ possibile che sia
risolu%ile a guisa di quelle del secondo, cioé¢ che abbia la
forma
t*—At'+B=o.
In tal caso chiamate %*, k* le radici della equazione .

%%—Az+-B=0, in modo che sia A= A'H/(‘: 2—4B) ,

k':A_'/(‘:'—"B) » 1a trasformata prenderd la forma

(¢2—A%)(t*—k*)=o0, e le di lei radici saranno %, ak, gk, k,
ek, Bk, ove 1,a,f sono le tre radici cubiche dell’unita . Si
osservi, che 1, a, e f§ essendo radici della equazione ri—i1=o,
avremo il loro prodotto af=1=a*, e percid f=as ; di pid
I-+a<+a%z=0, perche nella equazione r¢-~1=0 manca il secondo
termine ,

Conviene adesso determinare le quantitd P, Q ed R, per
che le precedenti funzioni abbiano tra loro quelle relazioni, che
sussistono tra le quantita %, ak, a%h,ec. Ora se facciamo il
valore Px'+Qx"+-Rx"'—=hk , dovra un altro valore essere =ah ,
ma per questo non pud prendersi indifferentemente qualunque
altro, perche se si prendesse il secondo, sarebbe
Pa"+Qz'+Ra"'=a( Px'+Qz"4Rz") , ciot Q=aP , P=aQ,
R=aR, le quali equazioni dandoci a==1 non possone sussiste-
re, giacche¢ a & diversa dall’unitd. Lo stesso accaderebbe, se
facessimo ah eguale al terzo e al quarto valore: mase lo poas
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ghiamo eguale al quinto, avremo
Pz"4-Qx"" 4 Ris'=a Pz'44Q 2"+ Rz""), ciod R=aP,Q=aR=asP,
P=aQ=as P, e quindi a*=1, com’esser deve. Sostituendo nel-
le funzioni i valori trovati di Q ed R, e facendo per piu sempli-
cita P=1, vedremo essere

1.° 2’ 4-a3z" 4azx'"=h . 2.9 2" 403" 4-ax'l.
3.0 z."'4-a°$" -'-ax' 4.0 wl +aaz’"+ax"
5.0 z" 4adg""4-ax'2=ah 6.° 2"4a32 +az''—ash.

Gli altri tre valori 2.° , 3., e 4.° rappresenteranno le radici
%, ek , a®k in tre diverse combinazioni, che sono le seguenti;

(a) 3.0=k 4.0=vk 8.o==ask
)] 3.o=k a.o=ak 4.0=ak
(c) 4°=k 3.0=ak 2.°=a%k

Nel primo modo sara k=2"+a%z'+az"", nel secondo
k=z"4-022"ax’, nel terzo k=2'4-a%z""4-az", i quali valori
sono tutti diversi, ma i loro cubi sono li stessi per le relazioni,
che regnano tra loro.

Per calcolare la trasformata abbiamo A=h*+k*, B=h*k*;
e siccome in questi valori non entra che il cabo di £, essi sa-
1anno i medesimi, qualunque si usi delle tre antecedenti ma-
niere, e ia stessa percid la trasformata. Sard dunque
A= x'*a.z"*“xl") .*(wﬂ_‘_agz'm"'). ’
B=(z'4+a2z"4-ax'")*(z"+a’r'+ax")*, svolgendo i quali valo-
ri, che sono funzioni invariabili delle radici della proposta, e
ricordandoci che a®*=1, ed a4-a8=~1, troveremo con le solite
regole A—=—a7c, B=—a7b*. Sostituendo questi valori avremo

s T )

© quindi due radici della trasformata sono

3 P co bs 3 r cs b
e le altre quattro ak, a%k, ak, a3k, e per mezzo di queste, che
sono tutte differenti, potremo razionalmente esprimere le radi-
ci della proposta. Ma cid pid facilmente conseguiremo median-
te I’ equazioni
x'-ad " ax''=h
&40 2 -0z ==k
&'z z'"'=0
dalle quali si deduce ;
‘om. II.[. 16
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l_h"'ak u_ah‘."k " as(h=-k)
=3 s o F = 3 ’

Questi valori delle radici dipendono dalla combinazione
(a): per aver quelli che corrispondono alla combinazione (2),
convien fare egnale a k la funzione a''4-a3z'4-ax’, cioé de-
terminare le radici per mezso dell’equazioni

zl*a’x"*ax'”=h
xll'M.IllMxld
&'z 4z""=0
le quali ci daranoo
z,_h-o-aﬂk , x,,_a(b-b-lr) m_ k+ash
=3 ="3 *¥ ="z
Se finalmente ci prevarremo dell’ equazioni
xl-._agx"wx"l:h
x’”’x”'*a.t":k
z'z' z"'=0
i)rendendo per k la funzione z'4-a9z"'4-az", che corrisponde al-
a terza combinagione (c) , otterremo -
;:,_h_-_'-—’c , ."t"— ah+ask z'— ak+ash
=S FETI ST

Invece di porre h eguale al 1.° valore della fansione po-
tremmo prenderla eguale al 5.° o-al 6.° valore, come abbiamo
fatto relativamente alla &; ma facilmente ci assicureremo, che
queste nuove combinazioni non porteranno sistemi di radici di-
versi dai tre a’ntecedent.i. Infatti si scorge a colpo d’occhio, che
per esempio 1 equnmo:"w’zmm'zh

z'lﬂaxlml"d

x'+2"4-z""=0
ci daranno per z", 2™, 2' quei medesimi valori, che nel terzo
sistema abbiamo respettivamente ottenuti per 2', z”, 2’ .

Abbiamo adunque tre differenti sistemi di radici, e siamo
in dubbio quale di essi rappresenti le radici della proposta. Tale
incertegza nasce dal trovarsi nella trasformata z¢-27cr8-a7b*=0
il solo cubo 5¢ del coefficiente & della proposta, il qual cubo si
mantiene lo stesso, se in luogo di & si pone ab ed a%b; in mo
do che la medesima trasformata appartiene egualmente alle tre

equazioni
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xt 4+ bxr4-c=o0
(.A4) o} +-abx-4-c=0
23 <4-a3bx+-c=0
ed egualmente serve alla ricerca delle loro radici. Onde non
deve far maraviglia, se questa trasformata ci ha dato tre diversi
sistemi, i quali rappresentano le radici di tre diverse equazioni.
Per venire in chiaro, da quale di questi sistemi siano
espresse le radici della proposta, consideriamo la funszione
a'z"+x'z""+2"2", "la quale sappiamo dover’essere eguale al
coefficiente 5 della z nella proposta. Ora questa funzione

. . . - ahk .
a'z" 4o’z 42" 2" si trova nel primo sistema =7, nel se-

condo =—-£§}i , nel terzo =—h? , @ I'equazioni

3 c c® b 3 ¢ cd b
=y ) G Db =y T G39)
ci danno T=-b' Dungqpue il terzo sistema & quello che presen-

ta le radici della proposta.
Se si moltiplicano tra loro le tre equazioni (4), ne nascerd
I’equazione razionale del nono grado
2% 4+3cx s 4-(3cr4-b?) 2t 4ct=0,
ed i tre sistemi trovati ci danno tutte le nove radici di essa. A
questa medesima equasione si giungerebbe, se si volessero eli-
minare i radicali dalla equazione

S S G

7

Passiamo all’equazione del quarto grado
TA-ax24-br+r=0,
dalla quale & stato tolto il secondo termine, e¢ procuriamo di
trovare una funzione delle radici, che al solito supporremo del-
la forma pit semplice Pz'+Qz"+-Rx""+4-Sx'", la quale dipenda
da una equazione meno elevata, o pid facile a risolversi che la
proposta. Questa fungione presa nella sua generalita dipende
da una equasione del ventiquattresimo grado; ma se la rendia-
mo pid particolare.facendo P=Q, il grado della trasformata
scemando della metd si ridurra =12, e diverra —6 se faremo
ancora R=$, In questo caso i sei valori diversi della funzione
saranno

- [
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P(z'4=2" )4-R(z""+z!"}, P(z" 4zt )+ R(z' 42"},

P(2'4+x"")4+R(z" 4+-2'Y), P(z" a=z!”)+R(x'4-2""") ,

P(2%2!") i R(x" 4-z""),  P(z" +x"")+R(z'+217),
e se volessimo diminuirne il numero, li renderemmo tutti iden-
tici; onde la funzione diverrebbe allora inutile per la ricerca
delle radici della proposta, poiché ad un solo valore della fun-
zione corrispondendo tutte le quattro radici «', 2", =, =7,
non potrebbero (8) queste determinarsi che per mezzo di una
equazione del quarto grado, che sarebbe la proposta medesima.

Siccome adunque la trasformata dev’essere necessariamen~—
te del sesto grado, procuriamo almeno che essa presenti sola-
meate le diﬂgcolti dei gradi inferiori al quarto, cioé che sia de-
rivativa del secondo o del terzo, E poiché dalla forma della
funzione chiaramente apparisce, che non pud conseguiyggi I’ in-
tento nella prima maniera, vediamo se sia possibile di ottener~
lo nella seconda, cioé se possa ridarsi la trasformata ad esser de-
rivativa del terzo grado, o sia della forma

294 Az*4-Bz34-C=0,

Ora se chiamiamo 2', 3, 2" tre radici di questa equazione, le
altre tre saranno —z', —sz", —z'"’; dunque converra fare in mo-
do, che i sei valori della funzione soddisfacciano a questa con-
dizione. Cio facilmente conseguiremo ponendo R=—P , perché
quei valori diventeranno

P(z'a-z" —z""—zI7) , P(z"4x""—2'—2"),
P(z-’+x"'—x” —.z") . .P(x" +a:"—;r'—z"') ,
P(&"—l—x"—z" _"vr) . P(z" -o,-:r"'-.,z"-—x") ,

ed a tre di essi eorrisponderanno.altri tre eguali e di segno con-
trario. La quantita P potra esser qualunque, ma per pit sem-
plicitd la porremo eguale all’ynita. .

Facciamo vella trasformata z3=¢, ed otterremo I'equazio-
pe del terzo grado

t'-Ats4-Bt4-C=0,

di cni le radici saranno (z'4-z"'—z""—x!”)1 , (2'4z""—z""—21%)9,
. (#'#a!T=2z"—z")s | Se moltiplichiamo tra loro i tre fattori
e e e 60 LT S S S VL L g LI o [ LA TN
e ne paragoniamo il prodotto con I’ equasione in ¢, ne ricave-
remo i coefficienti di esta espressi per mezzo di fungzioni inva~
riabili delle radici della proposta, e percid calcolabili con le son
lite regole. Eseguito questo calcolo si trovera 4=8a,

-~ ————
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B=16a%=~64c, C=—0645b°, ¢ ]a trasformata in ¢ sard
t4-8atd 4 16(as=4c)t—64b2=o0.

Siano ¢, t", ¢" le tre radici di questa equagione, e sen-
za ricorrere al metodo generale si esprimeranno per esse le radi-
ci della proposta nel modo seguente. L’ equasioni .

(' +a" " =gV ) 9t
(zlﬂlll_wu —@")‘:f'
(zlﬂl'_w” -_GH')’#"
mediante I’estragione della radice quadrata ci daranno
&' At g ! Y=ty /¥
“.I_._a,l"-xll _le=#/t"
zl“lv_zn_xm‘:q/‘m .
Aggiungiamo a queste I’ equagione a'+-z"«-z'"+2'"—0, che na-
sce dalla mancanza del secondo termine nella proposta, e facil-
mente ne dedurremo

= %(::;/f:q/wq/f")
z”:-‘;—(:iq/t':q/t"qq/t’")
"=/ IR/
Py ':%(:q/t’;:‘/t":q/t’") .

Combinando i segni di ciaspun radicale in tutti i modi
possibili troveremo per 1’espressione delle radici 2', 2", &, z'”
solamente i due diversi sistemi

X ) L/ ey
FVe-vEve TR e
TR/ HH =)/ g /)
e i e v\ e L 2
il primo dei quali contiene quelle combinazioni, ove il segno
del prodotto |77 . | /t". | /" & positivo, il secondo quelle, nel-
le quali il medesimo prodotto é negativo.

Questi due sistemi ci daranno le radici della proposta, e
quelle di una diversa equazione. E cosi esser doveva; perchd



126 OPUSCOLO IL

la trasformata in ¢ contenendo solo il quadrato della &, il qaa-
le non varia quando & si cangia in —2, serve egualmente alla
ricerca delle radici delle due eguazioni
Zr4-ardpbr+c=—o0
) 2A4-ar® —bra-c==0. ’
La prima di esse si cangia nella seoonda, se vi si pone —x in
Inogo di x, e percid la seconda: ha le medesime radici che la
prima, ma prese col segno contrario; e tali pur sono I’ espressio-
ni delle radici nei due precedenti sistemi.
Per vedere, quale di questi sistemi appartiene al caso di &
positiva, e quale a quello di 5 negativa, ripigliamo 1'equazioni
s ‘/tl ml-.‘r" _z'"-_\z"
V' =z’ 4z e’ —x1”
‘/t’"——zl*x"“q,""x",
e moltiplicandole insieme avremo |/7'. | /t". |/t espresso per
una funzione invariabile delle radici della proposta, che trove-

remo =—§‘- quando :;ella proposta il coefficiente di x & 45, ed

=—:— quando questo coeficiente & —5. 11 segno _at"hlmque del

prodotto /¢, | /t". | /t" dovra esser negativo nel primo caso,
e positivo nel secondo, e quindi il seconde sistema di radici
apparterra all’equazione, in cui-il coefficiente b di x & positivo,
il primo a quella, in cui il coefficiente —b di x & negati-
vo. Potevamo render pitt brevi le precedenti risolusioni, spe-
cialménte quella dell’equazioni del terso ‘grado, se aveasimo
subito dcelta quella combinazione, che ¢i conduceva alla riso-
luzione della proposta. Ma abbiamo amato meglio di tener la
via piit lunga, perché altrimenti avreamo lasciati ignorare ai
nostri Leggitori i motivi, che ci avevano determinati a tale
scelta, ed avremmo forse anco potuto in essi indurre I’ errore,
che qualunque combinagione sia egualmente adattata a farci
conseguire I'intento. - -
18.

Le funzioni delle radi¢i da noi considerate nei due numeri
antecedenti non sono le sole, che tonducano alla risoluzione
delPequazioni del terzo e del qnarto grado; ma vi sono infinite
altre funzioni, le quali producono il medesimo effetto . Noi
contenti di avere ottenuto 1’ intento mediante le fugzioni della
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pid semplice forma rimetteremo quei dei nostri Leggitori, che
desiderassero una'piti ampial istruzione alle citate Riflessioni di
Lagrange. La generale ricerca delle funzioni opportune allo
scioglimento di questo problema era pil interessante, quaudo
si sperava di trarne qualche lume per la risolusione dell’equa-
zioni del quinto grado. Ma questa speranza ¢ del tutto svanita,
dopo che 'insigne Geometra Ruffini ha dinostrato essere im-
possibile 1a generale risoluzione dell’equazioni di grado superio-
re al quarto. Sarebbe per noi troppo lungo I’entrare nei dettaglj
della dimostrazione di questo importante teorema, la quale pud
vedersi nella eccellente Teoria deil’equazioni pubblicata da
questo Autore. E qul giova osservare che la risoluzione genera-
le dell’equazioni, i progressi della quale &i devono agli Anali-
sti Italiani Scipione Ferri, Tartaglia, Ferrari, Bombelli, ha ri-
cevuto il suo compimento per opera di due Italiani Geometri .
Lagrange e Ruffini. ‘
19. ‘

Ma quantunque non si possano risolvere I’equazioni gene-
rali di un grado superiore al quarto, vi sono perd molte equa-
zioni particolari, le quali sechbene di un grado pii elevato del
quarto si possono risolvere, perché sono abbassabili ad un grado
inferiore. Ogni equazione é suscettibile di una tale riduzione di
grado, quando esiste qualche particolare relazione tra alcune
delle sue radici. Allorché si eonosce questa relazione o per la
forma della equagione data, o per la natura del problema, da
cui ¢ nata la medesima equazione, i metodi precedenti ¢’ inse-
gneranno a conseguire quell’abbassamento, di cui la proposta &
capace, come qul brevemente mostreremo . Sia dunque-data una
equazione del grado m, di cai le radici siano espresse con le let-

f m . .
tere ', ", 2", ... a:( ) , e sapponghiamo che si conosca un

particolare rapporto tra le radici 2/, 2", ="', . . =(P) Questo
rapporto ci condurrd ad una equazione, in cui il primo mem-

bro sard una funzione delle r;u_lici z,z", 2", ... x(P) , ed il
secondo una quantita data K; in modo che conosceremo il valor

K di una funzione f.(z')(z")(£") . .. (x(p )) , la qual funzione,
come pure il di lei valore X, supponghiamo razionale.

+
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Ponghiamo primierameate che la relazione data abbia luo-

go tra'le sole radici ', 2", 2",... =P , ed in una sola ma-
niera, di modo che cessi di sussistere per qualungne permuta-

zione tra le radici 2', 2", 2",. .. '3(m) . In tal caso facendo
t'=f.(z')(=")(=™) . .. (.r(P )), ed y' successivamente

=z, 2", z", ...z ) , siccome il valore ¢’ della funzione non
ne ha altri eguali, potremo {13) esprimere ciascuna di queste
radici rasionalmente per ¢' cioé per K; onde saranno tutte com-
mensurabili. E tolte-queste radici dalla proposta mediante la
divisione per i corrispondenti fattori, essa si ridurra al grado
m—p, ed ammetterd una soluzione completa, se m—p non
‘ N . - . . .

20.

Se la data relazione sussisterd in pid maniere, ciod se la

forma della funzione f.(z)(2")(2=") . .. (a:(p)) sard tale, che es=
sa conservi il medesimo valore K per varie permutasioni tra le
radici, convien distinguere tre casi, secondo che queste permu-

tazioni si fanno tra le radici #', 2", 2™,... ), o le medesi-

me radici 2', 2", 2™, ... x(p ) si permutano con le altre '
s(p+‘), a'(P -o-a)’ zu ; 3), ec., o finalmente le radici &', =",
2", ... 2P g cangiano e tra loro e con le altre 2P+ ,
D (p+3)
L] ’ .
Pet incominciare dal primo caso ponghiamo che la funzio-

ne data abbia la forma f.(2’, z")(2") . .. (z(P )), la quale con-
serva il medesimo valore K per la permutazione di &' in z"”.

- Facendo y' successivamente =2"', z/”, ... =P troveremo co-
me sopra tutte queste radici espresse razionalmente per K; ma
se facciamo y’=z', siccome al medesimo valore K corrispondo- -
no due diverse radici ', z’, queste non potranno esprimersi ra-
zionalmente per K, ma verranno date da una equazione del se-
condo grado

N X8 0x-+-b=0,
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ove i coefficienti a e b saranno razionali. La proposta avra, co-
me sopra , un fattore commensurabile del grado p, e divisa per
esso si ridurra al grado m—p.

Piu generalmente se la funzione data avra la forma

J&, 2", 2", .., x(q))(x(q'“)) cee (x(P )), I’istesso discorso

ci mostrera che le radici 2/, 2", . . . 27/ dipenderanno da una
equazione del grado ¢ )

29 4axT " b9 e 3 e, =0,
ove i coefficienti a, b, c, ec. saranno commensurabili, e le al-

tre radici :v(q*l). 2(9+3) s e x(P) saranno razionali. In tut-
te le combinszioni, che ammette questo primo caso, la propo-
sta sard abbassabile di grado, eccettuata quella, ib cui fosse

g=p=m, poiche allora tutte le radici ', 2", 2™, ... =™ gi.
penderebbero da una equazione del grado m, che sarebbe la
proposta medesima. Dal che apparisce, che le relazioni tra le
radici tutte della proposta, le quali vengono espresse dai coeffi-
cienti della medesima, e pid generalmente il valore di qualun-
que funzione invariabile delle stesse radici ¢ inutile all’abbas-
samento della proposta.

a1,
Venendo al secondo caso supponghiamo la funzione data
esser tale, che cangi di valore ad ogni permutazione tra le ra«
dici &', 2", 2", ... a'(p), dalle quali é composta, ma si man-
tenga costante allorché si muta =’ in x(P +1), 2" in z(p* 3) R

=" in &P 5), o P in 22P) 1q questo caso se col meto-
do precedente cercheremo a', non potremo averla espressa razio-
nalmente per K, poiché al medesimo vilore K deﬁa funzione

corrispondono due radici diverse, cioé ¢’ ed 2(P+1) , le quali

saranno insieme radici dj una equazione di secoudo grado
x34ax-+b=o0,

ove perd i coefficienti @ e b saranno commensurabili. Poiché

questi coefficienti essendo respettivamente eguali a ~at-z P+ ’
Tom. 1II. "
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ed 2. z(P* '), avranno un solo valore corrispondente al valor
K della funzione. Cosl pure le radici " ,z‘(P'.'z) , le radiei

=", z(P+3), ec. dipenderanno da altrettante equazioni raziona-
li di secondo grado. )
Se la funzione data si mantiene costante, anche quando si

muta 2’ in x(zp'”) ,a'"in x(zp—o—a) ,&" in x(zp+3) soee x(P)

in :c(sp ), col medesimo discorso vedremo che le radici
.x, a:(p'.'l) , x(zp'“) , le radici 2", .r(p"'z), 1.(2P+2) , ec. di-
penderanno da equazioni razionali del terzo grado. E cosi in

uguito .
22, .

Passiamo a considerare il terzo caso, in cui la funzione da-
ta maatiene il suo valore, quando nel medesimo tempo si per-

mutano le radici 2', 2", 2", ... x(p) tra loro, e con le altre
radici. Sia dunque la funzione della forma

[, 2" =) ... (x(P )), la quale si conserva invariabile alla
permutazione di z' in 2", e supponghiamo che essa mantenga

il medesimo valore K, anche quando si cangia «' in z-(l’"")'
z" in a;(P+2), . .r(p) in x(zp). Le radici &' ed w(P"'d), al?

ed z-(P+4), co x(P) ed a_(zp) dipenderanno come sopra a due
a due da equazioni razionali del secondo grado; ma le radici

<.z, a:(P""l) , x(P*z), le quali corrispondono ad un medesi-
mo valore K della funzione, richiederanno per la loro determi-
pazione una equazione del quarto grado. Si potra ancora otte-
nere due equazioni del secondo

- 940’ x4+b'=0

. x’-‘-a"x-..b"ﬂ)
la prima delle quali abbia le due radici 2* ed 2", e la seconda
le radici x(}”—‘), ed a:(P""‘); ma quest'equazioni non saran-
oo razionali. Poiché al medesimo valore K corrispondendo lo

due diverse quantita a’ ed 2", o sia =2'-2", e -x(p+ ‘)-x(p* 2) ’

'
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queste quantitd saranno radici di una medesima equazione ra-
gionale di secondo grado. Lo stesso si dica dei coefficienti
b e d'.

E se la funzione data mantenesse il valore K anche per lo
permutagioni di z' in 2(2P+1) , 2" in =(2P+3) , 2" in
2(2P+3) so oo =(7) in w(sp ), avremo per determinare le radici
«', z'' I'equazione

x9+4-a'r4db'=0,
per le radici z(P'H), 2P+2) 1 equazione

x234a"z+b"=0,

e finalmente per le radici L2+ 2P +3) p equazione
294-a" 24=d"=—0 .
e dal medesimo discorso apparira, che i tre coefficienti a', 2",
a'’ saranno radici di una medesima equazione del terzo grado.
Se la proposta fosse in questo caso del sesto grado, non avrebbe
in generale alcun fattore razionale, ma la di lei risoluzione di-
pet:iderebbe da quella dell’equazioni del secondo e del terzo
grado. -
Ponghiamo che la funzione data abbia la forma
J&, 2", 2@, .. (x(P )) , © conservi il medesimo valore K
quando diventa f.(x(P'"l), .r:(p *2). x(p+5))(z(p +4))..(z(2p )).
Lo stesso ragionamento ci mostrera, che le tre radici &', a'', 2"’
dipenderanno dall’ equazione di terzo grado
‘ z34-a'23+b'z4-c'=0,
e le radici x(P'H), 2P+ 2), £P*3) da una simile equazione
23 40 w8 4b z4-c"" =0,
ove i coefficienti a'. a" saranuo radici di una medesima equazio-
ne razionale del secondo grado; e lo stesso si dica dei co\-((lﬁnien-
ti &' e &, e cosl pure dei coefficienti ¢' e ¢”". E se la funzio-
ne data mantenesse il medesimo valore K. anche qnando divie-

ne f_(z(zp'"‘) , x(zp-‘-a)' a.‘fgp""?‘) )(z(’P""4)) . (3(5}’))‘ oltre
le precedenti equazioni del terzo grado avremmo per determina-
re le radici z(np -+1) . x(zp ~+3) , x(ap +3) auche la seguente

" 1) e

xpa" 23 4b" 24-c""=0,
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ed i coefficienti @', @", a'" sarebbero in questo caso radici di
una;medesima-equazione del terzo grado. Da quello che abbia-
mo detto abbastanza si vede il metodo, con cui dobbiamo con-
durci in tutti gli altri casi. Merita di esser letta una bella Me-
moria su questo argomento, che il chiarissimo Ruffini ha pub-
blicata nel volume 1X. della Societa Italiana delle Scienze .

23.

Per illustrare questa materia con un’esempio consideriamo
quell’ equazioni, che si chiamano reciproche o convertibili, nelle
quali il coefficiente del primno termine ¢ eguale all’ultimo, il
coefficiente del secondo ¢ eguale a quello del penultimo, e ge-
neralmente i coefficienti equidistanti dai termini estremi sono
eguali. Tali equazioni sono rappresentate dalla seguente

- 2" Az B2 | | +BudAr1=—o0,

ove il grado m si pud considerare come pari ed —an, perché se
fosse dispari, la proposta avrebbe una radice =—1, e divisa per
x+1 conserverebbe la medesima forma reciproca. E evidente

che posto T;_- in luogo di # I’equazione si mantiene la medesi-
ma, e quindi se 2' @ una di lei radice, un’altra sara i_,- . Percid

.. an -
se chiamiamo 2', 2", 2", 2/”, .. .'x( ) le radici della pro-
e

posta, avremo tra esse i seguenti rapporti; x'z"=1, 2"2#"=1,

a’z" =1 ,... 22n=1) en)_, g dunque data una relagio-

ne trale radici z' ed 2", la quale non cangia quando es-
se si permutano tra loro, e che sussiste egualmente tra le ra-

dici 2" ed 2’7, 2" ed 2"/, . , . 2311 og (27) ; e pereid (23)
queste radici saranno a due a due contenute nell’ equazioni se-
guenti B

% —a' 24-1=0 '
x*—a"'r4-1==0

X8 =g x4 1==0

»
s:—a(")w-o-l:o ’
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"
, alr

’

le quali saranno 7 di numero, ed i coefficienti o', 2", a

c v e . o™ satalivo radidi di dih edesima equazlone del gra-

do n.
Per trovare con facilita quenta trasformata, della quale I'in-
cogmta sia y, osservo che in generale x*—yz-+1=0, e quindi

a:-o-;:y, onde bisognerd nella proposta sostituire y in luoge

di a:-o-—; . Ponghiamo la proposta sotto ia forma
n_1 ne-p % n—3 I - —
x -0-—;-0-.4(.1: *;,;"T') +B (.1.' +xn_“)+°°-—-° ’

x
e tutto ridurrassi ad esprimere per y il valore di s’+> . On
. zr

Y equazione :c-o--_:T:y cida x'+2+xi.=y’, e percio

T .'_,—_-yﬂ-z' cosl pure :c'+3(-t-o--'-)+—'-=y' » ed
x‘+—_y'—3y, T4 .r'+—)+6-o- —==y*, ed

Xt z'—‘zy‘-‘f.y"-o-a , e cosi in seguito. Onde in generale appa-

. r I
risce, che x +_z-—" avra la forma seguente

2+ a%:y'—My""‘-o—M iy 4 M '-6+M3y'-8

Ponghiamo in luogo di y il suo valore a.-o--:;, e svolgendo i ter-

mini otterrelno

&'-o-—_z-o- -o-r( 2. '__J)-o-"'-"( r-4 ———)+ec.
—M P (x +-—r-_—4)—eo.
x

-+ M 1 (.1:"'4... ’T'-]-Z)m
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e quindi avremo per determinare i.coefficienti M, M1, Ma,
M3); eci Y equazioni .
r—M=o
Tz;'-) =M (r=2)+M 1==0

S VIS TP

ec.
dalle quali si deduce
M=r
M 1:——"’“”
)

Ma="Ir=4llr=5)"
2.3
e generalmente '
M(s)= r(r—s—2){r—s==3)(r—=s—4) . . . (r—25—1) )
. - 2.3... (s+1) ‘
1l calcolo delle differenze finite ci somministra un .modo
elegante di risolvere questo stesso problema. La quantita

xr-o-—'r- dopo la sostituzione del valere di x diventerd una fun-

. x
gzione di y ed r, che chiameremo x v -e panendo r+-1 in luo-

r
. r-1 1 i
- g
go di r avremo z -o-;-;-_—:t-...zy‘, rr Ma la guaatit
r ‘X r X 1 O ¢ T
AR — ) :-..‘(z- -o-—r—)(w-n-—;)—a' e LI
P T . P Y ¥
dunque avremo la seguente equazione a differenze finite

Z e =
yyr+1 Yy, r"'zy, r—1—0?

ove y si pud riguardare come costante. L’integrazione di essa
ci dard , com’-@ noto .

. FC[.m/(y-—-ﬂ’ IO B Y )
’ r 4

2 2

o‘per determinare le quantitd C e Cr rifletteremo che zy ’

dev’ essere =2 quan&o r=o0, ed =y quando r=:. A tali condi-
gioni soddisfaremo facendo

r-1’
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C+Ci1=3
(C+C ')y*(C—C' ')l/(y'-4)

dalle quali equagioni si deduce C=Ci=;. Sara pertantn
IO s 7 )l b Y )

0 3"

Svolta questa espressione spariscono i radicali, e si otttene
1 _ r rlr—r) r—2 "("—INY—JNT—J) r—4

R e e (y*-4)ec.)
Al medesimo resultato saremmo giunti pit semplicemente,

se avessimo osservato che I’equazione x®—yx+1=0 ci dava

RN ) (R T SO S | - g )

a’ A U VL) (R
e percid
QAR (7 Ve 1) b 2 )

’
- X Y 2 .
ove ¢ indifferente che al radicale |/(y3—4) si dia il segno
-0 —.
Si poteva anche per altra parte prevedere, che la sostitu-

a:-o-

T i

zione z+;=y avrebbe abbassato della meta il grado della pro-

posta. Poiche le radici della trasformata in y saranno 3'-.--;-,- s

1 . ) 1 .
', 2 -u-—,-, %l +_“, , €c.: ma siccome x”=7 ,
x

x"-:-;,ﬁ, ec. , lo . medesime radici saranng cesl espresse ;

] L] X ' " T b " . .
T, 2, B, =2, ec., ciod saranno eguali,

a due a due andl la trasformata in y, che dovrebbe essere
del grado an, si abbassera da se stessa al grado 5.

Potrebbe ancora usarai utilmente la sostntuzlone r= _._;

la quale ci da FE Perché le radici della trasformata in y
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J—=2' 1=z 1=z j—zf¥ .
sarebbero —— , ——. , —— , ——, ec. 0 sia ( & motivo
T 14T 14T 1+%

delle relazioni esistenti tra le radici z' ed 2, 2" ed 27, ec.)
! " "l_-
"""’J I . e la trasformata adunque

I R I

avendo tutte le sue radici eguali a due a due e di segni contrarj
non conterrd che le potenze pari di y, e pesto y*=3z si ridarrd
alla meta del suo grado. .

24.

Nelle cose precedenti abbiamo spesso avuto bisogno di cal-
colare le fuuzioni invariabili delle radici di una data equazione.
Quantanque nel primo Tomo siano date le regole necessarie per
eseguire questo calcolo, pure ripigliando la medesima materia
esporremo alcuni generah teoremi , dai quali una tal ricerca di-
pende 8ia dunque proposta l’equamone

R N SRR o BN o R

ch cai le radncl siano &', 2", 2", .. (m) , ed avremo
Azm—l_._A, m—z A" m—s o. .M(m—n)

_(x—x')(z—a:")(w—:c'") e (x—x(m)) ,

X
e ponendo =

1— Azt Amrmd's . ... x4 7

= (1=2'z)(1—2"5)(1—2""8). . . . (l—x('")z) .
Prendiamo i logaritmi, ed otterremo

log.(1—Az+A'z2—A"z" .. , x4 (m_')zm)

=log.(1-x'z)+log.(1-z"2)+log.(1-4""5) . . +|o!(l-.‘l:( )z),
e svolgendo in serie i logaritmi del secondo membro di questa
equazioune
log. (x-Az...A'z--A"z- R e
)y

=—(' """ . ...
—(x_.ﬂ...x ’ﬂ_m’ -.-.Z‘(m) n)_‘;f
(@™ e
-—cc.
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| esime
Denotiamo col segno P™ 1a somma delle potenze n, delle
radici della proposta, cioé la quantita x’"—o«t"n-c—x"'u...'-o-z(m)u,
e I’equazione precedeute diventera
(1) log.(1—Az+-A'z2—A"3%. .. :I:A(m_')zm)

(a) 3) (4) '
=._Pz‘_P 29 e i—zl_f-—zO_ec_
a 3 4

Prendiamo i differenziali per rapporto a z, ed avremo
—A-o-ad’z'-.id"z'-o-ev. — PP pd e
Yoo Az4-A'29—A"284-ccC.
e toglienJdo le frazioni e paragonando i termini giungeremo alle
solite formole

P=A4 '
Fl)=AP—ad' -
PI=A ) e A P43 4"
ec.
25.
~ Ma se volessimo una formola generale, la quale ci dasse il
valore di P() , consideriamo I’ equazione (1), e ponendo

log.(1—Az4-Ad'zs—A"z* ... :l:A(m—')zm) =¢ vedremo che
(n)
——;— sara eguale al coefficiente di z" pello sviluppo della

A
3.3 ..nd"

purché si faccia z—o dopo le differenziazioni. Sara dunque con
questa condizione

P(n)z—dn'l“! (1—Az4=A'29~4"28 ... A
- 2.3....(n—l)dzn

Per ottenere sotto un’altra forma il valore di P("), facciamo
A Az A"2%= A" 540, =t ,
ed avremo .

fanzione ¢, il qual coefficiente sappiamo essere ,

(m-—l)zm)

$9z9 1823 t z
=log (1—tz)=—tz— Papalar SRR — —ec.

Tom. III. 18
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. 4 'W—-I
Ora il coefficiente di 2" in 2z & eguale a :
: 2.3...(n=1)dz" "
. 9938 x F e
in — —
s 2 23..(n—a)ds" "
in fi _'.= o
3 3 2. (n—3)as" S
nn
in f_z_ .Ltn
n n

purche si faccia z=o0 dapo le differensiazioni. Dunque riunen-

do tutti questi valori avremo il coefficiente di s in ¢ cosl
espresso ; .
Lg" i d.tn—I r S d3 .t ’ F
-— p (XX} )
ds n—a adzt  n—3 2.3dz’ 2.3"‘(."_“‘1‘»—:

n  n—i

ed in conseguenza otterremo
P(n) n n d.tn-‘ n dat2 n Js .t"-3 n ¥ il
S T i ades a3 asdz 3 "
8'30 o (’l"l,dz

ponendo in questo valore z=o.
Sia per esempio la proposta del secondo grado; sard

t=A—Az, %:-A’, d:: =o0, e facilmente vedrassi nel caso

r
di z=o0 esmere i’%:;l:r(r—x)(r—s) cen (r-c-o-l)A""'A"', oveil
' z
segno ~ ha luogo se s & pari, ed il segno — se s & dispari. 1
Sostituendo questo valore troveremo :

P(")zAn-nA"'aA'-o- MA"'“’A’ ’-MﬂAMA" -“+ec.
2 Y

la qual formola si deve continuare, finché 'gli esponenti di A
non divengono negativi.
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- 20,

Supponghiamo adesso, che siano dati i valori di P, P R
P'% | ec., e si richieda di esprimere per mezzo di esdi i coeffi-
cienti 4, A', A", ec. della proposta. Ripigliamo I’equazione
log.(1—Az-A's3—A"5% . . . =AM

¢ passando dai logaritmi ai numeri otterremo
1 Azr A5 = A" ., . = AP
—Pb——’ii'—ﬂs'—ﬁs‘—ec.
=e . 3 4
ove ¢ & la base def logaritmi iperbolici. Di qui apparisce che -
il termine A(n—') o —A("—'), secondo che n & pari o dispa-

ri, sard eguale al coefficiente di %, nello sviluppo della funzio-
p
e P s —— Z3—eC.
ne e ° , o sia della funzione ¢**, se facciamo
N R R
— z——3 L0 3 ZtemgC. =8 .

T 2
Svolgendo in serie la quantitd ¢** avrumo
g3u®  zlu!l . 2"
s T3 S 3a
e con un ragionamento simile a quello usato nel numero pre-

=€C.

ezu= 1 ==-ZU=4=

cedetite troveremo che il coefficiente di 5™ in_questa serie sard
rappresentato dalla formola

u"__._ T d.u"-l_._ 1 do.u2 - P
s3...n a.3...(n—1)" de 2.3...(n-8)" adza °*° 23...(n-1)dz"" !
purché si faccia z==0 dopo le differenziazioni: e questo sara il

valore del coefficiente ::A(n-x) .
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a7.
Ci sia permesso qul di passaggio osservare, che lo stesso
metodo si pud applicare allo sviluppo in serie di qualungque
fungione, la quale abbia la forma
© F.(a+bz4-czd4-ez'+f54+4eC.)
Questa funzione, posto '
bacze-ezd+fgd-eC. =t
diventera F (a+-tz), e svolta in serie per mezzo del teorema di
Taylor ci dara :

dFa _  dsFa d'Fa__nn
Flatz)=F.a+——tz+—- t’z’...*mt z —ec.

Quindi il coefficiente di z* uello sviluppo della funzione pro-
posta sara espresso dalla formola ‘

'Fa n d"'Fa dd!

t -+ — Tz

2.3..nda"  33..(n—-1)da" "’

. d"%Fa d.4""*  dFa P

-+ et 5

a.3...(n-3)da da 2.8...fn-1)ds" "
purche vi si ponga z=o dopo le differenziagioni. Questa for-
mola, alla quale il chiarissimo Arbogast & gid stato condotto
dal suo Calcolo delle derivazioni, ci disimpegona dalla conside-
razione della funzione F di un polinomio, e riduce tutto alla
ricerca dei coefficienti delle potenze del polinomio ¢.

a8.

Trovate le somme elle potenze delle radici cerchiame
adesso la somma dei prodotti che si formano, quando si molti-
plicano tra loro le potenze delle radici. Indichiamo col ségne

pm, ") la somma di tutti i prodotti della forma """,

che nascono da tutte le permutazioni tra le radici della propo-

n—a" adz®

sta, col segno plm.n.p) la somma dei prodotti della forma

2™ .2"".2"P.| col segno P™s7:P59) 1 somma dei prodot-

ti a.2"".a"P 217 e cos in seguito; e cerchiamo il valore

di queste quantita pimn) plm,n,p) plm,n,p,q9)

7~
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Se moltiplichiamo tra loro le due quantita p@) ¢ ple '),
pasceranno da\questa moltiplicazione tutti i terminmi della for-
ma 7%1+% , e tutti quei della forma 2% g% ; onde sara
ple)) ple,)_pla,+a.) _pls, ,a.) » e quindi

(x) pla, s an)=P(a|).P(a|)_P(a:""aa) .

Moltiplicando tra loro le tre quantita P(a’) , P(a") , €

P(a') otterremo tutti i termini della forma Pt ]

ti quei della forma 2'® 'H’.x"a' , queHi della forma
13, =G, .x"aﬁ G G, .zna

, tut-

x

» quelli della forma x 1, e finalmen-

te quei della forma 2'*1.2"%3 &%+ , Sara dunque
P(al »8g ’al)-_-_-P(a:).P(an).P(a u)_P(al"'an’ al)-P(al*ol ’ a')
—P("'"'a' "'.)_p(“.""’r"“c) .
Ma dalla equazione (1) abbiamo pla,+a, ,a.)=P(a,'+a.)'P(a.)
_p(@,+8,+a,) pla,+a, .a,)=P(a,W.)'P(“.),p("."'dn"’“o)’
P‘“n“l ’ax)=P(an+as) .p(at)_P(ax‘"aﬁ"'a
stituendo questi valori avremo
(3) P(2+%28))—pla,) p(a,) pl8.)_p(a,+a,) pla.),ple,+a,+a,).
. _P(a;*a()'P(al)
_P(a.*al).P(al)
Col medesimo ragionamento troveremo
P(“x 18,:8,5 a,)_p(a,) pla,) pla -).p(a.)_p(“;*“a 18,,8,)
S _P(a,-t-a,,a,.a,)_l,(a,-o-a,.a,.a.)
_P(as'.'aa 8, 'ao)g_p(ao"'a4 @, 'au)
_P(a.-o-a‘ 8, .a,)_P(a,-o-a.-o-a.,a.)

'-r;.'e _P(a.-r-a.q-a,.a.)_p(a,-b-a‘-r-a. ’ao)

) + Dunque so-

—plas+a,+a, a, )_P(a,-o-a. , a.-ga‘)
—P(al-..al ‘as"'ac)_P(a 14,0 ,+a,)
-P(al-.-az*a .-MQ)
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e sostituendo i valori di P(a,-o-a,,a,,a‘) , ec. dedotti dalla
equazione (3), e quei di P(a,-o-a,—o-a, »84) , ec. e di
P(a""'aﬂ,’“""‘4 » ec. dedotti dalla equazione (1) avremo
@) Pl#::%2:8452.)_p(3,) p(a.) p(a.) pla.)

- __p(";“"'g)‘p(“.).p(a.)_p(“.’*'“.)‘p(".).p(“‘)
—p(a,+a,) p(a,) pla, _p(“."'“n)'p(“;).p(%)
—pla.+s,) pa,) pla,)_pla,+s)) pla.) pls,)
-o-nP(a'“""a').P(a‘ +3P(°'*a’“‘).)’(“')
+2P(a'+a"H").P(a')-o-aP(a'H'“‘).P(a')
—GP(“'*"“'“‘)
+P(a,+a,').P(a,-o-a‘)_._P(a,-ha‘,).P(a,-o-a‘)
_'_P(a,-o-a‘).P(a,-ba.) .

Senza proseguire pid oltre queste operazioni, dopo wuna

breve riflessione sulla natura della moltiplicagione delle poten-
ze, la quale consiste nella somma degli esponenti, facilmente

ci persuaderemo, che il valore di Pl3:1%21845:280) 4o com.

posto di tutti i termini della’ forma P(r).P(r').P(r( ).plr") ec. ,
ove sard rr'4r"4r"'+ec.=a +a,+a,...-a,, e ciascuna

delle lettere 7 sard eguale ad una o piu delle qoantita a, ,a, .a,,
« .. By, e cid in tutti i modi possibili, secondo i quali le quan-

titd a,, a,, a,, ec. si possono combinare, o prendendone una
sola, o la somma di due, o la somma di tre, ec. Bianom, m',
m" , m" , ec. respettivamente i numeri delle quantita a, , a_,
a, ,ec.contenuteinr,r , 7, r", ec., ed avremo

M-’ 4m' <=m'"4=e0.=n2 . * Ritiniamo insieme tutti i termini si-
mili, nei quali ciod i valon delle lettere m, m', m", m'"’, ec. sono
i medesimi, e denotiamo questa somma col segno

. Questo segno adunque indicherd la som-

Qm, m', ml', m"" ec.
ma di tutti i termini della forma
P(a‘-q-a,...-ﬁ-am). P(am_._,-r-am 3 opm) plompm' ST SR
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e ponendo in lliogo di m,m', m", ec. tutti i nameri, che sod-
disfanno all’equagione nim'4m''-ec.=n , otterremo tutti i ter-

mini, che compongono il valore di Pl3::8a:045-.58,)

Usando questa maniera di scrivere potremo pil semplice-
mente esprimere i valori trovati nell’ equazioni (1), (3), e (3),
le quali diventerango

(1) PG a‘)=Q. . -Q,

(2) pla,,a, nd.)__—-_QI 1, I—Q3 , 203

(3) Pl:2%4:% ’a‘)=Q: 1,117 %, 1,12, 176Q+0, -
Per maggior semplicita tralasceremo nel segno Qm . m". ec
quelle lettere m', m", m"", ec. che sono eguali all’ unit&’ , @ scri-

veremo Q_ in luogo di Q, 1,1, 160’ Qp, invece di

in luogo di
m,l,l,l,ec.’Qm,m' g Qm,m’,l,x,l,eo.

© cosl in seguito . Rappresentera dunqgue Q ' 18 somma dei termi-

ni della forma P(31+3s8,--+8p) plamss) plBma-a)  plan)

che nascono da tutte le permutazieni possibili tra le quantita
a:,a,,8,,...a8,.Cosi pure Qp, ,y esprimerd tutti i ter-

mini diversi della forma
P(a,-o-a, """“m), p(am-o-l""‘m-o-a"""“m-o-m’). p(“m-o-m'-o-n)m P(an) , eo.
- Cid posto, se chiamiamo Zn m' . m" ec il coefficiente,

che ha Qm nel valore di P(31+%s > 4, ’---,6,.)’

n z .
sa m,m’,m",ec.Qm,m',m",ec.

della formola, che rappresenta questo valore, e per dedurne
tutti i termini di una tal fotmola bisognera prendere per m ,
m' , m" , ec. quei numeri , che soddisfamno in tutti i modi pos-
sibili all’ equazione m-+-m'4-m"+-ec.=n . Avremo pertanto

,m',m",ec.
il termine generale
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pla..8,.8, ,...au)=lel +5,Q, +53Q3+24Q4

(4)

+3,, 2% ,2
+255Qs  +26Q +=,Q,
+ey ,aQS,a*z4,aQ4,a +2g ,2Q5 2
+33 3033 +%43Q s

-2 -“+Z
a,z,zQz.z,a 3,:,303,3,3

. e e ¢ o e o o o e o e o 9 o & o o

+anu
+2 2 , Q.Qn-z , 9

+%,3,3%,3,3
-$=0C.

*zn—4, a, 3Qn—4,z,a
+2p—s, 3,2Qn—5, 3,2
-+=eC.

+3n—6, s,a;aQn—G,a,a,a
~+ecC.

-3z
n—B,s,a,a,an—B,n,s,z,a

-+ec.
Counviene adesso determinare i coefficienti z,, £, ; =, , ec.,

lo che forma la parte pin difficile di questa ricerca. Si osservi
in primo laogo, che questi coefficienti sono quantitd numeri-
che introdotte dalle sostitugioni, e indipendenti non solo dal
valore ma anche dal numero degli esponenti a,, a,, a,,...a,
’

in modo che se nella formola P(“

1060’60""’an)m.n-

cherd uno di essi , per esempio a,, il valore delle qunantitd
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Q,: Q Qg ; ec. diventerd pin semplice , ma i coefficienti

Z,,%,,34,€C. dei termini, che rimangono, saranno gli stessi.

Poiché trovato il valore di P31 3458,5-.-,8,) » per aver
quello di P8 s8458, 50 058,) bisognerd porre nel pri-
mo @ ==0; ora questa supposizione fard mancare alcuni dei ter-
wini compresi nelle quantiti Q , Q Q3’ ec , ma lascent il

medesimo coefficiente ai termini che nmarnnno Cosi nello
equasione (1) essendo 2 = sard z =1 in ogni caso.

* In secondo luogo si nﬂ»tta che, se aggiungiamo la quanti-
ta L. alle altre 6,,8,,83,...a_, in modo che si cer~

chi il valore della formola P(%:+%a s @4 s> Gpyy) » que= -

sto valore ci verra dato dalla espressione precedente
% Q +z ,Q,+¢c., purché nel comporre le quantita Q Q>

Q3’ ec. si abbia rignardo alla lettera a, ,  oltrele altre
@,,8,,83,...,8,; e di pid, siccome 1 si ¢ cangiata in ’
n+1, convenﬁ aggiungere a tal’ espressione i termini-

’n—o-xQn-o-!

3
e, an—x, a

*+%n3,3%—a,3

~+=6C.
""n-3, a, aQn—s, 2,3
m’ * -
*‘n—S,s,a,aQu—s,a,z,a
-=eC.

La ricerca dei coeﬁcienti 5,5, ;00 ai riduce a vedere, co-
me questi nuovl termini per l’uggmntl della quantitd a

n-1
nascano dai Precedenh

A quest’ oggetto si osservi che
Tom. 111. 19
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(a,,8,:85, .., an).P(an‘_'._l)zp(aI TRLITREY a’H_!)

»

.-.-P(a‘-o-an_._l ,'as, Ggyeees an)-..P(al 18,8, 1835 a)
+P(al,aa,43,..., an-o-an_._l) '

(@ ,8 ,a0,..5a8_ )

Quindi il valore di P ' 3* 737 s

(al 18,583, 00s an)
di P ", se prima questo si moltiplichera per

(an-o-l) .
P » lo che non portera altra mutazione nella formola
(A4) , ee non che i valori di Q‘, Q2 , ec. riesciranno pid compli-

cati, poi se da questo prodotto si sottrarrd n volte I’ espressione
(A), prima ponendovi a 44 in luogo dia_, poia +a

nascera dal valore

R-=-1
in luogo di a,,e cosl in seguito fino a porvi @ +a in luo-

go di a_ . Da queste sottrazioni nasceranno i nuovi termini

z -+ec, nel modo seguente.

1t ‘
Il termine %, 19y, Dascerd dal termine 2 Q_, quan-

do inluogo di @ vi si porrd @ +a ; poich¢ essendo Q,

(.48 +a, ...4+a)
della forma P * 2 3 7" allorche vi si mette

a+a, . invece di a, diventerd della forma

(a.+a +a,...4a )
a3 AL ciod QIH-I . Cost pure, posto
a,+a, in luogo di a,, 0 ag+a, in laego di ag , ec., 0
finalmente a,+a, . inluogo di a,, la quantitd Q_ diventa

Qn-o- , + Quindi il termine z’H_’QrH_‘

preso negativamente n volte, perché tante sono le variazioni di

a inag+a ., di a,ine +a  ,ec., nelle quah' tutte .

la quantita Q, diventa Q’H_‘; sard dunque 5, =-"i&_ .

~ .
nasce dal termine ‘nQn

I n




OPUSCOLO IL ’ 347

Il termine Q@  essendo della forma

(@ +a_...%a )Y Ha “Uiia'l) .
ra =2 "1 produrnd il termine Qo
’
allorche si aggiunge a a ciascuna delle lettere
1 - .
a ,3 ,..0 ; ove perd conviene osservare che non tatti i
1'% n—2 )
termini della forma Qn_', 5 8000 prodotti dal termine Qn-s,a ,

poiché in questo si'aggiungono ad a,, totte le lettere con-

tenute nel primo segno P, ma non quelle del secondo. segno;
onde mediante questa operaziene e, ., non si trova mai l'lel se-
condo segno . Che se nella quantita Q2 aggiungessimo

@, ,alle lettete del secondo segno, ne verrebbero dei termini

non della forma Q| a0 M8 della forma Q n—3,3’ che consi-
dereremo in seguito. Sara perd vero che, il coefficiente dei ter-
imini della forma Qn—x,z’ i quali risultano da Qn—a,a’ essen-
do %, g 8viemo z, 3:—(n—2)zn_2’ 5+ Gli altri ter-
mini non compresi tra i precedenti ci verranno dati dal termi-
(a,+a,... a—x) (an)
ne Qn—z , il quale & della forma P P ",
allorche si aggiungerd a, ., lla sola lettera del secondo se~

gno P. La differenza tra questi termini ed i primi si &, che nei
primi a .y 8 combina con le altre lettere del primo segno P,

e non ¢ mai nel secondo segno; nei secondi a 1 o eombi'na

con la lettera del secondo segno e non & mai nel primo. Ma co-
me non vi ¢ nel secondo segno di Q,_, che una sola lettera,

ciascuna sottrazione non produrrd che un solo termine, e que-
sto diverso dai termini delle altre sottragioni. Se dunqune

51, ¢ il coefliciente di questa porzione dei termini di
n—i,3’ sard et I e Ora siccome nella gu‘m—

a ,a a g e 00 G
tiéP(' 2’73 * ) a_, ec.

tutte le lettere LN
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entrano egualmente, dovra percid essere il medesimo il coefficien-
te della prima e della seconda porziene di termini, e quindi

emo z =—(n—2)z =—I1.3 .
avr ne=I, 2 —( ) n—a, 8 Nmen 1 .

1l termine Q_ .8 nascerd similmente per una parte dal
termine Qn-3, 3» per l'altra dal termine Quz. 2™ nel
primo si aggiungerd a, . 8tutte le lettere del primo segno P,

e nel secondo si aggiungerd a a tutte le lettere del secon-

n+1
do segno; e le due porsioni di termini saranno diverse, perché
nella prima LA combinerd con tutte le lettere del primo

segno, e non sard mai nel secondo, e nell’altra @ __ si varieri

con le lettere del secondo seguo e non sard mai nel primo. Inol-
tre siccome in Qn—3. 3 sono nel primo segno n—3 lettere, ag-

giunta o a ciascuna di queste ne verranno n—3 termini si-

mili; e coel essendo due le lettere contenute nel secondo segno
di Q , dalla somma di a con ciascnna di esse si
ne=—3, 3 NI

produrranno due termini simili. Sara pertanto

3y a, 3::-(n—3)zn_3’ =35, . -

Generalmente Q_ p Dascera da Q__ , aggiuntaa
’ . =1

a tutte le lettere del primo segno P, che sono r—i1, e da

{Qn J_, %ggiunta @ a tutte le lettere del secondo segno,

che sono r—1. Onde avremo

5 r,:—(r"—l)zr_' , r.:-—(r’—l)zr’ U

Passiamo a considerare un termine qualunque della forma

Q s Questo termine nascera in parte da Qr—x, g

sggiunta @ alle lettere del primo segno P, in parte da

Q, y_, , tommataa = con le lettere del secondo segno,
L »

o finalmente in parte da Qr, ey % B si aggiungerd

alle lettere del terzo segno . Nel primo caso si combinera L
con le lettere del primo segno, nel secondo con quelle del se-

condo, nel terzo con quelle del terzo; e percid si avranno tutti
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i terniini, perch® si sono prese tutte le combinagioni. Ora si os-

servi che, in Q) VL DjuCessendair—1 le lottere, alle quali si
Hl ’

aggiunge o a1

r—1 i termini simili prodotti da Q__ 1, 7, 3 cosd pure r'—1

» © che producono tutte termini simili, saranno

saranno i termini simili prodotti da Q’_, P17 ® finalmente
r'—1 i termini simili prodotti da Qr, r ey Onde
—(r—x)zr_" ‘r', o sari il coefficiente della prima porzione di
termini, -(r'—l)zr’ r—1,r" il coefficiente della seconda por-
zione, e —(r"—l)zr’ 7, quello della terza porzione. Ma
tutti i termini devono avere il medesimo coefficiente g P
dunque sard

‘1',;",r"'=:.("'l ~1, 7, r"='("-')zr,-r'-x . r"='('”'l)‘r,r' =1

In generale apparisce, che avremo tra i coefficienti della
formola (A) le seguenti equazioni
B 7, ", ec. =5y v, e
=—(r'_|)zr’ rl—l , r"’ r'". ec.
=¢—'(IJ —l)‘r,f’, L , ’,m’ ec.
=—(’ -‘)z,',.!’rn’ "1, ec.
=ec. .
Rimane adesso ad integrare quest’equazioni, le quali sono a
differenze finite e parziali.
Consideriamo 1’equazione

P, ec."_('_')‘n—t, r,r, ", eec
e siccome in questa le quantitd ', 7', 7', ec. non soffrono al-
cana variazione, le potremo riguardare come costanti. In tal ca-

so I’integrale della proposta, com’? noto, sara 2P, ", ec

==1.9.3...(r=1)c, ove si deve prendere il segno <+ se r ¢ dis
ri, ed il segno — se r ¢& pari. hgn poiche le quantita 7,7",r'", ec.
sono state rignardate come costanti, la coestante ¢ potrd esser
funzione di esse, e percid I’integrale completo della proposta
sard
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. z’s"’,l‘",rm,ec.==l .2.3... ("—I)F. (/ "’l’rm’ ec. ,
Per determinare I funzione arbitraria F si sostituisca il valore

trovato di-z r A ec. nella equasione

B e =TS e,

giacche anch’essa deve aver luogo, e si otterra
F(,r, r", ec)==(r=1)\¥—1, 1", ", ec.)

la qual’equasione integrata nel medesimo modo ci dard

F.(’, 7", ec,)==x1.2.3...(/—1) F (", r'", ec.)
ove il segno - si prendera nel caso di #’ dispari, ed il segno —
niel caso di ' pari. Se i continuerd la sostituzione nella equa-
zione

s ,ryr, r'", ec. = —’)'r y Py P'=1, 7", ec.
e nelle seguenti , diminunird sempre di una unita il numero del-
le variabili contenute nella funzione arbitraria; onde finalmen-
to essa si ridurrd eguale ad una costante. Sard pertanto
zr’r,",.",,,,ec.=:l:c.|.a.3..(n-|).:l:x.a 8.(r'-1).=1.2.3...(r"-1).ec.

Per determinare questa costante ¢, nel valore di = _faccia-
mo r==3, ed avremo s, =—c: ma I’ equazione 5 =—(r-1)s _
ci di s, ==z ; dunque c=s =1, come abbiamo notate di so-

pra. Avremo dunque

cioé sara
sr=(-|)'-'.l.a.3...(r—1)
s, ,:(—:)"""—’.1.3.3...0—1).x.z.s...(r'—x)

£ ',.=(-l)r"'"""”-3. 1.2.3...(r=1).1.3...("= 1)-1.3,.("-1) .
ec

Sostitniti i valori di ‘questi coefficienti la formola () ci dard il
valore della quantita P(a, 28, 5,8, ,.. ., 6,). Questa formo-
la & quella istessa, che senxa dimostrazione & stata proposta

dall’insigne Analista Eduardo Waring nelle sue opere, uoa del-
le quali ha per titolo Miscellanca Analytica, e I'altra Medita-

S e =(-x)""""'l"""""'ec'.x.s.3..(r-1).x.s.3..(r‘-l).t.s..(r"-l)-T
|
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tiones Algebraicae, e serve a determinare per i coefficienti di
una equagione 'data/ qualunque funzione razionale invariabile
delle sue radici, poiché¢ una tal funzione ¢ sempre composta di

termini della forma P@:118s:0,5. -0, 0n)
29.

Agfiungeremo a quest’ Opuscolo alcune altre ricerche spet-
tanti alla teoria dell’ equasioni, e primieramente faremo cono-
scere il modo elegantissimo, con cui il sommo Geometra La-
plaée ha dimostrato, che Iequazioni tutte composte di termini
reali sono risolubili in fattori reali di primo o di secondo gra-
do. Sia dunque proposta una equasione qualunque del grado
- m, di cui le radici siano 2', 2", 2", ec., ¢ sia 2% —uzx<+V=0 un
di lei fattore di secondo grado, il quale contenga due delle sue
radici. Sara u una funsione della forma 2’4", ed J una fun-
gione della forma a'x", e per i principj precedenti tanta u che
V dipenderanno da una equazione del grado '1‘"'7—‘-2 . Ma noi
cercheremo invece il valore della quantitd u+a?, ove a & un
numero dato, e la trasformata X=o0, di cui questa quantita &
radice, sard anch’essa del grado n=mlm)

Ponghiamo in primo luogo che guesta trasformata abbia
sempre una radiee reale, qualunque sia il valore di a, lo che

avverrebbe necessariamente, se 'ﬂ;—_-'—) fosse un numero dispa-

ri. Dando infiniti valori ad a avremo infinite trasformate, cia-
scuna delle quali avrd una radice reale; e siccome & determina-
to il numero delle combinasgioni, che possono farsi con due ra-
dici della proposta, molte di queste radici reali delle trasforma-
te si riferiranno al' medesimo fattore della proposta. Siano A4,
A’ due di queste radici delle diverse trasformate , che sono fun-
sioni di due medesime radici della Propom ,ed a', a" i corri-
spondenti valori di a; aviemo u+a' V=4, u+a"¥V=4', e quin-
di i valori di u ed ¥ saranno reali, e tale sard pure il fattore
xd—uz-+-V=0.

Abbia in secondo luogo la trasformata X=o per qualunque
valore di a un fattore reale di secondo grado, di cui le radici
essendo immaginarie avranno la forma A+-Bp/~1; e dando in-
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finiti valori ad & otterremo infinite equagioni, ciascuna delle
qualijayrd una radice della forma A+-B}/—1. Tra tutte queste
radici scegliamone due A+Bj/—1 ed 4'+B)/—1, che si rife-
riscano al medesimo fattore della proposta, e siano a', a" i va-
lori di a, che corrispondono ad esse. Avremo u+a'V=A+-B)/-1,
u+a"V=A'+-B')/~1, dalle quali equaszioni si deduce che u ed
V saranno ciascuna della forma C+-Dj)/—1 , ed il fattore della
proposta riescird )

28~(C4-Dy/=1)2+E4-F}/—1=0.

La Jisoluzione di questa equazione ci dara il fattore di prime
grado -
— C+Dy/—1 _(/(Gq-H[/—l) =0,

2 - P
ove G=C*~—D*—4E , H=aCD—4F. Facciamo
V/ (G+Hy/—1)+/(G—H{/~1)=aP
V/(C+-Hy/~1)—/(G—Hi/—1)=3Q
e prendendo i quadrati otterremo
2G93/ (Gs+-H*)=4P*
aG—a/(G*+-H*1=4Q*,
dal che apparisce che P2 & una quantita positiva, ¢ Q* una
quantitd negativa, e percid P una quantitd reale, ¢ Q una
quantitd immaginaria della forma R}/—1. Sari dunque
V/(G+Hj/—=1)=P+Q=P~+R}/—1, e percid la proposta avrd
il fattore N
& —C:P—D—qjk /=1=0.
Questo perta seco necessariamente Ialtro fattore
C+P D+R
X Py -h 2 V—l':ﬂ,

e dal loro prodotto nasce il fattore reale di secondo grado
(z— C-o-P)' (D-+R)s
a )t =0

Neil’ istessa maniera Ialtro fattore
”_C-o-l:l/—l‘_._l/(G-o-iﬁ/—l):o

ci condarri al fattore reale di secondo grado
C—P s (D—R'»
(===~ 4
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Se fosse D+R=0, il primo fattore (”_C-:P)s* (D-:R\szo

si ridurrebbe al solo faftor semplice x—-c-:—P=o, e cosl avrem-

P:o, se fosse D—R=o0. In cia-

mo il fattor semplice 3_0—
2

scuno di questi casi la proposta avra due fattori reali, uno del )
¥rimo e I'altro del secondo grado. E se nel medesimo tempo
osse D+R=0 e D—R=o0, cio¢ R=o, e D=0, la proposta

avrebbe i-due fattori reali di primo grado a.-—c%P.—.o s

C—P
L=

=0, i quali per mezzo della moltiplicazione ci dareb-

bero un fattore reale di secondo grado. K dunque dimostrato
che la proposta avra sempre un fattore reale del secondo grado,
quando la trasformata X=o ha un fattore reale del primo o del
secondo grado. :

Ponghiamo in luogo della proposta la trasformata X=o, e
deducendo da questa la corrispondente trasformata X'=o, che
sari del grado n’=———n‘":", con un simile ragionamento vedremo
che la trasformata X=o ed in conseguenza la proposta avra un
fattore reale di secondo grado, se la trasformata ﬁ.:o ne avra
une del primo o del secondo grado. E cosl dalla equazione
X'=o passando alla di lei trasformata X'"=o del grado.
n’f:'i'-n:-‘-) , © da questa alla seguente X""=o0 del grado

"l

n'":'i-“a:—'-) » € cosl in seguito; se mai giungeremo ad ottene-
re una trasformata, la quale abbia un fattor reale del primo o
del secondo grado, ne coneluderemo che tutte le trasformate
precedenti ed infine la proposta medesima avra un fattore reale
del secondo grado. :

Qualunque sia il grado m della equazione data, tenendo
conto della massima potenza di 2 in esso contenuta potremo

rappresentarlo per mezzo di aP .4, ove p & un numero intero
qualunque, e ¢ nn namero dispari. Il grado # della prima tra-

Tom. III. 20
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P —
sformiatal sard JL‘Z-L_L’_:,P '.q', se facciamo

q’-_:q(zp .g—1), ove si osservi che ¢', éssendo eguale al prodotto
di due numeri dispari, & anch’esso dispari. In egual modo i
gradi n', n",n",ec. delle seguenti trasformate saranno respet-

tivamente P "’.q" , 2p—3 q", L ‘.9" ,e¢. essendo ¢" , ¢",
q'” , ee. numeri dispari. Ma siccome I'esponente del 2 va sem-

re diminuendo dell’ unitd, giungeremo finalmente ad una tra-
sformata di grado dispari, la quale avendo necessariamente una
radice reale porterd un fattore reale di secondo grado in tutte le

recedenti trasformate, ed in fine nella medesima equazione
data . Pertanto qualunque equazione ha un fattore reale di se-
condo grado, e tolto questo mediante la divisions 1'eqaazivne,
che ne risalta, avra di nuovo un fattore reale di secondo gra-
do, e cosl in segnito; e percid quelunque equazion reale ¢ com-
posta di fattori reali del primo o del secondo grade.

3o.

I1 metodo di Lagrange da noi esposto nel Cap. X1V. della
Parte 1. per la ricerca delle radici dell’équazioni numeriche per
approssimagione richiede il calcolo di quella trasformata, che
ba per radici tutte le differenze tra le radici della proposta. Tro-
vata questa trasformata se ne deduce facilmemte il valore A di
una quantita mivore della piu piccola differenen tra be xudici
della proposta , e vien determinata la serie 0, A, 2A, 34, eo.,
i termini della qnale successivamente sostituiti in luogo di =
nel primo membro della proposta ci faranno sicuramente cono-
scere tutte le radici reali della medesima. Ma quanto ¢ necessa-
ria la cognizione della quantita A, altrettanto'¢ imbarazawnte il
doverla ripetere da una trasformata, il valedlo della qaale ¢
estremamente laborioso, e quasi impraticabile, we'la proposta ¢
di un grado alquanto elevato. Percid I'immortate Lafrange ha
procurato d’ immaginare altri mezzi meno difficili pel ritrova-
mento della quantita- A, cioé di un limite minore della pia pic-
cola tra le differenze delle radici della proposta. Abbiamo cre-
duto opportuno di esporre gl’ingegnosi artifizj ritrovati da lui
- per compimento di quanto abbiamo detto nel citato Capitolo
sulla risoluzion® dell’equazioni numeriche.
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Sia dunque proposta I’ equazione

X=z"=dz™! -o-B.i'm—’—me—s-o-ec.:o ,
e supponghiamo che 2’ rappresent: un’altra radice di questa di-
versa da x; avremo ancora

2" —Ax™ " wBs' m—’-—Cz"m—s-a-cc‘:::o .
Indichiamo per u la differenza tra le radici = ed 2', in mado
che sia 2'=r+u, e sostituendo in luoge di z' questo valore
nell’ultima equazione otterremo
P-+-Qu+Rus+Su’ . . . +u™=o0.

ove sard
P=z" e Az -o-Bzm—z—me_s-o-ec.zX =o
Q=mz"""'—(m—)» )Axm"’q-(m—a)Bzm"s—oc-: >

p=mim=t) m—s_ (m—tlim—a) yom—3 3K
2dzs .

X

a 2
__ m{m—1)(m—a) m—3 _ a'X
=== T ha

ec.
Ma poiché¢ P=o, avremo dividendo per u

Q+Ru+Sus .. .. +u™ '=0.

Se in questa equazione si pone in Juogo di # una radice
della proposta, essa avrd per radici le differenze tra questa radi-
ce e tutte le altre della proposta. Quindi se in luogo di x vi si
sostituiscono successivamente tutte Je radici della proposta, si
otterranno m equazioni in u, le quali avranno per radici tutte
Ie pessibili differenze tra le radici della proposta. Pertanto si
avra il valore conveniente di A, se si-fard eguale ad una quan-
titd pidt piccola della minima tra le radici di queste m equazio-
niin u.

31.

Ponghiamo u::—:- » © I'equazione in u.si cangera in

R 8 1
’ Q+-i'*‘i';uoo*——m’

oMo §
13
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la quale moltiplicata per i1 e divisa per Q diventera
im—'-o-'gim—z-o- %‘.m—3 ce -o--'a:o . |
Supponendo che in questa equazione si sostituiscano una dopo
Y'altra in luogo di x tutte le radici della proposta, sia 7 il limi-
te pil graude della massima tra le radici positive delle m equa-
zioni in i, che da tali sostituzioni risultano. E vchiaro chell-
sara minore del piu piccolo valore di u, ed in conseguenza po-
tra prendersi A-_-% . Ora & noto che il massimo coefficiente ne-

gativo fi una equazione preso positivamente ed accresciuto
dell’ unita é maggiore della massima radice negativa. Dunque
" la ricerca del limite / si riduce a trovare il pili gran valore ne-
gativo, che risulterebbe dalla sostituzione in luogo di x delle m

radici della proposta nei coefficienti g ,% » €C., O una quanti-
ta maggiore di questo valore. '
32.

. . . R 8 . s . .
Se i coefficienti = , —, ec. fossero funzioni intere di z, si

potrebbe risolvere il problema con sostituire in questi coeffi-
cienti in luogo di x nei termini positivi un limite minore della
pin piccola radice posijtiva della proposta, e nei termini negati-
vi un limite piu grande della massima radice positiva. Infatti
¢ evidente, che i resultati negativi, nei quali per queste sosti-
tuzioni si cangerd ciascun coefficiente, saranno maggiori di
quelli che nascerebbero dalla sestituzione nel medesimo coeffi-
ciente delle radici positive della proposta. E riguardo alle ra-
dici negative, si porra nei medesimi coefficienti —z in luogo di
x , e poi si sostituird nei termini positivi un limite minore del-
la pi piccola radice negativa presa positivamente, e nei termi-
ni negativi un limite maggiore della massima radice negativa re-
sa anch’ essa positiva. Il massimo risultato negativo, che nasce
da queste sostituzioni, preso positivamente ed accresciuto dell’
uni? sard certamente maggiore del piii grande valore positi-
vo di i.
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Relativamente ai valori negativi di i si porra —i in luoge
di i'nella equazione in i/ o sia si cangeranno i segni del secon-
do termine, del quarto, ec.; e ripetute lo medesime operazioni
il massimo cpefficiente negativo, che si otterra, preso positiva-
mente ed accresciuto dell’unita sard maggiore del pid gran va-
lore negativo di i preso positivamente. Ma ¢ da osservarsi , che
u rappresentando la differenza tra due qualunque radici della
proposta & egualmente positiva clie negativa, e tale pure sara i,

perche i:%, cioé i valori negativi di i saranno prescindendo dal

segno eguali ai positivi: onde il limite Z, che é maggiore del
massimo valore positivo, sard ancora maggiore del piu gran va-
lore negativo preso positivamente, e viceversa il limite maggio-
re del massimo valore negativo preso positivamente lo sard in-
sieme del pid gran valore positivo. Sara dunque indifferente per
la ricerca del limite / che i si riguardi o come positiva o co-
me negativa ; ma torpera bene di ripetere le operazioni nell’una -
e nell’altra ipotesi, affine di scegliere il pit piccolo tra i due
yalori di Z, che ne risulteranno, ‘

33.

Ma siccome i coefficienti R ,‘1 , ec. sono funzioni fratte

di z, il metodo precedente non pud adoprarsi, se prima non si
trova il modo di togliere la x dal denominatore Q. Uno dei
" meszi, che il primo si é presentato a Lagrange, ¢ quello di por-
vi invece di Q un numero pia piccolo del minimo di queij valo-
ri, che essa acquisterebbe per la sostituzione delle radici della
proposta in luogo di x; poiché & evidente che i coefficienti

=, =, ec. Tiesciranno cosl pin grandi di tutti quelli, che na-

scerebbero, se in luogo di  vi si ponessero i valori esatti. Per
trovare il numero adattato a porsi in luogo di Q facciamo Q=y,
ed eliminando z dalle due equationi X=o0 e Q—y=0 otterremo

una equagione in y del grado n » la quale avra per radici
tutti i valori, che % riceve per la sostituzione in essa delle ra-
dici della proposta. Sia 4 il limite minore della pid piccola ra-
dice positiva della equazione in y, ed 4’ il limite minore della
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pid piccola radice negativa presa positivarente; e sarauno 4 e
k' ionumeri'ché dovremo successivamente porre in luogo di

Q, cio¢ dovremo praticare le operazioni indicate nel n.° pre-
S
cedente sulle quantitd RN T _g =g O

34.

Siccome il calcolo della equagione in y presenta molte dif-
ficolta , Lagrange ha immaginato un’altro metodo, il quale ol-
tre ad essere pid facile somministra un valore piu piccolo per 7,
ed in conseguenza pid grande per A. Questo consiste nel molti-

plicare ambedue i termini delle frazioni R , = » ec. per un fat-

tore tale, il quale faccia sparire la x dal denominatore. Pren- .
diamo un polinomio

e Mo m—3 M,
Y=2"""! yar +bx T 4-0-ec.

del grado m—1, ove i coefficienti a, b, c, ec. sono indetermina-
ti, e moltiplicandolo per Q avremo un polinomio del grade

am—3 . L’ equazione X=o0 ci da il valore di =™, e moltiplican-
do successivamente per x, e sodtituendo sempre nel risultato il

valore di 2™ otterremo tutte le potenze superiori ad " fino

ad 2™ espresse per z* ' e per le potenze inferiori. Posti
questi valori .nel polinomio QY esso si abbassera al grado
m—1; ed i termini, che contengono z si faranno sparire con
porre eguali a zero i coefficienti di essi. Avremo cosi m—1 equa-
zioni del primo grado, dalle quali dedurremo i valori delle
3uantité indeterminate a, 4, c, ec, che sono esse pure m—r.

i numero; ed il prodotto QY si ridarrd ad una quantitd cogni-
ta, chiamando la quale K gvremo Q:% .

Se sostituiamo questo valore di Q nella equazione in i es-
sa diventera /

/
M=l RY.M Y npem
RIS L IR f 3....-0-—:0,

K K K
e siccome i coefficienti 2t , fl' ec. non contengono pil1 x nel

K’ K
denominatore, potremo servirci del metodo esposto nel n.° 3a.
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r trovare un limite ¢ pih grande del massimo valore di i . I
polinomj RY; S¥, ec: potranno-ridursi al grado m—i con la

sogtituzione in essi dei valori di z™ e delle potenze superiori,
come abbiamo fatto relativamente al polinomio QY. Questa
riduzione non & assolutamente necessaria , ¢ possono lasciarsi le
quantita RY, S§Y, ec. quali sono, ma giova eseguirla per ren-
dere piun semplice il calcolo, e per ottenere un limite / piu
prossimo al massimo valore di ;.

35.

Se mai si trovasse K=o , ¢id indicherebbe che la pro;oatt
X=o0 ha 'Eih radici eguali. Infatti siccome il polinomio QY in
cui i coeflicienti 4, b, ¢, ec. sono determinati come sopra, di-

viene =K, quando vi si sostitnisce il valore di & ricavato
dalla equagione X=o, cio¢ quando vi si pore attualmente
X=o0, questo polinomio avra necessariamente la forma ZX~+-K,
essendo Z-wn pelinomio del grado m—a. Quindi se K=o, esso
sard divisibile per X, cioé avra pec fattori gli m fattori semplici
della proposta. Ma il polinowmio ¥ essendo del grado m—1 non
puo al pit avere che m—i1 di guesti fattori; dunque la quanti-

ta Q:% avra per lo meno uno di tali fattori, e quagdo cid

succede, & noto che I’equazione X=0 ha pi radici eguali.
Viceversa se la proposta ha piu radici eguali, sard sempre
K=o . Poiche¢ essendo in generale il polinomio QY della forma
ZX+K, diventera =K , qualnnque radice della proposta vi si
pooga in luoge di . Ma se'a ¢ una radice multipla della pro-
" posta, essa sostituita in luogo di x rende nulla 1a quantitd Q e
per conseguenza anche QY'; dunque K==o. Quindi se la propo-
sta avrd radici eguali, ne saremo avvertiti dalla equazione
K=o, e togliendo con le solite' regole dalla proposts i fattori
egaali applicheremo i metodi precedenti alla equazione di un
grado inferiore, che ne risultera , sicuri di non trovare per rap-
porto & questa K=o.
36.

kbbiaaro iuppouto, che per eliminare la = da Q sia neces-
sario moltiplicarla per un polinomio ¥ del grado m—i; cid ¢
. - * N . :
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vero in generale, ma si danno alcuni casi, nei quali basta assu-
1\meré)per ¥ un polinomio di un grado inferiore ad m—1. Sia
data per esempio 1’equazione
T3 4-3x84-3r—1=0;
avremo Q=3x%+6zx+-3. Prendiamo per Y il binomio x+a, e
moltiplicando per questa la quantita Q otterremo
QY=3z%4~(64+-3a3)x%4+-(3+6a)z+3a,
e ponendovi in luogo di z* il suo valore —3.x2=3x<4-1
QY=(3a—3)x*+(6a—06)z+3a+3.
Ora se da questo prodotto facciamo sparire il coefficiente di z*
ponendo a=1, svanird egualmeate il coefficiente di x, e K sa-
a =6.

In questi casi, nei qunali si ottiene 1'intento con prendere
per Y un polinomio di un grado minore di m—1, saremmo mol-
to imbaragzati, se giusta il metodo generale lo assumessimo del
grado m—1. Nell’ esempio ptecedente facciamo Y=x%+ax+b,
ed avremo

QY=3x4*+(6+3a)x*+(34+-6a+3b)x2+~(3a4+-6b)x+3b.

Ma la proposta ci dd x’=—3r*=3z41, T*'=—3x'—=32%+z
=6x%+102—3; dunque sostituiti questi valori sard
QY =(3—=3a+3b)x* 4+(12=6a4-6b)2+-36-4+-3b—3 .
Perché sparisca la = da questo prodotto, conviene determinare
a e b dalle due equazioni -
1—a-+-b=0
. QemGet-b=0 ;
ma queste non possono insieme sussistere , almeno finche si ri-
guardano a e b come quantita finite, ‘
. a'. 4 R T
Facciamo a=—, b=—, e quell' equazioni diventeranne
° c
c—a'+b'=o
2C=—a'<4b'=0, o
le quali ci danno c=o, e ¥'=a’. Sostitniti questi valorila quan-

titd K si troverd =§-s——3, che a motivo di c=o riescira infioi-

ta, e %ercib inutile al nostro intento. Ma la pid leggiera rifles-
sione bastera per togliere questo inconveniente, e per farci rico-
noscere che otterremo un valore soddisfaciente di ;( adoprando
ua moltiplicator del primo.grada . Infatti siccome abbiamo tro-

vato QY= 6—‘:——3 , 8ard ¢QY=6a'—3c=F6a', perché c=o, e que-
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sto valore sara finito, se ad a', che ¢ una quantita indetermina-
ta, daremo un valore finito; ed & evidente che avremmo trova-
to questo valore perCK (Use (invece di moltiplicare Q per
! ! . ! ’
z%- %x-o-% I’avessimo moltiplicata per c(z'-c-%x-o--b;) ; ciod
per a'z+-d'. Nella istessa maniera, ogniqualvolta si trovera K
infinita, potrd senza un nuovo calcolo determinarsi il fattore di
un grado inferiore ad m—1, il quale dara un valore soddisfa~-
eiente di K. Ma sara pit semplice di prendere in ogni caso il

moltiplicatore ¥ della forma ax™ " 4z wex™ 3 ec. in

laogo dell’altro assunto di sopra, che aveva I’unita per coeffi-

ciente del primo termine ™', poiché, quando questo fattore
dovra essere di un grado inferiore, troveremo alcuni dei primi
termini a, b, ¢, ec. eguali a 2ero. Rimane uno di questi coeffi-
cienti indeterminato, e potremo dare ad esso quel valore che ci
piaceri, e quello che rende il calcolo pid semplice.

37.

Per dare un esempio del metodo esposto proponghiamoci

I’ equazione
X 3= Z4-7==0,
la quale ci dd Q=3x°—7, R=3x, S=1. Incominciamo dal mol-
tiplicare la quantita Q pel trinomio Y=gx%+4-bz+c, e trove-
Temo v :
Y=3az44-3bz*+(3c—7a)x3—1bx=7C.
Ma la proposta ci da z3=72—7, ed x4==7z%—7x; dunque sosti~
tuendo questi valori di 2% ed z* avremo
QY=(14a4-3¢)x* +(14b—218)x=31b—7c.
Adesso ponghiamo
! 14a-+3c=o0

14b=—23 1a=0

. K=—231b—yc,

3
e ne dedurremo b:-;a, c:—l.;a, K:%a; e siccome a & in

nostro arbitrio, per evitare le frazioni faremo =6, ed avremo
b=y, c=—28, K=7, ed ¥Y=6x%+9z—28. Moltiplichiamo Y

per R=3x, e ponendovi poi in luogo di z* il suo valore avre-
Tom. 111. a1
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00 RY=aqz*+4ax~126, in modo che i coefficienti dell’equa-

zione in i saranno
anx94-4ar—126 6r34-gr—28

H

Conviene adesso Zercare i limiti Z)ih grandi e pit picooli

dei valori di x tanto positivi che negativi. Primieramente per
trovare’il limite piu grande della massima radice positiva della
proposta bisogna cercare quel numero, che preso per x rende
positive le quantita
@ w7247, 29—, bz,
e siccome si vede che =2 ¢ il pid piccolo numero intero, che
soddisfaccia a queste condizioni, questo numero 2 & un limite
maggiore delle radici positive. Ma affine di ottenere per Z un va-,
lore pilt piccolo, tornera conto di cercare un numero fratto pit
piccolo di 2, ed insieme maggiore delle radici positive. Si pren-
dera percid un numero a piacere, per esempio 12, e si porra

t . tes 8
r=—3 le tre precedenti quantita diventeranno

t*—1008¢412096, 3¢3—1008 , 6¢,
e come abbiamo veduto riesciranno positive, se prendiamo
t=24: ma conviene osservare se lo stesso ottener si puo con por-
re t= ad un numero il piu che sia possibile minore di 24. Si

trova che soddisfi il valore di r=21; dunque ?—;—:% ¢ un limi-

te maggiore delle radici positive della proposta.
Riguardo al limite minore delle medesime radici positive

si porra -;-.in Inogo di « nella quantitd x*—72+7 , e moltipli-

cata per z* diventerd z*—z%+—, e si cercherd quel numero
che, preso per x rende positive le quantita
S, 3xt=—az, 6x—2a.

8i vede subito che 1 soddisfd a queste condizioni; ma operan-
do come sopra troveremo che vi si pud ancora soddisfare con

un numero minore ciod —3-; dunque% sard il limite minore

delle radici positive. 4
Nella equagione proposta z?-—~7x+4~7==0 cangiamo i segoi
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dei termini in posto pari, e la risultante equazione x*-72-7=0
avrd le sue radici'positive eguali'alle negative della proposta
prese positivamente. Ripetiamo in questa le medesime opera-
zioni , e troveremo il limite maggiore delle sue radici positive

essere 3:—9 , ed il limite minore 3, il quale & cosi prossimo

alle radici, che non potrebbe accrescersi facendo :c:{; . Per-

4

tanto le radici positive della proposta cadono tra i numeri 3

Z,ele negative tra i numeri —3 e —?—Z— .

Ripigliamo le quantita
27734427~—126 6r3-4-9r—a8
7 ok ’
e sostituendovi in luogo di z il numero g-nei termini positivi,

ed il numero % nei negativi avremo i due resultati ——?— v ©
6
-;—‘ . Posta —« in Iuogo di x# quelle quantitd diventano
a7r3—4ar—126 6z%—gr—a8

’ 14

7
. < g : . .7 c e e . 37
e sostituendovi 3 in Inogo di x nei termini positivi, e —- nei

termini negativi ci danno —'—, e —-Z—s. Di tutti i resultati ot-

4

- . . o
senuti il massimo negativo & — — ; dunque avremo
: 4

]—33_ 329
== ‘ ,
Se in grazia della riflessione fatta al n.° 3a. porremo i ne-

gativa, cioé cangeremo 1 segni della quantita agzi+4ar—126

e ripeteremo su di essa cosl cangiata le preeedenti operazioni,
otterremo per / un valore piil grande; onde converra attenersi

a quello trovato di sopra. Avremo adunque A=-;—=l, e que-

sto valore sara pid piccolo della minima differenza tra le radici
della equazione proposta.
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DELL’ EQUAZIONI A DIFFERENZE PARZIALI
- FINITE ED INFINITESIME.

e Ry

N el Capitolo VIII. del Calcolo Integrale ho trattato dell’equa- -
zioni , che contengono i differensziali parziali, e nel Capitolo X.
di quelle, che comprendono le differenze parziali finite. In
quest’ Opuscolo prendo a considerare un’altra classe di equagio-
ni, le quali contengono insieme le differenze parziali e finite ed
infinitesime, cioé, se z ¢ una funzione delle variabili =, y, ¢ ec.
Y equazioni lineari tra la funzione z e le sue differenze finite
prese relativamente ad alcune delle variabili z, v, ¢, ec., ed i
differenziali della medesima funzione presi per rapporto al rima-
nente delle variabili =, y, £, ec. Il gran Geometra Laplace
sembrami essere il solo, che abbia dato I’integrale di alcuna di
qnest’eﬁuazioni, applicando ad esse il suo ingegnosissimo me-
todo delle funzioni generatrici nel volume dell’ Accademia delle
Scienze di Parigi dell’anno 1779. L'integrazione di quest’equa-
zioni non & un oggetto di pura cariositd, ma & dotata di varj
usi molto apprezzabili, e da essa dipende la soluzione diretta di
molti problemi relativi alle serie. La nuovita e I'importanza di
tale argomento mi hanno determinato a prescieglierlo per for-
mare una parte di questo volume, e ad esporre con qualch’es-
tensione le ricerche, che ho fatte, per illustrare ¢ promuovere
questo ramo d’analisi.
1.

Se z_ rappresenta una funzione di x ed y, la forma gene-

" rale dell’equaczioni lineari a differenge parziali finite ed infini-
tesime del prim’ordine tra tre variabili =, 5, e z ¢ la seguente:
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dz
z
Syt _..Azz-o-B-d-; +P,

ove A, B, e P sono funzioni di x ed y. Noi supporremo per
ora P=0, ed 4 e B costanti, e per trovare un integrale par- .

By

ticolare della proposta faremo 5, =a %7, ovea e i sono quan-

titd costanti, ed e ¢ il numero, che ha i)er logaritmo iperboli-
co I’ unitd. Sostituendo questo valore nella proposta e dividen-

do per axeﬂy otterremo a=A+Bf; la qual’ equazione esprime
il rapporto, che devono aver tra loro le costanti @ e f§, perché

zx=axeﬁr soddisfaccia alla proposta . Sari dunque

z‘t:(A-o-Bﬂ)xeﬂy , cio¢ svolta in serie la quantita (4+Bp)®
zx=(A”+.tf' 'Bﬂ-o-r-‘L’-—-L)lA”.szﬁ”...-o-Bx il eﬂy .

il qual valore si pud mettere sotto la forma

z =Axeﬂy wA”'BéLﬁZ...x-———(z_')Ar '2B’d"eﬂy... ”'d"eﬁ,
z ay a dy®

e questo sard un’integrale particolare della proposta.
Per dedurne I’integrale completo si osservi che , posto nel-
la proposta il precedente valore di 2, essa diventerd identica.

d _rz

Ma o cresca x dell’ unita, o si differenzi %, per rapporto ad y,
& chiaro che in questa sostituzione si manterrd inalterata Ia

quantita e‘qy , € solo si cangeranno i coefficienti e gli%sponen-
+ ti della caratteristica d. E siccome f§ pud esser qualunque, se
dopo questa sostituzione si porranno tutti i termini dell’equa-
zione da una parte e dall’altra zero, svaniranno i coefficienti di

: : a a7
ciascuna del]e‘quantltév eﬂy B

valore di 5, si ponesse in Inogo di eﬁy una funzione qualun-

, ec. Quindi se ne!l

que F.y di y, svanirebbero egualmente i coefficienti di F.y,

dF.y dsF. . . 2.8
Ty}"' , —d}nl , ec. , che sarebbero quglh stessi di eﬂ s Syl

v
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3.7
T
la proposta soddisfara il valore
Yo = ShL Ve ...-o-B’f—-F"' :

, ec. , e I'eqnazione riescirebbe identica . Pertanto al-°

z =AxF S

che a motivo della funmone arbltrarm F.y ne sara l mtegrale

completo.
Abbiamo espressa & per §; se inveoe premderemo il valo-
re di f in &, otterremo lo stesso integrale sotto una forma mol-

to pinsemplice. Sara infatti ﬂ:—-—i , e quindi

B
“:_éy
zx—axeﬂ'r BT qual valore si pud anche esprimer
ey
4, F.B
cosl , zx=B‘” e BY .- ; e col medesimo raziocinio si
dyz
ay

provera, che in luogo di el s pud mettere una funsione qua-
lunque di y Adunque il eercato integrale sara

' =z _B”e ‘By _Ly
) 7
Vedremo chiammente, che questa seconda forma d’integrale &

-—y .
equivalente alla prima, se porremo f.y:eB F.y, poiché sard .
4 A

5 7Y 4
dxﬁy_lt.eB Fy-o-zd 1.8 dFy -o;cﬁy dxF.y
- d)"x dyz dyx—t ) dy dyz
BY

o sia eseguite le differenziazioni di e
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A

_y D I ’ — ]

LI B A prgund_ 3Ey L) A7 By LFy)
dyz B® B! dy 3 pr—3 .y dyx

e sostituito questo valore la seconda espressione di's si con-

vertira nella prima .
a.

Passiamo adesso alla equasione

ds_ dz'x_'_'
%y =Az 3‘+BTJ: +CT ’

dz et
la quale contenendo di piu il termine C ———> ove la z varia

e per rapporto ad z e per rapporto ad y, é del second’ ordine.
Ponendo zx;—.—aa"ep'r avremo 1'equazione a==A+Bf+Caf, dal-

la quale si ricava m{—:cgg- . Se esprimessimo come sopra il

valore di a® per le potenze di #, a motivo del denominatore
1—~Cf avremmo una serie infinita; onde per ottenere 1’ integra-
le in termini finiti conviene in questo caso ricorrere ad altri ar-

tifizj. Facciamo C—1=Cy, e sard f=y+— , ¢d

B
A+By+b-

r (K B
—p == (? +B) » posto K—A-!-a . Pertanto

I

W% P71 z(—f—-hB)z.e(y*?) y, e svolta in serie la quan-
(=0)

titi’ (% -o-B)x sard

I
Y=y ,® L1 Ko 2
RN a1 o0 sl DU e
—0)* ¥® § a )
la qual formola si pud mettere sptto la forma
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J
._._’__eb-(K “rFay* e 4+xK* VBT dy T B ) .
-0)* o
s)umdi per le ragioni addotte di sopra ponendo una funzione ar-
bitraria di y in luogo di 'Y asremo
y ‘

c ' .

5= ¢ (K‘tfz dy"F.y+aK* 'Bf*'dy*"'F.y..+-B* F.y) .
(=0°

Sembra a prima vista che questo integrale non sia completo

perché contiene la sola funzione arbitraria F.y, laddove la pro-

posta essendo del second’ ordine richiede due funzioni arbitra-

rie. Ma & da osservarsi che le integrazioni espresse dal segno

STdy" , quando saranno completate, introdurranno una nuova

funsione arbitraria di «. Infatti all’integrale /° "dynF.y convie-
ne aggiungere la quantita

() oln—1) 72 oln—a), 7* p(n—3) Y o)
C ""yc L o 2 C +‘ﬁ—.;C '--*;.—ST——.('.P—‘)C

per renderlo completo; onde se n & variabile ed =x, C'(n) di-
ventera una funzione arbitraria di x . Pertanto il segno integra-

le [Tay*F.y introdurra la quantita
. ) —_
¢.z+y¢.(a-—1)+‘%¢.(w—s)+f—§¢.(3—3)...-0- A
. 2.3...(xz—1)
similmente il segno /“'¢y" ' F.y porter Ia quantita
Za=2
¢.(m-n)+y¢.(:r—n)+’%¢.(xa—3) ce *;_;_(x-;') P.x
e cosl in seguito. Quindi I'integrale completo della proposta
sara

X

z .
s,= < z(K’r T dy’F.yi'-zK"-'Bf’ ~lay*"'F.y....-B" F.y)
{ .

Tom. III.

ax
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Bs :r(:r: 1)

ga+ly+ g )ql (.r:«—x)-i-(‘K +kzy+ )4} (z=—23)

v’ B rys Bs x(r—lly Bs x(r—v\(r—a)
ch (n A Sy Ko"'_ Oy X C)
L . . . . . . . . . . . . . .
(—C)~F ya.-—x B ™ - gt
+( @—1)  K3a3..@=a3) "*Kx—x z)cp; )
La prima linea del valore di s, & pud rendere pill concisa; se
si pone sotto la forma
y s
J’dy (K F.y+xK*™ 'B”' "”")K"""B’d’p B"r:
(=0) dy
’ Faéciamo '
Q,=K*Fy+z K”"B dr |, e K“’-’B’”’" .. +B"LE
dyz
ed avremo .
Lot 1 x dF fr-Hhr L1 pads F +;d""'_{
Qi =K Fys(z+1)K Z —K" B —— ke +B" ;.;;‘
d—Qiszg zK*! Bd’F-o-r(”_l’Kx -aﬂsﬂ...-o-Bx d———-ﬁ.rF.
o dy dys a dys L dy™+"
Quindi apparisce, che sard a0
B x
Q.r-o-l KQ + dy
la qual’ equazione ci di (1)
K 7
gy Ly

Q —'Bx . dyz .
Per conseguenza in luogo della prima linea del valore trovato
. di z, si potrd sostituire la quantlt&

X —zy d%f.
~eC(_g)a.pfa,-dyx(e sy.zﬁl).
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Se K=o, cioé B=—AC, ponendo ¢.z—= u-avremo
P , Y <
z r:eO.A"f.y, .
y .
C , ,
e (w.z..,w.(z-:)+B=”—""—:L’w.(x-n)....,.3’w..)

( x

-’

o sia piu semplicemente .
Z

cxzf j!y-o-co‘l’.z. '
A questo integrale giungeremo subito, se osserviamo che I'equa-

gione 6=A«+Bf+Caf nel caso di K=o diventa della forma
(a—A)(1—CPy=0 onde si deduce o a==4 e f qualunque, o

ﬁ:% ed & qualunque; e quindi le quantita A.rcﬁy , ed

X .
e o* poste in luogo di £ soddisfanno alla proposta. Ma inve-

ce di eﬂ Y possiamo porre una fungiope qualunque di ¥y, e

cos! pure una funzione qualunque di z in luogo di ™ ;poi-
X

che il valore eC 2% sostitiiito nella proposta in luogo di 3

la rendera identica, ‘e percib posti tutti i termini da una
parte e dall’ altra zero, si anoulleranno dopo questa sosti-
tuzione i coefficienti di o e di a®*! a motivo di & qualun-

que. Ora se invece di a” prendiamo ¥.x, & sostituiamo
y ‘

ec Y.z in luogo di 5, , sarenno i coefficienti di ¥.2 e ¥, (z41)

|

quei medesimi che prima erano di a” ed a®*T | cioe eguali a

zero. Pertanto soddisfaranno alla proposta i due valori A-f.y,
z

— L

ed ec.‘l’..r di z ., e siccome essa & lineare, soddisfard ancora
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. % .
zx=Axﬂy+§c.\l’.z‘, e ne sard I'integrale completo, perché
comprende le due funsioni arbitrarie f.y e ¥.x .
s,
T equaszioni degli ordini :uperiori si potranno facilmente
integrare, se, dopd di avervi wstftuito a’e By . in .luogo di = s

Pequazione che ne nasce tra a e # sard risolubile in fattori del-
la forma a—p—gf=0, o pure a—p—gf—rafi=o. Ciascuno di
questi fattori ci dara un valore particolare di z,,€ la somma di

tutti I'integrale completo della proposta. A render cid evidente
consideriamo I’ equazione del second’ ordine

dzx dza'__'_t dsz z
5., n*A‘x-o- . +Bzx+C—d-;‘ “+D P +E o =0,

la quale posto sx=a‘”eﬁy gditmaefl equaiione
' 03 +A64-B4-Ch+Daf+Efs=o0. .
Se il primo membro di questa equazione é risolubile ne’due

fattori as=—p—gf ,a—p'~q'fl, & chiaro che ad essa si potra dare

la forma seguente
a’—pas—qaﬂ—P'(a—p—qﬁ)-q'(ap—Pﬁ_qﬁl)=. .

Qnuindi la proposta sara della forma

dz . ds
z 4T ,(‘ 5 _—~q __3:)
Zeaa Pip ™1 dy PPz P dy
dzr_._' dsz disz ) ,
~(5=r g )=
ed & evidente che ad essa soddisfard I'equazione
dz
. x —
B PPy =0
© cio# integrando (1)
P
x _?y &Py

— e o ——
5,=q =

4
Nella stessa maniera si provera, che alla proposta soddisfa I'e-
quasione




OPUSCOLO IIL. 173
ds
7 r x— "
, Poui P 2o iy 0
dalla quale similmente si deduce
.

(]
prid '
s.v:q""e -, IFy

d]z . :
Onde, siecome la proposta & lineare, I’ integrale completo della
medesima sard :
-& rr -By #p
s.=g% 1 =X g% 1 L,
% T x
dy dy
ove F.y, e F'.y sono due diverse funsioni arbitrarie di y . E fa-

‘cile il vedere, che il medesimo discorso si applica a qualunque
altra equasione di una simile forma.

4
Se I' equazione in a e § non @ risolubile in fattori raziona-

li, con i metodi conoscinti potremo ea‘primere la quantita a%in
una serie ascendente ordinata per le potenze di f§ di questa forma

a*=Mp"™* + Mg mz+m' i ﬂm.z'-t-m" ec.
e col medesimo ragiocinio usato di sopra ne dedurremo il valo~

re particolare di ¥, ciod

z Z+-m' z-+m"
s, =M "7 Fy +M’dm 'F’Y-o-M nd” FY e,
ay™® dymE+m dy T+
Ma siccome abbiamo tante serie per esprimere o, quanto & il
grado dell’equazione in a e #, o sia quanto ¢ I'ordine della e-
- quazione proposta tra 3_ e le sue differenze, otterremo altrettan-

ti valori particolari di %, © la somma di tutti ci dard I'integra-

le completo della proposta. -~ :
8¢ per le condizioni del problema le funzioni arbitrarie
F.y, ec. fossero funzioni intere, le serie in tal caso si termine-
rebbero, ed avremmo I'integrale espresso in un numero finito
di termini, Eccettuato questo caso I'integrale ottenuto in tal
)
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modo sard composto d’infiniti termini, e per averlo sotto una
forma finita converra ricorsere ad un altro metodo, che adesso

5000 per'esporre.
: 5.

-8ia dunque proposta 1’equazione generale del second’or-
dine :

dz Tof=1 x ds 33'
2 —_.Aza__._ . -o-Bzx-q-f}-—d}— +D % +E T

ove i coefficienti 4, B, ec. siano costanti. Se ponghiamo
z =F.y, ez =F.y, facendo z=0 avremo

dF < AP AP
wa_AF.y-o-C-@ +BF 'y+D-E +E7j—‘ .

Similmente ponendo x=1 otterremo
—ds +BFyrCo + D pIF
53 za-o- 5 4 "y -+ a;-k d—)‘—’-’

e sostituendovi il valore di =, avremo quello.di g3 della forma

seguente

. ,dF  ,d3F AP dsF Qv
z3_.aF.y-o-a 54—4 F*bp'y*bTy'*b @T#"d_f‘_ .

Continuando ad operare nella medesima maniera troveremo il
valore di £, cosl espresso;

- dF doF Pl
zx_ao’xF.y-o-a l,zz;“s,x_—dyﬂ'”*ax—r,x . =
. ly™ .

d"F

L

dy

b, Foy+b s LF L,

1,xdy = a,zdys w,x

che sara I'integrale completo della proposta.

Rimane a trovarsi il valore dei coefficientia_ _, »€C.;
0,2’ 0,x

al guale oggetto ponghiamo zxzaxcﬂy s ed avremo.
F.y-_‘zl ::aeﬁ-y s F’.y:zozaﬂ Y, e sostituiti questi valori I’e-
quazione precedente si cangerd in ‘
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af+a_ _.ofs ... +a Y

25% L=—1,x" '

Bs . ..ab__B%

x,x

z_
(@) & =8, %8y o

-0-60 % -b-bl .z f +bz,x .

etra a e f§ avrd luogo I'eqnazione :
(6) av=Aa4-B+Caf+Df+Efs . »

Quindi apparisce, che I’equazione (a) si otterrd, se nella quan-

titd o” si porrd finché si pud il valore di a9 ricavato dalla equa-
zione (b), e nella quantita, che ne risulta, si sostituird finche &
possibile il medesimo valore di a3, e cosi in seguito. Cid posto
nella equazione (a) mettiamo z-+1 in luogo di x, ed avremo

I, é:-o-x'“ﬂ"'an , x-q-i'aﬂ."""az, x_._l.aﬂz
ﬂ D43

b f b, b

0,241 1,241 2, 241 Tl , 1"

]
€ a =8, g0t

Ma il valore di o™+ si pud ottenere in altra maniera, se quel-
" 1o di " si moltiplica per &, ¥fatto cid si trova -
x-'-l— ‘ ] 2 afls 3 1
@ =a, et o ﬂ"‘“z,a.-'“ pri.va, 2 6

+b v +b ‘x.aﬂ +ba,x'aﬂ° ceetb__af®.

o,x T,
8e nel secondo membro di questa equazione si sostituisce il va-
lore di a2 preso dalla equazione (b), si avra

(@ a‘r"'I:(A-c-Cﬁ)(ao,z.M"’ z.ﬁﬂﬂa,x.aﬁﬂﬂc. )
HB+-Df+Ef*)a, +a,  f+a, .fo+ec)
+b, e .z.aﬂ-c-b’ ,,.aﬂ“-c-bs , 50 -0,

Ora, siccome -le due equazioni (¢) e (d) devono essere identi-
che, se paragoniamo i coefficienti di a, aff, aff?, ec., avremo

%0, 241~ ao,z"'bo,a.-
a‘l s Xop=1 al,z ao,.c"'bx,a:
e generalmente
() an.z—o—:"‘mn,x' Can-r,x"'&r'l,:v '
per mezzo della qual’equazione otterremo il valore di L
’ .

bito che conosceremo quello di a S
. ]
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Se paragoniamo ancora i coefficienti di f°, #, f* , ec.
troveremo ]

b =Ba
O, T4=1 0, &

b =Ba +Da
1, 241 1,2 o,

b -=Ba Da +Ea
2,T41 2,z %,z 0

e generalmente

? ’x

=Ba Da +FEa .
n,T4=1 n,x"' N1, % n—3, x

Ponghiamo in quest’ equazioni il valore di 6"’ 5 Ticavato dalla

equazione (e), ed avremo

a =Ada Ba - v
0, X+3 o,a:-u-l"' ao,a:
a = B. +C Da
1, %43 Aax,z-o-l* al,z Qo,a:-o-l"' 0,x e
a = “+Da +FEa :
(f) n,T4-2 A“n, a:-o-l"'B“n, x"'can-x s T4=1 n-1,x n-3,%

" le quali tre equazioni sono tutte comprese nella tersa, come
apparisce dall’ osservare che @, , ¢zero, quandon ¢é un nu-
’

mero negativo,
Pertanto I'integrazione della proposta equazione a differen-
ze finite e infinitesime @ ridotta alla integrazione della equazio-
ne (f) a differenze puramente finite, alla quale si potranno ap-

plicare i metodi conosciati. Le funsioni arbitrarie @, 0%y
[} t]

che portera I’ integrazione dell’ equazione (f) sono tali nel caso

nostro, che % . 0 ¢ sempre =0 qualunque sia n, ed a 1 ]

sempre =0 eccettuato il solo caso di n==0, nel quale ¢ =; le

S s AR
fupzioni a, Lz’ 8, x son date dall’equazioni

a —Aa \
0, X432 o, .1:4-1"'3“0,«: )
Da

a =Aa a +Ca -+~
1,342 l,x-n-l"'B 1,% 0, T41 0, x

Del resto per trovare i coefficienti a_ _,6 _, ec. si- possono u-
0,r"0,x

sare altri metodi, e a quest'oggetto si consulti una eccellente
Memoria del sommo Geometra Lagrange sulla integrazione dell’
equazioni a differenze finite inserita tra quelle dell’ Accademia
di Berlino dell’anno 1775. Solo si osservi che questi metodi,
dei quali si trova un piccolo saggio al n.* 186. del Tomo 1L,
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;ossouo alquanto semplicizzarsi per la riflesstone, che abbiamo
atta di sopra, ciod che'il valore di 6, p &natoin generale, su-

k4
bito che si conosce quello di a o+ Ma noi non ci tratterremo

per ora sopra di ¢id, perché abbiamo ottenuto 1’ intento, quan-
do abbiamo fatta dipendere la solugzione del nuovo problema

propostoci da quella di un altro problema, che & gia stato dai
Geometri risoluto.

6.
1l metodo precedente non pud adoprarsi, quando nella pro-
posta manca il termine %, o Per trovase Iintegrale in tal ce-

so mettiamo I’equazione data sotto la forma

% petet , s des,
. zz-!-l -0-.4 dj —Bzx-o-C—d-;- +D-¢-i)'—" ’

e facciamo sx:.-.emy %', , essendo m una quantitd costante. So-

stituito. questo valore la proposta diventera
’

‘(l-t-.‘lm)z'z_'_l +A :;H =(B+Cm+D)n')z’x
: : dz'z dﬂz’z_

Ora potremo togliere il primo termine con fare 14+A4m=o0, cioé

mz—Ai , ed avremo
' dz' dsz!
Tde1 __ : r . z
T ._B’z'x-t-C' pr *D,'_dys
ove sard B’—B c.D R c=C¢_3D

D .
— — D e — — e S cc— '=—- h
AT T a7 D= Porghie

mo ¥ =f xdyxz"w , ed otterremo
az" daz"
z , z
a7 +D prral
Per integrare questa equazione facciamo 3" =¢xeﬁy , ed avre=
x

Tom. III, a3

” " U
2 =B'z" «+C
241 z -
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mo a=B'+-C'g+D'f* , ¢ quindi a*=(B'+C'f+D'§ 9%, la qual
{{uautitd .svoltasecondo le potensze di f ci dard una formola
della forma seguente

x ax
—J +a * L L . ‘+‘ . .

@ o,x t,xﬂ*aa,xo * nz,zﬂ

Di qul usando i precedenti ragionamenti dedurremo il-valore

di 2" cosl espresso;

" =a F.y+a r dF ) d——”F
LR R L A P - dy""-ma.‘q,x'dynx .

Ora essendo 2’ = “dy".zﬂx , sard
! - L T , Lol )
F

F . aF
z+1,2 " dy Pras,z dya Pz, x

F.y+a -
+a, o Fy -

dy
2 ; )
o, s (7%, 5740, J oo, s, e, )t

. . . . . . . . . .

F Bper . fx—a
———— o e e— DR -
*+\asm—1) 02 33 (r—a) 1,7 . "'“a-_,,‘c)f‘

e se questo valore si moltiplicherd per ¢ =e 4 , si otterrd
I'integrale completo della proposta, perché contiene le due fun-
gioni arbitrarie F.y e fix .

Nel caso di 4=o il valore di £, 8 troverd di una forma
simile a quella di z"x , @ siccome non comprendera che una fun-

gione arbitraria, sard un integrale particolare. Né si vede, come
in tal caso possa esprimersi in termini finiti 1’integrale comple-
to della proposta.
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7
\
Passiamo all’equazione del ters’ ordine

z
zr*3=dz#M+BdZTr;?:+sz+l +D d ;-;-r
d’z:r*' dz =~ dez_ d'zz
+B 7 -Hsz-i-Cdj +H Pre +I Frok
Se ponghiamo zfx=a“'eﬂf , avremo tra & e f§ 'equazione
(a) a*=4Had4Basf+-CayDafi+Eafs+-F4-GlHps 41 .

Sostitnendo nella quantita &% , finche s pud, il valore di a*
ricavato dalla equazione (a), e neila qoantitk chs ne risulta po-
nendo, finché é possibile, il medesimo valore di ®*, e cost in

. . . . . . T,
seguito, giungeremo & sviluppare il valore di 4™ in una formo-

l1a della forma .

x —3
a6 =a Grgegd  a%f4a - .a%p% .. .44 .a'ﬁ"
0,% 1, f 2, 4 T—2, %

+b, 0 ""b‘l,z'aﬂ #a’;.aﬂ° oo otb

af !
o, o=—1,%"

. , Y Ld
oz "'cx,x'ﬂ -o-ca‘z.ﬂ . .-wx’z_.ﬁ ,
e col ragionamento usato di sopra dimostreremo I’integrale
completo della proposta essere

v
dF P - &3

‘xmo,z'l‘?'y*al z Zr--q-aa’x. Pl Mx—n', 2 _——dy""
iF drF &P
-r-bo’z.F.y-o-b‘,x. & "”bn,x’ 5 -b "r.——dy’—.‘
ar ds " ool
ry e e —— —
o,z .y-ohcl,a'_. d_r 2,.1," drs . .-o-cx , T

dy‘z
ove Fy, Fly, F",{", sono tre funziond arbitrarie di ¥y, ciod
Fy=s,, F'.y:s! » Fly=s_ .
Per determiinare i coefficienti &, 1 s C ,
n,x! n,x’ 8,x

valore . di a” ponghiamo 21 in luogo di 'z, ed avremd

nel
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41
o = S4-a a3f+a
2

=a . .a3f34a, _ .a%f%+ec.
0, 41 1, 241 1 B 3, x4-1 4

y Tt

“+b .afi* +b3 :c-o-x"ap' +eC.

& b .aff +b_

0,41 1, Zt1 8 2, 241

-+C . 2 N A C.
0, x4-1 "'cl,a:-o-xﬂ “z,x—m 4 “S,a:-o-lﬁ e

T =1

Ma in altra forma ancora otterremo a , se moltiplicheremo

a” per a, e poi in luogo di &* vi porremo il suo valore dedotto
dalla equazione (a); e fatto cid avremo- ‘

: a""’=(.4...3p)(ao £+, patba, .atfraec)

+(C+Df+Ef °)(ao’x.a+al’ x'“ﬂ"'“a, 5 oBe+ec.)
A(F+-Gf+Hpa+-15*) (ao,z +a ,z“’“z,z'ﬂ ?4-ec.)

+b o,x'“""b i, .r'“"g*bn,x‘“'ﬂ""bs, x.as’ﬂ'-t-fc.

. aff ¢ _.afi3 aff® --ec.
+co,x“ “L,x f z,zaﬁ H3,zaﬂ -
8e adesso in questi due valori di a™*r quali devono essere

identici, si paragonano i coefficienti di a®, asfl, a%f* , ec.,

si trovera
‘a =Ada_ _+b
0, Z+1 0o,x. 0,2
=da +Ba +b
al,fr-.-l Al,z‘ o,x I,%
e generalmente
a =4a_ - a
B, T-4A=1 n, +B n—l,:r"'bn,.z-’
per mezzo della qual’equazione conosciuto a 5 8 avid su-
y & .
bito & .
n,x

’
Paragonando nelle medesime formole i coefficienti a , of ,
«fs , ec. avremo
bo s x-o-(:C‘o ,x %,

=Ca ‘w=Da ~+C
I, T41 I,x 0,% 1,

=Ca ~+Da +Ea -“~C

b = :
2, X4l 2,x I, & 0, a,x
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ed in generale

=Ca #Da +FEa

By L=l n,zx n—1,z n—z,z”n,z’ .
nella qual’ equazione se sostitwiamo il valore di & n x trovato
(X

di 80pra avremo

- =a —Aa —Ba —Ca
n,x n,x4+2 n, r<41 Re=] , X4~1 n,x
—Da —FEa
n—]’x N3, 2

e quindi conosei i a anche ¢ .
q osciuto 4 siavraa 5, x

. & . . /
Paragoniamo finalmente i coefficienti di f° , #, 2 , ec. ,
¢ troveremo

%, x-u-n:Fao , T .
‘r, x+x=Fal , x"'cao , & .
ca, x-o-l:Faa , x-o-GaI , z-o-Hao , z
°3, z+ I:Fa3 , 2+C% , o+Ha, , :r"'lao , x
e generalmente '
. . c'f . T4 I=Fan , .r+ca»—1 s z*Han-s , x+]an—3 ,x° .
Si sostituisca in quest’ equazioni il valore di cn, R ed avrassi
() 3, x4, 3=da o.x-u-s"'cao.a:-.-x*Fao Lz
() %, 24-3—A3 I ,.r-o-z"'Bao, x_'_z-o-Ca I, x-o-l"“Dao, Z4- x*F“x , x*cao »x
@) aa,x+3=‘4“a. :r-»a*Ba 1, wq-a"'caz s Tt J*Da 1, % 1"'Faz, z
+Ga «+Ha :
1,x 0,% .
(e) %n, x+3=An,z+a+B¢n—l ,z'-o-a"-'can, z-n-n*Dan—l,x-o-: i '
+Fau , z-"'can—l , x*f,hn—z, :r"'lan—s , &

le quali equazioni souo tutte comprese nella (¢), giacché a ®

¢ =0 quando n & negativa.
La riceroa pertanto di @~ dipende dalla integrazione

dellequasione (e) a differenze finite. E qui si osservi, che le

funzioni arbitrari “le. li portera
oni arbitrarie 8 o' %, 1" Gy g0 le quali p

questa integrazione sono date in modo, che a ed a 80—
. n,o n,1
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no sempre eguali a zero; ¢, ¢ =1 nel solo cado di n=e ,
’

neglisltri. 8:semmpre =o . Le funzioni a6, 2% 2

no date dali’ equazioni (), (c), (d), le qu,ali essendo a differen-
ge finite tra due sole variabili non presentano alcuna difficolta
per la loro itrtegrazione. Ad eggetto di conoscere altri metodi

per determinare a, . si consulti la lodata Memoria di La-
’

80-

grange.
8.

Se manca il termine 5.8 I’equazione precedente petrd

mettersi sotto la forma

dzz-o-s dz:r-o-n d".r-o-r
2 g2 +4 dy —Bz-‘l'-o-r +C dy D dys *sz
dzz d"zx d'zz
+F—d; *C dj‘ -O-H d]‘ i
4
Ponghiamo z, =e Z.z’w , ed avremo
dz’.‘r-o-n . dz’t’-o-l d.z'.‘r-o-!
— '’ : " 'o!
- =Bz . +C Z +D o= +E'z -

B 4 D “e “p D
C a
B=r - 4+ =, D=,
v B=g—ra =15 P35 \

Se adesso facciamo- z‘zzaxeﬂ y , avremo-tra e 8 f. l'equa-
zione . N
42f=Blg+C'aff+- D'afi*+-E'+F f+-G' f2+-H fs .

Mediante:questa equazione: se svolgeremo. la quantita.s* in. una
formola della forma :
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a @ a R
x_o,x e s ¢
6 =2 2 e 4 oG GJ...ea G
g1 ﬂx__, L1, T a:,z“ﬁ T ag——a,x g
bo x LI x X
-l . ) . Po.. b .
ri Py “'ba,-.l,x s,xﬂ :r-o-t,xp' a.r-l,a:p ’

otterremo I'integrale della proposta cosl espresso
— -1, -1 -3, T~2
z’,,-"ao,:vf dy F,:)\cf.-a".b[ dy F.y...*aw_a’zfdyF.y
dF daF S
+a —_—

21 ,nyMz,x@'“x-H ywdys " Pagea,x PR

I 2, X=2 ’
+5, Wl dy"'r.y#w/"‘ dy TP F.y..wb, JAyFy

dF’ dapP dF
dpl,xr'y"'bx,x?? z+1,% dya ' -1,z

ove si determineranno i coefficienti a ed col meto~
n,x n,x .

do esposto di sopra.

Questo integrale non sembra campleto, perché contiene
due sole funzioni arbitrarie F.y ed F'.y; ma ¢ da notarsi che i
segni integrali introdurranno un’altra funzione arbitraria di «,
e si dovrd aggiungere al valore precedente di 2 1a formola se-

guente .
].‘r—ﬂ 7‘1’-3
9.3...,(:——9'ij ,s+n.6...(x-q$’f;,x e "'yfz—z,x*fz‘—x ,z

Delle funzioni fr i f2 5 » ©C. UDA sola dev’essere arbitra-

ria, o per determinare le altre si sostituira nella equazione data
la formnola antecedente in ludgo di %', o dal paragone dei di-

versi termimi ei-dedurri la relagione, che deve aver luogo tra le
medesime fungioni.
9.
Per illustrare con un esempio le diverse operasioni, che

rvichiede il metodo esposto nel num.° antecedente, prendiamo a
eonsiderare 1’ equazione



la quale posto 5_=e 4 0 B'=§ , E':g si cangia nel-

la seguente

I . !

b 3 -
%:B’z’ +E'z .
y Zet=X z

Se facciamo z’xmxeﬂy , avremo tra & e # I' equazione
a’= Ba + i
. T
mediante la quale svolgeremo la quantitd a® in una formola
della forma seguente

& a N
1.z a2.x

a <&
x o,r
« =

- Y ~3
Ponghiamo in questa formola x+-1 in luogo di #, ed avremo
N ,
a 7 a - a @
“z'-.-[_ O y Tp=1 - 1, 4= 24 X241

-+

A e

0, Tl I, T4l 2,Z=1

ﬂr + ﬁ:t—x + T—=0
p

Per ottenere un altro valore di a®*' moltiplichiamo quello di

+ec.

*ec'

axl;er @, e sard

TaX ao x.a’ a' r-a’ an r.a'
= ; — ;_n - — 3 e
b @ b X .

0o,z ' T1,x 2,z
+ 2 ec,

e - F
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o se in Inogo di a2 -si sostituivce il sao v"alon‘%z-t-' %—: aveasei.

"Ba o Ba o Ba .a
5,z

) () 2,z
S el ﬁ,': -+ ’l - ’2 -+ eC.
- —
T E’ao.é__ Aég' r - 'g:n z
- z’ -+ 7 " - ’a -+ €C.
bo 1;.& b‘ ‘z'“
2 - €C.

9
I F°
R -
Questo valore di o' dovendo essere identico col primo tro-
vato, avremo dal paragone dei termini simili
b - =F'a N
n,z41 n,¥
. . s -
ciod conosciuto 8, 5 % bn,‘._E a,
a . ' =Ba
. =B
a %, a1 T
e Q=

A1,z St
+E'

. nyx1 2 %,z Oper 21
. Per integrare quests equagione a differenze parsiali e finie
non vi ¢ bisogno di ricorrere ai conosciuti metodi generali, per-
hd. la di lei forma ci permette 'di glungere assai facilmente
all’integrale nel modo seguente. Ma prima si osservi la funzig-
ne a esser tale, che a =0, a =0,.4 =0, ‘e
) 1,3 2,3 3,4

generalmente a A1 =0 eccettnato il caso soltanto di n=o ,
. »

in cui ¢ =1: di che ci persiaderemo ftéiimente dopo una bre-
-ve riflessions sl icdo, "cdn.cui dalla equpsione ai:%zao- 5
si deduee il valoreld ‘a%, Cid posto fhetiimba, =B'%.c
. £

n,%
e sard . . . N .

' .' Sari inoltre
’ z:_l

co, 2120 x
. ' .
[+ — Co—
n, .r-m',""‘"n, Paab N a1 s Zemy
Tom. MHI. 24
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Da questa ‘ultima equaxions si' dedupe S = y:\!c,,_, r—x?

ove il segno mtegnle 3. riferisce alla varla.blle x, e sostituen-

do 'nel secondo memhmdulore dx.::ﬂ_'.r T dodotto dalla

medesima equulone niué » © cosl in segmto

a n—z x 3
4e - ﬁ

E" o n o,
iungetemo ad avere ¢ 1 = X ¢ cioé
gang ver, cn,.w gan . 0, T—n ’
E'n . . :.. l dl
c > . ) 8t0"; ,x-o-l in luogo z
n, s-u-n o co.,z ' € po % ’
HE 3 - ’oee
n f P g
E" _u' et . e
=—2", s onde si ricava
5, 24nae1 B,any' o, M1’
’ (:E'"v’ n--1 N . '
¢ =—2""""(c -—C :) . Ma poichs
n,x-+n B,an 0,241} o,

o e
€ —C, =0, mo —-52 .0, 0 sia
0,x+1 0,x avre cu TR - ’

—-(¢ (u+1)4-(z—1)¢ n-o-(i——ﬂ——ﬂtﬁ.,(»—l) -+

(2—r1){z=n)...{z—n] ‘&

1'

2.3...n

Sam pertanto posto 2-nin Jmo diz,ed in, lnogo dl c,

D L. R PR L
il suo nloroa__&- L L o ;
B .
e 1 ) (7=
a Bva'—ﬁn E B ¢ (n+t)+( l)¢ n*( I)a( M’
e 3, Lr—'l—')(r—n—q) < ),
< e ’e e @ ‘e . J 6 .
Pe: determmate 1a fungione arbitraria’¢.n faccnmo xe=nae-1 ,0d
P emem [
otterremo ¢.(n+1b?an oy 3 08 ‘n,»-o-': ¢ =o fuor-

ché nel solo caso di n=o0, percid uu@ $.n=0 eccettuato il case

¢-(n—1)

1
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di n=1, in oui 3 4.1=4;-. Dunque avremo finalpente

_B,z«-nn-u E‘p (Famttemm 1 )( Xt ==a)... (Hn)
. " y . ﬂ‘? ......
e siccome ba _E' 5, Zem1 ? pard

b - B,.'t-:-zn—a EME (:—n—surq-n—-3). (:n—sn—v)
E ponendo gpeeti valeri in quello di 5, mx:emo nel caso di

n,x" . 2.3.
x pari

B g p, y+B"" 3E'(z-a)/’“'°dy’"F .y
+B,m-5E,x—8)( fr'sd_y Fy ooveoen

. -% 1\--4 T2 T2
B0 TN e o | leeddes) oy e,
i ==
L EBES it Fy
o (VBTE dy”"ry+8"”'4z'=(p-s)f""dy‘“"ﬁ'y
_y ...B"""E'oi’—‘.‘—"i:"’./“"‘"d s
~ 4 = 2+a g4
ce v e e \+=B1E ? -"r—‘:—r;;-s-’f *dy * Fy
zz =z -
A2 [0 dy’F'y

. © nek caso di x dispari
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1, 2=, X=1 -3
BTy Py BT B o)y T Ry

5 B ey B
-— 2 . (vet=1)lx=—t) . g
‘==€ A4/. . . . -O-B"E' ] . '_‘.—-f 2 dy a F-y
Lol Loml Dot . L
+E * [ % dy ? Fy~
B,”"Eyt@!ldyﬂ-l F-y-FB'z.4E"(¢-3)/J.‘dyz-sF.y
y ‘ =3 R =3 243
— Y ' KooV J{ T e T | L
we AL +BUE *. 3 Ydy * Py

Tt L EAel Tk
y 2 Tt . g Y
o +B'E - —-n—f‘ dy ° Fy
Rimane adesso a determinare le funeioni fl, *
’

nella quantita
c BeBens (:c—a)fl ’ x"T3.3. ..(.z-—:i)fa » z"‘f"yfz;_g,,*fh, ,x
che conviene aggiungere al valore di P ‘perche diventi com-

pleto Iintegrale della proposta.-A quest’ oggetto si sostitnisca
quella quantita in luogo di s', nella equazione -

Ja, 20 ec.

daz'
Do s B T ’ - .
. % =B'z Tt +E z'q_ i g“

ed avrassi - :

yx—x Ke—a | g3
°= 3-30-0(”1”“ ’“’+ 2.3...(3’-2’,; ’“’* 30501-(3-3f3 ’z+’m'

B,ya:—: - By B T3

2 3...(x-|)fls-"-""! 2 3...(:—3{2,xfo-l—a.s...(sssyf?n,r-o-x_”'

1] L e ]
Ey — Y _Er_" —eo.
2.3...(x-a) 1,2 3.3...(3-3/3 3

e quindi sard
T ,z-»-a"B' 1, X1

S, n ,.i'-vz:B'f n, L1
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Ponghiame £ ':.B"- g
4

n;x?
1 ,a'-o-a—”x ) Bet=1

ed avremo

. ¢a ’ a:+s=¢n ’ S+1*E'¢"—l ]
ciod #p, +—~EZ¢, , 1 * OV il segno integrale 2 si riferi-
sce alla variabile . Di qul si ricava
et =l gn=1 .
’u, z"‘E' z "1;,3-—»—0-1 » ciod
=E" 151y

’u,z-o-n 1,241 e

’n, ,_M=E'"—'E".(¢I ’3“4!’3*1) . A _questo valore ,
perche sia completo, conviene aggiungere la formola

-1 (21 }{z—2) (e ){ ). . . (=t t=1)
';;‘E . ?n*(‘”")wn- e R 2.3, (n—1) ?x) *

x,z+a—¢x,z-o-x=°; dunque avremo
—p R pn~1{o (1), (Xmrrom1 )
,fn,z-c-n":B' E (Wn*(x")vmx v 8.3..(n=1) ?x) ’
e quindi ponendo x—n in luogo di = - .

f h,a.':wan'w '

\l’n-o-(.t-n—i)‘l’”_l-..(’-"—')‘" e ﬂ?u_‘

(et 1 ){ 2Pt ema).. . (7@ PI4=1) v
2.3 ... (n=i) ~r

Sard pertanto f!’“=B"'_"I’x, fa’”zB""“E'[?a-o-(m-S)?l] ,

r'—i (e
fa’:r:B'HE"[?sq-(s—ﬂ?’-o—‘ ). )‘l’l]. ce e e
1 -3
f .t-a,z=B'-M4'E'x- (?z-s*?_zox)’ ,
S oy =B~ £+ E*" "YI_I ..Laonde al valore precedente dt-

x
5., perchd sia completo, conviene aggiungere la quantitd

e s o=
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x—3 -3
_y_'...._B"”" A ¥+ y, -B"”- 4 ETw - +{x—=3)Y]

¥ o (@—2) a.3..
—4 w—4 —6 7, (r—4)(z—5)
e 23_M_T‘jB"’ E [ 5-.-(:: s 4-.____1?]
;._y Br-.'”".'-" E'.Z‘—3[ ‘v ]_._ B.—-I'-O-ﬁ E,x—a )

F 2 I J‘—l
la qual formola contiene la funzione arbitraria "x

lo.
Merita particolare attensione il caso, in cui oltre il termi=

b 5.3 mancano nella proposta gli altri due termlm 5.2
dz

;;"s N 7y equasione diventa allora della forma

dz d!s dz d'z d'x N
Tt -

‘.r-o-x*A r '.TB 2 I -o-D—-o-E?—-o-Fd]. .

Per trovarne I’ integrale si ponga 5 = Yy "‘a.- » © presa m in

" modo , che sia 14-Am+-Bnrt*=0, cioé che sia m una radice del-
la equazione 1+At+Brr=o I’ proposta diventerh
L d':’ . dg’ d's d'z'

oA =z ——tB— % I —Cy -o-D——--n-E'T—-'-F
ove A’-'ﬁ-r-zﬁm 'G’—-C+Dm+Ern'+Fm‘

D’—D+3Em+3Fm’ E'=E+3Fm . Si faccu adesso
'x::j""dy 2", ed avrassi

. dz'" ds" “geg?  deg"
- :r-o-r . x 5 T &
Az -O-B =C's -|-D’ +E' ren +F 7O

8e di nuovo ponghmmo g = ny z‘" ,y © prendumo n in mo-
‘do, che sia 4'+-Bn=o, avremo

ds" ds"_ PP
Tod=T x z
d_j —0' " D d’ +EI " d] - *F’ d,’ - ,
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ove C'= C'*D’n-.-%.*m" s Du._:D"*‘"E'n-o-anl',
E'= —-—-":F-l' , F’:% . Si omervi, che nella eguazione

A'+-Bn—=0 mettendo il valore di A' abbiamo A3 Bm--Bn=o ;

ora se chiamiamo m' I’altra radice della equazione
14+At+Bt*=0, mri m-o-m':—%, e quindi —meem'-am-+-n=0,

cioé n=m'—m. .

C_Si faccia adesso s'"s=¢’cpy , ed avrassi
a:c-z-"-t-D"-o-'Ef’"ﬁ‘c-F\’ﬂ", il.qual nlor? inalzato alla potensa x
cidarh R

x So,x o %a,m s
Y B e TOR

’.Z"l pH

e di gud dedurtomo‘ )
e Pl A
Mﬁ,lxyﬂﬂl,x'a ....... K 1'.'.0“ ’Oﬁ;;ﬂ_r .

11 segno integrale /' x—(y’F.] introdurra in _gll:_eoto valore una
funsione arbitraria di 2, -ed un’altra me perterd nel valore di

7, il segno integrale rr dy‘d;i onde avrassi il valore com-
pleto di 5, cou tre funsioni arbitrarie, come meglio si veds
nell’ esempio seguente )

!'.
Sia proposta 'equasione
AdzT-Pl ‘Bd'zr‘.-'-c
i S I T M

8e ponghismo = z:emy &g 8, =f ’dy‘r.s"’ R

U
5" z=c(m —m)y .s"" » Otterremo le seguenti trasformate
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d"az-o-t d”'z-o-!
(A-o-aBm) 3 +B s =Cz' -

(A+2Bm)s" - +B-f—f-ﬂ;. 5"
d "
Bz x"“ C‘m
Pultima delle qnah mtegnta ci da :"' -'C' f' Jy’F .y ; onde
avremo
. 2 . : : .
"amy Z_’ Vi dyz( (m'-m)a,- 1% 3y* F, y)

E facile il vedere, che integrando per parti potremo ridur-
re queste valore di £ alla forma seguente

. - y(Mf 2" (m-m)yFy_._M,fa-ldyx-l (""m)yFy-o-ec)
' &/‘dy F.y+Nf " dy™ " F.ysec.),

ove i coeflicienti M, IV, ec. sono funzlom di 2. Onde canver-
i aggiungere al valore di 5, le quantita

Z—1 22
my, . Y -
? (2.6 (c—vx)flu =¥ 33, (m-n) f’ =¥ -"')

. 1

my LN ]

¢ (,. 3 '(r'—;)f' L2 3 (,r-a;f 3,5 """ w.x)
“Per determinare le funsioni fx 2’ [ 1,z % sostituiamo.la

prima delle quantita prccedent: nella proponta in luogo dis,,
e riflettendo che 1+4-Am+-Bms=0 trovereme

”
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o=_::L:f:.l_-[(A+zBmlf' w-o-x_cf 1, o

2 ,z+1_cfa ,x"sz ,:r:-o-l]

..._L___[(A...a.Bmys oar—0f3, 5B a2 2]

-+ €cC.
Quindi otterremo

(A+aBm)f 1,241 o X
(A-o-an)f” 41 =Cf n, z""Bf n—1, %41
e sostituendovi il valore di A=—-B(m+m') sara
B(m—mn' =Cf :
Iy X1 1,% -
B(m—m")f =Cf . +Bf

n,T<+1 n,x N1, %=1 °
Facciasi fn -~ 7 c
(m—m')"

9 =% . x

i avrd
¢u x* C8 a

1, %41

¢n z1Pn, 2" m—m'¢u—! PN
Da qnesta ultima equazione si deduce
¢ n—l . -
( ,),,_; 1, x4n—1"’ ciod

— M zﬂ—lq’

"n,x—-—n-o-l"' =1 1,2’ © quindi
(m—m)

— ___‘___z".(¢‘ P AP Ma poiché
(m—m')""

¢n L U

=0, avremo
’1 P s

(z4=1). (x4t ).r(zw—n...s)
fn,x—n‘c-l"' (m—n:')u_](‘?,,-0-(.1:—0-1)‘?"_’-0--—-?—‘!’"_2...+ 2 3. =) 4 )

e percid otterremo

. Tom. III. ) a5
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T b
In ¥ B@(m;_m’)x+n—12_ . +(1'+:)(-:t‘-;-n.-.-'?.(;-.-(:,)-o-a)?t

Facilmente apparisce che questo valore di f o % cangerd in
quello di ﬁn € solamente si muterd m in m', e viceversa

m' in m: pertanto 1'integrale completo della proposta sard

5 = emyi_z fl- dya'c(m'—m)y /'x dyx Fy

y“"—‘ yx—-s .
2-3---&-—1)?'* 2.3..(z—3) m—m'[?a"'(”"")"{]
R ’
: Yo% y-“‘ . 1 l"l’ ¥ (+-3)(z+3)
oy ), 2D (L gHe¥ o ey |
¢ - . , . . :}' . .‘I’¢ B ;’z‘;z_.-‘).“‘('x-':s) . o
*(m_ml)x—l[ .1;‘+” - - a3 ”(zhj)‘ ‘?l]
— : ‘!"wm-2 L
3-'3-'-(’—‘) ’+2.3...(M) ’ m’_mlw's"'(:"”"‘)v,]

z ! o (2+-3)(x+3)
Py ), 23-) G Ve |

1 v ' ) 'ar’(zz:—l.)...ix-o.-a)' ]
\ -+ __;-_1[? z-'-s.r‘l' gy ¥ "1

(m'=—mn) ;.3...(::—;)
12,

. Dalle cose precedenti apparisce, che i medesimi metodi con-
durranno sempre-alla integrazione dell’equazioni lineari a diffe-
renze parziali finite e infinitesime tra tre variabili,qualunque sia
I’ordine dell’equazioni, purche i coefficienti siano costanti. Ma
se la forma deﬁ’ equazioni rimanendo la medesima, i coefficien-
ti saranno funzioni di x, in tal caso la loro integrazione si pud
ridurre a quella dell’ equagioni a differenze finite con i coeffi-
cienti variabili..Sia data per esempio la seguente equasione del
prim’ ordine :

’
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- ds

x
a_*:Az-o-Bsd ,

ove i coefficienti 4, ¢ B_ sono fumuom date di #. Se pon-
ghiamo 5 —F.y, I'integrale di questa equazione mediante le
sostituzioni successive, prenderd la forma

dF doF 3 4

1’37;“”337';0. -I-G””;y—'.
Per determinare le quantitd” a

5,=a, zF.y-ha

y @y ,»° ec. sostitniamo

o,
questo valore nella proposta, e ne ncaveremo r ?uazlone
dF
°—“o,x+x'F'y+“l,a:+l dy “a,z'-o-x dy® +-ec.

; d dsF
—Azao’z.F.y—A d xz;— xa.a , x d]—’ -0,
dF dsF

—B,a,, xdy z“l,zft}?

e quindi avremo

03-0-! 80&' -

., s Xt=1 "Aa.-“x , @ *Bz"o,.‘w

e generalmente

an z-o-l_“san x"'B A1, s’

. dalls qual’equnione percid dlpeuderi l’mtegruwne della pro-
posta,
13.

Conexdenamo adesso I’equaszione del secend’ ordine
, az, . ds,, d'z
g —A —— =B B+ C o .
o1 Tz gy Z dys
Ponendo a=0 ¢ £ =F.y, essa ci dari la eeguente
' dz
I y ody’
Cogl pure, se si ﬁl .‘l""l, ur
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d ds, d.’x
Balr "B 5 +C 2y dy D, s
dz_ d‘z dz‘ dsz diz,
d_r —A e dys _31717*01 dys +D, dys
e quindi dedurremo
dz dss du din

1
z—Aldy -4 (dy ldys) u-o-Cl-Tr--o-Dl-&}—.—.
la qual’equasione rappresenteremo cosl,

dz2 dsz
‘,-I-‘a?;--l-aady‘ =u ’

ove i coefficienti & a8 a’a sono tali, che
! ta=( e - .
T4-a 40 ¢ =(1 Aot)(l A 2)

Facendo adesso x==a otterremo
dz dz doz

adys
3 d's dz d!z d's‘
ay Aa dy* "Bs dy +C dy' +D, dys
dﬂss d.’3 d'z d'z d‘z

dya Aﬂ-dy' =B, dys -+C, dyl +D o

donde si ricava

53 d's T degy dss
3 3 3

- a
Bu-o-Csdy Dada’

h qual’ equazione se si pone sotto la forma
dzs dez, 3 dizg
R Y TRt ¥ ays 3T
sard la quantitd 1-+a g2-+4 gtt+a’'y P =(14+0_ t+a' t’)(l-A ?)
=(1—4 t)(1—4 1) (1—4,1).

Contmuando ad operare nella medesima maniera giunge-
remo finalmente alla equazions

=u3,
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dzz d'zx (#=1) z,
12 G ——
(A) ’3“3?“:{7}-'— AN L -0-03 - -ua ’

dy
ove i coefficienti @ @ ec. somo tali, che

140 rt-o-a'zt'. .. -haf-l)tx=(l-,4 Ot)(I-Alt)(x-A’t)...(x—A”_‘t),
e per determinare u_ abbiamo I’ equazione '

duc da .
o =Bzux*cz7; *Dx'z;r »

la guale possiamo trattare col metodo usato nél numero prece-
dente . 8olo conviene osservare, che I'integrazione di questa
non introdurrd una nuova funsione arbitraria u o 0 perche sard

u°=zo=F.y . Infatti I’ equazione ci da
' duo d.“c
ul=B°u°-o-Co-zr—'-o-D oy’
e sopra abbiamo posto
s =B Fy+C %% D ar
1 ol Y+ ody"' odys ’
dunque sara uo-_-F.y.
Trovato il valore di u_ potremo nella equazione () ri-

ardare 2 ceme costante, ed il di lei integrale sard (Tomo
I. nam. 146.) -

L Z z X

4 4 4 T4

e Je udy e fe  .udy
s = - " — =§=CC,
& m m'

X X z Y

4, 4, 4, 41
-e f!’x-o-c .fa’z-o-e f3,a:'“+e fe,a°
Per determinare le funzioni Sy oSy g+ c sostitniamo
’ ’
questo valore di s nella proposta, e troveremo
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—
A O(A O—A‘.) fl ,z-o-x=(‘40 B, +A o(',"“_-Q-Dw) £ x
. —s .
i AI(A,—A a:)fa,x-o-l:(A,l Bz"'Alcz"'D 2 f2 )z

-e generalmente

p——
An(An—Axlfn-o-l , Z41 =(4, 'Bw-o-Aan-o-D‘)f n+t,z"’
L’integrale di questa equazione sard della forma
n, *'n . z‘¢n ’ v
ove Pn o ¢ una fansione data di 72 ed x, ¢ ¢, una fun-
'sione arbitraria di #; e poiché si deve prendere il valore di
f - da n=( fino ad n=zx, esso iatrodurra nell’ integrale del-

la proposta una nuova funsione arbitraria di =. -

14.
Le due equasioni contemplate ci fanno conoscere il meto-
" do, che in ogni case si deve tenere, per ridarre 1’'integrazione
di qualunque equazione lineare a differensze parziali miste con
i coefficienti funzioni di x alla integrazione di una simile equa-
sione a differenze parsiali finite . Se nell’equasioni oltre i ter-
mini moltiplicati per £, e per le sue differenze vi fosse anche

un termine P - funzione di z, 1'integrazione non avrebbe al-
cuna difficolta. Sia data per esemsio I’ equasione

' z

‘ x

L =szw'°'8x'd_f*P:v ’
e ponghiamo che il di lei integrale nel caso di P =o sia
zz':M'x . Facciamo zsz‘-u:' , essendo ¥, fangione di »,
e sostituendo questo valore nella proposta avremo

-— x
M1 Py =AMy )+B z dy +P

Ia quale a motivo di .
: M
) Mx_.-! =4 .‘L‘M 34-84_—"-;

ci dard
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U =Axu z-o-P .
che & una equazione a) differense ordinarie finite. :
Allorche i coeflicienti sono costanti, il termine-nﬁginnto

potrd anche essere funzione di y. Sia data per esempio I'equa-
zione

199

ds_ .
z_ p.
L _A:‘-o-B—-dy +P,

della quale I'integrale nel caso di P=o sia z =M _ . Facciamo
s’=Mx+u, essendo » funsione di y, e sostituendo avremo

aM
T z - du
| o, -Ht:A(Mzﬂ)ﬁB(-Z;- -.-5)...?,
e quindi per determinare u otterremo
(;—A)u:B% +P,

che & una equasione differensiale ordinaria. Lo stesso acca-
derd in tutti gli altri casi.
‘ 15.

Ma se il termine agginnto sard insieme funzione di = e di

v, Vintegrazione incontrerd molte difficoltd . Prendiamo a con~-
siderare in primo luogo I e}nuione semplicissima

2z
x
Bt — 7;*?»- ’
ove P_ & una fanzione data di = ed y . Ponghiamo
&'z,

z *
= ’_-;;’— , e sostitnendo avremo 3

Pl T e’

Z4+P
= .
dyx—’-l dyz".'l x

T

& Az

z__ . 12 [Ty Tl
pE= =P_, e quindi AZ‘__f"" dy"" P _, e

ciod

-
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ZS=F.y+Ef‘t *’dy”"".Px » ove ho aggianto 1a funzione ar-

bitraria F.y') perché V'integrale = si prende relativamente ad =

nella ipotesi di y costante. Sara pertanto 'integrale della equs-
zione proposta

=d317.y+ dxz(/wxdyz-o-x.l,z) .

z
x

ay® dyx -
Troviamo qul per la prima volta intredotta nell’ Analisi I'e=
spressione T/ 12y "+ p ' » 1a quale indica che si deve pren-

dere I'integrale finito della quantita f"*‘dy""'*'.Px. Vedremo

in seguito in qualch’ esempio, che questa operasione, quando ¢
possibile, si eseguisce con le medesime regole , le qqali servono
per conseguire la somma di una semplice funzione di x. Intan--

=1 , X1
a2 "+ ay™rp

dyx

to osserveremo, che in generale la formola

pud ridursi ad un integrale definito. Infatti '
3 x
2" 1ay 1P =fiyP [ dyP +f3dy P onf"dy"P_
e percid .
1, K41 1 a
a2fTay"p  a™'p &P, &P,

x

dy

e 9 O*P
I
dya:'—x dyz—a dyx—& . x-

d.P
la qual quantiti & rappresentata dalla formola X. z:"—‘
dy
urchd si prenda questo integrale relativamente ad r da r=o
no ad r=y—;. :

’

16.

Data I’ equasione piu generale
dz
x
az, +bzx_ rra +P g
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ove a & funzione di «z, & funzione di y, ¢ P, funzione di v 1
y» facciamo xx=Z3.Z" b & sostituendo avremo

dZ dZ'
’ U
azx-o-t -o-bZ Z _Z 3" x dy
Ponghiamo
az:r-o-x-: x
- de
be_ 75-
ed avremq ancora
az' P
' VA =% =,
. z41 dy Z -
/’ x

La prima di quest’equazioni integrata ci dd Z = =c—2log.a ¥

b

sostituendo il qual valore nella seconda abbumo F, y_cf bdy o
quindi. Z _ef bdy—Zlog.a pigty questo valore nella terza ot-

. J’[f y+Z(€ ogcf/-z-o-x dy‘”*x.Pxe—fbdy)]
terremo (15) Z' = .

dy ’
e percid 'integrale della proposta sara

5, /bdy—}llog o dfy B
dy”* .
Zlog. -
Lofty—Zloga d*xFBYTIay T ip o~/by)
dy” )

Sease b fossero costanti, sarebbe ,f bdy__, 5.7
zlog a_,

, ed il valore di 5, dnventerebbe in tal caso
X pTA=1 , X1 —b
_edy Iy, d‘z(a dy**'.P e y)]
o& l. P )

d
Tom. III y 4 26
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17.
Potremo adesso integrare I’ equasione dell’ ordine n
'dnz dn‘— "C-h ‘{5-2 z )

x !4+B T M BTN =P _,
n +4 vyt * 3 "+ dy N =P

4 ove A, B,...N l?;no quantitd costanti, e P‘ funzione di
x ed y. Ponghiamo
| ‘n_.za- dn—azx-o-! rs‘x-o-a :
= +A' o +B' 3 ceM's, =X,
’; se in qnestg equasione acct{sciamo z dell’unita, o pure ls
differenziamo per rapporto ad y, avremo le due equasioni

A 's . % 3
(a) inal I3 4B 1;3 "'*Mzwﬂ=xs+x
"t " o '
P & 5, & _lsx . & ’sz._.‘_ a dz’ dX:
® +A' L B M’ I= .
dy® dyn--: dyH dy dy
%angoniam eon la proposta I’ equasionre (b)=(a)s, ove & & co-
stante, ed otterremo
an.-
-_y— O a1 =P.v
A'—a=A
B'—aAd'=B
Cl=aB'=C
‘ —a M ';:'-'Nc

Quindi ricaveremo
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A=g +A

B'=et 4 4os-B

' C'=et4-Adas+-Barl

M=d""" 4" B3 Ca4. M
ed a motivo di —sM'=N

Q) &"+Ad B TP Car n—3, «+N=o0.

Sard dunque & una radiee di qBesta equasione, -ed integrando

Y equasione s —me_'_l =P¢ otterremo (16)

N | , . :
= F . dy“ , ove per brevitd tralascio

la fansiene arbitraria , perchd si pnd conndmre com nel

segno Z. Trovati cosi i valori di 4', M, ed X 6ico-

noscera I’ integrale primo dellu pmpocta
Pl P .f""‘"

i +A dnat AW ; Ji 2 M =X .
d 7 -t d Nl d n—3 Tl § x

Trattando questa equagione nella madeuma maniera , che

ls proposta, ponghlamo

a .
Jb— ‘ ’ dn- ‘94-! . .
—s—A’ .-o-L"zx _._n_,=X ' <}
ay* dyu—3 ,
e troveremo similmente
. dX'
Z X =X

dy 291, x'
essendo &' una radice della equazione
@) " T T o,
Ora se questa equazione (Q*) la molnplwfmmo per’ a'—qa ,

avremo
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n A’ |n—I*B' .n—a_‘_c,a,n—{} 'M' (4

aa' " g d'a™ 2 g8 —aL' e M
cioe sost!tuendo i valori di 4, B, ec.
A (=] B 'n’—'a*o ,’lﬁ_a

=o,

a® « «« +N=o.
Questa ultima equazxone essendo affatto simile alla equazione
(Q), ¢ chiaro che I'equazione (Q') ba le medesime radici che
Y equazione (Q), eccettuata quella, che & gia stata contempla-

ta. Posto cid avremo
b YT
—— s ® 3

x z
o' . d

‘ove &' & una radice della equazione (Q) diversa da ¢ . Ma
ﬂ*'dy‘*‘.}{ar:_J_[dyz(a” lay™p )

__.--.—-E(a 7 "'"'ady"'"" P); dunque sosutnendo qmto va-
«
lore avremo . :
N\T 2,242, T4+
,_ fE(;) 2o T2y p_

T ar"" dy';
Cosl pure, se chiameremo X" il secondo membro dell'in-

tegrule terzo, ed & uri un'altra xadlce della equaaone Q),
otterremo - '

y _a . a ) Sa ' fI-Q-S LoD X
x—anz' dyx ’
e _sostituendo il valore di X .
"o
. d”z(_) (&) 2 Pay=+5.p
"z ‘ dyx

Quindi facllmente appamce, che Vintegrale finito dells
proposta sari

XII ——
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2 Y2 _al?oNE
o TG 2 () 2 ™,
. a
zﬂ-‘— az ) dyx .

ove a, @', .. .'a("—’) sono le 7 radici della équazi.on’e‘ @)
prese in quell’ordine che pid fiace. Se tutte queste radici fos-
sero eguali, si renderebbe molto pi%s semplice la forma dell’in-
tegrale, e sarebbe . o ¢
N, X pXBy, TR g
o TEETTTR
= &F 1 . ouy“’ s
. , - '18‘0“ - ' b

Ma quando Ye radici sono disnguali, & assai pid pregevole
un’altra forma d’integrale composta di- varie parti, ciascuna
delle quali non contiene che un solo segno sommatorio = . Ad
eggettoidi rintracciare questa nueva_fotina ripigliamo 'equa=
sione ' T o o

1 3, 7 .3‘ ‘ v

T oy Lokt -
. - +A e +‘B' —3 +M's - 1 -
y . d

ed osserviamo che prendendo in Tuogo di & le altre radici o',
a" , ec. della equazione (Q) avremo gli altri integrali primi

a1z P g d-n-sz
z . “Leder -

, T T2

+A r +Br'- 2 M =X1
dyn—. N dyn—a dy;f._.j ‘ L=t
[} 1} . -
dyn—l +A§ dyn_’- T ." '. t e *Mazx-o-n—‘ I—X’

’ “ec
ove A1, Aa',ec. B, Ba' , e

respettivamente i valori di 4'; B', ec., ed X‘ , quando & si

c. ed X L I Xs.; , €C. Somo

eangia in 4, &, ec. Ora essende n quest’integrali, petremo
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1
s & %,

~,,col loro meezo eliminare § differensiali s o
A . dyn—l dyn-—a
dz
z;;"-z » e facilmente si vede che rismlterd da questa eli-

minazione fl valore df z_ - cost espresso,
- et
X, X1, Xa

x
= —
Lol m """7,,,"" "

essendo m , m', m" , ec.- qmﬁt& costanti.

Per determmarle sostitnjamo il wvalore di = L nella

prima dell’equazioni integrali, ed osservando che
Tt : . . a@X, o dX__.
=aX 4P » e similmente =a.
dy L 4 Ko=] dy‘ dy
éP, . : b,
-—..7;-... "’“'X.z'-"’“Px—i""‘"Tj;,""" e cesi in cegmto,. ot-

-+-€eC.

terremo . ‘. ‘oo
n—Jj ¢ N=—=—B Jb.—.3-- . ’
o “ada” "wBa ..M T
X, =X _. — _

gy -—--AB)W-« a~———-—w-

. +X1 . a” ’4' .n—z +Ba ,n—-3 : "i'_b!
T e z m - T
P 4P . '
41 (B')_’”"_’ +ec.
mdy
+Xa _a"n -o-A'a"n_’......,-o-M T
x - "

[ .«

m
r ’ v

P
-r-(A" ! +ec.

. “+€C. B
Ora, questa equazione dovendo essere identica, avreme
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,_G"_'-c-A'aH-p-B'G"—s e
 — »

m

ende si dedunce
o gli altri termini svaniranne.

Se nel valore trevato di m sostitudamo quei di 4', B', ec. ,
troveremo : .

m=na"(n—1)4a" 2 n—z).B-"—s v oo =M,
.onde apparisce che m & eguale al differenziale della quantitd
. a"+dd" "B . . +Moat-N
preso per rapporto ad &, e diviso per da. 1l valore di m si can-
gera in quelli di m', m", ec., se sruteremo a in o', &", ec.,
com’d facile a vedersi, se in luogo di sostitnirsi il valore di
s ; Della prima dell’equasioni integrali si sostitnisce in
una delle altre. Se dunque ponghiamo
T=" 4 d" "B . .. +Mt+N,

avremo n:%;’facendovi t=a, m’=‘%’ facendovi t=0a", ¢c.,

ove a, a', ec. s0no le radici della equagione T—=o.

Determinate lo quantiti m ,m’ ,ec. sard il valoredi s

cosl espresso ;

1 &Fy 1 dxz(a‘j‘*ldyf*l.Px)
1 &Py 1 2TTHTTLP )
@ —, ———s
o® ay*  F m'dy®
1 Py 1 3TN )
M dyx T e m'dy”

-+ €c.
il quale, posto x—n<+-1 invece di a', diventa
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X Zotel , Tet1
et oo d’F.y =1 d:.rz(“ dy ‘Pw—n-c-l)
Ty dy"‘ o® ‘ mdyx
1 4 F.y 1 &2 T ay ™ P z—nt1)
a* dy" % m’dyf?
-+ec.
. : jo—n+1
ove ho scritto L. . d_""_F_z in lupgo di — ! . Fy R
' . az d x R az‘-—fb-'-i d L o (o ol

poiche essendo F.y una funzione arbitraria, si pud mettere F.y
NS (S : " o
invece di —~ . 4 F’y .
e W e
Possiamo render pitt semplice la forma di questo integrale,
se osserviamo che ,
X p X1 , Z4=] .
, 4Ty TP ) 4P, .
a“".. T dr-“- - gt ’

Y
purché si prenda questo secondo integrale da r—o fino ad
r=z—n . Pertanto 'integrale della p oposta potrid esprimersi
© cosl:

,z___d"zr.z LEFy Py o

. ax dys “,z dyx “,,c dyx . .

d.P
X=

L A =r=1 w=r=I
. a a a N-r
.-2.( -+ 7 -+ - -'-eo.) o o—
. \ m .m m°. . . "dy"‘

ove si deve prendere I'integrale . relativamente ad r da r=o0
fino ad r=z—n. .

o ig.’ .
Il valore trovato di z, ammette una forma pitt semplice,
quando P_ ¢ funzione della sola z o della sola y. Nel pri-
mo caso & chiaro che sard ’
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’z___drF.y _'_‘sz'.y +ec.
\axdyx a'zdy'?

Rl § r—1 mar]
[ a @
—(—_..-'-.—n—a--.-——-;'—- - €C. .Px—n 9
L}

m m' m
ove si noti che '
: — X I
o 3 & —— I
m’ el 7 rec.= 'N-’ °
. m m

Infatti se ponghiamo
1 f

I
m(t—a) * alli—a') ' (t—a¥) . .
troveremo ( Tomo 11. 0.° 120) per m, m', m", ec. quei medesi-
mi valori, che sopra abbiamo a queste quantitd assegnati. Po-
sta z=o T diventerd =IV , e percid
1 1 X
‘ma m'a'— m'a"

T
~$=€C, =‘T ’

I
== €C. =—ﬁ o

- 20.» - .
- pr—1 d' P '
Nel secondo caso la quantita %.a = ¢ eguale ad
| . dy’
. e
PP B BP | mwan—t SR
dy dy? : dyz—-n

Ponghiamo quest; quantitd =Q, e facilmente vedremo essere

A Tt =1
aQ =asQ---P-c»av—"':""'l . A
dy d Z el L

1)
D’integrazione della ilual' equazione ci dara

N1 :
Q=c™.a™ " 7 &P ~e" [~ Pdy+e"Vf.x :

_ "
ma poiché Q=b quando Pzxo, svanird la funziowe arbitraria

Jox'. Ora’integrando per parti abbiamo
[

Tom. III. ' 3'7
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e T n
By o d P=JI— P m“yfc_‘y . _____d’ ‘P

) dyx—n dy:t—n d’a—n—l

e 0 dm-n"'I»P:d'—""'l.e“yfe—adeZ ,
dyx—u dyx—n-a-x
Q=.“’""‘"d”"“‘.’ {e* [~ Pdy)
d Hti= 1
Pertanto in luogo dei due termini
F o Fy _-x‘a-’—'d’ P

o“dy® mdy”

— fc_.ypdy .

si pud scrivere

FFy_ 1 &N T pay MNPy

aTdy®  gF—n+1 mdy 1 m .

Ma salva la generalitd si pud mettere F.y invece di

) n—1 I—n —cy g

Fy-2 R £ Py ; quindi 1'integrale nel caso
m dyl—n

- di P funzione di y sard

.zs___d’F.y _._sz'.y _'_sz".)_r —ee.
axdy'z a'zdyz a"xdyx
! ?,
*e“y _/b_“dey_._ &Y j‘c—:'y Pdy ...
. m m

Se Pz fosse eguale alla somma di due termini, uno dei

quali fosse funzione della sola z, e I'altro delta sola y,é chiaro
che il valore di %, corrispondente a questo caso riescirebbe eguale

alla somma dei valori ottenuti in qﬁestn e nel n.® antecedente.
Del resto i resultati, ai quali siamo giunti in questi due ultimi
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articoli sono cenformi a qixelli, che si otterrebhero, se secondo
il metodo del n.% 314, al valore di 5, nel caso di Px=o s ag-

giungesse un’ altro termine u, che fosse funsione della sola x o
della sola y, e poi il valore di questo termine u si deducesse
dalla equasione a differenze ordinarie finite o infinitesime, nol-
-1a quale per la sostituzione si cangia la proposta.

al.

Ripigliamo il valore generale di s, ¢ vediamo quali modi-

ficazioni si debbano ad esso applicare nel caso dell’eguaglianza .

di due o pit delle radici a, 4', 0", ec. Ponghiamo essere o la
differenza tra o ed @', in modo che sia a'=a-+0, avremo

o =TT (rae o™ (ra){rs-a) )f*a ora—T3 ec.

. . T 1 1
e chiamando T'1 la quantita — &VIemo ancora — Se=—r
facendo t=a, ;’,: :%’T facendovi t==a'=—a--9 , cioe
d—  dt—
r 11 T T . .
;‘-,-_—‘-(—Tl -0 pr -+od pyre -o-ec.) facendovi t=a . Sostituiti

L 2 | ."‘—f— 3

questi valori i due termini ol +— diventeranno
m
a Tt ‘._}-—(r-o-l)a_'_’-n(‘l)-o-v(B)-nc.
& T

Facendo le'medesimo sostitugioni nei termini iF.‘l -o-sz" ’

azdyx a'wdyz
@38} 6i cangeranno in

Ry fF‘Zq.a'“ ) d’F.y_“:a-wéx . J’F.y“.z(x-q-x)“-x-a )

ay” dy® ay® a

e posto F.y in luogo di F.y+F'.y,e F'.y invece di -—:- F.ydiven-

teranno

d*F.y

dyz
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- '“—x.d”Fy (x_o.z'(x-c-x) )—.r J".F'.y

dv®
Queste nuove })';rme sono poco utili, qfando le radici & ed a' se-
no disuguali, perché invece di un valore finito ci danno una se-
rie infinita ; ma diventane utilissime, allorche le radici & ed &’
sono eguah, perché essendo in tal caso e=o si riducono alle
semplici espressioni .

Tt & T —(r1)a"
| " Tdt "Ti’
o EFy e EFy
dy* - dy® -
Quindi ne] caso di a'=a l’integrale prendera la forma

dxFy_'_xdxFy) 1 sz"

-0-00.

z
z .Z‘ dy.‘l.' "x dy’
[ a—T—1 Tr ren o I-o-ec] f?w—n—r
dt aTx)+ m ‘4 dyr '

Essendo, cdine gopra, a'=a-+o sia ko la differenza tra a ed
", ciod sia a"=a+lca , @ sard

,-n-l_ T (res)oaT2 (r-o-r)(r-r-n)q\?a-r-S‘_(A)o,_‘_ec.
&= -(r-o-x)kaa g IS eallion ) T Pl VTN
\

Posto Ta_( t_fl;). sard ancora ;;:B—. . E facendovi t=a,
S=m— e L facendovi 1=6'= 040, =, e
m' (k=1)e3 * Tz T T U m T {e—)et " Ty

facendovi t=a”_a+lco ciod

R
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kod/\ .’l'a , :
) I
r Mi?;;“’ 7Y Ta —ec )
=T v VTR T
- do—m— ds.—
X T 12 T -
m" Hk—n )oﬂ( Ta *’“" koot adt? -o-ec)

facendo in tutte quest’ espresuom t=a. Sostituiti i valon pre~"
cedenti i tre termini
w—osus | a'—r—l a" — ae §

&
-+ -+ -
m m m

diventeranno .

ds. — a.—
-r=1 Ta . . Ta_ (r+1)(r+a)
. (_;2?‘— (r=+1) . -c-(B)O-o-(B')a'-u-ec)
Cos} pure i termini

a—xd’ F.y _._a,-—zdz Fy _'_a,,—xdz F'y
si cangeranpo in - .

—xdxF.y (!_ﬁa_‘_x(m-’-r[o, x(x-t-!)(r-i-h)o,_'_ec) - d”'Fl.z
@ s

dy Tz 203 a.3a dyz
- (I_ kx x(:t-hr)‘ x(z—:x}(::—c-u) Jor0t aeec. ) -—a:d‘”F"
dyz

in luogo dei quali potremo porre

_(J”Fl_mdxﬁ;y z(z-u-n)d’F dFy -o-(C')o-o-eo)
dy y
wnvendo cxoé Fyin lnogo di F.y+F. y... Py, F.y invece di
...-—F’ y-- ke . .y, ¢ F'.y in luogo di ;—F’ y*-’f-—F'y Al-

lotché le tre rad)cn a, o', a" sono eguali, & #==0; dunque avre-
mo in tal caso
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- «F d_?_z-t-(x—o f(_x':_ll-p-.ec.)a_‘r . &F -

' iy Y e
'Queste nuove forme sono poco utili, qtando 1l ‘
no disuguali, perché invece di un valore fin}’
rie infinita ; ma diventane utilissime, allr E
sono eguali, perché essendo in tal car ‘/7,
semplici espressioni PG 1

T ‘
ad.— r y
L L § Tr A é e/ ]

p

=
le —4
—
s -]
o
[ =4

F
o
= |

t
X F- g ~lNl-
dy - - v
" Quindi nel caso di a™ 3 }
; 1 ([d°F. 5- ~
Y 1 =_(_____2' o ot
TG ¢ ~

=l

“"

e

G A
i e S S
di t;!!- ilntegrazionia. P:m‘ghi'an:c.p'3 elem‘plo,..che . t‘l'. ’
j—l;;:’;*d":;n:zwd;-__n_;’. ..+M'A{"f’
somrma de Gfcansinte B pucse o Lo i mate doll

la medesima mo!tiplicat; ;er una costante —a trovereme
(a) ? —aAz=P s

¢ essende data dalla equazione

B:X"

1K)
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(5) a-t-Aa"-' Ba"

31$

. +N=e
On I equamone (o) integrata“ci da (16)
. X=G

x

T [Fy—2a " ay" ey

=2

Juindi se chiamiamo @, o', ", ec. 1o radici della equlzlom
?) » operando eome oopm (18) otterremo
Ari—t e

mdyz
e

. y—z(a‘”j"*‘dy’*‘ Pe™))
2 &Y F oy—3a’”

-+ fc.

! .Pea":r )]
'dyx

ay®

serviamo che a motivo della fansione arbitraria F. y la
~*d"F. -=d"Fy.
.a —-1 & sempre della ferma o™ infatti,

oFy——

dy”*
— /.y, abbiamo '
-3, ( -w-l dx

f B dl’) ___a-x__d""fly_’.
dyx".'l &
u-a‘ -“y d, F_Z

dyx

—— FUE I R

dy” ma dy

y—r, 0y d"Fy —ayzn—x =56 " dy ”'Pc’y)
dy"

L’ altro metodo delle in

a'xdy

azioni successive ci eondurréb-

tutte le radici a, &', ec. sone eguali, nel quale si trovera
(—1) P o A 0

be ad espressioni tr?ppo complicate, eccettnato il caso, in cui
“y

/Mn dyﬂﬂ Pe‘y)

x

dy
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,3=_i_(sz.y_'_xdwF.y_._f_(xu‘o-x)d‘rF'.y)_'___l_dxF".ym
a" dy‘

dya," . 2 dya:‘ a™" z dyx )
d® e doom . . wer=1 . P
X [a_r-’(_ﬁ —(r-i-l)._l,.a. _‘_,(_":'_;‘)_(_'1‘:1 +& — -o-ec]f .,
2dt® aqdt . 3a*Ta m J dy

Si vede chiaramente quat sard la forma dell’integrale per
un maggior numero di radici eguali; come pure & évidente che
nel caso, in cui tutte le radici %ossero eguali , sard

=1 d_xﬂ' -c-xd.jf.‘x . +‘(""""'-‘)"-(“"“-2) dxF(a;ll)

8‘ ;-.;‘ dyx dyx [ 19, TN (Il—l) dyx

oy dP .

-1 3T, (r+1)(r+2)...(r+-n—1) . £—n—r
(—a)*"“ 2.3... gn—;) . d,ir_

23, .
Con un metodo simile i patsd trovare Yintegrale della
equazione ' o

in.f-.-Adn Az+Bd" Az ... +=NAgzP,

dy" dy™! v 3 . .
essendo z ¢ P funeioni di x ed y, e la caratteristica—A api
partenendo alla variabile . Nel caso di P=0 essa ¢ gid stata
integrata dal sommo Geometra Laplace in una sna Memoria
sulle serie inserita tra quelle dell’ Aceademia delle Sciensze di
Parigi dell’anno 1979, e questo ¢ il solo esempio, che si trovi,
di tali integragioni. Ponghiamo T e
T me—1 2 3 :
l z_'_A,d"‘_ Azwd_n.—_ﬁf . +M'Af"_’z=X ,
dyn-l dyH Jyn—-S S
e paragonando con la preposta una equaziome formata dalla

somma del differenzinle di questa, e della differensa finita del-
la medesima moltiplicata per una costante —a trovereme

@ essende data dalla equazione
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~(b) a"-u:-Aq"—’-o-Ba”_’ ...+N=e.
Ora I'equasione (a) ‘integrata 'ci da (16) »
X_a—xe—“ydx.(F.y-E(g’/"*'dy"'*!fPe“y)] )

x

Quindi se chismiamo &, a’, a", ec. lo raaici della eqnaziono'
(%), operando eome sopra (18) ottersemo :
Pl ‘___a-‘r el o .[Ry—Z(ax_/" *ldyﬁ‘ .Pc‘y)]
mdyx . ,
_._a"""e.‘yd’.[F.y—X(a”f'*‘dyH‘.Pe“y)]
. 1. %
m'dy
“+ gc. :
Adesso osserviamo che a motivo della funsione arbitraria F.y la
-
quantita X.a .‘!_z_}_?.l é sempre della formau"f.!f.‘zz infatti,
. dy" dyx
se ponghiamo FF%%!- — 1.y, abbiamo '

Sara per{anto .

ac=a "o~ %Y d”. Fy_ —oayzn—1 fZ(af/""’deIPem

) P zF’-l' =.E.(¢ -w-l_d”"’__'f.y —a"% ff’) =a"* d%f. Y
. dyx i

X x, X .
dy ma”dy )
iz oy &Fy  —ayon—1 & BT T dy" P
=0 . - ] . %
dy m'a’"dy

ec.
L’ altro metodo delle integrazioni successive ci condurreb: :

be ad espressioni troppo complicate, eccettuato il caso, in cui

tutte le radici a, &', ec. sono eguali, nel quale si trovera

) 2™ (@ [Ty " pe™)
.z. oy ‘y.r ’
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tt . 23.

Sée fosss data I’ equazione

— .
P—dnz A il (“x-o-x a:) dn (“""5:-4—3 +aabs,  +b'z)
e R
. ",""N(“'-l‘ bzx_‘_';_l...?_“.:.") kel TP ‘2...+bnzx),

ove d e b sono costanti, essa potra trattarsi col. medesimo meto-
do, o pure ridursi a quella sell’amcolo preoedente. A questo
effetto facciamo = : - .
S =M oLy et L L
as, . -o-bzx_—bM 3AZ£
© sostituendo nella seconda il valore di z_ preso dalla prima e«

quamone avremo

oM Z__+4M 2 =bMZ ...sz

ciod aM' ——bM ,ed M ..(—*-—) . Cid pgsto l’equone
-|-bz =--bM AZ ci dard a’z -o-aabs -o-la'z

3-0- 1

_.-abM ‘Aza:-o-x—b‘M AZ ...b‘M A’Z = © smnlmente

a'z 3+3a'bzx+ +3ab's -i-b'l _.ab’Mw_._l B2 +BM AT
....--b‘M 22, , ¢ cosl in segmto. Pertanto la, proposta dxven-
tera A - -
&z d"'az d"'_QA’Z °
N PR o T .. = NG"A"Z ( ~-3)°P>
dv® dy—t a2

cio¢ sara ridotta alla forma della eqnazi‘one precedente.

24. oo
Pu‘: generalmente proposta una equazione, in cui il primo

membro sia una funsione data di x ed y, ed il secondo una fun-
zione lmeare di & e delle sue differenze, se posto nel secondo

membro a = fy in luogo di £, la quantita, che ne risulta, di-
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visa per by & risolubile in fattori del primo gsado, la pro-
posta «i pud sempre integrare. 'Per mostrar cid con un esempio

consideriamo I’ equazione del second’ ordine -
' dz ds . ds*
z+1 |
dy dy*

e ponendo nel secondo membro %P7 in lnogo di 5, , e divi~

H

x
P:zx_._ 2+Azz_* ‘+Bzw-|-C o «+D

dendo per o” Py etterremo la quantitd
494 Aat-B+Cf+-Dofp+Ef> . -

Se questa quantitd & risolubile nei due fattori a—p—gf,
6—p'—q'#, & chiaro che ad essa si potra dare la forma segunente
a2 —pa—qaf—p'(a—p—qf)—q'(aP—pP—qf*) .

Quindi I’equazione proposta sard della forma i
s

P— dzw-hl U R 3)
"’x-o-a"?’x-'-x_q'—g';"'? (‘z—n—x—}’ 3—9—.{37
'z dz daz
f zer_ "z zy
Ponghiamo

. L
@  s.,,-P ’x‘-q"}}-"'x:t
e la proposta diventerd X
d
r ] T _
Xx-m —pr—q—d:}-—P ’ E
Ia quale integrata ci dard (16)
: . ; Ey
dyx
Troyato X avremo dalla equasione (a)

—yt®
X =q"e 1

Sy -
’qu‘ qy.dwz.q—c 1,241, 841 pog

d;y“p

Tom. III. : a8
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Se p e g sono in ambedne i fattori i medesimi, sostituendo
nel| valore di  z  quello di Xz avremo .

V4
_%y d"’}:-.q—”_’/"""dy“*"Peqy

dy‘”
H medesimo metodo riuscird in tutte I'equazioni di una si-
mile forma ; e nel caso che tutti i fattori a—p—gfi , a—p'—g'f,
ec. siano eguali, otterremo generalmente

2 —._.qxe
x

| 4

) —qze— %y J7ER g Ty S p e-q-y
= : z

essendo n il numero dei fattori egu:ﬁ ; 0 sia I’ ordine della
proposta .

a5.

Fin qui abbiamo considerate '’equaszioni tra tre variabili
x,y e z; mai metodi esposti possono applicarsi all’ equa-
zioni della medesima forma, che comprendono un pia gran nn-
mero di variabili. Proponghiamoci in primo luogo I’ equazione
del prim’ ordine tra quattro variabili

ds, ds_
‘x-.-l.:A_’z*B ;;"‘C —d7. ’

ove i coefficienti 4, B, C sono costanti, la quale contiene le
differenze parziali della fungione s di tre variabili z, y, e ¢,

finite riguardo alla prima, e infinitesime relativamente alle al-
tre due. Ponendo zxzaxcﬂ Y+ avremo
(@)  a=A+BB+Cy,
ciod a=Bf+C3, se facciamo A-+Cy=C?. Quindi sari
" =B e B CF7" 0 BT R0 7
e sostituito questo walore ’

L =t -yt
a‘feﬁy +ri—, ¢ (Bx dz‘.cﬁ-——-—’ +7t+xBx-ICdx’eﬂyﬂt...+Ct dz.eﬂyﬂt);

gom—

dy” dy™ " dt dae®
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onde usandd un ragionamento simile ai precedenti (1) ricave-
remo

Y ,
-t
2= © . (FFLEE D opic TF 7R,
A dy” ' dr di®
11 ‘medesimo integrale potrd ottenersi in una forma pin
semplice espresso, se invece di prendere dalla equasione (a) il
valore di o si prendera quello di § o di y . Infatti- si-avrd

A4 @ C
b= g-_—ﬁ_B—C’Z ed “xeﬂy-n-yt:e--ﬁy oF e'Ey ﬂ(t_ﬁy)
4 ‘ '
=e—§y3’ axcay-o-r(Bt—Cy ), se in Juogo di e di 7 si pone
Ba ¢ By . Questa ultima quantita pud mettersi sotto la for-

—%y B,, £ 29+ (Bt—Cy)

» purché si prendano i dif-
dy-x
ferenziali nella supposizione di Bt—Cy costante. Sard dunque
A .

~5Y
z =€ B .B*, _fﬂ(__y, t)',
x x
dy . differengiali
ove convien ricordarsi, che dobbiamo prendere i differénsiali
della funzione F.(y, t) nella ipotesi di Bt—Cy costante.
" Con un simile ragionamento si trovera, che I’equazione
del prim’ordine
. dz, dz, dz, ds .
g =Az_4+B —4+C —~+D— +E — +e¢c.
21" X" dy | de du dr

tra un numero qualunque di variabili avra il suo integrale cosi
semplicemente espresso :

_%y - sz(y, t,u.r,es) ,

z = .B « x

purche si facciano le differenziazioni nella ipotesi di Bt—Cy ,
Bu—Dy , Br—Ey , ec. costanti.
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26.
Sia proposta ‘adesso I’equazione del second’ordine
dz dz dzz d‘r
= A Z B ¥ =Cs +D_Z+E =
241 d dt y dt
Popendo ‘xﬂx’ﬁg‘ +¥ avremo
a+Aaf+-Bay=Cu-Df+Ey ,
Facciamo’
1+-Af+By=(AE—BD)3
C+Df+Ey=(AE—~BD)6
¢ ne dedurremo a...—%-, f=Ed—B0+K , y=A0—~D3+-L, ove
BC—E D—AC
K=%—5p+ L=25=pD » ° "

e Ko+Lt+d(Ey—Di)+0(At—By)
b o

Se per pid semplicitd ponghiamo Ey—Dit=r , At=By=u,
otterremo

r+-Cu r+Cu
F o BD=AE 0% yrtu_BD—aE zy &
t dau

E siccome in lnogo di e?'m

qualunque di r ed u, sard
- r+Cu

zz:-.cBD"‘AEf"Qr’ . m .
i
Il seguo integrale /*dr® F.(r,u) portera la quantiti

X1
f.(u,.r)-a-rf.(u,aa-l)-c-;fi(u,:c-s)...-o--;‘-g%-;(?;\-;).ﬁ(u, 1);
quindi l’integrale completo della proposta sara

si pud sostituire una funzione
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z mﬁ%—b YY)
* x
& du

r+-Cu
_,_,F__D—AE(dzﬂ(x.u) POs a1 P A d’”f-(;,u)).
duy

du® = 2.3...(z-1)
La medesima eqnazione pud anche trattarsi con un metodo .
analogo a quello del n.°33. Prima di tutto osservo, che pud

rendersi assai pit semplice, se si pone zswmy "'m'.z'z ¢ infat~
ti-dopo questa sostitusione diventera

% 1 - Bd" T3
dy dt
g, ds, -

= ! —+E__—.

(C+Dm+En)s' +D. - +E—

Ora essendo le gnantita m ed 5 in nostro arbitrio, potreme
prenderle tali, che ne risulti 1+-Am+Bn=0, C~+ Dm-+En=o,
nel qual caso svanendo i coefficienti di due termini I'equazio-
ne sard

(1+Am+Bn)s', _ +A

] r- !
Ad 41 +dex+‘ _Ddzx *Ed’-';r .
Cody dt dy dt
Facciamo in questa =0, e ponendo s’o =F.(y,t) avicmp

ds' ds’
4_*4B_*=piE giF , |
dy dt ay dt J
se adesso pon;hiamo =i, otterremo
s’ ds', ds’, a7
A——<+B =D +E_1,
dy dt dy dt
¢ quindi sard

p doz, ABd'z', B dss’, dsz’ _ d*s’
._ —— . —
& +3 oy -+ ——Adtﬂ D—dyi +(AE+BD)—dy -

Ed’z" . a’al dul
B —=D —— JESN.... ./ SN
+ dts d +E dt 2

Similmente troveremo
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diz'g d’z’s ' d’z’s d‘z's ‘
A} +342B. +34Bs +B:
dys - dysdt dydt® de’
Lo dv, diz’, B ABE LA
ey K] a
=AD pr +(3A4ABD~+A ’E);y—‘-&; +(B*D+a ) dydes
dsz’ du u
+BsE_2=D_2,FE gﬁ:u .
des dy dt 3

Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al-
la trasformata

(a) Axf"xﬂ 4—'g ds“'x +x(x—l) A’_"..B' dz.zx
dy dy™ dt 2 dy™ 2dte
Y %
® e ©® 9 e e +Bx =u
: . ot T
ove u si deve determinare dalla equazione
du du

z x
=D_"+E__,
u”“"l Ddy dt
¢€iod sara (25)

Y u =Exsz.(y,t) :
X —— 3

= dr”
purche si facciano le differenziagioni nella ipotesi di- Ey—De
costante. Nella equazione (a) si potrd riguardare -2 come co-
4tante, ed avremo il di lei integrale '(Tomo IL. n.° 170.)

] 1 X , X
* z =~ e
z xf dy “e

facendo le integrazioni nella supposizione di 4t—By costante;

le guali espressioni combinano con 1'integrale trovato prece-
dentemente .




OPUSCOLO HL 2a3
' 27.

Passiamo alla equazione generale del second’ ordine
ds dz dz
B Z 0 **! Dz &-E T
1 dy dt z dy
dz dez daz diz
+F S 4G H_—Z 2,
t ay? dydt dt

z =Adz
X2 T

Ponendo zxmxaﬂ Y+1* ¢ dividendo tutti i termini per : .

a"’leﬂyﬂt avremo tra a, f e y I’equazione

(@) o*=Aa+Baf+Cayt-D-Efr-Fy+Gp3+Hfr+-Iys .
Se da questa equazione deduciamo i valori di a® , a* , ec. po-
nendovi finché é possibile il valore di & .ricavato dalla me-

desima eqpazione, troveremo a” espresso nella forma seguente

. 2
a T -+a P+a Jy+a p3<+a LPr+a 4
0,0,x l,o,zﬂ 0,1,% 2,o,zﬁ + ,’,’357 0,3,%

'. -. o' o‘..c..nno-
- 4¥=a “3,0,::5 “a,l,z 4 m:,a,z br +ao,3,s 4

" va 2 +a 7!
ba,‘,z. 7 L4 L] . . . L] . o’bl,x
. . 9 b 72
ﬁ-r-bo’l,zv-o-b ‘ﬂ-o-b Br+b, o,
y3+b

° 2 ., . 4 e ¢ o o o o o o O
3,0,z ﬂ"!r,a,z‘b 0,3,z'7 :
2

. -1 2
"'b.':.-,o,::c"gw'"'b:z:-x,r,:c’par 7""’».,:,3'?:' 7* .. - +b 0,2,z

Quindi col ragionamento pid volte usato dedurremo !'intcgrale
della proposta espresso come segue:

y x-1,0,2"

+b

s
0,0,% 1,0,

fr+d

2,0,%" 1,1,%

2,1,%
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_ dF dF daF
za:“'“o,o,x‘F'(y’t)*ax 0,5 dy*ao,x z 7:“3,0,3 . E; Ml",’.a
d’F d'F dsF ,
Mo'a’zom*as’o’zidy.-f'aa’l'xo—-"dy.dto.ooo O EEEEL
d™'F Y S - d&'F
Fyr0,8 —or FOra,r, """'“o,:c—l,z'_"_,_l
dy ” dy dtdF’ p dt
. d 2 ﬁ
Bo,0,8F 00, o x T 0,100 T a0, 2 Ts 1,00
b aF d'{" d*F .
0’2” . —d-t:- 3,0’3 . Tyl a’ !" . _—dy’dt ® o & 0 o ® 0 ° 9 0 ¢ o 0
&F a“F &°F
'.'6”0’2-—? L x,w.—_x::]\-—.".‘... O’,’.T.
dy ’ dy” “dt ’ dt
ove F.(y,?), e F'.(y,?) sono due funzioni arbitrarie di y e ¢.
Per determinare i coefficienti 8 0,z % b, 0, * °C: on-

ghiamo 241 in lixogo di z nel valore di a*, ed avremo

a f+a y+a yD
FHI_, %,0,24+1%1,0, 241 b 0, 1,z2+17"%2,0, 41 #
=" )+a fy+a, y°+ec.

I,1,2-pL. 4 23y Tml

b

0,0, %41 [,0,Z41

f+b

0 ’ I F) z”"
Jg2--ec.

I aad b

2,0, 241"
1,1, w«-l'ﬂy*bo,a,z-q-t
Ma questo valore di a” " si pud ottenere ancors in altra gnisa

se quello di a% si moltiplica per a, e poi in luogo di a* si sosti-.
tuisce il suo valore ricavato dalla equaszione (a). Sard dunque

a 0 f+a .
a*+ T-_-(A-t-Bﬂ-O-C?)a _.3; 0, % pl .,:;x f)ﬂ;,:::e
2,0,% 11,2 :

+b baby | T4y o B, By

+a) 0:0,% 1,0,%
a
*’bo,s’x7’#3’°’w'p'-hba’l.xcﬂ 7‘!‘bl”’z.ﬂ7'+ec.

“+~a .y=4=€0
o,x,x”" *

‘ a +a .
A (D4-Ef+-Fr+Gp*+Hpy+1,2 g 0,0, 1,0,% 4

Siccome questi due valori di &® " devono essere identici, pa-
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s . . . . P s ]
ragonando insieme i coefficienti dei fermini &, of , oy, af® »
ec. avremo ’

=Aa
o,o,x"'bo,o.a:

a =Aa Ba +b
m,0,x+1 M, 0,8 me—i,0,% mM,0,T

+Ca
%,n,x 0,n—1,% 0,n,%

e) a =A Ba a
() m,n,z4-1 am,n,x* m-1,n,% m,n-1,% m,n,%

le quali equazioni si vede esser tutte comprese nella quarta, so

si osserva che T ¢ =0, quando m 0 n» € un numero ne-
2 H

a
0,0,%+1

a
0,n,x4-1
9

gativo. .

Similmente paragonando ne’due valori di o™+ § coeffi-
cienti dei termini §, y, #*, fy, y* , ec. otterremo in gene<
rale I’equazione -

() bm,n,x+1=Dam R "'E“m—l,n,w +Fam,n—x,z
: +Gam-a,n,x+Ham-l,n-n,z* am,n—a,z’
purché si rifletta, che a é =0, quando uno dei numeri
m,n,x 3
m o n & negativo.

L’ equazione (¢) ci dara il valore di | subito che sa-

1%
rd trovate quello di a : sostituendo poi il valore di
m,n,x

‘m,n,x nella equazione (f) avremo
%n,n ,z+a.=A°m, n, 21 B0, ,n ,xq-l*cam N1, T4
+Da,, ' B,z +Ea, »B, T *Fam,n-x, x
m—s, n,x*H“m-x =1,z %m,p—3,x
equazione a differenze finite, I’ integrazione della quale ci dard
il valore di L—_ Aunche indipendentemente da questa

equazione si potrd’ trovare con altri metodi il valore di

%n,n,z b S0P di che l.i pud vedere la citata Memoria di

Lagrange. 28
Se nella proposta mancasse il termine %rra ciot se essa

fosse della forma .
Tom. III, 29
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z dsz dz dz
2 A B X s 4D _FH+E_Z=
z+1 dy dt z  dy dt
dsxz ds - dsx
L . g

dy? dydt R dar’
pen si potrebbe adoprare ll wmetodo precedente. In questo caso

ponghiamo z_=e 4 & »  I'equazione diventerd

dz' dz' dz' ds
Rl T Bl . P +D'—Z *vE_*
dy dt dy dt

d‘z’x d'z’x d."a'
F. H
M
) ‘D E !, QF 1 G .
essendo C =C—-+ TR D —D—-— E =E—— Adesso in
lnogo die mtroducmmo la varisbile u=At-By, in modo che
dxvenu funsione di z, y, ed u, ed ouervando che in lao-

'ds de' ds'
. . x du z
— « ——A
go di o % i deve porre il ot e
de_ de du_ s dv_ | N dz'
P - dy- dy o in luogo di — avremo
dz' dz’ d !
(@) A—=C¥ +D'_"+E'_=
< dy dy du

~Fd‘z' d'zz d’zx
HI .
* dy? *G'd ydu du® ’
ove E'=AE'—BD', G'..AG'-:BF H'_A'H—ABG-o-B'F

Si faccia "z'—"f d

» € I’ equasione precedente ¢i cen-

x
gera in
d‘" d‘"
—C'z +D'-—--+E"
dy du
dsz" asz" dszg"
=z

F %' ZH .
+ dy?s dydu+ du? '
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Ora ponendo z =a® Y% avremo
Aa—C'-o-D’ﬂ-o-E" 4 Fps+-G'fy+-H'ys ,

e quadi

¢’=-'—(C'+D‘ﬂ+E"r+Fﬂ°+G'ﬂr+H'7')’

3

Se svo]gmmo questo valore di % nella forma

8y, o+, ,o’ﬂ"'ao 17, ﬁ’-o-a .ﬂv-'-ao 2"
x a.r-r ax
pa a:a-l 1 .7...-0-60,23-7
otterremo )
[ dF - dF :l_s_F
z x_.ao’o.F.(y,u)-o-al’o . Z'y"'“o,x R Rl R
aF . &*°F d**F
e e 0 ” 0 . . see o az ——
’ d 2x 3!‘1’1 dyaz“'ldu ’ i duu

11 segno sommatorio /“dy”. 2" porteri la quantiti
'Yt_! | A X2
2.3.. (.'n.‘--n)fl x4 3. (a:-a)fﬂ,-"-‘ ERREEE A
e per determinare la funzione f u si dovrd porre questa
quantitd in Iuogo di z nella equunone (@) . Fatta la sostituzio-

ne il paragone dei tertmm simili ci dard

df v 2.
4f, 1, x+1—cf . T du +H dut
df 3. df x df 1,2
Ay i =C s B H =D 2
e generalmente
A " df",' 'd.fn,x
fn z-o-x_c'f du +H dud

) dfn—l 2
+D'f, +G e - F

. n-1,x da n—s,x *
Questa equazione ¢ di un genere divesso da quello, che qul si
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contempla, poich? la differenza di due variabili n ed z & finita
e della terza u infinitesima, e della di lei integrazione parlere-
mo in seguito .

3-9.
Per I'integrazione della equazione
 z +Ad‘ *+'+B el =Cz +Ddz';t +Eizi,-
41 d at o« dy dt

dz~ ds, dz_
- +F G ——+H—
e
si pud anche usare il metodo seguente, che & generalmente ap-
plicabile all’equazioni della medesima forma di un ordine pitt
elevato. Facciamo = =¢.(y,?) , e ponendo nella proposta x=e

avremo
dz dz :
s +A—" +B _=Cp.(y,)+D?® +E ¢
P ¢g )"'d ay @
iy g 88 pdid_
o "'FZys*Gdydt*Hdtﬂ =u .
Similinente, se facciamo x=1, otterremo
. ds, dz d{z -o-A‘--iZ23 +B i’ﬁ)
s +A-24+B 24422 A d
a dd dt dy
Z

Bd(za-c-A?)—? +B %) _ds, ds,
dz‘ dz»l dz

d dt '

z dz_ ds_ dz_
3 - —
d (zl-o-A > +B'_dt ).,.(2‘1. 5 +A e +B—-dt)
dy* o dydt
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e se ponghiamo questa equazione sotto la forma

d::x2 dz d3z d‘z d’z’
z +a_-|-a e o’ = Al -o-a’ v =-=u
2 dy dt dys dydt dt? 2

avremo
1-+GMm -0/ net=0"m 30" mn+a!"n3=(14~Am~+Bn)? ,
du dul d"‘ul d‘ut. Hd‘ul
ua_Cu -o-DZ}--o-E —dt—-ﬂ-F—y-—-o-Gmt- el
Cosi pure, se nella proposta ponglnamo x=a, ne dedurremo

dz z ( 3
. 53+A—+R
éyz dz y d dz
2z
d £g +A 3+B 3) d’(zs-a-Ad—g-o-B %)
“+a' +a' Y
dt dy°
dz z dz
d‘( 34-.4—-1- ) ' ( 3+A + 3)
-+
dydt dt
du u du 'u d'us
= D_ E — +H.
=Cu, + e -+ -o-de *Gdydt -
la qual’equaszione se si pone sotto la forma ’
dz 'dz "d z3 'd'z
u ]
3"'6 dy +ﬂ "'ﬂ "‘6' dydt “+f
d'zs d'z d's3 ) d"s
\ 4 1 44 vIr l’l . d
TR S B =u, ;

sard la qunntlti
1-+-Pma-f'nf"'m® 4-8"" mn4-p! 'n'-o-ﬂ"m $4-B"'mon+-B" Imns4-f'n*
=(14-am=+-a'n+-6"Mm34-a" ' mn-+at"n °)(|+Am+Bn)_(1+Am-+-Bn)' .
. Continuando le medesime operazioni giungeremo finalmente al-
la trasformata
d’x dzx 'dﬂsr d"x cdas
g 7 - U " 114 —
(@) z, +0 . +O e 2y +e Tydt ol ez,
ove i coefficienti seno tali, che rendono la quantita -
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14-0m~4-0"N40"'Mm2 g 'mn-0! Pnd-ec.=(1-+Am+Bn)*

©/per/determinare u_ abbiamo I’equasione

du du du ddu dsu

z x x x «
— G H.
"x-o-n:C“z*Dd -q-E.;? -o-de‘ -+~ o ~+. prrak

per mezzo della quale col metodo del n.® 25. potremo esprime-
te u, per la fanzione ¢.(y,?), e per i differenziali di essa rela-

tivamente ad y e ¢.
Trovata u_ I'equasione (a) integrata (Tomo IL n.¢ 190.)

ci dard

'y .
e =° A/d‘d x %
3‘_7 y" e u, ,

purche si prendano quest’ integrali nella i;l»otesi di At—By co~
stante. Col metodo esposto in quest’articolo si potrd sempre ri-
durre Vintegrazione di qualunque equazione della forma, che
abbiamo eonsiderata, alla integrazione di una equazione a dit-
ferenze parziali infinitesime.

300

Passiamo adesso a considerare quell’equazioni, nelle qua-
li 1a differenza di due variabili x ed 5y ¢ finita, ‘e della terza ¢
infinitesima. Rappresenti 5p,ye V08 funzione di =, y e ¢, o
prendiamo in primo luogo a trattare I’equasione del prim’or-
dine
. . ds

—_ , z.
o1,y x y""B’x, y-o-x"'c"'d'{'z ’

ove i coefficienti sono costanti. Per integrarla facciamo

z, y:azpy et , ed avremo a==A~+Bf+Cy=Bf+-C2, se pon-
ghiamo 4+-Cy=C3, ciod 7.—.8—% . Sard dunque
o*=B* g +xB*" Cp*" 13,22 pm=20, 235, +C*2*,

2 .
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A
—4)\:
___axﬁy e":.-.a’ﬂy c( C) , avIemo

o siccome 3, %

_%t o - ram1 dfE01 d* e
z —] (B#ﬂ” ¥ B % . " ,
x, Yy - dt dta: /

onde col ragionamento pidt volte nsato dedurremo I'integrale
eompleto '

- - d*F(y, 1),
- ¢l 1,d.F.(v4y-1,t¢ ’
5y (B’ F.(x+y ,t)+xB* 0_7_)... ._dtx_.).

. L’istesso integrale pud ottenersi espresso in un modo pid
semplice. Ripigliamo I’ equasione a=Bf+-Cd, ¢ ponghiama
Bf=—Co8, sara a=—C3(0—1), € quindi avremo

A
L] 2
FPet=e © . _(_-;C')_"_'y.at-o-y(,_l)x.,y e

BY
A

_" (O™ SIS

BY =y
ende ricaveremo 1’integrale cercato

A4
—_—— X4y %
—C A YATF (y,¢
.y = OO SR,
! B . a™y

ove A’ rappresenta la differenza finita per rapporto ad y.

Possiamo anche porre a=Ce?, ed avremo =5 3(e—1), ©
col medesimo discorso troveremo

A
s, =e ©.C g YA fi(=.0)
i B a™y

31. /

Comsideriamo adesso I’equazione del second’ordine
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de’
x-c-x,z - E z,y .
‘x-o-x,y +Asz x+t,y+l+B —dt =Cz ,y"'Dz .y-l-t"' dt

Pomendo 5, y—a ﬂyeyt avremo a—c"'Dﬂ :57 , ¢ facendo
H

1+Br=BY, o C—E=K, sari a_..-K—;‘?—-——ﬁZ’Ea Se adesso pon-

ghiamo Af=-~Be3 , avremo ﬁ:—g-oa ed a= K-o-ME—La)

—Bo{o—
L...I%)- . Di nuovo facciamo E—~Le=—~E(o'—1) , ed otterremo
.=%°l' p_—_: ’8 ed a= K—Eﬁ(o—l)

m Sard pertanto

Yy

_t [E=Ede—1)]® . Eo
a7y = (—B)Y e B r
x

AeB ()

[K—E¥e'—1)]" . -E—;o'y R
Ma la quantitd L

, svolto in serie il
x

83'—3’( a—l)

binomio [K—E3(e'—1)]" , diventa

[K”-:K“"Ea(ov.x)..."‘;:"_’x“"zzaa-(o"-:)a...:E”a"(o'-.)"}i;'.vye ’f
L

z L
7 (Fo—1)
e questa formola si pud mettere sotto la forma
P o E—’(K It pgr—ip W7 pe ST
§ 724

dt =

ay—= '

ove le caratteristiche A’ e X' si riferiscono alla variabile y. Se
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donque facciamo £ eguale a questa ultima quantitd, dopo di
t

—BY "B _ .
averla moltiplicata per =B , B e diaver posto in luo-

AY(—B)*
go di o7 ¥ une funzione qualunque arbitraria di y e ¢, avre-

mo l'integrale della proposta.
_ Ora si osservi che la formola

' ' il
K®F.(y,f-ck*~ EPAE  dr=tiga-ap JOAF pré A F
dt 2 : dts dc

si pud ridurre ad una forma assai pilt conciea. Facciamola in-
fatti =Qx 5y ed avremo

e 2 dA'F  (241)z 2-1 ,, d3AS P
QZE’ KT -z K ol mleget g el
dA’ -
Z,Y __ pxdA'F K], d3A2 P
T—K -—d;——.tK E FIT) -ee.

Quindi apparisce, che sara

Q.r-o-r,y:KQx,y—E df” )
Per integrare questa equasione ponghiamo
Q, =aTpY 1t , ed aviemo a=K—E(f—))y, il qual valore

di a, diventa a=K—Eos4-Ly, se si fo fy=e. Di nuovo pon-
ghiamo K+-Ey—FE?3, ed 0=4'3, ed avremo

=—Ed(e—1), f=-T
E

, © quindi

P L o 1 M A e VLA , la qual quantith

j <vA
( E) )
si pud mettere sotto la forma

Tom. III. Je
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K
T —F &A% eat . .
—E)"/YdeY e . =———————, Pertanto il valore di
v

Q. Ly sard .
=5t FATAZ
x E A7g (y.1)
Q,, y:(-E) Y .e Ty
e l'integrale della proposta

: K
e Fooye B gy B Ay

z :M =37 . ‘ ; ¥
3a.

Questa forma d’integrale cessa di essere utile, quando al-
cuna delle qnantita 4, B, D, ed E & egnale a 3ero; e per tro-
vare la forma conveniente bisogna applicare i nedesimi artifizj
alla equazione tra @, f#, e y, che corrisponde a ciascuno di
.questi casi . Sia primieramente 4=0, ¢ ponendo
zx’vza"ﬂy e, e poi 14+-By=B3, e K:.'C—% avremo

_ K+Df~+E?
=B85
p__(K-o-EJ)o

= =D

, @ quindi facendo Df=-—(K+-Ed)e otterremo

__(K+-EBo—1)
» =53

; onde sara .
' (s K
o : K Ty - (8+-E)t
24y ==t Ot-— 1) e
,’py,ﬂ=§:§’___, (B ‘E)¢ ( &) , =) -2,
B D" . ¥
la qual quantita si pud mettere sotto la forma
« ' B e %‘ »
By ~(F+E) (B et
 .BD* . de* Y
Quindi prendendo una funzione arbitraria di y e ¢ in luogo di
oY ¥ aviemo-
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- C . ‘%‘
BT EP+Y "':»3' : & eE [Ta* A R (y,0]
= ppt de*+Y

Sia in secondo lnogo B=o, e. 1a sostitusione
e,y 76 e ci dara a_c‘:D‘i:'E Si ponga C+Ey=E?,
D
—o—E3

Af=—e, e sard y= —-— y ==, ed a=4 . Facciamo
- .

adesso -1-)0=E30 , @ chmmn‘ndo M la quantita % avremo

4 .
o=Modd', ﬂ_—- Ma‘ , ed a::ia;:_') « Quindi sard

axﬂycyt E’ E‘ Myam(o -l) oY
-A)Y (M3o'—1)"

il qual valore si pud mettere sotto la forma

T = ==Y ArT e
E ., Ex=, ( ydz A Ef_ » © percid

- A)y Y
y z
s, = . z,x(AyE a"YATF.(y .
S A)y =+
Nel terzo caso. di D—o ponendo 5, ymzﬂy et , ¢ poi
1+By=B3 , ¢ k=c-E F avremo o= fﬁ Ja s qumdl facen-
do Af=-—DBe? otterremo ﬂ —03 ed a= -KTTE-!;) ; onde sard

(B-o- K)t

g7 i BB ~(E+3 b+& 5) et
4 (="

la qual quantitd posta sotto la forma




- 236 OPUSCOLO IIL
K

; ) c —t
BITEE" TE 45" I
AY dty

¢i fa conoscere 1’ integrale della proposta essere

= —_

- c 2
(=BY " B TE ST Ry ,0)

idd vy deY
Sia finalmente E=o0, ed avremo tra &, §, ¢ y I’ equa-
sione a——&—%- Facciamo 1+-By—=B3 Df=—Co , e chia~
— 1+APp+By’ +5r= ’. - ’
mando NN la quantita -Ag ne dedurremo y7=3— %, 5::.---?—‘3 ’
“%?:.1—7;‘) . Di nuovo ponendo No=Bs'3 otterremo

c(B?
p—-_lici‘.’ = __N_:..,) e quindi
="DN '*= Be—y ' ° 1
’ Bad _ \ _E_’:ay—&o.y R

——
T8 = 7 e B. ull , Ll
. B°~pDy.. (@=1)"
il qual valore posto sotto la forma

t ad -Biz"a'y‘eat

Ty —F y :
_g_ e By . N ¢i dard.
B*=D)yY T dT"
. t
. = O TBye PO RRy
'Y B*(—D) ' A=

Se E ed A fossero mel medesimo tempo =0, fermandoci
ai valoridi @ e f in ¥ ed o avremmo T o
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o257 P (O o) (8——)'
B*DY L '

; donde facilmente si

ricava

)
Tty ——
s =£——C)—-e Bj‘”dt’A"E(y,t) .
Nella stessa maniera si troverd la forma conveniente dell’ inte~
grale, quando due o pin dei coeflicienti 4, B, D ed E sono in-
sieme eguali a zero.

33.

Quest’ equezioni gj possano anche trattare con un altro me-
todo. Consideriamo la pid generale del num.® 3i. -, ma rendia-
¢

—-— \

o . . . " B, B
mola prima pil semplice ponendovi %, y._e T,y L

stituito i} qual valore essa diventeri
; dz' dsz

P ' Yo Ty
Az x-._x’:y*l*B—!—v‘—l?—-v- _sz y D '-T,y-kl*E.T—'

ove K—C—i Sia zO. y::F.(y , t), e posto x=0 ‘sara

As' ' -o-B ,y =KPF.(y ,t)+DF.(y+1 ,t)+E—
Sumlmente facendo =tz avremo
ST ds' a.y ‘ ‘ dz‘ y
A‘s,y-o-x*B pr =Kz ,y+Dz I,y+l+E -3

onde si deduce
‘ ds' dsz'
! 2 ’ y*' 2 L] 'Y
‘ A’ss’y_._’-o-nAB_J;_...Bo_%_
. d {4 ’ dz:'
- 1. y=41

. "K(A"hyﬂ* y)"'D (A‘ 1, y+atB—; )
ds"” d du

q Y+ p 1'.'Y _”l .
"'E(“ atat )='K"l,y"'D“ iyt Ty

dF(f:‘)
'2_ 1,
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Nella medesima maniera troveremo, facendo =1,
dz’3 y+a d"'3 Y1 “'"3 'Y
s ' [ ’ s "’
Az day +3+3AlB—-—dt +3A4B3 - +B - Ty

¥

ove sara

du
2,
u, , y...Kus , y"'D“a ,y-.-x"'E n X,

‘¢ generalmente
’ o

ds'
A‘” ’ 1 w,y-c-:r--l. .. B' .e.y:a .
() .y _'_‘,,L‘-o-:u.-Aal B 2 - ———d:’ s,y

essendo Yy determinata dalla equazione

) du '
— . zr,y ‘.
s,y =Ku,_ y"'D“z,y-o-x*BT’ |
la quale ci da (30) X
-——( X Y X
u = E. (B AN X))

d DY ac™ry
Nelia equasione (a) si pad considerare x come oostante ed il
di lei mtegale sard (17)

x A xay,x

= B (=B ,
7Y BT deY
il quale combina con I’altro ottenuto precedentemente.
. : s

Perche il valore trovato di s, y sia completo, converra
H]

agg;nngervn quella quantitd, che introduce il segno ='* ,
cio ‘
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trotpesn) X1 x ytyzey) T ae
(=Br) * 3---(«"") = ... (z-23) =
AB) 5 sy TT8e +ﬂﬁ
2 .. (@-—5) d‘y-x ° * J‘ZY"'"

e per determinare la funzione f - converrd sostitnire questa

qnantnti nella equazione data in luogo di s’ . Ma prima si os-

servi che
(y+r)(y+r—) . .. (y-o-r—c):(y-n-r—l’)(y-o-r-—a) . .Ly-l-r—s—l)
2.3....(s+1) 2.3....(s+1)
4 r=1)(y4r—3) . . . (y-c-r—c—l)
- 2.38.
Posto cid, facendo la sostitugione, e ponondo, come sopra ,

BTD-—L avremo *

'r('v-v) (y-z43) vl
oo (2-1) =

: --°(.‘Y'x""'3) o fa,z dfl.
+‘: . oo (®=3) ) y.x(fa,x-o-l-Kf a z(*L—E) —; 1)

f a
\fs e Kl HL-B)— L_i_

1, .1:-1-1 Kf "'(L'E)—l_f

2 (y-x+4) d"’
@3 g

+ec.
Siccome questa equazione dev’ essere rdentwa qualunque sis y,
¢ la fangione f 5 DOD contiene y , dal paragone dei termini si-

mili otterremo

' Y, x
& 1, ,3+1"'Kf 1, s""(L_E')—T":o

af af,
fnoz‘i'l-Kfn”*(L—E) n'z-l,-'. n- '93“

dt dt
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A questa ultima equagione si riduce quella contemplata nel ter-
£0 caso del num.® 3a., se ivi si pone x=n—1, y=x, =—%. ‘

B:E'—zf , C‘:o, ed E:%; onde sard
. Kt -
dn-'.[e L-E d”'"*'E"'xqs.(x.t)] .

— Z=N-4=1 yn-i
fn , 3——(E-L) ) oL . -

’ d¥
Sostituiamo il valore di f( » dato da questa formiola nel!a.

equazione (5), ed avremo :p.(::;-.-: » t)=p.(®, t), ciod sara

‘¢z, t) una fanzione di ¢ senza x, e percid 2! p(x , t) sari
della forma

L 4 ) 4 _‘_1_'(1_":'_)? 1“1‘—!) .. :(z—n....g)

n,t n—-1,t a n-a,t""’ 2.3 .. (n—1) 1,t’
e siccome 7 si deve prendere da n=1 fino ad n==x, verra ad in-
trodursi nel valore di %, una funzione arbitraria di x e 2,

" lo che era necessario per rendere quell’integrale completo .

35.
4 Sia adesso proposta I’ equasione generale del second’or- |
.dine -

. dx
- 241,y
%y =AE, ’ y*Bzx-o-l -+ 1+C__4¢ +Dzz,y+Ez: y4T

ey e ey ey

g O ya I

Ponendo 5, =a%gY ert/(v/remo .
69=(A4-Bf+-C1)at-D--Efi Fy+Gf* o+ Hy+-Iy*;

e se per mezzo di questa equazione svolgeremo il valore di oF

nella forma seguente

)
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f-ra

“+a . Y+a .f3+a By+s PN
g“o,o,z 1,0, o,x,::ry :l,o,:::‘9 1,!,367 0,3,37
Pr=a £ 3y-+a fyd+a ¥y ... e e e
a*=u . *a3,o,xﬂ z,t,zﬂ X x,a,xﬂ7 o,.’g,x’ .
. -2 . o -2
ﬂt 7 e o o 0 o o “0,3\-1‘,3'.,

"'bo,o,z*bx,o,z’ﬂ"'bo,x,z""'bn,o,z‘ﬂ""bx,x,z’ﬂy"'bo,a,x'7'
ﬂ -.-b ’ﬂ‘r*'bl’z’x°ﬂ7°*'bo’3,xty' s 8 & 6 o o 0 0

]
3,0, 2 2,1,%

-] x

"'bx,o,x'ﬂx*bz-r,x,z’pt Y o oo 0o v ne o "'bo,x,x‘y_ ,
chiamando F.y e F'.y due funzioni arbitrarie di y e ¢ otter-
remo l'integrale completo della proposta, ~

-— dF.y
‘x,y—ao,o, z’F’y"'“l 0, a:'F'(y*l)*“o, 1,%° 2 2,0, w.F.(y-o-a)

dt
dF.(y+1) d*Fy
I,I,x.Tﬂo,a’@. d‘ﬂ ® 9 o ¢ 4 o ® o o s @
’ y -~ I
d.F.(y+z-2) ~ . > Fy
dt - . 09“"."3' dt.‘r—.l

dF.y ' .
T*ba,o, x.F.Q+z)

+a ﬂz.-l

2~1,0,3" 2~2,1,%

-“+a

=140 N
x-l,'o,x'E(y 1 2=2,1,% "

wFab, o o Flyed

dF'(y*l)*-b 'Q_F:.—yu . . . ’c o o o o
l,l’w..——-zzn--—, o’a’x, dt‘ -.o ® o o 0 0 o

0,0, o,1,°

S

dF (y+z-1) d*F.y
*b:c-r,x,a:’—a}_'—"" o, x, 2"~ g °’

-+ F.(y+z) pr:

x,0,%

ed i coefficienti a , ec. si determineranno come

b
0,0,x’ 0,0,% ‘
sopra (27). In lnogo di svolgere il valore di a” si potra egual-

mente prendere quello di §7, e si giungerd in una simile ma-
niera all’integrale della equazione proposta. '

36.
Ma se mancassero insieme i due termini.z

T3,y ¢
sx"y*a, questo metodo non potrebbe adoprarsi, e converreb- .

,

be' servirsi del seguente. Sia adunque proposta I’equazione
Tom. 1II, ‘ 1 propo 3lq
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dz X
T=41, y__ n x ,3“
’.9-0-1 N y"'A‘:c-o-x , y-o-l"'B dt —C’x, y"'Dza:, y-o-l""ﬂ dr
d’s y+1 d"z ¥
+F - +G. i
Posta x=0, sard = una funzione di y e ¢, che chiameremo

F.y,e la proposta ci dard
ds
Iy o
AR Al o arr
-o-FdF‘(y"")-o-Gd’Fy:u
de dt2

Cosl pure, se facciamo x=1, avremo

1,y

dz ' dz
2,Y. I,
=, ’y-o-ds , y_H-o-BT _C:! ’y-o-sz LY+ .+E_‘#__
. 2

dzx LR | d o' ¥y
F2 +G. .
+ dt de?

donde si deduce .
dz dz
3,y 2, y+1
5, y+As ’y_._l-.-B_._# +A(s, yart A5, o BT )
dz d*z - du
-.o-B( 2y A 3, y+t g2 y):Cu ~+Du +E_12Y
dts ]

dt dt

dul Yi=1 Qu 1,y
F 9 ) ]
= =, 3,y’
posta la qual’equazione sotto la forma
ds

z dez
2,0 e,y g ’a,y-..a""“ dt s Ty
sard la'quantité o
14-0m+-a'n4+-6"md+a"" mn+-al"ns , =(14-Am-+-Bn)s .
Continuando le medesime operazioni gmngeremo finalmente al-
la trasformata

L Y

n

dz
(2 x 'Y .‘Y " " x ,y*'
(a) 5, -o-ux’y*‘-o-a—d-‘—- +a"z y-+s T-o-ee. ='_‘z,y ’
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© ove sara

14-0m~o'n-4-¢" m 50" mnaec.=( x-o-Am-o-Bn) ’

e per determinare u 5 AVFEmO I’ equazione
’
\u

du,, y du_, y+ G’d e,y
F 1 L . 1
“x—-l,y_c 2y D%yt 7 = -
la quale s’integra col metodo del n.° antecedente, ed il valore
di b, conterra una funzione arbitraria di y e ¢.

Nella equazione (a) si pud riguardare x come costante, o
se ]a paragoniamo con quella, che abbiame considerata al n.° 23.,
avremo il di lei integrale cos) espresso ,
¢

¢t y—xgw( _Avy v,y B
. -_-.(—B)He—f. ay ) (—E) fydt e “a:,y_
A 4 ey

A questo valore di z, 5 perché sia completo, conviene
?

eggiungere la quantita ‘ )
y(y-1) . (y\-a'-o-a) dy.xf 1,2 w ). dy-xf 2,x
-BY- _% 2.3...(x=1) . PV =
—_—l e .
=4 crtreet) ¥ lae o T
Booe(w=3) der== e -

e per determinar¢ la fanzione fn 5 % sostituird questa quanti-
L i: luogo di 5, .y nglla equaziqne proposta. Fatto cid si tro-
ver

=A' , B’dfI i 2f, ' &
fx,:c-n-l fl,x* dt +0 dits °
i df dsf df dsf
-— A " R, v TR,Z n-1,% y “NR=1,%
s n, 2=y & n, +B dt +C dta +D dt +E dars
ma—c-ﬁ-.- 8D, L _s¢

wor BeE-T2 05 00,
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D,=F-:‘BD
ordine, e per integrarla si potl’fnno usare i metodi precedenti.
Ma siccome il calcolo va divenendo sempre pid comp{;cato » por-
remo qu)l fine a queste ricerche; e piuttosto passeremo a dir
qualche cosa di’quell’equazioni, nelle quali i coefficienti non
sono costanti. : ‘

, E'=-1—:£ . Questa ultima equazione & del terg’

37.

Consideriamo in primo luogo I’equazione
d‘x dz,,
£ "A’z*B'Z; +C - +P ,
ove A, B, e C siano quantitd costanti, ¢ P funzione di x, ¥,
e ¢. Ponendo in luogo di ¢ un’altra variabile, che sia funzione
di yet, in modo che le quantitd s, ¢ P diyentino funzioni di

z, y, ed u, che chiameremo respettivamente Z_ e P, avremo

ds, dZ_ dZ_ , ds_  dZ

s, . =7 =% x._u,—-iz—_x.gf;
TH1 TH1 gy dy “du dy. dt du dt

stituiti i quali valori la proposta diventera

. P VA VA
_ x u d z
Z, =4Z + o +( 73.’-0-0& ™ +P'.
Per determinare u facciamo )
B ¢
dy =’

ed integrando questa equazione avremo z=g.(Bt—~Cy);' ma poi-
ché non abbiamo bisogno che di un valore particolare di u,
prenderemo u=Bt—Cy. Ammesso questo valore di 4 la propo~
sta diventerd

- dZ
Zx*,=,4Zx+l?-2;- +P,

nella quale si pud rignardare u come costante, ed il di lei in-

" tegrale sard (16)

. 4
‘ A ‘
& = 4 ‘B_-,,-(drF.(y, ) _‘_d’"z.(B'-%" !fz‘-o-xdyx-o-r P'ejy))

&
d;Yz d’w'
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3. '

Piu generalmente si potrd integrare I’equazione
dz ds -
— x x
Azx_‘_l_Bzx-o-W ~+C - +P,
ove sia A funzione di x, B e C funzioni di y e ¢, e P funzione
di z, y e t. 8ia M il moltiplicatore, che rénde integrabile la.
differenziale dt—Cdy, e si abbia fM(dt—Cdy)=u. Introduciamo

in luogo di ¢ questa nuova variabile 4, in modo che £ diventi

una funzione di x, y ed u che chiameremo Zx ,e B e Pisi

cangino respettivamente in B' e P'. Fatte queste sostituzioni la
proposta diventera

dZa_ ’
AZ:M_I :BZx-o- T-r-P' .

In essa si pud rignardare u come costante, ed il di lei integrals
¢ percid (16)

Z = —/B'dy—2log.4 d°F.(y, u)

x T .
: Y
o/Bdy—Zlog. A dTn( o84 T4+ pSBdy)

dy‘t

. 39.
Passando a quell’equazioni nelle quali la differenza di due
variabili & ed y & finita, e della terza ¢ infinitesima, consideria-
mo in primo luogo la seguente

/3
-— z,Yy
21 ,y"’z,y—;—x—a dt +P,
ove a & costante, e P funzione di x, y e ¢. Siccome abbia-
mo veduto (30) che, quando P=o, &
e

. éazﬂNA F.(y,?)
Y - =

generale una funzione Zx y di x, y e ¢ invece di F.(y,1?),

, ponghiamo nel caso nostro pi

~
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cioé sostituiamo nella proposta in laogo di 5, y la quantita

"Iz
PN ASre - Z:2Y, ed avremo
| @™+ |
S Ay 41\ TAT Y41 5 T '
“z+y+l ‘,dz A Z.r+! ,ymz-l-y*l . dx A Z ’y-"l
25T+ dTry+t
d”'.'y-hlAvwz
dzﬂ-‘-l e ik +Pl
Y+
. la quale manifestamente si riduce alla forma
Y1 ) Tee] =y 41 ) (TtT
d* A zx_'_l’y_d’” A zz’y_.- p
ATy d‘x--y-o-x aTry+!

Da questa integrando pii .volte relativamente ate ad y rica-
veremo

R 2 | 1 Ty =t-1 dtz—-o-y-i-r ,
¢ di nuovo integrando per rappdrtu ad x avremo

Z_=F(y, AL 1 Ryl Sy +ip,
v,y F.(y,t)+32 ,,x-o-y-c-nf \

Pertanto I'integrale della proposta sari
=7+ & INTF(y )

) di=ry
s da-o-y AT T By EAY Ty By P
25y
4o. :
AlY' equazione precedente si potrd ridurre la pid generals
ds
L x
az, . ,y"'b“s,y':'s,y-o-x'f'cﬁ"*P'
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ove a, b, ¢, P sono respettivamente funzioni di x, di ¢, di

a'.:-o-y, e di :‘, ¥y, t. P.onghiamo z, i :Z:f'z.,_ y_z:,x Ly ove ‘
zx, y e s’ .y 8000 ambedue fgnmom dizx,y, o £, e sostie
tuendo avremo
o=az' z" - abcz =Y - 2"
T,y T+, Y T,y Tz, y  ®,y+1" £,¥y41
dz" '
—r' .- ' T,y " . z , y_ .
c_z T,y dt —cE Z,y dt P
Facciamo adesso
. dz'x
(@) B2 ——S2X=o
.Y dt .
% 2 cz' =0

z,y—o—l— z,y

’ [ —
() “:r-o-x,y _ ‘x,y-v-l‘o

ed otterremo
de"!
2" ) ' - z, Yy -+~ P
X1,y x,y+1 dt g ?

: _ 2z, y+1

che abbiamo integrata nel n.c antecedente. Per determinare
¥, y abbiamo dalla equazione () g y:efbth.(:c, ¥), e sosti~
tuito questo valore la (5) diventa F.(z,y+1)=cF.(x,y), e quindi

abbiamo F (=, y):ez'iog‘c.qlx; e dalla equagione (c) ricaveremo
¢.x=e -}Jlog.g . Sard dunque :’x =/ bdt+2 log.c—zlog.a’

o sia pid semplicemente, poiché ¢ ¢ fangione di 4y, sard
[
’fx S /Mt-o-z.log.-;. .
41.
Passiamo adesso a vedere 1’uso delle ricerche, sulle quali

oi siamo fin qui trattenuti, nella Teoria uelle serie. E primiera~
‘mente proponghiamoci di trovar la somma della serie infinita
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2, x 1 dF Zet1) (pete2 , Xres d3F
fzd.y E(y,t)-l-bz‘fx". d;yx*l . fd;-hb’f(—;—l/‘tqhsdy . Faec
ove s (& una quantita costante. Facendo questa somma =z, a-

vremo
ds
:;-x_fz 2y F. +b(z+))js‘l.‘-l-! dy" T g" +b,(u-t)s(z+a) ) pr+ag Tea 1‘%'_._

dz

T41__ 1 B4=1 , x+41 dF 2, x+a d'F
T_f dy . m—-o-b(x—o-x)/" F2dy . ;s +ee

Quindi per la relazione, che esiste tra i coefficienti-del binomio
1—b inalzato alla potenza —z , otterremo I’ équazione
dz.t-o-l . dzx
-b -+=T
dy dt '
dalla integrazione della quale dipende la somima della serie pro~

posta. Facciamo zz=axeﬂy -c-yt’ e sostituendo questo valore a=

=z ,
x

vremo afl—bay=r, ciod ﬂ::-:;-v-br ,ed

b 4 T
g g Y (6+5y) = Y+ (e+5y)
,‘Te'q YAV T =/%dy".e® , purch®

si prendano gl’integrali supponendo #+-by costante: quindi pel
ragionamento pid volte nsato sard nella medesima ipotesi

za_zf “dy"fi(y,1). Facendo x=o abbiamo ‘
£ =F.(y,0)=f.(y<), ¢ di qui nasce il teofema: la serie propo- |
sta & eguale al suo primo termine f‘r dny.(y,t) , purché si fac- |
ciano le integragioni nella ipotesi di z4-by costante .

Questo singolare risultato si pud confermare nel modo se~ |
guente. Abbiamo, com’e noto, integrando per parti

STdyg= ~‘( ) Y dybmlamr)y™ 2y Em N2 gy
2.3 {2=1
c e (e=t)y T T 2y ey Yayd

- # ponendo z+1 in luogo di x
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. 1)
Vaasl s 1 fdy¢—wy’ fydyp+= The f y*dyg

=
Al G q:xyfy dytﬁ:tfy dy¢
=— (:Yzfdﬂ’-(x-l)y"’ 'fydy¢---==yfy“dy¢)

—(7 fydw-(x-l)y fy'dﬂ’ Ffydys)

261‘

=;f dy*¢— f dy*.y9 .

Cid posto sard - . ‘
ar d z
x‘/"x*ldy"’-l . ‘_t-: f’dyx dt f dy ydt .
x(r+1) T4, 42 d3F__zy T+1 a:-c-) d3F 2 g4y Tt d’F
.___’f dy* ,w f -GSy

I x z a.' d’F
/\T : dttx-yft ydt-"' gf d des ?
dr-o-')(z+¢)fz'+3 o4+3 d'F y;f’ z d‘F y/sz‘ x d'F

Cdt = @ Y drs

atd dt‘
J’ a: d'F
/ d du s%fz dts ?

e cosl in segulto . Somtneﬁdo questi valoti in quello di = e
avremo "
- dF biysdsF_boy* d*F . .
Y (P IR LT bt )

2 boys dsF
-l-byj‘tdy (jp—b d F :. 4;1' ‘ec.)

b’y’ dsF d F
(dtﬂ b’ dt'*.ec)\ L ;
o - +ec ' S -
e se riflettiamo che

Fly, 0-by 9F, "y’f';;j—’-ec—m —b),
otiterremo ~
dF.(y ,t—b
2 =/ "dy " F(y , t=by}rby/ %4 ”-JM—L’
X bn a doF.(y, t—}
L T ® (.;‘ 3 )

a -+=€C.
Tom. 111. , ; 32
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Di qul apparisce che sard z_ eguale a cid, che diviene la quan-

titd [ TdyT Fify ', #=by) , se dopo le integrasioni vi si porrk
t+by in luogo di £; o sia sark 5 =/ %dy*F.(y , {), purche si
facciano le mtegnmom nella supposizione di ¢+-by costante.
Infatti per esegnire le integrazioni in questa ipotesi, bisogna
nella funsione F.(y, f) perre t+by= ad una costante ¢, cied

t=c—by, poi fatte le integrazioni mettere di nuovo nel retnlt;—
to in luogo di ¢ il suo valore z+-by.

43.

Col medesimo metodo si trova Ia somma della seﬂe inﬁnita

Fy £ P, [*d dy™+t 4 AT S aa a0+ &F

di2

T+1 z42 , x+3 d*F
-O-OP‘,’/“ dy . a—‘-‘-o-abcPa’zf dy - Jraa e

P f.zw-n dyx-o-a . sg_‘

ossendo come sopra 1+3P 4P, wec=(1=3) = ,ebe
¢ costanti. Facenda la serie data =5, avtemo -

-— 1 2
=/%dy" FMP: o Ja‘-o-l o —"'b.Pa ‘.H/\t--sd x

T4
“+cP 1 gy T+

+3 a:-n-a
1, %= fz

%— -o-zbcP

2 ; T2
°°P, o /““ dy .
Uz
Tk T _ p Tt , Tetl 242 dF
——=/ "y .— P ot dy
R, Xet=2 d'F
,z'-o-lf' ‘Hy * ddn e

ds
LT __ , X431 , X41 +2 T4 dﬂF
da = dy * du 1 .rq-tft dy

-o-a a:-.-s dF
‘ -:-c:l’l :v-'-nft —— 4BC.

4-.0.

* das

~+-eC.

dsF
e
dsF
dzd;""'
ds

dus Frriaas
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¢- ponendo mente alla relasione, che regna tra le quantith
1, P » P » ec. , la quale & espressa dalla equasione

I1,% 3 ,x
‘Pn, sq-x—Pn—x ;3‘*1:?5 x? otterremo
d‘o-n-x _6“8-0-!__'*3-0-1’ — .
dy dt du x

Per integrare questa ultima equazione facciamo. .
s __:.w’ﬁy +yt+du od avremo afi—dey=gad=i , ciod .
X 5 —t Y

= %-u-bfc-c&, e quindi o"cﬂ y+ridu

Loty durcy) = . Lr{t+by)ed(ucy)
wzc“*ﬂ#y ( =‘('d ’.e“*’( ( y,ovo
si devono prendere gl’integrali neﬁa supposizione di f+-by, od

. . ) %-py(t-n-by)-o-a(u-e-cy)
u--cy costanti. E ponendo in Inogo di e
una funzione qualunque di y, 7, ed 4, avremo nella medesima

* ipotesi 5 = %dy"f(y,t, u) . Posta a=0 si trova
5,=f(y, 8, w)=F.(y, t,u), e percid la serie data & eguale al

suo primo termine, purche in questo si facciano le integraziont
nella ipotesi di 2+-by, ed u+-cy costanti. Questo teorema & quel
wedesimo del num.® antecedente generalizeato , e facilmente si
vede che pud estendersi ad un rumero qualurque di variabili.

48.

: : P
L’ uso principale della teoria esposta consiste nella evolu-
sione delle funzieni in serie. Abbiamo veduto nel Tomo IL
num.’ 117., che data I'equasione zg=0 trale variabili x,y,¢,u,
ec. una fumzione F delle medesime variabili si esprime per y, ¢,
B, ec. senza x per mezzo della serio seguente :
=F+a_z+a_ %% 4+6,3" +a z4+-€0,
1 2 L) 4
da -
’ A:—-‘-;—‘ > 4,;4 r::' » purché nel seconde
dz

dF
&

ove al'_-.A
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mewbro si ponga £=f, essendo f una ‘fuuzione di y,¢,%, ec.
Quantunque nel luo%o citato gz ed F si supponessero funzioni
solameonte di x ed y, facilmente si comprende , che il medesime
\teorema ha luogo per un numero qualunquedi variabilix, y, ¢,
=, ec. N

Se mettiamo I’ equazione z=0 sotto la forma x—f—ig=0,
ove ¢ ¢ funzione di x, Y »t.u, ec., avremo ’

A= ! = « dF & = LI .dar-.t od
— x—iﬂ Mk l—iiﬁ.‘ & 1;1‘12 rdz
dx dx . dx

osservando, che s diventa —ig quando vi si pone z=f, ot-
terremo . .

F'_'-F—-ia;q)‘-i-i‘azqi'—i'as¢.';o-i4'a4¢t—cc.
Ora se i volesse ordinare questa serie per le potenze di i, & chia-
1o che il coefficiente di i” sarebbe.

' da .. d;a ‘ - d s
e . R Fe—9 ) 4
4 = ¢'a..—.¢r I, = “+p ¢ ——— e TEP .
\‘( r di adit :.3...rdir—')

eve il segno superiore ha lnogo quando r & pari, e I’ inferiore

quando r & dispari, purché dopo le differenziugioni si faccia

io questa formola i=q . . ., . .
L’espressione trovata ¢ molto eomplicata, e par poterng fa-

e uso convien prima calcolare le quantita @,y 8, , B30 8.

a ]
Ma anche senza cercare i valori di queste quantita, dalla sola
cognizione delle relazioni, che hanno tra loro, si pud ricavare

nna espressione assai pitt semplice del coefficignte di i . Si 0=

o da
) : .
servi primieramente che I’equagzi m——t T pe-
primieramente che I'equazione a_ 5 Trdz po
1—i —=
dzx
2 d dar . B
sta sotto la forma ( 1—:‘—?)4 =— ——, e differenziata n vol-
dz)'r rdz
P e
" te per rapporto ad i ci da (._zz-?)_j _a% P .

it dz PP ) rdxdi®




OPUSCOLO IIE 233
: da

° quindi nel easo di i=o abbiamo a=—
4"ar d F ‘ar s .
"—="£ . — T2 . Cid posto, invece della for-
ai" di"' rdzdi® - ‘
mola (4) consideriamo Ia formola pi generale (B)
da da
S 3 u5=I r—1 _ $(s—1) r—a :
(B) :t(¢ a -;-45 =) v o ec.).‘
1a quale si cangia nella espressione (4) se vi si pone s=r , e cec-
chiamone il valore nel caso di i=o.

Siccome riguardando non solo le variabili y,2,u ec. ma
enche s come costanti la formola (B) é una funzione di z ed r,
facciamola eguale ad 4 ;. g» © ponendovi r4-1 in luogo di 7 a-

H .

vremo
da da ‘
A, =w(pa, —t T T ),
rat, e = F\? Py T4 di  (r+1)r 2dis
. de, d*a_,
Ma se in luogo di R e ponghiamo i loro
da_-

r—1

valori ricavati dall’ equazioni 4 =— ’

" Be—1 I
‘_’_‘ff—,,“'?’ d a, d"*ar

rdx

—1
, troveremo

rdzdi®
d“r_ 3 $=—1 d!“r-_r s(s—1) $—3 d'a
. T 7 T dxdi =) adzdi®
A =t a3
T I, T Tt gS—1 dp, _ s(s—1) s—a dp r—1
o w— r- o w=— o

4i® dxr 4"t

’ - eC.

~y r dz di
. 1 d‘4r x T
Ora questa quantita & visibilmente =— '_d_x— ; quindi a-

=+ eC.

vremo per determinare 4 _ Pequasiove
14
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.A ’___ 'dAr,:cA

ret-1,% raeg dx
Yintegrale dellacguale & (16)

1 dr"l".(x,s,y.t,ec.)
- =~ . ’
T, % 2.3...r dz
¢ per determinare la fungione arbitratia ¥ faremo r=t, e tro-

veremo .
T ¢ $
. a
AT g,

14

I

ay__ s . —
A4,  ==—¢a o quindi ..4”3_ PV

1,% r ds'_l
Se adesso facciamo -s:—;r, ortterremo “f_, deA
(A= y .dr ..¢¢!= . . . ‘-,-;’
2.3...r dxr-l 2.3...7 it

perche nel caso di i=o ¢ ‘1=-§; e questo & il coefficiente

cercato di i . Sard pertanto

F d.y‘g de .¢sg
F=F+i¢§— i "_"...i.__‘fi"...ec.
dx adx 3. 3dzs

purché nel secondo membro si faccia z==f. E questa serie, posto
#=1, & quella medesima, che avevamo per induzione ottenuta
nel citato n.® del Tomo IL. e di cui l'invenzione si deve al gran
Geometra Lagrange.

i4

Quantanque la formola trovata ci somministri un mezzo
facile per convertire in serie ]a funzione F, pure in questa serie
le variabili y, 2,4, ee. saranno tra loro inviluppate. Vediamo
come trovar si possa una serie ordinata per le potense ed i pro-
dotti delle variabili y,¢,u, ec. Sia data I’ equazione z=0 tra le
variabili £ ed i, la quale suppongo libera dalle frazioni e dai ra-
dicali, e si debba trovare il valore di una fungione u delle me=
desime variabili x ed y in una serie ordinata per le potense po-
sitive di y. L’equazione =0, posta y=o0, si ridurrd ad essere
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. una equazione tra » e costanti, ]a quale risoluta ci dara varj
valori di x. Sia 4 uno di questi valori, ciod sia x—a uno
dei fattori della funzione z, allorché vi si pone y=o, ed 4
sia il prodotto degli altri fattori, che suppongo watti diver-
si da x—a; & chiaro che si pud dare alla equazione z=o la
forma (z—a)A<+-$=0, essendo ¢ una funzione di z ed y, la
quale svanisce quando y=o. La funzione ¢ non avrd i{ fat-
tore x—a, perché se lo avesse , I’ equazione z—0 si risolve-

<ebbe nelle due ¥—az=o, A4 z_f—“=o, le quali converrebbe con-

siderars separatameante. Si pud anche supporre, che la quanti-
td 4 non entri in ¢, Yorché, se cid fosse, vi si potrebbe mettere
un’ altra lettera b in luogo di a, e si risolverebbe un problema
Pin generale, e dopo términate le operazioni si farebbe é=a per
aver la soluzione nel caso dato. Cid posto, se rignardando « co-
me una funzione di ¥ od a deta dalla equazione (r—a)Ad-+¢g=o
differenziamo la medesima equazione prima per rapporto ad @
e poi per rapporto ad y, avremo

d4 dz dg dz_

dz dA dx dg dr
Az)-:*(z—a)—! . 2;+dx . 6:0.
e di qui dedurremo

ds_ dp dr_ 4 dx

Ty:-:m—;.zz—u—-ddj.da,
dg _dz
dy—dy° ;

Se la funzione data u countenesse 4, si potrebbe da essa eli-
minare ponendovi in Inogo di 4 il sno valore a:-c-% dedotto dal-
la equagione z==0; percid si pud supporre che a non sia conte-
nuta in . Per ridurre la funzione u in una serie ordinata per le
potenze intere positive di y convien cercare i differenziali di »
presi per rapporto ad y, e per trovar questi siccome avrd biso-
gno di differenziare u relativamente ad y in due diverse manie~
re, mi servird di due segni differenti; ciod indicherd questo dif-

perché

ferenziale col segno g—;, quando si considera x come funzione di

y data dalla equazione z=o0, e col segno (%), quando si riguaf-
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dano x ed y come tra loro mthpendenti . Sara danque
du _fdu\ du drx (du)_ (:Iz u dx
dy d_r) dr “dy —\dy) 4\d;})Ix "da’. .
e siccome P?_fg‘i_ » allorche nell’integrale /Pdzx si sup-
a a

pone y costante sard in questa 1pooeu

0] du)_de dy dxdx
d.r dy, da '

Questa equazxone differenziata per rapporto ad y ci dard

=

dj‘ dzdy)dy

Ma (i-i)gg fA( ) dxdy)d”

dzdy)dz ™

e pouendo nella equa-

: dz
zione (1)’ f y )ﬂdz in Juogo di u abbiamo [ 4 :;)E’
1 (dz ’dn

"‘fI—' doavidu 1 dz) J!u)]dx 4 T3y =
=J 4\ )iz a\ay \dzdy da
2

Quindi sostituendo qu‘eati valori troveremo ZJ—:‘ espresso nella

forma seguente
ddu__ (d'u) dfad.r d* fardz
dyn da?’
Dxﬁ'erenzlamo di nuovo l’equazlone (), ed otterremo
du__ (:"'u diy )£+d‘jdz+d'faldz
d_y' zdy2/dy —  dady da*dy
Ma in vigore della equamon; (1) si ritrova
z

e (tan L) ’
dfald.t /‘(da:)d fA( aidz | NN
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dsu )
» d:;;‘)@ f"( )(d‘tdy ')d . Pertanto il valore di
;-’_— avrd la forma '
J )
d'u su\  d.[pdx d'/pldz d' [Badz
(d )* * das da® v
Contxnuando ad operare nella medesima maniera troverema in

generale, che il valore di di sard della forma seguente ;
dyn .
dnu (d"u) d dex d*fBids  d*[Badz _ d"[B(n-1)dz
X ad ’

da® - da? da®

ove converré trovare le quantlti B, By, Ba, ec.
Se chiamjamo B', B1', Ba', ec. i valori di B, Bi,
Ba , ec. quando n dxventa n<+-1 , aviemo

@) ' ( )*de'dz d*/Bi'dx _ d* 12 T, ec.
dy N1 da*
Ma l’ equazione (a) differensziata ci da

e S )"“ e LR

a yﬂ-&-l —\ dyn-o-x)_
S ey

“da da*’
Danque paragonando questa con I'equazione (5) avremo la se-
guen te serie dx equazioni a differenze finite ed infinitesime

’l-.-l’
P3N
{4 Br= df,') B("‘) S A
Ba' st Bn dz) .
00.

T om. 1II. 33
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Se adesso osserviamo, che d’de"'zB!'—' , otterremo

da da
dx dx 1 . \dz
dnu_(fu de d.Bla'; d..Ba—d. .B(ﬂ-l)—d;
e e | e |} . -d—-'- da L da’ -n0+-—_—;—-
dy® dy" o da"—

Ma per svolgere la funzione # in una serie ordinata per le
potenze di y, bisogna trovare il valore di %quandé y=0.0ra

) )
I’ equazione =0 , allorché y=o, ci dA 2=a; dunque avremo il
n
ricercato valore di d—: nel easo di y=o0, se nel secondo mem-
dy ’ .
bro della equazione (c) porremo y=o ed r=—a. Per altra parte,
. dz __dp . 1 ita B.B
siccome u, e 7;:: 3 ed in conseguenza le quantita B, Bi,ec.
d .B(r)j—z
non eentengono a, facilmente si vede che - 2, ponendo-
da

d.B()
dz"

vi x=a, & lo stesso che , se. vi si pone z=a dopo le

. differenziazioni. Sard pertasto con questa condigione

n 1 e I
di:::(i—:)-l-B-c-df‘ -o-dd”:“. . .\-o-d Btn—t)
~dy dy * * """
Converrebbe adesso trovare i valori di B, Bi, ec. median-
te I’integrazione dell’equazioni (4): ma senza eseguire una ta-
le integrazione, dalla quale difficilmente ottener si potrebbe il
generale valore di B(r), la sola cognizione delle relagioni, che
regnano tra le quantita. B, Bi, ec., ci bastera per conseguire
- . n
sotto una forma assai semplice il ricercato valore di 5—{-: uel ca-
d
so di y=o. Prima perd & necessario di mettere l’equa{ione pre-
cedente sotto un’altra forma. Si osservi che, quendo si fa z=a
dopo le differenziazioni, ¢ sempre c
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" 'p
: d,,-"" — ==(n=1)(1t=2) . . . (=t )d—;;-_r____.r , dunque avremo
d"u_ (d"u & {b(z-a)™"’ -o-bx(m-a)"'a-o-bz(w-a)n’s.. Ab(n-1)]
n N\ n de™ ! ’
ove b—._____B br1=__B' ___ Ba

N S ——————— ’ b .
T IR o Jowy Py 4.2
cioé avranno luogo tra b, b1, ba, ec. le seguenti equazioni

. A1
v =g 26 ()
. nbi'= db1
nba'— dba)): b dz;

Consideriamo adeuo la' quantita

Ab  Asbr  Avba  A+B3 A"b{n—1)
— - o o0 o mm ———
z 29 34, z4

n
z
la quale, se riguardiamo x come costante , ¢ una funzione di n
ed y, cho chumeremeS g . Ponendovi_ n+1 in luoge di n
avremo

_ AV Asby'  Aveat A

B,y z Tt z4

e sostituendovi i valori di ¥, by, ba’, ec. sicavati dall’equmo—
ni precedenti sard

s _ 1 dz (d"""u .4 (db
Rty ™ 1.8...n H;) )"'n z \dy
1 Abydz 1 AS dbr
“n (cT_-r)-.-;z-' z9 d_y)

+-ec., -

n "z .
s Asbigdz\ 1
%z d_y) + zl('z;)
—ec.
Ma la quantita § y differenziata per rapporto ad y cl da



260 OPUSCOLO III.
'dsu,y_:l__(d_b _1;_'(___:. 4s /dbs ‘
dy = z \dy + d)) z' (
Abydz Albl dz
—; 5)— z' ) _(
Quindi avremo I’ equazione
n-’-l

ds
—_t._my 1 (dz
Sn-o_-l,y_ a " dy "\'d")(dzd “") ?
Pintegrale della quale & (16)
desgd™ "
-z ey (YD)

dxdy

— 1
S" ¥ 1.3u.(n=1) "

Y
Per rendere questo valore piit semphce liberandolo dal se-
gno integrale = faccnmo

5/ n-o-l(z'g')( )_f dy Q, ove P Ly @

fungione din ed y, e Q funzlone diy;e prendendo la differen-
za finita per rapporto ad n aviemo

J-n-r-x dyn-c-r(z‘i])(d" ) n-H dy"'” ‘. PM;’y.Q

n 1, A1 n.y
.../"dy .Pn,y.Q=[""'f dy (P l,y’Q_ ny'dy .Q_._..)
. 30 dz\(d" "' u aP .Y a0
Quindi sara T ( )=Q(Pn+1,y-—'_ P .I<,

da‘dj dy n,y dy
e se facciamo P é- =o, cioé P =é—nw—-’ at-
I,y d_Y Y dy" ’
. Nt .
terremo (i’)(d )" d"\l;y dQ dy* alla qual’equazione si
. dQ .
sodduﬁ't prendeado ‘l’ y-— d dy (‘ d_y) cioé

Q—C—log‘ Soatxtultl questi valon quello di S ¥ diventerd
’
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N S .y 2 3% B R TRy L
Sn LS AR VTR Y A —(C—log: z) )]
A fine di determinare la funmone arbltrana f (.'p ,y) faccmmo

_df(z,y) dduy_4°.
n=i, ed avremo S1 ’y--—-dy 27 «(C—log.2) )" ; ma

quando n=1, & b=—— (dz) b dunque sarh

af(z,y)_ (dz\du .
en (o L ) o

Sz, y)=c+C g’;‘_ —g log.z, ove C o ¢ sono fuqaioni di »,
Avremo pertanto
Ab  Ab1  A'ha A"b(n_.)

& &® z* ’ 5"
lo .
- ! 1 )l i ) log. z( .__)]
.o (B
e siccome nel caso di y=o ¢ z=(.t—a)A, sard in qnelto cnso
b b1 - ba b(n—l
xr—a (z—a)* (2-a)® (x—a)n
du '
o . [(d" . E]og.z)_log..z(dnq-lu)] .
1.2...(n=—J) dy" dz dyn

Moltiplicando questa equazione per (x—a)", e dlﬁ'erenzmndnh
n—1 volte per rnpporto ad x otterremo

& [b(z'-a) -|-ba(x-—a) +b3(:t—a)n_3 eotb(n— 1__)1
e
d
& (g (—2L ) Nz —a)( )rogz
= . — ) N1 )

1.3. (n—l)d.r 1.9, (na—n)dx
Ma siccome dopo le dnﬂ'erenzmmom si deve fare =, si po-
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. nsd™

& (z-a) - )log.s
tra ometterse il termine dzdy , il quale &

1.3...(a—1)ds"""
-1

“) non contiene a, il ter-
dxdy”
mioe precedente sard della forma

[Qz—a)+Q, (+—a)* . . . +Q,,_, (+—a)"Jlog.(s—a)

....R(x—a)-o-Rl(M). o -!-R”_-a(-‘l‘—'a)"-‘ »

ove i coefficienti Q, Q1, R, R, ec. non contenendo & non
potranno divenire infiniti quando z=a. Ora questa quaantita é
=0 nel caso di z—a, perché nel medesimo caso ¢&

(z—a)'log.(x—a)=o0, quando r & un numero intero positivo; lo
che facilmente apparisce se si pone (.i:—a)rlog.(:r—a)zt , ciod
, la qual’equasione differengiata ci di

sempre =o. Infatti siccome (

Jog.(z—a)=

(v—a)
(.r—\a)r=(x—a)£ —rt, e questa ci avverte che f=—o quando

az=a. Avremo adunque finalmente nel caso di y=o

du
d"—l(z_a)"dn - log.z
du_d"u_ L d"

dy® dy® 1.a.... (n—1)dz™"
e siccome abbiamo dal secondo membro tolte tutte le parentesi,
si comprende che in esso devono riguardarsi le quantitd x ed y
come tra loro indipendenti, e fare y=o .dopo le differenziasioni
relative ad y, ed =a dopo tutte le differenziazioni. E se chia-

wiamo g il eeefficiente di 5" nella serie, che nasce dallo svi-

luppo di u, sard con queste condigioni -
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d". %= log.
d"_‘(»—a)" dr al

La..ndy® 1.3,..(n—1)dz""}

86 per esempio z & della forma x—a—yF, ¢d F ed u non
‘contengono y, ma sono ambedue funzioni della sola x, facil-
mente apparisce che :

P 4 j—:_ log.s

___Q ] P e Jog.(x—a—yF) __du F allorche

o n dz' 3’
I.3...ndy n(z-a)
si pone y—o. E siccome anche :—;zo » avremo in guesto caso
in—l du
Az
]
1.92...ndzs0 "

lo che combina con cid che abbiamo ottenuto nel num.° ante=-
cedente . :
45.

Abbiamo trovata la serie, che rappresenta u dipendente-
mente dal fattore x—a , ed una simile serie si trovera per espri-
mere 4, qualunque altro fattore si assuma di cid che diventa la’
guantitd 5, allorché y=0; ma perché la cosa riesca, conviene
che tutti questi fattori siano disuguali: infatti abbiamo suppo-
sto nei calcoli precedenti, che 4 non contenga altri fattori egua-
li ad x~a . Nel caso che vi siano pia fattori eguali espressi da

(z—a)‘ , la quantita = si pud considerare risoluta in i fattori z',
2", ", ec., ciascuno dei quali abbia la forma (x—a)4#4-¢', ove
A' non contenga pin il fattore x—a, e ¢’ sia-una funzione di z
ed y, che svanisca quando y=o. Ciascuno dei fattori 2', z", ec.

ci dard per coefficiente di y" nella serie di » la quantita

¥.3..ndy"

n—
g =
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A d""-'( )ndn s :—'—;log.s'
Fe=) e =
7, T 1.2... nd£ .

Alb—

o =]
1.3...ndyn 1.3,..(n=—1)dz
Se adesso prendiamo il medio aritmetico tra tutte lei serie, che
nascone dai fattori z',2", ec., e chiamiamo 7, il coefficiente di

4™ in questa serie media, avremo

d® . du .Z'+lo 5" 4lo . 2" +-ec.
Z=\108 g 8

& (z—a)" :
'n__ - du l.a...ndy"
1== W n—Lt
1.2...ndy I.2.0.00ee- (n—1)idx "
cioé, a motivo di log. 2’ +log. z" +log. 2" +ec. = log.z,
' o8- log.z
= du ‘1.3...ndy"

1.a8...ndy"  1.3.... (n=1)idae™ !

posto, come sopra, y=o dopo le differenziazioni relative ad y,
ed x=a dopo tutte le differenziazioni . :

Questo elegantissimo teorema & stato dato senza dimostra-
rione dal sommo Geometra Laplace nelle Memorie dell’ Accade-
mia delle Scienze di Parigi dell’anno 1777. per trovare il coef-

ficiente di y" nella serie;che nasce dal fattore (3—a)’. Dall’ana-
lisi precedente apparisce, che il teorema é, qual vien descritto,
quando i=1 ; ma quando i>1 si deve in modo interpretare , che

g, esprima il coefficiente di " nells serie, che @ il medio arit-

metico tra tutte quelle, le quali rappresentano il valore diu di-

pendentemente dal fattore (x-—a)‘ . Ma questa serie media non ci
da il valore esatto diu , poiche con essa non si soddisfa alla equa-
zione z=0, cioé non si assume tra x ed y quel rapporto, .che &
dato da questa equazione. :

Per mostrar cid con un esempio semplicissimo, sia data 1’e
quazione (r—a)*—y?(b+cz)3=0, e si voglia svolgere il valore
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di z in una serie ordinata per le potenze di y. Saranno

Z—a—y(b+cx), x—a-+y(b+cz) i due fattori della quantita =,

e questi fattori cisdaranno le due serie
g=a-+(ac+b)y-+c(ac+-byys+cs(ac+b)y’+ ec.

‘ :r:a—(ac-o-b)y-o—c(ac-n-b)iy’—c'(ac#)y S+ e

ciascuna delle quali soddisfa all’equazione z==0. Se prendiamo

di queste due serie il medio aritmetico, avremo quella serie,

che ci da il teorema di Laplace, ciod
x=a+c(ac+b)ys+c*(ac+b)y* +ec.,

ma questa non soddisfa all’equazione £=o.

46.

Un’altra dimostrazione del teorema di Lap/ace si pud rica-
vare dal n.° 43., la quale noi esporremo e per'importanza del
teorema medesimo, e perché ne trarremo facilmente il modo di

eneralizzarlo e di estenderlo a pin variabili e pid equazioni.
gia data tra le variabili x,y,¢,r, ec. I’ equazione z=0, la qua-
le supponghiamo esser libera dalle frazioni e dai radicali. Poste
y=o, t=0, ec. la quantita z diventerd una funzione di z e co-
stanti, che risoluta ne’suoi fattori sard —(x—a)(x—b)(x—c)ec.;
e ciascuno di questi fattori ci dard una serie per esprimere il va- .
lore di una funzione qualunque u delle medesime variabili =,
¥,t,eo. Prendiamo il fattore z—a, e la funzione s sara della for-
ma (r—a) A—yF—tF'—ec. , ove A ¢ il prodatto degli altri fatto~
- i &=b, x—c, ec., ed F, F', ec. sono funzioni tali di z,y.¢,7,
¢c., che non diventino infinite, quande si fa y=o, t=o, ec.
" Nelle medesime eircostanze supporremo che non diventi infini-
ta la fanzione u, ne i di lei differenziali, perché se mai non fos-
se tale, si potrd sempre eombinandola con I equazione s=—o ri~
durre ad una forma, che non divehti infinita quando y=o0, t=o,
ec., almeno nel caso che esta possa esprimersi per le potenze ed
i prodotti interi e positivi di y,2, ec., che & il solo caso, il qua-
le per ora ¢’interessi . Paragonando I'equazione (v—a) A—yF
*  ==tF—ec.=0 coll'altra s—f—¢==0 contemplata nel 0.° 43. avre-
‘mo f=a, ¢=y_F:t§'_—._-e_f_.’ e quindi
du du
9 — LI X Jind
u=—u--¢ Q-'-d. dx-o-d ? dz+ee
- dx~  a2dsx  a.3dz*
Tom. II. - 34
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facendo nel secondo membro z=s dopo le differenziaziont .

r
. il coefficiente di y"¢" ec. nella
n,n',ec.

evolugione di u, e per pii semplicitd ponghiamo n-+n'+ec.=m,
avremo

Se chiamiamo ¢

. — @ u
i :.a...ndyn.l.z...n'dt"'...
: i da
" (2, T a
+ n n \ faz ™ adx -o-ec)
1.3..ndy .1.3..n'dt" ..
facendo dopo le differenziazioni y— t=xo, ec., ed ¥=a.
Quantunque la serie
du
dor o g g ds
du 9% ec.

L " 2d.t = 2.3dx?
vada all’infinito, non occorre al nostr’ oggetto prenderne al di

a1 _m du
.¢ E;

m—1
1.3...mdx
 svaniscono, quando vi s pone y=o, t=0, ec. Infattn la quan-
dm m+-1 du !

d= sard composta di termini della forma

13 del termine

» perché i termini seguenti

tita

1.9, (m+-1)d™
My a,8 ra e+ oy essendo g4-a'4-a"+ec.=m<+-1, ed M una fun-
sione che non diventa infinita nel caso di y:t:ec.:o; quindi
dm.Myata ra .o

sard nel medenimo caso .

=o. Con pid

1.3.. ndy JLa.ndt® ..
forte ragione si potranno omettere gli altri termml suuegnentl
onde chiamando p la seconda parte del valore di 90

avremo
d“ o § m du ’
= L (2 irm z)
1.2 ...nd_y".x.a...n'dt" ...\ d= adz a.$.;.md.1:'""
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Si osservi adesso che, dovendosi fare x=a dopo le differenzia-
sioni relative ad x, potremo porre la quantita '

du da -1 .m du
du d.¢’;l; d‘.¢'£ a P =

o . “dr
‘dr- T adx 3.3dz* .\.. 2.3...mdz™ '
sotto la forma

" du Jdu A m &u .
TR A ? Ix
‘a-—a)A -+ e ———
1.3, (m=1)dz™! ¥—a  a(z—a) m(z—a)™

la quale ha nel caso di x=a il medesimo valore, che la prece-
dente. Facendone la sostituzione nel valore di p, e permutando
le differenziali, lo che & permesso perché nel prendere queste
differenziali si riguardano le variabili z, y, ¢, ec. come tra loro
indipendenti, otterremo

du .du mdu
dm-'.(z-a)m " - 3¢—“—£+ ’ dz et ’ dz
= 1.2..ndy".1.2..0'dt" ... v-a  (z-a)* - m(x-a)”

S S (m—1)dz™"

Questo valore di p si pud ridurre ad una forma pit sempli-
ce, se si riflette, che esso si mantiene lo stesso, quando inve-
ee di prendere l:l serie i P

u u u
¢d_z+ # . ' eo.
¥-a 2(z-a)® 3(z-a)® .
composta di m termini si suppone che essa sia continuata all’in-
finito; perché per le ragioni addotte di sopra i termini in questa
supposizione ﬁinnti a p riescono tutti zero nel caso di
y=t=ec.=o. Ma quando la serie precedente & prolungata all’in-

finito, diventa :—:—":log.‘(n— zi“) ; dunque sard

[t (-]

t.a:..ndyn.l.z .n'd

7%
a" (z—a)™. 4

==

1.3 ...... (m=1)dz™*

A qﬁeato valore si pud aggiungere il termine

el
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o dm du —————"
dm I(x—a)m. ~ = I d—r log. A(m—a’ )
Ca..ndy .1.3..n'dt" ... ,

l.a b (m_l)dxm-l

il quale(44) € =o nel caso di z=a.Malog. 4(x-a) +log.(l- z%)
=log.[ 4(z—a)—Ap]=log.z: quindi avremo finalmente

m
d™ " (z—a)™. —3—7— % log.:)

dy*.af" ... ,
1.3..0.1 2...n'...l.a...(m—x)d:t'mml
e percid
d"u -

q ’ = 0
n,n,ec.
*T x.a...ndy”, 1.2..mde" ...

" @—a)™, i — d—ulog.z)
. dy".dtn'... dx

1.3.. n.1...7".. 1.8...(m=—1)ds™
facendo y=0 dopo le differenziazioni relative ad y,¢=o dopo le
differenziazioni relative a ¢, ec. , ed #==a dopo tutte le differen-
ziazioni .

Ho supposto che il fattere #—a non ne abbia altri eguali;
se A conterra il medesimo fattore x—a, le formole precedenti
non ci daranno la serie, che esprime il valore di u . Infatti la
formola

du du
.— L
u+¢d—u+d.¢ i d"’@.dz-o-ec
dz 2dx - 2.3dx9 i

dalla quale siamo partiti, richiede che la funzione ¢ non con-
tenga z—a nel denominatore; altrimenti i suoi termini divente=-
rebbero infiniti nel caso di ==a.Quando adunque vi saranno

pin fattori :fuali rappresentati da (x—a)’, -converrh seguire un
metodo analogo a quello praticato nel n.° 45. Si potra ancora
ottenere la serie, che & il medio aritmetico tra tutte quelle, lo
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quali nascono dal fattore (:o—a)i, e si troverd che relativamen-~

te a questa serie media il valore dig_ , _~ sard quello trova«
n,n', ec.

to-ptecedentementé »/ purché sé'ne'divida la seconda parte per i.

47-

Siano date adesso due equnazioni z=0,2'=o0 tra le variabili
z,¥,t,r,ec., le quali siano rese libere dai radicali e dalle fra-
gioni, e si proponga di svolgere una funsione u delle medesima
variabili in una serie ordinata per le potenze ed i prodotti di ¢,
r, ec. Siccome mediante le due equazioni 5=0 ¢ z'=o si pud

eliminare x; ed ottenere un’altra equazione in y,t,r, ec. senza
x , cosl supporremo che la quantita &’ non contenga x. Cid po-
sto facciamo f=o, r=o,ec. nella equazione z'=o0, & sia y=b
. uno dei valori di y, ehe ne risultano, il quale supporrd che non
ne abbia altri eguali. Ponendo adesso #==0,r=—0, e¢. ed y=> nel-
la equazione =0 sia x=—a uno dei valeri di «, che se ne ri-
cavano, e questo ancora suppongo che non ne abbia altri egua-
li. Sari s della forma (z—a)d—(y—b)F—tF—rF'—ec., e &'
. della forma ({—b)B—q'—rf’—ec. , ove .4 & funzione di z, F,
F, F', ec. fungionidix, y, ¢, r, ec., B funrione di y, ed f,
fsec. funzioni di y, ¢, r, ec. Ora facendo uso della prima equa-
- y—b) Fet-t F'-r F'+-¢c. avremo (43)

A
du

du
d.g2 % ge g 28
u:u-o-gt% -+ I= -+ 9T ec. ,

adx 2.3dx? :

ove nel secondo membro si deve fare z=a dopo le differenzia-
sioni. Chiamiamo V questo secondo membro, e sard 7 una
funzione di y, ¢, r, ec., la quale se mediante I’equazione z'=0o
- vorremo svolgere per le potenze ed i prodotti di ¢, r, ec., avre~ -

. . . nn'
il coefficiente di ¢ r ...,

sione s=o0, e ponendo ¢=(

“mo, denotandq PeT 9, o
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Wil
1.9...nde™ 1 .a...n'drn' oes

—_ .f"
' e’" or—5"™. — 103,)

9n s, ec.”

1.2...0.1.3...1'... 1.2.. (m—x)dym_I

ove m=n-+n'+-ec., purché si faccia t=0, r=o0, ec. ed y=b do-
po le differenziazioni.
Sostltummo il valore di V, ed ‘otterremo

- "
n,n', ec.= Py
a. ndt . 1.a..ndr’ ..
du

d.g* as ¢'
du dz
dm ( 2dx + 2.3dx® .-.-ec.)

r

1.3...ndt" 1.8 0" . ..

" (y=b)™ —-{”—r—(ﬂ log.2'

o e

’ dm_l(y—b)m.

atar” ... a.
1.3, 130 0 1.2, (m-l)dym""
La seconda parte di questo valore & per le cose precedenti

- &
"~ (z—a)™. T (d—- log. s)

o b
1.3..7.0.3..0 .. 1.a...(m—x)dxm_‘ = .
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Nella quarta parte si potrd omettere il termine

1 ,m+1 du
am+ f P 2
1.9, (m4+1)dz" dy »
ché differenziando Plog.z' n volte per rapportoa £, n' volte
per rapporto ad r, ec., e facepdo poi t—r—ec.==0, questo ter-
mine ci porterebbe nella quarta parte una quantita Q della
forma ' . :
I m ' e
oy pm * mfx -1""'?(’”)]%'(3-3"1’))
Q= o—=5"B" _(y-5™'B" ' )
1.2...».1.2...»’...I.a...(m—l)dym-'
ove p sara divisibile per (y—3)™ , p' divisibile per (y—8)" ",
e generalmente p *) divisibile per (y—8)™° . Infatti

— .,

-

» che'¢hiamerémo P, e tatti i seguenti. Poi-

,_dP adp
P:njd';-’-na-.'ec.
N n_n(n-v)da P ,d3P  m'ln'—1)dasP c
I e 77 S

. ec.
purché nei secondi membri‘di quest’equazioni si faccia

t=r=ec.=0. Ora se riﬂettiaqi’o che ¢=ly —b)F""F*rF’*ec'. fa-
cilmente vedremo che la quantitd P é composta di termini della

1 1
forma M(y-b)ata r® ..., ove M & una funzione che non diventa
infinita quando y=b, ed a, 4', a",ec. sono numeri interi e tali
che la loro somma @+-a'+a"+ec. ¢ =m, 0 =m«-1. Facendo
t=r=ec.=o0 in P per ottenere il valore di p, tutti questi ter-
mini si annulleranno eccettuato quello, nel quale tutti gli espo-
nenti a',a", ec. sono gero, ed in consegnenza a=m , 0 a=m-+1;

onde sard p divisibile per (y—5)". La quantit3 n%}-;-o-n'?’—_ -+ ec.
sard composta di termini della forma

L [ ! " r
n—d;:f( y-b)a'ta ot ....-o-nMa'(y-b)ata -l_ra ...+n'—dd]:’( y-b)ata 2.

- o
3G Q -~ . .
+n'Ma"(y=8)%* r® ~...«4ec.; o posto t=r=ec.=o spariranno
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dal valore di p' tutti i termini della forma

am amM aa a" . . . -
("'_d_:- M’T-o-ec.)(y—b) t“r® ... eccettuati quelli, mei quali
gli/esponientiCa’, 3" , ec. sono tutti zero, ed a==m, 0 =m+x .
Cosi pure si annulleranno tutti i termini della forma

1
nMa'(y—b)at“'—’ra" ...+n'Ma"(y—b)“t“ > ~L...«ec. ad ecce-
ziooe di quelli, nei quali uno degli esponenti a', 2", ec. sara
=1 e tutti gli altri zero, e quindi a=m—1, 0 a=m. Sara per-

tanto p’ divisibile per (y—b)m-l , @ nella stessa guisa si di-

mostrera che p” é divisibile per (y—-b)m—" , @ cost delle altre

?uamitd. Siccome adunque in Q si deve porre y=>b dopo le dif-

erenziazioni relative ad y, é chiaro che sarda Q=o, ¢ si potra

tralasciare il termine P. E con piu forte ragione potrann6 omet-

tersi i termini pit remoti dal principio della serie di quello, che

abbiamo considerato.

Se adesso ripetiamo i ragionamenti usati nel num.° antece-
dente vedremo, che in luogo della se‘riie
du u

du_'_d""& ds. l.&;m . -

Y0 2z T a3des ) -

possiamo porre la quantita —3—:log.z . E fatta la sostituzione

nella quarta parte del valore di 9, . ec.’ © Permutate le dif-

ferenziali otterremo questa-quarta parte cosl espressa

- - - (d. S log.
a*™ % (o-a)™(y-8)". d" g ar &7 Iog-z'g

’

d. ar” ...
x.a‘..n.x.a...n’...x5.30.5-,.,(.,._,):-‘1,”'—1‘1 m—1

~ ove convien fare f=r=ec.=o dope le differenziazioni relative
at,r,ec., y=h dopo le differenziazioni relative ad y, ed
x=a dopo tutte le differenziazioni. Sara dunque con queste
condizioni .

’
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d"u

L4 ' fed . N
n,n,ec. n
P 1a\undiNaos.cnldrl ..

] dm"'!(‘p-‘—a)m. dm,-—— %lég.z) _ ‘

dac®ar® ...

1.8t L3t o 1.3 (mm1)dE T

& (y—b)™. L ﬁlog.z.')
. aar” .\

——— ’

Lot L2t 1.8 (M1 )y T
d (ZE lo
a %___d’___gz_) log.s'
n' ) dy

™ a-a) ") —=
de®.ar* ..

1.3..m 3.0 18,08, (m—1)0da
Col medesimo metodo potrebbe risolversi il problema, quando
sono date tre o pilt equazioni. Noi ci astenghiamo dal pia lun-
gamente parlarne, perché va sempre crescendo la complicaziene
delle formole, e a proporsiene diminuisce I’ utilitd che se ne ri-

trae.
48.

La teoria esposta in quest’Opuscolo serve ancors alla ri-
cerca dell’integuq:‘per‘ serie dell’ equazioni a differenge parsziali
infinitesime. Sia propesta I’equazione R '
. dsg de _342
.« T g, =0,
ove 7, 9, e f sono quantita costanti, ¢ si domandi di espri-
‘mere per serie I'integrale completo di essa . Contentandoci ia
primo luoge di un integrale particolare ponghiamo
A Fyrd g 2 4 &7
z= o oy"" ldy-.- 2;;"' 36:#0'
ove A o A . Aa , ec. sono funzioni di x da determinarsi,

-+

e F.y una funsione arhitraria di y; e sostituendo questo valo-
re di 3 nella proposta avremo
Tom. III. 35

{

dem—l )
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oz(id;j—o--o-y%-o-ﬂ,do)ﬁy
-+ T;A’_'.‘-y;:_'. +ﬂAx—3.4°)§£
..-(;f_’ﬂ% 284 ;"“:)%:
~+ec

E siccome F.y.é npa fansione arbitrari;, daovranno svanire se-
t ]
paratamente i coefficienti di F.y, ‘:-: . ;;{-? , ec. , onde avremo

per determinare Ao , A' , A2 , ec. I'eqoasioni

2

d'Ao JAO
(1) Fﬂ—g-ﬁ-ﬂffo:o
d’A! dA r
T g AT
P d’Aa dAz ,
| L@ gy A =
e generalmente :
' d’Ap-l-! JAP_‘-'
T A =
(a) Y +ﬂAp+l Ap 0

Tatto adunque dipende dalla integrazione di questa equa-
zione, che & a differenze parziali finite ed infinitesime. L’ inte-
grale di essa (11) & il seguente

AP=8P R FE A oLy,
ove a e b sono le radici della equazione £3+yt+f=0. Per.de-
terminare la funzione arbitraria @.z si osservi, che si pud soddi-

sfare alla equazione (1) con prendere Aozea" . Pertanto, po-

sta p=0o, sard A°=caw=e“e(b—“)z¢.z , ¢ quindi avremo
. _ (a—b)x :
’Lm(a—b)z. Ora fPdzP @07 o = ., ove trascuro
(a—8Y '
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Ie funsioni arbitrarie di p, perché non ho bisogno che di un va-

: . . P 6%
lore particolare/di 4 b Saradunque Ap: L’—Edﬁf , Ciod
. ’ = \ (a—b)F

P ax - 2
a=C (2 o = e, = ).
P (a—B)P 13- P 1P 1...(p=1) 2P L.o.(p=3) PP
Per determinare le funzioni C f.p? C . p %% sostituia-

mo il ‘val'ore di Ap nella equazione (a), e riflettendo che
a°+ya+-f=o, ¢ y=—a=b, go.to a~b=c troveremo
- - =0

ccl ’R+I+c 1 ’P .
<C, y P+1 Y ,p"'cx TS

e generalmente

(o) cC

r+1, p-o-l"'cc

r<1, p"'cr ,p+1=° '
I

Facoiamo Cr ’P=(tc)—'B"P , ¢ed avremo
) Bé’p'" ‘—B L ’Bp=o —B
(@) T1,p4L  THE,p T, Pl
L’integrale di questa equasione ¢ B_ P:Z"P. (p+1) , ove la ca-
2

Tatteristica 2 denota la somma presa per rapporto a p; e per
determinare la fungione ¥ ponendo r=1 troveremo

‘Bl,p-o-x_Bx ,p=1=}:‘l'.(p4-a)-2‘l’.(p+1)=‘l’.(p+|) . Sard
pertanto B_ ’p_'_‘_!:-.i‘- ¥ (pe1)=2". I ciod
=Pplp=1)-lp=r+r) 5 plp=1).. (p—143)
. T, p=—r41" x.nl... .)r ( x,;') 1.8, ... (r==1)
‘ plp=1) . . . {p—r+-
+Da,r 1.8...(r—3) ""*Dr,r

¢ postovi p+r—1 in luogo di p
B =(p+r—l){})+r—n)..jp+D (p4r=1)...(p=+1)

r.p .90 ..o r 1,7 1.a...(p=1)
(p+-r—1)...(p=3) :
"'Da,r Ta A "'Dr,r‘
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Se sostitniamo questo valore nella equazione (a"), vedremo che

tutte le funzioni D1 ;o Dy 5 ec. sono costanti : sard
dunque T ’
= (pHrr=1)(p+r—2)-.p D (pr=1) (p+1) D(r))
r.p (_c)r\ Y, 1.3...(r—1) -

Ora io osservo ,> che senza nulla togliere alla generalita si pud
dare qualunque valore determinato alle costanti D', D", ec.
Infatti sostituendo in 4_ il valore di Cr P’ e lasciando que-

]

ste costanti sotto una forma indeterminata avremo

37 14+D'\dF
F.y-i--z(x'— P TY )
= Isfzs a4D' 3-+3D'4-D'"\d* F
— — X - — .
ca\1 .2 c . cs dys

Se poi diamo un valore particolare alle costanti, se per esem-
pio le ponghiamo tutte eguali a gero, troveremo

ax F.x+ -‘Z—(x——:-)g
F=¢ - da 2z a 3\IsF

+ —|———— 2 — ) =—— 4ecC.
¢s\i.a ¢ 'c*)dy‘

Questi due valori di & sono egualmente generali; poiché senza
accrescere la generalita del secondo vi si pud mettere
FoamdF L F ) Ay

YA m T ec. in luogo di F.y, e si possono sempre
determinare le costanti m; m’, ec. in modo, che il-secondo va-
lore dopo la sostituzione diventi identico al primo.

Siccome adanque possiamo prendere a piacere il valore di

queste costanti, affine di otténere A4 espressa pid semplice-

mente determiniamole in modo, che nel valore di 4 svanisca
il termine senza x, cioé C}‘, . Avremo primieramente D'=-1,
’

. e quindi
=_1 _ (p=r)(ptr=1)(p+r—23)...(p+1)
r,p (_c)r N SN I | -
-t ( D,,(p-n-r—l)( p+r—2)...(p+2) - D,,,(p+r—:)...(p-o-3) . D(r))
r 1.3....(r—2) 1...(r=3)
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e facendo r=p
Du(ap—x)(zp—a) « oo (p+2)
C I FEALE WA (p-a() "
PP - m(2p=—1)(ap—2) . . . (p+= (»)
e (D 7=3) »o-+D

onde, perché svanisca CP P qualunque sia p, converri che

- siano eguali a zero tutte le costansi D', D",... D). sa.

a pertanto
1 (p-r)(p-o-r—-!)(p-o-r—a) .. s (p=1) ,

C”P= (_c)r 1 eB cossoosvens . ..r
e percid

P4 P N o ) -
. “p_ =t p=) x (p—3)(p=+1) =P
'pcaa_.x.a...p ¢ 1.2...(})—1)* T.36°  1.3.,.(p—3)

_(p=3)(p+3)(p+1) P—3 e '
1.3.3¢* 1.3...(p=3) vt
4! .‘(sp—a)(gp—?;)...(p-o-n) oz

£.9. 000 (p—1)P" !

8e invece di prendere A 6:6" avessimo posto 4 o=eb"" ’
che & an’altro integrale particolare della equazione (1), sarem-
mo giunti similmente ad un’ altra serie ' )

i p i, p s
:Boﬁy+B1¢—i§*Ba'&}_- *Bﬁdyl «+ ec.
ed & chiaro che il valore trovato di AP si cangerd in quello di
BP , purchd solo vi si muti a in b, ¢ b in a, e per conse-
guenza é in —c. Ond} finalmente -
d dsF 3
‘=AoF‘y*A|2;*Aa'E}"+A3Z;7*°°‘
° 3
-o-Boﬁy-o-Blgf;.d-B -’i+B3%'-f;+ec.
sard Pintegrale completo della proposta, il quale contiene le
due funzioni arbitrarie F.y e fy. .
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_ 49.

Questa forma d’integrale cessa di aver luogo, quando le
due quantitd ¢ e 5 sono eguali . Per trovare in questo caso
I'integrale della proposta ripigliamo il valore di Ap » che allo-

1a diventa
4 p=3p e2*/*Pdx ¢z
e riflettendo che Ao:-.c“’ troveremo g.x=1. Quindi sara

: 3 2p—t ' ap—3
A =’p¢a¢( = +C ._”_P_.__-Q-C .LP_—__

4 1.3,..3p Pr...(ap—1) 3,P 1.,.(2ap—2)
Sostituendo questo valore nella equasione (a), e ricordandoci
che nel caso di @ ¢ b eguali abbiamo 2a-~y=0 otterremo per
determinare la funzione C P I’equasione

.Cr”_H=Cr p°
Saranno percid Cx p*Ca,pe ec. costauti, e facendole per
td »
pin semplicitd tutte eguali a zero avremo
- A =3P __xzp_
F 4 '1.8....9p°
e per conseguenza .
z:eax(F~ ?.23‘_,:... 3szr+ dsF dsxe dsF ec
Y A 1.a3.4dpn ' 1.a.3.45.640 %)

Ma nel caso di @ e 5 eguali in lnogo di Jozc“si pud an-
che prendere 4 °=e“.x, il qual valore soddisfa egualmente al-
la equazione (1). Cid posto sard g.x=z, ed ) .

A =3P ‘uﬂ dx’p.x; onde con un discorso simile al prece-

dente si troverd

P_ .

F.3....(3p41)"

e quindi avremo

*Cap,p)‘
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ax Jxs d Jazs ds
= (xf:y+1,.a.32§+l.3.5.4.5#*‘”‘) )
e questo valore di = agfiunto all’altro trovato di sopra ci' dara
I'integrale completo della proposta

dzs(dF x df
= ;F"*"”*. 555

dsz+ (daF  x dof
+2.3.4 If;*?dyi)* ec.
50.
A questi medesimi risultati si pud giungere con un’altro
metodo, il quale invero & meno diretto, ma assai pid semplice .

Si ponga nella propoesta .
diz  dz 3 dz __
=8 *7}{_3, +ﬂz— d_j =0

in luogo di = la quantita ¢™*™""Y, ove m ed n sono costan-

. ti, ed avremo tra m ed n 1’equazione
(o) M3 ey Meteff—IR=0 .
Ammessa tra m ed n la relazione stabilita in questa equazione

sard s=¢” """ un integrale particolare della proposta. Si
svolga adesso in una serie ordinata per le potenze di n la
quantita ¢ , e sia ’

" =d o4 ln-o--Aa»;z*-u-.Asn'--0-ec.. ,

‘avremo moltiplicando i)er &
g=e o7 =4, Va4 . ne™+A R e Vad 3 nse™ prec. ,
la qual serie si pud mettere sotto la forma

. ny ny
loe"y-.- Y, de —d de.e
1 ‘«Y 2 dvys

Ora siccome gnesto valore di £ soddisfa alla proposta, fattane la
sostituzione in essa dovranno svanire separatamente i coeffieicu-
d.e™ de.e"
dy a dys ‘
di se in luogo di €™ ponghiamo qualsiveglia funzione arbitra-

P

>

-+ €C.

2 ) - o -
tidie™, 2 ec. a motivo di # qualunque. Quin-
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ria di ; , cioé P.y, svauisanao egunalmente dopo Ia sestituzione i
mﬁcimﬁdiF.y,:—;,%;, che somo quelli stessi di ¢,

7
4T alY Dusque soddisfark alla proposta la serie
oo F , &s&F | &F
2 )
=4 Fy+4, 2;-0-4, o g o e

e sieccome due serie si ottengono per €™ , due simili valori
si avranno per g, e ls loro somma comprendendo due fanzioni
arhitrarie sara I'integrale completo della proposta.

Parrebbe a prima vista, che invece di preadere dalla equa-
zione (c) il valore di m per n fosse pii semplice di prendere
quello di n per m. Ma siccome nou si avrebbe che una serie so-

Ja per esprimere il valore di ¢", non si otterrebbe in tal medo,
che un integrale particolare, perché comprendercbbe una sola
funzione arbitraria.

Medisnte questo metode, che si deve all’illustre Geometra
Brunacci, si riduce la ricerca dell’integrale alla evolusione di
€™ in una serie ordinata per le potense intere di n. Al compi-
mento di esso si richiede I’ evoluzione della quantits ¢™*in tal
modo eseguita , che ci faccia conoscere il valore generale di 4 s

lo che potrd ottenersi per mezzo del teorema di Laplace (44).
Trasportando questo teorema alle presenti denowinasioni a-
vremo
&P~ ()P ™ dPlog [(m—a)(m—b)—3n]
A= ) 1.3....pdnf

, 1.2 ..... p—l)dmp =t
ove m—a, m~b sono i fattoyi della quantita ms+ym-+f, e dob-
biamo fare n=0 dops le differenziazioni relative ad n, ed m=—a
dopo tutte le differenziazioni.

Incominciando dall’eseguire le differensiazioni relative ad
n, e facendo poi n=o0 avremo
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. lg,[(m-o)(m.b)—an] —_ 3P

L o\l Btoe pdnp p(m—a)P(m—b)P
@ quindi sard

s X "’"(»»—a)-P
. pdmP!
Differensiando udeuo per npporto ad m otterremo

&' ™ (m-b) P —(m-5)"P. P il LT penytimed) P P2 mE

dmP—* dmP ! dm P
+ g my P 3. madPlm BT

dm® dmp—s d mp—l'
od eseguendo le differensiagioni di ™ e di (m—b) ¥ ‘
-+ (m=b)P 2P~ p(pr)(m-) P P

-+1)p(p—1)(p=3) - —3
dp—x.cm.( M).P;cm. (B I"—a ) i (m—b) P—3 P

deT-IA ...................

Lp(p+1)(p+2) . (np—a)(m—b)—ap '“ '
Quindi facendo m=a troveremo finalmente

2P _p=I =P (p—a)(p-o-n)

ax \Ta..p a—b 1a.(p—1) 1. a(a—-b)‘ " 1.3..(p—3)

8’pc 3
= {_(p=3(p+a)p+1) _ T o
P (a—-b)P !-l..h.S(awb)‘ Forwnre IR
‘ L Map—a)ap=3). .. () =
- C 12....(-—1)(0-—6)1’--'l
il qual valore combina cen quello, che abbiawo trovato (43)
coll’ altro metodo.

5r1.

11 caso di a=b ci presenta il medesimo inconveniente osser~
vato al num.* 4q., poiché I'equazione (c), che allora diventa
(c) (m=—a)®—3n=0
Tom. 111. 36
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non ci permette di svolgere il valore di ™% per le potense in~
tere di #. Mancando questa evoluzione il metodo del num.e

passato & da se solo insufficiente per la ricerca dell’ integrale
della proposta : ma usando un particolare artifigio potremo ginn-
gere anche iu questo caso al valore completo di . Infatti pren-

dendo dalla equazione () il valore di m avremo m=—ay/ o, e
,=emw+ng-=eaa-+ny:l:q/ o Sviluppata in serie la quanti-
ta cw " A ‘

='=Jl/8n_.==q/an-.-—am. e nl/r-o-ec ,.
onde prendendo due costanti arbltrane C e C' otterremo il se-
guente valore particolare di z

s=Ce **+"Y ( 142}/ Dn+ —8n+—-8q/ dn-+ec. )

+-Cle Y ( 1—a1/ 3 —an- —DW-Hc) .

Se facciamo C‘—C'_— » questo valore di z diventerd

(e) z=c“+”y —an-..—-z 3°n’+ec )

e ponendo —C"—C- — 8i ra in .
po W cange

n
' 1y,
(¢) g=e?® x-o-—-«)n-o- y 3 4 5o°nt +ec)

Ora da quest’equaszioni (e) (e’) le quali egualmente soddi-
sfanno alla proposta, col discorso usato dl sopn dedurremo
I'iategrale completo

ax dzs dF 80.1:‘ asF
o= (F ry d_r 234 d_y’“)

+e?% 81"![ 8'16 do
(xf'y a3 dy 9345dyn"'°)

5a.
Laplace in una sua Memoria sull’equulom a dnﬁ'eren:e

garzlah pubblicata nel volume dell’ Aceademia delle Scienze di

arigi dell’anno 17%3. naeruce, che I’equazione da noi con-
templat&
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dsz  dz dz_ -
prrian & +ﬂ‘—3-d.—7=0 s

se i eccettua il caso di) 3=0, non & suscettibile d* integrale
completo né pure espresso per una serie infinita. La proposi=
zione di questo gran Geometra si deve cos) interpretare; ¥ inte-
grale ciod essere impossibile sotto la torma da lui assegnata alla
serie, che ¢ la segnente

8=AF.y,+B/dy,F.y,+Cf°dy,’F'.y+ec.
la quale progredisce secondo gl’integrali della funzione arbitra-
ria. Poiché & stato da esso rigorosamente dimostrato, che una
tal forma & impossibile qualunque funzione di x ed y sia @; ma
la dimostragione non ¢ applicabile ad una serie, la quale proce-
da per i differenziali della funzione arbitraria. Infatti non solo
abbiamo trovato possibile il Z;gore di z espresso dalla serie

dsF

s=AoF.y+A ; qu—d o ‘Tﬁ-o-ec .

ma abbjame in tutti i casi assegnato il termine generale

P
4%F di questa serie.
P avP
4 53.

Se facciamo y+-hr=u, y+kx=t, essendo i e K costanti,
ed introduciamo pella proposta in luogo di x ed y le nnove va-
riabili u e £, avremo la trasformata -

daz dez  ; dez dz dz
. h.du_ﬂ -+ ;“—d;-l-k‘m -0-(’!‘)'-—3)21: “+(ky~9) -‘7;+ﬂ8=0 ’
alla quale applicando i metodi precedenti ne dedurremo il va-
lore di 5 espresso per serie infinita, che conterra due funzioni
arbitrarie di x4 0 di ¢, cioé di y+bx o di y+kx. Quindi potre=
mo avere I'integrale della proposta sotto infinite forme diverse
secondo gl'infiniti valori, che possiamo dare alle costanti % ¢ & .

Posta k=0 la trasformata diventerd ' :

- ds . od d »
oo +(hy—d) =35, +1=o, A
la quale & affatto simile alla proposta, e la proposta si cangia in

questa, se si pone u o sia y-+hx in luogo di x, —Z——% in

luogo di y, ’Ta; in luogo di 3, e 5 invece di §. In questo caso si
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trovera la nuova serie che esprime il valore di z senza nnove
calcolo, e bastera fare i precedenti cangiameuti nel valore tro-
vato di A4 .

Jlater 54

Le medesime trasformazioni potranno qualche volta con-
durci a trovare I’ integrale completo di quell’equazioni, che non
lo ammettono sotto la forma primitiva. Prendiamo per esempio
a considerare I'equazione

daz —a .
_ dxdy ’
e facendo z=e™> ") troveremo dopo la sostituzione mn-a*=o0,
. \.__a% . .
ciod' m=—, e percid /
a®
— .
a8 4 as
em=c " =i—z+ S v — _ziec.
n ant ns

2:3
Moltiplicando per ™ avremo :

A z=e"| (H-%:x-t-f;‘; 20 S:‘;n S z'-o-ec.) ,

la qual quantitd si pud mettere sotto la forma
2
» z::c"y-o-a’xfc"{ dy+ a‘: oY dyou a;z; [+ "V dy et
Quindi col discorso usato di sopra vedremo che dovri alla pro-
posta soddisfare anche la formtsa pid generale
a‘x3 asx?®
s=F.y+atx(Fdy+—— [ Fdy*+e—5 [* Fdy‘-wec.
Ma siccome non abbiamo che un solo valore di m, non potre-
mo ottenere I'integrale completo della proposta, perché la for-
mola precedente non comprende che una sola funsione arbi-
traria . :
Per conseguire I'integrale completo facendo u=y-+hz,

t=y-+kz introduciamo nella proposta in luogo di x ed y le
nuove variabili ¢ ed u, ed avremo la trasformata

dsz d2z daz .
Fas AR gy g —at =0,

o sia ponend per pia semplicitd k=1, k=—1
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dsz dvs

dus i3 —a7s=0 .
Se facciamo' come sopra dF d ¥ P

] L]
z=A Ft+.4‘ TR A== A3d¢'*°e"

ovoed ,A ,4 , e sono funxioni di u, e smtituiamo questo
valore in luogo di %, troveremo  tra le quantita Ae’ A o2 A 4
ec. le medesime relasioni , che esistone tra le quantita 4 " AS'

As, ec.; ond’ e facile vedere che potremo dare a z la forma se-

uente
6 d+F

=4 Ft""Ax ars Aadt‘ +A o

Cid posto se sostituiamo nella equazione precedente questo va-
lore in luogo di z,otterremo per determmare le qnantnﬁ 4,

dsF
=+ ec.

A.,4,,ec. l’equulom

d*A
dus
. d’Ap-i-l
Quest’ equazioni sono comprese nell’ equagioni (1) ed (a) del.
num.° 48., ed il valore di 4_ quivi trovato si cangera percid ia

24 =
—ard =o

quello che conviene al caso presente, purché vi si ponga u o
sia y-+« in luogo di x, —a in luogo di 5, e I unita in luo-
go di 3. Dal valore di 4 si dedurrd qnello di B )y 00 nel

pPrimo si muterd @ in —¢g; e la formola

ds F d+F
s=A F(y—w)-t-Ax T+

d2 d
. +B of (y—x)+-B ] d_yé -4-B2 -d—-’f ~“+-ec.
che contiene le due funsioni arbitrarie F (y—x) e f(y—=) sard
I’ integrale completo della equazione
-d2z
dxdy

--ec.

-—33Z==0 .
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